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On présente une formule pour la probabilité d’extinction d’'une épidémie modélisée par un
processus de branchement a plusieurs types lorsque ce processus est construit a partir de
modéles a compartiments qui sont des systémes d’équations différentielles.
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1. Introduction

De nombreux modéles mathématiques d’épidémies se
présentent sous la forme d'un systéme d'équations
différentielles ordinaires non linéaires. Au début de
I'épidémie, les personnes infectées, qui peuvent étre de
plusieurs types, représentent une fraction négligeable de la
population, de sorte qu’on peut linéariser le modéle pour
obtenir un systéme linéaire pour les compartiments
infectés seuls. Ce systéme est en général de la forme $! =
(A—B-C)I ot :

e I=(I4, ..., I,) est un vecteur colonne et I(t) est le nombre
de personnes infectées de type i ;

¢ A est une matrice d'infection et A;; > 0 est le taux auquel
une personne infectée de type j produit de nouvelles
personnes infectées de type i ;

¢ B est une matrice de transfert, —B;; > 0 (pour i #j) est le
taux auquel une personne infectée de type j se
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transforme en une personne infectée de type i et
Bjj=— iz Bij

e C est une matrice diagonale et Gj; > 0 est le taux auquel
une personne infectée de type j cesse d’étre infectée.

A ce systéme, on associe un nombre noté R, a la suite de
Lotka et appelé reproductivité [1, p. 102]. Ici, ce nombre est
égal au rayon spectral de la matrice A(B+C)~ ! [2, §2.1]. 11
n'y aura une épidémie que si Ro>1. De plus, la
reproductivité Ro mesure I'effort nécessaire pour arréter
I'épidémie : il faut diviser la matrice d'infection par R, ou
plus.

Au début de I'épidémie, les effets stochastiques sont
importants et peuvent conduire a 'extinction de I'épidé-
mie, quand bien méme on aurait R¢> 1. On peut donc
imaginer des modeéles qui sont des processus de bran-
chement a plusieurs types en temps continu, construits
avec les coefficients des matrices A, B et C [2-5]. La
question était alors de calculer la probabilité d’extinction
dans ces modéles si I'on part de (iy,...i,) personnes
infectées (nombres entiers) a t = 0. Cette probabilité prend
la forme d’'un produit @} ---oin. On n'a pas trouvé dans
les travaux ci-dessus de formule générale qui relidt les
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probabilités w; et les matrices A, B et C. Seuls des exemples
particuliers ont été étudiés.

Dans la section 2, on montre ainsi que les probabilités
d’extinction wj sont, lorsque Ro > 1, I'unique solution dans
le cube [0,1[" du probléme de point fixe

Yo Aijwiwj=3 . Bijwi+ Cjj
>i Aij+ B+ G

(1)

@j =

avec 1 <j < n. Ceci peut aussi s’écrire

> (1—wy)(Aij wj—Bij—Cij) = 0 (2)

1

avec 1<j<n. Si l'on note [1-w;] le vecteur ligne
(1-w; ...1—w,) et diag[w;], 1a matrice diagonale avec
les w; sur la diagonale, le systéme prend une forme plus
compacte :

[1-a;] (A diag[w;]~B—C) = 0. 3)

Dans la section 3, on propose des exemples simples
d’application de cette formule. Notons que la formule (2)
peut se généraliser au cas d’'un environnement périodique
[6, équation 4].

2. Démonstration

Construisons le modéle stochastique associé naturel-
lement au modéle déterministe. On suppose qu’avec un
taux A;;, chaque personne infectée de type j est remplacée
en quelque sorte par deux personnes, I'une de type i, I'autre
de typej (il y a eu une nouvelle infection). Ceci signifie que
la probabilité de cet événement est A;;dt pendant un
intervalle de temps infinitésimal dt. Avec un taux —B; ; pour
i #j, chaque personne infectée de type j se transforme en
une personne infectée de type i. Avec un taux Gjj, chaque
personne infectée de type j cesse d'étre infectieuse.
Schématiquement,

J—itj, joi ((#), o
Aij —Bij Gij
Comme —>"; B;;=B;; chaque personne infectée de
type j subit un des trois événements ci-dessus avec le taux
total

)\,j:Z Ai_j+Bj_j+CjJ.
i

Notons gj(x1,. . .X,) la fonction génératrice du nombre de
personnes des différents types 1,2,...,n, engendrées par
une personne de type j selon le schéma ci-dessus. On a

1
8j(X1, .. Xn) == (Z AijxiXi+ > (—Bij)xi + ij) .
J i

i#]

D’aprés la théorie des processus de branchement a
plusieurs types [4, théoréme 1.2], on sait que, lorsque
Ro > 1, les probabilités (w1, ..., w,) sont 'unique solution

dans le cube [0,1[" du probléme de point fixe gjwy, ...,
wy)=wj pour 1 <j<n. Or ceci s’écrit aussi

D Aijwiwj+ Y (—Bij) wi+Gj = wj
i i£]

a)]<z AiJ+BjJ+Cj_j>.
i
D’ol, en réarrangeant,

7231",‘0),' +Cj.j: (17(,()1') :a)jz A,‘_j(l*(,()i).
i i

Comme > ;B;;=0, ajoutons ce terme au membre de
gauche :

ZBi'j (]—a)i) +ij(1—60j) :a)jz A,;j(l—a),»).

Ceci est bien identique a I'équation (2), puisque
Cij=0 pour i #j.

3. Exemples

Prenons un modéle de type SEIR qui fait intervenir
quatre compartiments : S(t) est le nombre de personnes
susceptibles d’étre atteintes par la maladie, E(t) le nombre
de personnes qui ont été infectées aprés avoir été exposées
lors d’'un contact, mais qui ne sont pas encore infectieuses,
I(t) le nombre de personnes infectieuses et R(t) le
nombre de personnes rétablies et immunisées. Notons
N(t)=5S(t)+ E(t)+I(t) + R(t) la population totale, v le nombre
de naissances par unité de temps, a la fréquence des
contacts, ; la mortalité naturelle, b le taux auquel les
personnes exposées deviennent infectieuses, ¢ le taux
auquel les personnes infectieuses guérissent et ¢ la
surmortalité pendant la période infectieuse. Alors, on peut
proposer le modéle suivant :

ds I dE I
a:v—aSN—,uS., E:aSN_(H+b)E’

dI dR
a:bE—(u+8+c)1, E:CI—MR.

En l'absence de la maladie, I'état stationnaire est
S=N*=v/u. Au début d’'une épidémie, la population est
presque entiérement constituée de personnes suscepti-
bles, de sorte que S~ N~ N*, On obtient ainsi le modéle
linéarisé

dE dI
a:f(qub)EJraL a:bE—(u+s+c)I‘
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Avec les notations des sections précédentes, on a

(0 a\ o (b O\ . (u O
A—(o o>7 B_(—b 0)7 C‘(o u+£+c>'

Ainsi,

ab a
AB+O) "= | brm)(mtetc) mtetc
0 0

et Ro=ab/[(b+u)(pn+e+c)l.
systéme (3) s’écrit

(1-ar 1—a)2)[((0) g)(ag £2>_<bfb“ M+g+c>}

=0.

Supposons Re>1. Le

On trouve donc les deux équations

—(b+p)(1-w1) +b(1-wy) =0,
+0)(1—wy)
=0.

awy(1-w1)—( +¢

D'oil la solution dans [0, 1[%, qui est

wlzﬂ"t‘b/Ro —0,
w+b
ol
2= R T

Cest le méme résultat que celui de [4, §3.2], mais nous
avons court-circuité, avec I'équation (3), la construction
des fonctions génératrices.

On calcule de méme les probabilités d’extinction pour le
modéle de paludisme de [5, §6]. Notons a la fréquence des
piqdres infectantes, c; la vitesse de guérison des humains,
¢, la mortalité des moustiques, N; le nombre d’humains et
N, le nombre de moustiques. Si I; est le nombre d’humains
infectés et I, le nombre de moustiques infectés, alors le
modeéle linéarisé est de la forme

_ 0 a . (¢ O
A*(aNz/N1 0)7 B=0, C*(o c2>'

On trouve Rp = a % Le systéme (3) s’écrit

o el 8% 8)-(5 )

=0.

On trouve au terme des calculs :

Cy+a

c +a/R3
1= ) = .
R3 +a

T +a

Néanmoins, méme lorsqu’il n'y a que deux types de
personnes infectées, le systéme quadratique de deux
équations (2) conduit en général a une équation poly-
nomiale de degré 4 pour chacune des probabilités
;. Comme 1 est toujours une racine, on est ramené a
une équation de degré 3, qui ne peut pas en général se
réduire davantage. C'est le cas, par exemple, pour un
modeéle de type SIS ou SIR avec migrations entre deux sites,
de sorte que le systéme linéarisé pour les personnes
infectées (I, I) dans les deux sites est de la forme

_ ([ 0 _ b] —bz (G 0
A< (S a) (5 w) <= (5 )

Ce n'est que la présence de nombreux zéros dans les
matrices A, B, et C qui permet des calculs explicites
relativement simples dans le cas du modéle SEIR ou du
modéle de paludisme. Si I'on se contente de calculs
numériques, alors, plutét que d'utiliser le systéme (3),
on obtient le point fixe dans le cube [0, 1[* du systéme (1)
par de simples itérations en partant de(x,...,x,)=(0,...,0).
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