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Chapitre 1

Introduction L'étude des problémes de pollution liés à l'agriculture passe par
la connaissance des propriétés hydrodynamiques du sol.
La plupart des études menées à cet égard supposent que le sol est un milieu poreux
rigide. On peut citer les travaux de Richards qui a établi le modèle de transfert
en milieu poreux non saturé non déformable en généralisant la loi de Darcy.
Cependant, très peu de chercheurs dans leurs études ont tenu compte de la
déformation du sol. On peut noter les travaux de TALSMA et VAN DER LE
LIJ (en 1976) (ref[2]) qui ont cherché à quantifier l'infiltration et le gonfiement
d'un vertisol sous
riziculture.
~lais de plus en plus, les résultats des recherches montrent le rôle joué par la
déformation pour certains types de sol(ref[2]).
Pour les sols déformables, la variation de la teneur en eau 0 est simultanée à un
changement de volume; ce qui fait que le domaine 0 dépend de 0 (0 = 0(0)). Si
on note e l'indice de vide, les caractéristiques hydrodynamiques du sol seront de
la forme:

K = K(O); h = h(O); e = e(O);

avec K la conductivité hydraulique et h le potentiel matriciel.
La teneur en eau étant définie comme le rapport du volume de liquide présent
dans 0 sur le volume total 1Iç1' et Vil étant variable, il est plus commode dans la
pratique d'utiliser comme variable globale le taux d'humidité (-) qui est le rapport
du volume de liquide présent dans 0 par le volume de solide qui y est contenu.
Ceci est d'autant plus interessant que dans la phase expérimentale, il sera plus
commode de mesurer (-) que 0 puisque le premier a son dénominateur constant
tandis que le second variable.
Ainsi, en notant par C la concentration massique du polluant dans le milieu, nous
établirons d'abord un modèle de transfert en milieu poreux où les variables seront
e et C. et où on suppose que le domaine est rigide.
Ensuite nous regarderons le cas déformable qui sera matérialisé par la courbe de
retrait (e = e(C:-))) .
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4 CHAPITRE 1.

Et enfin, nous tenterons de regarder ce qui se passe lorsque la déformation et
l'écoulement sont monodirectionnels et le cas où la déformation est tridimension
nelle anisotrope et l'écoulement monodirectionnel.



Chapitre 2

Modèle de transfert en milieu
poreux rigide

Modèle physique

Le problème que l'on se pose est le suivant: on suppose qu'on a un domaine
borné (un cylindre de rayon 1 et de hauteur 1 contenant un sol non saturé de
teneur en eau initiale er ). On injecte dans ce milieu poreux à travers la base
supérieure une solution contenant un seul soluté et on regarde l'évolution spatio
temporelle de la concentration du traceur dans le domaine.
La propagation du soluté dans le milieu poreux étant étroitement liée à l'écoulement
du fluide fait que l'étude de ce phénomène nécessite la connaissance de l'équation
gouvernant le transport de masse en milieu poreux.
Comme condition de bord, on suppose qu'il n'y a pas d'écoulement latérale. Le
fond est ouvert et le débit de la source extérieure n'est pas élevé pour éviter d'avoir
un écoulement diphasique. L'étude se fait dans un intervalle de temps tel que le
front d'humectation n'atteint pas le fond. Cette hypothèse nous permet de simpli
fier le problème en évitant d'être confronté à un autre type de problème à frontière
libre où la variation du niveau de la nappe phréatique est non négligeable.
On utilise comme sol du sable qui peut être supposé comme un milieu poreux ri
gide. On fait aussi l'hypothèse que le soluté est inerte(chimiquement) par rapport
au milieu c'està dire qu'il n'y a pas de réactions chimiques (précipitation,dissolution)
ni d'adsorption. Le milieu est supposé isothermique.
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Modèle mathématique

Notation:
e= la teneur en eau;
P = la masse volumique de l'eau;
7/ = la vitesse de filtration;
C = la concentration molaire massique de la solution dans le domaine;
D = le coefficient de diffusion dispersion;
Ps = densité de soluté dans la partie solide du milieu poreux;
Cs = concentration du soluté dans la partie solide;
Pd = densité apparente sèche du sol;
Cv = Concentration molaire volumique du soluté.

L'évolution du soluté dans le milieu poreux sera regIe par deux phénomènes
physico-chimiques; l'un décrivant l'écoulement du fluide et l'autre le transport
de soluté.

Transferts hydriques

Supposons que le milieu poreux soit le cylindre universel de R3 noté O. Soit w
une partie de n, Vw le volume de w et M(w, t) la masse de fluide contenue dans
w à l'instant t. "
Le volume élémentaire de w sera dVw et la portion de volume occupée par le fluide,
edVw'

De là, on en déduit la masse élémentaire de fluide contenue dans dVw

dm = p()dVw

Ce qui fai t que

M(w, t) = Ldm = Lp()(x, t)dVw

Si :.,.; est un volume fixé, la loi de conservation de la masse nous permet d'affirmer
que la variation de la masse dans w par rapport au temps est égale au flux 4> à
travers la surface ow plus l'apport exterieur À; le flux étant compté positif en
sortie.
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Ce qui se traduit par l'équation

d
dtM(w, t) = -cP + À.

En remplaçant M et cP par leur valeur et en supposant À = 0, on obtient

d
d [ pO(x, y, z; t)dVw + f pct.Ttd<7 = 0
t w kw

7

avec
il = Qsur le bord;
Q= débit de la source extérieure;
ct = vitesse de filtration.
Tt = normale exterieure à d<7. d<7 =surface élémentaire. La formule de la diver
gence nous permet d'écrire que

'ï/w.

Ce qui donne ainsi l'équation d'écoulement:

8pO
75t + div(pq) = O.

Sachant que p = constante, on obtient:

~~ + div(q) = 0 (2.1)

La quantité ct est donnée par la loi de Darcy généralisée par Richard:

q = -K(O)VH(O)

J( étant la conductivité hydraulique, H la charge hydraulique. On a
H(O) = h(O) + :: où h désigne le potentiel matriciel et z la cote.
En rapportant cette expression de ct dans (2.1), on obtient:

8~~) _ div(K(O)VH(O)) = 0 (2.2)

Dans ce cas puisque le milieu est supposé rigide, on peut garder 0 comme
variable gloLale.
Le problème qui se pose est la détermination de K(O) et de h(f}) qui constituent
les caractéristiques hydrodynamiques du sol.
Les expressions de K(e) et de h(e) sont généralement empiriques. Les modèles
courarnrnem utilisés sont ceux de Van Genuchten établi eH 1980, de Brooks et
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Corey (1964) et de Gardner (1958) revu par Russo (1988) (ref[2]).
L'expression du modèle de Van Genuchten de h(e) est donnée par l'équation:

e - er = (1 + (ahtrm (2.3)es - er

avec Or = la teneur en eau résiduelle;
Os = la teneur en eau à saturation.
Les valeurs a, n, m étant des paramètres empiriques.

0-0
La quantité 0 _; est la saturation effective noté Se' Dans certains cas au lieu

s r -
d'utiliser 0 comme variable globale, il est préférable de prendre Se'
Ainsi,

1 _1.. ~
h(Se) = -(Se m - 1) .

a
La condition de Mualem (ref[2]) nous permet ,de relier n et m : m = 1 - ~ de
même que celui de Burdine (ref[2]) : m = 1 - ~.

Van Genuchten fournit aussi l'expression de K(O) suivante:

(2.4)

La valeur L étant un paramètre empirique souvent égal à 0,5. Ce modèle
contient 5 paramètres à déterminer: Os, On K satJ n, a. Cependant, Brooks et Co
reyen 1964 (ref[2]) avaient proposé le modèle suivant à 6 paramètres:

0-0 he
f3
.

Se = 0 -; h'
s r

ce qui est equivalent à :

0-0 -l

h(O) = he ( ; rfJ
Os - r

avec .ô paramètre empirique et he le potentiel au point d'entrée de l'air.
La conductivité hydraulique est:

K (e) = K Sp+'2+'2f3sat e .

Quant à Gardner, il estime que

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

avec A, B paramètre empirique.
En 1988 , Russo obtient à partir de l'expression de Gardner la saturation effec
tive sous la forme :
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Se = ~ -=- ~T = [(exp( -0, 5alhl))(1 + 0, 5alhl)]b~2. (2.9)

Le paramètre b est empirique et souvent égal à 0,5.
Dans ce cas, il y a quatre paramètres à déterminer.
Le modèle exponentiel nous donne la conductivité hydraulique sous la forme:

k(O) = Ksatexp( -alhl) (2.10)

avec a param'etre empirique.
Le modèle le plus utilisé par les physiciens du sol est celui de Van Genuchten.

Transferts de solutés

Soit C la concentration massique du soluté présent dans O. Avec l'hypothèse
faite sur l'inertie chimique du soluté par rapport au milieu, le nombre de mole
total présent dans la solution contenue dans le volume w sera:

n=MC.

Sachant que dm = pOdVw on a :

dn = dmC = pOCdVw '

On obtient ainsi l'expression suivante:

n = i dn = i pOCdVw '

Si on note Cv la concentration volumique du soluté, on a :
Cvd\/~ = Cdm ce qui implique que Cv = pOC.
La loi de conservation du nombre de mole nous permet d'affirmer que la variation
du nombre de mole par rapport au temps dans west égale au fl~x à travers ow
plus la quantité diffuse et dispersée à travers ow, plus l'apport exterieur.
Le flux du soluté à travers la surface de west donné par

cP = r Cv q.rtda = r pOCq.rtda.Jüw Jüw

La quantité diffuse et dispersée à travers ow est donnée par la loi de Fick Si
on note dcPc le flux de diffusion-dispersion de soluté à travers da alors,

dcPc = p()D\1C.r!da
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avec Tt la normale extérieure à dCJ et D le tenseur de diffusion-dispersion.
Ainsi

cPc= r pOD\lC.TtdCJ.Jôw

En appliquant la loi de conservation du nombre de mole ou on suppose que Fapport
extérieur est nul, on obtient:

~! peCdVw = - r pec7I.TtdCJ + r peD\lC.TtdCJ;
dt w Jôw Jôw

ce qui implique que

L:tPOCdVw +i div (poc7I - peD\lC)dVw = 0

et ceci pour tout w. Ce qui nous donne l'équation de transport de soluté sous la
forme: a .

ai(eC) + dw[ec7I - eD\lC] = o.

Avec l'équation de Richard :

71 = -K(e)\lH(e)

l'équation devient:

gt (fJC) - div[eCK(e)\l H(e) + eD\lC] = 0

Récapitulation:

(2.11)

Le modèle physique défini plus haut sera donc gouverné par les équations
suivantes:

8e

1
~ -div(K(e)\lH(e)) = 0

~-(fJC) - div[fJCK(e)\lH(e) + fJD\lC] = 0at
-C.B.

En posant 80.. = ri Uf'2 Uf:~ = surface extérieure du cylindre;
avec f 1 = surface du disque supérieur du cylindre,
f'2 = surface latérale ci u cylindre,
f:~ = surface ci 11 disque intérieure
et Q(:r, t) étant le débit de la source extérieure, on obtient:



MODÈLE MATHÉMATIQUE

if(x,t)
if(x,o)

On sait que

Q(x, t) sur fI;

rrVX E n.

11

(2.12)

(2.13)

d'où () = 8Pd.
PB

Le milieu étant supposé rigide, donc vt = este ce qui implique que Pd = este. La
densité de l'eau aussi est une constante, ce qui fait que (2.2) peut s'écrire sous la
forme:

Pd B8 _ div(K(8Pd)\J H(8Pd)) = O.
PB Bt PB PB

Posons: K J (8) = PB K(8Pd)
Pd PB

Hl (8) = H(8Pd) Ainsi, l'équation (2.2) devient:
Ps

L'équation (2.11) est équivalente à :

On pose:

K 2 (8) = K(e Pd )
Ps

H2 (8) = H((-jPd) = H\ ((-j); Ce qui fait que (2.11) peut s'écrire sous la forme:
P.'

D'où le probléme à résoudre est le problème (P) suivant: Trouver (-j, C tel que:

(Pi

+C.fl ..

=0

=0
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Explicitons les conditions de bord: à t = 0 puisqu'il n'y a pas d'infiltration, on
a:
C(x,O) = Co(x);
8(x,0) = 8 r .=le taux d'humidité résiduel.
Sur fI :
C(x, t) = Cext 'r/t E [0, Tl, E-)(x, t) = 8 s 'r/t E [0, T]. avec 8 s =taux d'humidité
à saturation.
On a:
Co(x) > O'r/x E O.
8 r ~ 8 ~ 8 s '



Chapitre 3

Modèle de transfert en milieu
poreux déformable

On conserve le même modèle physique que dans le chapitreI sauf que dans ce
cas on tient compte de la déformation(le sol utilisé est un vertisol).
Pour les sols déformables, les équations qui gouvernent le modèle de transport de
soluté dans les milieux supposés rigides ne sont pas très appropriées. Ceci est lié
aux effets de la déformation sur les caractéristiques hydrodynamiques du sol.
Ainsi, en plus des propriétés du sol qui sont la conductivité hydraulique,la teneur
en eau et le potentiel, on a connne caractéristique additionnelle l'indice de vide
qui est représenté par la courbe de retrait du sol(e = e(e)) ou la densité apparente.

Element de mécanique des milieux continus

Point matériel ou particules du squelette et du fluide

Soit V un Hllume délimitant un milieu poreux et dV un volume élémentaire
entourant un point Ai repéré par sa position x dans un repère donné.
On appelle particule du squelette la partie matérielle du squelette et l'espace po
reux connecté qui coincide à l'instant considéré avec le point AI repéré par x.
Une particule fluide est représentée par le fluide se trouvant dans l'espace poreux
connecté du même volume élémentaire coincidant au même instant avec le point
M.
On appelle poiIlt matériel une particule fluide ou particule de squelette d'un vo
lume élémemaire entourant /v/.

13



14CHAPITRE 3. MODÈLE DE TRANSFERT EN MILIEU POREUX DÉFORMABLE

Continuité du milieu poreux

Le sol vu microscopiquement est un milieu hétérogène ou subsistent trois
phases: une liquide, une solide et une gazeuse.
Cependant, on supposera que le milieu poreux est continu. Cette hypothèse est
possible puisque l'on se placera à une échelle macroscopique pour l'observation
des phénomènes et la quantification des grandeurs physiques. Par exemple pour
définir la porosité en un point, on définit un volume élémentaire entourant le point
et intégrant suffisament de matières pour être représentatif du phénomène étudié.
L'existence de l'echelle est du ressort de la théorie microscopique fondée sur des
méthodes d 'homogéneisation.
La continuité des transformations affectant le squelette est supposée c'est à dire
que deux points matériels du squelette infiniment voisins à un instant donné pro
viennent de deux points infiniment voisins dans le temps et le restent ultérieurement.

Description de la transformation du squelette

La déformation observable est en fait celle du squelette sous l'action de l'infil
tration.

Gradient de la transformation

Soit un état de référence r du milieu poreux où un un point matériel du
squelette est repéré par sa position M de coordonnées cartésiennes (Xi )i=I;3 dans
un, repère orthonormé d'origine 0 et de vecteurs de base {et, et, et}.
On a ainsi:

(3.1 )

A un instant ulterieur t (instant actuel), après déformation, le squelette ac
quiert une nouvelle configuration dite configuration actuelle.
Le point matériel qui était li la position M dans l'état de réference se trouve main
tenant à l'instant t à la position m dans (0, et, et, et).
Les nouvelles coordonnées cartésiennes du point matériel ètant (:r:di=T;3; ce qui
fait que

(3.2)

Ainsi
~ ~
Om = Om(M,t)
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On définit le gradient de la transformation par

15

NB :Le majuscule des opérateurs "Grad" et "Div" signifie qu'il est relatif à la
configuration r.

On définit l'inverse de P par p-! et sa transposée par t F.

(P- 1)ji = 8Xj

8Xi
(tp)ij = Pji
Le jacobien de la transformation sera J = det(P).

Formule de transport

Considérons dans la configuration de réference 2 points matériels infiniment
voisins repérés par leur position M et M'.
On définit le vecteur matériel ([JIJ attaché au squelette par la relation:

Le vecteur ([Jf;f relie les points matériels repérés par JII! et A1' dans la configuration
T.

Posons: ([Jf;f = dX ,et + dX2e1 + dX3IJ-
Dans la configuration actuelle, le vecteur d devient dm reliant les points m et
nt. ,
Par définition de P, on a

Soit dV le volume élémentaire matériel.

On peut l'écrire connue produit mixte de trois vecteurs; ce qui dorme:

Après transformation. le vecteur dX 1et donne dm); i = 1.3 avec

dm~ = F(dX;-e{) = dX;(F-e{).
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tratlSfOrlllatioll

>
dm

FIG. 3.1 ~. Volume élémentaire dV

Ainsi dV se transforme en

(i1/~ = (dm;, dm~, dm~)

En remplaçant dmi par sa valeur, on obtient:

D'où

d1lt (dX1(Fet), dX2(F~),dX3(FfÎ))

(F et, F et, F ti)dX1dX2dX3

.JdV

d1lt = .JdV.

N.UdA ---t 1I.7tda.

Donc il faut que 0 < J < +00 car le volume d'un élément de matière n'est jamais
nul. Ce qui fait que la transformation F est inversible.
Soit une facette matérielle de surface infinitésimale dA orientée vers N(normale
unitaire) .
dA --+ da avec da orienté vers Tt (normale unitaire). on a pas N --+ Tt par la
transformation.
On considère le cylindre formé par la surface NdA et le vecteur quelconque U.
Dans la configuration actuelle, NdA donne Ttda et U donne 11 = PU.
Ce qui fait que le volume



Ce qui implique

DESCRIPTION DE LA TRANSFORMATION DU SQUELETTE

D'où

En remplaçant Tt par sa valeur, on obtient

Tt FUda = lN.UdA VU.

< Tt; FU> da = 1 < N; U > dA;

On obtient ainsi la relation suivante pour tout U
<t FTtda - lNdA; U >= 0 VU.

d'où
t FTtda = lN dA.

Ainsi la surface transformée donne :

Tenseur des déformations de Green-Lagrange

Considérons les transformations vectorielles suivantes:
[[jJ-t~
;sM -t r;t".
Alors en posant :

17

on a

(FdM).(FrM - JM.lM
[[jJt FFrM - dM.rM
dM(t F F - 1)JM.

On pose: C =t FF.
On voit que le tenseur C dit tenseur de dilatation est symétrique.
Le tenseur de déformation de Green-Lagrange noté 6 avec

26 = C - 1

est aussi syrnétriclue.
. ~ ~ -:-::--t

Notons par Tt = Om - OAl = Alm le vecteur déplacement.
Pour Tt = 1/1 et + 11'2e3 + U;l"t1 essayons de déterminer l'expression de Grad(T?)
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en fonction de F.

On voit que i = 13,

OUi
Orad1t = (oX' )i,j=1,3'

)

OX' oX {
(Grad1t)ij = 0;' - oX~ =

) )

Ainsi,

i ::f: .i
~ = J

OXi
(Grad1t)·· = - - 6· = F - cS1) 0X . 1) 1) 1) .

)

Ce qui fait que
Grad1t = F - J.

On a aussi la relation

Grad1t +t Grad1t +t Grad1tGrad1t F - J +t F - J +t (F - J)(F - 1)
F +t F - 2J _t F - F +t F F + J

C- J

2~.

On a ainsi

..
Transformation infinitésimale, tenseur des déformations linéarisé,
tenseur de déformation plane

Les mouvements étudiés sont souvent considérés comme des transformations
infinitésimales qui sont définies par

v1t IIGrad1t11 « 1.

La norme est celle d'un vecteur appartenant à un espace vectoriel de dimension
finie où toute les normes sont équivalents.
On appelle tenseur des déformations linéarisés la quantité notéeE avec

210 = GT'ad1t +t Grad1t

Ainsi pour une transfOrmation infinitésimale on a
~::::: E.
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Remarque:
On pourra donc confondre la configuration de référence et la configuration ac
tuelle; car par hypothèse Il Gradç 1/ << 1 entraine que
OUi OUi
-- --
oX· ox·'J J

Preuve de la remarque:
OUi _ L OUi DXk

oXj - k OXk oXj

Or,

d'où

OUi + L DUi OUk

OXj k OXk oXj

OUi

OXj'

La dernière égalité est obtenue en négligeant le terme somme qui est un infiniment
petit vu l'hypothèse de la transformation infinitésimale,
Toujours sous cette hypothèse, on a

Proposition 3.0.1 J = 1 + div?t .

preuve:
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L'hypothèse de la transformation infinitésimale nous permet de négliger les termes:

éJUi éJUk, éJUi éJUk éJup

éJXj éJX1' éJXj éJXl éJXq '

Ainsi on obtient

.J
éJUI éJU2 éJU3
éJXt + éJX2 + éJX3 + 1

1 + Div1t

1 + div1t.

Proposition 3.0.2 Soit 0 le volume délimitant une quantité de matière pOT'eux
à l'etat de T'éference et Ot le volume occupé à la configuration actuelle, Alors on a

Preuve:

dD.t - dD. = .JdO - dD. = div1t = tr(é),
dD. dO

Donc, pour une transformation infinitésimale la dilatation volumique est égale à
la trace du tenseur des déformations linéarisées.
La dilatation observable du squelette (tr(é)) est due d'une part à la variation de
volume de l'espace poreux connecté et d'autre part à la dilatation moyenne des
éléments matériels constitutifs du"squelette. Soient cPo la porosité dans la configu
ration de référence et cP celle dans la configuration actuelle,
La dilatation volumique moyenne de la matrice est donnée par

dOS étant le volume occupé par la matrice à l'état initial.
On a les égalités suivantes:

dOS = (1 - cPo)dD.

dO: = (1 - cP)dOt.

D'où

p =
~s

(1 - cP).JdO - (1 - cPo) dO
(1 - cPo)dD.
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Ce qui implique que

(1 - c/Yo}cs = (1 - c/Y)tr(c) - (c/Y - c/Yo).

21

Ce qui est accessible à l'expérience directe est tr(c) et non cs' La mesure de (c/Y-c/Yo)
et de c/Yo permet de calculer cs'

Cinématique de la déformation du squelette

Description lagrangienne et eulerienne de la cinématique de la déformation

Le gradient de la déformation F est en fait l'outil principal qui nous permet
de décrire la déformation.
La description de la déformation est lagrangienne au sens où les grandeurs de
pendent de M et t et sont considérées comme attachées à la particule de squelette
repérée par son vecteur position aM dans la configuration de réference.
Dans cette description, la cinématique de la déformation se déduit directement
par simple dérivation partielle par rapport au temps des différentes grandeurs.
La variable (JjJ étant constante, cette dérivation est en fait une dérivée totale.
La description eulerienne quant à elle s'effectue à partir de la donnée dans la
configuration actuelle et à chaque instant t de la vitesse V(Xl, X2, X3; t) de la par
ticule du squelette, coincidant à l'instant t avec le point géometrique repéré par
sa position m.

Tenseur taux de déformation lagrangienne

d6
On le note :di '

On a la relation suivante qui donne la variation temporelle du produit scalaire de
deux vecteurs dans la configuration actuelle en fonction de leur position dans la
configuration de réference :

d ~ -;::---7 ~d6~
~l < dm ; om >= 2dM ·-l-·OM.
ct ct

Tenseur taux de déformation eulerienne

Cette description est indépendante de toute configllration de référence. La
cinématique y est decrite à partir de la donnée de la vitesse 11 (:rl, :r:2, X3; t) de la
particule du squelette coincidant avec le point géometrique repéré par sa position
Tn.

Vt et m
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Proposition 3.0.3 On a les égalités suivantes:
(i) Grad( cP) =t (grad( cP)). F cP tenseur;

(ii) grad(V) = dF. F - 1 ;
dt

(;;;) d d~ d(~) d~••• dt m = gra V. m;

. d ~ -:::-t ~-:::-t
(~V) dt < dm ; 6m >= 2dm.d.6m avec

d = ~(grad(V) +t grad(V)) = taux de déformation eulerienne ou tenseur des

vitesses de déformation.
dtJ.

(V) d =t F- 1
. dt .F-1 (formule de transport)

preuve

(i): 8cP = L 8cP 8xj
8Xi j 8xj 8Xi

D'où

Grad( cP)

,
On a ainsi l'égalité permettant de faire le transfert de l'opérateur gradient de

la configuration actuelle à celle de réference.

grad( ) = Grad( ).F~l.

~ ~ dOrA d ~ ~ dF
(ii) : grad( V ).F = Grad( v) = Grad( -----;Ft) = dt (Grad(Om)) = dt;

d'où
~) dF 1grad( V = dt.F~

~ ~ dF 1~ dF --;--;-t d --;--;-t d~
(iii) : gTad( V ).dm = ~.F~ dm = ~.dM = -(PdM) = -{dm.

dt dt dt ( t

(iF)
cl ~ -::-->: - < dm {J'In>
dt

d~ ~ ~ d-::-->
< -dm : 6Tn > + < dm ; -6m >

dt dt
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~ --;---t -;::---t --;---t ~ -;::---t
< grad( V ).dm ; Jm> + < dm ; grad( V )Jm >

--;---t t ~ -;::---t --;---t ~ -;::---t< dm; grad( V ).Jm > + < dm ; grad( V ).Jm >

< d7it ; (grad(V) +t grad(V)).~ >
--;---t -;::---t

2dm.d.Jm.

(V) : Avec les deux relations suivantes:
d ~ -;::---t ~ dtl -;:-;--t- < dm ; Jm >= 2dM.-.JM
dt dt

d ~ -;::---t --;---t-;::---t
et dt < dm ; Jm >= 2dm.d.Jm;

on en déduit que

Ce qui equivaut à
-1~ dfl -1-;::---t ~ -::---+

F dm. dt F 6m = dm.d.6m;

d'où
--;---t dtl -;::---t ~ -;::---t ~ -;::---t
dm. tF- 1 dt F- 16m = dm.d.6m pour tout vecteur dm et Jm.

Et on obtient ainsi l'équation de transport

Modélisation
,

On considére le même modèle physique que dans le chapitre l sauf que dans
ce cas on tient compte de la déformation: le sol utilisé est un vertiso1.
Les équations du problème (P), définies dans le système d'Euler bien que appli
cables pour les milieux déformables ne sont pas cependant très appropriées.
Celà provient de la nécessité de prendre en compte les effets de la déformation sur
la dépendance spatio-temporelle de K(()) et de h(()).
D'autre part, les conditions aux limites sont plus faciles à exprimer sur des sur
faces fixes par rapport à la phase solide (ref [2]).
Ainsi l'utilisation d'un réferentiel de Lagrange (réferentiel matériel) attaché à la
phase solide est préferé.

Équation d'écoulement

Truesdell et TOUpÜ1 établissent en 1960 le résultat suivant: Soit 0 un milieu
supposé continu où CHl est en présence de n phase. Si cP est tenseur. sa dérivée
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particulaire par rapport à la phase a sera

avec 71a. étant la vitesse de la phase a.
Si on note pa. la masse volumique apparente de la phase a, l'équation de concer
vation de la masse donne :

(3.3)

Ce qui équivaut à
Dpa.
- + pa.div(71a.) = fa.
Da.t

Soit F une phase de ft; sa masse volumique apparente sera pF et la dérivée
particulaire par rapport à la phase solide de pF sera

D F a F
~p_ = L 71S v F
Dst at + . p .

fJpa.
En remplaçant dans (3.3) l'expression de ~' on aura

D F
P 4S"{7 F d' (F4F) f~- - v vp + w P v = F.

Dst

Ce qui implique que

D l'

~t + pFV.71 s + div(pF (71F - 71S)) = fI'· '

Or la divergence de 71s est donnée par l'équation de conservation de la masse (on
suppose qu'il n'y a pas d'apport de matière solide extérieure; ce qui se traduit
par fs = 0) :

'-}s 1 DPddzv( v ) = -~-.
Pd Dst

On obtient ainsi en utilisant aussi le (i) de la proposition (3.0.3)

D F FD
_P- - L_Pd + divs({p F(71F - 71S)} : F- l ) = fF;
Dst Pd Dst

ce qui équivaut a

D(e"--)
Pd '({ F(41' ~s)} F- 1) - fPd Dst + dzvs P u - u, - F,
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(3.4)

En posant -Ti Fis la vitesse relative de F par rapport à s, l'equation ci-dessus
devient

F

D(;;;) d' ({ F(-+ } F- 1) fPd Dst + W s P v Fis: = F·

Dans notre modèle physique, on a pF = pO
o-Ti FI s = ris qui est la vitesse de filtration du fluide par rapport à la phase solide
donnée par la loi de Darcy généralisée :

ri s = -Kls(O)"VH(O)

l'équation d'écoulement sera de la forme

PsOr 8 = ()-
Pd

Pse = - - 1 et p = 1
Pd

L'équation d'écoulement devient

(3.5)

avec

His = h - z + Op;
h = potentiel matriciel donné par Van Genuchten;
z = potentiel gravitationnel;
np = potentiel de surcharge donné en coordonnée matérielle;
Kls(C0) = conductivité hydraulique relative à la phase solide donnée par Van Ge
nuchten;
e = e(8) donné par E.Braudeau.

Équation de transport de soluté

On avait établi dans le cas rigide que

ffi(pOC) - div[peCK(B)VH(e) + peDVej = fe·

Dans ce cas, on a
li' =densité du nombre de mole = pec
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On obtient d'après (3.4)

Notre problème peut être formuler de la manière suivante:

Trouver () et C vérifiant :

(Pb)
=1"2

Pour une déformation et un écoulement monodirectionnels Baveye établit en 1992
l'expression de F :

(
10 0)o 1 0
o 0 ;;;

Pr étant la masse volumique du sol à l'état de réference.
En général Pr = Pdo = la masse volumique initiale sèche du sol.

Modèle de retrait de vertisol

Cette caracteristique hydrodynamique du sol est matérialisée par l'indice de
vide en fonction du taux d 'humidité. Le Illodèle le plus complet est celui de Brau
deau (ref[2]). Il utilise dans son expression mathématique 8 paramètres. Ceci est
lié au fait que la courbe de retrait présente quatre points critiques qui sont SL,
AE, L:'vl, MS chacun possèdant deux coordonnées.
SL représente la limite de retrait, AE est le point d'entrée de l'air dans les rnicro
aggrégats, LM est la limite de contribution de la macro-porosité au retrait du sol
et ('n ~IS le sol atteint SOlI maximuIll de gonftement.
La courbe de retrait prrsente trois parties: il v a d'abord la phase de retrait
résiduel où la courbe présente une pente nulle puis une partie curviligne (du début
à AE), ensuite la phase df' retrait principale de AE à LM (la courbe est linéaire
dans cette partie) et enfin la phase de retrait structural qui va de LM à la satu
ration du sol (la courbe y est curviligne puis linéaire).
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vide

(e)
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Résiduel

SL
AE 1

1

1

1

1

U>rincipa,l

Structural

Taux d'humidité (y)

FIG. 3.2 Courbe de retrait e(v) : Modèle de Braudeau (1988).

Phase de déformation
Avant SL

Phase SL-AE

Phase AE-L~1

Phase LM-MS

Equation du modèle de Braudeau
e = eSL

Expression mathématique du retrait d'un échantillon de sol selon Braudeau

Écoulement monodirectionnel et déformation tridimension
nelle anisotrope

Hypothèse:
Nous supposons une déformation tridimensionnelle du sol telle que la déformation
soit isotrope dans la direction orthogonale h l'axe vertical z : c'est llne déformation
tridimensionnelle avec symétrie axiale.
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dV = dX dYdZ ---t dv = dxdydz

Soit:

e l'indice des vides associé à dv,
er l'indice des vides associé à dV.

Si l'on considère que la déformation se fait sans variation de masse sèche, on
a:

e=

d'où
dvv + d~ dv

l+e -

d~ dVs

1 + er
dVv + dVs dV

dVs dVs '

ce qui nous permet d'écrire la relation entre dV et dv :

dV = 1 + er dv
l+e

Le changement de volume décrit dans cette équation peut être associé à un chan
gement de volume dans trois directions principales x, y, z en utilisant le facteur
de Brons\'~iik (ref[2]) défini par exemple por la direction z par:

1_dV - dv = (1 _dZ - dZ) T.

dV dZ

Si la déformation se fait uniquement suivant la verticale, T s = 1 ;
si la déformation est isotrope alors T s = 3 ;
si la déformation verticale est prédominante alors 1 < T s < 3, sinon T, > 3.

Posons

alors on a

l+eÀ= __T

l+e

l _ dV-dv
dV

= 1 _ >'dv-dv
>'dv

À-1
=1---

1 ,\

,\
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d'où

ce qui équivaut à

d'où

De l'égalité

on tire:

(1) ;!;
dz = dZ >: ;

(
l+e);!;dz=dZ --

1 + er

dV - dv 1
1----

dV À

dv 1

dV À'

1

À'
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ce qui équivaut à

ainsi on obtient l'égalité

1

(
dxdydz );::;-

dXdYdzÀ

1
À'

(1) 1-....L
dxdy = dX dY >: rs

Avec l'hypothèse faite sur l'anisotropie, on a ainsi les formules de changement de

(
1 + e ) ~(1-;!;)

dx = dX --
1 + er

(
1 + e) ~(1-;!;) .-

coordonnées spatiales : dy = dY --
1 + er

dz = dZ ( 1 + e ) ;!;
1 + er

Ce qui fait que le tenseur gradient de transformation F devient:

(1+ )1(1-....L)e 2 TS

0 0
1 + er

F= 0
( 1 + e) ~(l-;!;)

0
1 + er

1

0 0 (~);::;-
1 + er

L'état de réference peut être choisi en fonction des données expérimentales dispo
nibles. Par exemple, il peut être choisi comme l'état initial du sol ou la limite de
retrait.
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