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Chapitre 1

Introduction L’étude des problémes de pollution liés & I'agriculture passe par
la connaissance des propriétés hydrodynamiques du sol.
La plupart des études menées a cet égard supposent que le sol est un milieu poreux
rigide. On peut citer les travaux de Richards qui a établi le modele de transfert
en milieu poreux non saturé non déformable en généralisant la loi de Darcy.
Cependant, tres peu de chercheurs dans leurs études ont tenu compte de la
déformation du sol. On peut noter les travaux de TALSMA et VAN DER LE-
LIJ(en 1976) (ref[2]) qui ont cherché & quantifier Pinfiltration et le gonflement
d’un vertisol sous
riziculture.
Mais de plus en plus, les résultats des recherches montrent le réle joué par la
déformation pour certains types de sol(ref[2]).
Pour les sols déformables, la variation de la teneur en eau 8 est simultanée a un
changement de volume; ce qui fait que le domaine 2 dépend de 8 (2 = Q(6)). Si
on note e l'indice de vide, les caractéristiques hydrodynamiques du sol seront de
la forme :

K = K(8);h = h(6); e = ¢(0);

avec K la conductivité hydraulique et h le potentiel matriciel.
La teneur en eau étant définie comme le rapport du volume de liquide présent
dans 2 sur le volume total Vg, et Vi étant variable, il est plus comimode dans la
pratique d’utiliser comme variable globale le taux d’humidité © qui est le rapport
du volume de liquide présent dans () par le volume de solide qui v est contenu.
Ceci est d’autant plus interessant que dans la phase expérimentale, il sera plus
commode de mesurer © que § puisque le premier a son dénominateur constant
tandis que le second variable.
Ainsi, en notant par C' la concentration massique du polluant dans le milieu, nous
établirons d’abord un modele de transfert en milieu poreux ou les variables seront
O et C. et ou on suppose que le domaine est rigide.
Ensuite nous regarderons le cas déformable qui sera matérialisé par la courbe de
retrait (e = e(Q))
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Et enfin, nous tenterons de regarder ce qui se passe lorsque la déformation et
I’écoulement sont monodirectionnels et le cas ot la déformation est tridimension-
nelle anisotrope et 1’écoulement monodirectionnel.



Chapitre 2

Modele de transfert en milieu
poreux rigide

Modele physique

Le probleme que l'on se pose est le suivant : on suppose qu’on a un domaine
borné (un cylindre de rayon 1 et de hauteur 1 contenant un sol non saturé de
teneur en eau imitiale 6, ). On injecte dans ce milieu poreux & travers la base
supérieure une solution contenant un seul soluté et on regarde 1’évolution spatio-
temporelle de la concentration du traceur dans le domaine.

La propagation du soluté dans le milieu poreux étant étroitement liée & I’écoulement
du fluide fait que I’'étude de ce phénomene nécessite la connaissance de I’équation
gouvernant le transport de masse en milieu poreux.

Comme condition de bord, on suppose qu'il n’y a pas d’écoulement latérale. Le
fond est ouvert et le débit de la source extérieure n’est pas élevé pour éviter d’avoir
un écoulement diphasique. L’étude se fait dans un intervalle de temps tel que le
front d"humectation n’atteint pas le fond. Cette hypothése nous permet de simpli-
fier le probleme en évitant d’étre confronté a un autre type de probleme & frontiére
libre o1 la variation du niveau de la nappe phréatique est non négligeable.

On utilise comme sol du sable qui peut étre supposé comme un milieu poreux ri-
gide. On fait aussi I'hypothése que le soluté est inerte(chimiquement) par rapport
au milieu c’esta dire qu'il n’y a pas de réactions chimiques (précipitation,dissolution)
ni d'adsorption. Le milieu est supposé isothermique.
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Modele mathématique

Notation :
f = la teneur en eau;
p = la masse volumique de I'eau;
7 = la vitesse de filtration;
C = la concentration molaire massique de la solution dans le domaine;
D = le coefficient de diffusion dispersion;
ps = densité de soluté dans la partie solide du milieu poreux
Cs = concentration du soluté dans la partie solide ;
pq = densité apparente seche du sol;
C, = Concentration molaire volumique du soluté.

L’évolution du soluté dans le milieu poreux sera régie par deux phénomeénes
physico-chimiques; 'un décrivant ’écoulement du fluide et 1’autre le transport
de soluté.

Transferts hydriques

Supposons que le milieu poreux soit le cylindre universel de R3 noté €2. Soit w
une partie de €2, V,, le volume de w et M(w,?) la masse de fluide contenue dans
w a 'instant t. ‘

Le volume élémentaire de w sera dV, et la portion de volume occupée par le fluide,
6dV,,.
De 13, on en déduit la masse élémentaire de fluide contenue dans dV,

dm = pfdV,,

Ce qui fait que

M(w, t) :/

dm = / pf(z,t)dV,

w W

Si w est un volume fixé, la loi de conservation de la masse nous permet d’affirmer
que la variation de la masse dans w par rapport au temps est égale au flux ¢ a
travers la surface 0w plus 'apport exterieur A; le flux étant compté positif en

sortie.
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Ce qui se traduit par I’équation

d B
EM((U, t) = —¢ + A

En remplacant M et ¢ par leur valeur et en supposant A = 0, on obtient

d
= pb(z,y, 2 t)dV, Tdo =0
dt/wp(xyz) +/awp7 o

avec
7 = @ sur le bord ;

= débit de la source extérieure ;
¢ = vitesse de filtration.
T = normale exterieure & do. do =surface élémentaire. La formule de la diver-
gence nous permet d’écrire que

Opb

/LquVw—{-/Ludiv(pT]’)de -0  Vw

Ce qui donne ainsi I’équation d’écoulement :

dpb

s div(pq) = 0.

Sachant que p = constante, on obtient :

of :
5T div(q) =0 (2.1)

La quantité ¢ est donnée par la loi de Darcy généralisée par Richard :

7 =-K(0)VH(H)

K étant la conductivité hydraulique, H la charge hydraulique. On a
H(#) = h(f) + = ou h désigne le potentiel matriciel et z la cote.
En rapportant cette expression de ¢ dans (2.1), on obtient :

O0) i (K(6)VH(B) =0 (2.2)

Dans ce cas puisque le milieu est supposé rigide, on peut garder # comme
variable globale.
Le probleme qui se pose est la détermination de K(6) et de h(#) qui constituent
les caractéristiques hydrodynamiques du sol.
Les expressions de K (#) et de h(6) sont généralement empiriques. Les modeles
couramment utilisés sont ceux de Van Genuchten établi en 1980, de Brooks et
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Corey (1964) et de Gardner (1958) revu par Russo (1988) (ref[2]).
L’expression du modele de Van Genuchten de h(#) est donnée par I’équation :

60— 0,
05 - er
avec #, = la teneur en eau résiduelle;

8, = la teneur en eau a saturation.
Les valeurs a, n, m étant des parametres empiriques.

=(1+ (ah)")™ (2.3)

-6 . . .
7 9" est la saturation effective noté S.. Dans certains cas au lieu
s - -
d’utiliser § comme variable globale, il est préférable de prendre S..

Ainsi,

La quantité

1, -1 o
h(Se) = a(Se 1) .
La condition de Mualem (ref[2]) nous permet de relier n et . : m =1 — = de
méme que celui de Burdine (ref(2]) : m =1 — 2.
Van Genuchten fournit aussi I'expression de K (6) suivante :

2
K) = KySE|1-(1- gil‘)m : (2.4)

La valeur L étant un parametre empirique souvent égal a 0,5. Ce modele
contient 5 parametres & déterminer : 6y, 6,, K 4, n, . Cependant, Brooks et Co-
rey en 1964 (ref[2]) avaient proposé le modele suivant a 6 parametres :

-0, h*
Se = — =2 2.5
© 0,—60. h’ (2:5)
ce qui est equivalent a :
-6, -
h(8) = h, A 2.6
6) = helg—) (2.0)
avec [ parametre empirique et h. le potentiel au point d’entrée de I'air.
La conductivité hydraulique est :
K () = K, SPH2+%8, (2.7)
Quant a Gardner, il estime que
K(8) = Kyup— (2.8)
= satl+(A}L)B S

avec A, B parametre empirique.
En 1988 . Russo obtient & partir de 'expression de Gardner la saturation effec-
tive sous la forme :
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-4,
0, -0,
Le parametre b est empirique et souvent égal a 0, 5.

Dans ce cas, il y a quatre parametres 4 déterminer.
Le modele exponentiel nous donne la conductivité hydraulique sous la forme :

S, = [(ezp(—0, 5a[h|))(1 + 0, 5a|h|)] . (2.9)

k(0) = Ksasezp(—alhl) (2.10)

avec a param‘etre empirique.
Le modele le plus utilisé par les physiciens du sol est celui de Van Genuchten.

Transferts de solutés

Soit C la concentration massique du soluté présent dans (2. Avec 'hypothese
faite sur l'inertie chimique du soluté par rapport au milieu, le nombre de mole
total présent dans la solution contenue dans le volume w sera, :

n=MC.
Sachant que dm = pfdV,, on a :
dn = dmC = p§CdV,,.

On obtient ainsi 'expression suivante :
‘ n=/dn=/p90de.
w w

Si on note C, la concentration volumique du soluté, on a :

CydV,, = Cdm ce qui implique que C, = pfC.

La loi de conservation du nombre de mole nous permet d’affirmer que la variation
du nombre de mole par rapport au temps dans w est égale au flux a travers dw
plus la quantité diffuse et dispersée a travers dw, plus I'apport exterieur.

Le flux du soluté a travers la surface de w est donné par

b= /Ow C, 7. T do = Lw 0CT .7 do.

La quantité diffuse et dispersée & travers Ow est donnée par la loi de Fick : Si
on note do¢,. le flux de diffusion-dispersion de soluté a travers do alors,

do. = pdDVC. 7 do
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avec 77 la normale extérieure & do et D le tenseur de diffusion-dispersion.
Ainsi
b, = / pdDVC. R do.
Ow

En appliquant la loi de conservation du nombre de mole ou on suppose que ’apport
extérieur est nul, on obtient :

% /w 0CdV, = — /6 BT Tdo + /6 _pBDVC.7Hda;

ce qui implique que
0 )
/ 9 8Cdv, + / div(pdCF — pdDVC)dV, = 0
w Ot w

et ceci pour tout w. Ce qui nous donne 1’équation de transport de soluté sous la
forme :

0 :
575(0(]) + div[dCg¢ — 0DVC] = 0.

Avec I'équation de Richard :
7 = —K(6)VH(©)

P’équation devient :

%(90) ~ div[)CK (0)VH(8) + 6DVC] = 0 (2.11)

Récapitulation :

'4

Le modele physique défini plus haut sera donc gouverné par les équations
sulvantes :

Qg — div(K(0)VH(6)) =0
£.(6C) ~ din[CK (O)VH(9) + 0DVC] = 0
cB.

En posant 9Q = [, UT,UT, = surface extérieure du cylindre;
avec I'; = surface du disque supérieur du cylindre,

I', = surface latérale du cylindre,

I'y = surface du disque intérieure

et a(:n,t) étant le débit de la source extérieure, on obtient :
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T(z,t) = a(x, t) sur I'y;
7

(z,0) = OVzeQ.

On sait que
_ Vg _ Vi Ve _ g Vems _ pps
Vs‘ V;.‘ Vs mg ‘/s Pd

don § = P4

11

Ps
Le milieu étant supposé rigide, donc V; = c¢ste ce qui implique que py = cste. La
densité de ’ean aussi est une constante, ce qui fait que (2.2) peut s’écrire sous la

forme :

pa 0O . Opy Opy
—— —div(K VH = 0.
ps Ot ((ps) (ps))
Posons : K,(©) = Ps ((—)ﬁ)
Pd Ps
H\(©) = H(@ﬁ) Ainsi, 'équation (2.2) devient :
Ps
00
E - dZ’U(Kl (@)VHl(("))) =0.

L’équation (2.11) est équivalente & :

)+ ©DVC) =0.

pa 00C Pa yin(oC i (2P vy (2P
ps Ot py Ps Ps
On pose :
K(0) = K(©' )
Hy(0) = H((—)@) = H,(0); Ce qui fait que (2.11) peut s’écrire sous la forme :
Ps
)
%?((—)C) ~ div(OC K,(0)VH,(0) + ©DVC) = 0.
JL

D’oli le probléme a résoudre est le probleme () suivant : Trouver ©,C tel que :

0 . -
%@ — div(K\(Q)VH(9))

(P11 2(00) — div(OCK,(Q)V Hy(0) + ODVC)

ot
1+C.B.



12CHAPITRE 2. MODELE DE TRANSFERT EN MILIEU POREUX RIGIDE

Explicitons les conditions de bord : & ¢ = 0 puisqu’il n’y a pas d’infiltration, on
a:

C(z,0) = Cy(x);

O(z,0) = O,.=le taux d’humidité résiduel.

Sur Iy :

C(z,t) = Copry VYVt €1[0,7],0(z,t) =0, Vte[0,T] avec O,=taux d’humidité
a saturation.

On a:

Co(z) > OVz € Q.

0,<0<0o,.



Chapitre 3

Modele de transfert en milieu
poreux déformable

On conserve le méme modele physique que dans le chapitrel sauf que dans ce
cas on tient compte de la déformation(le sol utilisé est un vertisol).
Pour les sols déformables, les équations qui gouvernent le modele de transport de
soluté dans les milieux supposés rigides ne sont pas trés appropriées. Ceci est 1ié
aux effets de la déformation sur les caractéristiques hydrodynamiques du sol.
Ainsi, en plus des propriétés du sol qui sont la conductivité hydraulique,la teneur
en eau et le potentiel, on a comme caractéristique additionnelle I'indice de vide
qui est représenté par la courbe de retrait du sol(e = e(#)) ou la densité apparente.

Element de mécanique des milieux continus

Point matériel ou particules du squelette et du fluide

Soit V un volume délimitant un milieu poreux et dV un volume élémentaire
entourant un point M repéré par sa position z dans un repere donué.
On appelle particule du squelette la partie matérielle du squelette et 'espace po-
reux connecté qui coincide a I'instant considéré avec le point M repéré par x.
Une particule fluide est représentée par le fluide se trouvant dans I’espace poreux
connecté du meme volume élémentaire coincidant au méme instant avec le point
M.
On appelle point matériel une particule fluide ou particule de squelette d’un vo-
lumne élémentaire entourant M.

13
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Continuité du milieu poreux

Le sol vu microscopiquement est un milieu hétérogéne ou subsistent trois
phases : une liquide, une solide et une gazeuse.
Cependant, on supposera que le milieu poreux est continu. Cette hypothése est
possible puisque 1’on se placera & une échelle macroscopique pour 1’observation
des phénomenes et la quantification des grandeurs physiques. Par exemple pour
définir la porosité en un point, on définit un volume élémentaire entourant le point
et intégrant suffisament de matieres pour étre représentatif du phénomene étudié.
L’existence de I’echelle est du ressort de la théorie microscopique fondée sur des
méthodes d’homogéneisation.
La continuité des transformations affectant le squelette est supposée c’est & dire
que deux points matériels du squelette infiniment voisins &4 un instant donné pro-
viennent de deux points infiniment voisins dans le temps et le restent ultérieurement.

Description de la transformation du squelette

La déformation observable est en fait celle du squelette sous I'action de I’infil-
tration.

Gradient de la transformation

Soit un état de référence r du milieu poreux ol un un point matériel du
squelette est repéré par sa position M de coordonnées cartésiennes (Xi)i:ﬁ dans
un, repére orthonormé d’origine O et de vecteurs de base {&f, €}, & }.

On a ainsi :

OM = X\&l + X2 + X2 (3.1)

A un instant ulterieur ¢ (instant actuel), aprés déformation, le squelette ac-
quiert une nouvelle configuration dite configuration actuelle.
Le point matériel qui était 4 la position M dans 1’état de réference se trouve main-
tenant & I'instant ¢ & la position m dans (O, €1, €3, €3).
Les nouvelles coordonnées cartésiennes du point matériel &tant (r;);_3; ce qui
fait que

O, = L\ 8 + 728 + 133 (3.2)

Ainsi 5;?2, = m(M, f) T; = ."Ei(Xh/YQ, X;j; t)
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On définit le gradient de la transformation par

J 3

—— oz;
F = Grad(Om) = (ax )i:ﬁjﬂ = (Fy)iz13,-15

NB :Le majuscule des opérateurs “Grad” et “Div” signifie qu’il est relatif & la
configuration 7.

On définit P'inverse de F par F'~! et sa transposée par *F.

0X;

-1y — et}

(t]—? )Jl a.’Ei
(F)ij = Fj;

Le jacobien de la transformation sera J = det(F).

Formule de transport

Considérons dans la configuration de réference 2 points matériels infiniment
voisins repérés par leur position M et M'.
On définit le vecteur matériel dM attaché au squelette par la relation :

OM' = O + aid

Le vecteur dM relie les points matériels repérés par M et M’ dans la configuration
T
Posons : dM = dX, 7 + dX,8 + dX,e.

Dans la configuration actuelle, le vecteur dM devient dm reliant les points m et

m'. p

Par définition de F, on a

—> ——

dry = FdM avec dm = (dzi);—13-
Soit dV le volume élémentaire matériel.

dV = dX,dX,dXs;.
On peut 'écrire comme produit mixte de trois vecteurs; ce qui donne :
dV = (dX el,dX,e5,dXse3).

N . ; —
Apres transformation. le vecteur d.X,¢; donne dm; 1 = 1.3 avec

din, = F(dX;8) = dX;(F.2).
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dX4

€3

1

€2

Fic. 3.1 - Volume élémentaire dV

Ainsi dV se transforme en
. P S
dV; = (dm;, dmgy, dmj)

En remplacant dm; par sa valeur, on obtient :

dV, = (dX\(F.&),dX,(F.€),dX;(F.8))
= (F.&, F&, F&)dX,dX,dX,
= JdV

D’ou
dVy = JdV.

Donc il faut que 0 < .J < +o00o car le volume d’un élément de matiere n’est jamais
nul. Ce qui fait que la transformation F est inversible.

Soit une facette matérielle de surface infinitésimale dA orientée vers ﬁ(normale
unitaire).

dA — da avec da orienté vers 7 (normale unitaire). on a pas Now par la
transformation.

On considere le cylindre formé par la surface ]_\7dA et le vecteur quelconque .
Dans la configuration actuelle, NdA donne Rda et U doune @ = FU.

Ce qui fait que le volume

Vf}dA — . da.
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D’ou
7 Rda = JN.UdA.

En remplacant @ par sa valeur, on obtient
#FUde=JNTdA  vU.

Ce qui implique
<ﬁ;Fﬁ>da=J<ﬁ;l7>dA;

On obtient ainsi la relation suivante pour tout [
<t FRda— JNdAT >=0  vU.

d’ou
tFda = JNAA.

Ainsi la surface transformée donne :

Fda = J('F)"' NdA.

Tenseur des déformations de Green-Lagrange

Considérons les transformations vectorielles suivantes :
EH — dm
5M — .
Alors en posant :

m = (dXi)i:ﬁ; m = ((5Xi)i:ﬁ; Cﬁ” = (dl'i)i:ﬁa (S’I—_f)b = ((SIL'i)i:m,

on a

dm.5m — dM.5M = (F.dM).(F.5M — aM.5M
aM' FFSM — dM 50

= dM(‘FF - 1)§M.

i

On pose : C =t FF.
On voit que le tenseur C dit tenseur de dilatation est symétrique.
Le tenseur de déformation de Green-Lagrange noté A avec

2A =0 -1

est aussi symétrique,
Notons par 77 = Om — OM = M, le vecteur déplacement.

Pour 7 = u,ef + uses + usey essavons de déterminer 'expression de Grad(

17

)
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en fonction de F'.

On voit que u; = IT; — X; 1=1,3
Bui
G'fad—'l? = (BXJ).L,]:E.
dr;  OX; 2 i
(Grad?);; = — == { a%; T
70X, 0X; gz% -1 i=j
Ainsi,
a.’Ei
(G'rad'ﬁ)ij = K - Jij = Fij — 61‘]‘.
Ce qui fait que
Grad® = F — 1.

On a aussi la relation

Grad® +'Grad®@ +'GraddGrad®@ = F-I+'F - 14" (F —-I)(F-1)
= FH'F-2-'F_-F4+'FF+1]
= C-1
= 2A.

On a ainsi

Bui n an 3uk 8uk

ox, T ax, T 2 ax, ox,

QAij ==

4
Transformation infinitésimale, tenseur des déformations linéarisé,
tenseur de déformation plane

Les mouvements étudiés sont souvent considérés comme des transformations
infinitésimales qui sont définies par

v |Grad@|| << 1.

La norme est celle d'un vecteur appartenant a un espace vectoriel de dimension

finie ou toute les normes sont équivalents.
On appelle tenseur des déformations linéarisés la quantité notéec avec

2¢ = Grad@ +' Grad™@

Ainsi pour une transtormation infinitésimale on a
A~ e
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Remarque :
On pourra donc confondre la configuration de référence et la configuration ac-
tuelle ; car par hypothese ||Gradé|| << 1 entraine que

Ou; _ Ou,
an N an.
Preuve de la remarque :
Ou; Ou; Oxy
an - ; aIEk E
Or,
sz _ 8uk an
0xX; — 0X;  0X;
é)uk
= E + 5kj;
d’ou
Ou; _ Ou; N Ou; %
0X; Oz; 7 0z 0X;
N Ou;
~ B

La derniére égalité est obtenue en négligeant le terme somme qui est un infiniment
petit vu 'hypothése de la transformation infinitésimale.

Toujours sous cette hypothese, on a

Proposition 3.0.1 J =1 +div?® .

preuve :

J

det(F')

<( 8zi

0X,

a.Ti

f)a:i
)1:17,73/ (3X2 )i:vl—,—’j; (

0X3

ou; - Usj Ou;
- ((‘(é)Xl + Oil)ﬁ! 31 (G_Xj + 51'2)1':1,3: (éi + 523)1:1,3)
3. du 3., Ou; 3. Ou;
= T S i _* (51" ’is - 61" 23
(2(3X|+{”)8’§(8X2+ 2)6,;(6X3+ 3)()
du, Oy Ous Ju, . Oug Ouy
= (s (8 )+ (- 1)
G, "V, * )(ax3 U+ Gy Y5y, ox,
+L“2 %_( Juy ) @i @3, @L
OX, OX, 0N, 0X, 0X,0X5
n 8U,;5' aul §u2 au;; ( 6u2 1)%
‘ 61‘{1 8/\"2 a/\';; 8X1 an an
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L’hypothese de la transformation infinitésimale nous permet de négliger les termes :

Ou; Ouyp  Ou; Ouy, Ou,
0X;0X,’ 0X;0X,0X,

Ainsi on obtient

aul 3u2 8U3
J = |
ox, Tox, Tox, T

= 1+ Dived
= 1+dived.

Proposition 3.0.2 Soit 2 le volume délimitant une quantité de matiére poreuz
a letat de réference et €, le volume occupé a la configuration actuelle. Alors on a

dQ — dQ2

3
o= divd = tr(e) = izzlsii.

Preuve :

Ay —dQ _ Jd—d
o N = divd = tr(e).

Donc, pour une transformation infinitésimale la dilatation volumique est égale a
la trace du tenseur des déformations linéarisées.

La dilatation observable du squelette (tr(e)) est due d'une part & la variation de
volume de l’espace poreux connecté et d’autre part a la dilatation moyenne des
éléments matériels constitutifs du“squelette. Soient ¢, la porosité dans la configu-
ration de référence et ¢ celle dans la configuration actuelle.

La dilatation volumique moyenne de la matrice est donnée par

L _ 9 - de
s dQs )

d€)® étant le volume occupé par la matrice a I’état initial.
On a les égalités suivantes :

dQ* = (1 — ¢p)df

A€ = (1 — ¢)dSYy.
D’ou
o (1= ¢)Jd — (1 — ¢o)d2
o (1 — )2
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Ce qui implique que
(1 = ¢o)es = (1 = @)tr(e) — (¢ — o).

Ce qui est accessible a I'expérience directe est tr(e) et non £,. La mesure de (¢—¢y)
et de ¢y permet de calculer €.

Cinématique de la déformation du squelette
Description lagrangienne et eulerienne de la cinématique de la déformation

Le gradient de la déformation F est en fait I'outil principal qui nous permet
de décrire la déformation.
La description de la déformation est lagrangienne au sens ou les grandeurs de-
pendent de M et ¢ et sont considérées comme attachées a la particule de squelette
repérée par son vecteur position (W dans la configuration de réference.
Dans cette description, la cinématique de la déformation se déduit directement
par simple dérivation partielle par rapport au temps des différentes grandeurs.
La variable OM étant constante, cette dérivation est en fait une dérivée totale.
La description eulerienne quant a elle s’effectue a partir de la donnée dans la
configuration actuelle et & chaque instant ¢ de la vitesse V' (1, z2, z3;t) de la par-
ticule du squelette, coincidant & l'instant ¢ avec le point géometrique repéré par
sa position m.

Tenseur taux de déformation lagrangienne

On le note : — ’
On a la relation suivante qui donne la variation temporelle du produit scalaire de
deux vecteurs dans la configuration actuelle en fonction de leur position dans la
configuration de réference :

% <dm ;. o >= Qd_M%é_M
C

[¢

Tenseur taux de déformation eulerienne

Cette description est indépendante de toute configuration de référence. La
cinématique y est decrite & partir de la donnée de la vitesse V' (z(,zy,z3;t) de la
particule du squelette coincidant avec le point géometrique repéré par sa position
L.

b
dOm —

Vi et m —— = V{(x), 29, z3; 1).
dt
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Proposition 3.0.3 On a les égalités suivantes :
(7) Grad(¢) =* (grad(¢)).F ¢ tenseur ;

(i1) grad(V) = Z—f.F‘l;

(#44) jth’n = grad(V).dm;
d
(1V) p < dm ; §m >= 2dm.d.5m avec
1
d = i(grad(V) +t grad(?)) = tauz de déformation eulerienne ou tenseur des

vitesses de déformation.

(V) d='F"! C;—? F~' (formule de transport)
preuve
0¢  — O0¢ Oz;
W ax, ‘;a e
D’ou
3 a¢
Grad(¢) = —e;
25X,
3 2. 9¢ Oz,
B Zl(; Ox; 0X; '
1= 1=
= Y(grade).F

On a ainsi ’égalité permettant de faire le transfert de ’opérateur gradient de
la configuration actuelle & celle de réference.

grad( ) =Grad( ).F "

——
dC d —— dF
(i1) : _qrad(v).F = Grad(V) = Grad( )m) = —(Grad(Om)) = —;
o a7 dt dt
o dF
grad(V) = F-
)
(i) gmd(V).d—n)L ? F'dm = d]q (;t F(ﬁ —dm
dt

1 - d 1
(V) %<d_>m:m> = <aﬁm;m>+<m;ém>
C ,
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= < _qrad(v).c?n : 5 > + < dm ; grad(V)m >
= <dm ; tgrad(V).m >+ < dm ; grad(v).m >
< dm ; grad(v) +! g'rad(v)).(?n >
— =
= 2dm.d.dm.

(V) : Avec les deux relations suivantes :
%< c?n ; m>: Q(W%m
et % < c—i'r_>n ; 5 >= Zd_n%.d.(vn;
on en déduit que
A
M 52 30 = . d 57

Ce qui equivaut a
dA
F_ld_Tf)L.EF-IJT'T)L = Fnd(ﬁz,
d’ou

d
dm.tF- —tF“Sr_)n — dm.d.6m pour tout vecteur dm, et 510,

Et on obtient ainsi I’équation de transport

tF—ld*AF—I =d
dt ‘

Modélisation

L4

On considére le méme modele physique que dans le chapitre I sauf que dans
ce cas on tient compte de la déformation : le sol utilisé est un vertisol.
Les équations du probléme (P), définies dans le systeme d’Euler bien que appli-
cables pour les milicux déformables ne sont pas cependant tres appropriées.
Cela provient de la nécessité de prendre en compte les effets de la déformation sur
la dépendance spatio-temporelle de K(6) et de h(f).
D’autre part, les conditions aux limites sont plus faciles & exprimer sur des sur-
faces fixes par rapport a la phase solide (ref [2]).
Ainsi I'utilisation d’un réferentiel de Lagrange (réferentiel matériel) attaché a la
phase solide est préferé.

Equation d’écoulement

Truesdell et Toupin établissent en 1960 le résultat suivant : Soit  un milieu
supposé continu ou on est en présence de m phase. Si ¢ est teuseur, sa dérivée
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particulaire par rapport a la phase « sera

D¢ _9¢

Ta; =g T U Ve

avec T“ étant la vitesse de la phase a.
Si on note p® la masse volumique apparente de la phase a, ’équation de concer-
vation de la masse donne :

a (63
% +div(p° V) = fa (3.3)

Ce qui équivaut a
Dp®
Dot
Soit F' une phase de 2; sa masse volumique apparente sera p’ et la dérivée
particulaire par rapport & la phase solide de p sera

DpF_ apF
Dst Ot

+ p%div(V*) = fa

+ 7.V

(01

En remplacant dans (3.3) Pexpression de %, on aura

Dp"
Dst

— 7V +div(p" T = fr.

Ce qui implique que

Dp"
Dst

+ "'V T +div(p" (T - 7)) = fr. ¢

Or la divergence de 7° est donnée par ’équation de conservation de la masse (on
suppose qu’il n'y a pas d’apport de matiere solide extérieure; ce qui se traduit

par fy =0} :

1D
div(7°) = —— Pd.
pa D3t
On obtient ainsi en utilisant aussi le (i) de la proposition (3.0.3)
Dp"  p"Dpa | .. ryr - :
— 4 i, 2 -} FTY = fry
oo din (6" N =

ce qui équivaut a
D(e-

pu— =+ dioy (o (T = F)LF ) = £
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En posant ?F/s la vitesse relative de F' par rapport a s, I’equation ci-dessus
devient

o

) i}
Pd Di; + divs({p" (P s} : F7Y) = fr. (3.4)
Dans notre modéle physique, on a pf = pf
6’—'[—))17‘/5 = 7, qui est la vitesse de filtration du fluide par rapport a la phase solide
donnée par la loi de Darcy généralisée :

7,=—K,(0)VH(0)

I’équation d’écoulement sera de la forme

20
Pd ;5;) +divs([—pK/s(Q)VSH/S(Q)_F—I}.F_l) — /.
(h‘C)::HEi
Pd
e=" _tletp=1

L’équation d’écoulement devient

1 D6
1+ eDst

- div([K/s(@)VS(H/S)'F_I]'F_I) = fi (3-5)

avec

H/S =h-—2z2+ Qp;

h = potentiel matriciel donné par Van Genuchten ;

z = potentiel gravitationnel ;

(1, = potentiel de surcharge donné en coordonnée matérielle;

K/;4(©) = conductivité hydraulique relative a la phase solide donnée par Van Ge-
nuchten ;

e = ¢(0) donné par E.Braudeau.

Equation de transport de soluté
On avait établi dans le cas rigide que

gg(pOC‘) — div[pdCK(6)VH(8) + pd DVC| = fc.

Dans ce cas, on a
p'" =densité du nombre de mole = pdC
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On obtient d’apres (3.4)

1 D
1+ e Dst

pa©
Ps

(OC) — divg|[CK ,(0)V hy,(0).F " + ( DVSC.F"> FY = f,

Notre probleme peut étre formuler de la maniére suivante :

Trouver ¢ et C vérifiant :

1 DO

4 s -1 -l .
e O (KO L) s
(ro)s 1 5C) - di : o) -1 4 Pa® N
L4 e D OC) — divs | CKs(O)Vshys(0).F7 + ., DV,C.F~'F = f
+C.B.

Pour une déformation et un écoulement monodirectionnels Baveye établit en 1992
Iexpression de F :

1 0 0
01 0
or
00 &
pr étant la masse volumique du sol a I’état de réference.
En général p, = py, = la masse volumique initiale seche du sol.

Modele de retrait de vertisol

Cette caracteristique hydrodynamique du sol est matérialisée par I'indice de
vide en fonction du taux d’humidité. Le modele le plus complet est celui de Brau-
deau (ref[2]). Il utilise dans son expression mathématique 8 parametres. Ceci est
lié an fait que la courbe de retrait présente quatre points critiques qui sont SL,
AE, LM, MS chacun possédant deux coordonnées.

SL représente la limite de retrait, AE est le point d’entrée de I'air dans les micro-
aggrégats, LM est la limite de contribution de la macro-porosité au retrait du sol
et en MS le sol atteint son maximum de gonflement.

La courbe de retrait présente trois parties : il v a d'abord la phase de retrait
résiduel ou la courbe présente une pente nulle puis une partie curviligne (du début
a AE), ensuite la phase de retrait principale de AE a LM (la courbe est linéaire
dans cette partie) et enfin la phase de retrait structural qui va de LM a la satu-
ration du sol (la courbe y est curviligne puis linéaire).



MODELISATION 27

Indice de /“f/,

vide

(e)

AE
Structural

|
|
!
|
|

Résiduel

|
|
|
fl’n ncipal

Taux d’humidité (v )

F1G. 3.2 Courbe de retrait e(v) : Modéle de Braudeau (1988).

Phase de déformation Equation du modele de Braudeau
Avant SL e =egy,

O g — Og :
Phase SL-AE e =egp + KT[;:;—(I)%{‘ (exp(V,) — 1 = V,)]

O — Ogr,
Va= g ok
Our — Osy1,

Phase AE-LM e = KT((‘) - 9AE) + €Al

Orm — Ous

Phase LM-MS e=erm+
exp(l) — 1

[(Kr - KO)(emp(‘/m) _G‘Ep(l)) - ‘/I)(KT - I(Oexp((l)

Vo O — Oums v o O -0y
_ ™ Orm —Ous P Oim —Ous
Aprés MS GZKQ((“)—@MS)—{—GSMS

Expression mathématique du retrait d'un échantillon de sol selon Braudeau

Ecoulement monodirectionnel et déformation tridimension-
nelle anisotrope

Hypothese :
Nous supposons une déformation tridimensionnelle du sol telle que la déformation
soit isotrope dans la direction orthogonale a I'axe vertical = : ¢’est une déformation
tridimensionnelle avec symétrie axiale.
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dV =dXdYdZ — dv = dzdydz
Soit :

e l'indice des vides associé a dv,
e, 'indice des vides associé & dV'.

Si 'on considére que la déformation se fait sans variation de masse séche, on
a:

_ dyy
e= av.
dVy
er = av,
d’o1
l+e = M = dv
dV, dV,
| te = dV, + dV; _ dav
dV dv,’
ce qui nous permet d’écrire la relation entre dV et dv :
av = Lt
l1+4+e

Le changement de volume décrit dans cette équation peut étre associé & un chan-
gement de volume dans trois directions principales x, y, 2 en utilisant le facteur
de Bronswjik (ref[2]) défini par exemple por la direction z par :

) dV —dv 1 dZ —dz\"
v dZ '

Si la déformation se fait uniquement suivant la verticale, r, = 1;

si la déformation est isotrope alors r, = 3;

si la déformation verticale est prédominante alors 1 < ry < 3, sinon r; > 3.

1+ e,
Posons A= te
1+e

alors on a
1 — dV—dv __ Adv—dv

dv Adv
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d’ou

ce qui équivaut a

d’ou 1
dZ:dZ(1+6>TJ
1+er
De 1’égalité
- dV —dv 1
v A
on tire :
dv 1
av X
ce qui équivaut a
dzdydz \™ 1
dXdYdzA) N
ainsi on obtient 'égalité
1\
dzdy = dXdY (X) |

Avec I’hypothese faite sur ’anisotropie, on a ainsi les formules de changement de

1 1
1 z7(1-52)
dr = dX ( e ) 2
1+e,
. 1+ey -7 ‘
coordonnées spatiales : ¢ dy = dY ( )
' 1+ e, .
1 Ty
dz = dZ ( re ) .
L 1+e,
Ce qui fait que le tenseur gradient de transformation F' devient :
1 §
L+eyzU 7))
A
1 _+_ er 1 1 )
1+ey\2t'=5
F= 0 ( ) 0
1+ e, 1
1 >\ T
0 0 ( +e )
1+e,

[’état de réference peut étre choisi en fonction des données expérimentales dispo-
nibles. Par exemple, il peut étre choisi comme ’état initial du sol ou la limite de

retrait.
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