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RESUME :

Cet articie tente d’abord de rattacher 'approche geéostatistique et !a technigue de krigeage a des
méthodes plus familiéres 4 I'hydroiogue, comme ia corrélation muitiple et !'analyse des seéries
chronologiques. Ensuite, on développe le krigeage dans les cas les plus couramment utitisés en
hydrologie en analysant le cas de I'effet de pépite et des données entachees d'erreur Enfin, on
fournit quelques idées d'interpretation de la methode en ia formulant différemment (krigeage
duale) et en ia rattachant a des techniques d'interpolation courantes comme |'interpoiation
polynomiaie et les fonctions spiines.

ABSTRACT :

In a first part, an attempt is made to connect the geostatical approach and the kriging techmaque
with methods more commonty known by hydrologists, like muitiple regression and time series
analysis. Then, the kriging technique is aeveiopped for the most usual cases, including nugget
effects and the case of error in observed data. In the last part, some aiternate interpretations are
suggested, either by reformuiating the method as duat knging, or by coming back 0 more
famiiiar fitting techniques like polynomial interpolation or sphine-functions methods

L'hydrologie presente, par rappor? a d'autres domaines des sciencas, (ertaines pariicularités Ju

rejaillissent sur ses methodes. Ce sont, parmi d'autres :
‘a necessite de fournir assez rapidement des réponses operationneiles (dimensionnement
d'ouvrages, previsions diverses sur !'érat futur du systeme, etc.}

- en ne possedant sur ie systeme (le cycle de 'eau dans un bassin versant) Jue des donnees
sartigiies

Cedci est vrar aussi bien dans (e temps - 1@$ séries tont courtes par rapport aux temps de reccurence
de certains pnanomenes - gue dans ! espace- les couts imitent la couverture instrumentale an
comparason des surfaces & aporénendger-

enfin, ie systéme lui-méme est souvent mal connu, et ! est aussi tliusoire d'envisager de
"étudier experimentaiement en 'aboratoire que de lui appliquer des iois déterministes,
valables certes au niveau microscopique, mats QUi ne renseignent gueére sur i@ Mmveau
mMacroscopigue intéressant.

Ceia est vrai par exempie pour une entrée privilegtee du systeme hydrotogigue  ia preanitation
pluvieuse Ce n'est pas par des (onsidérations nydro- et thermodynamigues aueé nous
aopréhenderons sa distribulion sur ia superficie d'un dassin, pas Nlus que Dar des experiences an
laboratoire Et les donnees recusiilies au Cours a'un episode seront 'e seui point de depart
coiectif, meme s'ii apporte avec 'ur quelques sources d'erreur, pour apprerender !'entrée du
systeme ‘
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Ceci étant vrai pour d'autres parties du cycle de I'eau ou pour d'autres objectifs opérationnels, on
comprend que !'Hydrologie ait été par le passé un utilisateur exigeant des statistiques et de
I'analyse des données : tlle a méme contribué parfois de maniare significative a teur
développement. De méme les systémes de prévision en temps réel ou l'enregistrement de
modeéles hydrologiques ont fait largement appel & des techniques d'identification issues de
'automatique : celles-ci furent d’'abord assimilées, puis adaptées aux problémes hydrologiques.

Il était donc normal qu'avec la disponibilité de plus en plus fréquente de réseaux suffisamment
denses, ou d'informations télédétectées, |'hydrologue s'intéresse aux techniques de traitement
des phénoménes distribués dans |'espace et échantilionnés de maniére plus ou moins adéquate.
Un tel ensemble de techniques existait déja dans les domaines voisins : en météorologie, en
acologie forestiére ou en géologie, plus particuliérement dans la partie orientée vers |'exploi-
tation miniére. Cette derniére communauté, dotée de moyens importants, sut reprendre et déve-
lopper ces techniques jusqu'a les promouvoir sous le nom de Géostatistique.

On y retrouve des méthodes d'usage général, et dont les géologues ne peuvent revendiquer ni la
primeur ni I'exclusivité, mélangées avec des solutions originales propres a des problémes miniers.
Malheureusement, cet ensemble assez formalisé a peu a peu développé sa propre terminologie.
| apparait a certains comme une espéce d'école, a laquelle il faut faire acte d'allégeance, au
point que se développent des polémiques retentissantes (cf. articles de Philip et Watson, 1986, et
Srivastava, 1986, dans Mathematical Geology). Quant aux hydrologues, faute de reconnaitre
aisément dans {a Géostatistique une continuité ave¢ le savoir déja acquis et les approches
statistiques classiques, ils reculent devant un investissement intellectuel qui leur semble excessif,
et se privent d'une approche qui, sans étre révolutionnaire, est a coup sur enrichissante.

Dans cet article, nous essaierons de présenter les éléments essentiels de la Géostatistique- en
partant de techniques couramment connues et pratiquées par les hydrologues de réseau, en
particulier les techniques de corréiation linéaire ou de régression multiple. Nous tenterons donc
essentiellement d'étre didactique, flt-ce au risque d'étre long, et e lecteur décidera de ces deux
adjectifs, lequel lui semble le plus approprié...
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I RAPPELS SUR LE MODELE LINEAIRE, LA REGRESSION MULTIPLE ET LES MODELES AUTO-
REGRESSIFS

1.1 La régression multiple
111, Lathéorie

On dispose souvent en hydrologie d'une variable a expliquer Y, que l'on souhaite relier & des
variables présumées explicatives X;.....X,. La relation la plus simple a envisager, qui exprime
directement une certaine proportionnalité entre I'effet et la cause presumee, est le modéle
linéaire, du type :

Y=ulX1+c12X2+.4.+aan+aO+s thH
I’écart ¢ traduit l'inadéquation du modele a la réalité.

Ayant choisi la forme du modeéle, il faut I'ajuster aux propriétés des variables considérées. Pour
cela on choisit un ¢ritére, parmi d'autres possibles.

On pourrait décider, par exemple, de déterminer les a; de sorte que, en espérance, donc sur la
population complétedes Y, X;... X, le carré de |'écart soit minimum, i.e.

Ele’ = E[(Y ~a X, —a,X, .. —a X _~a)’ = min 2)

La minimisation s'effectue en dérivant successivement cette expression par rapport 3 chacun des
paramétres a;... a et a,, et en écrivant que la dérivée est nulle quant la fonction est minimum. Si
'on considére ce dernier parameétre ap on peut se demander ia raison de son introduction. En
fait, il vient equilibrer, dans {'équation (1), un éventuel décalage des moyennes entre les deux
membres. On veut, en espérance, que :

E[lealE[X‘H- +anElX"]+ao+E[c] (3)

Or, on souhaite qu'en espérance I'erreur soit nulle : E[e] = 0. D'autre part les Y, X,...X, sont des
valeurs quelconques, prises & partir d'une origine arbitraire pour chacune d'etes : il ne faudrait
pas que le modéle -et I'optimum obtenu- dépende de ce choix arbitraire. D'ou la nécessité d'un
degré de liberté suppiémentaire dans |'éguation, soit ag, pour permettre i'égalisation des
espérances. A défaut, une contrainte apparaitrait sur les a, et réduirait la capacité de
minimisation.

Dans les conditions retenues, I'équation (3) peut &tre soustraite de i'équation (1) avant de
calculer E{e2].

Y—E{Yl:a‘le—E[X‘l)+v.,+ an(X“—E[Xn])+e (4}

On se raméne alors a n inconnues as... an, 1a (n+ 1)éme qay étant obtenue par |'équation (3)
momentanément séparée des autres.

On montre alors que la minimisation conduit au systeme, (cf. pour des détails, I'ouvrage de 1.
Johnston, 1972) avec les notations :

variance de X, = o, covariance de X, et X; = cov(X,, X))



02, a T cov(Y, X))
: sz. cov(xin) a, cov(Y,Xi)
= (5)

s a
cov(xjxi) o2y : cov(Y,Xj)

a
o2xn | " cov(Y,Xn)

L ) L —_
Qu encaore
Rxx-A = Ryx

ou Rxx représente la matrice des covariances des X)X, entre eux, et Ry, le vecteur des cavariances
! entre Y et les Xi. Mais qui globalement s'écrit en fait :

— — -
o -
H A Ryx
Rxx :. i (6)
i 0 -——— T
| EX] EX % Ely]
L S e

[ 1.2. Lapratique de!arégression:

En pratique, on va procéder un peu différemment, en ce sens que I'on dispose généralement
d'un échantition ou tableau de données, comportant par exemple P observations conjointes de Y
et Xy...Xp, soit:

—
v X110 %0 Xmy

ou k est I'observation courante

Yk X1k Xk Xnk (7)
yp Xip  Xip  Xpp

e —_—

Y(px1) X(p xn)
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La pratique habituelle consiste & remplacer, dans les équations (1) a (5), I'opérateur espérance
mathématique E[ ] par son approximation : la moyenne arithmeétique sur un échantilion. C'est
ainsi que (1) (1°), pour la kéme observation :

Y =a Xlk+... +a”Xnk+a: (19

. Lo b
mais surtout, les COnélthnS :

k=1

Elll=Min—» N Y.~ X —aX ,—u)=Min
R 1 nnk {

1k

Comme on e sait, et pour des raisons d'échantillonnage :

P
RS .
32 X,=X,  differe de EIX]
k=1
1 & — _
F;\_‘ X, = X)X, =X ) differe de cou(xl,xj{ (8)

En conséquence, les coefficients obtenus ag,as...an différent des coefficients "theoriques" de la
population ag, ay... a,.

Et des développements théoriques nombreux ont été faits pour tester I'amplitude des
fluctuations de ces coefficients en fonction de I'échantillonnage.

On notera aussi, en pratique, que si on centre les données des tableaux {7), Y et X, & I'aide des

moyennes empirigues calculées sur I'échantillon alors la matrice des covariances empiriques se
résume au produit matriciel.

1
-xTx
P

et si P>n, alors cette matrice symeétrique est en général définie positive et donc inversible, et ie
systeme est soluble. Ce n'est plus vrai si le nombre d'observations P<n, bien qu‘en espérance, le
modéle linéaire soit pertinent...

1.1.3 Les "sous-produits” du modéle linéaire.

Parmi ceux-ci, on retiendra : (cf. par exemple cours de D. Duband, 1982)

- le coefficient de corréiation multiple :
R?

YiX, ...X
1 n

qui exprime le pourcentage de o’y expliqué par la connaissance de X; . X,
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- I'écart type résiduel, ¢'est-a-dire |'ecart type, optimise par la methode, de v :

2: 3 = YE) = 2 — 2 )]
o oY =Y*) oyﬂ RYEI‘,,.xn’ (9)

5 .
= o‘y - Na covtY X))
a— H i

i

en notant Y*=a1Xy.... + apXp + qg la valeur modélisée.

On les donne ici en valeurs théoriques, sur la population, alors qu’en pratique ils sont calculés sur
I'échantillon et affectés d'une incertitude d'échantilionnage correspondante.

D'autres résultats viennent étayer ceux-¢i_en particufier la notion de corrélation partielle. Celle-ci
exprime |'apport d'une variable X; quand par exemple X;, X, X, ont déja été utilisées et surtout
quant les variables Xy, X,, Xj sont intercorrélées.

Dans le cas simple de trois variables, on cherche a déterminerle modéle Y = a1 Xy + axXz + ag +¢
oU Y et Xy sont corrélées, mais aussi Y et X3, ce qui pose la question d'insérer ou non Xz car il
existe une corrélation "parasite” entre X, et X;, qui peut étre forte.

Partant du modéte :

Y=8X +B,+
P By
on voit que la part de ¥ non expliquée par X est evpx:

Par contre, X; est en partie aussi expliquée par X :

X2=Y1X1+Y0”x‘,5xl
et cette information, dGe a Xy, déja prise en compte dans Y, doit étre retirée {pour mesurer le
véritable apport de X;), ce qui est le cas dans exzix:

En dépit de la corrélation totale cov(Y,X;), il n'y aura donc apport de la variable X; a un modéle
contenant déja X; que si la corrélation totale des résidus :

dz;“x!,tlexl) noiée plus simplement r’{.“\,l,wl

est différente de 0, c'est a dire si ex |x, explique une partie du résidu eyix .

Cette corrélation totale entre résidus s'appelle corrélation partielie entre Y et X; quand I'effet de
X, a déja été pris en compte. £t ce n'est que si cette corrélation partielle est importante que
I'introduction de X, améliore significativement le modéle. Ceci est entre autres utilisé dans les
techniques de sélection de variables.

Nous retrouverons cet effet en Géostatistique, sous le nom d'"effet d'écran”
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1.2 Des exemples d'applications ou de probiemes proches de la Géostatistique :
[.2.1: Reconstitution de série & une station.
Dans un réseau de n + 1 stations Xy, X1...Xp, 1a plupart des stations ont fonctionné P + M années, &

I'exception de la station Xg arrétée au bout de P années. Ii est alors intéressant de chercher &
compléter la série en Xg sur les M années manquantes.

~<
]

Xo X1...

P+M

On pense donc généralement a caler un modele ou Xy joue le role d'Y, et tel que la valeur
reconstituée soit :

XO:aIXl-‘-....aan%—a0
L'échantillon P étant supposé fourni (en particulier P>M), on peut estimer les moyennes
variances et covariances :

X ,0,, contX ,X) Vij=0...n
] .\, v

On applique alors le modéle pour chacune des observations k = P+ 1,...P+M On notera au

passage que les valeurs reconstituées, ou estimées X*p ont méme moyenne, mais une variance un

peu inférieure a 02y, puisque fa vraie variance s'écrit :

92 2 .
o'\. =u'_+03 (13)

0 X, XXX,
Néanmoins, pour chaque observation, i.e pour chaque ensemble de valeurs mesurées dans
I'espace aux points 1..n, on a reconstitué une valeur au point 0, la meilieure valeur possible
connaissant les valeursen 1...n.



X4 " * Xy

o ¥ On aura ainsi noté au passage qu'il n'est

o RO peut-étre pas utile, pour expliquer Xg,
d’utiliser les n stations : Pour des raisons de
corrélation partielle, un sous ensembie de
stations proches suffit généralement.

X3 Xa

[2.2. Lessériestemporelles

Cette fois la variable Y & expliquer est la valeur d'une variable ou processus au temps t a partir des
valeurs aux temps t-1,1-2, ...t-n. Le modéle est alors :

Y=Xl=alX‘_]+,...+a"X’_"+u0+n: (14)

ici une particularité est qu'il s'agit partout de la méme variable X mais décalée dans le temps.
On peut imaginer que, par exemple, on veut prévoir les débits d'etiage de septembre a partir des

mois de juin & aout. Pour cela, on dispose de plusieurs "obsetvations” : les années antérieures,
supposées indépendantes.

Q & Fig 1.a X ¢ Fig 1.b
obs 1
e £
o P

£ t

1 e 1 . > ey

Jue Tid  Aoul Sept ti Zj g

Dans ce cas on peut aisément calculer sur les données  cov(Xen.Xem) Vim=0,...3 et résoudre le
systéme. Plus généralement, ce modele peut s'appliquer & un processus temporel, dont on
connait plusieurs observations, encore appelées “réalisations” k = 1..P. La corrélation entre
deux intervalles de temps t, et t, peut se calculer & l'aide des k=1..P couples disponibles pour
remplir le systéme.
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1 2.3. Extensions dans le cas des séries temporelles.

Si on peut imaginer d'observer plusieurs fois 1a crue nivale de printemps de !a Durance, ou la
décrue estivale de la Loire & Blois, il est des cas ou i'on ne dispose que d'une observation,
éventuellement longue. Prenons par exempie le débit annuel du Niger a Koulikouro (cf. Salas et
al, 1978) disponible entre 1906 et 1980.

On cherche un modeéle "autorégressif” du type :

X =a,X,  +aX, ,+a +e (15)

On remarquera qu'ici, si on suppose la série "homogéne"” dans le temps, ou encore
“stationnaire”, alors les moyennes et variances sont identiques pour t, t-1....

Cette stationnarité n'étant qu'une hypothése, mais qui va permettre d‘écrire que :

cou(X‘,Xt_l) = Cl vt
D'autre part, si £[X,] = p,, on a, en prenant {'espérance de (15) :

Bx = Q1jx +a2ux +ag

d'oti : ag = (1-a1-a2)px, ce qui définit ag
Si au contraire on impose un modéle moins nbre,

XI=QIXZ_1+ath_2+e (16)

alors on a une contrainte sur a et a, car la condition sur les espérances devient : 1 = ay+ a;

et le modeéle est moins optimisé. En général, soit on introduit ap, soit on travaille en valeurs
centrées, c'est & dire u, =0 d'ou ag = 0. Cela suppose que I'en connaisse bien 1a moyenne, ce qui
est relativement courant en temporel, quand la série est "longue"” par rapport & la durée sur
laquelle la corrélation entre deux valeurs est non nulle (temps de décorrélation).

Un autre probléme, dans le cas d'une seule réalisation, provient du calcul ou plutdt de
I'estimation par exemple de C; = cov(X;,X¢.)). On fait alors I'hypothése ergodigue . Celle-ci exprime
que:

- sil'on dispose d'une longue realisation,

- etsilacorrélation s'éteint au-dela d'un certain décalage de L pas,

- alors un trongon donné, décalé du trongon précédent de plus de L pas, n'a pratiquement plus
rien a voir avec lui. Hs sont "indépendants”.

On remplacera alors {'Espérance, ou moyenne d'ensembie (sur I'ensemble des réalisations) par
une moyenne dans la réalisation observée (fig. 2)..
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En fait on considére que le deuxieme
‘ ‘ trongon 2 de @ pourrait tout aussi bien

provenir d'une autre réalisation indé-
pendante @. De méme pour les autres. On
@ ©\ peut alors “superposer”ces M trongons

/o v "indépendants” et calculer sur ces M
i M couples en @ la covariance au décalage |

Oe maniére équivalente, cela reviendrait 3 prendre la realisation, aladécalerdeipaseta
seélectionner M couples independants, ¢'est a dire suffisamment eloignes tes uns des autres dans
la réalisation.

En pratique, on prendra tous les couples disponibles, soit T-

Fig. 3 ‘? Xt (“5’4’ /nru en cmlfl:g dans & ca/cu/:/c Couv( Xps Xp p)
/ ;
!
i
|

.
|
.

%Q‘Lﬁ T-7 —°t

En sachant bien qu'tls ne sont plus indépendants et que e nombre "eéquivalent” de couples
indépendants est €T On calcule alors une valeur approchée de la covariance, par exemple :

wi S~

[x-% |x,_-%

]
ContX X j= ——
13 =t {

T-1

i

=, "7
i {
1
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il existe différentes expressions de cet estimateur (Cf. Salas et Delleur, 1978) mais on sait que si
T 7 elles convergent vers la vraie valeur de C;.

On a donc fait 'inférence de la covariance dans une seule realisation, en admettant qu'elle est
suffisamment longue et représente bien I'ensemble de la population. Sans étre trop rigoureux
mathématiquement, on peut dire que I'on a ainst supposé le processus ergodigue

D'autre part, les valeurs empiriques ainsi calculées pour Ci | = 1..L, sont entichées d'effets
d‘échantillonnage (en particulier, quand le décalage devient grand, il y a de moins en moins de
couples communs, d'ou les oscillations inopportunes). On est donc conduit a lisser ces valeurs
empiriques a I'aide de fonctions adéquates constituant des modéles acceptables de
corrélogramme. En particulier, pour certains processus “simples” (autorégressifs par exemple) on
connait méme la forme analytique du corrélogramme theorique. On en ajustera donc un aux
valeurs empiriques,

G A Fig.4

et ¢'est avec les valeur lissées que I'on calculera , grace au systeme (5) ou (6), les coefficients de
I'équation (14).

Néanmoins, si ces hypothéses plus ou moins vérifiées permettent de proposer un modeéle, méme
en ne disposant que d'une chronique, elles apportent avec elles quelques problémes annexes...
Par exempie, dans la formule (17), on a besoin pour centrer les données d'une estimation de la
moyenne E[X.].

On comprend aisément, sur la figure Sa que méme si le processus est stationnaire de moyenne
nulle, une chronique trop courte donnera une estimation erronnée de la moyenne.

Dans le cas, pas forcément invraisemblable, ou le processus n’'est stationnaire que par morceaux
(changements de lois de tarage dans une chronique de débits par exemple) on voit aussi Fig. 5.b
que la moyenne d'ensemble n'est gu'un artefact, qui jouera cependant un rdle essentiel dans le
calcul de C; @ c'est par rapport a cette moyenne que seront calculés les écarts et leurs produits
croisés. C'est ainsi qu'un signal complétement corrélé (bruit bianc) par morceaus, apparaitra
globalement correlé !
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1.3,  Conclusions de la premieére partie :

On a repris dans cette partie la notion d’estimation fournie par un modéle linéaire et ajustée par
des techniques de moindres carrés. Celles-ci peuvent s'appliquer sur un échantillon empirique
d'observations, auquel cas on minimise la somme des carrés des erreurs obtenues en appiiquant
le modele a I'échantillon, ou bien en espérance mathématique auguel cas on minimise une
variance résiduelle théorique, celle du terme ¢ intraduit dans ie modale.

On a vu comment, dans le domaine temporei, cette technique s'appliquait & un processus
aléatoire échantillonné. Et on a pu constater les différents contextes pratiques que i'on ren-
contrait :

- plusieurs observations disponibles =contexte multiréalisations. Comme ces observations
correspondent en pratique 3 des instants différents du passé, on parie de contexte “di-
matologique”

- une seule observation disponible =scontexte monoréalisation. Il faut alors inférer toute la
structure statistique du processus sur cette seule réalisation. Pour cela, on la suppose sta-
tionnaire, afin de pouvoir la “replier” sur elle méme.

On a vu que, dans ce dernier cas surtout, on lissait les covariances empiriques a 1'aide d'un modéle
de covariance, ce qui revenait & effectuer |'ajustement du modéle du processus en espérance
mathématique.

Complémentairement, on a fait quelques incursions dans |'espace & deux dimensions. On
considére alors les observations comme des réalisations d'un champ aléatoire échantitlonné. Si les
propriétés statistiques sont identiques en tout point du champ, on dit qu'il est stationnaire, ou
encore homogéne dans I'espace. On a vu que {'inférence pouvait se faire dans un contexte
multiréalisations, mais plus difficilement dans un contexte monoréalisation.

Or ce cas est assez courant en hydrologie (par exemple, le champ des transmissivités hydrauliques
en hydrogéologie - Delhomme, 1976). Et méme quand on dispose de plusieurs observations d'un
champ, on n'est pas toujours sur qu'elles soient comparables, c'est a dire correspondent & des
tirages dans la méme population.

Enfin, & I'inverse du cas temporel ou I'échantillonnage se fait en geénéral 4 pas constant, on
trouve souvent dans I'espace des réseaux assez irréguliers, implantés plutdt sur des critéres
d'accessibilité ou de disponibilité de site. D'ou la nécessité de développer ce cas.

Et ce faisant, sans y faire encore référence, on a pratiquement manipulé tous les ingrédients de la
Géostatistique. L'utilisateur potentiel la pergoit souvent comme une nouvelle technique qu'il
doit appréhender a partir de rien. Mais il en connait déja, sous d'autres dénominations, les
principaux outils. ..
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II LEKRIGEAGE ET SES QUTILS :
[1.1. Les principes et les différentes formulations des conditions de non biais
I.1.1. Les principes :

La méthode cherche a estimer de maniére optimale un processus Z(t) au point t0. On souhaite un
estimateur basé sur les valeurs brutes du processus, gue 'on appeilera plutdt Z(t)

En effet, I'utitisation de données centrées X(t') pose parfois un délicat probléme, sur des séries
courtes ou des champs peu étendus, d'estimation de la moyenne.

v représente |'abcisse le fong d'une ligne, ou les coordonnées x;,y, dans le plan, etc.

Donc¢ on cherche un modéle de la forme :

ARED R WAl (20)

en valeurs brutes et sans terme constant. On le souhaite non biaisé, c'est a dire que I'espérance de
'estimateur E{Z*(10)] est identique a celle de |a valeur vraie E[2(t0)]

ENZu% -z M=o 21

et optimal au sens de la variance du résidu :

EHZUN -2+ = Min (22)

111.2. Les différentes conditions de non biais :

a) Phénomene de moyenne nulle : On suppose connu que E[2(t)] =0 Wt

Dans ce cas, la condition de non biais (21) s écrit:

EIZ* =B A 26D1= D A BIZ0)1=0 done = E1Z(5)
et elle est toujours vérifiée.

La condition d'optimalité (22) s'obtient en dérivant par rapport aux parametres inconnus A; :

8 —-
—EZeH=S azeh=0 i=1..n
B ~

i

d'ou, avec E{Z(1)).2(1j)] = cov(X,,X,) le systéme linéaire (5", tout a fait simiiaire a (5)
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En particulier, la variance de I'erreur d'estimation, ou variance résiduelle s'écrit comme en (9) :
Bz -2i=a* | 123)
2o e Zit
=cu®h- >4 eh.cu e
b) Phénomene de moyenne constante mais inconnue : E[Z*(t)]=m vt

La condition (21) s'écrit alors :

Bz*ud= > ) BzZe= N A m (24)
et celane sera égal a E[Z(to)l= m quesi S xl=1 (25)

Il faudra donc optimiser (22) en respectant la contrainte (25), et on sait que cela revient a
minimiser avec un parameétre supplémentaire v .

EHZGN = S8 2 F1+2v( Y A~ =Min A v (26)
On dérive donc par rapport aux i et v (appelé multiplicateur de Lagrange)

La dérivation est évidente mais pour faire réapparaitre les covariances, car les données ne sont
plus centrées, on réinjecte dans I'équation (26) la relation (24) réécrite :

EIZU= 3 A BIZuH)=0

dou:

Bzt~ EZen- Y\ rzu‘»_5|2u‘_»m'-’|+2v( St

et la dérivation conduit a un systeme de dimensionn + 1 :
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EX T e
- Cle) Clt,v) A C(to,1)
(28) Clu,t) N Clu,uj hY =1 C(to,u)
C&",t") 1 | An )C(tO,tn
1 0 v 1

Dans ce cas, on montre que le carré de i'écart type résiduel, entre la valeur vraie et I'estimateur,
que I'on appellera variance d'estimation, s'écrit, d'apreés (25), (26) et (27) :

Elzah-z+%?=o* =o2%
zu°>lzull...2u") £

=C%O- X A Ot +v (29)
£

On notera que les A ne sont pas les mémes que ceux de (23) puisqu'ils résultent d'un systéme un
peu différent.

Et on montre que |'erreur est légérement plus forte, ie
oe(t0) dans (29) > og(t0) dans  (23)
car, a cause de la contrainte, on optimise un peu moins.

De plus, si les covariances C(t,t0) deviennent nulles {parce que t0 est trop éloigné des t' par
exempie) alors le systéme (23) pour les données centrées =

A=0 v, = Z*(t0)= 0 = Ef2(1)]
Tandis que le systeme (29), sur des valeurs non centrées =

1 1
V==V = 2¢%= =S zuh
i n I3 n—

qui n'est pas la vraie moyenne inconnue m, mais une estimation de celle-ci, ce qui est moins
optimal que pour (23).

¢} Phénoméne de moyenne variable : E{Z(t)] = m(t)

Dans ce cas, on suppose que le phénomeéne centré, ie Z(t)-m(t) est stationnaire.

D'autre part, on suppose que la moyenne m(t) est inconnue mais peut localement étre exprimée
dans une base de fonctions (fi{t),l = 0,K) choisie a priori (par exemple des polynomes). Dans ce cas
m(t) s'écrit, autour des pointst!... . tn:



La mise en évidence des covariances neécessite, comme en {b) la réinjection des équations (31) et
(24) dans |'expression (26) avant dérivation.

On notera que pour les trois cas ci-dessus (a, b et ¢) on suppose que e processus ¢entré, c'est a
dire X(t) = Z(t)-m(t) posséde une covariance, ou encore que la covariance E[X(t).X(t")] = C(t,t")
existe et reste bornée Vt,t".

On peut de plus supposer que le processus est homagene c'est a dire C{t,t') = C(jt-t') mais ce n'est
pas nécessaire pour écrire le systeme.

Un exemple courant du cas ¢) consiste a choisir pour fi(t) une base polyndmiale et a supposer la
moyenne localement linéaire : ¢'est a dire que |la tendance locale, on dit encore |a dérive, dans le
voisinage des points t1..... tn, est & peu prés approchée par une portion de plan.

Danscecasona:

{ =1 f=f{xy)=x fAt)=fxy)=y
(33)
{et m{v)= a0 +alx +ay

I1.2  Formulation du krigeage en variogramme et interprétation du variogramme
I1.2.1. Ecriture du systéme en variogramme :
Dans le paragraphe précédent, . 111, en particulier dans .[11 b) et ¢), on a vu comment, dans un
estimateur (20) baseé sur les vateurs brutes, on arrivait 3 éliminer |'estimation de !a moyenne m
inconnue, au prix d'une ou plusieurs contraintes.
Néanmoins, on arrivait au systéme (28) qui utilise les covariances :

Clt,v) = E[(Z(t)-m).(2(1)-m)}

lesquelles nécessitent.... I'estimation de la moyenne m!

En fait ceci n'est pas nécessaire si on utilise un autre outil que la covariance, a savoir le
variogramme, défini par :

y(t,t) = $E{(Z(1)-Z(t")?] (34)

: Si le processus est homogeéne, on peut tout de suite écrire :

y(t,t' +d) = y(d) = $E[(2(1)-2(t + d))2]  ou d est l'interdistance entre les deux points t et t'
: cela donne, en fonction des covariances :

y(d) = C(0)-C(d) (36)
Etsi i'on introduit cela dans le systeme de krigeage en covariance (28) ; soit

yij = C(0)-C,

On vérifie qu'il se décompose en une partie triviale contenant fes C(0), et en un systéme :
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il @ pour avantage de faire ressortir explicitement une “portée” (distance au-dela de laqueile la
corrélation devient nulle). Or il est tout a fait concevable d'imaginer des variogrammes oscillant
de fagon amortie.

Fig. 11

oy TN

cas frequent en hydrométéoroiogie, par exemple de la forme

y(d) = 1- e-ud cosfid
Le calage de ces modéles, a I"aide de leurs parametres a, § ..., est fait soit & I'ceil, soit par une
procedure de moindres carrés assez élémentaire. Ensuite, le modele calibré obtenu est géné-
ralement utilisé sans plus tenir compte de la procédure d'ajustement, ni des particularités de
I'échantillon qui a servi a I'établir.

Or, rappelons que les classes de distances :

- agrégent des distances d, parfois assez différentes (en valeur relative)
exemple : classe des couples compris entre 3 et S km, puisentre Set 10 km...

- dontla moyenne n'est pas forcément au centre de la classe

- dont le nombre de couples varie significativement d'une classe a !'autre, créant des
fluctuations d'échantillonnage

- et que l'estimateur :"moyenne arithmétique des carrés des écarts” oublie la distribution
parfois trés dissymétrique de ces écarts

Un point du variogramme empirique {Figure 9) correspond a la valeur moyenne :

1 o )
— N X=X+ P
Nd ~

Mais la distribution des Nd écarts individuels peut étre trés dissymétrique, et celle des carrés plus
encore. (Figure 12)

Une valeur anormale (erronnée ?) peut alors creer un écart anormal dans tous !es couples de
toutes les classes d'interdistances ou elle intervient.

L'analyse des variogrammes empiriques requiert donc un certain soin et un grand savoir-faire
expenmental
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Fig. 12
fréquence

écart

X{u-X{ty=d

Plus récemment, on a préconisé un calage automatique des variogrammes. Pour cela, on prend
une forme paramétrée, spheérigque ou puissance par exemple :

y(dy) = a.d,¥ (41)
On considére alars chagque station tour & tour, on I'occulte momentanément et on la reconstitue
4 I'aide de ses voisines. On optimise la reconstitution globale & I'aide des paramétres a et §3,
optimaux sur i'échantillon disponible. Il n'est pas possible ici d'entrer dans le détails de ces
technigues {cf. Lebel et Bastin, 1985). On ne developppera pas non plus les hypothéses
intrinséques d'ordre 1 ou plus (F. A | .-k), ou le processus peut étre de variance infinie, car cela est
assez rarement nécessaire en hydrologie de surface
11.2.3. Levariogramme : son interprétation

a) Oul'onretrouve Pythagore :

Une premiére interprétation consiste a se placer a une dimension (par exemple en temporel) avec
un échantillonnage a pas constant Ad

Fig. 13

My +1

X(t)

M1

AN
A

t t+Ad X(1)-X{t + &d)
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Dans ce cas, on voit que pour le pas Ad (pour un multiple de Ad, le raisonnement est identique) .

N

H - .

VIAD = — ST XU+ k.Ad) = X(t+ (k + DAD P
N T

Or, on voit que, si on considere un écart X(t + kAd)-X(t +(k + 1) Ad), qu'on I'éléve au carré, et
qu'on lui ajoute AdZ, on obtient, selon le théoréme de Pythagore, le carré de la longueur du
segment MM, , ;.

Donc, 3 N. Ad? preés, I'expression y( Ad) est la somme des carrés des segments MM, , y, donc
indirectement une fonction de la longueur de la ligne brisée complete My M,

Et si le processus est "lisse”, cette longueur s'écarte peu de N.Ad, et la quantité y{ Ad) est faible.
Au contraire, si le processus est chaotique, elle augmente trés fortement. On trouvera dong :

- pour les processus “lisses”, tres autocorrellés positivement, un variogramme y(d) qui monte
lentement quand d augmente.

- et au contraire un variogramme qui monte trés vite quand le processus est peu autocorrellé
et se rapproche d'un heuit hians

Fig. 14 X(A')
A
/\/\/\ |/
= | .
. d
5(4)

On notera, en poursuivant cette interprétation sur tes processus temporels, qu'elle vaut surtout
pour une autocorrélation positive (¢'est plus complique, par exemple, pour un processus
markovien X, =-0.8X, +¢, négativement corrélé, que 1'on pourrait croire chaotique). Mais en
Géostatique, on ne considére souvent que les corrélations positives.

b) undrole de pistolet

Une autre interprétalion du variogramme consiste a se rappeler la relation (36) entre
variogramme et covariance

4 (d) = CL0)-Cld) = var{X]-cov[X¢. X . gl

Dans le cas ou la covariance est normee, c'est a dire ou I'on travaille en correlation, var{X =1 et
y(d) est e complément a 1 du corrélogramme.



[1.2.4. Variogramme et expression des variances :

a) sionsuppose connu le processus X{t) (centreé pour simplifier) alors toute combinaison linéaire

Y=\ X 43)

a pour variance :
EYH=EL 3 A XI= D S A conlXUhX (@ )
3 [
=> A ytd )~ Co) {44)
deux cas peuvent se présenter :
- lacovariance existe {le processus est stationnaire)

- elle n'existe pas mais on se limite a des combinaisons linéaires telles que :

S a,=0 = D A.C0)=0 45)
etdanscecas:

varl¥l= > > AA v, (46)
iy

On notera au passage que var(Y] est forcément positive ou nulle. Ators y(d) doit étre telle que
vdij A A les valeurs y(d;)) = y;; dans 46 donnent un résultat positif ou nul. Cela réduit y(d) a une
certaine classe de fonctions.

b) Cas particulier : la variance d’estimation du krigeage.
L'écart d'estimation s'écrit :
zeh-zx =20~ Y 2 20

avec }: A‘.=1
c'est a dire que la variable "écart” est bien centrée (d'espérance nuile).

Si on pose Ag = 1, cela donne la combinaison tinéaire :

n n
Y=2u%- D A\ zuh=r2uh- 3 A Zeh

i=1 i=1

[V]a
H
@

n
= z A\JZ(H) avee
1=0

“
[}
<



etl'on se retrouve dans le cas du a) ci-dessus. D'ou :

n n
vad¥l= > Ny RY

—_— Yy

1=0y=0

Mais comme ygo= v, = y{0)=0Vi etquelesvaieursde ) satisfont le systéeme (37), on retrouve
bien alors {'expression (38) donnée sans démonstration :

var

PRy ”, 1 20 : .
AT )_z'u’)‘ = o uh= }_l\‘ylow

11.2.5. Carte krigée et ecart type d’estimation :

Naturellement, cette valeur de ug(t0) est fonction de la position de t0 par rapport aux points
mesurés b, par y,s= yl{dg)= y{1,10), ce qui conduit aux valeurs ),(t0) et v(t0).

En particulier, quand on s'éloigne des points t* au point que !a covariance, ou la corrélation,
devienne nulle alors

uf.(l“)—» vanlz)
c'est a dire la variance libre du phénomeéne.

D’autre part, i} faut bien voir que les valeurs krigées expriment {'espérance du processus, et donc
sa moyenne en t0 sur I'ensembie des réalisations qui passent par les valeurs Z(U), ou encore
I'espérance en 10, conditionnée par ces seules informations disponibles : les valeurs Z(t,)

soit E{Z(10)2(t"). Z(v).. Z(1m)]

Cette courbe est donc anormalement “lisse” par rapport a une quelconque des réalisations
possibles qui passe par les valeurs observées Z(t1)....2{t"). En fait, la “vraie" réalisation est
probablement plus chaotique que la ligne “krigée™. Elle osaile autour de celle-¢i "dans” la zone
de confiance définie par I'écart type d'estimation

On voit plusieurs configurations de cela sur la figure 17.Un exemple concret de simulations
conditionnelles extrait de /.P. Delhomme {1976) montre differentes realisations possibies ayant
les mémes valeurs aux point t' donc la méme surface krigée. (Fig. 18).

Fig. 17
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Analyse d'une averse. Carte krigeée et simulations conditionnelles (D'aprés

Delhomme, 1978 ; Bulletin du BRGM (2)-111-4, 1978).

Fig. 18-
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204



f1.3. TRAITEMENT DES ERREURS ET EFFET DE PEPITE :

On peut reprocher aux géostatisticiens de promouvoir un langage parfois ésotérique, mais il est
indeniable qu'ils ont su parfois trouver des termes trés imagés. Ainsi en est-il du fameux "effet de
pépite”, souvent interprété a tort comme prenant en compte les erreurs de mesure. Nous allons
d’abord I'expliciter puis regarder ce que cela peut apporter dans nos applications hydrologiques.
[1.3.1. Effetde pepite.

Supposons que le processus Z(t) soit la superposition (Fig. 19) de deux processus (que I'on peut
supposer centrés pour simplifier les calculs) :

\ - un processus X{t) de fonction de corrélation C,(t,t")
! - etun bruit blanc BB(t) dont 1a fonction de corrélation est tout simplement :

EIBBO.BR = PortBBi=e sie= 47

051 ¢ #4' car le processus est decorrele

On montre alors simplement que la covariance de Z(t) = X(1) + BB(t) est

C oy siexet
Ix

CZZ(” = (uurl.\'|+mlrlHIh:('um)1»(_‘ sit=e (48)
soit encore
Caz{t, 1) = (Bepde + Cuult,1) avec b= 1sit=t
=0 sinon
\ Fig. 19
Z(t)
Ar\/\\ JM /A"W
e KW
= B8B(1)
,/\ A 4 Al ’A'ﬂv‘ ) ST NV 1 | A./\r“'._ Af’\
WYV VW IR TR
“+  X(1)
~7
\ l“lg 20 VZZ(h) sz(h)
Caa(h)
h yzz(h)
< caathy .
Cux(h)
h
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De méme en variogramme : pour h=0, le variogramme de Z ne tend ptus vers I'origine.

Cela ne signifie pas pour autant que les mesures soient entachees d'erreur, au contraire, mais
plutét qu'elles pergoivent a la fois la composante structurée X(1) et une composante sans
structure spatiale BB(t).

Dans le systéme de krigeage, dont e développement est inchangé, on trouvera dong, comme
d’habitude, 0 sur la diagonale, car y(0) = 0, et yzz(h) = C+ y,(h) sur les autres termes.

En fait, on sent quand méme que plus le terme C est grand, plus il tend 3 modifier le systeme.
Cela se voit mieux encore si on |'écrit en covariance car alors le systéme s'écrit :

C + var(X] 1 A1 :

‘ Covyx(tiu) :
Covltt) = | 80,0 + Chueltit) | (50)

C +var{X] 1 An :

0 v 1

Et on voit que plus C augmente par rapport & var[X], et donc a Cov[X(t},X(t}], plus le systéme
devient a diagonale dominante. Et & a fin, la solution tend vers :
1 L0y
A=A =\ === si L=EL VI
n
car le bruit blanc est tellement dominant que la meilleure estimation, en dehors des points
observés, est simplement la moyenne !... Mais les points observés sont toujours interpolés

exactement car ils ne comportent pas d'erreur.

Ce méme systéma §'écrit, en variogramme :

0 1 A C.B(11,10) + yult 10)
' C+ yxlth 1)
C+yuxltit - = C8(1,10) + yyult 10} (50)
‘ 1) o
0 1 An CHI7,10) + (10, 19)

T 1 0/ \ —



pépite dans le variogramme initial.

Fig. 21:

On notera aussi que I'on peut “theoriguement”, a I'aide des points observes, inférer
correctement les variogrammes de Z, de X et la "pépite” ¢.

On montre sur la figure 21 extraite de H. Daricau (1981) I'effet de l'introduction d'un terme de

Pondération sur une droite & partir de deux points observés, selon le variogramme
choisi et la présence ou non de pépite (D'aprés H. Darricau, 1981).
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Exempie :

Soit a kriger le point t0 a partir des deux points t! et t2, al'aide d'un variogramme
yzz{d) = C(1-8(d)) + yyx(d)

a) Sionprendt0au centre, le systéme s'écrit :

13 t;
—————————@
10 0 C+y o \1 C+ vt
Cey 2 0 1 A2 C+yxx02
1 1 0 v 1
avec ¥xx01=yxx02, etonvérifieque Aj=);=4
et accessoirement

v=y, 01 +F(c-y 21)

{51)

b) Si par contre le point t9 coincide avec un point d'interpolation : le systéme devient :

t! 12
0
g |0 C+y 1 At
10
C+y"12 0 1 A2 C-'-\{")Z
1 10 !

Ontrouvealors A1 =1, A\;=0 etv=0

¢) Maissi le point 10 se rapproche de t! a une distance trés petite ¢, le systéme reste différent :

Danscecas, pour t0=tl+¢
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/ \
11 12
0 Cey oy 1 \ C «aulieude0
t0
i‘ Cry 12 O 1 A2 C+y 12 (s3)
1 1 0 v 1
1 C 1 C
‘\l= 1-=- A,=— (54)

el A= -
N

On voit que si C=0 on retrouve le cas b) et que si C est petit devant fa variance de X(t), donc
devanty_. le terme correctif est faible, mais non nut.

11.3.2. Données entachées d'erreur :

On considére cette fois que |'on a un "vrai" processus Z(t), que I'on cherche a estimer en un point
quelconque, mais en sachant que I'on a mesuré, en des pointst, i=0, ...n

- lavariable Y(t)=Z2{t) + e,

- oue estune erreur, évidemment inconnue, mais qui vérifie, par exemple :
- Ele]=0

- cov[e,\,e,}] = covie,,Z(t)] =0 Vi j,t

i.e elles sont non corrélées entre elles, et non corrélées avec la variable exacte Z(t)

- varle l=0.2

On suppose de ptus, pour simplifier, que Z(t) et donc Y(t) sont stationnaires d'ordre 2. On verifie
alors que :

ElYMI=E{Z(t)] =mz=m

Var[Y(t)] = Var[Z(t)) + Varle, ] = Czz(0) + 02
Cov{Y(t),Y(u] = cov(Z(1),2(b)] = Czz(t, 1)

M..is on veut cette fois estimer, 4 i'aide des données erronnées Y(ti), fe processus

zr%= 3 A v

Le systéme s’écrit alors, aprés derivation comme pour le systéme (28) :
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Czz(0) + 02, 1 ‘\? .
Czz(u,1) :
C22(0) + 02, f = Covzi(t,19) | (56)
Czz{t,v) . : :
Czz(0) + 02, 1 An :
Yoo 1 0 v 1

Cela peut s'écrire aussi en variogramme, avec  yzz{t,t) = $E[{Z(1)-Z(v))}2] variogramme du
processus exact 2(t) :

3

AN o 2 - . -

h Ajyuu A‘.oi+v Vpgi0 i l.n (57
J=1
Sa=1
= J

Par contre, ici, le variogramme "brut” que nous pouvons inférer des valeurs observées Y(t/)
représente en fait :

yyy (t,0) = 3E [{(Y(1)-Y(1))2] = $E (Z(v) + e,-Z(t)-e,)?] (58)
=yzz(tb) + o2+ 012)

Mais le systeme (57) doit étre rempli avec yzz(t, v} :

o 1 A (t1,19)
. yzz{u, 1) : vazt”
-2, s = Yzz(t':to) {57
yzz{t,v) : :
-02, 1 An yzz(tn,t0)
1 4] v 1

et

N [
oE(tO) = > '\‘Yzz“ AN+ v



Néanmoins, le seul variogramme accessible empiriquement étant :

1,
, iy= [ 2.2 2
¥yl ) Vg i+ 5 (@;+0%)

le systeme final s'écritdonc :

.021 1 A.\1 YZZ10

V”u“l'(ozl +02)

e 1 A = v2z0
¥, o2 +02) : : ] (59)
-02y 1 An yzzn0
L e | 0 v 1
Exemple :
Si on reprend {'exemple du I1.3.1,, on trouve :
a) Pour 10 a mi-distance de t! et t2:
2 2 2 2
po=lael2h) UL i 3 (60)
1"2(+2 12 27 9 +2 21
Yyy Yyy

On vérifie par exemple que si 022 est nui (pas d'erreur de mesure en t2) alors \; <3t et A,>4, ou
encore Ay Ay .ondonne plus de poids, en dépit de |a symétrie, au point observé sans erreur.

b} Si 10 coincide avect!, alors le systéme devient :

-01201 +(yyy21-3012-3022)A2 + v =yzz'1 =0

(vyy 1240214020 -02505 + v = yz221 = yyy21-40% 402, (61)
A1 + Az =1

D'ou avec les particularités du second membre :

o2 o2
1 1
A\1=I—2 " X2—2 ™ (62)
Yyy Yyy

Et il n'y a plus interpolation exacte au point t!, i.e. la valeur krigée n'est plus égale & la valeur
mesurée (car cela supposerait Al=1et A2=0).
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Il y a donc lissage, d'autant plus important que {a variance d'erreur 612 sur Z(t') est forte : On ne
passe plus par les points mesurés car on sait qu'ils sont entachés d'erreur.

Ici encore, on peut voir que si les variances d’erreurs deviennent “grandes” par rapport a celle du
processus Z, le systeme (56) devient & diagonale dominante, et fa meilleure esumation de Z, en
tous points y compris les points mesurés, tend vers la moyenne arithmétique des vateurs me-
surées.

I 43.3.Comparaisoh entre les deux approches précédentes.

Les deux cas 11.3.1. et 11.3.2. ne sont pas vraiment fondamentalement différents mais
correspondent & des pratiques expérimentales différentes.

Supposons que |'on dispose d'une réalisation du processus Z(t) ; par exemple, la profondeur
d'une couche géologique, dans laquelle on a fait des sondages ent!....tn.

a) Si on mesure plusieurs fois Z en t' et que 'on trouve la méme vaieur Z(t'}, on s'est assuré
ainsi qu'il N’y avait pas d'erreur de mesure.

Ensuite, on fait un trou en t'+¢, et on constate que Z(t' +:&) 2 Z(ti). De méme en ti-e. On
soupgonnera alors le vrai processus Z(t) de comporter, de maniére intrinséque, un bruit blang, un
"effet de pépite”, qui fait partie intégrante de Z(t) et traduit une variabilité locale.

Mais on ne remettra pas en cause les Z(t) et on cherchera, en t0, 3 estimer le processus Z(t0) 3
I'aide des Z(t).

b) Si par contre, en mesurant plusieurs fois la profondeur au point ', on obtient des vaieurs
variant de £ 5c¢m, a cause du jeu des appareils de mesure, des incertitudes de lecture etc.,
on peut conclure, en gardant la premiére mesure

- que celie-ci, soit Y(t'), ne représente pas Z(t') mais Z(t) + e (")

- avec une erreur e(ti) inconnue, mais dont on pourrait (par exemple en répétant la mesure)
connaitre la variance o,2. (En fait, dans ce cas de mesures répétées, on pourrait prendre {a
moyenne des Y(1') qui serait meilleure qu'une quelconque des mesures)

- Etsiparexemple: o2 =o0p = ...V ij (On utilise le méme appareil, avec la méme
variance d'erreur, partout). alors la série obtenue Y{(t) est en fait une mesure des Z(t), a
laquelle on aura superposé un bruit blanc externe, de variance 02.

Mais ce que I'on veut estimer en tout point 10 (y compris en t1...t"), ¢'est la valeur de Z(10) et non
celle de Y(10) = Z(1!) + e,{t0), mais cette estimation ne peut se faire qu'a partir des seules valeurs
erronnées Y(t!).

On cherche dong, contrairement au cas de la “pépite”, a filtrer les données observées.

Avec ces considérations, on a fait pratiquement le tour des développements vraiment nécessaires
aux applications cartographiques en hydrométéorologie. On retiendra néanmoins, a l'issue de ce
chapitre sur les erreurs mais plus généralement , pour tout ce qui précede sur le krigeage, que
celui-ci, & I'inverse de I'approche régression multiple-analyse des données, s'appuie sur des
espérances mathématiques théoriquement optimisées. En particulier, s'il a fortement contribué a
relativiser les résultats en insistant sur !'écart type d'estimation, qui est encore une espérance
mathématique, il a un peu ignoré les fluctuations dues a I'échantillonnage.

On trouve peu de références (Munoz, 1987) sur I'incertitude d'échantillonnage dans |'estimation
du variogramme, et pratiquement pas de travaux sur les répercussions de cette incertitude sur les
coefficients de krigeage \,, ou sur t'écart type d'estimation. C'est probablement le domaine ou
des développements utiles sont & attendre.
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il EXTENSIONS DE LA METHODE

Dans ce chapitre, on s'attachera plutét aux extensions présentant un caractére de généralisation,
piutot qu'au traitement de cas particuliers.

Par rapport au chapitre 11, les démonstrations seront esquissees de maniére moins compléte, car
il s'agit plus de fournir des idées qui enrichissent l'interprétation que d'étre rigoureux mathé-
matiquement.

fll.1. Krigrage d'une moyenne spatiale :

Jusqu'ici, on a cherché a estimer une valeur ponctuelle, en un point non mesuré, Z*(t0).
Désormais, on souhaite estimer, de maniére optimale, une nouvelle variable :

YDy=f_Z(t)dt ou 1/D [ Z(t)dt (63)
D D

ol Y est soit I'intégrale, soit Ia vaieur moyenne de Z sur un domaine D quelcongue.

Ici encore, on va chercher 3 “expliquer” Y & I'aide des valeurs ponctuelles disponibtes Z(t1), d'ou
'estimateur :

Y*D)= > A (D).Z1) {64)

%
—

On minimise dong, sous des contraintes éventuelles selon les hypothéses faites sur la moyenne :

1 - s
El{— [ Zode - N LDV 2P
D D —_—t
Dans laquelle vont apparaitre des termes en :
1 " 1 1
El(~ Zt)dy“)=E[— Z21).2(8).dtdt'} = — E(Z(6).Z2().didt
Dlp n? p?

1
D2

[ I Ci, ). dtdt = vad YD)
D

et des termes :

{ E{Z().Z(Nde

1 1 1
E| —I Z.dEX ZUN =B —J ZinZ( dtl= —
[D R ((381] [D R | 3N

1
= - [ Ciet').de
Dip
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Ces derniers sont les seuls qui apparaitront fors de la dérivation par rapport aux \,, et on
obtiendra le méme systéme qu'en (28 ou 32) sauf au second membre ol les C(t0,v) sont remplaces
par l'intégrale sur le domaine

foClt,ti)dt,

de méme pour les fI(t0) rempiacés par

f fdt
D

On ne s'étendra pas sur le calcul numérique de ces intégrales, qui peut parfois réserver quelques
difficultés.

La démarche est identique si, au lieu de partir de (32) on part de (39) en choisissant le
variogramme pour exprimer la structure.

On remarquera que, trés globalement, il s'agit encore d’une espéce de corrélation multiple, mais
ou la variable & expiiquer Y est un peu plus compliquée, et nécessite donc un calcul un peu plus
compliqué des “corrélations” entre la variable a expliquer et les variables explicatives.

On peut bien sar toujours calculer un écart type théorique d'estimation :
0,.2= E[(Y-Y*)2] avec Y* conditionné par Z(t")... Z(tN} : (67)

1 ‘ 1 1
2_ S —_ t - d
= t.didt = > ). [ Ct,)de+ > [ H.dt
OE Dzj JC( ) _i lD,D % _plD D,(

il s'agit bien d'une variance résiduelle théorique, car elie dépend du modéle choisi C{t,1"), pius ou
moins bien ajusté au processus, et des hypotheses faites sur la moyenne.

On peut imaginer que, si |'on avait plusieurs réalisations k = 1...P, avec pour chacune une valeur

observée Y, , alors I'erreur empirique de reconstitution :

! 2 2
=Sy, -y ol

k

Tous les développements décrits ci-dessus en covariance peuvent se faire en variogramme (cf.
Matheron in Lafitte 1972).

Enfin, il peut arriver que les variables explicatives elles-mémes soient le résultat d'une
intégration. Dans ce cas,

Y = 1/Df Z(t).dt sera expliquée par les

Vi = 1/dif i2(t).dt
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i.e la variable expiicative n'est pas ponctuelle, mais représente eile-méme une moyenne autour
du point t. C'est le cas... du piuviomeétre (qui represente l'intégrale sur les queigques décimeétres
carrés du cone collecteur !). C'est celui des mesures de neige a 'aide d'un coussin & neige de
queiques m2. C'est le cas aussi de la transmissivité d'une aquifére, mesurée par un essai de
pompage, et qui représente en fait les propriétés de quelques dizaines de m2 environnants, voire
plus.

Cependant, il n'est pas nécessaire de prendre en compte ce raffinement dans la mesure ou la
fonction de structure utilisée est déja celle de la donnée intégrée sur d' (seule accessible a
I'observation) et ou les di sont de plusieurs ordres de grandeur inférieurs a D.

On trouvera une application de cette approche dans T. Lebel (1984) pour le calcul de piuie
moyenne sur des bassins. Il existe bien sur des extensions a8 des domaines volumigues, surtout
dans le secteur minier. Mais on ne négligera pas les applications dans {e domaine temporel. Il est
fréquent en effet que la mesure d'un processus temporel {exemple : {a vitesse du vent) soit |‘objet
d'une intégration sur un temps plus ou moins long, et que !'on cherche ensuite a estimer des
moyennes ou interpoler des valeurs manquantes.

[I.2. Liaison avec les autres techniques d'interpolation.

Le physicien ou l'ingénieur connait souvent des méthodes élémentaires d'interpolation
auxquelles il aimerait pouvoir se racchrocher pour “assimiler” la Géostatistique.

Et ici encore, il est bon de commencer & une dimension, par des méthodes trés couramment
utilisées.

I .2.1L'interpolation polynémiale

Prenons le cas de l'interpolation polyndmale sur n points. On sait que le seul polynéme qui
interpole ces n points est de degré n-1, mais qu'il peut s'exprimer de différentes fagons :

La premiére consiste & l'écrire 4 |'aide des mondmes habituels 1, t, (1)2...(t)-1, soit :
Z*(ty=ag+ a1t +axt2 + ... +ag ! (68)
et on obtient les coefficients a, en écrivant les n équations :
bet o (Z80) = ag+ a1t + ax(t)2 + . an.(t)n-! (69)
exprimant que le polynéme passe par chacun des points observés [t 2(1)].

Dans ce cas, on fait bien apparaitre dans |'opération (68) les fonctions génératrices choisies 1, t,
(1)2...(t)n-1

On parlera d'une expression en interpolateur : les outils d'interpolation apparaissent clairement
(ce sont les mondmes) tandis que les valeurs observées, pour le polynéme particutier considéré,
(2(1)...2{1")) sont contenues de maniére peu explicites dans les coefficients -ag-ay...a.n.7. Or il
existe une seconde écriture du méme polynoéme, qui s'appuie sur des fonctions. de base assez
différentes ; toutes, de degrén-1:

-1 +
LTI Ak NPRLLS VRN
L= — T

1T i - +
WA o

"~
—
Jr



On constate que ce polynome de base a des propriétés particuliéres :

L{v)=0 sij=i
Lity=1 sij=i

Il vaut donc 1 au point t, 0 aux n-1 points d'interpolation t, et... n‘importe quoi au point t
quelconque. Ces L () constituent |la base de Lagrange. Et le polynédme d'interpolation, unique et
strictement identique a (68), s'écrit alors :

Z*0=2G L 0+ ZEAL0+.... +ZUDL (1 = > L(O.Z0Y (71
On vérifie d'ailleurs que sit = t1, Z*(t1) = Z(tY)
Il y a bien interpolation, en pondérant les valeurs observées par un coefficient polynomial L,(t).

On ne manquera pas de relever l'analogie avec le krigeage en un point t quelcongue :

Zr 0= A 0.2

ou avec toute méthode (type pondération par la moyenne de |'inverse des carrés des distances de
taux point t1).

Nous parlerons alors d‘une expression de |'estimateur Z*(t) sous forme de pondérateur. C'est la
plus classique utilisée en krigeage. Néanmoins, il peut &tre intéressant de regarder ce que cela
devient sous une forme (il peut y en avoir plusieurs) d'interpolateur.

1.2.2te krigeage en interpolateur (krigeage dual) :

Reprenons pour cela le systéme (32) (en covariance ou en variogramme, les développements
restent analogues). On constate qu'il consiste a rechercher, pour interpoler au point t, un vecteur
de poids [Aq(1)...An(1)] = AT(1) (I'exposant T indique la transposition au sens matriciel) solution du
systéme (32) réecrit :

r r
FT'0

AW l

3]
Al ‘A(”l_lr‘o T
| M ’ -

—_ — = 72
MO /(0“ gy (72)

ou G ne dépend que des points connus t' et pas du point courant t.

On endéduit e vecteur des pondérations (et des multiplicateurs de Lagrange) :

Al

My

— -t
=G~ g 0(t)
D'ol ‘expression de I'estimateur :

Al ]
M)

z*m=Lz<z‘) ..... Zu™0..... OI.G_l.gO(I)=BAg0(_t)
[BIT_go(t)
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ou B calculé une fois pour toutes, ne dépend que des points observes t! ...t

Soit encore :

Z*(t) = [by, .bjicg...ck}. 3
K{tN, 1)
folt)
fy(t)
fu{t)
— —_
D'ou ies expressions équﬁvalentes :
Zran= >\ 24 T4
N
zvn= > b Ku'n+ i75)
i=1 I=t

La seconde formulation est du type interpolateur puisqu elie fait apparaitre explicitement les
outils de l'interpoiation, a savorr :

- les fonctions de base fi(1) utilisees pour représenter 'a partie ‘tendance”, cu "denve”, due
alanonstationnante de ia moyenne (Fig 22-1 4 3).

- et des fonctions K{t',t) = K,(t) ¢orrespondant au crocessus iui-meme et derivees direc-
tement de sa structure -X(t,t'), exprimee en covarance, su en vartogramme (Fig. 22-4 3 €)

Les vaieurs des Z{U'} observaes etant direciement contenues dans jes coefficents b, et ¢
Desormais on appellie cette formuiation eninterpolateur te krigeage dua!

Cela permet une interprétation assez imagee du krigeage, qu: nous ramene & 'approche
classique en interpolation En effet, pour reconstituer te chamo estime,

X
on pondere ¢ abord tes fonctions de base fi(t) de :a moyenne, d'ou(fig 22-7)

T

- puis on balare chaque point observé 1, qui, & I'aide ae ‘a foncuon de structure K{t,U),
préalablement adaptée a ce point d'ou K(t' 1), apportera sa contribution B.X{L,U)} sur
i‘ensemble du champ. Et on somme le tout {Fig. 22-8}



Figure 22 :

f '(.‘}!

|

Interpretation du krigeage dual en somme de fonctions globales et locales

® xrz‘,z)j/\ ®

y"(.’)v

/ k(L) VK ®

® ¢

7/ 7))

T3,

®

/ K(the)
N\ |

~N
-
(

’ + c,‘f (f)
M “r.

co/ (t) ;

P- /‘

A
|




i11.2.3Cas particulier des fonctions splines :

I s'agit d'une technique tres intéressante, qui évite |es inconvénients couramment rencontrés en
interpolation polyndmiale ou trigonomeétrique, essentieflement les onduliations intempestives.

La technique des fonctions splines est assez facile & mettre en oeuvre et donne en général des
surfaces trés lisses, bien que passant par les points d'interpolation. Il n'est pas question ici d'en
exposer la théorie (voir pour cela Chenin et al, 1985), mais de voir les analogies avec le krigeage.

Si on considére que la fonction spline est une plaque élastique mince, infinie, qui passe par les
points Z{t'} en minimisant son énergie de flexion, son équation ${t) = S(x,y} minimise :

8°S 1, (88 ., (8%, .
[ JRZ'{ g;/}l+< 8x8y )~+( g;«_?y))dxdszm

avec S(t)=Z(t) i=1..n
parmi toutes les fonctions possibles, I'intégration étant étendue au plan compiet R2.

On montre alors que cette équation s'écrit :

n

S(x,y)= S }\‘..K(x—x‘.,y—-y‘)+ax+[3y+_y (76)

i=1
avec
K(x,y) = +(x2 + y2)Log{x2 + y2)

Lesréels A;,a, B, \ etant définis par le systeme

:. K(*‘L—-“,Jl-.\'h)-xj+ax£+{3y‘+y=0 i=1,n
j=1
Ny = -
2Ay,=0 an
\—ﬁA\ y =0

i
S =0
-]

Et on reconnait ici la formulation en interpolateur présentée en [I1.2.2, ol I'hypothese sur la
moyenne serait qu'elle est localement lineaire, avec :

fo(t) =1 fi(t)=x f2(t) =y
et ou la fonction de structure serait de la forme

K(d)=dZ.Logd



i
i
i
1
{

Cette forme n'est d'ailleurs pas la seule possible et on montre qu'en changeant le critére &
optimiser, on trouve des fonctions K(d) de la forme

K(d) = da a= >0 etnonentier pair.
Or, on utilise, dans I'hypothése intrinseque d'ordre 1 des variogrammes de ce type.
On peut donc en conclure que l'interpolation sptine n'est qu'un cas particulier de krigeage.

Or la formulation spline n'a fait, du moins explicitement, aucune hypothése de "processus”...
Accessoirement, elle appelle la fonction K(d) le "noyau reproduisant”. £t on voit bien dans
I"expression (76) que c'est bien ce noyau qui est I'outil de reproduction de la fonction S{(t) qui
interpole les Z(ti). D'ou une convergence entre les méthodes que I'utilisateur peut certes ignorer,
mais qui enrichit l'interprétation et relativise les querelles d'école....

CONCLUSIONS

Au terme de cet article, j'espére que les hydrologues accepteront pius volontiers de considérer
I'approche géostatistique comme appropriée pour l'interprétation de leurs données souvent
distribuées dans I'espace.

Mathematiquement, elle présente des caractéres semi-arides assez marqués, d'ou sans doute sa
premiere utilisation en zone sahélienne (Delhomme et Delfiner, 1973). Neanmotins, sa mise en
oeuvre élémentaire n'est pas trés compliquée. Des programmes sont donnés (David, 1977) ou
sont accessibles 3 des prix modiques pour micro-ordinateur méme s'ils n'ont pas I'exhaustivité de
la Formule 1 du genre, e logiciel Blue pack.

En pratique, on commence a voir de nombreuses applications en hydrologie de surface et en
hydrométéoroiogie, qui prennent alors en compte la répétition des champs dans ie temps, par
exemple les champs pluviométriques (Lebel et a/ a paraitre). L'application en hydrologie
souterraine, proche du secteur minier, est déja ancienne, mais on voit de plus en plus
d'applications en hydropédologie de 1a zone non saturée.

Enfin I'avenir est probablement & {'utilisation conjointe de plusieurs sources d'informations, par
exemple des mesures sol et des valeurs télédétectées qui débouchent sur les techniques de
cokrigeage (Creutin J.D., 1987) que nous n'avons pu aborder ici.
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