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RESUME : 

Cet artlcie tente d’abord de rattacher l’approche geostatistique et la techmque de hngeage a oes 
méthodes plus famliiéres à I’hydrologue, comme la corrélatron multiple et !‘analyse aes senes 
chronologlques Enwte, on développe le kngeage dans les cas les plus couramment uulises en 
hydrologre en analysant le cas de l’effet de pépite et des données entachees d’erreur Enfin, on 
fourmt quelques idées d’interpretauon de Id methode en ia formulant dlfferemment (kngeage 
duale) et en la rattachant A des techniques d’interpolatron courantes comme I’interpoiatlon 
polynomiale et les fonctions rpiines. 

ABSTRACT : 

In a first part. an attempt IS maoe to connect the geostatrcal approach and the kngrng techmque 
wth methods more commonly known by hydrologists. like multiple regresslon and urne senes 
analysis. Then, the krigrng techmaue 1s oeveiopped for the mort usuai cases, mcluding wgget 
effects and the case of error in observed data. In the last part, some aiternate mterpretatrons are 
ruggested, erther by reformulatmg the method as dual kngmg, or by coming back :o more 
iamrliar fittmg :echnrques iike Polynomtal interpolatton or splme-funcrlons methods 

L’hydroloqre presente, par raopor a @‘atitres domaines des sctehces, cecalhes oart:cu:arltes 3~1 
relaillissent sur ses methodes Ce son:. odrmi d’autres : 

. :a necessite de fournir assez raomement des reoonses ooeraf!onne!‘es ~c!:mensionnemehr 
<‘ouvrages. orevwons dlverses w ! érat futur du rysteme. etc 1 

- en ne posredant sur ie systeme (ie cycle de I’eau dans un barsrn versant! sue des donnees 
oaruelles 

Cecr est vrai aussi !xen dans ie temos. ‘es rener sont courtes par raopori aux temps ce reccurence 
de cer-talns onenomenes que dans : esoace- !es touts iimrtent la couverture ~nsrrumentùle en 
iomporatson des surfaces a apprencnder- 

enfin. ie sy5teme !ur-méme est souven ? mal connu, et !! est aussi tliusolre d’enwsager de 
i’etudter exoerimentaiement en laboratoire que de I~I aophquer des ;OIS déterminwes. 
valables certes au niveau mtcroscomque, mals qui ne rensergneot guere sur le nIveau 
macroscoplatie Interessant 

&!a est vrac oar exemple pour une entrée pnwlegcee du systeme hydrologtaue la preclolrahon 
pluvieuse Ce n’est pas par des consiaerat:onr hydro- et thermodynamiaues sue hous 
aoorehenderons sa dlstnbunor sur !a superf8cle a’un oasrln, pas D!US eue odr des expenencw en 
iaboratotire ir les donnees recuelilles au cours a’un eorsode seront ‘e sesi ooint de depart 
cmectrf. meme S”I apporte avec ‘LJI oue!ques sources d’erreur. oour aoprehenoer “entree du 
syrteme 
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Ceci étant vrai pour d’autres parties du cycle de l’eau ou pour d’autres objectifs opérationnels, on 
comprend que I’Hydroiogte arr été par le passe un utllrsateur exigeant des statistiques et de 
l’analyse des données : Elle a même contribué parfois de maniere stigmficatlve à leur 
développement. De mème les systèmes de prévision en temps réel ou l’enregistrement de 
modèles hydrologrques ont fart largement appel à des techniques d’identification Issues de 
l’automatique : celles-ci furent d’abord assimilées. puis adaptées aux problèmes hydrologrquer. 

II était donc normal qu’avec la disponibilité de plus en plus fréquente de réseaux suffisamment 
denses, ou d’informations télédétectées. I’hydrologue s’intéresse aux techniques de trattement 
des phénoménes distribués dans l’espace et échantillonnés de manière plus ou moins adéquate. 
Un tel ensemble de techniques existait déjà dans les domaines voisins : en météorologie, en 
écologie forestiére ou en géologie, plus particulièrement dans la partie orientée vers I’explor- 
tation minière. Cette dernière communauté, dotée de moyens importants, sut reprendre et deve- 
lopper ces techmques jusqu’A !es promouvorr sous le nom de Géostatistique. 

On y retrouve des méthodes d’usage général, et dont les géologues ne peuvent revendiquer ni la 
primeur ni l’exclusivité, mélangées avec des solutions originales propres A des problèmes miniers. 
Malheureusement, cet ensemble assez formalisé a peu à peu développé sa propre termrnologie. 
II apparait à certains comme une espèce d’école, à laquelle il faut faire acte d’allégeance, au 
point que se développent des polémiques retentrssantes (cf. articles de Philip et Watson, 1986, et 
Srivastava. 1986, dans Mathematical Geology). Quant aux hydrologues, faute de reconnaître 
aisément dans la Géostatistique une continuite avec le savoir déja acquis et les approches 
statistiques clasuques, ils reculent devant un investissement intellectuel qui leur semble excessrf, 
et se prwent d’une approche qui, sans être révolutionnaire, est a coup sür enrichissante. 

Dans cet article, nous essaierons de présenter les éléments essentiels de la Géostatistique. en 
partant de techniques couramment connues et pratiquées par les hydrologues de réseau, en 
particulier les techniques de corrélation linéaire ou de régression multiple. Nous tenterons donc 
essentiellement d’étre didactique, fut-ce au nsque d’être long, et le lecteur décidera de ces deux 
adjectifs, lequel lui semble le plus approprié... 
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1 RAPPELS SUR LE MODELE LINEAIRE, LA REGRESSION MULTIPLE ET LES MODELES AUTO- 
REGRESSIFS 

I .1 La régression multiple 

I 1.1. La théorie 

On dispose souvent en hydrologie d’une varrable à expliquer Y, que l’on souharte relier a des 
variables presumées explicatives X,.....X,. La relation la plus simple à enwsager, qui exprime 
directement une certaine proportionnalité entre l’effet et la cause presumee. est le modéle 
linéaire du type : -* 

(1) 

l’écart ç traduit L’inadéquation du modèle à la réalité. 

Ayant choisi la forme du modèle. II faut I’aJuster aux propriétés des vartables consrdérées. Pour 
cela on choisit un critère, parmr d’autres possibles. 

On pourrait décoder, par exemple, de déterminer les a, de sorte que, en esperance, donc sur la 
population complete des Y, X1... X,, le carré de l’écart soit minimum, i.e. 

&l= E[(Y-alX,-ap,... -a,X”-~$1 = min (2) 

La minimisation s’effectue en dérivant successwement cette expresslon par rapport à chacun des 
paramétresat... o et Q,, et en écrrvant que la dértvée est nulle quant la fonctron est minrmum. Si 
l’on considère ce dernier paramètre oo, on peut se demander la raison de son introduction. En 
fait, il vient équilibrer, dans l’équation (1). un éventuel décalage des moyennes entre les deux 
membres. On veut, en espérance, que : 

EIYI = o,ElX,I + + anEIX,rl + ao + E[cl 13) 

Or, on souharte qu’en espérance l’erreur sort nulle : E[c] = 0. D’autre part les Y, X,...X, sont des 
valeurs quelconques, prises a partir d’une ongrne arbitraire pour chacune d’elles : il ne faudratt 
pas que le modéle -et l’optimum obtenu- dépende de ce choix arbrtrarre. D’où la nécessité d’un 
degre de liberté supplémentaire dans l’équation, soit aa, pour permettre l’égalisation des 
espérances. A défaut, une contrainte apparaitrait sur les a,, et réduirait la capacité de 
minimisatron. 

Dans les conditrons retenues, I’equation (3) peut être soustrarte de l’équation (1) avant de 
calculer E[c~]. 

Y - EIYI = a,(X,- EIX,IJ + ..+ a,(X,-EiXRI) + e (4) 

On se ramene alors à n rnconnues a,... an, la (n+ 1)éme ao étant obtenue par l’équation (3) 
momentanément séparée des autres. 

On montre alors que la mrnimisatron conduit au système, (cf. pour des détails, l’ouvrage de J. 
Johnston, 1972) avec les notattons : 

variante de X, = o’, covanance de X, et X, = cov(X,,X,) 



- 
02x1 

02x, COV(XiXj) 

COV(Xj,Xi) O2x, 

ou encore 

- 

a1 

- 

1 

1 

= 

- 

CO~W.Xl) 

cov(Y,Xi) 

CO”(Y,Xl) 

cov(Y,Xn) 

- 1 
(5) 

Rx,.A = R,, 

où Rxx représente la matnce des covariances des X,,X, entre eux, et Ryx le vecteur des covariances 
entre Y et les Xi. Mais qui globalement s’écrit en fan : 

- 

E[X,]...E[X,I. 
- 

r - RYX 
------- 

EIYI 
L- 

(6) 

I 1.2. La pratique de la régression : 

En pratique, on va procéder un peu différemment, en ce sens que l’on dispose genéralement 
d’un échantillon ou tableau de données, comportant par exemple P observabons conjointes de Y 
et X,...X,, son : 

Yk 

YP 
- 

*lk Xtk %k 

où k est l’observation courante 

(7) 

Y(P x 1) X(P x n) 



La pratique habituelle constste a remplacer, dans les equauons (1) a (5). I’operateur esperance 
mathemattque E[ ] par son approxrmauon : la moyenne arithmetique sur un échantillon. C’est 
atnst que (l)+(l’). pour la keme observatton : 

P 

&]=O -+ z c,=o 

k=I 

Comme on le sait, et pour des raisons d’échanttllonnage : 

P- 
.Y,, = ;UT difire de EIX,] 

k=l 

P 

;’ lxik- ;Y)(X,, 

k:, 
- 7 ) diffère de coutXl,X,) 18) 

En conséquence, les coeffictents obtenus a,,al...a, dtffèrent des coefficients “theortques” de la 
populatron n,, o,... n, 

Et des développements theortques nombreux ont été fatts pour tester l’amplitude des 
fluctuations de ces coefficients en fonctton de l’échantillonnage. 

On notera ausst, en pratique, que SI on centre les donnees des tableaux (7). Y et X, a l’aide des 
moyennes empirrques calculées sur I’echanttllon alors la matnce des covarrances emprrlques se 
resume au produit matriciel. 

‘XTX 
P 

et SI P>n, alors cette matrtce symétrtque est en général définie postttve et donc inversrble, et le 
système est soluble Ce n’est plus vrac SI le nombre d’observations P<n, bien qu’en esperance, le 
modèle linéaire sott perttnent... 

I 1.3 Les “sous-produits” du modèle linéaire 

Parmi ceux-ci, on rebendra : (cf par exemple cours de D Duband, 1982) 

- le coefficient de corrélation multrple : 

qui exprime le pourcentage de 0’ , explique par la connaissance de X1 X, 
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- l’écart type reslduei. c’est-a-dire I’kart type, opnmcse par la methode, de L: : 

l9! 

2 
=a - 

Y 
5 at.coolY.X‘) 

en notant Yf=o,X,.... + aJ, + qj la valeur modélisée. 

On les donne ici en valeurs théoriques, sur la population. alors qu’en pratrque ils sont calculés sur 
l’échantillon et affectés d’une incertitude d’échantillonnage correspondante. 

D’autres résultats viennent étayer ceux-ci, en particuher la notion de corrélation partielle. Celle-ci 
exprime l’apport d’une variable XI quand par exemple X 1, X,. XI, ont déja eté utdrsees et surtout 
quant les variables XI. X,, Xj sont intercorrélées. 
Dans le cas simple de trois variables. on cherche a déterminer le modèle Y = a,X, + azX2 + ae + c 
où Y et X1 sont corrélées, mais aussi Y et X2, ce qui pose la question d’insérer ou non X2 car il 
existe une corrélation “parasite” entre Xt et X2, qui peut être forte. 

Partant du mocéle : 

on voit que la part de Y non expliquée par X1 est ev(xr: 

Par contre, X2 est en partie aussi expliquée par XI : 

X,=Y,X,+Yo+~ .Y& 

et cette information, dûe a X1. déjà prise en compte dans Y, doit étre retirée (pour mesurer le 
véritable apport de X2). ce qui est le cas dans cx2rx 1 

En dépit de la corrélation totale co4Y.X2), ii n’y aura donc apport de la vanable X2 à un modèle 
contenant déjà X1 que SI la corrélation totale des résidus : 

%s;c,p*) not&plus simplement rY-‘.ty* 

est différente de 0. c’est d dire SI cx2jX, explique une partie du résidu ~(y. 

Cette corrélation totale entre réstdus s’appelle corrélatron partrelie entre Y et X2 quand l’effet de 
X1 a déja été pris en compte. Et ce n’est que si cette corrélation partielle est importante que 
l’introduction de X2 améhore significativement le modèle. Ceci est entre autres utilisé dans les 
techniques de sélection de vanables. 

Nous retrouverons cet effet en Géostatistique, sous le nom d”‘effet d’écran” 
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1 2 Des exemples d’app!icatrons ou de probiemes proches de la Geostatrstrque : 

1 .2.1: Reconstrtutron de serie a une station 

Dans un réseau de n + 1 stations Xg, Xt...X,, la plupart des statuons ont foncttonné P + M annees. à 
I’exceptron de la station Xe arrétée au bout de P annees. Ii est alors intéressant de chercher à 
compléter la série en Xe sur les M années manquantes. 

Y = x0 

1 

P 1 

Xl .._.._..._........... x, 

11 
1 

P 

On pense donc généralement a caler un modèle où Xe joue le role d’y, et tel que la valeur 
reconstituée soit : 

. 

L’échantrllon P étant supposé fourni (en particulier PBM), on peut estrmer les moyennes 
variantes et covariances : 

On applique alors le modèle pour chacune des observations k = P + 1.. ..P+ M On notera au 
passage que les valeurs reconstnuees. ou estrmées X*0 ont mëme moyenne, mars une vanance un 
peu Inférieure à 02X9 puisque la vraie vanance s’écnt : 

0; =o-.+02 (13) 
0 

X0 
cX&Y,..K n 

Néanmoins, pour chaque observabon, i e pour chaque ensemble de valeurs mesurées dans 
l’espace aux pornts 1 n, on a reconstttué une valeur au point 0. la meilleure valeur possible 
connaissant les valeurs en 1 n 



‘e x0 
On aura ainsi noté au passage qu’il n’est 
peut-ëtre pas utile, pour expliquer X0, 
d’utiliser les n stations : Pour des rarsons de 
corrélatron partielle, un sous ensemble de 
stations proches suffit generalement. 

. . 
X3 X4 

I 2.2. Les sénes temporelles 

Cette fois la vanable Y à explrquer est la valeur d’une variable ou processus au temps t a partir des 
valeurs aux temps t-1, t-2, . ..t-n. Le modèle est alors : 

Y = XL= a,x,-,+ . ..+a.,X,-,‘+UO+L: 114) 

ici une particulartté est qu’il s’agrt partout de la même variable X mais décalée dans le temps. 

On peut Imaginer que, par exemple, on veut prévoir les debrts d’étiage de septembre a partir des 
mors de juin a aoùt. Pour cela, on dispose de plusieurs “obsecvatrons” : les années antérieures, 
supposées indépendantes. 

Fig 1. a Fig 1.b 

Dans ce cas on peut aisément calculer sur les données cov(Xr.r,Xr.,,,) VI,,, = OS...3 et résoudre le 
systeme. Plus généralement, ce modele peut s’appliquer a un processus temporel, dont on 
connait plusleurs observations, encore appelées “réalirattons” k = 1 ..P La corrélation entre 
deux tntervalles de temps t, et t, peut se calculer a l’aide des k = 1 P couples dtsponrbles pour 
remplrr le systeme 



1 2.3. Extensions dans le cas des sénes temoorelles 

Si on peut Imaginer d’observer plusieurs fols la crue nivale de pnntemps de la Durance, ou la 
décrue estivale de la Loire à Blois, il est des cas oti l’on ne dispose que d’une observation, 
éventuellement longue. Prenons par exemple le débit annuel du Niger à Koulikouro (cf. Salas et 
a/, 1978) disponible entre 1906 et 1980. 

On cherche un modéle “autorégresslf” du type : 

On remarquera qu’ici, si on suppose la série “homogène” dans le temps, ou encore 
“stationnaire”, alors les moyennes et variantes sont identiques pour t, t-l _.. 

E[XJ=EIX,-,l= ,...... =pr 

0 =o 
x1 =1-l 

= ,__<.. =Cl= 

Cette stationnarité n’étant qu’une hvpothèse. mais qui va permettre d’écrire que : 

D’autre Part. si FlXJ = px, on a, en prenant l’espérance de (15) : 

d’où : ao = (l-al-a2)px, ce qui définit ao 
Si au contraire on impose un modele moins libre, 

alors on a une contrainte sur a1 et (12 car la condition sur les espérances devient : 1 = a~ + a2 
et le modèle est moins optimw& En général, soit on tntrodult a,-,, soit on travaille en valeurs 
centrées, c’est à dire px = 0 d’oh ao = 0 Cela suppose que l’on connaIsse bien la moyenne, ce qui 
est relativement courant en temporel, quand la série est “longue” par rapport .A la durée sur 
laquelle la corr6lation entre deux valeurs est non nulle (temps de décorrélatton). 

Un autre problème, dans le cas d’une seule réalisation, provient du calcul ou plutôt de 
I’estimatlon par exemple de Cl= cov(X,,Xt.l). On fait alors I’hypothése erqodlque Celle-ci exprime 
que : 

- SI l’on dispose d’une longue réalisation, 
- et si la corrélation s’éteint au-delà d’un certain décalage de L pas, 
- alors un tronçon donné, decalé du tronçon précédent de plus de L pas, n’a pratlquement plus 

rien a voir avec lui. Ils sont “indépendants”. 

On remplacera alors l’Espérance, ou moyenne d’ensemble (sur l’ensemble des réalisations) par 
une moyenne dans la réalisation observée (fig. 2).. 
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M ,+ons & M rèa.&cLt- : 
En fart on consrdere que le deuxréme 

l 
tron<on 2 de 0 pourrart tout aussi bien 

e 

provenir d’une autre réalisation inde- 
pendante 0 De mème pour les autres. On 

0 
peut alors “superposer”ces M tronçons 
“indépendants” et calculer sur ces M 
couples en 0 la covartance au decalage I 

De mamére équtvalente. cela rewendratr a prendre la reaiisatton. a la décaler del pas et a 
selectronner M couples independants, c’est a dire suffisamment elorgnes les uns des autres dans 
la réalrsation. 

En prattque, on prendra tous les couples dispontbles. sort T-f 

/ ’ P 
77,-7& 

P 4 q -r-Y1 Ot 
En sachant bien qu’tls ne sont plus Indépendants et que le nombre ‘equrvalent” de couples 
Indépendants est 4 T On calcule alors une valeur approchée de la covarrance, par exemple : 

iâj 



-x< .- 

Il extste différentes expressions de cet estrmateur (Cf. Salas et Deileur, 1978) mas on sait que 51 
T f elles convergent vers la vrace valeur de CI. 

On a donc fart l’inférence de la covanance dans une seule realisabon, en admettant qu’elle est 
suffisamment longue et représente bien l’ensemble de la population. Sans ètre trop rigoureux 
mathémattquement, on peut dire que l’on a ainsr supposé le processus erqodique 

D’autre part, les valeurs empiriques ainsi calculées pour Cl I = l.-L. sont entachées d’effets 
d’échantrllonnage (en particulier, quand le décalage devient grand, II y a de moins en moins de 
couples communs, d’où les oscrllations inopportunes). On est donc conduit a lisser ces valeurs 
empiriques à l’aide de fonctions adéquates constituant des modeles acceptables de 
corréloaramme. En particulrer, pour certains processus “simples” (autorégressifs par exemple) on 
connait mème la forme analyttque du corrélogramme theorique. On en ajustera donc un aux 
valeurs empiriques, 

Fig.4 

et c’est avec les valeur Itssées que l’on calculera , grâce au système (5) ou (6). les coeffictents de 
I’équatton (14). 

Néanmoins, 51 ces hypothèses plus ou morns vénfrées permettent de proposer un modèle. méme 
en ne disposant que d’une chronique, elles apportent avec elles quelques problèmes annexes... 
Par exemple. dans la formule (17), on a besorn pour centrer les donnees d’une esttmation de la 
moyenne EIXtl. 

On comprend arsément. sur la figure Sa que méme 51 le processus est stattonnaire de moyenne 
nulle, une chronique trop courte donnera une estrmation erronnée de la moyenne. 

Dans le cas, pas forcément Invraisemblable, où le processus n’est stationnarre que par morceaux 
(changements de lois de tarage dans une chronique de débtts par exemple) on voit aussr Fig 5.b 
que la moyenne d’ensemble n’est qu’un artefact. qur jouera cependant un rôle essenttel dans le 
calcul de CI : c’est par rapport à cette moyenne que seront calculés les écarts et leurs produrts 
croisés. C’est amsr qu’un signal complètement corréle (bruit blanc) par morceaus, apparaitra 
globalement carrelé 1 



1 .3. Conclu~~ons de la première parue : 

On a reprrs dans cette partie la notron d’estrmation fourme par un modèle lIne.are et alustee par 
des techniques de moindres carres. Celles-ci peuvent s’appliquer sur un èchanbllon emprnque 
d’observations, auquel cas on minimise la somme des carres des erreur5 obtenue5 en appliquant 
le modèle à l’échantillon, OU bien en espérance mathématique auquel cas on mincmise une 
varjance résiduelle théorique, celle du terme e introduit dans le modèle. 

On a vu comment, dans le domaine temporel, cette technique s’appliquait à un processus 
aléatoire échantillonné. Et on a pu constater les différent5 contextes pratiques que l’on ren- 
contrait : 

- plusieurs observations disponrbles =+Contexte multiréalisations. Comme ces observations 
correspondent en pratique à des instants différents du passé, on parle de contexte “k 
matoloqique” 

- une seule observation disponible =+Contexte monoréalisation. II faut alors inférer toute la 
structure statistique du processus sur cette seule réalisation. Pour cela, on la suppose rta- 
tionnaire, afin de pouvoir la “replier” sur elle même. 

On a vu que, dans ce dernier cas surtout, on lissait les covariances empiriques a l’aide d’un modole 
de covariance, ce qui revenait à effectuer l’ajustement du modèle du processus en espérance 
mathématique. 

Complémentairement, on a fait quelques incursions dans l’espace à deux dimensions. On 
considère alors les observations comme des réalisations d’un champ aléatoire échantillonné. Si les 
propriétés statistiques sont identiques en tout point du champ, on dit qu’il est statjonnaire, ou 
encore homoqène dans l’espace. On a vu que l’inférence pouvait se farre dans un contexte 
multiréalisations, mais plus difficilement dans un contexte monoréalisation. 

Or ce cas est assez courant en hydrologie (par exemple. le champ des transmissivités hydrauliques 
en hydrogéologie - Oelhomme, 1976). Et même quand on dispose de plusleurs observations d’un 
champ, on n’est pas toujours sùr qu’elles soient comparables, c’est a dire correspondent a des 
tirages dans la méme populatron. 

Enfin, a l’inverse du cas temporel où l’échantillonnage se fait en géneral à pas constant, on 
trouve souvent dans l’espace des réseaux assez irdguliers. implantés plutôt sur des cntères 
d’accessibilité ou de disponibtlité de site. D’ou la nécessité de développer ce cas. 

Et ce faisant, sans y faire encore référence, on a pratiquement manipule tous les ingrédients de la 
Géostatistiaue. L’utilisateur potentiel la perçoit souvent comme une nouvelle technique qu’il 
doit appréhender à partrr de rien. Mars il en connait déja, sous d’autres dénominations, les 
princrpaux outils... 



II LE KRIGEAGE ET SES OUTILS : 

II. 1. Les principes et les drfferentes formulations des conditions de non brais 

11.1.1. Lesprincipes: 

La méthode cherche a estimer de manière optimale un processus Z(t) au point to. On souhaite un 
estimateur base sur les valeurs brutesdu processus, que l’on appellera plutot Z(tl) 

En effet, l’utilisation de données centrées X(V) pose parfois un délicat problème, sur des séries 
courtes ou des champs peu étendus, d’estimation de la moyenne. 

tI représente I’abcisse le \ong d’une ligne, ou les coordonnées ~,,y, dans le plan, etc. 

Donc on cherche un modèle de la forme : 

z*d% - h‘zv) G!O) 

en valeurs brutes et sans terme constant. On le souhaite non biaisé, c’est à dtre que l’espérance de 
I’estimateur E[Z*(te)] est tdentrque à celle de la valeur vrare E[Z(tc)] 

El(ZPJ-z*dh=o 

et ootimal au sens de la varrance du residu : 

(21) 

EI(Z(t?-Z*(t%‘I=Min 

II 1.2. Les différentes conditions de non biais : 

a) Phénomène de moyenne m : On suppose connu que 

Dans ce cas, la conditron de non biais (21) s’écrit : 

(22) 

E[Z(t)] = 0 vt 

E\z'd+\=Ef 2 \lZ(t')l= c, l,EIZU1)l=O donc = ElZ(t% 

et elle est toujours vérifiée. 

La condition d’optrmalité (22) s’obtrent en denvant par rapport aux paramètres Inconnus A, : 

d’où, avec E[Z(tl).Z(tj)] = cov(X,,X,) le système linéaire (5’), tout à fan similaire à (5) 
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”  

(5) 

C(tl.tl) 

C(V,V) c(tJ,tl) 

W.U) WU) 

C(t”,t”) 
- 

1 
- - 

'i 

.i 1 w 1 
4 .WO) . . . . a,w 

' -! -J itol 
On est donc stnctement dans le cas du modèle lineaire de régression multiple, mais &cnt en 
espérance sur la population des champs possrbles. 

En particulier, la variante de l’erreur d’estimation, ou varrance résiduelle s’écrit comme en (9) : 

EI(Z(fO)-Zf(f%~l=o- 
z~~‘~@4t’L.241”~ 

=C(r0,r9- c, ALU9.C(f’,f9 

b) Phénomène de moyenne constante mars inconnue : E[Z’(t)] = m Vt 

La condition (21) s’écnt alors : 

(23) 

EfZ*(f41= 2 A,EIZ(f’)l= 1 .l!.m 

et cela ne sera égal à EfZ(f91= m quesi ç \ = 1 - l 

(2-t) 

(25) 

II faudra donc optlmrser (22) en respectant la contrarnte (25). et on sait que cela revient à 
minimiser avec un paramètre supplémentatre Y : 

EI{ZdL x- ~hlz(f‘J~I+2v(~A1-1)=Min.~,,v (26%) 

On dénve donc par rapport aux .\I et v (appelé multiplicateur de Lagrange) 

La dérivatron est évidente mais pour faire réapparaître les covanances, car les données ne sont 
pluscentrées. on réinjecte dans l’équation (26) la relatron (24) réécrite : 

EfZ(f41- 2 A‘EfZ(f’lI=O 

d’ou : 

et la dénvatton conduit à un systeme de dimension n + 1 
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(28) 

- 
C(t’,t’) 

C(V.V) 
W.U) 

c(u.t’) wJ,ui 

C(t”,t”) 

1 , 
- 

- 

1 

1 

0 
- 

-- 

J 1 i 

Ai 

An 

V 
-- 

= 

- - 

C(to,t’) 

c(to,v) 

W*U) 

qto,tn 
) 

1 
- - 

Dans ce cas, on montre que le carre de l’écart type résiduel, entre la valeur vraie et I’estimateur, 
que l’on appellera varianced’estimatron, s’écrit, d’apres (25), (26) et (27) : 

(29) 

On notera que les A, ne sont pas les memes que ceux de (23) putsqu’ils résultent d’un système un 
peu différent. 

Et on montre que l’erreur est légèrement plus forte, ie 

Os(to) dans (29) > oc(to) dans (23) 

car, à cause de la contrainte, on optimise un peu moins. 

De plus, si les covanances C(tl,ta) deviennent nulles (parce que ta est trop éloigné des t’ par 
exemple) alors le système (23) pour les données centrées * 

h, =O V, G. Z’(t”) = 0 = E[Z(t)l 

Tandis que le système (29), sur des valeurs non centrées * 

A‘= i W‘ * ZVf4 = 1 s Z(f’) 
n n- 

qui n’est pas la vraie moyenne inconnue m, mals une estimation de celle-ci, ce qui est moins 
optimal que pour (23). 

c) Phénomene de moyenne variable : E(Z(t)l= m(t) 

Dans ce cas, on suppose que le phénomène a, re Z(t)-m(t) est stationnarre 

D’autre part, on suppose que la moyenne m(t) est inconnue mais peut localement étre exprimée 
dans une base de foncttons (f’(t),1 = 0.K) chorsre a pnon (par exemple des polynomes). Dans ce cas 
m(t) s’écrrt. autour des points tl ..u .t” : 
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La mrse en Pwdence des covariances necewte, comme en (b) la rérn)ection des équatrons (31) et 
(24) dans l’expression (26) avant dénvatron. 

On notera que pour les trots cas cl-dessus (a, b et c) on suppose que le processus centré c’est à 
dire X(t) = Z(t)-m(t) possède une covanance, ou encore que la covariance E[X(t).X(t’)lI C(t,t’) 
exrste et reste bornée Vt,t’ 

On peut de plus supposer que le processus est homogène c’est a dire C(t,t’) = C((t-t’() mais ce n’est 
pas nécessaire pour écrire le système. 

Un exemple courant du cas c) consiste à choisir pour f!(t) une base polynômiale et a supposer la 
moyenne localement linéaire : c’est à dire que la tendance locale, on dit encore la dérive dans le -0 
voisinage des points tl..... tn, est à peu prés approchée par une portton de plan. 

Dans ce cas on a : 

{ fa(t) = 1 f’(t) = f’(x,y) = x fZ(t) = fZ(x,y) = y 

(33) 
{et m(t)= aO+alx +azy 

11.2 Formulatron du krigeage en variogramme et interprétation du variogramme 

II .2.1. Ecriture du systéme en variogramme : 

Dans le paragraphe précédent, II 1, en particulier dans II 1 b) et c), on a vu comment, dans un 
estimateur (20) basé sur les valeurs brutes, on arrivait a éliminer l’estimation de la moyenne m 
inconnue, au prix d’une ou plusleurs contraintes. 

Néanmoins, on arrivait au systéme (28) qui utilise les covariances : 

C(tr,u) = E[(Z(t+m).(Z(u)-m)] 

lesquelles nécessitent.... l’estimation de la moyenne m! 

En fait ceci n’est pas nécessaire si on utrlise un autre outtl que la covariance. à savorr le 
varioqramme, défini par : 

ykt’) = +ElMtkZW21 (34) 

Si le processus est homogéne. on peut tout de suite écnre 

y(t,t’ + d) = y(d)=+E[(Z(t)-Z(t + d))21 OU d est l’interdistance entre les deux pomts t et t’ 

cela donne, en fonction des covariances : 

y(d) = C(O)-C(d) (36) 

Et si l’on introduit cela dans le systeme de krigeage en covariance (28) ; soit 

yq = cwc,, 

On vérifie qu’il se décompose en une parue triwale contenant les C(O), et en un systeme : 
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II a pour avantage de farre ressortrr explicitement une “m” (distance au-dela de laquelle la 
corrélatron devient nulle) Or I! est tout a fart concevable d’imaginer des vanogrammes oscillant 
de façon amortie. 

Fig. 11 

cas fréquent en hydrométéoroiogie. par exemple de la forme 

y(d) = l- e-ud cospd 

Le calage de ces modèles. a l’aide de leurs paramétres o. p . . . est fait soit a l’oeil, soit par une 
procédure de moindres carrés assez élémentaire. Ensuite, le modèle calibré obtenu est géné- 
ralement utilisé sans plus tenir compte de la procédure d’ajustement, nt des particularites de 
l’échantillon qui a servi a l’établir 

Or, rappelons que les classes de distances : 

- agregent des distances dl parfors assez drfférentes (en valeur relatrve) 
exemple : classe des couples compris entre 3 et S km. puis entre 5 et 10 km 

_ dont la moyenne n’est pas forcément au centre de la classe 

_ dont le nombre de couples varie significativement d’une classe A l’autre, créant des 
fluctuattons d’échantillonnage 

- et que I’estimateur :“moyenne arithmétique des carrés des écarts” oublre la distribution 
parfors tres drssymetnque de ces écarts 

Un pornt du vartogramme emprrique (Figure 9) correspond a la valeur moyenne : 

Mars la dirtnbuuon des Nd écarts individuels peut étre tres dissymétrique, et celle des carrés plus 
encore. (Figure 12) 

Une valeur anormale (erronnee 7) peut alors creer un ecart anormal dans tous les couples de 
toutes les classes d’rnterdrstances ou elle interwent. 

L’analyse des vanogrammes emprnques requrert donc un certarn rorn et un grand ravorr-farre 
exoerimental 
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t frequence 
Fig. 12 

x(u-x(v) = d 

Plus récemment, on a precomse un calage automatique des vanogrammes. Pour cela, on prend 
une forme paramétrée. sphenque ou puissance par exemple : 

y(&,) = a.d,,fl (41) 

On considere alors chaque statron tour a tour. on l’occulte momentanement et on la reconstrtue 
b l’aide de ses vorrines. On optimrse la reconstrtuuon globale a I’arde des paramètres o et 0, 
optimaux sur I’échanullon drsponrble. II n’est pas possrble ict d’entrer dans le detarls de ces 
techniques (cf Lebel et Bestin. 1985) On ne developppera pas non plus les hypothéses 
intrinsèques d’ordre 1 ou plus (F A I ..k). où le processus peut être de variante infime, car cela est 
assez rarement necessaire en hydrologre de surface 

II 2.3. Le vanogramme : son rnterpretatron 

a) Ou l’on retrouve Pythagore. 

Une premrère rnterprelatron consrste a se placer a une drmensron (par exemple en temporel) avec 
un échantrllonnage a pas constant Sd 

X(t) 
Ml 

I 
I 
! 

Mk + 1 
Frg. 13 

1 
* 

t t+Ad X(t)-X(t + Ad) 



-.. .- - 

Dans ce cas. on voit que pour le pas Ad (pour un multiple de Ad. le raisonnement est Identique) 

IX(f+k.A<l)-X(f+(k+I)Ad>l- 

Or, on voit que, si on consrdere un écart X(t + kAd)-X(t + (k + 1) Ad). qu’on I’eléve au carré, et 
qu’on lui ajoute Adz, on obtient, selon le théorème de Pythagore, le carre de la longueur du 
segment MkMk + t 

Donc, a N Ad2 prés, l’expression y( Ad) est la somme des carrés des segments MkMk + t, donc 
indirectement une fonctron de la longueur de la ligne brasée complete MI M2......Mrv. 

Et si le processus est “lisse”, cette longueur s’écarte peu de N Ad. et la quanttté y( Ad) est faible. 
Au contraire, 51 le processus est chaotique, elle augmente tris fortement. On trouvera donc : 

- pour les processus “li55e5”. tres autocorrellés posttrvement. un variogramme y(d) qui monte 
lentement quand d augmente. 

- et au contraire un vartogramme qui monte tres vrte quand le processus est peu autocorrellé 
et se raooroche d’un hrrlit hr=nr 

On notera, en poursurvant cette tnterprétatron sur les processus temporels. au’elle vaut surtout 
pour une autocorrélation posrtive (c’est plus complique, par exemple, pour un processus 
markovren Xt = -0 8X,., + cr negattvement corrélé, que l’on pourrart crorre chaotrque). Mais en 
Géostatique, on ne considere souvent que les correlatrons posrtives. 

b) un drole de prstolet 

Une autre rnterpretatron du varrogramme consiste a se rappeler la relation (36) entre 
varcogramme et covanance 

i(d) = C(O)-C(d) = varlX,]-cov[X, X, t 01 

Dans le cas ou la covanance est normee. c’est a dire ou l’on travaille en correlation, var[X,] = 1 et 
y(d) est le complement a 1 du correlogramme 
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II 2.4. Vartogramme et expression des varlances : 

a) si on suppose connu le processus X(t) (centré pour stmplifier) alors toute combinaison Iin@aire 

Y = 1 AIX(17 

a pour variante : ‘ 

(43) 

= ~AihJ(y(diJb-C(0)) 

deux cas peuvent se présenter : 

(44) 

- la covariance existe (le processus est stationnaire) 

- elle n’existe pas mais on se limite b des combinaisons linéaires telles que : 

et dans ce cas : 

&O =+ ~h,.C(Ol=O (45) 

uadYl= r, r A,AJy,, 
i J 

(46) 

On notera au passage que var[Y] est forcement positive ou nulle. Alors y(d) doit etre telle que 
Vd,, A, A, les valeurs y(d,,) = y,, dans 46 donnent un résultat positif ou nul. Cela réduit y(d) à une 
certaine classe de fonctions. 

b) Cas particulier : la variante d’estimation du krigeage 

L’écart d’estimation s’écrit : _ 

c’est B dire que la variable “écart” est bien centrée (d’espérance nulle). 

Si on pose ho = 1, cela donne la combinaison linéaire : 

n n 

Y=Zl14- -, .\~af‘,=AOZ(fY- 2 lttz(f’)) 

*=I t=I 

J=O J=” 
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et l’an se retrouve dans le cas du a) cl-dessus D’où : 

n II 

ou,lYI= 1‘ 1‘ \ \ .y 
-- 1 J IJ 

,=“J=,, 

Mars comme y00 = y,, = y(O) = OVI et que les valeurs de A, satrsfont le système (37), on retrouve 
bren alors l’expresslon (38) donnèe sans demonstratron : 

uur %If”)-Z’(f’V = “;,(f’b - h‘y(“+v’ 
l 

II .2.5 Carte krigée et ecart type d’estimatron : 

Naturellement, cette valeur de dE(tO) est fonction de la posttron de te par rapport aux pornts 
mesurés 1’. par y,* = y(d,,) = y(tl,tO), ce qui conduit aux valeurs .A,(@) et v(tO) 

En particulier, quand on s’eloigne des points t’ au pornt que la covarrance. ou la corrélatron. 
devienne nulle alors 

c’est a dire la varrance Irbre du phenomène 

D’autre part, II faut bren voir que les valeurs kngées expriment I’eroerance du processus, et donc 
sa moyenne en to sur l’ensemble des réalisatrons qui passent par les valeurs Z(tl). ou encore 
l’espérance en 10, condruonnée par ces seules informatrons dispombles : les valeurs Z(t,) 
sott E(Z(tqZ(t’) Z(L’) Zh”)] 

Cette courbe est donc anormalement “lisse” par rapport a une quelconque des realisations 
possibles qui passe par les valeurs observées ï!(tl).. .Z(t”) En fart. la “vraie” realisatton est 
probablement plus chaotique que la ligne “kngée” Elle oscrlle autour de celle-cl “dans” la zone 
de confiance definre par l’écart type d’estimation 

On volt plusieurs conhguratrons de cela sur la figure 17 Un exemole concret de simulations 
condrtionnelles extrart de J P Delhomme (1976) montre drfferentes realrsatrons possibles ayant 
les mêmes valeurs aux point tr donc la mëme surface kngée (Fig 18) 

Flg 17 
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Fig 18: Analyse d’une averse. Carte krigee et simulations conditionnelIer (D’après 
Delhomme. 1978 ; Bulletin du 8RGM (2).111-4. !978) 
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II 3. TRAITEMENT DES ERREURS ET EFFET DE PEPITE : 

On peut reprocher aux géostatistrcrens de promouvorr un langage parfois esoterique, mais il est 
indéniable qu’ils ont su parfors trouver des termes très images. Atnsi en est-11 du fameux “effet de 
pépite”, souvent interprété a tort comme prenant en compte les erreurs de mesure. Nous allons 
d’abord I’explicrter puis regarder ce que cela peut apporter dans nos applicatrons hydrologiques. 

11.3.1. Effet de peprte 

Supposons que le processus Z(t) sort la superposrtion (Fig. 19) de deux processus (que l’on peut 
supposer centres pour simplifier les calculs) : 

- un processus X(t) de fonction de corrélation C,,(t,t’) 

- et un bruit blanc 58(t) dont la fonctron de correlatton est tout simplement : 

~;,,~,~~~~~,i,I,J~~,~~~‘~rl”“l=’ ~11’1’ 
0 ii‘ 1 f 1, PW lr ,“<Wl!SlUS *il dcc”rwlc (17) 

On montre alors simplement que la covanance de Z(t) = X(t) + 88(t) est 

soit encore 

C,,(t,t’) = (8tt.k + c,,(Lt’) avec on. = 1 SI t = t’ 

=o sinon 

= 88(t) 
TI 



-., -. 
1 

De même en vanogramme : pour h -0, le vanogramme de 2 ne tend plus vers l’origine. 

Cela ne signifte pas pour autant que les mesures soient entâchees d’erreur, au contraire, mars 
plutôt qu’elles perçoivent a la fois la composante structurée X(t) et une composante sans 
structure spatiale BB(t). 

Dans le système de krigeage, dont le développement est inchangé. on trouvera donc, comme 
d’habitude, 0 sur la diagonale, car y(O) = 0, et yzz(h) = C + yxx(h) sur les autres termes. 

En fait, on sent quand même que plus le terme C est grand, plus (1 tend A modifier le systéme. 
Cela se voit mieux encore si on l’écrit en covariance car alors le systéme s’écrit : 

\ 

C + var[X] 1 

Cov,,(t’u) : 

COV,,(t’u) 

C+var(X] 1 

l-____-_ - _-----------.------ 1 0 
/ 

Al 

In 

” 

= 

f : 

. 

. 

/ 4 

C.G(ti.tO) + C&,(tl,te) (50) 

. 

t 
\ 

Et on voit que plus C augmente par rapport a var[X], et donc a Cov[X(tr),X(U)]. plus le système 
devient a diagonale dominante. Et A la fin, la solution tend vers : 

A*=A2.....=hn= L si 1” f t’ Vi 
n 

car le bruit blanc est tellement dominant que la meilleure estimatron, en dehors des points 
observés, est stmplement la moyenne !... Mais les points observes sont toujours interpolés 
exactement car ils ne comportent pas d’erreur. 

Ce même système s’écrit, en variogramme : 

c + YXX(t’.u) 

0 

\ 1 _____--------- 1 

Al C.S(t’,to) + yxx(tl,tO) 
Cl 1 

= C.s(v,to) + yxx(V,tO) (50) 

In C.G(t”,tO) + y&“,te) 

\’ 
1 

C’est celur qu’on utilisera dans les exemples swants 
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On notera auw que l’on peut “theoriquement”, a l’aide des points observes, inferer 
correctement les variogrammes de 2. de X et la “pepite” c 

On montre sur la figure 2 1 extraite de H Dartcau (1981) l’effet de I’introducuon d’un terme de 
pépite dans le varcogramme inittal 

Fig 21 : Pondération sur une droite à partu de deux points observes, selon le varlogramme 
choisi et la présence ou non de pépite (D’apr& H. Darricau, 1981) 

sphenques de portées 

e--s_ . . . . \ 5. 
. ?O.,. \ 

20,- 

spherrquea avec p-te 

cubiqus rie portées 

1. 

cubiques avec peorte 1 l 



Soit à kriger le point ta a partir des deux points t’ et tJ, à l’aide d’un variogramme 
yzzkf) = ‘31-6(d)) + yxxfd) 

a) Si on prend te au centre, le systéme s’écrit : 

t1 t2 

l 4 

to 
c + YxxOl 

Il ’ 

c + YxxO2 (51) 

1 

avec YxxOl = yxx02, et on vérifie que 1, = a,=+ 

et accessoirement 
v= Y,no1 ++(c-y,,21) 

b) Si par contre le point ta coïncide avec un point d’interpolation : le système devient : 

t’ t2 
8-0 1 0 c+ Y,.21 1 

to 

c+Y,,lz 0 1 

1 1 0 

On trouve alors iAj = 1, \2 = 0 et v = 0 

iI 
0 

c + Y,,12 

1 

\ 

(52) 

l 

c) Mais si le point ta se rapproche de tl à une distance tres petne C, le systeme reste différent : 

Dans ce cas, pour to = tl + ç 

208 



t’ t2 70 c+y..21 1 

: l 

11 

to 

C*Y.*lz 0 1 h2 

1 10 ” 

1 c 1 c 
l,=l- -- 

2c+y” 
d ,A?= -- 

IX 
2c+y”’ xx 

eau lieu de 0 

(54) 

On voit que si C = 0 on retrouve le cas b) et que si C est petit devant la variante de X(t), donc 
devant Y,~, le termecorrectrf est faible, mars non nul. 

11.3.2. Données entachees d’erreur : 

On considére cette fois que l’on a un “vrai” processus Z(t), que l’on cherche à estimer en un point 
quelconque, &en sachant que l’on a mesuré, en des points tr, i = 0, . ..n 

- la variable Y(tr) = Z(tr) + e,, 

- où e,, est une erreur, évidemment inconnue, mars qui vérifie, par exemple : 

- Ek,,l=O 

- cov[e,a,e,,] = covIe,,,Z(t)] = 0 Vi.j,t 

i.e elles sont non corrélées entre elles, et non corrélees avec la variable exacte Z(t) 

- varIe,,] = o,2 

On suppose de plus, pour simplifier. que Z(t) et donc Y(t) sont stationnatres d’ordre 2. On vérifie 
alors que : 

E[Y(t)] = E[Z(t)] = mz = m 

Var(Y(tr)] = Var[Z(tl)] + VarLe,,] = Czz(O) + u,J 

cov[Y(t~),Y(tJ] = cov[Z(t9,Z(u)] = C&‘, U) 

ML.5 on veut cette fois estimer, à l’aide des données erronnées Y(b). le processus 

Le systéme s’écrit alors, après denvation comme pour le système (28) 
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. 
1 

CZZKU + 02, 

;. ‘. 

1 

czzoJ.t9 

czzm + 02, 
CZZW.U) 

\ 

CZZKV + 0% 1 

l______________ - ____-_-____ 1 
Il 

0 

Al 

In 

” 

Cela peut s’écrire aussi en variogramme. avec yzz(V,u) = +E[(Z(t+Z(U))2] variogramme du 
processus e?act Z(t) : 

1= l...n 1571 

Par contre, ici, le variogramme “brut” que nous pouvons inférer des valeurs observées Y(V) 
représente en fait : 

yyy (t’.u) = +E [(Y(V)-Y(u))2] = +E [ZW + e,-ZWe, )2] 

= YZZW.U) + ib,2 + 0,2) 

Mais le systéme (57) don être rempli avec yzz(V.t.0 

I -02, 
‘_ 

YZZoJ,i’) 

I -02, 

\ 

yzz(t’.U) 

-02, 

1 _________---__------__ 1 

(58) 

et 



Neanmotns, le seul variogramme accessible empiriquement étant : 

le système final s’écrit donc : 

, _______-_-_-_--__-__________ , 0 
\ 

Exemole : 

Si on reprend l’exemple du II .3.1., on trouve : 

a) Pour tO à mi-distance de tl et t2 : 

A = A(‘+ r”;-“; -1 
‘2 2y” 

YY 

= 

/ 

YZZ'O 

y;zlo 

YZZ"0 

\ ’ 

(60) 

-012Ar +(yyy2l-~u~2-~o22)A2+v=y~~“=O 

(YYY12-~2,ta~21hl-oZzhZ + v=yzz21 =yyy21-+a2,-+022 (61) 
A, +h2= 1 

i 

(59) 

On vérifie par exemple que si ol’ est nul (pas d’erreur de mesure en t2) alors 1, C+ et .?L~>+, ou 
encore bz>Al on donne plus de poids, en dépit de la symetrle. au point observé sans erreur. 

b) Si tO coincide avec tl, alors le systéme devient : 

D’où avec les particularités du second membre : 

2 2 

.S,=l-4 
01 

.\ =- 

2yw - 2yr( 

(62) 

Et il n’y a plus interpolatton exacte au point t’, 1.e. la valeur krigée n’est plus égale à la valeur 
mesurée (car cela supposeralt Al = 1 et h2 = 0). 



II y a donc lissaqe. d’autant plus important que la vanance d’erreur 0,2 sur Z(tl) est forte : On ne 
passe plus par les points mesurés car on sait qu’ils sont entachés d’erreur 

Ici encore, on peut voir que si les variantes d’erreurs dewennent “grandes” par rapport à celle du 
processus 2, le système (56) devient a diagonale dominante, et la meilleure estimation de 2, en 
tous points y compris les points mesurés, tend vers la moyenne arithmétique des valeurs me- 
surées. 

II .3.3.Comparaison entre les deux approches précédentes. 

Les deux cas 11.3.1. et 11.3.2. ne sont pas vraiment fondamentalement différents mais 
correspondent a des pratiques expérimentales différentes. 

Supposons que l’on dispose d’une réalisation du processus Z(t) ; par exemple, la profondeur 
d’une couche geologique. dans laquelle on a fait des sondages en tl....t” 

a) Si on mesure plusieurs fois 2 en tl et que l’on trouve la même valeur Z(tl), on s’est assuré 
ainsi qu’il n’y avait pas d’erreur de mesure. 

Ensuite, on fait un trou en tl + e, et on constate que Z(t 1 + ç) + Z(u). De mëme en ti-o. On 
soupçonnera alors le vrai processus Z(t) de comporter, de manière intrinséque, un bruit blanc, un 
“effet de pepite”, qui fait partie Intégrante de Z(t) et traduit une variabilité locale. 

Mais on ne remettra pas en cause les Z(tl) et on cherchera, en te, à estimer le processus Z(te) a 
l’aide des Z(tl). 

b) Si par contre, en mesurant plusieurs fois la profondeur au pomt tl, on obtient des valeurs 
variant de f 5 cm, a cause du jeu des appareils de mesure, des rncertrtudes de lecture etc., 
on peut conclure, en gardant la première mesure 
que celte-ci. soit Y(tl), ne représente pas Z(tl) mais Z(tl) + e,(U) 
avec une erreur e,(ti) inconnue, mais dont on pourrait (par exemple en répétant la mesure) 
connaître la variante 0,~. (En fait, dans ce cas de mesures répetées, on pourrait prendre la 
moyenne des Y(?) qui serait meilleure qu’une quelconque des mesures) 
Et si par exemple : o,i = 0,2 = ._.__ V i,j (On utilise le mëme appareil, avec la même 
variante d’erreur, partout). alors la série obtenue Y(tl) est en fart une mesure des Z(tl), a 
laquelle on aura superposé un bruit blanc externe, de variante 02 

Mais ce que l’on veut estimer en tout point to (y compris en tl ..tn), c’est la valeur de Z(te) et non 
celle de Y(@) = Z(tl) + e,(ta), mais cette estimation ne peut se faire qu’a parur des seules valeurs 
erronnées Y(tl). 

On cherche donc, contrairement au cas de la “péprte”. a filtrer les données observées 

Avec ces considérations, on a fait pratiquement le tour des développements vraiment nécessaires 
aux applications cartographrques en hydrométéorologie. On retiendra néanmorns, 8 l’issue de ce 
chapitre sur les erreurs mais plus généralement, pour tout ce qur precéde sur le krigeage, que 
celui-ci, a l’inverse de l’approche régression multiple-analyse des données, s’appuie sur des 
espérances mathématiques théoriquement optimisées. En particulier, s’il a fortement contribué b 
relativiser les résultats en insistant sur I’écan type d’estrmation, qui est encore une espérance 
mathematique. il a un peu Ignoré les fluctuations dûes a I’echantrllonnage. 

On trouve peu de références (Munoz. 1987) sur l’incertitude d’échantillonnage dans I’esttmatron 
du variogramme, et pratiquement pas de travaux sur les répercussions de cette incertitude sur les 
coefficrents de krigeage .\,. ou sur l’écart type d’estimation. C’est probablement le domaine où 
des développements utrles sont a attendre. 
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la EXTENSIONS DE LA METHODE 

Dans ce chaprtre, on s’attachera plutot aux extensions présentant un caractère de généralisation, 
plutôt qu’au traitement de cas parttculrers. 

Par rapport au chapitre II, les démonstrations seront esquissees de mantére moins complète, car 
il s’agit plus de fournir des idees qui ennchissent l’interprétation que d’être rigoureux mathé- 
matiquement. 

111.1. Krigrage d’une moyenne spatiale : 

Jusqu’ici, on a cherché a estimer une valeur ponctuelle, en un point non mesuré, Z*(ta). 
Désormais, on souhaite estimer, de manière opttmale. une nouvelle variable : 

YID)=~~ Z(t)dt ou l/D J,ZWdt 

D 

(63) 

où Y est soit l’intégrale, soit la valeur moyenne de Z sur un domaine D quelconque. 

Ici encore, on va chercher a “expliquer” Y à l’aide des valeurs ponctuelles disponibles ZW). d’où 
I’estimateur : 

y*uN= 2 hpm) (64) 

On minimise donc, sous des contrarntes eventuelles selon les hypothèses fartes sur la moyenne : 

Dans laquelle vont apparaître des termes en : 

l 
Z(O.dr>‘l =E[ L 

D’ Ii 
Z(r).Z(r’).dfdfl= L 

D D’ 

et des termes : 

I 

C(~,f’).dfdi’= uari YLD)l 

Z(t) dixZ(t),=E[-’ 
I D D 

Z(rh.Z(i‘l.dil= L 1 D:u 
E(Z(f).Z(~‘lld~ 

0 

1 
=- 

D I Cf&l’Ldf 
J 1) 
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Ces dernrers sont les seuls qui apparaitront lors de la derivation par rapport aux .\,, et on 
obtiendra le même système qu’en (28 ou 32) sauf au second membre où les C(ta,tl) sont remplacés 
par l’intégrale sur le domaine 

JX(t.ti)dt, 

de même pour les fr(ta) remplaces par 

l 
/(r,dt 

On ne s’étendra pas sur le calcul numérique de ces intégrales, qui peut parfors réserver quelques 
difficultes. 

La demarche est identique si, au tieu de partir de (32) on part de (39) en chorsissant le 
variogramme pour exprimer la structure. 

On remarquera que, tres globalement, il s’agit encore d’une espèce de corrélation multiple, mais 
où la variable a expliquer Y est un peu plus compliquée, et nécessite donc un calcul un peu plus 
complique des “corrélations” entre la variable a expliquer et les variables explicatives. 

On peut bien sûr toujours calculer un écart type théorique d’estrmation : 

0,2 = E[(Y-Y*)4 avec Y’ conditionné par Z(tr)....Z(tN) : (67) 

II CU,tl.dtdt’- ?- a L 
- ‘D l D 

C(t,r’)dt+ z pi; l L /‘W.df 

II s’agit bien d’une variante rèsrduelle théorique. car elle dépend du modèle choisi C(t,t’), plus ou 
moins bien ajusté au processus, et des hypotheses faites sur la moyenne. 

On peut imaginer que, si l’on avait plusieurs réalisations k = l...P, avec pour chacune une valeur 
observée Yk , atOrS l’erreur empirique de reCOn$titUtiOn : 

Tous les developpements décrits ci-dessus en covariance peuvent se faire en variogramme (cf. 
Matheron in Lafitte 1972). 

Enfin, il peut arriver que les variables explicatives elles-mèmes soient le résultat d’une 
intégration. Dans ce cas, 

Y= lIDJ,Z(t).dt sera expliquée par les 

Vi = lldiJdz( t).dt 



i.e la variable explrcatrve n’est pas ponctuelle, mars représente elle-mème une moyenne autour 
du point tr. C’est le cas... du pluviométre (qui represente I’integrale sur les quelques décamètres 
carrés du cane collecteur !). C’est celui des mesures de neige a l’aide d’un coussin a neige de 
quelques m2. C’est le cas aussi de la transmrssrvité d’une aquifère, mesurée par un essai de 
pompage, et qui représente en fait les propnétés de quelques dizarnes de m2 enwronnants, voire 
plus. 

Cependant, il n’est pas nécessaire de prendre en compte ce raffinement dans la mesure où la 
fonction de structure utilisée est déja celle de la donnée Intégrée sur dl (seule accessible a 
l’observation) et où les dl sont de plusieurs ordres de grandeur inféneurs à D. 

On trouvera une application de cette approche dans T. Lebel (1984) pour le calcul de pluie 
moyenne sur des bassins. II existe bien sûr des extensions a des domaines volumrques, surtout 
dans le secteur minier. Mais on ne négligera pas les applications dans le domaine temporel. II est 
fréquent en effet que la mesure d’un processus temporel (exemple : la vitesse du vent) soit l’objet 
d’une intégration sur un temps plus ou moins long, et que l’on cherche ensuite à estimer des 
moyennes ou interpoler des valeurs manquantes. 

II1.2. Liaison avec les autres techniques d’interpolation. 

Le physicien ou l’ingénieur connait souvent des méthodes élémentaires d’interpolation 
auxquelles il aimerait pouvoir se racchrocher pour “assimiler” la Géostatistique. 

Et ici encore, il est bon de commencer a une dimension, par des méthodes tres couramment 
utilisees. 

Ill .2.1 L’interpolation polynômiale 

Prenons le cas de l’interpolation polynômale sur n points. On sait que le seul polynôme qui 
interpole ces n points est de degré n-l, mais qu’il peut s’exprimer de différentes façons : 

La première consiste a l’écrire a l’aide des monômes habituels 1, t. (t)z...(t)n-1, soit : 

Z*(t) = aa + att + azt2 + .___ + a,.ttn-1 

et on obtient les coefficients a, en écrivant les n équattons : 

(68) 

r= 1 n (Z”(3) = ao + a,(d) + a#‘)2 + ._. .a,.,(tl)“-t KW 

exprimant que le polynôme passe par chacun des points observés [tr.Z(tr)]. 

Dans ce cas, on fait bien apparaître dans l’opération (68) les fonctions génératrices choisies 1. t, 
(t)2...(t)“-’ 

On parlera d’une expression en interoolateur : les outrls d’interpolation apparaissent clairement 
(ce sont les monômes) tandis que les valeurs observées. pour le polynôme partrculier consideré, 
(Z(tl)...Z(tn)) sont contenues de maniere peu explicites dans les coefficients -ae-a, ..a.,.,. Or il 
existe une seconde écriture du m polynôme, qui s’appuie sur des fonctions de base assez 
différentes ; toutes, de degré n-l : 

I,-,‘,....ll-*‘-‘,ll-,‘+‘,...,l-,”, 

l 

L,W 

d-t’L,t-L 
1-I 

i=l,...n d-t+‘l...d-t”, 
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On constate que ce polynome de base a des propnétés particulières : 

L,(U) = 0 si 1 ri 
L,(b) = 1 SI j = f 

II vaut donc 1 au pornt tr. 0 aux n-l points d’interpolatron U. et... n’importe quoi au point t 
quelconque. Ces L,(t) constituent la base de Lagrange. Et le polynôme d’interpolatron, unique et 
strictement identique a (68). s’écrit alors : 

Z*(f)=Zlt’)L,(1)+2~1~~~~~f)+........ +Z(r”)Lp = 2 L,(f).Z(f‘) 

On vérifie d’ailleurs que si t = tr. Z*(tr) = .Z(tr) 

(71) 

II y a bien interpolation, en pondérant les valeurs observées par un coefficient polynomial L,(t). 

On ne manquera pasde relever l’analogie avec le krigeage en un point t quelconque : 

z*(f)= x h‘(fLZd) 

ou avec toute méthode (type pondération par la moyenne de l’inverse des carrés des distances de 
taux point tr). 

Nous parlerons alors d’une expression de I’estimateur ï!*(t) sous forme de pondérateur. C’est la 
plus classique utilisee en krigeage. Néanmoins, il peut être intéressant de regarder ce que cela 
devient sous une forme (il peut y en avoir plusieurs) d’interpolateur. 

IR.2.2Le krigeage en interpolateur (krigeage dual) : 

Reprenons pour cela le système (32) (en covariance ou en variogramme, les développements 
restent analogues). On constate qu’il consiste a rechercher, pour interpoler au point t, un vecteur 
de poids [ht(t)....!,(t)] = AT(t) (l’exposant T indique la transposition au sens matriciel) solution du 
systeme (32) réécrit : 

où G ne dépend que des points connus tl et pas du point courant t. 

On en deduit te vecteur des pondérations (et des multiplicateurs de Lagrange) : 

h(b 
I 1 - 4’.g,(a 

M(f) 

D’où t’expression de I’estimateur : 

Qu’on peut encore écrire : 

(72) 



ou 8 calculé une fors pour toutes, ne dépend que des pomts observes t’ tn 

Soit encore : 

Z*(t) = (bl. ..b”lCO...C~]. 

D’où les expresstons equrvalentes : 

Z*!f)= Y \ .Zu’i 
- ‘ 

K(t’.t) 
___-__-__- 
K(t’.t) 
--.--_--_- 
K(t”r.1) 

foh) 
f,(t) 
__---_-_-_ 

fdf) 

La seconde formulatton est du type interootateur pursqu’elle fart apparaitre explicrrement les 
outdrde l’interpolation, à savon : 

les fonctrons de base f’(t) utrlisees pour reoresenter !a partie ‘tendaNe”. GU “r’or!ve”. c!tie 
à la non statronnartte de id moyenne (iig 22-r a 3) 

et des fonctions K(t’.t) = K,(t) correspondant au crocersus iui-rreme et dertvees dlrec- 
tement de sa structure -K(t,t’), exprcmee en covanance, ou en ÿarrogramme !‘!g. 22-J a 6) 

Les valeurs des Z(t ! ooservees etant direrzement contenues oans :es coeffrc+n:s 5. et c 

Desormars on appe!le cette formuiarkon en Interpolateur je *r:geage aual 

Cela permet une interprératton assez zmagee du krigeage. qui nous ramerSe a :‘aporoche 
classique en rnterpolatron En effet, pour reconstrtuer !e cnamo est!me. 

on pondere d’aoord les foncttonsde oase f’(t) de ‘a ,n-oyewe. 3.0~ ;c~ç 22-71 

pue on balare chaque pomt observe t’. qui. a r’arde ae la ronctkon de strucrure Ictt.r’), 
préalablement adaptée à ce point d’ou K(tr.t), apportera sa conrrtbution b.r<tt.:*) 5ur 

l’ensemble du champ. Et on somme le tout (F;g 22-8) 



figure 22 : !nterpretatlon au krlgeage dual en somme de fonctions globales et locales 



-. . -. 

111.2.3Cas particulier des fonctrons splines : 

II s’agit d’une technique tres interessante. qui evite les rnconvenients couramment rencontres en 
Interpolation polynômiale ou tngonomethque, essentrellement les ondulations Intempestives. 

La technique des fonctrons splines est assez facrie a mettre en oeuvre et donne en genéral des 
surfaces très lisses, bien que passant par les points d’interpolatron. II n’est pas question ici d’en 
exposer la theone (voir pour cela Chenin et a/, 1985)‘ mars de voir les analogres avec le krigeage. 

Si on considère que la fonction spline est une plaque élastrque mrnce. Infime, qui passe par les 
points Z(V) en minimisant son énergre de flexion, son equatron S(t) = S(x.y) minimise : 

avec S(tl) = Z(tl) I = l....n 

parmr toutes les fonctions possibles, l’intégration étant étendue au plan complet Ri 

On montre alors que cette équation s’ecrit : 

avec 

K(x,y) = 3x2 + yz)Log(xz + ~2) 

) 
+ar+py+y 176) 

Les réels &.a, 6.1 etant définis par le systeme 

2 K(x,- 
,=1 

r:,r,-u,,~-.\,laI:-pY~+y=O I=l,n 

\-.\y =o 
- II 

177) 

T _ :‘, =o \ 

x .A,=0 

Et on reconnait Ici la formulation en rnterpolateur présentée en lU.2.2. ou I’hypothese sur la 
moyenne serait qu’elle est localement lineaire, avec : 

fa(t) = 1 f’(t) = x fz(t) = y 

et ou la fonctron de structure serait de la forme 

K(d) = d2 Log d 



Cette forme n’est d’ailleurs pas la seule possible er on montre qu’en changeant le cntere à 
optlmtser, on trouve des fonctions K(d) de la forme 

K(d) = da o = >O et non entrer parr. 

Or, on utilise, dans I’hypothese rntnnseque d’ordre 1 des vanogrammes de ce type 

On peut donc en conclure que I’interpolatron spline n’est qu’un cas particulier de kngeage 

Or la formulation spline n’a fait, du moins explicitement, aucune hypothèse de “processus”... 
Accessorrement, elle appelle la fonction K(d) le “noyau reproduisant”. Et on vott bien dans 
l’expression (76) que c’est bien ce noyau qui est l’outil de reproductron de la fonction S(t) qui 
interpole les Z(ti). D’ou une convergence entre les méthodes que l’utilisateur peut certes Ignorer, 
mais qui enrichit l’interprétation et relatrvise lesquerelles d’école.... 

CONCLUSIONS 

Au terme de cet article, j’espère que les hydrologues accepteront plus volontiers de considérer 
l’approche geostatistique comme approprtée pour I’interpretatton de leurs données souvent 
dirtnbuéesdans Irespace. 

Mathématrquement. elle présente des caractéres semt-andes assez marqués, d’où sans doute sa 
Premiere utilisation en zone sahélienne (Delhomme et Delfiner, 1973). Neanmomr, sa mise en 
oeuvre élémentaire n’est pas très compliquée Des programmes sont donnés (David. 1977) ou 
sont accessibles a des prix modiques pour macro-ordrnateur méme s’ils n’ont pas l’exhaustivité de 
la Formule 1 du genre, le logiciel Elue pack. 

En pratique, on commence A vorr de nombreuses applications en hydrologre de surface et en 
hydrométéorologre, qui prennent alors en compte la répetrtton des champs dans ie temps, par 
exemple les champs pluwométrrques (Lebel et a/ a paraitre) L’application en hydrologie 
souterraine, proche du secteur minier, est déjd ancienne. mais on voit de plus en plus 
d’applications en hydropédologte de la zone non raturee. 

Enfin I’avenrr est probablement a I’utrlrsatron conJointe de plusieurs sources d’lnformations, par 
exemple des mesures soi et des valeurs télédetectees qui debouchent sur les techniques de 
cokrigeage (Creutrn 1.D , 1987) que nous n’avons pu aborder ICI. 
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