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Y. BRUNET-MORET *

de quelques lois stafistigues
utilisées en hydrologie

Nous n’avons pas lintention d’écrire un traité de probabilité ou statistique mathématique,
ni méme des études exhaustives de lois de probabilités, mais plus simplement de proposer aux
utilisateurs des moyens, qui peurront étre perfectionnés, de se servir plus facilement de lois déja
introduites en hydrologie statistique par de nombreux auteurs.

Les méthodes envisagées le sont surtout sous I’angle du calcul par ordinateur, pour :
— la loi de Gauss ou loi normale;
— la loi de GuMBEL ou loi doublement exponentielle;
~— la loi de GALTON ou loi log normale ou gausso-logarithmique;
— la loi de Pearsown IIT ou loi gamma incompléte;
~— la loi exponentielle généralisée (ou de FRECHET, de GooDricH, de JENKINSON);
— la loi de PEarson I ou loi béta incompléte.

* Ingénicur Hydrologue de '0O.R.3.T.0.M.
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I. — GENERALITES

1.1. — Définitions.

Les fonctions de répartition étudiées ci-dessous ne concernent que des « variables aléatoires »

(ou « variates »} continues, ¢’est-a-dire des variates pouvant prendre toutes les valeurs de en-

semble des nombres réels dans I'intervalle — c0, 4 o0. La loi de probabilité de la variate X sera

définie par la connaissance de la probabilité F (x) — au non dépassement — pour que soient
vérifiées les inégalités.

—oL<X <x

La premiére condition posée est que la « fonction de répartition » ¥ (x) soit monotone ct

croissante de 0 4 1 lorsque x parcourt 'intervalle x4, xb, « intervalle de définition de la variate »,

telque: — o Lo <xp <+ @

avec, pour :x <K X, F(x)=20,

pour : xp < %, Fx)=1.

Nous n’étudierons que des lois pour lesquelles la fonction de densité f (x), dérivée de F (x)

par rapport a x, est continue (et forcément positive) dans l'intervalle de définition de la variate,

i ne peut prendre des valeurs nulles ou infinies qu’aux bornes de I'intervalle de définition, et

dont la dérivée f' (x) par rapport & x ne s’annule, au plus, qu'une seule fois entre les bornes
(fonction de densitd unimodale ou amodale).

Les variations de F (x) et de f (%) peuvent se résumer comme suit :

— 0 LXK Fz)=0 flx) =0,
g < % < % F= | f@ds  f&) >0
ta <t <+ 0 F)=1 T f@ =0

1.2. — Parameétres,

La fonction de répartition — ou loi de probabilité — est définie d’une part par sa formule
mathématique, toujours choisie a priori par les hvdrologues d’aprés leurs idées précongues ou des
habitudes traditionnelles, d’autre part par les valeurs numériques des paramétres qui rentrent
dans I'expression analytique, valeurs qui seront estimées grice & ’échantillon des observations
dont on dispose.

Ces paramétres ont des fonctions trés différentes :

— Paramétres de forme : pouvant 8tre absent (lois de Gauss, de Gumbel), unique (loi gausso-log,
gamma incomplite, exponentielle généralisée) ou multiples (deux dans la loi béta incompléte).

— Paramétres de position et d’échelle : écriture analytique la plus simple de la fonction de
répartition correspond a la variate « réduite » (sans dimensions) :

%, et s exprimés dans les mémes dimensions que la variate observée x.

— Le paramétre d’échelle « s » est positif si F eroit quand u croit, négatif dans le cas contraire.



— Le paramétre de position « x, » se trouve étre le mode dans les lois étudiées ci-aprés lorsque u
varie de — 0 & + o0 (loi de Gumbel, loi de Gauss ot mode et movenne sont confondus); il
est toujours une borne lorsque l'intervalle de définition de x est borné par une valeur finie
(loi gausso-log, gamma incompléte, exponentielle généralisée) : une des bornes de I'intervalle
de définition de u a done alors la valeur zéro.

Si I'intervalle de définition de x est compris entre deux bornes finies x, et x; {loi béta incom-
pléte) nous pouvons admettre, soit qu’il y ait deux paramétres de position et aucun paramétre
d’échelle, soit qu’il y ait un paraméire d’échelle (x; — x;) et un paramétre de position x, (ou x).
Les bornes de 'intervalle de définition de u sont alors zéro et un

Les valeurs numériques de certains de ces paramétres peuvent &tre connues ou choisies a
priori, sinon elles seront calculées d’aprés les valeurs prises par la variate dans I’échantillon observé.

1.3. — Valeurs eentrales, moments.

Dans ce paragraphe, nous considérons une population-mére parfaitement connue (expression
mathématique de la fonction de répartition et valeurs numériques « vraies » des paramétres).
La variate X est supposée comprise dans lintervalle x,, ¥, (x, < x;, %, et jou ¥, pouvant étre
infinis en valeurs absolues).

1.3.1. — Valeurs centrales (population-mére parfaitement connue).
%,
— La moyenne est définie par : x f(x) d=,
o

c¢’est la moyenne arithmétique de toutes les valeurs comprises dans la population-mére, celles-ci
étant en nombre infini pour une variate continue.

— Le mode m est défini par : f' (m) = 0 x,~<< m < x,, ¢’est la valeur de la variate pour laquelle
et L GOUNL par 2 Al -n r P que
la densité de probabilité est maximale. 5i f' (x) ne s’annule pas dans l'intervalle v,, v, (fonction
de densité amodale), on peut avoir un mode observable en x, ou en x,, aux bornes de I'intervalle
de définition de la variate X. S’il existe des modes observables en x, et en x, (lois béta incomplétes
: c 9 1 140 P

par exemple, pour certaines valeurs des paramétres de forme), f' (x) =0, définit alors la valeur de
la variate pour laquelle la densité de probabilité est minimale.

x
— La médiane est définie par : f(x) dx = 1/2,

.  Fo
ou: f fix) dx =f ' f(x) dx,
%, x

une sur deux de toutes les valeurs comprises dans la population-mére est inférieure 4 la médiane.

Dans la loi normale, ces trois valeurs centrales sont confondues. Dans les lois unimodales
on les trouve — en général — dans "ordre (croissant ou décroissant) mode — médiane — moyenne
et liées par la relation approximative :

(movenne — médiane) = 1/3 (moyenne — mode).

Lorsque la moyenne est supérieure 4 la médiane et au mode, la dissymétrie est « positive »
et la distribution est « étalée sur la droite ». Dans le cas contraire, la dissymétrie est « négative »
et la distribution est « étalée sur la gauche »,

Ces trois valeurs ont des réles différents et importants : en pensant en termes de « jeu », on
neut voir que, suivant les conditions du pari, il peut étre préférable de miser sur la moyvenne, sur
la médiane ou sur le mode.



1.3.2. — Moments (population-mére parfaitement comnue).
1.3.2.1. — Le moment d’ordre 7 (r entier) est défini par:
%

my = ' 27 f (x) dx,

Xy

L%

Les moments d’ordre négatif n’ont de sens que si intervalle de définition de x ad met une
borne inférieure finie, et 4 condition que pour x == 0 I’expression x" f () soit identiquement nulle.

1.3.2.2. — En notant ¥ la valeur de la moyenne, on définit le moment centré d’ordre
r par Pexpression (r entier) :
. v
= | @—Fy ) dx,
o

Seuls, les moments centrés d’ordre positif ont un sens, dans la mesure ol les moments de
méme ordre et d’ordres inférieurs existent.

Le moment centré d’ordre 1 est nul.

Le moment centré d’ordre 2 porte un nom particulier: c’est la variance u, = my, — mj.

Les moments centrés d’ordre r se déduisent facilement des moments non centrés en consi-
dérant le développement de (x—7x)"

r! r!

ur=mr+(—1)—1—,-(7:‘1)—,‘ Tme_y+ ... —i-(—l)‘;—,(r—‘_—i)‘r ¥me_g 4+ ... (— 1),
d’otr : g =My —3xm, + 2%°
gy =m; —4T¥my L 6% m,— 334,
Inversement, on a la relation (ol g, = 0)
" rl N " r! .y , —

My = g S e Fpp e e Fiy, L T

r Dat 2 (r—l)! Br—1 T ll!(r—l«)! Yr—=1 77 +
d’otr : my = pg + 3%, + 3,

my =, +dxp,+ 632y, + x4

1.3.2.3. — La variance d’un moment (centré ou non) est donnée par I'expression

générale :

2
Var My == Moy — Mi.

La covariance de deux moments (pris par rapport a la méme origine) est donnée par :
Covar (my, m;) = mppi — m, my.

La variance d’une fonction linéaire de moments :

o(my ... my... my) s'exprime par:
-7 do \?; - B dp o s
Varp ( am¢> VYVarm; +2 2 ( am,-) ( amk> Covar (my, my) (& #1].
1.3.3. — Cumulants (population-mére parfaitement connue).

Sans nous étendre sur les fonctions caractéristiques, nous allons signaler 'existence des
cumulants.



Dans la mesure ol les moments d’ordre positif existent, les cumulants K, {(cumulants d’ordre
r, r entier positif) se déduisent de ces moments en égalant les coefficients des mémes puissances
de ¢ dans Pexpression :

|
+
I
-+
A
I L
+
Rl
3
_1_
—d

r ~ r 2 2 . K r \1
1+K,:—!+12§—§<ir.-> ++T{(7‘T> +]

On peut les déduire aussi des moments centrés en égalant les coefficients des mémes puis-
sances de t dans l'expression :

2 r 1 1 o1
K1:+K,_.-2f!—+ +K,-:—!+ e=mt b U— S U g U3 (=i U

[=]
e

=22y Y33 I
U_th -{-3!t +...-,-—i—!ﬂ+...

Les premiers cumulants s’éerivent done :

K,=m, =x,

Ky =ty = my —mi,

Ky =ug=my—3mym,+ 2mi,

K=y, —3d=my—4dmym;—3mi 4+ 12mi m, —6mi

Comme les moments centrés, les cumulants, sauf le premier, ne dépendent pas de ’abscisse-
origine de la variate. Le moment centré d’ordre r, le cumulant d’ordre r (r== 1) se déduisent res-
pectivement du moment centré d’ordre r ou du cumulant d’ordre r de la variate réduite par simple
multiplication par s7, s étant le paramétre d’échelle.

L’intérét des cumulants provient de ce que, lorsque I’expression d’une variate est une combi-
naison linéaire de plusieurs variates indépendantes: X = «, X; + ... + #; X;, chaque cumu-
lant de X est la somme des cumulants de méme ordre des variables indépendantes, pondérés
comme suit :

K, (X) = «f K, (X)) + ... + o K, (X).
1.3.4. — Coefficients d’asymétrie et d’aplatissement (population-mére parfaitement connue).

Coefficient d’asymétrie: y; = K /K %% = pa/u,%2

si v, est positif la distribution est étalée sur la droite, s’il est négatif elle est étalée sur la gauche.
Si v, est nul la distribution n’est pas forcément symétrique (par exemple lois exponentielles géné-
ralisées), mais si la distribution est symétrique le coefficient v, est nul. Le champ de variation de
v, n’est pas borné par des valeurs finies, positive ou négative.

=

Coefficient d’aplatissement : v, = K /Ki =+ —3.

]
si v, est positif la distribution est moins aplatie que la distribution « normale ». S’il est négatif
elle est plus aplatie. Le champ de variation de v, est borné inférieurement par la valeur — 2 et
n’a pas de borne supérieure.
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1.3.5. — Moyennes harmonique et géométrique (population-mére parfaitement connue).

Moyenne harmonique : c’est I'inverse du moment d’ordre — 1 dont la valeur moyenne est :
1
X .
—f(x) dx, qui n’a de sens que si la variate est bornée par une valeur finie x, > 0
x
x
0 - L 3 KN A - "
{ou x; < 0) et si la densité de probabilité est identiquement nulle pour x = 0.
La variance de l'inverse de la moyenne harmonique est : m-, — (m-)® 4 condition que m—,
existe.

Moyenne géométrique : c’est ’exponentielle de la valeur moyenne du logarithme naturel
x

1
de la variate, qui est Log (x) f(x) dx et n’a de sens que pour x; > 0 (mais il peut y avoir
x

d’autres conditions d’existence dépendant de f(x)).
La variance de la valeur moyenne du logarithme est :

2

x X

® Log? (x) f (x) dx — " Log (%) f(x) dx

% X

Lorsque les moyennes harmonique et géométrigue existent, elles sont dans ’ordre :

zéro < moyenne harmonique < moyenne géométrique < moyenne arithmétique.

1.4, — Lois tronquées et troncatures.

1.4.1. — Lois tronguées.

1.4.1.1. — Nous n’avons jusqu’ici envisagé que les cas ol pour x < ¢ nous avions
F (x) = 0. Dans bien des cas, on est conduit par I'observation & utiliser des lois tronquées en
fréquence, suivant le schéma :

<o F(x)=F,,

x
a<z<b Flx) = f(x) d=x,
a
b<x F(x)=F, (Figurel).
f F
1
) L
{
!
!
pad ~ Fo |
// I l \\\ —1 [
q b : a b
Fic. 1.
1.4.1.2. — Un cas particulier, qui simplifie bien des problémes, est celui d’une variate

dont l'intervalle de définition admet o = x; comme borne inférieure de valeur finie (c’est-a-dire

9



borne de valeur nulle pour la variable réduite u) la borne supérieure de 'intervalle de définition
étant b = x; qui peut &ire infini (Figure 2).
Si @ est la fonction de répartition de la variable réduite u, la fonction de répartition de x
s'écrira :
x < x, F{x) =F,,
Xy < X < Xy Fx)y=F,+ (F,—F, D,

x5 <X F(x)y=F,.
[}
f r |
1
Fa
x (1] x
X %o
Fie. 2.

En bydrologie, on n’a envisagé jusqu’ici que des lois tronquées vers les fréquences basses :
F, = L. Il n'est pas impossible de faire un tronquage vers les fréquences hautes, ou des deux
bords.

1.4.2. — Troncature des observations.

1.4.2.1. — On peut &tre obligé de considérer des troncatures des observations, par
exemple lorsque la densité de probabilité ne tend pas vers zéro lorsque x tend vers une borne de
son intervalle de définition, ce qui se produit en général lorsqu’on utilise une loi tronquée en
fréquence. On ne peut plus distinguer entre les valeurs x = x; et les valeurs x = x, + =. Cest
le cas, entre autres, des observations pluviométriques journaliéres ol ne sont notées que les hau-
teurs supérieures 4 0,1 mm ; nous connaissons le nombre des observations supérieures ou égales a
Xy + <, ainsi que les valeurs correspondantes de la variate, mais non le nombre des observations
qui auraient du &tre faites entre x, et x; + <, ni leurs valeurs numériques : xp = x, + = est le
seuil de troncature. (Figure 3).

f F
1

{ Fiy Lo

| ]

l |

1 Fof |

i x Q ! x
Xy Wy o Xn

Fre. 3.
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Bien entendu, ce premier genre de troncature peut &tre fait du coété de la borne inférieure,
du coté de la borne supérieure ou des deux cotés de 'intervalle de définition de x.

1.4.2.2. — Un autre cas de troncature un peu différent est celui, par exemple, des
observations pluviométriques de hauteurs fortes, supérieures & la capacité % du pluviomsétre :
nous connaissons le nombre des observations supérieures & » mais non leurs valeurs numériques.

1.5. — Moments dédunits d’un échantillon de taille connue.

Dans le paragraphe 1.3 nous avons examiné les valeurs centrales et les moments déduits de
la loi de répartition supposée complétement connue d'une population-mére. Dans la réalité, on
dispose d’un échantillon d’observations que I'on suppose indépendantes et provenant d’une seule
population-meére par des tirages non exhaustifs. Dans ce paragraphe 1.5 nous ne considérons que :

— les cas ot il n’y a pas de troncature : ¢’est-a-dire que nous connaissons la taille n de ’échantil-
lon (nombre d’observations) et la valeur numérique de chaque observation x; x,... %;. .. *p

— les cas ou la loi n’est pas tronquée en fréquence.

= s . 1
*1.5.1. — La moyenne arithmétique est calculée par : m, = o = % le moment d’ordre r est

— 49

1
calculé par m, = -~ &7, entre auires la moyenne harmonique my, est calculée par :

f—‘M;

1 PSP . 1
- la moyenne géométrique m, est calculée par Log(m,) = -
e

Log(x:).

L
—n

=
[l & I

11 se peut done que des expressions, qui n’ont pas de sens en analyse intégrale d’aprés la forme
mathématique de la loi choisie pour représenter la répartition dela populatmn-mere, uondlusent
4 des valeurs numériques compréhensibles dans le cas d’un échantillon de dimension finie.

1.5.2. — La variance {cumulant ou moment centré d’ordre 2) est calculée par:

1 fr, 1/
K2=y,2= Ex'{’“—(i.‘x,,>
n——l 1 n 1 .

de méme la variance du moment d’ordre r est calculée par :

1 n n =

Varm,.=————l S — | =¥

n— 1 A1,

Le cumulant (ou moment centré) d’ordre 3 est calculé par:

1 n n n 9 ’n 3
K,=u,=c—=  _InS—3Sxyurlize
3 U3 E -~ X = X~ X7 T =X
Le cumulant d’ordre 4 est calculé par:
1 n n n n o \?

K, = (*4+n)Sst—d(n+1)Syad—3n—1)| a2

(n—1)(n —2) (n —3)

n in n 4 n2
L2 =z ) =2 —=(=x = + —_— — 1) wa?
; l_( t,) 1x1 - (1 t,) C Yy ey P (n+1u,—3{n—1)u,

11



.1.5.3. — Le théoréme central limite peut s’énoncer.

Si Z est une combinaison linéaire de n variates X indépendantes, quelle que soit la loi suivie
par chacun des X, la loi de répartition de Z tend vers une loi normale lorsque rn augmente indéfi-
niment, & condition que 'ordre de grandeur de certaines des variates ne domine pas trop nette-
ment celui des autres. La convergence est plus rapide si chacun des X suit une loi unimodale,
et d’autant plus rapide que ¢es lois unimodales sont moins dissymétriques.

Si Ton est placé dans les conditions d’application de ce théoréme : la variance d’une fonction

— méme non linéaire — de moments ¢ (m; ... m; ... m,) pourra approximativement &tre esti-
mée par:
3o \? o CR .
=Z({——) V 2z : — i k=i
Var s <8m.;) ar m; - (am{><amk>covar (my, my) [k =il

1.6. — Mélange de distributions.

Bornons-nous au cas de deux distributions ; la généralisation est facile. Si G, et G, sont les
fonctions de répartition des deux populations-méres, mélangées dans les proportions p et (1 — p)
et de fonctions de densité respectives g, et g,, la fonction de répartition de la population résultante

sera :
F (x) = p Gy(=) + (1 —p) G (=).
et la fonction de densité:

_ f @) = p gu=) + (1 —p) g2 (x)s
pouvant étre plurimodale ;

d’ot le moment — non centré — d’ordre r ¢

my = p myr + (1 — p) My

12



II. — DETERMINATION DES PARAMETRES

2.1. — Nous nous trouvons en présence d’un échantillon de n observations, supposées indé-
pendantes, et nous avons choisi la forme mathématique de la loi de probabilité devant représenter
la loi de répartition de la population-mére de laquelle a été extrait I’échantillon. Nous avons a
calculer le mieux possible les valeurs numériques des parameétres, en tenant compte au maximum
des informations enfermées dans l'échantillon.

Les trois principales méthodes utilisées procédent :

— par le maximum de vraisemblance;
— par les moments de échantillon ;

— par minimisation d’un test d’adéquation.

2.2. — Qualificatifs des estimations.

Soit un paramétre de valeur inconnue 6 & déterminer, un échantillon de n valeurs indépen-
dantes de la variate X et I'estimation du paramétre 0 par:

8 = ¢ (xy, %o ... Tg).

Si, & chaque série possible de n épreuves, on associe la valeur correspondante de 9, cette
valeur peut &tre considérée comme une valeur possible d’une variable aléatoire Y.
2.2.1. — Estimation consisiante ou correcte.

9’ est une estimation consistante de 8 si la variate Y vérifie les conditions suivantes :

Lorsque n croit indéfiniment :

— la valeur limite de ’espérance mathématique de Y est 6 (c.a.d. la valeur moyenne de Y tend
vers 0);

— la valeur limite de la variance de Y est nulle.

L’estimation de la valeur du paramétre est d’autant plus correcte que la taille de Iéchantillon
est plus grande. Par exemple, dans une distribution normale la valeur centrale peut &tre détermi-
née par la moyenne ou la médiane observée.

2.2.2. — Estimation abselument correcte.

8 est une estimation absolument correcte de 0 si la variate Y vérifie les conditions suivantes :

— quel que soit n, 'espérance mathématique de Y est 6;
— si n croit indéfiniment, la valeur limite de la variance de Y est nulle.

Par exemple, I'estimation absolument correcte d’une variance, lorsque la valeur moyenne

14

. ; Yy . 1 ; 1
de la population-mére est estimée d’aprés I’échantillon, est: o [: x3 —— (= xi)g} alors

. . 10 -
qu’'une estimation consistante est: — | Sx} —n x* |-
n
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2.2.3. — Estimation exhaustive ou efficace.

C’est celle qui utilise la totalité de I'information disponible dans 1’échantillon. Elle correspond
a Destimation du paramétre affectée de la variance minimale possible pour une taille donnée de
P’échantillon. Dans I’exemple d’une distribution normale, la movenne est une estimation efficace
de la valeur centrale mais la médiane n’en est pas une estimation efficace.

2.2.4. — D’apres Borel, la méthode du maximum de vraisemblance donne toujours des esti-
mations correctes. Dans le cas d’un seul paramétre & estimer, et pour un nombre infiniment grand
d’observations, 'estimation qu’elle donne est celle qui comporte la plus petite variance.

D’aprés Fischer, il est démontré, dans la théorie des grandes séries, qu'aucune estimation
de paramétre ne peut avoir une variance aléatoire inférieure a celle qui est fournie par la méthode
du maximum de vraisemblance. Le groupe des estimations — auquel appartient aussi dans tous
les cas la solution du minimum de %* — qui s’accordent dans leurs variances aléatoires avec la
solution du maximum de vraisemblance, posséde une importance particuliére. On les désigne sous
le nom d’estimations efficaces.

2.3. — Tests d’ajustement.

Nous pensons nécessaire d’insister sur les tests d’adéquation : grice au calecul par ordinateur,
ils seront de plus en plus utilisés. Ces tests d’adéquation peuvent répondre 4 deux guestions dif-
férentes.

2.3.1. — Cas « A ».

Une loi de distribution étant connue (par sa forme mathématique et les valeurs numériques
des paramétres) et décrivant de fagon parfaite une population-mére, quelle est la probabilité
pour qu'un échantillon donné puisse étre considéré comme étant tiré de la population-meére.

2.3.2. — Cas « B ». .

Une loi de distribution étant définie par sa forme mathématique choisie a priori et par les
valeurs numériques des paramétres estimés d’aprés un échantillon donné, quelle est la probabilité
pour que la loi de distribution représente effectivement la population-meére dont [’échantillon est
représentatif a priori.

2.3.3. — Niveau de signification et puissance d’un test.
Les notions ci-dessous sont générales et non spécifiques aux tests d’adéquation.
L’hypothése testée peut étre vraie ou fausse. Il y a deux erreurs possibles :

— risque de premiére espéce : « V » on peut rejeter & tort I’hypothdse si elle est vraie;
— risque de seconde espéce : « F » on peut I'accepter 4 tort si elle est fausse,

La probabilité de « V » est le niveau de signification « » » défini par la valeur numérique du
test (x est toujours donné en probabilité au dépassement de cette valeur numsérique).

La probabilité de « F » est « 8 ». La puissance du test est (1 — 8), qui dépend de la formula-
tion du test, et décroit avec la taille de ’échantillon et le niveau de signification «.

Avec de petits échantillons et le niveau de signification habituellement et arbitrairement
utilisé de 5 9, le risque de deuxi®me espéce devient trés grand. Dans I'application de certains
tests (par exemple comparaison de moyennes...) il est possible d’harmoniser les deux risques ou
de les fixer 4 des seuils différents : entre autres, contréle sur échantillon de la qualité d'une série
de pitces avec distinction du risque « client » et du risque « producteur ».

En fait, en ce qui concerne les tests d’adéquation, leur puissance n'est pas calculable: on
ne peut que comparer les tests entre eux pour savoir lequel sera le plus puissant.
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2.3.4. — Qualités d'un test d’ajustement.

Les principales qualités que nous lui demandons sont :

— utiliser au mieux, avec la plus grande puissance possible du test, toutes les valeurs de 1'échan-
tillon dont on dispose, et avec le méme poids pour chaque élément de I’échantillon ;

— tenir compte du fait que I’hydrologue non seulement choisit @ priori la forme mathématique
de la loi de répartition, mais encore calcule les valeurs des paramétres de cette loi d’aprés
I’échantillon dont il dispose (cas « B » paragraphe 2.3.2.).

2.3.5. —Test du 2.

Le seul test que nous connaissons & posséder cette dernidre qualité est le test du x?; il ne pos-
séde pas la premiére, et nous pensons qu'il serait possible de construire un test qui ’aurait et
serait plus puissant. A propos du test de x* nous ferons les remarques suivantes :

La plupart des auteurs demandent de prendre comme nombre de degrés de liberté du »2 le
nombre de classes moins le nombre de liaisons ayant servi 4 1'ajustement des paramétres ou a
Papplication du test. Ils estiment, aprés Fischer, que cette diminution du nombre de degrés de
liberté permet de tester ’adéquation de la loi choisie (avec les paramétres calculés) comme repré-
sentation de I’échantillon et de la population-mére. Comme liaison servant & application du
test de y%, il faut expliciter, dans le nombre de degrés de liberté 4 retrancher, la condition (si on
Putilise) d’égalité des effectifs de I’échantillon observé et de I’échantillon « théorique » de compa-
raison. Dans les tests de Cramer, Anderson et méme Kolmogorov (qui ne correspondent malhen-
reusement qu’au cas « A » paragraphe 2.3.1.) cette liaison est implicitement prise en compte,
mais ces tests ne donnent pas les moyens de prendre en compte les autres liaisons explicitées par
la méthode de calcul des parameétres (par vraisemblance maximale ou moments ou minimisation
du test). .

Le test du %2, par suite du groupement des observations en classes, n’a pas la premigre qualité
demandée plus haut. Pour des chantillons de mémes effectifs, le test du y* est beaucoup moins
puissant qu'un test utilisant chaque élément de l’échantillon indépendamment des autres : par
exemple {nous sommes dans le cas « A ») si n est Ueffectif nécessaire pour garantir une certaine
puissance du test de Cramer, I'effectif nécessaire pour garantir la méme puissance, au méme niveaun
de signification, du test de y® sera de 'ordre de n 5* (passant, pour n = 80, 4 240 et, pour n = 40,
a 100).

Un autre inconvénient du test du y? est que la valeur numérique du test dépend trop du mode
de découpage en classes, découpage qui est laissé, en principe, a la discrétion du calculateur. Nous
donnerons comme exemple 1’échantillon de 45 totaux pluviométriques d’années consécutives a
Ziguinchor. Loi choisie : « gamma incompléte » & denx paramétres calculés par les moments avec
amélioration. Le découpage de I’échantillon en 7 classes peut conduire de y* == 0 probabilité 1
(au dépassement) a y* = 14,25 probabilité 0,005 ; en découpant en classes d’égales probabilités
théoriques, 1'on trouve :

Pour 9 classes 3> = 8,40 avec probabilité de dépassement = 0,2

Pour 8 classes y2 = 8,19 avec probabilité de dépassement = 0,15
Pour 7 classes 3* = 0,578 avec probabilité de dépassement = 0,96
Pour 6 classes y® = 2,34 avec probabilité de dépassement = 0,50
Pour 5 classes y? = 3,56 avec probabilité de dépassement = 0,18
Pour 4 classes 3% == 1,31 avec probabilité de dépassement == 0,25

Le fait de découper I’échantillon en créant des classes d’au moins cing unités « théoriques »
aux deux extrémités du rangement notamment, restreint terriblement la valeur du test du 2
qui renseigne seulement sur la possibilité qu’a la loi choisie (avec ses paramétres calculés) de repré-
senter la distribution observée dans sa zone de forte densité de probabilité. Ainsi nous pouvons
admettre que la distribution des pluviométries annuelles & Ziguinchor est convenablement repré-
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sentée par une loi gamma incompléte du rang 5 au rang 40 (pluviométries annuelles rangées en
ordre croissant et découpage en 9 classes d’égales probabilités) c'est-a-dire pour des temps de
récurrence inférieurs 4 9 ans, car le groupement en classes escamote les distorsions entre ’échan-
tillon et la loi ajustée, et surtout dans le cas des valeurs extrémes.

2.3.6. — En conclusion de cet article 2.3, nous pensons que la minimisation d’un test d’ajus-
tement n’est guére utilisable : le seul test possible — 4 I'heure actuelle — étant celui du y2 que
nous ne trouvons ni assez puissant ni assez consistant.

2.4, — Détermination des paramétres par les moments.

C’est une méthode relativement simple & appliquer lorsqu’on n’a pas d’ordinateur 4 sa dis-
position.
On écrit d’aprés la loi choisie les équations donnant les moments en fonction des paramétres,
a partir du moment d’ordre 1. On calcule, 4 partir des observations, autant de moments des valeurs
observées qu’il y a de paramétres a déterminer. On obtient ainsi un systdme d’équations — sou-
1 -4 - ~

P4

"
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-
e
—
'ty

_— an nnm]'\re é 1 3 cahir des nara

; a m
vent implicites et transcend gal a celui des parame

vent impuicite e5, §ys
résoudre.

Les estimations ainsi obtenues sont consistantes mais généralement non efficaces.

Dans un cas simple, la loi gamma incompléte sans paramétre de position, nous avons pu
mettre au point une amélioration de la méthode en tenant compte des covariances entre moments :
Pexpérience nous a montré que 'on obtenait alors des estimations aussi « correctes » qu’avec la
méthode du maximum de vraisemblance.

2.5. — Détermination des parameétres par la méthode du maximun de vraisemblance.

2.5.1. — Ce qui suit est directement tiré du traité de M. Roche « Hydrologie de Surface ».

Supposons qu’un échantillon, tiré d'une population-meére, comporte n valeurs x; pouvant se
produire chacune avec la probabilité P;. La probabilité pour qu’un échantillon de n valeurs obte-
nues par tirages indépendants soit précisément I’échantiilon observé est :

P,P,P,...P;... P,

On appelle cette probabilité « vraisemblance de I’échantillon ».

La méthode du maximum de vraisemblance consiste & déterminer les parametres de la loi
de fagon a rendre I’échantillon le plus vraisemblable possible.

Si la variate est continue, chacun des termes ci-dessus et le produit lui-méme sont infiniment
petits. On définit alors la vraisemblance de I’échantillon comme une quantité proportionnelle au
produit des densités de probabilité, c’est-a-dire & :

£ =f1f2f ‘--fm
avec : fi=f(xia,0...k),

a, b ...k parameétres de la loi de probabilité dont les valeurs sont inconnues et indépendantes
les unes des autres.

Le but cherché est de maximiser {, donc d’annuler les dérivées partielles de £ par rapport
aux différents parameétres, ce qui donne le systéme d’équations :
L at

=0 3=

@
™

|

0 = 0.

[+3]
&
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11 est plus simple d’écrire : n
Log £ = = Log f3,
1

et le systéme ci-dessus est remplacé par :

1 af;
— Ly
1ﬂ- da

1)
b

= 0.

P
@
=

14 3

La méthode du maximum de vraisemblance conduit 4 des estimations correctes et efficaces,
mais non forcément — dans certains cas — « absolument correctes ».

2.5.2. — Malgré cette dernidre restriction, nous utiliserons toujours pour l'estimation du
plus grand nombre possible de paramétres la méthode de vraisemblance maximale & cause de son
efficacité.

En fait, cette méthode ne peut s’appliquer-a la détermination du paramétre de position lors-
qu’a la borne finie de I'intervalle de définition de la variate la densité de probabilité n’est pas
identiquement nulle (loi « en J » du paragraphe 1.4.2.1., loi tronquée du paragraphe 1.4.1.1.).
De méme, dans les lois 2 deux bornes finies et si la densité de probabilité A ces bornes n’est pas
identiquement nulle, le paramétre de position et le paramétre d’échelle (c’est-a-dire les deux para-
métres de position) ne sont pas calculables par la vraisemblance maximale.

Le systéme d’équations donne comme solution pour le paramétre de position correspondant
4 une borne finie o la densité de probabilité n’est pas nulle, la plus petite valeur observée si la
borne est limite inférieure ou la plus grande valeur observée sila borne est limite supérieure.

2.5.3. — Lois tronquées.

2.5.3.1. — Cas des lois tronquées du paragraphe 1.4.1.2.

Nous avons un parameétre supplémentaire «Fy » de tronquage qui s’ajoute aux paramétres
de position, d’échelle et de forme. Ce paramétre de tronquage n'est jamais calculable par
la méthode du maximum de vraisemblance : il disparait du systéme d’équations.

2.5.3.2. — Cas des lois tronquées avec troncature (du paragraphe 1.4.2.1.}.

Lorsque la densité de probabilité ne tend pas vers zéro quand la variable réduite u tend vers
zéro, la véritable valeur individuelle de chaque observation inférieure au seuil de troncature est
inconnue, le nombre méme de ces observations est inconnu si le paramétre de tronquage n'est
pas nul, mais le paramétre de position x, est connu par avance : ¢'est la valeur correspondant a
la densité de probabilité maximale. Le paramétre de tronquage se détermine indirectement grice
aux autres paramétres que l'on peut estimer par le maximum de vraisemblance.

2.5.3.3. — Si la densité de probabilité tend vers zéro en méme temps que la variable
réduite u : le paramétre de position x, et le paramétre de tronquage F sont déduits directement
des observations (il n'y a pas « troncature des observations ») et seuls les paramétres d’échelle
et de forme sont a estimer.

2.6. — Mélange de distributions (cf paragraphe 1.6.).

La détermination des paramétres peut se faire par le maximum de vraisemblance (sous les
réserves du paragraphe 2.5.2. pour les paramétres de position). Le systdme d’équation devient
trés compliqusé.

La méthode des moments peut aussi étre utilisée : si nous supposons le mélange de deux dis-
tributions — non tronquées — 3 trois parametres chacune, soit six paramétres, plus le parameétre
de proportions du mélange, il faut utiliser les sept premiers moments. Le systdme d’équation est
compliqué et les déterminations des paramétres sont imprécises si la taille de I"échantillon n’est
pas trés grande, car la variance d’un moment croit trés rapidement avec son ordre.
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2.7. — Cas de troncature (du paragraphe 1.4.2.2.).

Comme nous ne traiterons pas de ce cas dans les études des différentes lois, nous allons indi-
quer comment s’écrit ’'équation du maximum de vraisemblance.

Soit n le nombre connu d’observations de valeurs connues (x; ... x; ... ), ng le nombre
connu d’observations impossibles (par exemple d’observations de débordement du pluviométre)
mais que I’on sait de valeur supérieure 2 un seuil xg4.

[ (x) étant la fonction de densité de la loi de répartition choisie :

+ o e g
£ = flx)dx I f(w),
xq 1=1

Si de plus on fait une troncature du type du paragraphe 1.4.2.1. en négligeant les observations
inférieures 4 un seuil %, de valeur supérieure 4 la borne inférieure x, de lintervalle de définition
de la variable, ', étant le paramétre de tronquage et n le nombre, connu, d’observations de valeurs
connues utilisées, 'expression donnée ci-dessus pour £ est & multiplier par

'1+ o o) n+ ng
(l—Fo)/(l_Fo)/ f (=) d= .
xp,

ce qui montre que Iy est toujours éliminé par 1’application de cette méthode.
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III. — DISTRIBUTION CONTINUE UNIFORME

Nous n'en parlons que pour mémoire.

3.1. — C’est la fonction de répartition de la probabilité, quelle que soit 'expression mathéma-
tique de cette probabilité, 3 seule condition qu’elle soit absolument continue. Soit : u = F (x)
cette probabilité — au non dépassement ou au dépassement — la variate u est bornée inférieure-
ment par la valeur zéro et supérieurement par la valeur 1.

La distribution continue uniforme s'écrit :
G =090 pouru < 0,
Guy=mu pour0 < u <1,
G(u)=1 pourl < u.

3.2. — La fonection de densité est g (u) = 1 pour 0 <{ u <1 et est nulle en dehors de cet inter-
valle (cf figure 4).

-l e e -

0 1

FONCTION DE DENSITE FONCTION DE REPARTITION
Fie. 4.

3.3. — Il n’y a pas de mode.

La distribution continue uniforme est symétrique par rapport 4 u = 1/2, valeur de la moyenne
et de la médiane.

, 1
Les moments non centrés d’ordre r sont : T (r >0).
. . ) 1
Les moments centrés d’ordre impair sont nuls et ceux d’ordre pair ““2r’" sont : m
[

donr: K, = 1/2, K, = 1/12, K, = 0, K, = 1/120.
et les coefficients d’asymétrie v, = 0, d’aplatissement vy, = — 6/5.

3.4, — La moyenne harmonique n’existe pas.

La moyenne logarithmique est — 1, d’olt la moyenne géométrique 1/e.
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3.5. — La fonction de densité de la moyenne & d’un échantillon de n variables indépendantes
tirées d’une loi continue uniforme

E : N e
nn < il -~ L)"l
3 (=1 (g .
est m—nr, 2,V i!(n-—-r.)!(u =
pour une valeur de T : %gﬁgk‘ et pour tout k entier de 0 a n — 1.

Par exemple, pour n =2 et

pour : 0 < u < 1/2;]1afonction de densité deu est 43,

pour : 1/2 <u <1 ;lafonction de densité demest4 (1 —u),
pour n =3 et

pour : 0 <u < 1/3; la fonction de densité de & est %— u?,

pour : 1/3 < u < 2/3 ; 1a fonction de densité deu est? [ﬁz —3 (u—%— ).-]

pour : 28 <u<1 ;lafonction de densité deu estzg- 1 —a)2
3.6. — La fonetion de distribution de la movenne logarithmique d’un échantillon de n variables

indépendantes tirées d'une loi continue uniforme est une loi gamma incompléte dont le paramétre
de position est nul, les parameétres d’échelle et de forme égaux a n, car Log u est distribué suivant
une loi gamma incompléte de parameétres 0, 1, 1.

3.7. — Méthodes de Monte-Carlo.

3.7.1. — L’intérét de la distribution continue uniforme vient de son utilisation dans les
méthodes de Monte-Carlo, ott I'on tire au hasard des valeurs comprises entre zéro et un, avec le
nombre de chiffres significatifs choisis pour le probléme i étudier. Chacune de ces valeurs est
une valeur particuliére de la variate continue uniforme, et est assimilable a4 une probabﬂité De
cette probabilité, on peut remonter, par inversion de la loi choisie pour le probléme a étudier,
a4 une valeur d’une variable aléatoire.

Par exemple, pour étudier correctement la distribution du coefficient d’applatissement v,
d’une loi de Gauss adaptée & un échantillon de taille n, il faudrait tirer n nombres au hasard
compris entre zéro et un, inverser ces n probabilités d’une loi normale de paramétres de position
== 0 et d’échelle == 1, d’oi1 n variables aléatoires normales ; cet échantillon fournirait une valeur
de v, (valeur indépendante des paramétres de position et d’échelle). En recommengant N fois
Popération totale, on aurait N valeurs de v, dont le simple classement permettrait ’établissement
expérimental (avec une précision d’autant meilleure que N sera grand) de la distribution du
coefficient d’aplatissement de la loi normale pour un échantillon de taille n.

3.7.2. — Génération de nombres au hasard.

La méthode la plus simple de génération de nombres « psendo-aléatoires » est la méthode
de congruence multiplicative :
: x; == a x4, (modulo m),

x; est le reste de la division du produit (¢ multiplié par x;_;) par le diviseur m, x;, x;;, aet m
étant des nombres entiers positifs. .
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La suite des nombres ainsi créés, compris entre 1 et (m — 1) est périodique, il est facile de
tester qu’un échantillon tiré de cette suite, mais de taille bien inférieure a la période, peut &tre
considéré comme formé de nombres au hasard.

I.B.M. propose le schéma suivant de génération de N nombres au hasard, compris entre 0
et 1, c’est-a-dire répartis suivant une distribution continue uniforme, valable pour les ordinateurs

« 360 ».

Ligne 1 IX =
2 DO3I=1N .
3 IX = IX» 65539
4 IF (IX)1,2,2
5 1 IX =IX 4 2147483647 4 1
6 2 PR (I) = DFLOAT (IX) / 2147483647.0

Le plus grand nombre entier qui puisse &tre retenu par les ordinateurs « 360 » est : 231 — 1
= 2147483647 (nombre premier).

Si IX initial est supérieur ou égal & 32767, la ligne 3 donne le premier modulo demandé
compris entre 3 et 2147483645, qui remplace la valeur précédente de IX, puis, divisé par 23t — 1
i la ligne 6 donne un nombre compris entre 0 et 1.

Le multiplicateur 65539 est un nombre premier voisin de 28 et a été choisi aprés tests.

Pour que la période de la suite soit égale & 22 termes soit 536870912 termes, il suffit que le
IX initial seit impair. Il est recommandé de le prendre avec 7 ou 8 chiffres.
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IV. — DISTRIBUTION DE GAUSS OU DISTRIBUTION NORMALE

4.1. — Nous ne nous étendrons pas sur la loi normale, la mieux connue et la plus étudiée des
lois de probabilités usuelles.

4.1.1. — Fonction de répartition.
9, o 1 u us x—2X
Elle s’écerit : F (x) = \7‘2‘_—_:f e~ "3 du avee i = z o,

¥(x) fréquence au non dépassement.

Lorsque u (ou x) varie de — 00 4 + co, F(x) croit de zéro a un.
x, est le paramdtre de position : valeur moyenne, ou mode, ou médiane.
s est le paramétre d’échelle : positif, différent de zéro, appelé écart-type.

uz
= \/2—' e~

™

4.1.2. — La fonction de densité est f(u)

oy
%

o] &

dont la dérivée premiére s’dcrit ue- racine u = 0,

v

wt
et la dérivée seconde F=eT (ut—1) racines u = 4+ 1.
V2w

[N
d

La fonction de densité est représentée par la courbe «en cloche » symétrique par rapport
4 u = 0 qui est le mode, avec points d’inflexion 2 u = - 1 (Figure 5).

4.1.3. — Moments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution normale parfaitement
connue.

Les moments d’ordre r de la variable réduite sont des moments centrés, ils n’existent que
pour r = 1.

Les moments centrés d’ordre impair sont nuls.
1 2n!

2r r!

Les moments centrés d’ordre « 2r » pair sont

On en déduit les moments non centrés de la loi non réduite en faisant la transformation
X2
0

(paragraphe 1.3.2.).

u==

[+

Les cumulants de la loi réduite sont:
XK,=0, K,=1, et pour : r>3 K, =0,
d’ol1 les cumulants de la loi non réduite :
K, = x, K, =% et pour : r=3 K,=0.
La moyenne, le mode et la médiane ont pour valeur x, dans la loi non réduite, la variance

a pour valeur o*
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Les «erveurs-types » des valeurs centrales (racines carrées des variances respectives) pour
un échantillon de taille n tiré d’une distribution normale dont les paramétres x, et o sont connus

par avance, sont:

— erreur-type de la moyenne of Vn;

2

P

/
— erreur-type de la variance o2 \/

-3
n

fonction de densité

Variable raduite U

T | | - 1 I
-3 -2 -1 0 +1 +2 +3

0,5 fonction de répartition
Variable reduite u
] ! i ] { 1
-3 -2 -1 0 +1 +2 +3
Fic. 5.
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— erreur-type de la médiane 1,2533.q/f Vn:
— erreur-type de D'écart-type of y2n.

Les moyennes harmoniques et géométriques n’ont pas de sens.

4.2. — Distribution aléateire de moments calculés.

La loi choisie étant une loi normale, dont les paramétres sont calculés d’aprés un échantillon

de taille n (cf 4.3.).

4.2.1. — Distribution de la moyenne.

x, étant la moyenne et s I’écart-type, calculés d’aprés I’échantillon, nous désirons connaitre
la probabilité qu’a une valeur x, de représenter la moyenne de la population-mére.
T g o Ly~ g
La probabilité pour que la valeur absolue de ¢, défini par ¢t = T (v étant le nom-
sfyv

bre de degrés de liberté, ici v = n — 1), soit inférieure & une valeur donnée, est une loi de Student,
loi symétrique et moins aplatie que la loi normale, tendant assez rapidement vers une loi normale
lorsque n augmente.

Cette probabilité, au non dépassement, est égale & la probabilité au dépassement, définie par
Y

1 ) .
5 94=3 bornes zéro et un et de variate
-

-

une loi Béta incompléte de paramétres p =

u =

v
v 2

Notons que les tables que ’on trouve de la loi de Student donnent toujours la probabilité
au dépassement.

4.2.2, — Distribution de la variance.

s% étant la variance calculée d’aprés Iéchantillon, nous désirons connaitre la probabilité qu'a
une valeur o® de représenter la variance de la population-mére (la moyenne n’intervient pas,
bien que calculée d’aprés ’échantillon).

2]

e s G o . < .
La probabilité pour que la valeur y* = —-,7—— soit inférieure & une valeur donnée est une loi
s%n

de 3% a v (ici v = n — 1) degrés de liberté, loi asymétrique tendant lentement vers une loi normale
lorsque n angmente.

Cette probabilité, au non dépassement, est égale 4 la probabilité au non dépassement définie

.2
- . - Y v » ]

par une loi gamma incompléte de parameétres v = 5= 1, de borne zéro et de variate u = -+

Notons que les tables que I'on trouve de la loi du %* donnent toujours des probabilités au
dépassement.

4.2.3. — Les distributions des moyennes et des variances dans des échantillons tirés d’ane
loi normale sont indépendantes : c’est une caractéristique de la loi normale, qui est la seule a
posséder cette propriété.

Les distributions ci-dessus sont utilisées pour comparer des moyennes et des variances dans
le cas d’échantillons provenant de lois supposées normales pour tester s'ils proviennent de la
méme population-mére. Les tables donnent directement le niveau de signification correspondant
au risque de premiére espéce (cf paragraphe 2.3.3.).
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4.3. — Estimation des paramétres.

La loi choisie étant une loi normale, les paramétres sont estimés comme suit, d’aprés un
échantillon de taille n :

1 n
Le paramétre de position est la moyenne: %= —;Exi.
1

Le paramétre d’échelle o est la racine carrée de la variance:

- n
62 = — 3 (xi—xo)ﬁ.
1

n—1

Tl est & noter que l'estimation de la variance par la méthode du maximum de vraisemblance
conduit 3 :
:_ 15 2
o2 = — = (x; — %g)?%,
1

estimation « consistante » mais moins correcte que la précédente.

4.4, — Test de normalité.

11 n’existe pas de test proprement dit de normalité. On peut se servir des coefficients d’asy-
métrie v, et d’aplatissement y, dont les distributions tendent vers des distributions normales
si la taille n de I’échantillon est assez grande. Cette tendance est assez lente.

La valeur moyenne de v, est zéro et sa variance :
6n(n—1)
(n—2) (n+1) (n43)
La valeur moyenne de v, est zéro et sa variance :
24 n(n—1)2
(n—3) (n—2) (n + 3) (n +-35)

6
tendant vers —-
n

24
tendant vers -

4.5, — Comportement asymptotique de la distribution normale.

. . 1 . ,
Si la fréquence F tend vers 1, et en posant T = T T étant le temps de récurrence,

la variable réduite u tend vers \/2 [Log T —Log u — Log \/Q'T_] c’est-a-dire que u tend vers
V2 Log T d’une fagon parabolique.

4.6. — Calculs a I’ordinateur.

4.6.1. — Calcul de la probabilité correspondant a une valeur donnée de la variable.

9 z
L’ordinateur posséde en bibliothéque la fonction DERF (Z) =;/= f e~ dt qui est
T

disponible en double précision. Il suffit donc pour avoir la probabilité correspo;dlz)mt a une valeur x,
les paramétres x, et ¢ étant connus, de faire le changement de variable :
x—x
L=—="
V2 s
et la probabilité est: .5 + .5 * DERF (Z).
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4.6.2. — Calcul de la valeur de la variable correspondant & une probabilité donnée.
L’inversion de la distribution normale se fait assez facilement sur ordinateur en utilisant
le procédé par corde et tangente et en se servant de la fonction de bibliothéque DERF (Z).

4.6.3. — Calcul des paramétres.

La sous-routine est facile a établir, et n’appelle aucun commentaire.

4.7. — Anamorphose **normale’”.

4.7.1. — L’anamorphose normale revient & faire un changement de variable, transformant
la variable d’origine en variable normale. On peut utiliser sur les échantillons de variables trans-
formées les tests et les distributions de moments mis au point pour les distributions normales.

Le retour a la variable observée peut étre difficile. Par exemple : il est facile de déterminer
un intervalle de confiance de la moyenne des variables transformées, mais comment détermi-
nerons-nous l'intervalle de confiance de la moyenne des variables originelles lorsqu’un paramétre
de forme intervient dans leur distribution en plus des paramétres de position et d’échelle?

4.7.2. — Principales transformations utilisées.

Distribution gausso-logarithmique (cf. chapitre 6). Elle revient & faire le changement de
variable :

je]

=Xy Yo

variable normale y = — Log p
o
0

[+

Distribution gamma incompléte (ef. chapitre 7). Si le paramétre de forme v est assez grand
et le parameétre de position nul, les racines cubiques (ou carrées si y est trés grand) d’une variate
gamma incompléte suivent approximativement une loi normale non réduite.

Les transformations les plus générales sont:

— le développement de Cornish-Fischer qui fait intervenir les cumulants de la distribution ori-
ginelle pour transformer la variable originelle en variable normale. Nous ne la citons que
pour mémoire A cause de sa complication,

— la double anamerphose : on calcule la probabilité correspondant & chaque valeur de la variable
observée dans la fonction de distribution adoptée pour I’échantillon observé, puis on inverse
la fonction de distribution normale de fagon a avoir la valeur de la variable normale réduite

pour chaque probabilité calculée.

4.8. — Approximations intéressantes.

Approximation de la probabilité pour une variable réduite u > 0.
F(u) #l—s !
2 (1+C1u+C2u2+C3u3+C4u4)4

C,=0,196854  C,=0,115194 Gy = 0,000 344,
C, = 0,019 527.

avec une erreur < 0,00025.

Approximation de la variable réduite pour une probabilité > 0,5.

CotCit+ Gy f — , 5
R LR e ey i Ay R t=Y Log (/1 —F (v))

Co=2,515517, €, =10,802853, C,= 0,010 328,
d, = 1432788, d, =0,189269, dy = 0,001 308.

L’erreur sur u reste inférieure a 0,00045.
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V. — DISTRIBUTION DE GUMBEL
OU DOUBLEMENT EXPONENTIELLE

5.1. — Elle est dite aussi ‘‘loi des valeurs extrémes’’.

Considérons des échantillons de taille n de variables aléatoires indépendantes, et une valeur
u de la variate dont la probabilité au non dépassement est F(u). La probabilité pour que toutes
les valeurs d’un échantillon soient inférieures & u est [1 — (1 — F (u))]n.

Sin est grand et 1 — F(u) petit, la probabilité ci-dessus peut sécrire appronmatwement
exp.: [—n (L—F (w)].

En supposant que n [1 — F(u)] puisse se mettre sous la forme e~%, ce qui est purement
gratuit, la fonction de probabilité devient e~¢™".

5.2. — Expressions mathématiques.

5.2.1. — Fonction de répartition.
.. 1—S8 — Xx—2x .
Nous ’écrivons F (x) = —— 4 —e~% avec u= S 2 et S=1 avec le signe de s.
Soit F(x) la fréquence au non dépassement :
Lorsque x varie de — 0 4 + co, F(x) croit de zéro a un.

%, est le paramétre de position : mode.
s est le paramétre d’échelle, différent de zéro, positif (ou négatif).

5.2.2. — La fonction de densité est f(u) = e—% ¢—¢~% dont la dérivée premidre s’écrit
e~% e~¢~" (e~%—1), de racine u=20, et la dérivée seconde e~% e~¢7% (1—3 ¢= L ¢—24), de

racines # = Log [—})— (3 + \/§>]

La fonction de densité est représentée par une courbe en cloche asymétrique (asymétrie
du signe de s), avec points d’inflexion & u = 4 0,96243 (Figure 6).

5.2.3. — Moments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution de Gumbel parfai-
tement connue.

Les cumulants d’ordre >> 2 sont, pour la variable réduite :

0
Ki=(r—11¢(n), fonction de Rieman {(r)= = %
t=1
comme :
5(2) = —6—- il vient: K, = 1,644934,
% (3) = 1,2020569 K, = 2,404114,
¢ (4) = 1 0823232 K, = 6493939,

Les cumulants sont, pour la variable non réduite :
K, = x5 4+ s x 0,5772157
K, = s* x 1,644934
K, = s x 2,404114
X, = s* x 6,493939
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De ces cumulants on peut tirer, si besoin, les moments centrés ou non (cf. paragraphe 1.3.3.):

La moyenne a pour valeur x, + s X 0,5772157.

La probabilité correspondante est 0,570, si s >0, et 0,430, si s < 0.

Le mode est x;, la probabilité correspondante est 0,368, si s >0, et 0,632, si s < 0.
La meédiane a pour valeur x, 4+ s X 0,3665131.,

La variance a pour valeur s X 1,644934.

2
04 fonction de densite
0,3
0,2
8,1
Variable raduite
T T T T T T -
-1 0 +1 +2 +3 +4 +5
Fi
1

fonction de répartition

05

Variable raduite U
T T T ] T I

-1 0 +1 +2 +3 +4 +5
Fic. 6.
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Le coefficient d’asvmétrie vaut 1,139 avec le signe de s; le coefficient d’aplatissement a pour
valeur 2,400 : la distribution est moins aplatie que la normale.

Les moyennes harmonique et géométrique n’ont pas de sens.

5.3. — Estimation des paramétres par les moments (échantillon de taille n).
En utilisant les sommes des trois premiéres puissances de x et en posant:

n n n
S, =2Zx;, S,=3x], et S;==Zxi,
1

1 1
i vient : 23— 2y T — =52,
i vient : . s? = (0,780)% x — <Sz — S,)
et : g —-—% 8, —s x 0,5772.

le signe de s étant celui de (moyenne — médiane) ou, avec une meilleure certitude si la taille de
. . . 3 2

Péchantillon n’est pas grande, déterminé par le signe de: K;=35; — S, 8, + F—S‘f.

5.4, — Détermination des paramétres par la méthode du maximun de vraisemblance (échan-

tillon de taille n).

Pour une valeur x; de la variable, la fonction de densité a comme valeur:

1 F{—=%¢ Tj—Zg
—eT T 3 e"¢ T s
|'s]

Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit :

T =Ty
— e T ¢

—_7 Logls{_zu

3
en dérivant par rapport 4 x; et 4 5, et en annulant les dérivées:

2 2 1
s—]—-Zx,-e“T/Ee*T:;—Ex,-,
z:
—?—:Logn—Log (Ee'?t>-

23 T
Si nous considérons: Y =s 4 T x; e"&ﬁ/ Se T, indépendant de x,, nous constatons que
la dérivée de Y par rapport 4 s est toujours supérieure a 1; la liaison entre Y et s est donc mono-
tone. La sous-routine de calcul des paramétres par un ordinateur est assez facile a écrire, mais
il faut commencer par déterminer le signe de s par K, comme au paragraphe 5.3.

5.5. — Comportement asymptotique de la distribution de Gumbel.
1
1—F°
rence ou période de retour, la variable réduite u tend vers Log T, si s >0, et | u.[ tend vers

Log (LogT), si s < 0.

Si la fréquence F tend vers 1, et en posant: T = T étant le temps de récur-

5.6. — Caleculs 3 1’ordinateur.

Les paramétres x, et s étant connus, il est facile d’établir les sous-programmes de calcul
d’une probabilité correspondant 4 une valeur donnée de la variable, en utilisant la fonction de
bibliothéque EXP (Z), ou d’inversion de la fonction en utilisant la fonction de bibliothéque
ALOG (Z).
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V1. — DISTRIBUTION GAUSSO-LOGARITHMIQUE

6.1. — Expressions mathématiques.

6.1.1. — Fonction de répartition.

1 u 1 Log?u
Nous Pécrirons : F (%) = _E:: ¢ @ du
[«3 T
0

x—x,

avec : U= ,
s

formulation qui fait bien ressortir les roles des paramétres, plutst que d’utiliser ’Scriture :

1 wo_w
F(x) = — €72 du’, avec: u' = aLlog(x—=xy) + b
Tr )
F(x) fréquence au non dépassement, lorsque u varie de 0 & + 20 (ou x de x4 & 4 =0), F(x) croit
de zéro a un.

x, est le paramétre de position : borne inférieure.
s est le paramétre d’échelle, positif, différent de zéro.

o est le paramétre de forme, positif, différent de zéro.

1 1 Loglu

6.1.2. — La fonction de densité est: f(u) = V,9——e‘ 27 , dont la dérivée premiére
syV2rmu
.o . —1 1 Leg® u Loz u . ] PR
s’écrit ¢ e a1 + 2— ), de racine Logu=-—q® et la dérivée seconde:
cy2 wut o~

1 1 Logzu [ Log®u =~ 3 Logu 1° . — o® R
———_-——-—3-9“-3‘,%,,—“-( f P~ L 2 ——=),de racines Logu = 3o /1+ %)
sy2w U = . o™ a= 2 %/

La fonction de densité est représentée par une courbe en cloche asymétrique. La tangente
en u = 0 est toujours nulle, et il y a toujours deux points d’inflexion. Quel que soit u, les valeurs u

- 2 of

et

, ont la méme densité de probabilité (figure 7).

6.1.3. — Moments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution gausso-logarithmique
parfaitement connue.
. » . 2 gt . o,
Le moment d’ordre r de la variable réduite est m, = e 5, quel que soit r positif ou
négatif dont on peut déduire le moment (non centré) d’ordre r de la variable non réduite en fai-

. x—x

sant la transformation u = Y (cf paragraphe 1.3.2.).
t]

La moyenne est: Tg+seF ;

La variance est: K,=s2e% (9% —1);
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Le cumulant d’ordre 3 est: Ky = 5% €39%/2 (e9° — 1)% (¢%% + 2);

Le cumulant d’ordre 4 est: K, = s %% (e° — 1)3 (39% 4 3 ¢2°% L 6 ¢9% L 6).

Le coefficient d’asymétrie est : v; = (e° + 2) \/e ot 1,

L’asymétrie est toujours positive et augmente avec o

Le coefficient d’aplatissement est: v, = (e 9% — 1) (¢3%° 4 3 ¢2°% + 6 ¢ 4 6). Il est toujours
positif, et la distribution est d’autant moins aplatie par rapport 4 la normale que ¢ est plus

grand. Lorsque ¢ tend vers zéro, la distribution tend vers une distribution normale, les deux
coeflicients y; et v, tendant vers zéro (Figure 8).

125 / —
/f
/
e P
“ L~
e -
100 / — e
/ -
/ o
- 1

¢ /] -
5 075 e
: / 7
o /
> e
: P
5 L~
4 J L

050, >

/]
/] , e e e wmne Coefficient d”aplatissement K, /K3
/] ————— . Coefficient d’asymétrie Ki/K2'2
4
A /|
0zs. /
a Coetficients | ¥4 et {3
01 2 3 4 55 7 8310 20 50 100 200 500

FIG. 8.

2
Le mode est: x; + s ¢70°;
La meédiane est: x, + s.
a2
La moyenne harmonique de la variable réduite est ¢ = 3, I'inverse de la moyenne harmonique
est le moment d’ordre — 1 dont la variance est la méme que celle de la moyenne.

La moyenne logarithmique de la variable réduite est nulle, donc la movenne géométrique
est égale 4 1 quel que soit o.

Le graphique de la figure 9 montre les positions relatives, suivant les valeurs de s et pour
des lois gausso-logarithmiques réduites, du mode, de la médiane, et des moyennes arithmétique,
géométrique et harmonique.
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Fic. 9.

6.2. — Estimation des paramétres par les moments (échantillon de taille n).

En utilisant les sommes des trois premiéres puissances des valeurs observées (=, .
et en posant :

0|

A

= e

Sy

S|

1 1.,
=;-Ex,-, Sg=—772x‘;, SS Zx‘?,

on obtient les équations :
K, =5A=8, —x,

K,=s?A2(A2—1) =

n

(Sy—

2

CHE

n—1

K, = s3A3 (A2 — 1)2 (A2 + 2) = (S;—3S,S, + 2 S3).

n2
(n—1)(n—2)
Nous proposons la solution suivante :

2=n(n—l)
(n—2)?

(S;— 35,5, + 2 532
B—5)

=3¢

(]
\

avec

K3/K§ = (A*—1) (A2 4 2)

L’équation du 3¢ degré en A? a une racine réelle unique et positive qui est:

A= C+VICT O+l rc—vITT®" —1,
o par ¢ =2 Log A;

d’ou

ee X .

E™)
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_ 5,—5% "
SATAECD) “w=1°

s par s®
%y par x5 = S; — s A,

6.2.1. — Si x, est choisi @ priori, il est plus simple de passer par les rapports des moments
non centrés :

T(xg—x 1 42
R1=————-( — R L )
R =———————Z(xi—x°)2—-se§cz-
ETOS (w—xy)
Z (g — xp)3 5
R3=—————-———-(i' °)2=se%f’"",
Z (% — %)
R, o
d’oir: e = =2 et o*=LogR,—LogR,
R, 2
1, R,
et: s=R, e27 =R, ]I:_:l.

Remarquons que la quantité R = Log R; + Log R; — 2 Log R,, qui n’est pas forcément
nulle pour un échantillon de taille finie, a une valeur moyvenne nulle pour un grand nombre
d’échantillons de la méme taille tirés de la méme population-mére, En supposant linéaire la
corrélation qui existe entre la_quantité R et la quantité R’ = Log R, — Log R, nous pourrions
améliorer la détermination de o* d’une fagon analogue & la méthode suivie dans la loi gamma
incompléte (cf. paragraphe 7.2.2.). Les expressions auxquelles on aboutit sont trés compliquées.

.

6.3. — Détermination des paramétres par le maximun de vraisemblance (échantillon de taille n).

Pour une valeur x; de la variable la fonction de densité s’écrit :

1 1 Log? { (@t—z0)/2]
= €T ag
sy2n xi—x; =

Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit :

—n Log (\,/2 %) — n Log ¢ — E Log (% — %)
— —21? [Z Log? (% — x¢) — 2 Log s = Log (x; — %,) + n Log®s].

En dérivant par rapport & %y, § et ¢ et en annulant les dérivées, on obtient aprés
simplifications :

1 5 2
n—;z-[E Log? (xi — xy) — 2 Log s = Log (x;—x,) 4 n Log®s] =0

nLogs—Z Log (z; —=x,) =03

g1 ——%[Logs gt glos (x‘._x")J:O;
X3 - Xy o= Xj = Xy Xj—— Xy
1 1
en pesant : SH =— % ——"—,
n Xi— Xy
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I

= Log (x — %),

Log (s — )

3

wn w
= [l
jasi
H

:i|t—- §Il—‘ ;],_.

X — Xy
SLL = — X Log? (x; — %),
il vient :
Log s = SL donnant s une fois x, déterminé,
6% = SLL — SL? donnant ¢ une fois x, déterminé,
et SL—SSLI_II-I — SLL + SL2 =0 out la seule inconnue est x.

Pour résoudre cette dernidre équation, transcendante et implicite, nous posons:
SQ = SLL — SL2,
SP = SL. — SLH/SH.
La dérivée de SP par rapport & x, est supérieure a la dérivée de SQ par rapport 4 x,. Pour
résoudre 1’ equatlon en x,, il suffit de choisir une valeur initiale de 2 calculer SP — SQ. S5i cette
quantité est negatlve, la valeur choisie pour x, est trop petite, sinon la valeur choisie pour x,

est trop grande. D’ou [’écriture de la sous-routine de détermination des paramétres & [’aide
d’un ordinateur.

n
d

s
=]

[

oy

6.4. — Estimation des paramétres : loi gausso-logarithmique tronquée avec troncature. Esti-
mation par les moments.

Dans le cas de la loi vausso-logarithmique, nous ne trouvons jamais de forme en «J » (ef.
paragraphe 7.4.). Mais lorsque le paramétre de forme devient supérieur 4 1, on peut se trouver,
dans la pratique, dans un cas analogue : le mode étant voisin de la borne inférieure x,, le nombre
des observations, qui auraient dil étre faites dans la tranche x,, x5 (x5 seuil de troncature, qm
peut &tre supérieur au mode) et dont la fréquence totale n'est pas négligeable, est inconnu ainsi
que les valeurs individuelles de ces observations.

Nous pouvons admettre (cf. paragraphe 7.4.) que la borne inférieure x, est connue par
avance avec une approximation suffisante. En posant :
S, = Z (% — %) S, = T (x; — xy)3, Sy = = (x; — x,)3, S, = I (zy — xy)4

sommes qui sont convenablement connues car les observations non faites (v; peu différent de
x,) et done non utilisées interviennent pour peu de chose dans ces totaux. En effet, nous nous
servons de toutes les observations disponibles sans faire de troncature 4 un seuil supérieur i
celui qui est imposé par la sensibilité de 'appareil de mesure.

Nous écrivons les équations :

: 3 g2

Ry = 54/S, =se? »
543

R, =5,/S,=s5e2 -
Tat

= 5,/S5; =se2 -

11 suffit en principe des deux premidres pour calculer les paramétres ¢ et s:
o = Log R; — Log R,

3.4 Rn-’)/‘l
R‘:e 2 == “'3/_ .
RS

v
I
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Le nombre «théorique » d’observations est M donné par:

M=s,/(s ¢T) =5, (%)3

et si 'on appelle A le nombre total d’observations possibles, compte non tenu du tronquage
ni de la troncature, le paramétre Fj est calculé par:

F A—M
0 A '
Nos nczmmntt JLL 2 ociarann :mleze hosed 223va rvamsssl o
i Pulu L UCUILYL cuiniue l-’l.uﬂ daul uug Liudub LG o

R =Log R, 4+ Log R; — 2 Log R;,

de valeur movenne nulle, et utiliser la corrélation, supposée linéaire entre la quantité R et la
npeiamtd i SUPPOSeE s aw
quantité R’ = Log R; — Log R, pour améliorer la détermination de ¢% Les expressions auxquelles

on aboutit sont trés compliquées.

6.5. — Détermination des Paramgt_reg par

tronquée avec troncature.

La borne inféricure x, étant connue par avance et le seuil de troncature x;, étant choisi
(cf. paragraphe précédent).
On applique la méthode aux n observations conservées (x; >

1— F nw og?
Wﬁ‘/ %8 55 du avec u = (% — xg)/s.

Pour une valeur x; de la variable, la fonction de densité s’écrit :

1—F 1 Logi({z; —T4)/s) e 1 Log® 1
—t 7w 267 du.
g V2 T Xy — xl] \/2 ™

Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit :

xp) dont la probabilité totale est :

—nLogs—nLogy2 =—X Log (x; — ;)
% Log? (v; —x,) — 2 Log s T Log (¥; — x,) + n Log?s]

L L
—n Log l—cvzn/ .

En dérivant par rapport 4 s et 4 o et en annulant les dérivées on obtient (dérivée par rapport’

as)
1 1 ’X}; 1 LOC’ u Log U /
n — o
— S Log (v —xy) ——F Logs—n|— — = 2% du }
s o2 5 o2 se w2z © /
-
“n Log? &
1_.._.._1 _1.e cqr du | = 0.
sV2 = %, u
s o 1 1 R -
qui s'écrit en posant : — T Log (%; — x,) = SL, - = Log? (x; — o) = SM,
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1 TRl _etu Xp— %,

t'—— —e" 3% du = Py, 3 = uy,
c\/ ) 14 s
e x[) 1 _'Logz uh
—(SL.—Logs ='_L—2—Gi——‘,
5 82) V2 =(1— Py)

et {dérivée par rapport a o) :
—n

— ";]%,‘ |:3 Log? (x; — xy) — 2 Log s = L'og (; — %) + 1 Log? sj]

1 xh i Los’ 4 du 1 xpn L0g3 u _lea?u du

—n|—= ————e~ 2t — —

s [z, o2 = u sy2 7w %y o3 u
qui peut s’écrire :
Log up e~ 3o

S VZz(1—Py)

c—lg(SM—'—ZSLLOgs——;-LOggs)—_—l—}-

Nous nous trouvons en présence d’un systéme de deux équations implicites et transcendantes
en s et s, que 'on simplifie en gardant la premiére et une combinaison des deux :

SM — SL Log (xp — %) — o* = Log s [SL — Log (x5 — x,)].

La méthode que nous pensons la meilleure pour le calcul par ordinateur consiste & choisir
au départ une valeur de s, d’olt une valeur de s d’ aprés 1 la derniére équation, et faire varier s pour

que SL soit peu différent de: Logs + o e~ =5mt/\ 2 = (1 — Pp).
Le paramétre de tronquage F, est calculé par (A étant le nombre total d’observations
possibles, compte non tenu du tronquacre ni de la troncature, et P, étant la derniére valeur

calculée plus haut de:

?
1 %hoy oy
— — = u,
a2 w % u

n étant le nombre d’observations conservées, de valeurs égales ou supérieures au seunil de
troncature) :

_nm/A

Fo=l—1—7p,

6.6, — Comportement asymptotique de la distribution gausso-logarithmique.

%, T étant le temps de récurrence,
la variable réduite u tend vers: exp V2 [Log T — Log (Log u) + Log (1/y2 =)] o2 Il n’y a pas
d’asymptote 4 proprement parler, mais on peut dire que u tend vers ¢V¥9 T J’ype fagon
parabolique.

Si la fréquence F tend vers 1, et en posant T =

6.7. — Calculs a I’ordinateur.

Pour le caleul de la probabilité correspondant a une valeur donnée de la variable, connaissant
les paramétres xg, s et o, il suffit de faire la transformation :

_ Log ((zs—5p)J5)

[+3

pour étre ramené au cas de la variable normale réduite : cf paragraphe 4.6.

L’inversion de la loi gausso-logarithmique se fait suivant la méme marche que U'inversion de
laloinormale, avecin fine la transformation de la variable normale en variable gausso-logarithmique.
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VII. — DISTRIBUTION GAMMA INCOMPLETE

7.1. — Expressions mathématiques.

7.1.1. — Fonction de répartition :

Elle s’écrit :
1 u
F (=) =T . u'—le=¥du avec u = (x-— xy)[s

F(x) est la fréquence au non-dépassement.

Lorsque u varie de 0 & 4+ <0 (ou x de x4 & - c0), F(x) croit de zéro a un.
"o
T(y) est la fonction gamma compléte : I'(y) == w1 ¢=% du;
0

%, est le paramétre de position, borne inférieure de I'intervalle de définition de la variate;

s est le paramétre d’échelle ; s ayant les mémes dimensions que x et %, nous ne conserverons
pas la notation a = 1/s prise d’habitude pour ce paramétre. s est positif, différent de zéro;

¥ est le paramétre de forme, positif, différent de zéro.

1
I'(y)

w2 g~u [(v— 1) — u], de racine u = v —1

7.1.2. — La fonction de densité est: f(u) = ui—tem¥

dont la dérivée premiére s éerit : )
Y

et la dérivée seconde : uSeu[(y—2) (v—1)—2(v—1) u+ u¥,

1
Iv)
de racines u = (y —1) &V -(—1,‘ d’oit les différentes formes possibles de la représentation
graphique de la fonction de densité.

0 < v < 1 densité de probabilité infinie & u=0, pas de mode réel ni de points d’inflexion (mode

observé 3 u = 0). La densité de probabilité tend vers zéro si u tend vers | 2. Loi
dite en ((J »3

y=1 densité de probabilité 1 & u = 0, pas de mode réel ni de point d’inflexion (mode
observé 4 u = 0). Loi exponentielle ;

1 < v < 2 densité de probabilité nulle 4 u = 0, avec tangente + co. Mode & u =v— 1. Un
point d’inflexion & u = v-—1 -4V —1: la seconde racine est négative en dehors
de I'intervalle de définition de la variable;

y=2 densité de probabilité nulle & u == 0 avec tangente - 1. Mode & u = 1. Un point
d’inflexion & u == 2 (Pautre étant & u =0);

2 <y densité de probabilité nulle & u = 0 avec tangente nulle. Un point d’inflexion &
u=+v—1—yv—1, mode & u= y—1, second point d'inflexion 3 u=+v—1
+ v’y — L. Courbe en cloche asymétrique.
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Nous montrons en figure 10 les différentes formes des représentations graphiques de la
fonction de répartition, et de la fonction de densité d’aprés les valeurs de u. Nous donnons égale-
ment les différentes formes de représentation de log (1 — F) en fonction de u, c’est-a-dire les
représentations de (1 — F) en coordonnées semi-logarithmiques.

f
05 Fonction de densita pour différentss valeurs de §
075
1.0
050,
15
025,
' N 50
-\\
h) / \55\\4__—
] ] 3 - & Variable réduite”

Fonction de répartition pour différantss valsurs de i

//1‘-—_______—-{_———:
08 /
18
a5 4 - 20 /
v /
/ 2
0 /-/ Varigblel réduite u
Q 1 &

A

Fréquence au dépassement en coordonnées semi logarithmiques

v N
\\2‘0\‘
~— I~
5 \‘\ T —
&. T~ \
o —— (1-F)
Fic. 10. 0001 0,002 0005 001 002 005 01 02 65 10
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7.1.3. — Moments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution gamma incompléte
parfaitement connue.

Le moment non centré d’ordre r de la variable réduite est:

mr=r—(;—g}ﬁ=v(v+l)~--(v+r—1)

dout on peut déduire le moment non centré d’ordre r de la variable non réduite en faisant la trans-
formation u = (x — x,)/s (¢f paragraphe 1.3.2.). Si le paramétre de position est nul:
mg y = 5" my.
La variance du moment d’ordre r de la variable réduite est, pour un échantillon de taille n
tiré d'une distribution gamma incompléte parfaitement connue :

var my = — (mgr — m2).

Le cumulant d’ordre r de la variable réduite est:

kr=vy(r—1!

et les cumulants de la variable non réduite s’en déduisent par la relation (r >1):
Ks‘ TQy r — sr Kr-

La moyenne est: Xg 4 v

La variance est: K, = vs?;

Le cumulant d’ordre 3 est: Ky =2 v s%;

Le cumulant d’ordre 4 est: K ;=6 v st

(%]

Le coefficient d’asymétrie est: vy, = 2/V/y; I'asymétrie est positive et diminue lorsque <
augmente.

le coeficient d’aplatissement est: v, = 6/v. Il est toujours positif, et la distribution est
d’autant moins aplatie par rapport 4 la normale que vy est plus petit. Lorsque v croit indéfiniment,
la distribution gamma incompléte tend vers une distribution normale, les deux coefficients v,
et v, tendant vers zéro. (Figure 11.)

Le mode est xy - (v — 1) s; il n’existe que pour ¢ >>1; la médiane est égale &:

1 0,019733 0,00721144 0,00038554
x°+<Y—-3—>s+s{_ ‘ra T +* + * : +:]

La moyenne harmonique de la variable réduite est : (y — 1) qui n’a de sens que pour v > 1.

L’inverse de la moyenne harmonique est: 1/(y — 1) dont la variance est ——mr—s
(pour vy >2). (r—1)2*(r—2)

Si le parameétre de position est nul, la moyenne harmonique dans la loi non réduite est:
s (y—1). .

La moyenne logarithmique de la variable réduite est: ¢ (v), dérivée logarithmique de la
fonction I'(y) par rapport a y.

1 [

b {y) = —e
9 (¥) T(v) 0
de ¥(y) par rapport a v.

Luu™!e% du. La variance de la moyenne logarithmique est 4‘ () dérivée

La moyenne géométrique est égale & ¢ ¥¥) dans la loi réduite, et si le paramétre de position
est nul, elle est égale a4 se*¥ dans la loi non réduite.
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La figure 12 montre les positions relatives suivant les valeurs de y et pour des variables
réduites : du mode, de la médiane, et des movennes arithmétique, géométrique et harmonique.
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Les erreurs-types des valeurs centrales, pour un échantillon de taille » tiré d’une distribution
dont les paramétres v, s et x, sont connus par avance, sont les suivantes :

=
Erreur type de la moyenne: s /%
n
GIR T
Erreur type de la variance : 52 \/_____..__" r(x +3) ,
n

Erreur type de la médiane : 1,2533 s \/E,

n
Erreur type de Dlécart-type: 5 \/_Y-;i
n
7.2. — Estimation des paramétres par les moments (échantillon de taille n).
En utilisant les sommes des trois premiéres puissances des valeurs observées (x, ... x; ... xp)
et en posant:
1 1 1
Sl=;§.".x¢, S,_.=;Ex%, S3=;Ex%.
nous avons les équations :
TS —xy =3,
a . n Q2
yst= n—1 (SZ s‘l)’
288 = n (Sq—3S, S, + 259
(= m=1) (r—2) ©° T A
_n (S3—38,8+28)
d’otr : 5_2(71—2) 5, -5 s
_am—2F  (5,—S),
T n(n—1) (5;—38S,S, +283)?2’
. _n—2 (S, — S%)2 3
" n—18S5,—3S5,S,+25% r
7.2.1. — Six; a été choisi a priori, il est plus simple de passer par les rapports des moments

non centrés :
R1=—+=~(s,
2
Ry=—— " =~vys+4s,
R, = s=v$§+ 2s.

Pour un échantillon de taille infinie la quantité : R; + R; — 2 R, est nulle. Appelons résidu
la quantité : R = R, + Ry — 2 R, qui n’est pas forcément nulle pour un échantillon de taille
finie, mais dont la valeur moyenne est nulle pour un grand nombre d’échantillons de méme taille
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tirés de la méme population mére. En supposant lindaire la corrélation qui existe entre le résidu
R et le rapport R,, nous pouvons améliorer la valeur brute de R, (le coefficient de corrélation de

R avec R, est nul).

R, =R;—R la premiére valeur de y ayant été calculée par:

L
34+7(x+1)°
r= Ry/(R;—Ry.

Les valeurs finales des paramétres seront :

s = Ry — By,
r = Ry/s.
7.3. — Détermination des paramétres par le maximun de vraisemblance (échantillon de taille n).

Pour une valeur x; de la variable, 1a fonction de densité s’écrit :

s (x'i — xﬂ)'x‘—i e—lat—mzd)ls,

1
T(v)
le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’éerit :

1
—n Log (P(v)) —n y Log s + (v — 1) = Log (% — =) ———S-E (% — xg).

En dérivant par rapport i %, s et v et en annulant les dérivées on obtient :

(dérivée par rapportd x;) nfs—(v—1) 1 =90,
Xy —— Xy

1
;2‘(x1—x0)—n‘f= 0,
= Log (x;— xy) —n Logs —n ¢ (v) = 0.

La premiére équation n’est pas utilisable pour v < 1: car la moyenne harmonique n’a pas
de sens pour ces valeurs de v.

- 1
En posant : x == — Zxp
n

1

1 1 1
— —_ — 2
Sh—- n z p xo, Sl— nELOg(Xi-“xo), Sg-— nzxis
et en supposant d’abord y >1, il vient:

s = (x— %)/ donnant s en fonction de x, et de v,

Y
4 —

=8y (;—xo) = z,
Logy— 4 (y) = Log (;—:\:())—-S1 =y.
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Nous avons un systéme de deux équations implicites et transcendantes pour déterminer
%y et y. La méthode qui semble la meilleure & utiliser est de choisir une valeur de x,, calculer z
et ¥ d’oui des valeurs pour v :

vz = 3(z—1),
vy = 0,5000876/y + 0,1648852 — 0,0544274 y.
cette derniére formule représentant une solution approchée (avec une erreur relative maximale
sur vy de 0,01 %) de I’équation :
Logy—d{(y)=y pour v =1

(qui pourrait &tre résolue en y par une des méthodes d’inversion de fonctions).

On compare y; et vy pour savoir dans quel sens faire varier x;: si (y; — vy) est positif, la
valeur choisie pour x; est trop petite, si (v; — yvy) est négatif, la valeur choisie pour x, est trop
grande.

- D’oi1 le choix d’une nouvelle valeur de %, et un nouveau calecul de v, et de y,. L’on procide
par approximations successives jusqu’a trouver : v;/yy = 1 4 0,01 9 prés.

En supposant y < 1 nous suivons une marche analogue 4 celle décrite ci-dessus, avec :

—1 - -
Yz = (x —20)? [ (53 — %),

n

en remplagant ’équation contenant la moyenne harmonique par I’équation calculant le moment
centré de second ordre, et : :

vy = (8,898919/y + 9,059950 -+ 0,9775373 y)/(17,79728 + 11,968477 y + ¥,
formule qui représente une solution approchée de I'équation :
Logy—d(v)=y pour v < L.

La comparaison de v, et de v, donne une régle inverse de celle trouvée ci-dessus : si vz — )
est positif, la valeur choisie pour x; est trop grande...

7.4. — Estimation des paramétres : loi gamma incompléte tronquée avec troncature. Estimation
par les moments.

Nous nous plagons dans le cas de lois en « J » (y < 1) ou dans le cas de lois dont la fonction
de densité admet une tangente infinie i l'origine (1 < y < 2), ces lois étant tronquées (cf. para-
graphes 1.4. et 2.5.3.), c’est-a-dire que la fréquence des observations inférieures ou égales 3 la
borne inférieure x, n’est pas nulle. De plus, nous nous plagons dans le cas d’une troncature, c’est-
a-dire que le nombre des observations qui auraient di étre faites dans la tranche xy, x (xj seuil

de troncature, supérieur 4 la borne x,) est inconnu, ainsi que les valeurs individuelles de ces obser-
vations.

Le seuil de troncature peut étre déterminé par la sensibilité de I’appareil de mesure, on ses
conditions d’emploi. Prenons par exemple un échantillon de hauteurs pluviométriques journa-
liéres : on peut choisir le seuil de troncature & 0,1 mm puisque les quantités inférieures a cette
hauteur ne sont pas mesurées ; mais il vaut mieux choisir un seuil plus élevé (5 ou 10 mm) car
Pévaporation dans le pluviométre n’est pas négligeable pendant les jouwrnées & faibles hauteurs
pluviométriques qui seront connues par défaut quels que soient la conscience et le soin de I'obser-
vateur.
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Nous pouvons admettre que la borne inférieure x, est connue par avance avec une approxi-
mation suffisante. En posant :
8, = I (% — %), x; — %g)%, S, = I (% — x)3,
)4
/

sommes qui sont convenablement connues car les observations non faites (x; peu différent de x,)
et donc non utilisées interviendraient pour peu de chose dans ces totaux.

Nous écrirons les équations :
Ry=5,/S; =+vs+ s,
Ry = 8,/8, = vs 4 2s,
R, =8,/8;=1+vs4 3s.

11 suffit en principe des deux premidres pour calculer les paramétres vy et s:
s =R;—R,,

1 .
y="(2R;—Ry).

Le nombre « théorique » d’observations est M donné par :

et si I'on appelle A le nombre total d’observations possibles, compte non tenu du tronquage ni
de la troncature, le parameétre F, est calculé par:

A—M

Fo=2="1

On peut définir comme plus haut (paragraphe 7.2.1.) un résidu R = R, + R, —2 R;, de
valeur moyenne nulle. En supposant linéaire la corrélation qui existe entre le résidu R et les rap-
ports R, et Ry, nous pouvons améliorer les valeurs brutes de ces rapports : :

Ru=R,—R x 2/B+37(x+1)+39(r+ 1+
Rge = Bg— R X [T+ 16/(v + 1]/ [3 + 37/(x + 1) + 39/(+ + 1) (r + 2)},

2R, —R,

la premitre valeur de y ayant été calculée par: v = R’
g D2

les valeurs finales des paramétres seront :

s= Rgz— Rgq,

Y= 2 Rga—'Rmz
Rys — Rog '
Fo == l _ SI

A(2 Ry —Rya) ~
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7.5. — Détermination des paramétres par le maximun de vraisemblanee : loi gamma tronquée
avec ironcature : la borne inférieure x, étant connue par avance, et le seuil de tromcature x;
étant choisi (cf. paragraphe précédent).

On applique la méthode aux n observations conservées (x > %) dont ld probabilité totale

est:
1—TF, @
SnB.. 4 u¥—le—%du avec u == (x — x,)/s.
T() /;, =]

Pour une valeur x; de la variable la fonction de densité s’éerit :

(1 _ Fo) —" - —1 =T ; —=2g)/¢ (1 - FO) ® —_—f U
——1-_‘-(-;-)-——8 (xi x())Y e ) W 2 u” e du

Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit :
1 CEn
(v —1) = Log (x; — xy) — n v Log s — e (% —x9) —n Log | T(y) — u™t =% du.
%o

En dérivant par rapport & s et v et en annulant les dérivées on obtient :

o _ \ ¥ P 'nxh
—r+ l z (x»; xo) __(xh xo> - ‘l‘ 0 /[P(‘() _/ u¥—1 o= du] =0,
S n S / xo

= Log (%; — =)

Logs— -
xn xh
+ 19 () T{y) — LuuY='e¢% du T(y) — w—tle ¥%du {=0.
EN %o
Xp == Xy 1 uh -1, —u
en posant : up = ——————2 t Pp=—— Y—1, du,
P 3 p e A () ﬂ u
D(xi—x v
yom ZEE) gy 0 — Py,
Logs = ZLog(u—)
eo]
(=1 upr L)
— + = — v) (1 — .
+[ ¢(Y)P(Y)1r=0 P Log up m—— () (1 — Pp)
o'e]
Lasérie I est alternée, absolument convergente, et trés rapidement convergente si
r=20
up<1.

Nous nous trouvons en présence d’un systéme de deux équations transcendantes et impli-
cites en s et v. Il est impossible de choisir des valeurs approchées de v et de s & porter dans la pre-
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miére (ou la deuxit¢me) de ces équations pour calculer une valeur de « (ou de Log s) : le systéme
est toujours divergent.

La méthode que nous avons mise au point pour le calcul par ordinateur consiste & choisir
au départ un y calculé par la méthode des moments, puis & déterminer s par approximations suc-

Eﬁ’@;ﬂl #vs 4 s up’ e [T(y) (1 — Pa)l,

% Log (%; — %)
—_— # Logs

3 ‘;0 (—1)r uprer 1
+[¢ () P(Y)_,;OTY_:—T@%W—Y_-—I-_?)]/ I(y) (1—Pa)

on retourne i la détermination de s, puis 4 celle de v et ainsi de suite. La convergence des détermi-
nations successives de s et de v est assez rapide.

on détermine alors y par approximations successives pour que

Le paramétre de tronquage F, est calculé par:

njA
1—P,°
A étant le nombre total d’observations possibles, compte non tenu du tronquage ni de la troncature,
. s . 1 o ‘
et Py, étant la derniére valeur calculée plus haut de Ol u—! ¢=% du, n étant le nombre
D /o

d’observations conservées, de valeurs égales ou supérieures au seuil de troncature.

Fo—_—'l'—'

7.6. — Comportement asymptotique de la distribution gamma incompléte.

Si la fréquence F tend vers 1, et en posant T = . T étant le temps de récurrence ou

1
1—F
période de retour, la variable réduite u tend vers Log T — Log (T(+)) + (y—1) Log u.

Tl n’y a pas d’asymptote 4 proprement parler, mais on peut dire que u tend vers Log T d’une
fagon parabolique.

7.7. — Calculs a I’ordinateur.

7.7.1. — Calcul de la probabilité correspondant 4 une valeur donnée de la variable.

11 s’agit d’utiliser un développement limité permettant de calculer :

u
F (x) = 1 ule%du avec u= (r—%0) .
(v Jo s

Cette expression peut s’intégrer par partie de deux fagons différentes :

soit, en posant y = § - r ol r est entier positif et § >0:

F (%) wop 2L L (i
x) = — e~ T —_— u~*t g% du.
;=1 T+ " T /o

. o P u
les r termes du développement limité se déduisant I'un de P’autre par : Uy = 11 Uy
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soit, en pesant § == y - r olt r est entier positif :
D,

Pl e b1 [

. ud-1le~% du,
=1 T(r+13)  TE) Jo

U;

les r termes du développement limité se déduisant 'un de 'autre par Uy, = .
PP P V=TS

Lorsque u est supérieur ou égal 2 17,0, nous utilisons le premier développement avec r termes,
e

u
ce nombre étant calculé pour que : I‘(!S) / ud~1 g~% dy soit égal 2 1 avec une erreur d’au plus
0

0,00000005, ce qui est atteint pour :
3 < (Vu—2,81)2—0,7, .

r est alors la partie entidre de 'expression v — 3 4 1.

Lorsque u est inférieur & 17,0 nous utilisons le second développement avee r termes, ce nombre
u
0] ud~1 =% du, soit égal & zéro avec une erreur d’au plus
0

0,00000005, ce qui est atteint pour :

étant calculé pour que :

52 (Vut+ 2,87)2—4,5,

r est alors la partie entitre de I'expression 5 — v.
Le programme que nous avons éerit fonctionne avec des valeurs de y inférieures & 113,0.

7.7.2. — Calcul de la valeur de la variable correspondant & une probabilité donnée.

L’inversion de la fonction gamma incompléte se fait facilement par la méthode générale
« du pas » en partant de la valeur moyenne de la variable réduite u = .

7.8. — Approximations intéressantes.

3
A R . 232 i) %
On se raméne & |utilisation d’une table de la loi normale en considérant que : \/ =
£ —x
1 . 9
est distribué normalement avec pour moyenne 1 ——— et pour variance = L’approximation est

9y 9.
d’autant meilleure que y est grand. Dés v = 8 I'erreur est inférieure & 19/; sur les probabilités
au non dépassement allant de 0,01 & 0,999 et méme inférieure & 1 %, sur des probabilités au non
dépassement allant de 0,05 a 0,99.
Lorsque vy est supérieur 4 50 on peut considérer que la quantité : VA (og—xg)fs — v 4 v—1,
est distribuée normalement avec, comme moyenne zéro et un comme variance.

Si 2 y est un entier, on peut utiliser des tables de 32 en prenant 2 vy comme nombre de degrés

. . Xy —— X
de liberté et 2 “——" comme argument.
s

La somme des y premiers termes d’une distribution de Poisson :

r—1 mé m
I e (v entier) est égalea 1— u¥~1 g% du,
i—= : 0 '
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VIII. — DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GENERALISEE

8.1. — Expressions mathématiques.

8.1.1. — Fonction de répartition.

=1

i1 iin A o A
4 1j8 -~ had e -
T e ge2’ avee: u = -——-—-S——‘-’, c étant égal 4 1, avee le

2

Nous ’écrirons : F (x) =
signe de s 3.

F (x) est la fréquence 4u non dépassement : lorsque, s étant positif x varie de x4 & + o0, ou
que, s étant négatif x varie de — 00 & xy, F (x) croitde 02 1;

x, est le paramétre de position, borne inférieure de I'intervalle de définition de la variate si s est
positif, ou borne supérieure si s est négatif ;

s est le paramétre d’échelle, différent de zéro, ayant les mémes dimensions que x, et x;
3 est le paramétre de forme, différent de zéro.

La distribution exponentielle généralisée correspond :
Si s et 3 sont positifs : & la loi de Goodrich, habituellement écrite :

Fx) =1— e ale—alll® [n=3, a=1Js],
si s est positif et 3 négatif : & la loi de Fréchet, habituellement écrite :

F (x) = g—cle—a " [k=—1/s, a=1]s],
si le produit s 3 est négatif : aux lois de Jenkinson, habituellement écrites :

z=\1/%
2=z )

Fx) =e" (‘

k=3 a=—s =« +a=x).

8.1.2. — La fonction de densité est :

1 1=8 s
flw)=—u"5 ¥,
(3]
dont la dérivée premiére s’écrit :
1 1 3
Srutrest® (15 — o] de racine u = (1 —3) .

et la dérivée seconde :

1T1|3 u%—Se—uI/S[(l—S) 1—23%—3 (1—39) ul/s 4 y2/5]

deracinessu:[3 (1_3):i:‘/(21“3) G—3[

d’otr les différentes formes possibles de la représentation graphique de la fonction de densité.

3 <y (y compris 8 < 0), densité de probabilité nulle 3 u = 0, deux points d’inflexion enca-
drant le mode : u = (1 — 5)%, la densité de probabilité tend vers zéro si u tend vers
+ co (Courbe en « cloche »);
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3=1/2  densité de probabilité-nulle 4 u = 0, avec tangente + 2, mode 4 u = 1/y'2 et un seul
point d’inflexion & u = 3/2.

y<3< 1 densité de probabilité nulle & u = 0, avec tangente 4- o0, mode & u = (1 — 3)% et
un point d’inflexion &

u= [3 (1—3) + \/(]__._-W—:—S_)]S,

2
3=1 densité de probabilité 1 & u = 0, pas de mode réel ni de points d’inflexion (mode obser-
A vé a4 u = 0). Loi exponentielle simple ;
1< densité de probabilité infinie & u = 0, pas de mode réel ni de points d’inflexion (mode

observé A u = 0). Loi dite en « J ».

Si 8 tend vers zéro, par valeurs positives ou négatives, la loi exponentielle généralisée tend
vers une distribution de Gumbel dont le paramétre d’échelle serait de signe contraire & celui de 5

Nous montrons en figure 13 les différentes formes des représentations graphiques de la fonc-
tion de répartition et de Ia fonction de densité d’ aprés les valeurs de u. Nous donnons également
les différentes formes des représentations de log (1 — ¥) en fonection de u, ¢’est-a-dire les représen-
tations de (1 — F) en coordonnées semi-logarithmiques.

8.1.3. — Moments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution exponentielle généra-
lisée parfaitement connue.

Le moment non centré d’ordre r de la variable réduite est :
my = 1"(8 T + 1)

N

qui n’existe ,que pour 3r - 1 > 0. 5i 3 est positif, tous les moments existent, mais si § est
-

négatif ils n’existent pas tous. La moyenne elle-méme n’a plus de sens pour § < — 1.
De la formule précédente, on peut déduire le moment non centré d’ordre r = 1 de la variable

non réduite en faisant la transformation u = —— -0 (cf. paragraphe 1.3.2.). Si le paramétre de

position est nul :

Mgy = ST my.,

La variance du moment d’ordre r de la variable réduite est, pour un échantillon de taille n
tiré d’une distribution exponentielle généralisée parfaitement connue :

1 2
varmy = (mgr — m2).

La moyenne est:
%9+ sT (34 1) pour 3 >—1;
K, =3[ (25 4+ 1) — (T (8 + 1))*] pour 8 >-—1/2;
K;j=s[Ir(38+1)—30@25+1) I3+ 1)+ 2(T (34 1))3] pour 8 >—1/3;
Ky=s*[T@5+1)—4P @3+ 1T+ —3T 28 +-1))124+ 12T (238 + 1) (T 5+ 1))°
—6(C(G+1)T  pours>—Y,
Le coefficient d’asymétrie v, et le coefficient d’aplatissement v, sont d’expressions compli-

quées : le premier n'a plus de sens pour 3 < — 1/3 et le second pour § < — 1j4. Le Uraphlque 14
montre les variations de ces coefficients suivant 3.
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—1/4 < 8 < 0 = v, positif, distribution (de la variable réduite) étalée sur la droite;
vy positif, distribution moins aplatie que la normale;
0 <38 <0,173 v; négatif, distribution étalée sur la gauche;
Yy positif;
0,173 < & < 0,28 v, négatif;
v, négatif, distribution plus aplatie que Ia normale;
0,28 < § < 0,443 v, positif, distribution étalée sur la droite;
v, négatif;
0,443 < 8 v, positif';

- +if 4
vo positif, distribution moins aplatie que 1

Le mode, xy + s (1 — 8) %, n’existe que pour 3 < 1, la médiane est x, + s (0,693147) 3, la
moyenne harmonique de la variable réduite est 1/T' (1 — 3), qui n’a de sens que pour § < 1.
L’inverse de la moyenne harmonique est ' (1 — 3) dont la variance T' (1 —28) — (T (1 —3))?
n’a de sens que pour & < 1/2. Si le paramétre de position est nul, la moyenne harmonique dans
la loi non réduite est s/T" (1 — 3).

La moyenne logarithmique de la variable réduite est de — 5 C (avec C = 0,5772 ...) et sa

I | S . 50 AR 2T AD g N L e
variance est de 3% < La moyenne géométrique est e~ °“ = (0,56142. . .)° pour la variable réduite,

et, si le paramétre de position est nul, de s (0,56142...) % pour la variable non réduite.

La figure 15 montre les positions relatives, suivant les valeurs de 3 et pour des variables
réduites : du mode, de la médiane et des moyennes arithmétique, géométrique et harmonique.

8.2. — Estimation des paramétres par les moments (échantillon de taille n).

11 faut choisir a priori le signe s; du paramétre d’échelle s suivant que 'on désire une borne
inférieure (s >0, s; = -+ 1) ou supérieure (s < 0, sy = — 1) de Tintervalle de définition de
la variable. Le calcul n’est faisable que pour & >-—1/3.

En utilisant les sommes des trois premiéres puissances des valeurs observées (x; ... x; ... %n)
et en posant :

1 1 1
Sl=;Ex1-, Sg=—52x§, Ss=—7-1-2x?,

nous avons les équations :
s P(8+1)+x0=sh
32[1" 28 +1)—(r@E+ )=

n
n—1

(S,—SY)-

S[P@s+1)—3T(8+1).T(25+1) +2 (T G+ 1))

= Gy S — 385+ 28D

On élimine le paramétre d’échelle en passant par le coefficient d’asymétrie KoK,

VYn{n—1) S;—388,8 428 ¢
n—2 ($,—SHV(S,—S) VI@s+1)—(T(E+1))"

T35 4 1)— (T(s + 1))®
[I‘(28+ ) —(T(s + 1))2—3 e+ 1)]'

équation qui permet de déterminer § par approximations successives.
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s est donné par:

. n S, — 5%
s's’\/n—l \/r(zs+1)—(§(s+l))2'

2y = S; — s T(3 + 1),

et Xy par:

8.2.1. — Si x, a été choisi a priori ainsi que le signe s; de s il est plus simple de passer par
les rapports des moments non centrés :

R, =B _ 514 1),

R Em—=)® _ TE@+1)
ETTOL (g —xy) T(s+1)°

d’otr I'équation déterminant 3 par approximations successives :
r@2s+1) R,
'@ +1) Ry’
et s = RT3 4 1).

3 doit &tre >—1/2,

8.3. — Détermination des paramétres par le maximun de vraisemblance (échantillon de taille n).

Pour une valeur x; de la variable, la fonction de densité s’écrit :

1 (x,-—xo)%_le_(%:fo)x/s

[ s3] s

le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit :
—n Log | 8[-—-%Log|s[ +(%—1>ELog]xi—-—x0]——E[xi-—-xol Us 5| —1s,

en dérivant par rapport i %, s et § et en annulant les dérivées on obtient :

1 L

=1 -
T 3R m—n|Hmt=0,

(dérivée par rapport a x) ——-(%— 1) = +|s]-73

8] =S|z | ¥ = m,

S| xi—xy| B Log| % —x 1
I8 = e 2|09\71---'xul|1/8z 01—7{5"Loglx¢——xo|.

La premiére équation n’est pas utilisable pour 8 >> 1, car la moyenne harmonique n’a plus
de sens pour ces valeurs de 8. Nous pouvons remplacer cette équation, soit par une formule basée
sur la moyenne arithmétique, soit par une formule basée sur la moyenne logarithmique (dont
le coefficient de variation est inférieur & celui de la moyenne arithmétique pour 3 >2), c’est-
a-dire :

gﬁ:_"o=nr(s+1),

ou: ZLog|x—xy| = n (Log|s|—3.0C).
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En posant: C = 0,5772156649.
1

SD=; Z| x5 — x| 18, SL=%ZLog|xi—xol, SM=%E‘xi——x0| 18 Log | x; — x4 |

et en supposant d’abord § < 1, il vient:
[s]=8SD?,
3 = SM/SD — SL,
3 = 1— SE/(SH — SD).

Nous avons un systéme de deux équations implicites et transcendantes pour déterminer x,
et 3. La méthode qui semble la meilleure est de choisir d’abord le signe de s (positif si I'on désire
une borne x; inférieure, négatif si 'on désire une borne supérieure), de choisir une valeur de x,

et de calculer:
8y = 1 — SE/(SH . §D),

5, = SM/SD — SL.

On compare 3, et 3, pour savoir dans quel sens il faut faire varier x,.
: y © % POUL SAVOIr . . T s
Si (3y — 3,) est positif, x, doit varier en sens inverse du signe de s, si (3, — 3,) est négatif,
%, doit varier dans le sens du signe de s. D’ott le choix d’une nouvelle valeur de x; et un nouveau
0 N 3 . . . : L3N 0
caleul de 3y et 3,. L’on procéde par approximations successives jusqu’a trouver 3,/5, = 1, avec
Perreur relative acceptée.

Comme il y a en fait deux couples de solutions : une valeur de %, avec une valeur de & positive,
une autre_valeur de x, avec une valeur de 3 négative, il faut a priori choisir le signe de 3.

En supposant 8 > 1, nous suivons la méme marche que ci-dessus, avec :

1 5
P(Sy—{—l):;.‘.‘.lxg-—-xo]/SD"e,
ou : 3y = SL/(Log SD — C).

Le sens de variation de x, suivant le signe de (§y — 3;) est le méme que plus haut.

8.4, — Estimation des paramétres, loi exponentielle généralisée tronquée avec troncature. Esti-
mation par les moments.

Nous ne reviendrons pas sur les définitions du tronquage et de la troncature : cf. paragraphes

T74., 1.4. et 2.5.3.

Nous nous plagons dans le cas de lois en «J » (3 2> 1) ou dans le cas de lois dont la fonction
de densité admet une tangente infinie & Porigine <§~< 3 < 1).

Nous admettons que le paramétre de position %y, borne inférieure de I'intervalle de défi-
nition de la variable, est connu par avance avec une précision suffisante. Le paramégtre d’échelle s
est positif, et nous posons :

3] = = (2 — %g)s S, = I (% — xg)% S; = I (s — %)%,
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sommes qui sont convenablement connues car les observations non faites (x; peu différent de x,)
et donc non utilisées interviennent pour peu de chose dans ces totaux: nous nous servons de
toutes les observations disponibles sans faire de troncature 4 un seuil supérieur 4 celui qui est
imposé par la sensibilité de 'appareil de mesure.

Nous écrivons les équations :

_ _ D25+ 1)
s = S4/5; —S——_——I’(8+ )’

T(38 +
Rg=5y/S; = Sf—é‘z—a“_—i_‘i—;y
d’ol en éliminant s:

" T35+ 1) T (54 1) = [T (25 + 1P,

qui peut se mettre sous la forme:

_g_<_1_6_>8_ (54 1/3). T (5 + 2/3)
Vya\21) [T (5 + 1/2)P

et permet de déterminer § par approximations successives.

Le paramétre s est ensuite calculé par:

T3+ 1)

SEM T )

le nombre «théorique » d’observations est M donné par:
M= Slllr (8 + 1)s

et si I'on appelle A le nombre total d’observations possibles, compte non tenu du tronquage
ni de la troncature, le paramétre F, est calculé par:
A—M

A

Fo=

8.5. — Détermination des paramétres par le maximun de vraisemblance. Loi exponentielle géné-
ralisée tronquée avec troncature.

La borne x, est connue par avance, le seuil de troncature xj est choisi (cf. paragraphe 7.4.),
le paramétre d’échelle est supposé positif, ainsi que le paramétre de forme.

On applique la méthode aux n observations conservées (x; 2> x) dont la probabilité totale
est :

Ta —'ta)

(1 — Fo) e- (23

2o
.

Pour une valeur x; de la variable, la fonction de densité s'éerit:

(=T 5 (BTR) T (5 o —rg o (73

s
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Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit :

1

1
—nLogS—%Logs—{-(%—1)2Log(xi—xo)——-s‘ S (% — %) 34 5730 (x5 — x4) 3+

En dérivant par rapport & s et 8 et en annulant les dérivées, aprés avoir posé :
g us
SD =;u(xi—xo) Y
1
SM = =y = (% — %) 18 Log (x; — xo),

SL = — % Log (zs — =)

HD = (x5 — x,) 13,
HL = Log (xp — =) »
il vient: s = (SD — HD), .

SM — HIL. HD
*=—sp—mp "

- Cette derniére équation contient § comme seule inconnue. On pourrait la résoudre en choi-
sissant une valeur de 3 pour calculer le second membre, d’ott une valeur de 3 au premier membre,
portée dans le second et ainsi de suite. La convergence est sire mais lente. Le programme que
nous avons écrit pour ordinateur inverse la fonction.

En appelant A le nombre total d’observations possibles, compte non temu du tronquage
ni de la troncature, le paramétre de tronquage F; se calcule par:
F 1 njA
0= +— (:z:k—:.,)l/s'
e” s

8.6. — Comportement asymptotique de la distribution exponentieile généralisée.

T _lF , T étant le temps de récurrence ou
période de retour, la variable réduite u tend vers: (LogT)® si § >0 et s >0, tend vers:
T-3s1 83<0ets >0

Si s est négatif et si la fréquence F tend vers zéro, en posant alors T = ek la variable réduite

Si la fréquence F tend vers 1, et en posant T =

u tend vers: (Log T)® si 3 >0, tend vers: T—% si 3 < 0.

8.7. — Calculs a ’ordinatenr.

Les paramdtres x, s et 3 étant connus, il est facile d’établir les sous-programmes de calcul
d’une probabilité correspondant & une valeur donnée de la variable en utilisant la fonction de
bibliothéque EXP (Z) ou d’inversion de la fonction en utilisant la fonction de bibliothéque
ALOG (Z).
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IX. — DISTRIBUTION BETA INCOMPLETE

9.1. — Expressions mathématiques.

9.1.1. — Fonction de répartition.

vs e 1 v x—x,
Nous I’éerivons : ¥ (x) =B u?~1 (1 —u)t-1du avec u =
) o 0

F(x) est la fréquence au non dépassement ; lorsque u varie de zéro & un, F(x) croit de zéro

N T

dun.B(p—gq) = —T((I;) _L_(q)) » s est le paramétre d’échelle qui peut se mettre sous la forme
8 = %; — %y, % > %;. La variable x admet comme borne inférieure de son intervalle de déf-
nition (pour u = 0) le paramétre de position x, et comme borne supérieure (pour u = 1) le para-
métre %;. Ces trois paramétres s, %, et x; ont les mémes dimensions que x, mais on doit n'en
utiliser que deux conjointement.

P et g sont les parameétres de forme, positifs, différents de zéro.

9.1.2. — La fonction de densité est f(u) = —ET_;%_qyl‘p—l (1—u)e-1 dont la dérivée pre-
miére s’éerit :
e up=2 (I1—u)-2 [(p—1)—u(p + ¢—2)], de racine u = _Lr_l___,
B(p—a) pP+g—2

et la dérivée seconde :
55 )uﬂ—a(l—uw—s[cp—l (=2 —2u(p—1) (p+a—3) +u (p+g—2 (p+g—3)],

de racines u = [(p—l) + \/ Pp—+1)qi‘—3 l)J

d’olt les différentes formes possibles de la représentation graphique de la fonction de densité,

qui est symétrique par rapport & u = —2—si p=q.

Nous allons passer en revue ces différentes formes en supposant g > p. Si ¢ est plus petit

que p, il suffit de considérer la figure symétrique par rapportdu = Fien faisant le changement de
variable, v = 1 — u; p joue le r6le de g et inversement.
0<p<l p<qg<1: densités de probabilité infinies & u =0 et u = 1.

Contre-mode (f(u) minimal) du = (p — 1)/(p + g — 2). Pas de point d’inflexion. \’Iodes
1.

observés 4 u=0, u =

g = 1: densité de probabilité infinie & u == 0, égale & p & u = 1. Pas de mode réel
ni de point d’inflexion. Mode observé & u =10

1 < g <2—p:densité de probabilité infinie 4 u = 0, nulle 3 u =1 avec tangente
infinie. Pas de mode réel, un point d’inflexion i :

—____—5-[ —1)— \/(P_l) (q_l)J Mode observé 3 u = 0.
pt+q— p+qg—3 .
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g=2—p: densité de probabilit¢ infinie & u = 0, nulle 3 u =1 avec tangente
infinie. Pas de mode réel, un point d’inflexion & u = 1 — p/2. Mode observé a u = 0.

2—p < g <2 : densité de probabilité infinie 4 u = 0, nulle 4 u = 1 avec tangente
infinie. Pas de mode réel, un point d’inflexion a:

U= -}-7—_}_—;—:? [(p —1) 4 \/—(—PLP;-I:I)-!]_(Q:'—B&J Mode observé a u == 0.

= 2 : densité de probabilité infinie & u = 0, nulle & u = 1 avec tangente—p (p + 1).
Pas de mode réel ni de point d’inflexion. Mode observé a4 u = 0.

2 < q : densité de probabilité infinie & u = 0, nulle & u =1 avec tangente nulle.
Pas de mode réel ni de point d’inflexion. Mode observé a u = 0.

p=1, g=1: densité de probabilité constante, égale & 1: c’est la distribution continue,
uniforme.

1 < g < 2: densité de probabilité égale & + g pour u = 0 et nulle pour u = 1 avec
tangente infinie. Pas de mode réel ni de point d’inflexion. Mode observé a u = 0.

= 2: densité de probabilité égale & 2 pour u = 0 et nulle pour u = 1 avec tangente
— 2.La fonction de densité est la droite f(u) = 2 (1 — u). Mode observé & u = 0.

2 < q : densité de probabilité égale & 4 g pour u =0 et nulle pour u =1 avec
tangente nulle. Pas de mode réel ni de point d’inflexion. Mode observé a u = 0.

1<p<2p<gq < 2: densité de probabilité nulle & u = 0 avec tangente infinie, de méme

4 u=1. Mode réel 4 u =21 . Pas de point d’inflexion.
p+g—2
q=2: densité de probabilité nulle 3 u = 0 avec tangente infinie, nulle 3 u=1

P_

avec tangente —p (p + 1). Mode 3 u = 1 , pas de point d’inflexion.

2 < q densité de probabilité nulle d u = 0 avec tangente infinie, nulle d u = 1 avec tangente
nulle. Mode 4 u= _p_p—{::g_——Z— , un point d’inflexion &
1 (p—1) (q—l)]
- S AT AY bl A Y kA B
[0 + B
p=2, g=2: densité de probabilité & u = 0 avec tangente + 6, nulle 3 u = 1 avec tangente
— 6. Mode 2 u = 5. Pas de point d’inflexion.
2 < q: densité de probabilité nulle 3 u = 0 avec tangente + g (g4 1), nulle 3 u =1

-1 . : N 2
avec tangente nulle. Mode 4 u = =. Point d’inflexion a u = -.

o

2 < p, p < q: densité de probabilité nulle &4 u = 0 et u = 1 avec tangente nulle. Mode 4 u =
(p—1)/(p + g —2). Points d’inflexion 2

u= p_-F-%—-_2 [(p— 1) 4+ \/_(PT__*%!LE—?)_D_ . Courbe en cloche.

Nous montrons en figure 16 les différentes formes des représentations graphiques de la
fonction de répartition et de la fonction de densité d’aprés les valeurs de u.
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9.1.3. — Moments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution béta incompléte, par-
faitement connue.

Le moment non centré d’ordre r de la variable réduite est:

meptn) Tp+qg _ plp+1)...(p+r—1) )
"W T TeE+tq+n (roFe+D) ... (ptg+r—1

d’ol :

le moment d’ordre 1, moyenne, p/(p + q) 5

le moment centré d’ordre 2, variance, ky, = pq/(p + 9)*(p +q+ 1)

le cumulant d’ordre 3, k; = —2pg(p—9)/(p+ O’ (P+ 2+ (P + 9+ 2);

, _6pql(p+ 92 (p+q9+1)—pqg(5(p + q) + 6]]
fe cumulant dordre & b = G P T F G F I+ DG F g+

Dans le cas de lois Béta symétriques (p = gq), les moments centrés d’ordre impair sont nuls,
et les moments centrés d’ordre pair (2 r) sont:
_l@=D! (p4+D) .. (ptr—1)
br =5 r—=1)! 2p+ 1) ... 2p For—1)

Le coefficient d’asymétrie est: v, == 2@—p) /p+g+1 .
p+a+2 p+1q
L’asymétrie est du signe de (g — p).
Le coeflicient d’aplatissement est:
tg= 6P TP+ a+ 1) —pg(5(p+9 +6]
pap+e9+2)p+q+3)

Dans le cas de distributions Béta symétriques, le premier est évidemment nul, et le second

vaut— : ces distributions sont plus aplaties que la distribution normale, vers laquelle

&
2p 4+ 3
elles tendent lorsque p tend vers l'infini.

Si q seul tend vers l'infini, p restant fini, la variable « tend & suivre une loi gamma incom-
pléte de paramétres y = p, s = l/q et x4 = 0.

Le mode est:
p—=1  q—=1  xm(p—1)+x(g—1)
= TR T =2 P+g—2

n’existant que pour p et g >1.

La moyenne est:

1P 9 _ %P+ %g
X - 8 = x = .
“TCP+e TP +ad T TP+

La moyenne harmonique est, pour la variable réduite, de p—1 I qui n’a de sens que

Pp+qg—
” . +q—1 . g(p+q—1
our p >>1. L'inverse de la movenne harmonique est pr9—2 dont la variance -—X—_2 1
pourp 7 T p—1 (p—1)2(p—2)

n’a de sens que pour p >2.
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La moyenne logarithmique (logarithme naturel de la moyenne géométrique) est, pour la
variable réduite, de ¢ (p) — ¢ (p + q) et sa variance est &' (p) — ¥ (p + q).

9.2. — Estimation des paramétres par les moments (échantillon de taille n).

En utilisant les sommes des quatre premiéres puissances des valeurs observées (x; ... x;
. %y) et en posant:

1
S, =—2Xx, S, = Ex%, S, = Ex‘;?, S4=7L-Ex‘%,

?-1|r—-
§|p—d
S

les bornes x, et x, (%, > x;) sont les racines de ’équation du second degré en Y :
Y2[—2 (84— 838y (S, —S7) — 6 (Sg S, — S3) (S, — S) + 3 (83— S, 5))*],
+ Y [6(S45,—S5Sy) (Se— %) —3 (S35, — 89 (83— 53 51) — (84— S5 8 (83— S: Sy,
+ (S4—5;55,) (S35, —S8) —3 (5,5, — S5) (S, —S3) = 0.

p et q sont donnés par:

S, (xy + %) — x, %, — S,
p+g= 1 (%o ;T,)—-S;tl 2,

— S1—xo, — x1‘—‘s1-.
P @+®Z:_ q @+@;:—

EX %
9.2.1. — Si une borne est choisie a priori, I'autre est déterminée par ’équation :

%o %1 [2 5y (S, — S3) — (83— 35, 8)}
+ (%o + 29 [3; (S5 — 83 8)) —2 8, (S, — S,
+285;(S;—5%) —8,(8;— 8, 8) =0,

P et ¢ étant déterminés comme ci-dessus.
Si I’échelle s = x;, — x, a été choisie a priori, il suffit de porter dans I’équation ci-dessus
ool 0 ; priory, 1 p - €q
%; = § =~ %, pour avoir une équation du second degré en x, dont les deux racines sont les bornes
cherchées.
9.2.2. — Si les deux bornes ont été choisies a priori (ou une borne et le parameétre d’échelle),
P et g sont déterminés comme ci-dessus.

9.3. — Détermination des paramétres par le maximun de vraisemblanee (échantillon de taille n).

Pour une valeur x; de la variable, l1a fonction de densité s’éerit :

T () T ()

Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit :

—1 p—
Log T(p + g) — Log T(p) — Log T(q) + £—= % Log (w; — %) +

p) %, — %
- - Log (%, — ;)

—(p + g—1) Log (x, —=x),
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en dérivant par rapport & %y, %y, p et 4 et en annulant les dérivées :

e 2 . p—1 1  p+g—1

(dérivée par rapport i x) ~ zx,- s m—n
X g—1_, 1 _p+qg—1
(dérivée par rapport i x,) i e T m—x

1
4P+ 9 — ¢ (p) +  Z Log (z — %) —Log (= —x0) = 0,

1
4(p+ 9 — ¢ (9) + = Log (% — =) — Log (x, — %) =0,

La premiére équation est inutilisable si p < 1 et la seconde si ¢ < 1. Nous proposons de les
remplacer respectivement par : )

i iy = (my — ) —L ~Llsa
si p<l Si—=x=(x xo)P+qenposant Sl-—n..x,.
si <1 % —S, = (% — 2 ——,
1% 1 1 (xl o) P+g
et si p et g sont tous les deux <1, en posant S, =—Tll—2x§
nous proposons de remplacer les deux premiéres équations par :
S; (mg + %) — %y 2y — S,
p+q= 1 (%o ;1)—5:371
2 1
et I'une des deux équations précédentes ou : .
- 28— (® + =)
p—i=0@+9—F—0
9.4, — Caleuls & 'ordinateur.
9.4.1. — Caleul de la probabilité correspondant & une valeur donnée de la variable. -

11 s’agit d’utiliser un développement limité permettant de calculer :

1 u t—x
= p-1 1 = 9
F(x) B (p, )f uf-1 (1 —u)?tdu avec u -

Nous faisons un changement de variable en posant :

_[2@+ D N5ri=Tet v =
d_[w P+q letv—du,

v
d’ou : Fx) = / v P=1(d — v)+1 dy,
0

en intégrant par parties :

~

F(z) = 2 (d— o)1 S Uy,
p 1



Les termes de la série U se déduisent les uns des autres, a partir du premier U; = 1 par la
formule de récurrence :

—i v
U=y g U

. . d 1 o ; .
cette série est convergente si v < § U < 5 et méme alternée lorsqu’on arrive au terme dont

le rang est supérieur 4 la partie entitre de gq.

Si u est supérieur & 1/2, il suffit de faire le changement de variable u’ = 1 — u et d’intervertir
P et g dans le programme.

Si le terme multiplicateur de la série est inférieur 4 une valeur choisie d’aprés la précision
demandée sur la probabilité, nous ne faisons pas le calcul de la série mais prenons F (x) = 0 ou
F (x) = 1 suivant que x est inférieur ou supérieur 2 la moyenne. Le calcul de la valeur maximale

v
de v permettant d’assimiler F (x) & zéro se fait en considérant : v?2=1(d—v)*~1dv comme

0
la surface d’un triangle de base v et hauteur v?~1(d —v)?-1,

Y

9.4.2. — Calcul de la valeur de la variable correspondant 4 une probabilité donnée.

L’inversion de la fonction Béta incompléte se fait facilement par la méthode générale « du
pas » en partant de la valeur moyenne de la variable réduite :

P

v = — T
P49
9.5. — Relations de la distribution béta incomplete avec d’auntres distributions.

Avec la loi binomiale : la somme des termes du rang a au rang n d’ane loi binomiale :

n!
qblin—i)!l

(W]

p(l —-p)"“"

1=

est égale i:
1
B(a,n+1—a) /,

ut~1 (1 —u)r—2du.

Avec la distribution de Student : la probabilité (au non dépassement) définie par la distri-
bution de Student est égale 4 la probabilité au dépassement, calculée d’aprés une loi Béta incom-
pléte de parameétres:

v 1 3 . Y
P=35 94=7% de bornes zéro et un, et de variate u =

v+

Avec la distribution F de Fisher-Snédécor: F étant le rapport de variances si[s3 (lois
normales) de degrés de libertés respectifs v, et v,, la probabilité (au non-dépassement) définie
par la valeur de I est égale a la probabilité, au dépassement, calculée d’aprés une loi Béta

. \ . Y2 Vi < jate — 2
incompléte de paramétres p = 7- =— de bornes zéro et un, et de variate .
2 1
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X. — CHOIX D’UNE LOI

10.1. — Prolifération des lois de probabilité.

Pendant longtemps le principal critére du choix d’une loi de probabilité par un utilisateur a
été la possibilité d’emaploi de cette loi: existence de tables de la fonction de distribution, facilité
de calcul des paramétres d’ajustement 4 la main ou 4 la machine de bureau. L’usage d’un ordina-
teur supprime le recours aux tables et permet I’estimation de paramétres par les méthodes les
plus efficaces qui souvent ne peuvent étre utilisées pour le calcul 4 la main.

L’habitude est prise de n’utiliser en hydrelogie que des lois de probabilité absolument conti-
nues : on ne peut nier le caractére « discret » des grandeurs que nous observons, et méme discret
avec peu de chiffres significatifs étant donné la précision de nos appareils de mesure. Si I'on. conti-
nue A préférer les distributions absolument continues, le nombre de lois proposées et utilisées ne
cessera d’augmenter. Méme si I’on s’en tient aux conditions les plus dures pour la définition mathé-
matique de la fonction de répartition : lorsque la variable parcourt en croissant tout son inter-
valle de définition, la relation deit &tre biunivoque entre la variable et la fonction qui elle-méme
doit étre monotone et croissante de 0 4 1; cette fonction admet une dérivée continue toujours
> 0, appelée fonction de densité, laquelle ne doit avoir au plus qu'un seul maximum ou un seul
minimum entre les bornes non comprises de l'intervalle de définition.

10.2. — Choeix d’une loi parmi celles que nous avons étudiées.

Le choix d’une loi de probabilité risque de devenir de plus en plus difficile & mesure que le
nombre des fonctions proposées augmentera. Tant que I'on s’en tiendra 2 des lois ayant au plus
deux paramétres de forme (la loi de Halphen du type A en a trois) — c’est-a-dire qu'il suffit d’au

plus des quatre premiers moments pour déterminer tous les paramétres — un graphique du genre
de la figure 17 pourra &tre un guide.
g P g

10.2.1. — Ce graphique montre, pour les quelques lois que nous avons étudiées, les variations
de I'un par rapport a I'autre des coefficients v, d’asymétrie et v, d’aplatissement, qui sont tous
les deux indépendants des paramétres de position et d’échelle et dont la valeur ne dépend — quelle
que soit la distribution choisie — que des parameétres de forme :

7 = Ky/K,2

Yo = K4/K§ .

les cumulants étant calculés pour un échantillon de taille n et en posant:

S, =%, Sy==Zx%, S, =3=a, S, =Tl

par:

K2=;%<52_ST?>.

K3=(—n—_-—171-(n—-—:_—§—)—<n83——35251+%5§>

K= (n—1) (n_l_z)(n__3) [(n*+n)S;—4(n+1)5;8,—3(n—1) S3+128, Sf—%s;*].
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est positif et en C s'il est négatif,

Distribution gausso logarithmiqua (dparométre d’achaile positif)sile
paramétre da forme o= croit de zéro g +ee,l2 point représentatifpart
de B at décrit lg courbe BE, les deux cosfficiants croissant indafiniment,

Distribution garmmaincompléte{d paramétre d &chelle positif) si le
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représentatif se déplace de A(loi exponentielle simple}d 8. Si ¥
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signification,poudr Jig-1le ceafficient d'asymatrie n'g plus da
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Sileparamétre d’zchelle est négatif, le paint représentatif se-déplace
sulvant les valeurs de d sur des courbes (nonreprésantées)
symatriques de celles.ci-dessus par rapport d 20 .

Distributton béta incampléte: si Lles paramatres de forme sont tousles
deux supérieurs a1, le point représentatif se trouve d Uintérieur da
la surface HAB A'H ( A’ symétrique de A parrapport @ 420, et les
Lois sont & mode rael.
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Rappelons que le coefficient d’asymétrie est positif si la distribution est étalée sur la droite,
négatif si elle est étalée sur la gauche, que le coefficient d’aplatissement est positif si la distribu-
tion est moins aplatie que la distribution normale, négatif si elle est plus aplatie.

10.2.2. — Pour bien faire, il faudrait compléter le graphique de la figure 17 par des bandes
représentant différents intervalles de confiance des coefficients v; et y, pour différentes tailles
d’échantillon.

La formulation mathématique de ces intervalles de confiance semble quasiment impossible
i établir, mais en utilisant une méthode de Monte-Carlo nous n’aurions pas de difficultés a les
tracer (calculs par ordinateurs).

10.2.3. — On peut aussi penser, pour le choix de la loi la mieux représentative, & 'utilisation

de tests d’ajustement en comparant les valeurs trouvées de ces tests pour les différentes lois
essayées. Nous renvoyons au paragraphe 2.3. ot le sujet des tests d’ajustement a été traité,
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XI. — INVERSION DE FONCTIONS

11.1. — Soit F (x) une fonction quelconque de la variable x, on cherche la valeur x; de la variable
pour laquelle F (xg) = Y, Y étant une valeur de la fonction, donnée & I’avance.

On se place dans le cas ol la relation Y == F (x) est biunivoque, c’est-a-dire que I’équation
F (x) — Y = 0 n’admet qu’une racine réelle. .

On rencontre souvent ce cas, non seulement dans le probléme de 'inversion des fonctions de
distribution, mais aussi dans le calcul des paramétres par la méthode du maximum de vraisem-
blance, soit que 'on puisse en isoler un (distribution de Gumbel, distribution gausso-logarithmi-

e, distribution exponentielle généralisée tronquée) soit que 'on reste en présence d’un systéme
d’équations (distribution gamma incompléte tronquée ou non tronquée, distribution exponentielle
généralisée non tronquée).

Plusieurs méthodes sont possibles.

~N
~N
N

Fre. 18.

11.2. — Ecrivons x = F () — Y 4 x c’est-a-dire x = ¢ (x).

1l est tentant de partir en itération directe : choisir une valeur x,, calculer ¢ (x,) = x, ; caleu-
ler ¢ (x,) = x3 ... jusqu’i trouver, si I’on est dans les conditions d’auto-convergence (cf. plus bas),
une valeur x, différant de la valeur x,_; de I'erreur relative ou absolue que I'on a admise a
priori : la solution est x; = xp. .

Graphiquement (fig. 18), la marche suivie est simple si I'on considire ¢ et sa symétrique
s par rapport i la premiére bissectrice. On en déduit la condition d’auto-convergence de l'itéra-
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tion directe quel ‘que soit x: en tout point de ¢ (v) la tangente doit étre comprise entre — 1 et
+1:
—1l<o¢(x) <+ 1 cestd-dire —2 <F (x) <0 quelque soit x.

Cette méthode est d’une écriture trés simple en FORTRAN, mais ne s’applique pas souvent.
Notamment, elle n’est pas utilisable pour I'inversion des fonctions de répartition pour lesquelles

F' (x) = f (x) > 0. De plus, la convergence semble assez lente lorsque ¢’ (x;) est voisin de — 1 ou
de -1

11.3, — Méthode la plus générale.

Soit la fonction F (x), que nous savons calculer en fonction de x pour toute valeur comprise
dans l'intervaile de définition de la variable. Nous cherchons x; tel que F (%) = Y, Y étant une
valeur donnée i ’avance.

Nous choisissons une valeur initiale x,, par exemple la moyenne, la médiane, le mode ou autre,
conduisant 4 un caleul facile de ¥ (x;) que nous comparons & Y. Si la différence entre Y et F (x;)
est supérieure & ce que nous avons admis en erreur absolue ou relative, nous allons essayer une
nouvelle valeur %, pour calculer F (x,).

Trois cas sont & considérer :

Cas A.

L’intervalle de définition n’est pas borné : on a avantage i choisir — si possible — la moyenne
comme valeur initiale x,, 4 prendre comme nouvelle valeur x, = x, & \/variance, le signe étant
celui de (Y — F (xy)) et a prendre 2 comme valeur du pas p qui servira aux itérations ultérieures.

Cas B.

L’intervalle de définition est borné d’un seul c¢6té, inférieurement par exemple, par la valeur
%y. Prendre comme nouvelle valeur x, = (x; — x4} p 4 %y, le pas p valant 0,5 si (Y — F (x;)) est
négatif et 2 si (Y — F (x)) est positif.

Cas C.

L’intervalle de définition est borné inférieurement par une valeur x, et supérieurement par
une valeur x;. Prendre comme nouvelle valeur x, = (x; — %) p 4 x5 ou %, = x; — (% —x;) p

(avee p = 0,5) suivant que (Y — F (xy)) est négatif ou positif.

On explore Pintervalle de définition de la variable en comparant Y aux valeurs de F (x)
calculées pour les valeurs successives de x, : d’aprés les formules de récurrence.

Cas A: %y = (xp—y — ;) p + 253
Cas B: xp = (xp—y —xp) p + %45

Cas C: xp = (xp—y — %) p + %43
ou : %n = (%p—y — %) P + %4

en répétant 'itération tant que (Y — F (x,)) reste de méme signe : dés le premier changement de
signe de cette quantité, on sait que la solution x, se trouve comprise entre x, et x, .

On peut alors travailler encore en itération, suivant le processus : faire x, 4, = (x5 + x5 - ;)
| 2, comparer Y et F (x, +,), choisir celui des x, ou x, -, pour lequel (Y — F (x;)) est de signe
contraire & (Y — F (%, 1)), faire x, ; o = (% + %) [ 2, comparer Y et F (x, + ,), ete.

On peut aussi, et I’écriture sera plus rapide en FORTRAN, poser u; = x; — x; (ou x; — x,
ou x; — x;) et réaliser 'itération uy ., = u, (1 4+ s p’). s est un signe 4+ ou — définissant le sens
de variation de u et déterminé par (Y — F (uy)), et p’ est un pas que 'on divise par 2 & chaque
changement de signe de (Y — F (uy)).

69



11.3.1. — Nous allons développer cette méthode générale d’inversion sur la fonction Béta
incompléte. On appellera le programme d’inversion FUNCTION VBETA (FX, P, Q, S, X0)
(Tableau de la figure 19) ; VBETA est la valeur demandée de la variable pour la valeur donnée FX
de la probabilité au non dépassement, P et Q sont les paramétres de forme, S est le paramstre
d’échelle et XO le parameétre de position (borne inférieure de 'intervalle de définition de la varia-

ble).

Le probléme consiste & trouver la valeur de la variable réduite UI pour la fréquence FX dans
une loi Béta de paramétres P, Q, 1 et 0. On en déduit la valeur cherchée VBETA (ligne 22, instruc-
tion n° 20).

SR et XR sount les parameires d’échelle et de position de la variable réduite.

T est un indicateur de signe pouvant prendre la valeur + 1 ou la valeur — 1, initialisé & 4~ 1.

FUNCTION VBETA(FX,PyQy5,.%0Q)
SR=1e.
XR=0
T=1l.
IND=1
UI=P/(P+Q)
3 FI=FBETA(UL,P,QsSRsIXR}
IF{IFIXU{FX=FI)*1.ET)1*T) 542046
5 GO 70 {11,12,18!,IND
6 GO TO {(10414415)4IND
10 T=~1.
11 IND=2
12 UA=UI
Ul=UT={ U=, 54.5%T) /2.
IFU(UI=1E=-T)*{1.~UI=1.E=-7)120,20.+3
14 IND=3
15 uB=vul
16 Ul=(uUA+UB}/2,.
IF({UI-UA)*{(UI-UB}13,20,20
18 UA=UI
GO TO 16
20 VBETA=UI#S+X0
RETURN
END

Fie. 19.

IND est un indicateur d’aiguiliage pouvant prendre les valeurs 1, 2 ou 3, et initialisé & 1.

Nous calculons une premitre valeur de UI (ligne 6), valeur moyenne de la variable réduite
dans la loi Béta (P, Q), puis (instruction n° 3, ligne 7) la fréquence FI correspondant 4 UT que nous
comparons (ligne 8) a la fréquence FX.

Si FI ne différe de FX que de (4 .0000001), nous admettons que Ul est la valeur cherchée

pour la variable réduite et nous allons 4 I'instruction n° 20.

Sinon, 'indicateur d’aiguillage prend la valeur 2, T garde la valeur + 1 si FI est trop grand
ou prend la valeur — 1 si FI est trop petit, et ne changera plus de signe.

Nous gardons en réserve, sous I’appellation UA, la valeur précédemment calculée de UT (instruc-
tion n° 12), et calculons une nouvelle valeur de UI qui devient UA/2si T == + 1 ou 1+ .5 + UAJ2
siT == — 1 (ligne 14), et nous retournons a ’instruction n° 3 pour calculer la fréquence F1 corres-
pondant & la nouvelle valeur de UI, comparer FX et FT 4 la ligne 8. Tant que le signe de FX — FI
ne change pas, la valeur de I'indicateur ne change pas, nous allons & I'instruction no 12, calculons
une nouvelle valeur de UT et retournons & I'instruction n° 3 sauf si (ligne 15) Ul ne différe de zéro
ou de un que de .0000001 ; dans ces cas, la valeur de UI est prise comme solution.

Si le signe de FX — FI change, I'indicateur d’aiguillage prend la valeur 3 (instruction n° 14)
et nous savons que la solution se trouve entre UA et UT, derniére valeur calculée que nous gardons
en réserve sous 'appellation UB (instruction n° 15), calculons UI = (UA + UB)/2, retournons &
I'instruction n° 3 et le travail se poursuit en itération décrite 2 'avant-dernier alinéa du paragraphe
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précédent jusqu’a ce que (ligne 8) FI ne difféere de FX que de .0000001 ou que (ligne 19) 'ordina-
teur ne puisse plus distinguer de différence entre Ul et une des valeurs précédentes de Ul étant
donné le nombre de chiffres significatifs qu'il conserve, Ul est alors pris comme solution.

11.4. — Dans certains cas on peut utiliser des méthodes de calcul plus rapides a I'ordinateur :
nécessitant environ trois fois moins d’itérations que la méthode ci-dessus, mais chaque itération
étant un peu plus longue.

11.4.1. — Méthode des deux cordes. — Il faut d’abord explorer la fonction F(u), U étant
la variable réduite, de fagon & trouver trois abscisses (cf figure 20) du méme coté par rapport
au mode : UI, UJ et UK correspondant aux probabilités respectives FI, FJ et FX telles qu’une
seule de ces probabilités — FJ — se trouve de I'autre c6té de la probabilité FX i inverser par
rapport i la probabilité modale (parce que, dans le cas de la figure 20, la pente de la tangente
décroit lorsque U croit).

uJd

FX

Point d’inflexion

Fie. 20.

On trace les cordes UK UT et UI UJ qui coupent FX aux abscisses U'L et U'J, on calcule
les probabilités F'I et F'J correspondant a ces deux abscisses, probabilités que I'on compare
4 FX. Si I'une de ces probabilités est égale & FX & P'erreur prés que I'on s’est fixée a 'avance,
le probléme est résolu.

Sinon, en appelant U'K la valeur primitive UI et F'K la valeur primitive F1, on recom-
mence 'itération avec U'I U'J et U'K.

La convergence est rapide, mais il faut faire attention i la valeur de I'erreur absolue exigée
sur FX car les déterminations de U'I et U’J se font par régle de trois. Si 'on fait les calculs en
simple précision et qu’on inverse une fonction de probabilité, il faut accepter une erreur absolue
de .000001 sur FX, sans cela on risque de déterminer U'I ou U'J du mauvais c6té de UX.

Méthode de la corde unique. — C’est la méthode précédente avec suppression des points
UK. Le point UI est fixe et le point U'J se rapproche de UX a chaque itération. La convergence
est lente, d’autant plus lente que FI est différent de FX. Toutes choses égales par ailleurs, la

N

précision ne peut &tre supérieure i celle obtenue par la méthode des deux cordes.

11.4.2. — Si 'on peut calculer rapidement la pente de la tangente  la fonction de proba-
bilité, sans risquer de dépassement de la capacité de I'ordinateur pour un des termes du calcul
de la pente, une méthode 3 convergence trés rapide est celle de la tangente et corde.
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1l faut d’abord explorer la fonction F(u), u étant la variable réduite, de fagon A trouver
deux abscisses (cf figure 21) du méme cété par rapport au mode : UI et UJ dont les probabilités
correspondantes F1 et FJ encadrent la probabilité FX & inverser.

On trace la tangente en UI (UT étant I'abcisse la plus proche du mode) et la corde UI UJ
qui coupent FX aux abcisses U'T et U'J. On calcule les probabilités F'I et F'J correspondantes
que I'on compare & FX. Si I'une de ces probabilités est égale & FX a Perreur prés que I'on s’est
fixée & ’avance, le probléme est résolu. Sinon on recommence 'itération avec U'l et U'J.

La convergence est rapide, mais la précision est limitée de la méme fagon et pour les mémes
raisons qu’avec la méthode des deux cordes. Nous avons utilisé cette méthode pour 'inversion
de la loi normale avec une erreur absolue de .0000001 sur FX car on obtient facilement et rapi-
dement les valeurs des pentes et des probabilités en double précision.

Méthode de la tangente simple : c’est la méthode précédente avec suppression du point UJ.
Convergence rapide, méthode 4 utiliser si le calcul de la probabilité est lent — mé&me précision

que ci-dessus.

Point dinflexion

u’s
Ul

Fre. 21. .

72



XJI. — PROGRAMMES FORTRAN

Nous donnons en annexe différents sous-programmes écrits en FORTRAN IV pour le
niveau G des machines I.B.M. 360-30 et 75. Ces sous-programmes peuvent &tre utilisés directe-
ment au niveau H, mais auraient besoin de petites retouches pour correspondre au niveau E

(machine I.B.M. 360-40).

12.1. — Distribution normale.

12.1.1. — FUNCTION FNORM Fonction de répartition de la loi normale.
12.1.2. — FUNCTION VYNORM Inversion de la distribution normale.
12.1.3. — SUBROUTINE PNORM Calcul des paramétres d’une distribution normale,

Y

non tronquée, adaptée & un échantillon de taille connue, sans troncature.

12.2. — Distribution de Gumbel.

12.2.1. — FUNCTION FGUMB Fonction de répartition de la loi de Gumbel.
12.2.2. — FUNCTION VGUMB Inversion de la distribution de Gumbel.
12.2.3. — SUBROUTINE PGUMB Calcul des paramétres d’une distribution de Gumbel,

A

non tronquée, adaptée 4 un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode du
maximum de vraisemblance (cf paragraphe 5.4.).

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur,
et la taille N de I’échantillon.

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de position XO = x; du paramétre
d’échelle S = s et de la moyenne de 1’échantillon XM.

Nous définissons, au début du sous-programme :
— un indicateur d’aiguillage IND valeur initiale 1;
— un indicateur de signe D valeur initiale - 1;
— un pas d’exploration BS valeur initiale .5
Nous calculons les moments d’ordre 1 (moyenne XM), 2 et 3 et le cumulant d’ordre 3 dont
le signe est E, et une valeur approchée s; de S par la méthode des moments.

Puis (instructions n° 11), nous calculons :

o
Z=Xe¢e 52 et V=3 -+ .
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nous comparons V & XM (pour faire ensuite varier s suivant le schéma de la figure 22) en valeur
relative et en signe par le calcul de U = (V — XM)/(ABS (V) - ABS (XM)), ce dénominateur

étant choisi pour éviter une division par zéro.

L'instruction suivante IF(IFIX ...) permet de sortir de la boucle si erreur relative entre
V et XM est inférieure & environ .000002 en valeur absolue, sinon nous remontons & 'instruction
n° 6 et nous définissons une nouvelle valeur de I'indicateur d’aiguillage IND = 2, de 'indicateur
de signe D qui prend le signe de U, et la valeur initiale du pas d’exploration AS (.5 si D * E est
+1,et2.5iD*E est —1.).

Nous modifions la valeur de S en la multipliant par AS : ¢’est-a-dire si U est positif (parce
que la valeur approchée s,, était supérieure a la valeur de solution) et si S est positif, la nouvelle
valeur adoptée est la valeur s, divisée par 2; si S est négatif la nouvelle valeur adoptée est la
valeur s, multipliée par 2 (instruction n° 9).

. A v-XM

|
lSulution

Fie. 22.

Nous calculons & nouveau Z et V et comparons V & XM. Si le signe de U n’a pas changé
depuis la fois précédente, nous retournons 3 P'instruction 9 pour continuer & faire varier S dans
le méme sens, et la valeur de I'indicateur d’aiguillage ne change pas.

Si le signe de U a changé, nous allons & I'instruction n° 17; I'indicateur d’aiguillage prend
la valeur IND = 3, D change de signe, le pas BS est divisé par 2 et S croit ou décroit suivant
que U est négatif ou pesitif (instruction n® 19).

Nous calculons 2 nouveau Z et V et comparons V 4 XM. Si le signe de U n’a pas changé depuis
1a fois précédente, nous allons A-I’instruction n® 19 sans modifier la valeur du pas BS, et S continue
A varier dans le méme sens. '

Si le signe de U a changé, nous allons a I'instruction n® 17; D change de signe, le pas BS
est divisé par 2 et S varie en sens inverse du passage précédent mais avec une « accélération »
diminuée de moitié (par exemple si S s’augmentait (ou se diminuait) de 1/16 au passage précédent,
S se diminuera (ou s’augmentera) de 1/32 4 ce nouveau passage).

x

Nous calculons & nouveau Z et V et comparons V & XM..., etc.

Le travail en boucle avec IND = 3 continue jusqu’a ce que I’erreur relative en valeur absolue
de V par rapport & XM soit inférieure a .000002 ou jusqu’a ce que le pas BS soit inférieur a
.0000001 : c’est-a-dire dernitre valeur de BS: 1/2. * * 19 car 'ordinateur ne fait pas (en simple
précision) la distinction entre 1 et 1. 4- 1/2 (4 la puissance 20 ou 21).

Dans un cas comme dans P’autre, nous admettons que les derniéres valeurs calculées de S
et de Z le sont avec suffisamment de précision et nous calculons XO juste avant RETURN.

12.3. — Distribution gausso-logarithmique.
12.3.1. — FUNCTION FLOGN Fonction de distribution de la loi gausso-logarithmique.
12.3.2. — FUNCTION VLOGN Inversion de la distribution gausso-logarithmique.
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12.3.3. — SUBROUTINE PLOGN Calcul des paramétres d’une distribution gausso-
logarithmique, non tronquée, adaptée i un échantillon de taille connue, sans troncature, par
la méthode du maximum de vraisemblance (cf. paragraphe 6.3.).

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d'un vecteur,
la taille N de I'échantillon et la valeur XS limite inférieure acceptée a priori pour XO (par
exemple XS = 0 pour une étude de débits) inférieure & la valeur observée minimale.

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de position X0 = %, (borne inférieure
de P'intervalle de définition de la variable, de valeur égale ou supérieure & XS), du paramétre
d’échelle S = s positif, du paramétre de forme SI = ¢ positif, et de la moyenne de I’échantillon XM.

Nous définissons au début du sous-programme un indicateur d’aiguillage IND valeur initiale 1,
un pas d’exploration AS valeur initiale 1. ; nous calculons la moyenne XM et déterminons la plus
petite valeur observée XI.

k ) SP-SQ

ISoLution

Fie. 23.

Nous choisissons une valeur initiale pour XO, inférieure 4 XI:

%g = XI—2.* (XM—XI) et nous calculons

1 ” 1
S3Q= Y Z Log? (w; — %) — E (2 Log (s — x0))%

1 Log (x; — %) 1
= —X X — Xg) — = z .
et SP - Log (x; — %4y) - — / pre——
» : .. SP—3Q .
Nous comparons, dans l'instruction n° 19, SP et 5Q en valeur relative : —z=— (SQ positif,

SQ
ne peut étre nul que si toutes les valeurs de x; sont identiques entre elles) pour faire ensuite varier
%, suivant le schéma de la figure 23. L’instruction n® 19, IF (IFIX ...) correspondante permet
de sortir de la boucle si I’erreur relative entre SP et SQ est mnférieure 4 .00001 en valeur absolue,
sinon :

— Si SP — SQ est positif, 'indicatenr d’aiguillage ne change pas de valeur, nous retournons a
Pinstruction n® 12 et nous choisissons une nouvelle valeur de XO inférieure i la précédente
XI—AS * (XM — XT), AS étant & chaque passage multiplié par 2. Nous calculons SQ et SP
et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que SP — SQ est positif, nous
retournons i linstruction n° 12, sauf si XO & force de diminuer (instruction n° 20) devient
inférieur au seuil limite fixé XS. Dans ce cas, nous remontons & P'instruction n° 13, I'indi-
cateur d’aiguillage prend la valeur IND = 0, XO prend la valeur XS et nous calculons
les deux paramétres SI et S restant & déterminer, juste avant RETURN.

— Si SP —SQ est négatif, l'indicateur d’aiguillage prend la valeur IND = 3 et nous choi-
sissons une nouvelle valeur de XO supérieure & la précédente XI — .5 * (XM — XI). Nous
caleulons SQ et SP et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que SP — SQ
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reste négatif nous retournons a 'instruction n® 12 et chmslssons un XO supérieur au précé-
dent XTI — AS* (‘(VI-—‘{I) AS étant & chaque passage divisé par 2, calculons 3Q et
SP ... etc ... sauf si & force de diminuer la quantité AS * (XM — XT) devient trop petite pour
se retrancher effectivement de XI étant donné les possibilités de I’ordinateur en simple pré-
CISIOI). lmﬂtructlon, qux precede immédiatement l'instruction n° 13, arréte le calcul. Il semble

d’ailleurs impossible d’arriver 4 une quantité AS * (XM — XI) aussi petite avec les valeurs
usuelles que nous remcontrons pour le paramétre de forme.

Lorsque 4 un moment de cette premitre exploration SP — SQ a changé de signe, nous don-
nons & Pindicateur la valeur IND = 4 si SP — SQ devient positif ou IND = 2 si SP — SQ
devient négatif, nous remontons & P'instruction no 14, et modifions XO précédent, dans le sens
voulu, de la quantité AS * (XM — XI), AS étant un pas moitié du dernier pas utilisé. Nous
caleulons SQ et SP, les comparons dans lmstrucuon n° 19 qui nous renvoie a l'instruction n° 14
sans changer la valeur de IND si SP — SQ n’a pas changé de signe, et refaisons une nouvelle
boucle en modifiant XO sans modifier le signe mais en divisant par deux la valeur du pas d’explo-
ration ; ou qul nous renvoie & I'instruction n° 14 si SP — SQ a changé de signe (IND passe alors
de la valeur 2 4 la valeur 4 ou inversement) et nous refaisons une nouvelle boucle en modifiant
XO par un pas divisé par 2 et changé de signe.

Le travail en boucle se continue jusqu’ é ce que Uerreur relative entre SP et SQ soit infé-
rieure & .00001 en valeur absolue ou jusqu'a ce que le pas d’exploration devienne trop petit
pour modifier effectivement la valeur de XO étant donné les possibilités de l’ordinateur en
simple précision.

Dans les deux cas nous admettrons que les derniéres valeurs calculées de X0, SQ et SL

le sont avec suffisamment de précision, et nous calculons les paramétres SI et S juste avant
RETURN.

12.3.4. — SUBROUTINE PLOGNP calcul des paramétres inconnus d’une distribution
gausso-logarithmique, non tronquée, adaptée 4 un échantillon de taille connue, sans troncature
et dont on connait la borne limite inférieure (paramétre de position), par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance.

Le programme prineipal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d'un vecteur,
la taille N de I’échantillon et la valeur XO du paramétre de position, valeur inférieure 4 la valenr
observée minimale.. :

Le sous-programme calcule les valeurs du parameétre d’échelle S = s, positif, du paramétre
de forme SI = o, positif, et de la moyenne de I’échantillon XM.

12.3.5. — FUNCTION FLOGNT Fonction de distribution de la loi gausso-logarithmique
tronquée.

12.3.6. — FUNCTION VLOGNT Inversion de la distribution gausso-logarithmique
tronquée.

12.3.7. — SUBROUTINE PLOGNT Calcul des paramétres inconnus d’une distribution
gausso-logarithmique tronquée adaptée 3 un échantillon avec troncature (cf paragraphe 6.5.).
On suppose connue la valeur du paramétre de position, et les paramétres de forme, d’échelle
et de tronquage seront déterminés, les deux premwrs par la méthode du maximum de vrai-
semblance.

Le programme principal doit fournir la totalité des valeurs X de la variable (y compris les
valeurs inférieures au seuil de troncature) sous forme d’un vecteur, la taille N de ’échantillon,
la Va.leur du paramétre de position X0, la valeur XH du seuil de troncature {qui pourrait &tre

4 (XO + <) valeur de la plus petite des observations différente de XO).

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de forme SI = s positif, du paramétre

d’échelle S = s, positif, et du paramétre de tronquage FO = ¥, compris entre 0 et 1.

Nous calculons d’abord les valeurs moyennes de Log (‘{ (J ) — XO0) et de (Log (X (J) — X0))®
pour les NH observations supérieures ou égales & XH, ainsi que la proportion FH = \TH/\T de
ces observations par rapport a la taille de I’échantillon.
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Nous définissons un indicateur d’aiguillage JND, valeur initiale 1, un pas d’exploration
de valeur initiale AS = 1/2. et une valeur initiale du paramétre de forme SI = 2. avant de nous
rendre 4 I'instruction 13 ol nous calculons une nouvelle valeur du paramétre de forme SI * pas;
ensuite A Pinstruction 14 nous calculons SS = Log (S) d’aprés la valeur choisie de SI et les valeurs
connues (provenant indirectement du programme principal) SM, SL, UL — d’oii une valeur S
du parameétre d’échelle.

Nous calculons alors la quantité XL que nous comparons 4 SL dans P'instruction IF (IFIX...)
qui permet de sortir de la boucle si I'erreur relative entre XL et SL est inférieure 4 . 00001 en valeur
absolue.

Si XL est inférieur & SL, il faut diminuer la valeur de SI. Ni I'indicateur d’aiguillage ni le
pas ne changent de valeurs et nous retournons a Pinstruction 13 et refaisons les calculs ci-dessus
jusqu’a ce que XL devienne supérieur a SL.

Si XL est supérieur 4 SL, il faut augmenter la valeur de SI. L’indicateur d’aiguillage prend
la valeur 3, le pas prend la valeur 2. et nous retournons i l'instruction 12 ol nous mettons en
mémoire (valeur SA) la valeur de SI avant de passer A l'instruction 13, puis refaisons les calculs
ci-dessus jusqu’a ce que XL devienne inférieur a SL.

La valeur du paramétre de forme se trouve alors comprise entre la derniére valeur SB utilisée
comme approximation de ce paramétre et la valeur SA utilisée au tour précédent. L’indicateur
d’aiguillage prend la valeur 2 et nous utilisons comme nouvelle valeur approchée de 5I la quantité
(SA + SB)/2 pour retourner i ['instruction 14.

La boucle de calcul continue en prenant pour valeur de SI la valeur moyenne entre la der-
niére valeur utilisée et celle des deux valeurs précédentes pour laquelle le signe de (XL — SL)
est inversé, jusqu’a ce que 'on en sorte — soit par U'instruction IF (IFIX ...) soit lorsque les
possibilités de la machine en simple précision ne lui permettent plus de distinguer entre deux
valeurs successives de SI.

Le paramétre FO est alors calculé juste avant Iinstruction RETURN.

12.4. — Distribution gamma incompléte.

12.4.1. — FUNCTION FGAMA TFonction de distribution de la loi gamma incompléte,
non trongquée.

12.4.2. — FUNCTION VGAMA Inversion de la distribution gamma incompléte, non
tronquée.

12.4.3. — SUBROUTINE PGAMA Calcul des paramétres d’une distribution gamma in-
compléte, non tronquée, adaptée 4 un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode
du maximum de vraisemblance chaque fois que cela est possible, sinon en remplagant Péquation
provenant de la dérivée par rapport & x, par ’équation contenant le moment de second ordre

(cf. paragraphe 7.3.).

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur,
la taille N de I’échantillon et la valeur XS limite acceptée a priori pour XO (par exemple XS = 0,
XS = — 1. E 50) inférieure 4 la valeur minimale observée dans 1’échantillon.

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de position X0 = x, (borne inférieure
de lintervalle de définition de la variable, de valeur égale ou supérieure 3 XS), du paramétre
d’échelle S = s, positif, du paramétre de forme GC = v, positif et de la moyenne XM de
I’échantillon.

Nous commengons, dans le sous-programme, par calculer le moment d’ordre 1 (moyenne),
le moment d’ordre 2 et nous déterminons la valeur minimale observée XI.

Puis le méme systéme d’itérations va nous servir pour estimer-des paramétres soit en utilisant
les trois équations dérivées du maximum de vraisemblance, soit en remplagant une de ces équa-
tions par celle du moment de second ordre. Les quantités que nous appelons v, et v; dans le
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paragraphe 7.3. sont dénommées GC et GZ dans le sous-programme. La figure 24 montre les
sens de variation de GZ-GC lorsque GZ est calculé par le maximum de vraisemblance et quand
cette méthode convient (fig. 24-1), quand cette méthode ne convient pas (fig. 24-2) et lorsque
GZ est calculé par le moment de second ordre (fig. 24-3), cas ot 'on a toujours une solution quel
que soit .

Nous définissons un premier indicateur JND de valeur initiale 1 qui correspond a la recherche
de la solution dans le cas de la figure 24-1 et qui prendra la valeur 2 pour le cas de la figure 24-3.

Nous définissons aussi un indicateur d’aiguillage IND valeur initiale 1 et un pas d’explora-
tion AS valeur initiale 1.

GZ-GC
6Z-6C

I
i
’Snl.ution !
3 . + }
* ; - | X1 x_g— ; | Lo
- xs - X5 %
Fig., 24-1. Fie. 24-2.
6Z-6C ]
|
|
N 1
. ! g
- XS I Xi
Isotution
Fic. 24-3.
Nous choisissons une valeur initiale pour X0, inférieure & XI, xp; = XI —z, * (XM — X1I)
et nous calculons GZ (imstruction n° 16) et GC.
. . . GZ—-GC
Nous comparons, dans linstruction n° 22, GZ et GC en valeur relative —=—=—— (GG,

GC
positif, ne peut pas étre nul) pour faire ensuite varier X0 dans le sens voulu. Cette instruction
n° 22 par laquelle on repasse a4 chaque tour de boucle de calcul, permet de terminer en sortant
de la boucle si 'erreur relative entre GZ et GC est inférieure 4 .0001 en valeur absolue sinon :

— Si GZ — GC est positif, 'indicateur d’aiguillage ne change pas de valeur, nous retournons
a Dinstruction n® 10 et nous choisissons une valeur de XO supérieure a la précédente
XI— AS * (XM — XI), AS étant a chaque passage divisé par 2. Nous caleulons GZ et GC
et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que GZ — GC reste positif nous
retournons 2 Pinstruction n° 10, calculons GZ et GC..., etc. sauf si, & force de diminuer, la
quantité AS * (XM — XI) devient trop petite pour se retrancher effectivement de XI étant
donné les possibilités de I'ordinateur en simple précision : nous admettons alors que nous
sommes dans le cas de la figure 24-2 et que la solution correspond 2 la figure 24-3. Nous faisons
alors JND == 2 et retournons i P'instruction n° 8.

— Si GZ — GC est négatif, l'indicateur d’aiguillage prend la valeur IND = 3, et nous choi-
sissons une nouvelle valeur de XO inférieure & la précédente XI — 2. * (XM — XI). Nous
caleulons GZ et GC et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que GZ — GC
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reste négatif, nous retournons a linstruction n° 12 et nous choisissons une nouvelle valeur
de XO inférieure 4 la précédente XI — AS * (XM — XTI), AS étant multiplié par 2 4 chaque
passage. Nous calculons GZ et GC et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut..., etc.,
sauf si XO A force de diminuer (instruction n® 23) devient inférieur au seuil limite fixé XS.
Dans ce cas, nous remontons 4 instruction n® 11, I'indicateur d’aiguillage prend la valeur
IND = O, XO prend la valeur XS et nous calculons les deux paramétres restant & déter-
miner GC (instruction n°® 18 sqq) et S, juste avant RETURN.

Lorsque & un moment de cette premidre exploration (JND = 1, IND =1 puis 3) GZ — GC
a changé de signe, est devenu positif, nous donnons a I'indicateur la valeur IND = 4, remontons
a DPinstruction n® 12 et modifions le X0 précédent de la quantité AS * (XM — XTI), AS étant un
pas moitié du dernier pas utilisé. Nous calculons GZ et GC, les comparons dans I'instruction n° 22
qui nous renvoie & 'instruction n° 12 (IND prenant la valeur 2 si GZ — GC a changé de signe).
Nous allops faire des séries de boucles avee IND = 4 ou IND = 2, la valeur de IND changeant
4 chaque changement de signe de GZ — GC, ces boucles se faisant en modifiant XO sans modifier
le signe du pas si IND ne change pas de valeur, et en prenant un pas divisé par 2 4 chaque retour.

Le travail en boucle se continue jusqu’a ce que I'erreur relative entre (GZ — GC) et GC
soit inférieure & .0001 en valeur abselue, ou jusqu’a ce que le pas d’exploration devienne trop
petit pour modifier effectivement la valeur de XO étant donné les possibilités de l'ordinateur
en simple précision.

Dans les deux cas, nous admettons que les derniéres valeurs calculées de XO et de GC le
sont avec suffisamment de précision et nous calculons le paramétre S juste avant RETURN,

Dans le cas ot JND a pris la valeur 2, la marche du calcul est semblable 4 celle décrite ci-
dessus, avec comme différence importante 'inversion du signe de GZ — GC pour déterminer le
sens de variation de XO.

12.4.4. — SUBROUTINE PGAMAP Calcul des parameétres inconnus d’une distribution
gamma incompléte, non tronquée, adaptée 4 un échantillon de taille connue, sans troncature,
et dont on connait la borne limite inférieure (paramétre de position) — par la méthode du
maximum de vraisemblance.

Le programme prineipal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur,
la taille N de ’échantillon et la valear XO du paramétre de position, valeur inférieure & la valeur
observée minimale.

Le sous-programme calcule les valeurs du parameétre d’échelle S = s, positif, du parametre
de forme GC = v, positif, et de la moyenne de I’échantillon XM.

12.45. — FUNCTION FGAMAT Fonction de distribution de la loi gamma incompléte
tronquée.

13.4.6. — FUNCTION VGAMAT Inversion de la distribution gamma incompléte tronquée.
12.4.7. — SUBROUTINE PGAMAT Calcul des parameétres d’une distribution gamma in-

compléte, tronquée, adaptée 4 un échantillon avec troncature, dont on connait le paramétre de
position.

Un tel sous-programme peut se déduire facilement du suivant : SUBROUTINE PGAMAJ.
L’expérience a prouvé que ce sous-programme PGAMAT ne fonctionnait pas bien lorsque le
parameétre de forme était supérieur a 1,5; nous avons cherché, sans y parvenir, une méthode
de solution valable quel que soit v du systdme d’équation du paragraphe 7.5.

12.4.8. — SUBROUTINE PGAMA]J calcul des paramétres d’une distribution gamma incom-
pléte tronquée, adaptée & un échantillon avec troncature (cf. paragraphe 7.5.). On suppose connue
Ia valeur du paramétre de position, et les paramétres de forme, d’échelle et de tronquage seront
déterminés, les deux premiers par la méthode du maximum de vraisemblance.
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Le sous-programme a été établi pour ’étude de pluviométries journaliéres, mais peut &tre
facilement modifié pour tout autre objet : les seuls changements i faire se trouvant dans les calculs
préliminaires.

Le programme principal doit fournir : la valeur du paramétre de position XO et du seuil de

troncature XH (qui pourrait étre pris & (XO 4 &), valeur de la plus petite des observations di-
férente de XO).

Les observations sont transportées, avec INTEGER* 2 IX, ID en COMMON IX (70,366),
ID (70) — IX (M, J) étant la hauteur pluviométrique correspondant au jour J de ’année dont les
deux derniers chiffres du millésime forment M — ID (M) étant un indicateur d’utilisation de
Pannée M, valant 1 si les observations sont complites et sans commentaires, — 1 si les observa-
tions de I’année sont totalement manquantes ou si elles ne sont pas conservées pour le calcul, et O
si les observations sont utilisées malgré les commentaires (observations incomplétes, non quoti-
diennes, douteuses...).

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de forme GO = v, positif, du paramétre
d’échelle SO = s == 1/a, positif et du paramétre de tronquage FO = F, compris entre zéro et un.

Nous commengons par caleuler dans le sous-programme : les valeurs des sommes de toutes
les observations différentes de X O, de leurs carrés et de leurs cubes : d’olt des valeurs approchées

AO = % et GO par la méthode des moments ; le nombre relatif PH des observations supérieures

ou égales & XH ainsi que leur moyenne SX et la moyenne SL de leurs logarithmes naturels (le
nombre relatif PH est le nombre des observations > XH divisé par le nombre total d’observations
possibles, ici somme des 365 ou 366 jours des années utilisées).

sx/
¥ / 5L

YX>S5%X
YL >SL
Al Ag
Salutien O—
Al Ag AT  JND devient 2
si la solution est & droite de AZ  ou si elle est a gauche
YL<SL AT Al Ad AT Al A AT AT
s Fre. 25.-2.

La méthode de travail du sous-programme est la suivante :

Premiére boucle : Nous explorous le plan a, y (cf. figure 25-1) 4 v constant jusqu’a trouver le
point P, tel que les valeurs de SX et de YX = v /a 4 u¥ e=%/[a I'(v) (1 — Pu)] soient les mémes
a une erreur relative que nous avons prise égale a . 0001 (instruction IF (IFIX(ALOG(YX/SX))*
1.E4).

Au tout premier départ, nous commengons avec les valeurs de y et de a calculées par la
méthode des moments, et avec I'indicateur 4 la valeur JND = 1. 8i YX <« SX il faut diminuer a,
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JND ne change pas de valeur et A, P, = AO est divisé par un pas de 2 tant que JND = 1. Si
YX > SX il faut augmenter a, JND prend la valeur 3 et A, P, est multiplié par un pas de 2 tant
que JND = 3.

Dés que YX — SX a changé de signe, l'indicateur prend la valeur IND = 2 et nous prenons
comme valeur de a la moyenne entre la derniére valeur AO (conservée sous la dénomination AT)
et la valeur précédente Al

La figure 25-2 montre le schéma de fonctionnement avec IND = 2 tant que l'instruction IF
(IFIX(ALOG ... n’a pas fait sortir de la boucle.

Exn sortant de la boucle, nous faisons JND = 4 avant de rentrer dans la seconde boucle :
nous explorons le plan a, v (cf figure 25-1) sur la tangente en P, i la courbe SX jusqu’a trouver le
point Q, tel que les valeurs de SL et de YL = — Log a + ¢ (v) / (1 — Py) — SU/[I(y) X (1 =
P,)] soient les mémes & une erreur relative que nous avens prise égale 2 .0001 (instruction IF

(IFIX(ALOG(YL/SL) * LE4).

Nous partons avec les valeurs de v et de a provenant de premiére boucle, calculons la série :

(— 1) uprtr

rl ¢4r

1
Y+ )
puis la pente de la tangente en P, et la quantité YL.

Si YL > SL, il faut diminuer vy, JND prend la valeur 1 et tant que YL — SL ne change pas
de signe, JND ne change pas de valeur et Gy P, est divisé avec un pas de 2.

Si YL < SL il faut augmenter v, JND prend la valeur 3 et tant que YL — SL ne change pas
de signe, JND ne change pas de valeur et Gy P; est multiplié par un pas de 2.

A chacune de ces itérations, non seulement y change de valeur mais aussi & et il faut recal-
culer la série SU.

Dés que YL — SL change de signe, l'indicateur prend la valeur JND = 2 et nous suivons
un schéma trés analogue a celui de la figure 25-2 tant que Dinstruction IF(IFIX(ALOG ...
n’a pas fait sortir de la boucle.

(Log Up—

En sortant de la boucle, nous faisons JND == 4 et retournons dans la premiére boucle : explo-
ration & y constant avec la valeur déterminée dans la seconde boucle ... Puis nous reprenons la
seconde boucle ... Dés qu’on a fait un parcours dans une boucle sans changer la valeur de JND
parce que YX se trouve a moins de 0,01 % de SX et YL a moins de 0,01 9%, de SL avec les mémes
valeurs de v et de @ qui sont les valeurs cherchées GO et AQ = 1/50, on passe & I'instruction 55
et on calcule le paramétre de tronquage FO juste avant RETTURN.

12.5. — Distribution exponentielle généralisée.

12.5.1. — FUNCTION FEXGE fonction de distribution de la loi exponentielle généralisée,
avec parameétres de forme et de position positifs ou négatifs, et non tronquée.

12.5.2. — FUNCTION VEXGE inversion de la distribution ci-dessus.

12.5.3. — SUBROUTINE PEXGE calcul des paramétires d’une distribution exponentielle
généralisée, non tronquée, adaptée i un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode
du maximum de vraisemblance chaque fois que cela est possible, sinon en remplagant I'équation
provenant de la dérivée par rapport i x, par I’équation contenant la moyenne logarithmique
(cf paragraphe 8.3.).

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur,
1a taille N de I’échantillon, la valeur XS limite acceptée a prieri pour XO (par exemple XS = 0,
XS = — 1. E50 ou XS = -+ 1. E50, valeur qui doit &tre inférieure 4 la valeur minimale observée
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dans I’échantillon si le paramétre d’échelle est positif ou supérieur 4 la valeur maximale observée
dans I’échantillon si le parameétre d’échelle est négatif), le signe DS = 4 1. ou — 1. du paramastre
de forme et le signe SS = 4 1. ou — 1. du paramétre d’échelle.

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de position XO = x; (borne inférieure
de l'intervalle de définition de la variable si le paramétre d’échelle est positif, XO > X8, ou borne
supérieure de I'intervalle de définition si le paramétre d’échelle est négatif, X0 < XS), du para-
métre d’échelle S = s, avec son signe choisi 4 I'avanee, du paramétre de forme DE = 3§, avec son
signe choisi 4 'avance, et de la moyenne XM de P’échantillon.

Nous commengons, dans le sous-programme, par calenler la moyenne XM et déterminer la
valeur minimale (ou maximale) observée XI.

Puis le méme systéme d’itérations va nous servir pour estimer les paramétres — soit en utili-
sant les trois équations dérivées du maximum de vraisemblance, soit en remplagant une de ces
équations par celle de la moyenne arithmétique ou celle de la moyenne logarithmique. Les quanti-
tés que nous appelons 3, et 3y dans le paragraphe 8.3 sont dénommées DE et DY dans le sous-
programme. La figure 26 montre le sens de variation de (DY — DE) en fonction de XO (S étant
positif, ce que nous allons supposer dans tout le raisonnement ci-dessous).

oY-DE

Enlution

Frc. 26.

Nous définissons un premier indicateur JND de valeur initiale 1 qui correspond a la recherche
de la solution par le maximum de vraisemblance et qui prendra la valeur 2 ou 3 lorsquon sera
obligé de chercher la solution par 'intermédiaire de la moyenne arithmétique ou de la moyenne
logarithmique.

Nous définissons aussi un indicateur d’aiguillage IND valeur initiale 1 et un pas d’explora-
tion AS valeur initiale 1.
1
Nous choisizssons une valeur initiale pour X0, inférieure & XI, x, = XI — —. (XM —XI),
et nous caleulons DE.

&

N

Pour cela, nous avons a résoudre I'équation implicite :

DE = 5 = I Log |x; — x| X |xi — x| V3| T |25 — 2|3 — %E Log |x; — |-

C’est une inversion de fonction que 1'on réalise facilement par la méthode de la valeur moyenne
(ef paragraphe 11.3.) entre instruction n® 21 et I'instruction n° 29. A la premiére itération {pre-
mier essai avec JND = 1, 2 ou 3) la valeur de départ est DE = DS = 4~ 1. ou — 1., aux itéra-
tions suivantes la valeur de départ est la valeur calculée pour DE A I'itération précédente.

Nous calculons DY (instructions no8 35, 36 ou 37) défini par une équation choisie d’aprés
la valeur de DE (par l'intermédiaire de I’indicateur LND), et nous comparons DY et DE dans
I’instruction n® 39 pour faire varier x, dans le sens voulu. Cette instruction par laquelle on repasse
a chaque tour de boucle de calcul permet de terminer en sortant de la boucle si 'erreur relative
entre DY et DE est inférieure 4 .000001 en valeur absolue, sinon :
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— Si DY — DE est négatif, I'indicateur d’aiguillage ne change pas de valeur, nous retournons
4 I'instruction n® 10 et nous choisissons une valeur de X0 supérieure a la précédente : XI — AS
* (XM — XI), AS étant divisé par 2 & chaque passage. Nous calculons DY et DE et nous
comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que DY — DE reste négatif, nous retour-
nons & l'instruction n° 10, caleulons DY et DE, etc., sauf si, & force de diminuer, la quantité
AS* (XM — XI) devient trop petite pour se retrancher effectivement de XI étant donné les
possibilités de I'ordinateur en simple précision : nous admettons alors que nous sommes dans
le cas de § > 1. Nous faisons alors JND = 2 et nous retournons a P’instruction n° 50.

— S5i DY — DE est positif, I'indicateur d’aiguillage prend la valeur IND = 3 et nous choisis-
sons une nouvelle valeur de X0 inférieure a la précédente XI — 2.* (XM — XI). Nous calcu-
lons DY et DE et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que DY — DE reste
positif, nous retournons i I'instruction n° 12 et nous choisissons une nouvelle valeur de X0
inférieure & la précédente : XI — AS* (XM — XI), AS étant multiplié par 2 a chaque passage.
Nous calculons DY et DE et nous comparons ces deux valeurs, ete., sauf si XO & force de
diminuer (instruction n° 40) devient inférieur au seuil limite fixé XS. Dans ce cas nous remon-
tons A Pinstruction n® 14, l'indicateur d’aiguillage prend la valeur IND = 0., XO prend la
valeur XS et nous caleculons DE puis le paramétre d’échelle S juste avant RETURN.

Lorsque 4 un moment de cette premiére exploration (JND = 1, IND = 1 puis 3) DY —DE
a changé de signe, est devenu négatif, nous dennons & I'indicateur la valeur IND = 2, remontons
4 P'instruction n° 15 et modifions le XO précédent de la quantité AS* (XM — XT), AS étant un
pas moitié du dernier pas utilisé. Nous calculons DY et DE, les comparons dans I'instruction
n® 23, qui nous renvoie & instruction n0 15 sans changer la valeur de l'indicateur si DY — DE n’a
pas changé de signe, ou avec IND = 4 si DY — DE a changé de signe : nous allons faire des séries
de boucles avec IND = 2 ou IND = 4, la valeur de IND changeant & chaque changement de signe
de DY — DE, ces boucles se faisant en modifiant XO par division du pas par 2 sans modifier le
signe du pas si IND ne change pas de valeur, ou en changeant ce signe, si IND a changé de valeur.

Le travail en boucle se continue jusqu’a ce que ’erreur relative entre (DY — DE) et DE soit
inférieure & .000001 en valeur absolue, ou jusqu’a ce que le pas d’exploration devienne trop petit
pour modifier effectivement la valeur de XO étant donnsé les possibilités de I'ordinateur en simple
précision,

Dans les deux cas, nous admettons que les dernitres valeurs calculées de XO et de DE le
sont avec suffisamment de précision et nous cal¢ulons le paramétre S juste avant RETURN.

Si JND a pris la valeur 2 ou 3, la marche du calcul est semblable a celle décrite ci-dessus,
la seule différence étant dans le mode de calcul de DY.

12.54. — SUBROUTINE PEXGEF calcul des paramétres inconnus d’une distribution
exponentielle généralisée non tronquée, dont la valeur du paramétre de forme est connue, adaptée
4 un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode du maximum de vraisemblance
" chaque fois que cela est possible, sinon en remplagant ’équation provenant de la dérivée par rap-
port & x, soit par I’équation contenant le moment centré d’ordre deux (cas de § = 1), soit par
P’équation contenant la moyenne arithmétique, soit par I’6quation contenant la moyenne loga-
rithmique (cf. paragraphe 8.3.).

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur,
la taille N de I’échantillon, la valeur limite XS acceptée a priori pour XO (par exemple XS = 0,
XS = 1. E50 ou XS = + 1. E50, valeur qui doit &tre inférieure 4 la valeur minimale observée
dans I’échantillon si le paramétre d’échelle est positif, ou supérieure i la valeur maximale observée
si le paramétre d’échelle est négatif), le signe 3S = -~ 1 ou — 1 choisi pour le paramétre d’échelle
et la valeur, avec son signe, du parameétre de forme.

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de position XO = x; (borne inférieure
de l'intervalle de définition de la variable si le paramétre d’échelle est positif, XO > XS ou borne
supérieure sile paramétre d’échelle est négatif XO < XS), du paramétre d’échelle S = s avec son
signe choisi & I'avance, et de la moyenne XM de I’échantillon.

83



Nous calculons d’abord la moyenne de ’échantillon, la valeur moyenne des carrés des obser-
vations et nous cherchons la valeur minimale (si SS = + 1) ou maximale (si 38 = — 1) observée.

Si le paramétre de forme est égal 4 1, nous allons a I'instruction 6 qui calcule S et XO puis
3 RETURN.

Si le paramétre de forme est inférieur ou supérieur a 1, nous choisissons une valeur de XO,
calculons une valeur DY du paramétre de forme d’aprés I’équation provenant de la dérivée du
maximum de vraisemblance par rapport & %, ou d’aprés I’équation qui la remplace, comparons
cette valeur DY a la valeur DE fournie par le programme principal pour savoir dans quel sens
faire varier X0 que I'on suppose déterminé avec assez de précision lorsque I’erreur relative entre

DY et DE est inférieure a .00001.
Le parameétre d’échelle est alors calculé juste avant RETURN.

12.5.5. — SUBROUTINE PEXGEP calcul des parameétres inconnus d’une distribution
exponentielle généralisée non tronquée, dont la valeur du paramétre de position est connue,
adaptée 4 un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode du maximum de vrai-
semblance.

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur,
la taille N de I’échantillon, la valeur du paramétre de position (valeur qui doit &tre inférieure a
la valeur minimale observée si le paramétre d’échelle est positif, ou supérieure a la valeur maxi-
male observée si le paramétre d’échelle est négatif) le signe DS = 4 1 ou — 1 choisi pour le para-
métre de forme et le signe S8 = + 1 ou — 1 choisi pour le paramétre d’schelle.

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de forme DE et du paramétre d’échelle
S (avec les signes prédéterminés) et la valeur moyenne XM de I'échantillon.

On choisit une valeur initiale DE = DS, calcule une valeur DZ d’aprés DZ = 3M/SD — SL
que Pon compare 4 DE, pour résoudre I’équation :

DE = § = S Log |x; — =,

. 1
X [t — xf8 | % | — 5l — = T Log |z — s

ce qui correspond a une inversion de fonction facile & réaliser par la méthode de la tangente simple.
Le paramétre d’échelle est caleulé juste avant RETURN.

12.5.6. — FUNCTION FEXGET fonction de distribution de la loi exponentielle généralisée

tronquée. :
12.5.7. — FUNCTION VEXGET inversion de la fonction exponentielle généralisée tronquée.
12.5.8. — SUBROUTINE PEXGET calcul des paramétres inconnus d’une distribution

exponentielle généralisée (dans le cas d’une loi de Goodrich) tronquée adaptée 4 un échantillon
aveec troncature (cf. paragraphe 8.5.). On suppose connue la valeur du paramétre de position et
les paramétres de forme (positif), d’échelle (positif) et de tronquage seront déierminés, les deux

premiers par la méthode du maximum de vraisemblance.

Le programme principal doit fournir la totalité des valeur X de la variable (y compris les
valeurs inférieures au seuil de troncature) sous forme d’un vecteur, la taille N de ’échantillon,
la valeur du paramétre de position XO, la valeur XH du seuil de troncature (qui pourrait étre
pris & (XO -+ ¢) valeur de la plus petite des observations différente de X O).

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de forme DE = 3§ positif, du paramsatre
d’échelle S = s positif, et du paramétre de tronquage FO = F, compris entre 0 et 1.

Nous calculons d’abord la valeur moyenne de Log (X (J) — XO) pour les NH observations
supérieures ou égales 4 XH.

Puis nous calculons la valeur du paramétre de forme comme dans la sous-routive PEXGE,
la valeur du paramétre d’échelle et celle du paramétre de tronquage juste avant RETURN.
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12.5.9. — SUBROUTINE PEXGE]. Calcul des paramétres d’une distribution de Goodrich
adaptée & un échantillon avec troncature : on suppose connue la valeur du paramétre de posi-
tion, et les parameétres de forme, d’échelle et de troncature seront déterminés, les deux premiers
par la méthode du maximum de vraisemblance.

Ce sous-programme a été établi pour ’étude de pluviométries journaliéres.

Le programme principal doit fournir : la valeur du paramétre de position XO et du seuil
de troncature XH (qui pourrait étre pris égal 4 la valeur de la plus petite des ohservations
différente de XO). _

Les observations sont transportées aveec INTEGER * 2 IX, ID en COMMON IX (70,366),
ID (70) — IX (M, J) étant la hauteur pluviométrique correspondant au jour J de 'annde dont
les deux derniers chiffres du millésime forment M — ID (M), étant un indicateur d’utilisation
de ’année M, valant 1 si les observations sont complétes et sans commentaires ; — 1 si les obser-
vations de 1'année sont totalement manquantes ou si elles ne sont pas conservées pour le calcul,
et 0 si les observations sont utilisées malgré les commentaires (observations incomplétes, non
quotidiennes, douteuses...).

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de forme DE = 3§ positif, du paramétre
d’échelle S = s positif et du paramétre de tronquage FO = F, compris entre zéro et un.

Nous commencons par calculer dans le sous-programme : le nombre relatif PH des obser-
vations supérieures oun égales 4 XH ainsi que la moyenne SL de leurs logarithmes naturels (le
nombre relatif PH est le nombre des observations > XH divisé par le nombre total d’obser-
vations possibles, ici somme des 365 ou 366 jours de chaque année utilisée).

La méthode de travail est trés simple puisque nous trouvons une équation, implicite et
transcendante, contenant 3 seul parmi les paramétres i déterminer. Nous réalisons cette inversion
de fonction par la méthode de la tangente seule en partant d’une valeur 5 = 4 1 (instruction
n° 12 4 20 non comprise).

Dés que DE = § est déterminé, avec une erreur relative de .00001 en valeur absolue, nous

calculons le paramétre d’échelle S (instruction n° 20) et le parameétire de tronquage FO juste
avant RETURN.

12.6. — Distribution béta incompléte.

12.6.1. — FUNCTION FBETA. Fonction de distribution de la loi béta incompléte non
tronquée.

12.6.2. — FUNCTION VBETA. Inversion de la distribution béta incompléte non tronquée.

12.6.3. —— SUBROUTINE PBETAM. Calcul des paramétres d’une distribution béta incom-
pléte, non tronquée, adaptée & un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode
des moments.

Le programme prineipal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur,

la taille N de [’échantillon.

Le sous-programme calcule les valeurs des paramstres de position XO et XI, du paramétre
d’échelle S, des parameétres de forme P et Q et de la moyenne XM de I’échantillon.

12.7. — Distributions reliées a la loi normale.

12.7.1. — FUNCTION FSTUD. Fonction de répartition de la loi de Student-Fisher.

La probabilité, au dépassement, de la valeur (positive) ¢, c¢’est-a-dire la probabilité pour
que la valenr absolue de x soit supérieure & ¢ s’éerit :

omie [ )
V;B(E’%> -t i

v étant le nombre de degrés de liberté.
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. ¢
En faisant le changement de variable 6 = arctg \7:.,
v

si v est impair:

2 . 2 24... (v—3)
=] —_—— - —_ 2 e iSRS S v=3\ {,
Q=1 Tt[6,smﬁcosﬁ(l-}-3«303 8+ +1.3...(v 2)(c056) )J
si est v pair:

. .1 13... (v—3)
— : 2 4 S S 32,
Q=1 smB(ll—rzcos 04 ...+ 54... (v 2)(cose) >

Le programme principal doit fournir la valeur (positive) de ¢ et le nombre de degrés de
liberté.
12.7.2. — FUNCTION VSTUD. Inversion de la distribution de Student-Fisher.

On calcule la valeur positive ¢ pour laquelle la probabilité au dépassement de la valeur
absolue de x est égale & la probabilité donnée.

Le programme principal doit fournir cette probabilité et le nombre de degrés de liberté.

12.7.3. — FUNCTION FCHID. Fonction de répartition de la loi de »*> de K. Pearson.

La probabilité, au dépassement, de la valeur (positive) y?, c¢’est-a-dire la probabilité pour
que la valeur positive de ¢ soit supérieure a %3, s'écrit:

AL _t
Q=1———l——v——/ Er=leTT gy,
AT —
2 I‘( 3 ) 0
v étant le nombre de degrés de liberté, en faisant le changement de variable u = %32
sl v est pair: :
[ —; 2 ur
Q=-c"% [l-i— = -—]
< r!
r=1
et si v est impair: .
—_ 2 TZ‘ ur—1
=1 — —_— -4 X
Q 1 erf(\/u)—{-\/_;ﬁe ur=1 3 9 —1
1. TR 3

Le programme principal doit fournir la valeur (positive) de y* et le nombre de degrés de
liberté.

12.74. — FUNCTION VCHID Inversion de la distribution de 3* de K. Pearson.

On calcule la valeur y* pour laquelle la probabilité au dépassement est égale 4 la probabilité
donnée.

Le programme principal doit fournir cette probabilité et le nombre de degrés de liberté.
12.8. — Fonection gamma compléte et ses dérivées.
12.8.1. — Fonction Gamma : cette fonction existe dans la bibliothéque des ordinateurs

IBM 360. Nous donnons ci-dessous une formule de calcul approchée pour = compris entre 1
et 2 (erreur sur T (s5) inférieure & .0000001).
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T(z) = 1. + (z — 1.) * (— .57710166 + (s — 1) * (.98585399 + (z — 1) * (— .87642182
4+ (5 —1.) * (83282120 + (z — 1.) * (— 56847290 + (z — 1.) * (.25482049
+ (z— 1.) * — .05149930)))))).

Si z est compris entre 0 et 1, il faut utiliser la formule I'(z) =

—}-"’ I'(z + 1).

Si z est supérieur & 2, il faut utiliser la formule de récurrence, n étant un entier :

*

bl o™ R Y {- - I\ * TV - 1)
L\z-—u}=\z—u—1) J,\ —lb‘—.\.)

121

jusqu’a trouver un argument (z —n — 1) compris entre 1 et 2.

12.8.2. — Fonction logarithme de Gamma : cette fonction existe aussi dans la bibliothéque
des ordinateurs IBM 360. Nous donnons ci-dessous une formule de calcul pour z supérieur
4 18 (calcul a faire en double précision) :

LogT(s) = (z—.5) *Logz+ .5 * Log 2r —z 4 L[z * (L./12  1./z% *

(—1./360 4 1/z2 * (1./1260 — 1/z%/1680})).
Si z est inférieur a 18, il faut utiliser la formule de récurrence, n étant un entier:
LogT{(z+n—1)=Log Iz + n) — Log (z + n —1)

jusqu’a trouver un argument (z 4 n) supérieur & 18.

On peut prendre pour 2 = la valeur : 710./113. qui donne 2 = avec une erreur relative infé-
Tieure & 1/107, -

12.8.3. — FUNCTION VGAMMA. Inversion de la fonction Gamma compléte.

La fonction Gamma compléte admet un minimum. de valeur I, = .8856031944 pour une
valeur de 'argument z, = 1.461632145. Pour une valeur inférieure a I', Pinversion n’est pas
possible et pour une valeur supérieure 4 Iy 'inversion conduit 4 deux solutions : I'une inférieure
a z;, et 'autre supérieure.

Le programme principal doit fournir la valeur de T et une valeur — 1 ou + 1 d’un indi-
cateur qui permet le choix entre les solutions inférieure ou supérieure i z,.
12.8.4. — FUNCTION PSI. Dérivée logarithmique de la fonction Gamma.

Nous calculons ¢(z) par quadrature pour z compris entre 1 et 2. Si z est compris entre 0 et 1
il faut utiliser la formule :

4@ =4+ 1) —

et si z est supérieur a 2, il faut utiliser la formule de récurrence, n étant un entier:

1

L!)(z_._n,)::: lp(z_n’—']‘)-i-z—-:—n—:—i

jusqu’a trouver un argument (z —n — 1) compris entre 1 et 2.

L’expression de Pintégrale donnant ¢(z) est:

1
1 — ==t

C constante d’Euler.
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La dérivée de ¢(z) par.rapport & ¢, pour z > 1 tend vers 4 1 si ¢ tend vers 0 et vers (z — 1)
si ¢t tend vers 1.

La dérivée seconde de ¢(z) par rapport & ¢, pour z > 1 tend vers + 1 si ¢ tend vers 0 et vers

z—1)(z—2
2

) si t tend vers 1 et la représentation de la dérivée premiére est donnée par la

figure 27.
La méthode de quadrature employée est celle de Gauss, dont le principe est le suivant :

+1 1 1
f e s=i(—55)+1(5)

le terme négligé étant —— 135 fW ® —l<o<41.

Appliquée & un intervalle g, b divisé en n sous-intervalles dont les centres sont &

2r—1
)]

(b —a), r variant de 1 & =, la quadrature s’éerit :

n,:llf -7))

L’expérience nous a conduit & prendre 250 intervalles.

2n

<
wll -

frail] R

Fic. 27. Fie. 28.

12.8.5. — FUNCTION VPSI. Inversion de la fonction PSI qui est la dérivée logarithmique
de la fonection Gamma compléte.

La fonction ¢ variant de — cO et étant monotone croissante pour les valeurs positives de
Pargument, l'inversion se fait facilement par la méthode de la tangente.

12.8.6. — FUNCTION PSIPR. Dérivée de la fonction ¢.

Nous caleulons ¢/(z) par quadrature pour z compris entre 2 et 3. Si z est inférieur 4 2 et
supérieur 4 1 il faut utiliser la formule :

1
V@ =¥ E+)
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et si 3 est compris entre { et 1:

1

1
¢'(z)=¢’(z+2)+z—z+m’

Si z est supérieur a4 3 il faut utiliser la formule de récurrence, n étant un entier :

1
G—n—1)7’

Y (E—m) = (—n—1)—

jusqu’a trouver un argument (z — n— 1) compris entre 2 et 3.
L’expression de lintégrale donnant (2} est:

fl Logte—t

—JO 1—¢ at. .

La dérivée de 4'(z) par rapport & &, pour z > 2, tend vers 0 si ¢ tend vers 0 et vers + 1 si
¢t tend vers 1.

& (2
b

\=

P

La dérivée seconde de ¢’(z) par rapport 4 ¢, pour z > 2, tend vers 0 si ¢ tend vers 0 et vers
(z—2) si ¢t tend vers 1 et la représentation de la dérivée premiére est donnée par la figure 28.

La méthode de quadrature employée est celle de Gauss, avec 250 intervalles, comme pour
la fonction 4.
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FUNCTION FNﬂNleSI'X.”l

POH D01 FUNCTION FHORMEX,ECHEL,POSIT)

FONCTION DK REPARTITION DE LA LOU HORMALE

CALCWL DE LA PROBABILITE CORRESPONOANT A LA VALEUR X OF LA VARTABLE
VALEUR X oPARANETRES O ECHELLE {ECART-TYPE}, D€ POSITIOH {MOYENNE)
FOURNIS PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL

PAS DE SOUS-PAOGRAMME A ADJOINORE

DOUBLE PRECISION U
Um(X~XM) /SIS0SQRY {.500)
FHORM= S, SXOERF LU}
RETURN

END

FURCTION YHORN{(P:ST,XM)

POH 002  FUNCTION VNORM{FREDQO,ECHEL (#0517}

INVERSION DE LA LOI NORKALE

CALCUL OE LA VARIABLE COI LA SROBABILITE FREDOD
FREDQ, PARAMETRES O ECNELLE(ECART—TV"I'DE POSTTION (MOYENNES
FOURNIS PAR LE PROGRAMME PRINGCIPAL

PAS UE SQUS-PROGRAMNE A ADJUKNURE

OOUBLE PRECISION, TI,TJeFO,PREC,PAS,T1,FT1,FTI,0T]
FO=2.» «00
PIECI.OOMOODIW

T!ll-ﬂo
TJ=Q
IFIFO11,90,2

1
FQasSarQ

wn

to
11

13
1s

2

a

2

22
0

-

Tin44200

PAS= . S00

Go TO 11

Ti=T1EPAS

TI=TIeTL

FYJ=DERF(TI}
1FIDABSIFTJ~FQ 1 ~PRECI 0, 90413
IF{FTI~FOY18,90,10

TI=TIePAS

FTI=0ERF (T}
OT1=2,/DEXPITISTII/ 1. 7724539509
TI=TI+{FO-FT11/DTT

FY[=QERFLTIY

IF{DABST FTI-FO1=PREC) 90,9021
TI=PI={FTI=F0) /(FTI=FTIIO(T1=TI)
FTJI=QERF{TS)
IF{DABSTFTI-F0)-FRECI 91,91,20
T0=TJ

G0 TO 42

91 ToeT1

92

-

92

VYNORKaSHTOSSI ], 41421 4¢ XK

RETURN'

END

SUBROUTINE PHORMEXsSToXMIN}

POH 033  SUBROUTINE SNORMIX,ECHEL POSIT N}

CALCUL DES PARAMETRES O ECHELLE EY OE POSITION

O UNE LOI NORMALE ADAPTEE A UN ECHANTILLOM

DE N VALEURS FOURNIES EN VECTEUR PAA LE PROGRAMNME PRINCIPAL
PAS 0F SOQUS~PROGRAMME A ADJOINORE

DEHENSION XN}

XMaxt]

SIax(l)®xil}

DO 1 =24

WmXNXT )

SI=SEaxtI)ex{l)
SI=SORT({SI-XNOXM/MI/IR-14))
XMNSXMIN

RETURN

END

FUNCTION FGUMBUXeSsXG)

POH 004  FUNCTION FGUMB(X,ECHEL,POSIT)

FONCTION OE REPARTITION OE LA LOL OE GUMBEL

CALCUL DE LA PROBASILITE CORRESPONOANT A LA VALEUR X DE LA VARIASLE
YALEUR X, PARAMETRES 0 ECHELLE ET 0€ POSITION (MODE)

FOURNES PAR LE MOGAAMME PRINCIPAL

PAS DE SOUS-FROGRAMME A AQJGENORE

OOUBLE PRECISION U

SDS TGN 14451

Un(X=X01 /S

U=DEXP{=U)

FGUMB®™ . 58{1.~501+SDV0EXP{=U}
AETURH

END

FUNCTION VGURE(P,S,X0)

FOH 005 FUNCTION YGUMS(FREDG, ECHEL,#OSIT)

INVERSION OE LA LOI DE GUHAEL

CALCUL OE LA VARIABLE CORR: A LA PROBASILITE FREGD
FREDO,PARAMETRES D ECHELLE ET O POSITION {MODE)

FOURNLIS PAR LE PROGRAMME PRINCIFAL

PAS OE SOUS—PROGRAMME A ADJGIKDRE

DOUBLE PRECISION U
SO=SIGN{L.¢5)

U S€(1,~SD) +SDP
U=OLPGE L./ U)
UmOLOGTT1./U)
VGUMBaYSSHXT
RETURN
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15
18
17
18
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SUSRQUTIHE PGUMBIX, S XCeXMoH)

POH Q0&  SUBROUTINE PGUMBLX,ECHEL,POSIT,IMOY,H)

CALCUL OES PARAMETRES O ECHELLE ET OE POSITION,DE LA MOYENNE ’
O UNE LOI OF GUMBEL AOCAPTEE A UN ECHARTILLOM

OE N VALEURS FOURNIES EN VECTEUR PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL
PAS DE SQUS=PROGRAMME A ACJOIHORE

DOUBLE PRECISTON WolsY
DIMENSION X(N3

2%0

53=9

INDaL

2525

D=1,

XM=0

00 S I=l,N

MuXMEXTTY /N
S3mS3eXCIISXCLISNCII/N
$2=S52+XUE)I=XU L) /H

$3w853-3. Osztxmz.‘xmtmu
ExSIGN(L.
S-‘SQIN(SZ-XH'XM]/I 64518
G0 TO 11

IND»2

DuSIGN(Leoll?

0eEy

00 12 Isled
W=QEXPI~X{11/5+1.00)
wzeu

yhyswex(l)

vagey/2

Um{V=XH) /(ARS{VI+ABSIXN) )
IEUIFIX(U®1.E6)%0) 16420415
GO TQ (64991934 IND

GO TO {6e17+18),IND
[Ho=3

Da=p

as=8s/2,
IF(BS-1,E=7)20¢19+19
SlSt(l--D.E'lS

GQ 10}

zO-stBl.ﬂGlNll)

RETU

END

FUNCTION FLOGN{X+52eSe20}
P GOT FUMCTION FLOGN{X+FORME(ECHEL .POSTTY

FONCTION DE REPARTITION O LA LOU GAUSSO=LOGAR[THMIQUE

CALCUL OE LA PRNBASTLITE CORRESPONOANT 4 LA VALEUR X OF LA VARTABLE
VALEUR X,PARAMEYRES Of FORME,D ECHELLE ET O€ POSTTION (BORNE (H€)
FOURNES PAR LE PROGRAMME ARINCIPAL

PAS O€ STUS~AROGRAMME A ADJCINORE

OCUSLE PRECISION U

UnOLOGL { X=X0) /S%1.001/51405QAT (. 5003
FLOGH® . 544 SEOERF{U}

RETURN

ENO

FUNCTION YLOGN(P,51,S.X0)

POH 008  FUNCTION VLOGH{FREDO,FORME, ECHEL,POSIT)

TRVERSION OE LA LO1 GAUSSO-LOGARITHMIQUE

CALCIN. DE LA VARIABLE CORRESPONOANT A LA PROBASILITE FREDO
FREDO, PARAMETRES D€ FORME,D ECK(LLE ET DE POSITION (3URNE INF}
FOURNIS PAR LE PROGRAMKE PRINCIP.

PAS OF SOUS=PROGRAMME A An.mmont

REOCUIwALOGIUI /ST, TOTI06E
ExXm2.00=1,

E1=ERF{RED(UL))
ASela/2.%8C
IFCIFIXILEX-EI301.ETY1 742008

Ta=i.

UlmUTe{ 1. #ToAS)

EI=ERF{REDCULL)

lFélile {EX~EL11#1.ET1719,20,8
xC

5
IFIC~19. 15410411

1
UL=ug-E0¥(UB=UT ) /(EQ-ET)
YLOGNsSSUL+XQ
RETURN
END
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SUBROUTINE PLOGNIXeSTvSeX0eXMeH X5

POH 009  SUBROUTINE PLOGNUX,FCRME,ECHEL ,AOSIT,XMOY Ny VALLIMY

CALCUL DES PARAMETRES OE FORKE,D ECHELLE ET DE POSITION,DE LA HOYENNE

D UNE LOI GAUSSO-LOGARITHMIQUE ADAPTEE A UN ECHANTILLON

DE N VALEURS FOURNIES EM VECTEUR PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL
AINSI QUE LA VALEUR LIMITE INFERIEURE ACCEPTEE POUR POSIY
PAS DE SOUS=PROGRAMNE A ADJOINORE

DOUBLE PRECISION SLoSHeSLUSLHeTLsTH
DIMENSION XIN)

X{=x(1)

AM=X (1IN

DO & [=2.N

AmuXue 1} IN

XI=AMEMLIXTT) X1

INO=t

ASal.
SeZ,e¢12.~IND)
ASmASES
XGaX]={XM=XI1#4S
1FIXI=X011004100017
INO=O

XQ=XS

G0 10 17

AS=AS/2,

XA=XQ

XOuXOr{ XM=XT1%{3,~INOI9AS
IFEXA=X0)1T+30.17
SL=0

00 18 t=1.4

THel .00/ (X([)=xQ)
TL=0LAGI {X(1}~X0)%1.00?
SHeSHeTH/H

SL=SL+TL/N
SLL=SLLATLOTL/N

SLHe SLHFTHSTL/N
SQ=SLL~SLeSL
SPuSL=SLH/SH

IF{ND330y 30419
IF{IFIXI(SP/5Q-1,)91.ES) 122,30+ 20
IF{X0=X5113430+21

GO TD {12¢2442691241,1K0
GO TO {23¢14¢12:257¢1N0
IND=3

€0 7O 1%

INO=A

60 7O 14

IND= 2

GO TQ 14

SI=SQRT{SQ}

SSOEXPSL)

RE TURS

EHD

SUBROUTINE PLOGHP(X4¢STsS e X0eXNeHI

POH 010  SUBROUTINE PLOGHP{Xs FORMEECHEL » POSITe XNOY W NY

CALCUL DES PARAMETRES DE FORRE ET 0 ECHELLE,DE LA MOYENNE

0 UNE LO1 GAUSSO=LOGARITHMIQUE ADAPTEE A UN ECHANTILLON

DE N VALEURS EN VECTEUR ET DE FARANETAE 0E POSITION (BOANE INF)
FOURNLS PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL

PAS DE SOUS~PROGRAMME A ADJOINORE

DOUBLE PRECISION SLySLL.TL
DIMERSION XIN3
XM=Q

Stmg

StL=0

09 1 [=wled
XMuXMeXCTI /N
TL=0LOGL¢X {13 =X0}»1.00)
SLmSLTL/N
SLL=SLLTLETL/N
5Q=SLL=-SLeSL
S1aSQRTISQ
S=0EXP(SL)
RETURN

END

FUNCTION FLUGNT{X151¢S+X0,FOF
POM 011  FUNCTION FLOGNT(X,FORME,ECHEL POSIT,FOY
FONCTTON-OE REPARTITION DE LA LOI GAUSSO-LOGARITHMIQUE TRONQUEE

CALCIY, DE LA PROBABILITE CORRESPONDANT A LA VALEUR X DE LA VARTASLE

VALEUR X PARAMETRES DE FORME,D ECHELLE EY DE POSITION (BOANE INF)
ET PARAMETRE DE TRONQUAGE FO

FOURNIS PAR LE PROGRAMNE PRINCIPAL

PAS DE SOUS~PROGRAMNE A AQJOENORE

OOUSLE PRECISION U

Y=OLOGT (X~X0)/5#1.001/S140SQRT{.500}
FLOGNTWFD#( Lo~FD) /2.8 (1. +DERFIL}}
RETURK

END
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10
11
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13
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16
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FUNCTION VLOGNT{P,S14+5¢X0,FO}

POH 012  FUNCTION VLOGNT(FREOQ.FORME,ECHEL,POSIT,FO)
INVERSION DE LA LOI GAUSSO-LOGARITHMIQUE TRONQUEE

CALCUL DE LA VARIABLE CORRESPONOANT A LA PROBABILITE FREDO
FREOO.PARAMETRES OE FORME,D ECHELLE ET OE POSITION {BORNE INF)
ET PARAMETRE OE TRONQUAGE FQ

FOURNIS PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL

PAS OE SOUS=PROGRAMME A ADJOINORE

REGUUIALOGIY) /S1*. 7071048
-

LELP=-F Q= 5E2T71204 2044
EXa2,%(P-FDQ) /11, ~F0)=10

C=l,

Ul=EXPl=SL18SI)
E!-EIF!REDHHH

AS=i

s IFIx((El-El FSL.ETIHT,2004

ux-u:c( Lu.+THAS)
EISEAF(REDIUII )
IFLIFIXC(EX=EX D¢t ETIOV19,20,8

CxC#i.
IF{C~19415410¢11
ut

0!

EQ=EX-EL

Go TO %

EIsEX~EX

UI'UD-EOO( ua-ux 1/¢E0=€1)
YLOGNT=S

RETURN

END.

SUBROUTIRE PLOGRTIX 95T eS¢ X0 FOyHeXHD

PFOH 013 SUBROUTINE PLOGNTIX,FORME (ECHEL . POSTT,F, Ny SEUILT)
CALCUL DES PARAMETAES DE FORME,D ECHELLE ET OE TRONQUAGE

0 UNE LO! GAUSSO-LOGARITHMIQUE ADAPYEE A UN ECHANTILLON

OE N VALEURS EN VECTEUR £T O€ PARAMETRE DE POSITION {BORME INF)
FOURNIS PAR LE PROGRAMME RRINCIPAL

AINST QUE LA VALEUR OU SEUIL 0E TRONCATURE

ADJOINORE SOUS~PROGRAMME FUNCTION FLOGNY

DIMENSIOM X(N)

COUBLE PRECISION T,TL,TM
FRagQ

TL=0

THmO

P122.506428

UL=ALOGT XH=XD)

00 S JulsN
IFIX{I)=XHIS,
T'OLOG(I!(J!-!U)'I ooy

JND=3

ASa2.

SA=S1

SiaSivAs

SSeiSH=SLOA =5]sS1)/(SL-L)

SeEXPLSS)

CCmdUL-551/51
XLwSSESIPEXP(~CCOCC/ 2o 1/ PI/ T L ~FLOGNTIXH 5T 4Se X0 FR1 }
TFUIFIXIIXL/SL-1a )81 ESIOSLI15,425,16

GO TD 1134185172 4JND

GO TO 412,20,12) 43N0

JKD=2

sa=si

SIe(SA+SR)/2.

IFU{SI=5A1(SI=581) 14425425

SAmSY

60 TO 19

FONAMAXL (Oa e £ 1 o=FH/ {1 o~FLOGNTIXH, SLeSeX0+FRYI))
RETURN

£ND
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FUNCTION FGAMA(XGC¢SeX0)

POK OT4 FUNCTION FGAMALX,FORME,ECHEL,POSITY

FOQNCTION DE RESART{TION DE LA LOI GAMMA ENCOMPLETE

CALCUL OFE LA PROBASILITE CORRESPONDANT A LA VALEUR X DE LA VARIABLE
VALEUR X,PARAMETRES OE FOMME,D SCHELLE ET NE POSITION (BORNE [(HF}
FOURNES ®AR LE PRGGRANME PRINCIPAL

PAS D€ SOUS-PROGRAHME A ADJOIHORE

OOUALE PRECISION SUsUT.UsRULGDGE,?
Su=1.

Ul=ti.

U= (X-X0}/$

RY=DSQRTUD
IF{U=1741114242
GI=(RU~2.81)1%(RU=2.81)~.7
TF{GC~G112042043
[PRGC-GI+L

GC~{P

WoN e

00 5 Iml P
UI=y{ed/ {GD+I~1.)
SU+UT

TF{GO=57417,7:8

SU=P+SI*SU/DGANMA{GDY $RUSS (GD~ 1. } SRUSR(GO~14 14DEXP(~U}

GO YO 20

NGaGD~56

GE=GD=NG

D0 9 Mwl,HG

SUmSUsU/ (GE+N=1.)/DEXP{2.D0)
SU=P+ST/DGAHMA{GET *RUSS(GE-1. ) SRUSS{GE~1. } /DEXPEU=2. DO WNG] *SU

@ ~ u >
“u

o

GO TO 20
11 GSw{RU+2.37I#{RU42.471~4.5
IFIGL=GS113.12,12
12 su=0
6o TO 20
13 1P=GS=GC
GOmGL+1a

FURCTION VGAMA{PX GGy Sex0)

POH OIS FUNCTIOR YGAMAIFREDO.FORME,ECHEL,POSIT)

INVERSTON BE LA LOU GAMMA INCOMPLETE

CALCLL DE LA VARIABLE C! ANT A LA PROBASILITE FREDD
FREDQ. PARANETRES OX FORME.D ECHELLE ET DE POSITION [BORRE [HF)
FOUANLS PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL

AGSOINORE SQUS-FROGRAMME FUNGTION FGANA

DOUSBLE PRECISION LO.UD
=1,

XR=C

R

VO=GT

ur=ge

PIuFGAMALUL,GC +ARS XRY

AS=1,/2.0nC

IFUIFEXUIPX-PLISLLETI 1742046

T=1,

60 10 3

Ta=l.

UdwUD*(1.00+T#4AS)

ui=uyn

ad @ W

PI=FGANALULyGC s ARy XRY .

IFUIFIXU(PX=P1)81.5719T)19,20,8
CaCs1l,

IF1C-19.35+10y11

ug=ud

Fy

11 PL=px=pt -
Ul=tO0=POe{U0=UD) /(PD-P])
20 VGAMA=UI*S#XT N
RETURN
END
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SUBRGUTINE PGAMA{(X+GCySeXO9XMyH4XS}

POH 016 SUBROUTINE PGAMA(X,FORME,ECHEL ¢ POSTT o XNOY N, VALL M)

CALCUL DES PARAMETRES DOE FORME,D ECHELLE £T DE POSITION.DE LA MOYENNE
D UNE LOE SAHMA INCOMPLETE ADAPTEE A UN ECHANTILLON

CE N VALEURS FOURNIES SN VECTEUR PAR LE PROGRANME PRINCIPAL

AINST QUE LA VALEUR LEHITE INFERIEURE ACCEPTEE POUR POSIT

PAS OE SOUS-PROGRAMME A ADJOINORE

DOUBLE PRECISION SL.SH
OITHENSTON X{N)
XI=2(1)
S2=X{eXI/N
XMeX{L)/N

00 6 122,48

XM xMeXCIY/H
S2=S2+X{ LIS II/N
XIaAMINLEXCD) (X1}
JND=1

AS=t,

IND=1
S=2.%2e([NO=2,)
ASx=ASES
WEXI-{XM=X11%AS
IFIRI=X0129: 29914
IND2O

X0=xXS§

GD TO 14

AS=AS/2.

YA=X0
XO0=XOt{XHaX[}u{ INO=3, ) 84S
[F{XA+X0)114+30514
SL=9

SH=0

DO 15 I=leN
SHaSHe1,00/(X(11-X01/N
SL=SLeDLOGEL.DOXEX (T }-X01) /N
(FU{3-2%JH0) =IND) LT, 28,16
GZLele/1la=1a/4XK=20)/5H)

GO TQ 18

GT# ¢ IN=XO1*{ XU=XQ) /L S2-XHEAH) $(N=1,} /N
YeALOGEXM=XO)=SL .
IF1Y=45772119,19+20

GC= . 5000878/Y+.16406852=, 05442742y
50 10
GL=AL39M919/ Y9, 059930+, 377537 3ny
GLaGC/I1T7.79728¢411.9684 770 eyRY}
IFIINGII0, 30,22
IFEIFIXIICI/GE~1, )81, E4) 6(3~20303123,30,25
IF{X0~XS)11+30424

GO T3 126e12710+28)141N0

GO TQ {10+27,27,12),1IN0

IND=3

Ga 10 9

INO=4

G0 7O 12

1hN=2

GO TG 12

JNGw INDe )

GO TO (3,8,30) ,JK0

S={XH=-X01/GC

RETURN

ENO

SUBRGUTINE PGAMAP(X4GCsS+X0eXHeNE

POH 017 SUBROUTTIHE PGAMAP{X+FURME,ECHEL o POSIT,XNAY N}

CALCUL DES PARAMETRES OF FORME ET O ECHELLE,OE LA MOYENNE

D UNE LOT GAMMA INCOMOLETE ADAPTEE A UN ECHANTILLON

OE H VALEURS EN VECTEUR ET DE PARAMETRE OFf POSITIOHN (BORNE (NF)
FOURNLS PAR LE PROGRAMME PAINCIPAL

PAS DE SQUS-PROGRAMME A AQJOINDRE

GOUBLE PRECISION SL

QIMENSION X{N)

M=Q

SL=0

00 & l=l.N

AMumXMeX LT} /N
SL=SLe0LUGH1.00% (X1 }=XOI /N
Y=ALOG( XM=%0)~5L
TF(Y=.577216)10s10,11
GL=.5000876/Y+.18648852=.054427 48y

GC28.398919/Y49,0599504,9775373ay
GLaGL/{17.79728+11.768477¢YeyRY)
Su{XM=X0)/GC

RETURN

END
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FUNCTION FCAMAT[X«GCySsX00FO}
PN 018 FUNCTION FGAMAT(XyFORME,ECHEL ¢POSTT,FOY
FONCTION DE REPARTITION OF LA LOU GAMMA INCOMPLEYE YRONQUEE

CALCUL DE LA PROBABILITE CORRESPONDANT A LA VALEUR X OF LA YARIASLE
VALEUR X,PARAMETRES OF FORME,D ECHELLE ET OE POSITION [BORHE INF)

ET PARAMETRE DE TRONQUAGE FO
FOURNIS PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL
PAS OE SOUS—PROGRAMME A ADJOINORE

DDUILE PRECISION SUsUT+URU2GD+GE (P

-

{X=X01/$

IUIBSQIT(UI

IFtU=17,)11+2,2
GIm(AU~2.81)5{RU=2,811=.T
IF{GC=G1120+20,3

IPuGC~GI+1

GO=GC~1P

=1,

Sla=t.

00 5 ImL,.I®
UI=uT*y/LGOs1=11}

Su=su+u1

IFIGO~5Tu )T
SUt’#SIOSUIDGAMMGD"IUCI(GD-I..)‘lul"(GD-I.)lDE!P(-UI
GO TO 20

NG=GO=34

GE=GD-HNG

D0 9 H=l NG

SUmSUNY/ (GESN=1. ]} /OEXPS 2,00}
SUP4S I /DGAMMA {CEY¥RUSS{ GE-1, JFRUSS(GE=1, ) FDEXP(U~2.000NGCI 65U
60 10 20
SS={RUC2.8T19(RUH2, 8T )=4.5
IF4GC~G5213,12,12

12 sus=o0
13

2

a

G 10 20

IPeGS-GC

COsGLel.

Fug

Siwie

GO TO &
FGAHAT=EQS (1, ~FO19SU
RETURN

END

FUNCTION VGAMAT (#,GC, SeX0e #0}
POH 019  FUNGTION YGAMATIFREDD,FORME, ECHEL,POSIT,FO)

INVERSION DE LA LOT GARMA {NCOMPLETE TRONGQUEE

CALCLL OF LA VARIASLE CORRESPONDANT A LA PROBABILITE FAEDD
FREDO, PARAMETRES 0€ FGINE.D ECHELLE ET O£ POSITION {BORNE [NF)
ET PARAMETRE DE TRUMQUAGE F

FOURNIS PAR LE PROGRAMME PIXNC PAL

ADJCINORE $SQUS-PROGRAMME FUNCTION FGAMAT

. DOUBLE PRECISION UD,UD

+

-

au @ oW

aR=l,

XR=Q

FRuQ
PX=¢P~FO1/114=~FO)
ut=0
TFiPR=u3E~TI20420¢H

C=l.

Uo=GL

Ul=GC
PIRFGAMATIUL4GC o AR ¢ XR g FRY
AS=l,/2,%8C
IFCTEIXTUPX-PIISLETIIT 2006
Tule

Go 70 s

Tm=

UDIUD'(X.DOOT.AS'

Ul=uo
PISFGAMATIUL G+ AR+ XR(FR)
IF(lFll((PI-FU‘!.E7)'V)"'20'I
C=Ce

lF(C-lQ-HclO:ll

11 PI=PX=d1

UI=UG=-rO8(L0-10) /{#0=P1)

0 VGAMAT™UI®S+X0

RETURK
END

Erratum

entre instruction 26 et 27
lire TO = U ** GO * (UL — 1;GQ) GO

Aancnannnon
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29
30

3

iy

36
37

SUBROUTIRE PGAMAIC(GDsSeAD, FReXHY
POM 021  SUBROUTINE PGAMAJ{FORME,ECHEL,POSIT,FOs SEUILT)

CALCUL DES PARAMETRES OE FORME,D ECHELLE ET DE TRONQUAGE

0 UNE LOI GAMMA INCOMPLETE TRONQUEE

ADAPTEE A UN ECHANTILLON DE PLULES JOURNALIERES FOURNLES EN COMMON
PAR LE PRUGRAMME PRINCIPAL

AINSI QUE LE PARAMETRE DE POSITION ET LE SEUIL DE TRONCATURE
ADJOINDRE SOUS-PROGRAHMES FUNCTION PSI €T FUNCTION FGAMAT

INTEGER®2 [X.1D

COMMOR [X(70+366),1D(70)
FRaQ

PH=Q

Ni=0Q

S$X=Q

SL=0

Sl=0

S2=0

S3=0

0o % L=1,70
IF{ID{L) 154141
JI=366=MINOTL (HODIL4)D
00 & Jm=llJi3
Xw{X{L+J)/10e
TEEX=X0) 4y 492
Y X=X0
Si=Sley
S2uS2eYeY
S$3a53evevay
LF{X=xH) 49343
PHuPHEL,
SX=SX+Y
SLaSL+ALOGLY)
CONTINUE
HisNIsJIS

CUNT {HUE
A2=S2/51
R3I=S3/32
AOQnt./{R3-R2)
GO={2,9R2-R3}%AD

S

Al=ad

AQ=AT#AS

UwAQ®( XH=X0)

S=1./740
DE=GAMMALGOY @ L. ~FGAMATIXH G0y SeXO4FRY}
yr=ys=GO/EXPIUI

YX=G0/AO+UP7AD/DE
TECIFIXTALOGIYX/SXISL ESI L6421 414
GO TQ (154204124150 4JK0

JNO=3

G0 70 12

GO YO {12:18+17511) +JKD

JHOe2

AT=A0

AQuiALPAT) /!
lF((AD—lll!‘Aﬂ‘l\'“13'21121

Al=AQ

10 t9
1FCINO=4)2%, 55455
JND= 4
UsAQ®( XH=X0}
UL=ALOGLUD .

R»0
TOsUs»GO{UL~1/6D)

Su=TQ
Tl-—!’ﬂ‘u/llbl)‘lcﬂm)I(Gﬂ’l’ll‘"ﬂ.—l/"‘-ﬂ‘l&l)!I(UL-II!GBO«"
SU= S U
IF(A!S(TI }=,000001129+29+28
Ta=71
RmR+1,
GO 10 27
1F{IND~%141,30,30
PTal.+UP/DES UL+ (SU~-PST(GOI*CARMALGO)I/DEY
PY=p T®AQ/{GOYUP/DE*(U-GO+1=UP/DEY}
AN=AQ-GOWPT
GO TO 40
JNO=1
G0 TO 37
JND=3
ASa2,ex{ JHN=2.)

=

38 GI=GD

st
55

GORGI*AS

AQ=ANSGO*PY

$=1,740

[FL{GO~0.0514{4.~G0)111,11,40
OE=GANMA{GO) #{1.~EGARATIXH(GOr SeX0eFRY)
IF(JND=5) 26,41 ,41
YLa~ALOGTAG) +{PS ! (GO} SGAHMALGDI=SUY/DE
TFLTFIXOALOGIYL/SLINL.EA} 1 44e51045

- GO TO (50,49438,36),4ND

GO TO (28y4T,46435),IN0
JND=2

GT=GD

GO={GT+G11/2.
IFLIGO-GTI#(GO=G11339,51,51
Gl=6Q

GO 10 48

JHO=2

GT=G{

GO TO 49

IFCIND=4110,55,55

FHm L, =0E/GAMHA (GO?
FORAMAXL{Ossf1a=PH/{L.=FHI )
AETURN

ENOD

85
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FUNCTION FEXGE{X,DE.S,X0)

MoK 022 FUNTTION FEXGE{X.FORME,ECHEL,POSITY

FONCTION DE AEPARTITION OF LA LOI EXPONEMTIELLE GENERALISEE

CALCUL DE LA PROBABILITS CORRESPONDANT A LA YALEUR X DE LA VARIASLE
VALEUR X,PARAMETRES DE FORME,D ECHELLE ET DE POSITION {BORNE)
FOURNIS PAR LE PROGRAMHE PRINCIPAL

PAS OF SQUS~PROGRAMME A ADJOINDRE

OOUBLE PRECISION U

SD=SIGN{ La s (S#0E))
Ualx-X01/S

UYsyas(1,00/DE)

FEXGE® . S8({ 5041, }=~SOSOEXP{=U}
RETURH

END

FUNCTION VEXGE{P,DE,$,X3)

POH 023 FUNCTION VEXGE{FREDDFORME,ECHEL,PGSITY
IHVERSION OE La LOY EXPONENTIELLE GENERALISEE

CALCUL DE LA YARIABLE CORRESPUNDANT A LA PROBAAILITE FREDD
FREDQ, PARAMETRES DE FORME,3 ECHELLE £7 O€ POSITION {SORME}
FOURNIS PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL

PAS DE SQUS=PROGRAMME A ADJOINORE

OOUBLE PRECISION £

SO=SIGHL 1., {S#DEY)
Fe,5008¢S0+1. }~SDRReL .00
FeQLOGLF}
Un{-F)es¢DEC1.00)
YEXGE=Ssysx0

RETUR|

END
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SUBROUTINE PEXGELX,0EeS¢ X0y XNsH ¢ XSeSS43S)

PCH 026  SUBROUTINE PEXGE(Xe FORMEECHEL.POSIT+XKOY 1 Ne VALLIN, STECH, STFORY
CALCUL DES PARAMETRES OE FOPME,D ECHELLE ET DE POSITION,DE LA MOYENME

0 UNE LOI EXPONENTIELLE GENERALISEE ADASTEE A UN ECHANTILLON

OE M VALEURS FOURNIES EM VECTEUR PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL

AINST QUE LA YALEUR LIMITE ACCEPTEE POUR POSIT ET LES SIGHES DES
PARAMETRES D SCHELLE ET DE FORNE

ADJOINORE SOUS~PROGRAMHE FUNCTION VGAMMA

OOUBLE PRECISION AgBeCeSDySEeSL,SHySMy SN
OIMENSION T{N)
X[aX (1) wSS

xMaX L) /N

00 5 I=2,8
Xit=XHeXC 1) /N
XT=AMINITIX{T)#SS).XT)
XI=xlesS

JRO=G

ASzla

DE+0$/ 24

JND=JHB+L

INDwi

AS=AS/2.

GO YO 13

IND=3

AS=AS®2,
XBmX{={XM=X])2AS
IFI¢XI=XTI8853 747,18
IND=0

X9ux§

GO 1O 18

AS=A5/24

xA=X0

XQuXQ#{ XM=X1)(Tac[NDI*AS
IF(XA=XO}184 50418
XNgs1

So=0

5€=G

SLe=0

SHeQ

SH=g

SH=0

00 20 Iel.

A=SSEX( [])=X0)
8e0LOGIAS
CxAma(1,00/0€)
SDaSOeC/R

SE=SE+C/A/N

SLvSLe8/H

SHuSHe L. /A/H
SNeSHensARCIH
SHESHeaRC/Y .
0Z=5M75D=5L
[FCIFIXt{0Z/0E~2 a1, E5))21,32,22
GO TO (2342642714 KND
GO TO (24,425,291 ¢XND ? .
OE=DE/ 24

60 10 19

XNO=2

TAe0E

DE«DEe2,

6o 10 19

XNQ=3

0B=0E

DE=(DA+0B) /2.

0 10 19

DASOE

S0 TO 21

1F1IND) 50, 30,34
LHD=AMIN1{ 30 AMAX LI Lay {DE+1} ]}
LND=MAXD (LNDo JHT)

GO TG (335,34y3714LND
CYsi,=SE/SH/SD

50 T 39

DY=5S8(XM=X01/SDSNOE
OY*YGAMMALDYy (LHO=~1] )1

50 19 39
9Y*SL/{DLOGISD) = 57721566491
IF{TFIX (DY/DE=1.)81.E6) 142450440
IF{SS6{X0~XS} 1144500412

GO TO {11y 44¢12015)41HD

GO TO (20415,43¢4304240

1ND=2

G0 10 18

GO0 10 1S
S=SSeSOSS0E
RETURN

END
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SUBROUTINE PEXGEFIX+0E,S,X0e XNy NeX$s55)

POH 025 SUBRGUTINE PEXGEFIX,FORME, ECHEL . POSITy XMOY 4Ny VALL IHy STECH)
CALCUL OES PARAMETRES 0 ECHELLE ET DE POSITION.DE LA MOYENNE

D UNE LOY EXPONENTIELLE GENERALISEE ADAATES A UN ECHANT (LLON

OE N VALEURS EN YECTEUR ET OF PARAMETRE DE FORME

FOURNIS PAR LE PRUGRAMME PRINCIPAL

AINSI QUE LA VALEUR LIMITE ACGEPTEE POUR POSIT ET LE SIGHE DU
PARAMETAE D ECHELLE

ADJOINORE SOUS=PROGRAMME FUNCTION VGANMA

OIMENSION XIN}

DOUBLE PRECISION SDoSEpSHaSLeAsS
XN=X(1)®X{1) /N

X1=x{11%sS8

XMaX(13/H

00 S I=2,N
XE=AMINLC(XCI)®SSToXIY

AMnXMEX TI/H

AN XNOXLTFORIL) /N

XinXI#SS

TE(0E=L141746¢7

SuSSESORTE (XN=XMOXNI/ {1, =1./N0)
x0uXM=$

G0 TG 100
JNO=ANINL(3esAMAXL{ 1oy (DE+1)3)~1
JNC=JIND+L

ASs .

{ND=1

AS=AS/ 24

63 YO 13

00 17 I=i N
IFLEXI=X0}95S1 8, 84126
XO=X 1= {XM=X1}94S
JNDw4

X0=XS

SHuo

AnSSE(XS1)=X0)
CaAw®{1,00/DE}

SHaSHe L. JA/N
SEmSESC/A/N -

SOwSTeL/N
SL=SL0LOGIAY /N

GO TO (18,19420,35) 040
oY=1.=SE/SH/SO

¢g TO
DY=YGAMMAL {SS®{XM=XT)/S0920E ) ¢ { JND= 1) )=10¢
G TD 22

OY=SL/IOLOGISDI=~.57T21546498
IF{IEIXT(OY/DE=10191.E5} 125, 35,23
IF(SSH{X0=XS) 11443%+24

GO TO {11.314129+IN0

GO 10 {10429¢28%, ING

INOw2

AB=X0

XO={ XA+XB) /2.
IFL(X0-XA)=(X0=X89316+3%,35
XA=XQ

G0 Ta 30

SeSSeSfuaQt

RETURN

END

SUBROUTINE PEXGEP(X40E&,5,X0sXKeN¢55¢D5)

POH 02¢  SUBRCUTINE PEXGEP{X+FORMEECHEL,POSTTy XMOY Ny STECH, STFORY
CALCUL DES PARAMETRES DE FORME ET D BCHELLE,DE LA ADYENNE

0 UNE LU EXPONENTIELLE GENERALISEE AQAPTEE A UN ECHAMTTILLON

DE N VALEIMS EN VECTEUR €T DE PARAMETRE 0E POSITION (BOANE INF)
FOURNIS PAR LE PAOGRAMME PRINCIPAL

ALRSI QUE LES SIGNES DES PARAMETRES 0} ECHELLE ET OF FORME

PAS DE SOUS=PROGRAMME A ADJCINORE

OOUBLE PRECISION AeBeCySXe50eSLeSNsSH
OIMENSTON X{N}

0E=0S

5X=a

Somg

SMm=Q

SNmQ

St=0

DO 9 I=i,H

AmSSELX(T}-xD)

8=0LOG(A)

C=A®st]1,00/08)

SXmSX+A/N

SO%S0*C/IN

SLaSteB/N

SNwSHed®asC/N

SMaSMERRC/N

XM= AG+S SREX

DZ=SM/SD~SL
IF{ABS(0Z/DE~1.1=1E~6112+12,11
FPu{SM/SD®SM~SK)/SO/0E/OE
DE={DI-0ESFPI1/4{1.~FP)

GO 10 8

S=SSFSORQE

RETURN

END
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FUHCTIGN FEXGETIX(DE, S2X0yFO)
FUNCTION FEXGET{X+FORME,ECHEL,POSIT,FO)

FONCTION DE REPARTITION DE LA LOY EXPONENTIELLE GENERAL ISEE, TRONQUEE
CALCUL OE LA PROGASBILITE CORRESPONGANT A LA VALEUR X QE LA VARRIASLE
VALEUR X,PARAMETRES O£ FORME,D ECHELLE ET OE POSITION (30RNE)

£T PARAMETRE D€ TRONQUAGE FQ

FOURNIS PAR LE PROGAAMME PRINCIPAL

PAS DE SOUS~PAOGRAWME A AOJOINORE

DOUBLE PRECISION U

SD=SIGNI L.+ {S®0E})

Usix=x3) IS

Usise(1,00/0E}

FEXGE r-soo( h-ﬂT 1{ 585041 )~SOROEXP(=U1]
RETYRK

EHD

FUNCTION VEXGET1P,DE, $,X0,FO0)

#ON 028  FUNCTION YEXGET(FREDO.FORME,ECHEL,POSIT FOV
INVERSION OE LA LG EXPONENTIELLE GENERALISEE, TRONQUEE
CALCUL DE LA VARIASLE CORRESPONDANY A LA PROBABILITE FREND
FREDO, PARAMETRES DE FORME,D ECHELLE ET DE POSITION {BORNE}
ET PARAMETRE DE TRONQUAGE FO

FOURNIS PAR LE PROGRANME PRINCIFAL

PAS DE SOUS-PROGRAMNE A ADJGEINORE

DOUBLE PRECISION ¥
SOWSIGNC 1o+ (SHOES)
Fu{#=F0)/{1.~F0O)

Usg

IF(F=50=7120201
Fu,5008¢ 5001 }~-5D%F
Un(=DLOG(F) 1#e(DEW] DAY
VEXGETwSsU+XD

RETURH

END

SUBROUTINE SEXGETIX,DE, S XUy FO NeXH)

POH 029  SUBROUTTNE PEXGET{X.FORME,ECHEL ¢ POSIT,FOeNe SEUILTY
CALCUL DES PARAMETRES OE FORNE,O ECHELLE ET DE TRONQUAGE

0 UNE LOI EXPONENTIELLE GEMERALKSEE AOAPYEE A UN ECHANTILLON
OF N VALEURS EN VECTEUR ET DE PARAMETRE DE POSITION {BORNE INF)
FOURNIS PAR LE PROGRAMME PRINCISAL

AINST QUE LA VALEUR DU SEUIL O€ YIDNCAYUIE

ADJOINORE SOUS=PROGAANKE FUNCTIQN FEXGET

DOUBLE PRECISION SLeHL,0CsSDsSHa 024
OIMENSION X(N)

FR=0

PH=g

St=0

00 6 4=

(r(x(Jv-xuia.s.s

PHapHe
SL-SLOOLL‘G((XlJ)—xO)tl.DO)
CONTIN

SL-SLIFN

HL=OLGGC {XH=XT)*1,00}
DE=l.

XNO=L

D=0

SM=0

HOWOEXP{HL/DE}

08 16 J=14N
TF{X(2)=XH)16415,15
An{X(J1=X0)*#{1./DE/PH
SO=5D+A
SHuSHeASDLOG I X{J }-X0) =1 .00}
CONTINVE

DZ={5M=HL*HO) /{SD-HD}=SL
IESIFIX({OL/0E=1,151,E4)122¢32422
GO T {23426427),X0D

GO TO (24525+2914XN0
DE=DE/ 2,

GD TQ 14

XND= 2

DA=OE

DEwDE®Z.

GO TQ 14

XND=3

08=0E

DE=(DA+0B) /2«

GO 10 14

QA=DE

GO TQ 28

$m (SO=HO1SS0E

PHeFH/N
FHuFEXGETIXHeOE+ S+ X0 FR)
FORAMAXL (0ay LT a=PH/{La=FHEI)
RETURN

END
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SUBROUTINE PEXGEJIOE,SyXT)FOXH)

POM 030  SUBROUTINE PEXGEJ(FORME,ECHEL POSITFO,SEUILTY

CALCUL DES PARAMETRES OE FORME.D ECHELLE ET OF TRONQUAGE

0 UNE LOI DE GOODRICH TRONQUEE

ADAPYEE A UN ECHANTILLON DE PLULES JOURNAL IERES FOURNIES EN COMNON
PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL

AINST QUE LE PARAMETRE DE POSITION ET LE SEUIL DE TRONCATURE
ADJUINORE SOUS-PRUGRAMME FUNCTIOM FEXGET

INTEGER®2 IX,1D

COMMON 1X(70+3663,10170)

SOUSLE PRECISION SLpSHeSNeSOvHLsHD«FPodeB
PH=Q

SL=0
Ni=Q
g 8 L=1,70
IFLIDILYYA.5,5
JIm366=HINGIL1HODIL 4 })
00 7 J=1,43
Xmi{X(Led)/10.-X0
TF(X*XO=XH1T 1646
SLaSL+OLOG{X*1.00)
PHEPMe |,
CONT IKUE
Na=HI+3d
CONTIRUE
SL=SL/PH
HL=OLGG! (XH-X0)*L.009
DEw},
Spwn
SN=o
SH=Q
HOWDEXP( L /DE)
DD 15 L=},70
IELID(L) 115,13,13
JJm365-HIRO (1, HODLL o4 ))
00 1% Jmi,34
X=IX(LeJI/10.~X0
IFIX+X0-XHI 15y 14914
A=0LOG[X*1.D0)
8=0EXP({A/OE)
SD=5D+8/9H
SHaSMeann/PH
SHaSNeAS AR/ PH
CONY [HUE
DZn{ SH-HL*HT) / (SD-HDI=-5L
IF{ABSIOL/DE=La)=LaE=5120417,17
FP={{SH=HL®HDS / ( SD=HO 1% { SM=HLZHD ) = SN+HL BHL*HD} / { SO~HD) /DE/DE
DE=(DZ~FP4DE) /(1 =FP)

10 12
S={ SD=HOIewDE
PHEBH/NJ
FQ=0
FUaEEXGETI{XH4DEy S ¢ 204 FO)
FOBAMAXL (Do (1a=BH/(Lo~FHI I}
RETURN
END

FUNCTION FBETAIX,P,QeS¢X0
POM 031 FUNCTIOR FBETA(X,FORMP,FORMQ.ECHEL, POSTHE

FONCTION OE REPAARTITION DE LA LOI BETA [HCOMPLETE
CALCWIL DE LA PROBABILITE CORRESPONDANT A LA VALEUR X DE LA VARIASLE

YALEUR X,PARAMETRES DE FORME P €T Q,0 ECHELLE ET 06 POSITION (BORNE INF)

FOURH{S PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL
PAS OE SQUS-PROGRAMNE A ADJOINORE

OOUBLE PRECISTON AsBeCs04EsFeGorHil
Twl,

=i,

G20,

Usix=-xad1/s

Aup

-
1F{U=-.50012+2,1
Tauy,

A=Q

sap

]

IFIUY=~1.0=7164643
CULGANALA+B)~OLGAMACA)=OLGANALS )
C=0EXPIC)

IFIABS (Pag=140=1.E=5) 5044
OsCes(1.00/(Av8~1.3)

c=1,

H=ysn
ExApLOGLUN+(B~1. ) *CLOGLD-U)
IF{E+146.00647,7

TESIGN(Las LEX=XT1/S~P/IP+Q}})
FAETASAMAXL(O4o T}

RETURN

E=OEXPIE)/A

Fag

G2Gi,

HaF

Fefu(8-G)/tA+GI2L/{D-U}

Ex€eF

IF (DABS{{HF ) /E8CE1,09)1.0019+9:8

FBETAmESCOT4,5=,58T
RETURN
END
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FURCTION VBETAIFY,P424S,x2}

POH 032 FUNCTION YAETA(FREDD, FORMP,FORMO, ECHEL + POSINY

INVERSION NE LA LOI SBETA [MCOMPLETE

CALCUL DE LA VARTABLE COARRESPONGANT 34 LA PROMABILITE FREQND

FREDN, PARAMETRES DE FORME P ET 3,0 ECHELLE ET DE POSITION (MORNE INF)
FQURNTS PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL

ADJOINDRE SOUS-PROGRAMME FUNCTION FSETA

Sk=l.

XR=0

Tsl,

TNO=t

UT=P/7(®+Q)
FUsFRETAIII,?,Q,5R,XR)
TFUFIYUIRX=F)#1 ET71¢T) 5, 2044
GO TO {11.12,1A),INO

GO TQ {10414415},iN0

Taele

TNO=2

Yratt
Ulsyl={UI-. S+ 5&T) /2,
IFUUL=1.E=T) (1. =UI=t.E=T))20420,3
INDw3

useut N

Ni={UALUBY /2,
IE{IUL-UA) = (1I1-118)13, 20,20
UA=YT

60 10 18

YRETAaU(aS+X0

RETURY

END

SUBRGUTINE PBETANCX ¢P+QeSe XUe XXM HE

PCH 033 SUBROUTTHE PBETAHIX, FORMP ,FORNKQ, ECHEL , POSTH, POSSU, XMGY o HY
CALCUL DES PARANETRES OE FORKE P ET Q.0 ECHELLE,OZ POSITION (AODRNES
INF ET SUP) ET QE LA MOYEMKE

0 UNE LOI ALTA IMCOMPLETE ABASTEE A UN ECHANTILLON

GE H YALEURS FOURNIES EN YECTEUR PAR LE PROGRAMME SRINCIPAL

PAS OE IOUS~PROGRAMME A ADJOINORE

DOUALE PRECTSION SXuSX2¢5XT45XApT4AA 88400 ,20241,2Q:2P,20
DIMEHSION XIN}

5X=x(1)/1He1.00}

S$XZ2a5X®X(1}

SX3agx2ex(1)

SX4mSXITX(L)

00 11 {m24N

Texi (1

SXuSXeTIN

SX2wSX2+TRT/N

SX3mSXISTETET/N

SX4nSXAeTETRTRT/N

MRS X

AAa3, 85X~ SXQRSXT M{SXI=SX2WEKT =20 $(SXA=EXIAEX IS ( SX2=EXNSKF=da8(SX

2783X-5X2EEAL) H( SA2=SX=SXD

ABMGL E{SXLIEK=SATHSX2 1 6L ST -SXWEXA I {SAA=5XI4SA) ¢ (SXBEX 20X =3 #( S

2XIESA=SX2xAT) *{ SXI-SX 25X

CC=1SX4=S5X39SX) £ SXIWSA~SX2RGXL) =30 #( SX4BSX 2~ SXISSXI ) 6 SX2-5X 95X}
CC0SART (882804, #AASCE)

28m-38-CC

CCn88+2.9CC

XOA0MINL{884CC) 7AA/ 2.

X1=DMAXL (88,CC}/44/2.
POm{SX®({XO+ALI=XORNL~3X2)/ {SX2-5XeSX}
PEnPQ#{SX=X0} / {X1~X0)

QQ=POW (X1=SX}/[X2-X0}

100

sux1-X0

X{=x}

Pubp

QmaQ

RETURN

£ND

FUNCTIOW FSTUD{X,V}

PGH 034  FUNCTION FSTUD{XSTU.OELIR}

FONCTION DE REPARTITICN OE LA LO! OFf STUDENT-FISHER

CALCUL DE LA PROBABILITE AU OEPASSEMENT D€ LA VARLABLE XSTU FOURWIE
PAR LE PROGRAKME PRINCIPAL AVEC LE NOMBRE DE DEGRES UE LISERTE

PAS DE SOUS PROGRARME A ADJOLKORE

DOUBLE PRECISION TeWeSe¥
T=OATANCABS{X)/0SQRF{Y#*1.00))
Nav/2

Jave 20N

Wl

Sele
YsGCOS{TI=0C0S5({T}
i=1,
W YR (2,913 J=2,1 712, 01 +d=14) -
SaS+w
S={3=M)*0SIN(T}
GO TO (443},
S=(S#DCOSITI+TI /1. 5707963268
FSTUD=1.-5
RETURN
ERD
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FUNCTION VSTUDILF,V)
P0H 03%  FUNCTION VSTUR(FREDTD.DELIB)

INVERSION DE LA LOI DE STUDENT=FISHER

CALCUL DE LA VARIABLE OONT LA PROBASILITE AU DEPASSEMENT FREDO EST FOURNIE
PAR LE PROGCRAMME PRINCIPAL AVEC LE ROMSRE DE DEGRES OE LIBERTE

ADJOINDRE SDUS~PROGAAMME FUNCTION FSTUD

ASsl./24
T-l.

UI’(V—I.)/V
3 FIFSTUDIUI, V)
XF(IFIX((F-Fl)-l-ES)ﬂ'thOpS
5 GO 70 (12,124,161, IND
6 GO TO {10e13el4),IND

10 Ta=l.
11 INDw2
ASa2, .
12 uAsut FUNCTION PSL(GT)
UtaUIsAS [
63 70 3 [ PCH 038 FUNCTION PST{GAKNA)
13 INU=3 c
14 us=yr < OERIVEE LOGARITHMIQUE DE LA FONCTION GANMA COMPLETE PAR RAPPORT
18 UI=(UA+USI /24 c A L ARGUMENT GAMMA FOUANI GAR LE PROGRAKME PRINCIPAL
IFLLUA-UT I #(UB=UT113, 20,20 g PAS DE SOUS-PROGRANME A ADJOINORE
16 UAmYT
60 T8 15 OOUBLE PRECISION 1,85Y.ReSe¥1,T242S2
20 YSTUD=wE C=,5TT2156649015329
RETURN - TF(GC~101241,3
END L PSI=~C
RETUAN
2 ZaGC#1.00
G0 Y0 7
3 [F(GE=2s 15006
4 PSimt.-C
RETURN
5 I=6C
60 14 7
6 112GG=1
ZeGC~1L
7T PSYwO
R« 1.00/D0SARTL3.00)
FUNCTION FCHIDEX.V) 00 & He1,2%0
S, SDO/DFLOAT(250)
POM 036  FUNCTION FCHIO(XCHIDELIS) TI-SN!-DO-R*Z-DNDFLDANN-H1
T2u$8( 1. 00 A$2,0090FLOAT IN=L}
FONCTION OF REPARTITION DE CHI 2 DE K.PEARSON 8 PSY-PSVN!.OQ-H"Z)I(1.D0-Y1)0(l D0=T298217(1,00-72)
CALCUL OE LA FROSABILITE AU OEPASSEMENT OF LA VARIABLE XCHU FOURKIE 1F(GC=14199141
PAR LE PROGRAMME PRINCIPAL AVEC LE NOMBRE DE DEGRES JE LIBERTE 9 asx-rsvu-c-l.oo/z-l.Do/ll-l.nnl
PAS DE SOUS=PRNGRAMME A ADJOINORE RETURN
10 IF{GC=24111,4,12
OQUBLE PRECISION UsSed L1 PSIma5Y¥eS=C~1.00/1
=le RETUAN
$=le 12 PSI=0
UeKksZ. 00 13 tel,i
Neiy=2)/2 13 PSZPSIr1.00/(L=1.0042}
Jav=2epel PSTaPSYRS=CoPSI=1.00/2
GO TO {2e41ed RETURN
200 3 I=lH END
Wawe(/ L
3 SaSew
FCHIOw S¥OEXPI=U)
RETURN
4005 =
u-snunu.snm
S Sms.
rcuw-—oem OSQRTIYD ) +SSOEXPL-US2. ¥DSARTLUD /1. TT2453050 %41,
RETURN
END
FUNCTION PSIPRIGC)
[
[3 POH 039  FUNCTION PSIPRIGANMA)
[
c DEAIVEE OE LA FONCTION PSI PAR RAPPORT
c A L ARGUMENT GAMMA FOURNI PAR LE PROGRAMNE PRINCIPAL
[ PAS DE SOUS~PROGRAMME A AOJOINORE
c
DOUBLE PRECISION PSYsZsReSsT1,T2
12268
1F112-68)be101
1 PSYs 1, 6449240668
FUNCTION VCHID(F,V} . s wmc;nu.u.s
00 & [=2412
POH 037  FUNCTION VCHID(FREDG,DELIB) H PSY-PSY—I.DDI( {100 /¢1~1.001
INVERSION DE LA LOT DE K.PEARSON {DISTRISUFION OE CHI 2} A z-ccu ;o-u
CALCUL DE LA VARIABLE OONT LA PROBABILITE AU OEPASSEMENT FREDO £ST FOURNIE peven
PAR LE PROGRAMNE PRINCIPAL AVEC LE NOMBRE DE OEGRES OE LIBERTE Ao 1. 00YDSQREE.001
ADJOINDRE SOUS-PROGRAMME FUNCTION FCHID ha a meragsa "
.
(NDat S, $DO/DELOATLZ50}
Tumle T1259¢1.00-R+2.30FLOATIN=1)}
Foaty T2uS*{1.009R+ 2, FOFLOAT(M=11}
e2.av 8 PSY=PSY-{OLOGI{ TLISTI##2) /(1. ~TL)=(DLOGIT2IST2#RL) /{1 ~T2}
50 10 3 PSYwRSYES
L [No=2 wux*zno.u.xz
Taels 10 u-ix 2
2 ﬁ:ﬁ'- 8 -sv-usvu.oo/(ccu-x.oo)/mcu-l.nm
3 Usyeas
4 P=FCHID(U, V)
s JEUIFIX IR 182, ETIATI S0 1004 <50/(GC=1#1,00)/(6C~(9£.001
5 GO TQ (1,7,71,1ND a4 Ll
7 INg=3
i END
8 Us(yUaenB)/2,
1R {U=UABSIU=UB))4,10410
9 UA=U
Go 10 8
10 VCHID=U
RETURN
END
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FURCTIOH YGAMMA(Xy (Y
POH 048 FUNCTION VGAMMA{VALEUR,IKDEX}

INVERSION DE LA FONCTION GAMMA COMPLETE

CALCUL OE L ARGUNENY {INFERIEUR QU SUPERIEUR A 1.461532 SUIYANT QUE
INDEX EST FQURNI -1 QU +i) PQUR LEQUEL LA FONCTION GAMMA VAUT YALZUR
PAS DE SOUS—-PROGRAMME A ADJOIHORE

0Y=1.441632145
IFIX=.3856021944199,10,1
VGAMMA=(DYS0Y) #2252

S0 TO 100

IND=1

DA=DY

OY=DY®(1.25¢.7591)
YEGARMA{ DY)
IFLIFIXIIX/Y=12)08.ET306,10,5
GO TQ {6e7)2IRD

GO TO (249)¢IMD

IND=2

o8=0Y

OY=(DA+Q0B}/2.
SF{LDY=DAY={DY~ON) 12410410
DA=OY

GO TG 8

VGANMARGY

RETURK

EN

FUNCTION YPSI{X}
POH 044  FUNCTION YPSI{VALEUR)

(NVERSTON DE LA FONCTION $SI (DERIVEE LOGARITHMIQUE OF LA FONCTION GAsMA)

CALCUL DE L ARGUMENT »OUR LEQUEL LA FONCTION PST VAUT YALEUR
ADJOTHORE SOUS-PUDGRAMMES FUNCTION 2SI ET FUNCTICH PSIPR

IND=L
GCal.48163214%

Y=0

IFUIFIXCOX-YI AL, ETISL 41004
GL2GL/ 2.

Y=PS1(GC)
IF{X=Y¥13,10:%

GO TO {1,101+IND
IND=2

GA=GC

GLaGCH X~Y) /PSTRRIGEY
IF(GC=GAI10e 1042
VPSI=GL

FETURN

END

&
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