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Y. BRUNET-MORET * 

Nous n’avons pas l’intention d’ecrire un traité de probabilité ou statistique mathématique, 
ni même des études exhaustives de lois de probabilités, mais plus simplement de proposer aux 
utilisateurs des moyens, qui pourront être perfectionnés, de se servir plus facilement de lois déjà 
introduites en hydrologie statistique par de nombreux auteurs. 

Les méthodes envisagées le sont surtout sous l’angle du calcul par ordinateur, pour : 

- la loi de GATJSS ou loi normale; 

- la loi de GUNBEL ou loi doublement exponentielle; 

- la loi de GALTON ou loi log normale ou gausso-logarithmique; 

- la loi de PEARSON III ou loi gamma incomplète; 

- la loi exponentielle géneralisée (ou de FRÉCHET, de GOODRICH, de JENKINSON); 

- la loi de PEARSON 1 ou loi bêta incomplète. 
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1. - GGNÉRALI-S 

1.1. - Définitions. 

Les fonctions de répartition étudiées ci-dessous ne concernent que des « variables aléatoires )) 
(ou « variates II) continues, c’est-à-dire des variates pouvant prendre toutes les valeurs de I’en- 
semble des nombres réels dans l’intervalle - CO, f CD. La loi de probabilité de la variate Y sera 
définie par la connaissance de la probabilité F (x) - au non dépassement - pour que soient 
vérifiées les inégalités. 

- cogx<x 

La première condition posée est que la « fonction de répartition » F (x) soit monotone ct 
croissante de 0 à 1 lorsque x parcourt l’intervalle x,, xb, (( intervalle de définition de la variate », 

tel que : --~<xa<xb<+~ 

avec, pour : 2 < x,, F(X) = 0, > 
pour : xb < x, F (z) = 1. 

Nous n’étudierons que des lois pour lesquelles la fonction de densité f (x), derivée de F (x) 
par rapport à x, est continue (et forcément positive) dans l’intervalle de définition de la variate, 
qui ne peut prendre des valeurs nulles ou infinies qu’aux bornes de l’intervalle de définition, et 
dont la dérivée f’ (.Y) p ar rapport à x ne s’annule, au plus, qu’une seule fois entre les bornes 
(fonction de densité unimodale ou amodale). 

Les variations de F (x) et de f (z) peuvent se résumer comme suit : 

- UC0 < x < x, F(x) = 0 f(x) = 0, 

xa < x < XI, F (x) = f(x) z=- 0, 

xa<x<+a F(x) = 1 f(x) = 0. 

1.2. - Paramètres. 

La fonction de répartition - ou Ioi de probabilité - est définie d’une part par sa formule 
mathématique, toujours choisie a priori par les hydrologues d’après leurs idées préconçues ou des 
habitudes traditionnelles, d’autre part par les valeurs numériques des paramètres qui rentrent 
dans l’expression analytique, valeurs qui seront estimées grâce à l’échantillon des observations 
dont on dispose. 

Ces paramètres ont des fonctions très différentes : 

- Paramètres de forme : pouvant être absent (lois de Gauss, de Gumbel), unique (loi gausso-log, 
gamma incomplète, exponentielle généralisée) ou multiples (deux dans la loi bêta incomplete). 

- Paramètres de position et d’échelle : l’écriture analytique la plus simple de la fonction de 
répartition correspond à la variate M réduite )) (sans dimensions) : 

x - x 
UZO, 

s 

x0 et s exprimés dans les mêmes dimensions que la variate observée X. 

- Le paramètre d’échelle u s 11 est positif si F croît quand u croît, négatif dans ie cas contraire. 
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- Le paramètre de position K x0 1) se trouve être le mode dans les lois étudiées ci-après lorsque u 
varie de - CO à + CD (loi de Gumbel, loi de Gauss où mode et moyenne sont confondus) ; il 
est toujours une borne lorsque l’intervalle de définition de n est born5 par une valeur finie 
(loi gaussa-log, gamma incomplète, exponentielle généralisée) : une des bornes de l’intervalle 
de définition de u a donc alors la valeur zéro. 

Si l’intervalle de définition de z est compris entre deux bornes finies x,, et x1 (loi bêta incom- 
plète) nous pouvons admettre, soit qu’il y ait deux paramPtres de position et aucun paramètre 
d’échelle, soit qu’il y ait un paramètre d’échelle ( xl - x0) et un paramètre de position x,, (ou x1). 
Les bornes de l’intervalle de définition de u sont alors zéro et un 

Les valeurs numériques de certains de ces paramètres peuvent être connues ou choisies a 
priori, sinon elles seront calculées d’après les valeurs prises par la variate dans l’échantillon observé. 

1.3. - Valeurs centrales, moments. 

Dans ce paragraphe, nous considérons une population-mère parfaitement connue (expression 
mathématique de la fonction de répartition et valeurs numériques « vraies 1) des paramètres). 
La variate X est supposée comprise dans l’intervalle n,, x1 (x,, < x1, x,, et ~OU x1 pouvant être 
infinis en valeurs absolues). 

1.3.1. - Valezirs centrales (population-mère parfaitement connue). 

- La moyenne est dé Çmie par : xf (x) dx, 

c’est la moyenne arithmétique de toutes les valeurs comprises dans la population-mère, celles-ci 
étant en nombre infini pour une variate continue. 

- Le mode m est défini par :f’ (m) = 0 z. < m < x1, c’est la valeur de la variate pour laquelle 
la densité de probabilité est maximale. Sif’ (. ) t ne s’annule pas dans l’intervalle x0, x1 (fonction 
de densité amodale), on peut avoir un mode observable en x0 ou en x1, aux bornes de l’intervalle 
de définition de la variate X. S’il existe des modes observables en x0 et en x1 (lois b&a incompletes 
par exemple, pour certaines valeurs des paramètres de forme), f’ (x) = 0, définit alors la valeur de 
la variate pour laquelle la densité de probabilité est minimale. 

- La médiane est définie par : 

i’ 

xo f(x) ch = 1/3, 

ou: j;i -J’ x x- xx* f(4 dz, 

une sur deux de toutes les valeurs comprises dans la population-mère est inférieure à la médiane. 

Dans la loi normale, ces trois valeurs centrales sont confondues. Dans les lois unimodales 
on les trouve - en général - dans l’ordre (croissant ou décroissant) mode - médiane - moyenne 
et liées par la relation appro‘rimative : 

( moyenne - médiane) # lj3 (moyenne - mode). 

Lorsque la moyenne est supérieure à la médiane et au mode, la dissymétrie est (( positive j) 
et la distribution est I( étalée sur la droite )). Dans le cas contraire, la dissymétrie est (( négative :x 
et la distribution est F. étalée sur la gauche 1). 

Ces trois valeurs ont des roles différents et importants : en pensant en termes de « jeu )), on 
peut voir que, suivant les conditions du pari, il peut etre préférable de miser sur In moyenne, sur 
la médiane ou sur le mode. 
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1.3.2. - Xoments (population-mère parfaitement connue). 

1.3.2.1. - Le moment d’ordre r (r entier) est défini par : 

Les moments d’ordre négatif n’ont de sens que si l’intervalle de définition de n admet une 
borne inférieure finie, et à condition que pour x = 0 l’expression xrf (x) soit identiquement nulle. 

1.3.2.2. - En notant Z la vaieur de la moyenne, on définit le moment centré d’ordre 
r par l’expression (r entier) : 

rx, 

Seuls, les moments centrés d’ordre positif ont un sens, dans la mesure où les moments de 
même ordre et d’ordres inférieurs existent. 

Le moment centré d’ordre 1 est nul. 

Le moment centré d’ordre 2 porte un nom particulier : c’est la variante + = m, - mf. 

Les moments centrés d’ordre r se déduisent facilement des moments non centrés en consi- 
dérant le développement de (x - X )’ 

1 

rri 1) ! 

I 
Pr = mr I (-- 1) 1 ! ( ZmT-l+ . . . j-(-l)’ 

r. 
i ! (r - i) ! 

Xsr71.,-i+ . . . (-1)‘3, 

Inversement, on a la relation (où p, = 0) 

m,=~r-!-(r~!l~~4.Pr-1f . . . +i!(rr~i~!~i;ir4+ . . . +Tr. 
d’où : 

1.3.2.3. - La variante d’un moment (centré ou non) est donnée par l’expression 
générale : 

Var mT = m,, - m:. - 

La covariance de deux moments (pris par rapport à la m$me origine) est donnée par : 

Covar (m,, mi) = m,+.i - m, mi. 

La variante d’une fonction linéaire de moments : 

q (ml . . . mf . . . m,) s’exprime par : 

% 
t ) 

-- 
Varq=C - 

ami 
Var mj + 2 c (sj (2) Covar (mk, mi) [k #il. 

1.3.3. - Cumulants (population-mère parfaitement connue). 

Sans nous étendre sur les fonctions caractéristiques, nous allons signaler l’existence des 
cumulants. 
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Dans la mesure où les moments d’ordre positif existent, les cumulants K, (cumulants d’ordre 
r, r entier positif) se déduisent de ces moments en égalant les coefficients des mêmes puissances 
de t dans l’expression : 

t2 
l+m-f-fm-+...+m, 

ll! ?2! 
$+...=[-l+K,++K+...] 

. 

.-.- . . . . -.- 
*..] 

-_-..- 

On peut les déduire aussi des moments centrés en égalant les coefficients des mêmes puis- 
sances de t dans l’expression : 

Klt+Kg&+ . . . +Krs+ . . . =m,t+ TJ-~TJ~+~u~+ .., + (- l)i + Uf + . . . 

où : U=+Z+++ . ..+p+ . . . . . 

Les premiers cumulants s’écrivent donc : 

K, = ml = x, 

K a=p2=m2-mj, 

K, = IL~ = m3 -3m,m,f2mf, 

K,=pLq-3~~=mr-4m,m,-3m~+12m~m,-6m~. 

Comme les moments centrés, les cumulants, sauf le premier, ne dépendent pas de l’abscisse- 
origine de la variate. Le moment centré d’ordre r, le cumulant d’ordre r (ri 1) se déduisent res- 
pectivement du moment centré d’ordre r ou du cunklant d’ordre r de la variate réduite par simple 
multiplication par sr, s étant le parametre d’échelle. 

L’intérêt des cumulants provient de ce que, lorsque l’expression d’une variate est une combi- 
naison linéaire de plusieurs variates indépendantes : X = z1 X, -/- . . . f q Xi, chaque cumu- 
lant de X est la somme des cumulants de même ordre des variables indépendantes, pondérés 
comme suit : 

K, (X) = a; K, (XJ + . . . + af Kr (X4). 

1.3.4. - Coefficients d’asymétrie et d’aplatissement (population-mère parfaitement connue). 

Coeilicient d’asymétrie : y1 = K3/K,s/s = ~,/yes/e. 

si y1 est positif la distribution est étalée sur la droite, s’il est négatif elle est étalée sur la gauche. 
Si y1 est nul la distribution n’est pas forcément symétrique (par exemple lois exponentielles géné- 
ralisées), mais si la distribution est symétrique le coefficient *fI est nul. Le champ de variation de 
*II n’est pas borné par des vaieurs finies, positive ou négative. 

Coefficient d’aplatissement : y2 = K,/Kz = $- 3. 
.d 

si ye est positif la distribution est moins aplatie que la distribution r( normale 1). S’il est négatif 
elle est plus aplatie. Le champ de variation de y2 est borné inférieurement par la valeur - 2 et 
n’a pas de borne supérieure. 
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1.3.5. - Moyennes harmonique et géométrique (population-mère parfaitement connue), 

Moyenne harmonique. * c’est l’inverse du moment d’ordre - 1 dont la valeur moyenne est : 

s 
*:’ if(x) a% sui n’a de sens que si la variate est bornée par une valeur finie x0 2 0 

(ou x1 < 0) et si la densité de probabilité est identiquement nulle pour .z =’ 0. 

La variante de l’inverse de la moyenne harmonique est : m-, - (mTl)- à condition que m-, 
existe. 

IMoyenne géométrique : c’est l’exponentielle de la valeur moyenne du logarithme naturel 

xl de la variate, qui est 
s 

Log (x) f (x) d x e t n’a de sens que pour x0 > 0 (mais il peut y avoir 

d’autres conditions d’egience dépendant de f(z)). 
La variante de la valeur moyenne du logarithme est : 

s 2 

xo Logy2)f(x) ax - [s x1 Log (x) f cx) ax 1 . 
21 X0 

Lorsque les moyennes harmonique et géométrique existent, elles sont dans l’ordre : 

zéro < moyenne harmonique < moyenne géométrique < moyenne arithmétique. 

1.4. - Lois tronquées et troncatures. 

1.4.1. - Lois tronquées. 

1.4.1.1. - Nous n’avons jusqu’ici envisagé que les cas où pour x < a nous avions 
F (z) = 0. Dans bien des cas, on est conduit par l’observation à utiliser des lois tronquées en 
fréquence, suivant le schéma : 

x<a F (x) = F,, 

a<x<b F(x) = 

s 
ax fw a%, 

b<x F(z) = F, (Figure 1). 

f 

I 

F t 

/* I X 
L 1 
a b 

0 a b 
FIG. 1. 

I.4.1.2. - Un cas particulier, qui simplifie bien des problèmes, est celui d’une variate 
dont l’intervalle de définition admet u = x0 comme borne inférieure de valeur finie (c’est-à-dire 
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borne de valeur nulIe pour la variable réduite u) la borne supérieure de l’intervalle de définition 
étant b = .% qui peut être infini (Figure 2). 

Si @ est la fonction de répartition de la variable réduite u, la fonction de répartition de x 
s’écrira : 

x <x0 F (x) = F o, 

x0 < x < x1 F(x) = F,f (FI---F,)D, 
x* <,x F(X) = F,. 

/ 1X OI X 

=a 
1 

X0 
FIG. 2. 

En hydrologie, on n’a envisagé jusqu’ici que des lois tronquées vers les fréquences basses : 
FI = 1. Il n’est pas impossible de faire un tronquage vers les fréquences hautes, ou des deux 
bords. 

1.4.2. - Troncature des observations. 

1.4.2.1. - On peut être obligé de considérer des troncatures des observations, par 
exemple lorsque la densité de probabilité ne tend pas vers zéro lorsque x tend vers une borne de 
son intervalle de définition, ce qui se produit en général lorsqu’on utilise une loi tronquée en 
fréquence. On ne peut plus distinguer entre les valeurs x = x0 et les valeurs n = xc + 8. C’est 
le cas, entre autres, des observations pluviométriques journalières où ne sont notées que les hau- 
teurs supérieures à 0,l mm; nous connaissons le nombre des observations supérieures ou égales à 
&J -i- -7 ainsi que les valeurs correspondantes de la variate, mais non le nombre des observations 
qui auraient dù être faiteS entre x0 et x0 + E, ni leurs valeurs numériques : xh = x0 + L est le 
seuil de troncature. (Figure 3). 

F 

0 X 

r, xi7 
FIG. 3. 
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Bien entendu, ce premier genre de troncature peut être fait du coté de la borne inferieure, 
du côté de la borne supérieure ou des deux côtés de l’intervalle de définition de r. 

1.4 9 CJ .-.a. - Un autre cas de troncature un peu différent est celui, par exemple, des 
observations pluviométriques de hauteurs fortes, supérieures à la capacité .r, du pluviomètre : 
nous connaissons le nombre des observations supérieures à r, mais non leurs valeurs numériques. 

1.5. - Jloments déduits d’un échantillon de taille connue. 

Dans le paragraphe 1.3 nous avons examiné les valeurs centrales et les moments déduits de 
la loi de répartition supposée complètement connue d’une population-mère. Dans la réalité, on 
dispose d’un échantillon d’observations que l’on suppose independantes et provenant d’une seule 
population-mère par des tirages non exhaustifs. Dans ce paragraphe 1.5 nous ne considérons que : 

- les cas où il n’y a pas de troncature : c’est-à-dire que nous connaissons la taiile n de l’échantil- 
lon (nombre d’observations) et la valeur numérique de chaque observation x1 x2. . . y. . . xrr ; 

- les cas où la loi n’est pas tronquée en fréquence. 

’ 15.1. - 
In 

La moyenne arithmétique est calculée par : ml = ; 2 y, le moment d’ordre r est 
1 

In 
calculé par m7 = ; ‘3 -{, entre autres la moyenne harmonique mh est Cak&e par : 

1 

1 In1 In -=- 
mh 

C -1 la moyenne géométrique mg est calculée par Log(mg) = Y 
n l y 

y LO&T$). 

Il se peut donc que des expressions, qui n’ont pas de sens en analyse intégrale d’après la forme 
mathématique de la loi choisie pour représenter la répartition de la population-mère, conduisent 
à des valeurs numériques comprehensibles dans le cas d’un échantillon de dimension finie. . 

1.52. - La uariance (cumulant ou moment centré d’ordre 2) est calculée par : 

de même la variante du moment d’ordre T est calculée par : 

Varm,= & [~*r-+.(~.r{l)o 

Le cumulant (ou moment centré) d’ordre 3 est calculé par : 

K, = ‘Ls = 
1 

(n- 
1) (n _ ~) . 

Le cumulant d’ordre 4 est calculé par : 



1.5.3. - Le théorème central limite peut s’énoncer. 

Si Z est une combinaison linéaire de n variates X indépendantes, quelle que soit la loi suivie 
par chacun des X, la loi de répartition de Z tend vers une loi normale lorsque n augmente indéfi- 
niment, à condition que l’ordre de grandeur de certaines des variates ne domine pas trop nette- 
ment celui des autres. La convergence est plus rapide si chacun des X suit une loi unimodale, 
et d’autant plus rapide que èes lois unimodales sont moins dissymétriques. 

Si l’on est placé dans les conditions d’application de ce théorème : la variante d’une fonction 
- même non linéaire - de moments 0 (ma . . . mi . . . ml) pourra approximativement être esti- 
mée par: 

Var?=2 +J 
( J 

3 

i 
Varmi+2r(~)(~)COVai(mamr) lIk+jLl- 

1.6. - 1Mélauge de distributions. 

Bornons-nous au cas de deux distributions ; la généralisation est facile. Si GI et G, sont les 
fonctions de répartition des deux populations-mères, mélangées dans les proportions p et (1 -p) 
et de fonctions de densité respectives gI et g,, la fonction de répartition de la population résultante 
sera : , 

F (4 = p G,k) t (1 -p) G, (4, 
et la fonction de densité : 

f (4 = P &b) + (1 -PI gz (47 
pouvant être plurimodale ; 

d’où le moment - non centré - d’ordre r : 

mr=pmli+(1-p)m2ra 
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Ii. - DETERMINATION DES PARAiVÈTRES 

2.1. - Nous nous trouvons en présence d’un échantillon de n observations, supposées indé- 
pendantes, et nous avons choisi la forme mathématique de la loi de probabilité devant représenter 
la loi de répartition de la population-mère de laquelle a été extrait l’échantillon. Nous avons à 
calculer le mieux possible les valeurs numériques des paramètres, en tenant compte au maximum 
des informations enfermées dans l’échantillon. 

Les trois principales méthodes utilisées procèdent : 

- par le maximum de vraisemblance; 

- par les moments de l’échantillon; 

- par minimisation ah test d’adéquation. 

2.2. - Qualificatifs des estimations. 

soit un paramètre de valeur inconnue 0 à déterminer, un échantillon de R valeurs indépen- 
dantes de la variate X et I’estimation au paramètre 8 par : 

w=ql(xpx~ . . . 2,). 

Si, à chaque série possible de R épreuves, on associe la valeur correspondante de O’, cette 
valeur peut Ztre considérée comme une valeur possible d’une variable aléatoire Y. 

2.2.1. - Estimation consistante ou correcte. 

0’ est une estimation consistante de 8 si la variate Y vérifie les conditions suivantes : 

Lorsque n croît indéfiniment : 

- la valeur limite de l’espérance mathématique de Y est e (c.a.d. la valeur moyenne de Y tend 
vers e) ; 

- la valeur limite de la variante de Y est nullé. 

L’estimation de la valeur du paramètre est d’autant plus correcte que la taille de l’échantillon 
est plus grande. Par exemple, dans une distribution normale la valeur centrale peut être détermi- 
née par la moyenne ou la médiane observée. 

2.2.2. - Estimation absolument correcte. 

8’ est une estimation absolument correcte de e si la variate Y vérifie les conditions suivantes : 

- que1 que soit n, l’espérance mathématique de Y est 0 ; 
- si n croît indéfiniment, la valeur limite de la variante de Y est nulle. 

Par exemple, l’estimation absolument correcte d’une variante, lorsque la valeur moyenne 
1 

de la population-mère est estimée d’après l’échantillon, est: - 
R- 1 

r, .tcf - k (C x~)~]F alors 

1 - 
qu’une estimation consistante est : - 2 x? - R 2 . 

n 1 1 
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2.2.3. - Estimation exhaustive ou efficace. 

C’est celle qui utilise la totalité de l’information disponible dans l’échantillon. Elle correspond 
à l’estimation du paramètre affectée de la variante minimale possible pour une taille donnee de 
l’échantillon. Dans l’exemple d’une distribution normale, la moyenne est une estimation efficace 
de la valeur centrale mais la médiane n’en est pas une estimation efficace. 

2.2.4. - D’ après Borel, la méthode du ma.ximum de vraisemblance donne toujours des esti- 
mations correctes. Dans le cas d’un seul paramètre à estimer, et pour un nombre infiniment grand 
d’observations, l’estimation qu’elle donne est celle qui comporte la plus petite variante. 

D’après Fischer, il est démontré, dans la théorie des grandes séries, qu’aucune estimation 
de paramètre ne peut avoir une variante aleatoire inférieure à celle qui est fournie par la méthode 
du maximum de vraisemblance. Le groupe des estimations - 
les cas la solution du minimum de le - qui 

auquel appartient aussi dans tous 
s’accordent dans leurs variantes aléatoires avec la 

solution du maximum de vraisemblance, possède une importance particulière. On les désigne sous 
le nom d’estimations efficaces. 

2.3. - Tests d’ajustement. 

Nous pensons nécessaire d’insister sur les tests d’adéquation : grâce au calcul par ordinateur, 
ils seront de plus en plus utilisés. Ces tests d’adéquation peuvent répondre à deux questions dif- 
férentes. 

2.3.1. - Cas « A il. 

Une loi de distribution étant connue (par sa forme mathématique et les valeurs numériques 
des paramètres) et décrivant de façon parfaite une population-mère, quelle est la probabilité 
pour qu’un échantillon donné puisse être consideré comme étant tiré de la population-mère. 

2.3.2. - Cas f< B 1). . 

Une loi de distribution étant définie par sa forme mathématique choisie a priori et par les 
valeurs numériques des paramètres estimés d’après un échantillon donné, quelle est la probabilité 
pour que la loi de distribution représente effectivement la population-mère dont l’échantillon est 
représentatif a priori. 

2.3.3. - Niveau de signification et puissance d’un test. 

Les notions ci-dessous sont générales et non spécifiques aux tests d’adéquation. 

L’hypothèse testée peut être vraie ou fausse. Il y a deux erreurs possibles : 

- risque de première espèce : [( V » on peut rejeter à tort l’hypothhse si elle est vraie ; 
- risque de seconde espèce : (( F )) on peut l’accepter à tort si elle est fausse. 

La probabilité de I< V » est le niveau de signification N z )) défini par la valeur numérique du 
test (X est toujours donné en probabilité au dépassement de cette valeur numérique). 

La probabilité de N F )) est « 9 1). La puissance du test est (1 - a), qui dapena de la formula- 
tion du test, et décroit avec la taille de l’échantillon et le niveau de signification 2. 

Avec de petits échantillons et le niveau de signification habituellement et arbitrairement 
utilisé de 5 s, le risque de deuxieme espèce devient très grand. Dans l’application de certains 
tests (par esemple comparaison de moyennes...) il est possible d’harmoniser les deux risques ou 
de les fixer à des seuils différents : entre autres, controle sur échantillon de la qualité d’une série 
de pièces avec distinction du risque « client 1) et du risque I( producteur 1). 

En fait, en ce qui concerne les tests d’adéquation, leur puissance n’est pas calculable : on 
ne peut que comparer les tests entre eux pour savoir lequel sera le plus puissant. 
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2.3.4. - Qualités d’un test d’ajustement. 

Les principales qualités que nous lui demandons sont : 

- utiliser au mieux, avec la plus grande puissance possible du test, toutes les valeurs de l’échan- 
tillon dont on dispose, et avec le même poids pour chaque élément de l’échantillon; 

- tenir compte du fait que l’hvdrologue non seulement choisit a priori la forme mathématique 
de la loi de répartition, mais encore calcule les valeurs des paramètres de cette loi d’après 
l’échantillon dont il dispose (cas N B » paragraphe 2.3.2.). 

2.3.5 . -Test du ~2. 

Le seul test que nous connaissons à posséder cette dernière qualité est le test du xs ; il ne pos- 
sède pas la première, et nous pensons qu’il serait possible de construire un test qui l’aurait et 
serait plus puissant. A propos du test de x2 nous ferons les remarques suivantes : 

La plupart des auteurs demandent de prendre comme nombre de degrés de liberté du ~2 le 
nombre de classes moins le nombre de liaisons ayant servi à l’ajustement des paramètres ou à 
l’application du test. Ils estiment, après Fischer, que cette diminution du nombre de degrés de 
liberté permet de tester l’adéquation de la loi choisie (avec les paramètres calculés) comme repré- 
sentation de l’échantillon et de la population-mère. Comme liaison servant à l’application du 
test de x2, il faut expliciter, dans le nombre de degrés de liberté à retrancher, la condition (si on 
l’utilise) d’égalité des effectifs de l’échantillon observé et de l’échantillon (( théorique 1) de compa- 
raison. Dans les tests de Cramer, Andersen et même Kolmogorov (qui ne correspondent malheu- 
reusement qu’au cas « A » paragraphe 2.3.1.) cette liaison est implicitement prise en compte, 
mais ces tests ne donnent pas les moyens de prendre en compte les autres liaisons explicitées par 
la méthode de calcul des paramètres (par vraisemblance ma.ximale ou moments ou minimisation 
du test). 

Le test du ~2, par suite du groupement des observations en classes, n’a pas la première qualité 
. demandée plus haut. Pour des échantillons de mêmes effectifs, le test du xe est beaucoup moins 

puissant qu’un test utilisant chaque élément de l’échantillon indépendamment des autres : par 
exemple (nous sommes dans le cas K A 1)) si n est l’effectif nécessaire pour garantir une certaine 
puissance du test de Cramer, l’effectif nécessaire pour garantir la même puissance, au même niveau 
de signification, du test de ;ce sera de l’ordre de n SI4 (passant, pour n = 80, à 240 et, pour n = 40, 
à 100). 

Un autre inconvénient du test du x3 est que la valeur numérique du test dépend trop du mode 
de découpage en classes, découpage qui est laissé, en principe, à la discrétion du calculateur. Xous 
donnerons comme exemple l’échantillon de 45 totaux pluviométriques d’années consécutives à 
Ziguinchor. Loi choisie : « gamma incomplète 1) h deux paramètres calculés par les moments avec 
amélioration. Le découpage de l’échantillon en 7 classes peut conduire de xe = 0 probabilité 1 
(au dépassement) à xe = 14,25 probabilité 0,005 ; en découpant en classes d’égales probabilités 
théoriques, l’on trouve : 

Pour 9 classes ~2 = 8,40 avec probabilité de dépassement = 021 
Pour 8 classes x2 = 8,19 avec probabilité de dépassement = 0,13 
Pour 7 classes xe = 0,578 avec probabilité de dépassement = 0,96 
Pour 6 classes ~2 = 2,34 avec probabilité de dépassement = 0,50 
Pour 5 classes xs = 3,56 avec probabilité de dépassement = 0,18 
Pour 4 classes xs = 1,31 avec probabilité de dépassement = O,25 

Le fait de découper l’échantillon en créant des classes d’au moins cinq unités N theoriques )) 
aux deux extrémités du rangement notamment, restreint terriblement la valeur du test du ~2 
qui renseigne seulement sur la possibilité qu’a la loi choisie (avec ses paramètres calculés) de repré- 
senter la distribution observée dans sa zone de forte densité de probabilité. -Ainsi nous pouvons 
admettre que la distribution des pluviométries annuelles à Ziguinchor est convenablement repré- 
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sentée par une loi gamma incomplète du rang 5 au rang 40 (pluviométries annuehes rangées en 
ordre croissant et découpage en 9 classes d’égales probabilités) c’est-à-dire pour des temps de 
récurrence inférieurs à 9 ans, car le groupement en classes escamote les distorsions entre l’échan- 
tillon et la loi ajustée, et surtout dans le cas des valeurs extrêmes. 

2.3.6. - En conclusion de cet article ‘) &.3, nous pensons que la minimisation d’un test d’ajus- 
tement n’est guère utilisable : le seul test possible - à l’heure actuelle - étant celui du ~2 que 
nous ne trouvons ni assez puissant ni assez consistant. 

2.4. - Détermination des paramètres par les moments. 

C’est une méthode relativement simple à appliquer lorsqu’on n’a pas d’ordinateur à sa dis- 
position. 

On écrit d’après la loi choisie les équations donnant les moments en fonction des paramètres, 
à partir du moment d’ordre 1. On calcule, à partir des observations, autant de moments des valeurs 
observées qu’il y a de paramètres à déterminer. On obtient ainsi un système d’équations - sou- 
vent implicites et transcendantes - 
résoudre. 

en nombre égal à celui des paramètres, système qu’il faut 

Les estimations ainsi obtenues sont consistantes mais généralement non efficaces. 

Dans un cas simple, la loi gamma incomplète sans paramètre de position, nous avons pu 
mettre au point une amélioration de la méthode en tenant compte des covariances entre moments : 
l’experience nous a montré que l’on obtenait alors des estimations aussi N correctes 11 qu’avec la 
méthode du maximum de vraisemblance. 

2.5. - Détermination des paramètres par la méthode du maximw de vraisemidance. 

2.5.1. - Ce qui suit est d irectement tiré du traité de NM. Roche (( Hydrologie de Surface a). 
I . , Supposons qu’un echantrllon, trre d’une population-mère, comporte n valeurs zi pouvant se 

produire chacune avec la probabilité Pi. La probabilité pour qu’un échantillon de n valeurs obte- 
nues par tirages indépendants soit précisément l’échantillon observé est : 

Pr Pe Ps . . . Pi . . . Pn- 

On appelle cette probabilité « vraisemblance de l’échantillon 1). 

La méthode du maximum de vraisemblance consiste à déterminer les parametres de la loi 
de façon à rendre l’échantillon le plus vraisemblable possible. 

Si la variate est continue, chacun des termes ci-dessus et le produit lui-même sont infiniment 
petits. On définit alors la vraisemblance de l’échantillon comme une quantité proportionnelle au 
produit des densités de probabilité, c’est-à-dire à : 

avec : 

f =.fJJ3 . . . &a, 

fi = f (xi, a, b . . . k), 

a, b . . . k paramètres de la loi de probabilité dont les valeurs sont inconnues et indépendantes 
les unes des autres. 

Le but cherché est de ma-ximiser C, donc d’annuler les dérivées partielles de c par rapport 
aux differents paramètres, ce qui donne le système d’équations : 

af 0 aL() 
ao= ab- **. 

aî 
ak= 0. 
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Il est plus simple d’écrire : n 
Log f = z; Logfr, 

1 
et le système ci-dessus est remplacé par : 

La méthode du maximum de vraisemblance conduit à des estimations correctes et efficaces, 
mais non forcément - dans certains cas - (I absolument correctes )). 

2.5.2. - Mil gré cette dernière restriction, nous utiliserons toujours pour l’estimation du 

Z&Gcité 
us arand nombre possible de paramètres la méthode de vraisemblance ma.ximale à cause de son 

. 

En fait, cette méthode ne peut s’appliquer à la détermination du parametre de position lors- 
qu’à la borne finie de l’intervalle de définition de la variate la densité de probabilité n’est pas 
identiquement nulle (loi « en J 1) du paragraphe 1.4.2.1., loi tronquée du paragraphe 1.4.1.1.). 
De même, dans les lois à deux bornes finies et si la densité de probabilité à ces bornes n’est pas 
identiquement nulle, le paramètre de position et le paramètre d’échelle (c’est-à-dire les deux para- 
mètres de position) ne sont pas calculables par la vraisemblance maximale. 

Le système d’équations donne comme solution pour le paramètre de position correspondant 
à une borne finie où la densité de probabilité n’est pas nulle, la plus petite valeur observée si la 
borne est limite inférieure ou la plus grande valeur observée si la borne est limite supérieure. 

25.3. - Lois tronquées. 

2.5.3.1. - Cas des lois tronquées du paragraphe 1.4.1.2. 

Nous avons un paramètre supplémentaire “F, » de tronquage qui s’ajoute aux paramètres 
de position, d’échelle et de forme. Ce paramètre de tronquape n’est jamais calculable par 
la méthode du maximum de vraisemblance : il disparaît du système d’équations. 

2.5.3.2. - Cas des lois tronquées avec troncature (du paragraphe 1.4.2.1.). 

Lorsque la densité de probabilité ne tend pas vers zéro quand la variable réduite u tend vers 
zéro, la véritable valeur individuelle de chaque observation inférieure au seuil de troncature est 
inconnue, le nombre même de ces observations est inconnu si le paramètre de tronquage n’est 
pas nul, mais le paramètre de position .zs est COMU par avance : c’est la valeur correspondant à 
la densité de probabilité maximale. Le paramètre de tronquage se détermine indirectement @ce 
aux autres paramètres que l’on peut estimer par le ma,ximum de vraisemblance. 

2.3.3.3. - Si la densité de probabilité tend vers zéro en même temps que la variable 
réduite u : le paramètre de position x,, et le paramètre de tronquage F, sont dcduits directement 
des observations (il n’y a pas « troncature des observations B) et seuls les paramètres d’echelle 
et de forme sont à estimer. 

2.6. - Mélange de distributions (cf paragraphe 1.6.). 

La détermination des paramètres peut se faire par le maximum de vraisemblance (sous les 
réserves du paragraphe 2.5.2. pour les paramètres de position). Le système d’équation devient 
très compliqué. 

La méthode des moments peut aussi être utilisée : si nous supposons le mélange de deux dis- 
tributions - non tronquées - à trois paramètres chacune, soit six paramètres, plus le paramètre 
de proportions du mélange, il faut utiliser les sept premiers moments. Le système d’équation est 
compliqué et les déterminations des paramètres sont imprécises si la taille de l’bchantillon n’est 
pas très grande. car la variante d’un moment croît très rapidement avec son ordre. 
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2.7. - Cas de troncature (du paragraphe 1.4.2.2.). 

Comme nous ne traiterons pas de ce cas dans les études des différentes lois, nous allons indi- 
quer comment s’écrit l’équation du maximum de vraisemblance. 

Soit n le nombre connu d’observations de valeurs connues (xl . . , xi . . . x,), nd le nombre 
connu d’observations impossibles (par exemple d’observations de débordement du pluviomètre} 
mais que l’on sait de valeur supérieure à un seuil x+ 

f(x) étant la fonction de densité de la loi de répartition choisie : 

Si de plus on fait une troncature du type du paragraphe 1.4.2.1. en négligeant les observations 
inférieures à un seuil a+, de valeur supérieure à la borne inférieure x,, de l’intervalle de définition 
de la variable, F, étant le paramètre de tronquage et n le nombre, connu, d’observations de valeurs 
connues utilisées, l’expression donnée ci-dessus pour L est à multiplier par 

[ 

“f aJ 

J 1 

n + na 
(1 - FJ / (1 - Ffl) f (4 & - 

xib 
ce qui montre que F, est toujours éliminé par l’application de cette méthode. 
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III. - DISTRIBUTION CONTINUE UM.FORME 

Nous n’en parlons que pour mémoire. 

3.1. - C’est la fonction de répartition de la probabilité, quelle que soit l’expression mathéma- 
tique de cette probabilité, à seule condition qu’elle soit absolument continue. Soit : u = F (x) 
cette probabilité - au non dépassement ou au dépassement - la variate u est bornée inférieure- 
ment par la valeur zéro et supérieurement par la valeur 1. 

La distribution continue uniforme s’écrit : 

G (u) = 0 pour u < 0, 

G (u) = u pour 0 < u < 1, 

G (u) = 1 pour 1 < u. 

3.2. - La fonction de densité est g (u) = 1 pour 0 < u < 1 et est nulle en dehors de cet inter- 
valle (cf figure 4). 

f F 

1 1 

k ‘i 

1 
f 

f 
I 
I 

I FONCTION CE OENSITlk FONCTION DE RÉPARTITION 

FIG. 4. 

3.3. - II n’y a pas de mode. 

La distribution continue uniforme est symétrique par rapport à u = 1/2, vaieur de la moyenne 
et de la médiane. 

1 
Les moments non centrés d’ordre r sont : - 

rfl 
(7 >O). 

Les moments centrés d’ordre impair sont nuls et ceux d’ordre pair “ 2 r ” sont : 
1 

(2 r + 1) 4’ 
d’où : K, = 1/2, K, = 1/12, Ka = 0, K, = 1/120. 

et les coefficients d’asymétrie y1 = 0, d’aplatissement ys = - 615. 

3.4. - La moyenne harmonique n’existe pas. 

La moyenne logarithmique est - 1, d’où la moyenne géométrique l/e. 
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3.5. - La fonction de densité de la moyenne ii d’un échantillon de n variables indépendantes 
tirées d’une loi continue uniforme 

est 

pour une valeur de ii : L<u<- k+l 
78’ n 

et pour tout k entier de 0 à n - 1. 

Par exemple, puu? n = 2 et 

pour : 0 < ü < 112 ; la fonction de densité de U est 4 Z, 

pour : 1/2 <ü < 1 ; la fonction de densité de iz est 4 (1 - U), 

pour n = 3 et 
27 

pour : 0 < ü < 1/3 ; la fonction de densité de ü est - Us, 
2 

pour : 113 $ ü < 213 ; la fonction de densité de U est - 

pour : 213 < ü < 1 ; la fonction de densité de ü est $(l --ii)“. 

3.6. - La fonction de distribution de la moyenne logarithmique d’un echantillon de n variables 
indépendantes tirées d’une loi continue uniforme est une loi gamma incomplète dont le paramètre 
d e position est nul, les paramètres d’échelle et de forme égaux à n, car Log u est distribué suivant 
une loi gamma incomplète de paramètres 0, 1, 1. 

3.7. - Méthodes de Monte-Carlo. 

3.7.1. - L’intérêt de la distribution continue uniforme vient de sou utilisation dans les 
méthodes de Nonte-Carlo, où l’on tire au hasard des valeurs comprises entre zéro et un, avec le 
nombre de chiffres significatifs choisis pour le probleme à étudier. Chacune de ces valeurs est 
une valeur particulière de la variate continue uniforme, et est assimilable à une probabilité. De 
cette probabilité, on peut remonter, par inversion de la loi choisie pour le problème à étudier, 
à une valeur d’une variable aléatoire. 

Par exemple, pour étudier correctement la distribution du coefficient d’applatissement -rr 
d’une loi de Gauss adaptée à un échantillon de taille n, il faudrait tirer n nombres au hasard 
compris entre zéro et un, inverser ces n probabilités d’une loi normale de paramètres de position 
= 0 et d’echelle = 1, d’où n variables aléatoires normales ; cet échantillon fournirait une valeur 
de ys (valeur indépendante des paramètres de position et d’échelle). En recommençant X fois 
l’opération totale, on aurait N valeurs de ys dont le simple classement permettrait l’établissement 
expérimental (avec une précision d’autant meilleure que N sera grand) de la distribution du 
coefficient d’aplatissement de la loi normale pour un échantillon de taille rt. 

3.î.2. - Génération de nombres au hasard. 

La méthode la plus simple de génération de nombres R pseudo-aléatoires 1) est la méthode 
de congruence multiplicative : 

xf = a xj-, (modula na), 

xi est le reste de la division du produit (a multiplié par .xi-,) par le diviseur m, -ri, xi-r, a et m 
étant des nombres entiers positifs. 
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La suite des nombres ainsi créés, compris entre 1 et (m - 1) est périodique, il est facile de 
tester qu’un échantillon tiré de cette suite, mais de taille bien inférieure à la période, peut être 
considéré comme formé de nombres au hasard. 

I.B.lN. propose le schéma suivant de génération de N nombres au hasard, compris entre 0 
et 1, c’est-à-dire répartis suivant une distribution continue uniforme, valable pour les ordinateurs 
« 360 D. 

Ligne 1 IX = 

2 DO 3 1 = 1,N . 
3 IX = IX*65539 

4 IF (IX) 1, 2, 2 

5 1 IX = IX + 2147483647 + 1 

6 2 PR (1) = DFLOAT (IX) / 2147483647.0 

Le plus grand nombre entier qui puisse être retenu par les ordinateurs N 360 )) est : 2s1 - 1 
= 2147483647 (nombre premier). 

Si IX initial est supérieur ou égal à 32767, la ligne 3 donne le premier modulo demandé 
compris entre 3 et 2147483645, qui remplace la valeur précédente de IX, puis, divisé par 231 - 1 
à la ligne 6 donne un nombre compris entre 0 et 1. 

Le multiplicateur 65539 est un nombre premier voisin de 2iB et a été choisi après tests. 

Pour que la période de la suite soit égale à 2”g termes soit 536870912 termes, il suffit que le 
IX initial soit impair. Il est recommandé de le prendre avec 7 ou 8 chiffres. 
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IV. - DISTRIBUTION DE GAUSS OU DISTRIBUTION NORMALE 

4.1. - Nous ne nous étendrons pas sur la loi normale, la mieux connue et la plus étudiée des 
lois de probabilités usuelles. 

4.1.1: - Fonction de répartition. 

Elle s’écrit : F (ZT) = - Y& 
S 

u . -co e-%du 
X-X0 

avecu= -a 
c 

F(x) fréquence au non dépassement. 

Lorsque u (ou x) varie de - CO à + CO, F(x) croît de zéro à un. 

xc est le paramètre de position : valeur moyenne, ou mode, ou médiane. 
, . 0 est le paramètre d’échelle : positif, différent de zéro, appele ecart-type. 

4.1.2. - La fonction de densité est f(u) = -& e- $ 
rii 

-1 UI 
dont la dérivée première s’écrit y 

42 x 
u e-T racine u = 0, 

1 
et la dérivée seconde - 

v/2 
e-$ (~2 -1) racines u = k 1. 

La fonction de densité est représentée par la courbe « en cloche D symétrique par rapport 
à u = 0 qui est le mode, avec points d’inflexion à u = & 1 (Figure 5). 

4.1.3. - Moments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution normale parfaitement 
connue. 

Les moments d’ordre r de la variable réduite sont des moments centrés, ils n’existent que 
pour r > 1. 

Les moments centrés d’ordre impair sont nuls. 

1 (2r)! 
Les moments centrés d’ordre CC 2 r »‘pair sont ;T; 1‘ 

Y r. 

On en déduit les moments non centrés de la loi non réduite en faisant la transformation 

u = T (paragraphe 1.3.2.). 

Les cumulants de la loi réduite sont : 

K, = 0, KI = 1, et pour : r>3 IcE;, = 0, 

d’où les cumulants de la loi non réduite : 

K, = ~0, Ks = C-, et pour : r>3 K, = 0. 

La moyenne, le mode et la médiane ont pour valeur x0 dans la loi non réduite, la variante 
a pour valeur 19. 
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Les « erreurs-t-Tes N des valeurs centrales (racines carrées des variantes respectives) pour 
un échantillon de taille n tiré d’une distribution normale dont les paramètres x0 et Q sont connus 
par avance, sont : 

- erreur-type de la moyenne bld;; 
I- 

2 - erreur-type de la variante en -; 
n 

fonction de densité 

FIG. 5. 
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- erreur-type de la médiane 1,2333. e/ 4;; 

- erreur-type de l’écart-type o/ v%. 

Les moyennes harmoniques et géométriques n’ont pas de sens. 

4.2. - Distribution aléatoire de moments calculés. 

La loi choisie étant une loi normale, dont les paramètres sont calcukk d’après un échantillon 
de taille n (cf 4.3.). 

4.2.1. - Distribution de la moyenne. 

x0 étant la moyenne et s l’écart-type, calculés d’après l’échantillon, nous désirons connaitre 
la probabilité qu’a une valeur xm de représenter la moyenne de la population-mère. 

.z,--X 
La probabilité pour que la valeur absolue de t, défini par t = & ( v 

sI\/v 
étant le nom- 

bre de degrés de liberté, ici v = n - l), soit inférieure à une valeur donnée, est une loi de Student, 
loi symétrique et moins aplatie que la loi normale, tendant assez rapidement vers une loi normale 
lorsque n augmente. 

Cette probabilité, au non dépassement, est égale à la probabilité au dépassement, définie par 
1 

une loi Bêta incomplàte de paramètres p = t, p = ?, bornes zéro et un et de variate 

” 
7J =-. 

v + t2 

Notons que les tables que l’on trouve’ de la loi de Student donnent toujours la probabilité 
au dépassement. 

4.2.2. - Distribution de la variante. 

ss étant la variante calculée d’après l’échantillon, nous désirons connaître la probabilité qu’a 
une valeur os de représenter la variante de la population-mère (la moyenne n’intervient pas, 
bien que calculée d’après l’échantillon). 

La probabilité pour que la valeur A? = 
b2 

sjin 
soit inférieure à une valeur donnée est une loi 

de xs à Y (ici Y = n - 1) degrés de liberté, loi asvmétrique tendant lentement vers une loi normale . 
lorsque n augmente. 

Cette probabilité, au non dépassement, est égale à la probabilité au non dépassement définie 
2 

par une loi gamma incomplète de paramètres -( = 2. s = 1, de borne zéro et de variate u, = x * 
2 2 

Notons que ‘les tables que l’on trouve de la loi du xe donnent toujours des probabilités au 
dépassement. 

4.2.3. - Les distributions des moyennes et des variantes dans des Echantillons tirés d’une 
loi normale sont indépendantes : c’est une caractéristique de la loi normale, qui est la seule à 
posséder cette propriété. 

Les distributions ci-dessus sont utilisées pour comparer des moyennes et des variantes dans 
le cas d’échantillons provenant de lois supposées normales pour tester s’ils proviennent de la 
même population-mère. Les tables donnent directement le niveau de signification correspondant 
au risque de première espece (cf paragraphe 2.3.3.). 
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4.3. - Estimation des paramètres. 

La loi choisie étant une loi normale, les paramètres sont estimés comme suit, d’après un 
échantillon de taille n : 

In 
Le paramètre de position est la moyenne : x0 = ;X Xi. 

1 

Le paramètre d’échelle a est la racine carrée de la variante : 
- 

a2 = & ” (Xi - Xo)2. 

11 est à noter que l’estimation de la variante par la méthode du maximum de vraisemblance 
conduit à : 

a”---: q-x0)2, l”( 

estimation (( consistante » mais moins correcte que la précédente. 

4.4. - Test de normalité. 

Il n’existe pas de test proprement dit de normalité. On peut se servir des coefficients d’asy 
métrie y1 et d’aplatissement ys dont les distributions tendent vers des distributions normales 
si la taille n de l’échantillon est assez grande. Cette tendance est assez lente. 

La valeur moyenne de il est zéro et sa variante : 

6 
tendant vers ;a 

La valeur moyenne de *cz est zéro et sa variante : 

24 n (7~-1)~ 24 
(n-3) (n- 2) (n + 3) (n t 5) 

tendant vers y 

4.5. - Comportement asymptotique de la distribution normale. 

Si la fréquence F tend vers 1, et en posant T = &. T étant le temps de récurrence, 

la variable réduite u tend vers 
0 

2 Log T-Log u _ Log v/rT;] c’est-à-dire que u tend vers 

42 Log T d’une façon parabolique. 

4.6. - Calculs à l’ordinateur. 

4.6.1. - Calcul de la probabilité correspondant à une valeur donnée de la variable. 

L’ordinateur possède en bibliothèque la fonction DERF (Z) = k 
s 

Î 
e-t’ dt qui est 

disponible en double précision. Il suffit donc pour avoir la probabilité correspondant à une valeur x, 
les paramètres x0 et a étant COMUS, de faire le changement de variable : 

z= 
X-X0 

T.- 
et la probabilité est : .5 + .5 * DERF (Z). 
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4.6.2. - Calcul de la valeur de la variable correspondant à une probabilité donnée. 

L’inversion de la distribution normale se fait assez facilement sur ordinateur en utilisant 
le procédé par corde et tangente et en se servant de la fonction de bibliothèque DERF (2). 

4.6.3. - Calcul des paramètres. 

La sous-routine est facile à établir, et n’appelle aucun commentaire, 

4.7. - Anamorphose bLnornde”. 

4.7.1. - L’ anamorphose normale revient à faire un changement de variable, transformant 
la variable d’origine en variable normale. On peut utiliser sur les échantillons de variables trans- 
formées les tests et les distributions de moments mis au point pour les distributions normales. 

Le retour à la variable observée peut être difficile. Par exemple : il est facile de déterminer 
un intervalle de confiance de la moyenne des variables transformées, mais comment determi- 
nerons-nous l’intervalle de confiance de la moyenne des variables originelles lorsqu’un paramètre 
de forme intervient dans leur distribution en plus des paramètres de position et d’échelle? 

4.7.2. - Principales transformations utilisées. 

Distribution gaussa-logarithmique (cf. chapitre 6). Elle revient à faire le changement de 
variable : 

variable normale y = iLog- -p x-x0- Y-7-0 
S 00 

Distribution gamma incomplète (cf. chapitre 7). Si le paramètre de forme *: est assez grand 
et le paramètre de position nul, les racines cubiques (ou carrées si .c est très grand) d’une variate 
gamma incomplète suivent approinmativement une loi normale non réduite. 

Les transformations les plus générales sont : 

- le développement de Cornish-Fischer qui fait intervenir les cumulants de la distribution ori- 
ginelle pour transformer la variable originelle en variable normale. Nous ne la citons que 
pour mémoire à cause de sa complicatxon, 

- la double anamorphose : on calcule la probabilité correspondant à chaque valeur de la variable 
observée dans la fonction de distribution adoptée pour l’échantillon observé, puis on inverse 
la fonction de distribution normale de façon à avoir la valeur de la variable normale réduite 
pour chaque probabilité calculée. 

4.8. - Approximations intéressantes. 

Approximation de la probabilité pour une variable réduite u > 0. 

F (u) #l-o 
1 

2 (1 + c, U + c, lbe + c, U3 + c, z# 
avec une erreur < 0,00025. 

C, = 0,196 854 C? = 0,115 194 c, = 0,000 344, 
C, = 0,019 527. 

Appro.ximation de Ia variable réduite pour une probabilité > 0,s. 

U#t- 
CO+- c, t + c, t3 

1 + d, t-j- ds ts +- d, 63 
où t=vLog (1/(1-F (u))” 

CO = 2,515 517, C, = 0,802 853, CO = 0,010 328, 

d, = 1,432 788, dz = 0,189 269, d, = 0,001 308. 

L’erreur sur u reste inférieure à 0,00045. 
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V. - DISTRIBUTION DE GU3lBEL 
OU DOUBLELMENT EXPONENTIEELE 

5.1. - Elle est dite aussi “loi des valeurs extrhnes”. 

Considérons des échantillons de taille n de variables aléatoires indépendantes, et une valeur 
u de la variate dont la probabilité au non dépassement est F(u). La probabilité pour que toutes 
les valeurs d’un échantillon soient inférieures à u est [l - (1 - F (zL))]~. 

Si n est grand et 1 
exp.: [- n (1 -F (W 

- F(u) petit, la probabilité ci-dessus peut s’écrire approximativement, 

En supposant que n [l - F(U)] puisse se mettre sous la forme e-u, ce qui est purement 
gratuit, la fonction de probabilité devient e-e-“. 

5.2. - Expressions mathématiques. 

5.2.1. - Fonction de répartition. 

1-s 
Nous l’écrivons F (x) = T f Se-ewu X-X0 avec u= - 

S 
et S = 1 avec le signe de s. 

Soit F(x) la fréquence au non dépassement : 

Lorsque x varie de - m à + CO, F(x) croit de zéro à un. 

x0 est le paramètre de position : mode. 

s est le paramètre d’échelle, différent de zéro, positif (ou négatif). 

5.2.2. - La fonction de densité est f(u) = e-u e-e -U dont la dérivée première s’écrit 
e-u e-e-u (e-U - l), de racine u = 0, et la dérivée seconde e-u e-eeu (l-3 e-u f e-su), de 

racines u = Log [; (3 i m]. 

La fonction de densité est représentée par une courbe en cloche asymétrique (asymétrie 
du signe de s), avec points d’inflexion à u = & 0,96243 (Figure 6). 

5.2.3. - Moments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution de Gumbel parfai- 
tement connue. 

Les cumulants d’ordre > 2 sont, pour la variable réduite : 
CO 

K, = (r - 1) ! r (r), 
1 

fonction de Rieman 1: (r) = 2 T 
i=l 

comme : 

il vient: K8 = 1,644934, 

i (3) = 1,2020569 K 3 = 2,404114, 
C (4) = 1.0823232 K 1 = 6,493939. 

Les cumulants sont, pour la variable non réduite : 

K, = x0 + s x 0,5772X7 
Ks = s- x 1,644934 
Ks = ss x 2,404114 
K, = sJ, x 6,493939 
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De ces cumulants on peut tirer, si besoin, les moments centrés ou non (cf. paragraphe 1.3.3.) : 

La moyenne a pour valeur x0 + s X 0,5772157. 

La probabilité correspondante est 0,570, si s > 0, et 0,430, si s < 0. 

Le mode est x0, la probabilité correspondante est 0,368, si s > 0, et 0,632, si s < 0. 

La médiane a pour valeur x0 + s x 0,3665131. 

La variante a pour valeur 9 x 1,644934. 

fonction de densité 

fonction de répartition 

Variable riduitc u 
1 I 1 1 

+2 +3 +L 4-5 

FIG. 6. 
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Le coefficient d’asvmétrie vaut 1,139 avec le signe de s; le coefficient d’aplatissement a pour 
valeur 2,400 : la dist&ution est moins aplatie que la normale. 

Les moyennes harmonique et géométrique n’ont pas de sens. 

5.3. - Estimation des paramètres par les moments (échantillon de taille n). 

En utilisant les sommes des trois premières puissances de x et en posant : 

S ,=i,, s 2=lxf, et S $L;, 
1 1 1 

il vient : s” = (0,780)2 x -& (Sa-+ S:). 

et : l s x0=; 1 -S x 0,5772. 

le signe de s étant celui de (moyenne - médiane) ou, avec une meilleure certitude si la taille de 

l’échantillon n’est pas grande, déterminé par le signe de : X, = S, --: s,s,+-&. 

5.4. - Détermination des paramètres par la méthode du maximun de vraisemblance (échan- 
tillon de taille n). 

Pour une valeur ni de la variable, la fonction de densité a comme valeur : 
zj-+ “i-Z0 

&e-7 e-e-7 

Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit : 

en dérivant par rapport à x0 et à s, et en annulant les dérivées : 

s+Zqe-? ,Ze-?j= 
l 

1 
- 2 xj, 
7z 

xg= Logn-Log 
S 

(3 e->). 

Si nous considérons : Y = s + Z xi e-? / 
*i 

Ce-T, indépendant de no, nous constatons que 
la dérivée de Y par rapport à s est toujours supérieure à 1; la liaison entre Y et s est donc mono- 
tone. La sous-routine de calcul des paramètres par un ordinateur est assez facile à écrire, mais 
il faut commencer par déterminer le signe de s par K, comme au paragraphe 5.3. 

5.5. - Comportement asymptotique de la distribution de Gumbel. 

Si la fréquence F tend vers 1, et en posant : T = 
1 

c-9 T étant le temps de récur- 

rente ou période de retour, la variable réduite u tend vers Log T, si s > 0, et [ u 1 tend vers 
Log (Log T), si s < 0. 

5.6. - Calculs à l’ordinateur. 

Les paramètres x0 et s étant connus, il est facile d’établir les sous-programmes de calcul 
d’une probabilité correspondant à une valeur donnée de la variable, en utilisant la fonction de 
bibhothéque EXP (Z), ou d’inversion de la fonction en utilisant la fonction de bibliotheque 
ALOG (Z). 
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VI. - DISTRIBUTION GAUSSU-LOGARITH.MIQUE 

6.1. - Expressions mathématiques. 

6.1.1. - Fonction de répartition. 

u 1 Log’u 
Y e-7 du 

avec : 
X-X 

UXL, 
S 

formulation qui fait bien ressortir les rôles des paramètres, plutôt que d’utiliser 1’6criture : 

F(x) = -& 

s 

U’ 
e -q du’, avec : u’ = a Log (Z -x,,) f b 

-CO 

F(x) fréquence au non dépassement, lorsque u varie de 0 à + SO (ou x de -vo à + x), F(x) croît 
de zéro à un. 

x,, est le paramètre de position : borne inférieure. 

S est le paramètre d’échelle, positif, diffkent de zéro. 

0 est le paramètre de forme, positif, différent de zéro. 

6.12. 
1 1 LOfpU 

- La fonction de densité est : f(u) = Y==-- e-7, dont la dérivée première 
UV2 z u 

de racine Log u = - 2 et la dérivée seconde : 

e racines Log u = 

La fonction de densité est représentée par une courbe en cloche asymétrique. La tangente 
en u = 0 est toujours nulle, et il y a toujours deux points d’inflexion. Quel que soit u, les valeurs u 

,--a* 
et - , ont la même densité de probabilité (figure 7). 

U 

6.1.3. - -Moments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution gausso-logarithmique 
parfaitement connue. 

Le moment d’ordre r de la variable réduite est m, = ey, quel que soit r positif ou 
négatif dont on peut déduire le moment (non centré) d’ordre r de la variable non réduite en fai- 

sant la transformation u = y (cf paragraphe 1.32.). 

La moyenne est : x,+se% ; 

La variante est : Ks = ss e d (e u- - 1) ; 

30 



Fonction de densité pour différentes voleurs de W 

Fonction de répartition pour diffircntes vateurs de W 

03 

0 

1 Fréquence au dipass+ment en coordonnées semi Logarithmiques 

FIG. 7. 
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Le cumulant d’ordre 3 est : K3 = s3 eeOz/e (ea’- l)? (eC2 + 2) ; 

Le cumulant d’ordre 4 est : K, = s4 eZo2 (eae - 1)3 (ezu2 + 3 eza2 + 6 eu2 f 6). 

Le coefficient d’asymétrie est : y1 = (ec’ -/- 2) de ~2 _ 1, 

L’asymétrie est toujours positive et augmente avec 0; 

Le coefficient d’aplatissement est : ir = (e 0’ - 1) (e3u2 -+- 3 eeu2 + 6 eo2 f 6). Il est toujours 
positif, et la distribution est d’autant moins aplatie par rapport à la normale que Q est plus 
grand. Lorsque o tend vers zéro, la distribution tend vers une distribution normale, les deux 
coefficients y1 et yZ tendant vers zéro (Figure 8). 

0 1 7 3 4 5 6 1 9 10 20 50 ma 200 500 

FIG. 8. 

Le mode est : x0 + s e-5’ ; 

La médiane est : x0 + s. 

La moyenne harmonique de la variable réduite est e - ? , 1” mverse de la moyenne harmonique 
est le moment d’ordre - 1 dont la variante est la même que celle de la moyenne. 

La moyenne logarithmique de la variable réduite est nulle, donc la moyenne géométrique 
est égale à 1 quel que soit Q. 

Le graphique de la figure 9 montre les positions relatives, suivant les valeurs de o et pour 
des lois gaussa-logarithmiques réduites, du mode, de la médiane, et des moyennes arithmétique, 
géométrique et harmonique. 
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FIG. 9. FIG. 9. 

6.2. - Estimation des paramètres par les moments (échantillon de taille n). 

En utilisant les sommes des trois premières puissances des valeurs observées (x1 . . . ni . . . n,) 
et en posant : 

on obtient les équations : 

Kl = SA = SI-x0, 

K,=s’A”(A’-l)=-&(S,-S;), 

* K3=s3A3(A2-1)2(A2+2)= ( n _ l;;n _ 2) (S, - 3 s, SI + 2 w 

Nous proposons la solution suivante : 

avec C > 0. 

L’équation du 3e degré en A” a une racine réelle unique et positive qui est : 

A2 = (1 + c + 4+my3 + (1 + c - 42 c + cy3 - 1, 

d’où 0 par az=2LogA; 
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s par ss = 
SS--s; 

AS@--1) ’ n:l ; 

x0 par x0 = S, -s A. 

6.2.1. - Si xc est choisi a priori, il est plus simple de passer par les rapports des moments 
non centrés : 

d’où : 

et : 

Remarquons que la quantité R = Log R, f Log R, - 2 Log R,, qui n’est pas forcément 
nulle pour un échantillon de taille finie, a une valeur movenne nulle pour un grand nombre 
d’échantillons de la même taille tirés de la même population-mère. En supposant linéaire la 
corrélation qui existe entre lacquantité R et la quantité R’ = Log R, - Log R, nous pourrions 
améliorer la détermination de az d’une façon analogue à la methode suivie dans la loi gamma 
incomplète (cf. paragraphe 7.2.2. ). Les expressions auxquelles on aboutit sont très compliquées. 

. 
6.3. - Détermination des paramètres par le ma.xzimun de vraisemblance (échantillon de taille n). 

Pour une valeur x$ de la variable la fonction de densité s’écrit : 

1 1 -- 
u”Lx y-x 

e- LO? ( (sr-za)/Jl . 
2 0’ 

0 

Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit : 

-nLog(fi)--nLoga-CLog(x~-xo) 

- & [Z Legs (Xf - x0) - 2 Log s s Log (x* - x0) + 72 Legs s]. 

En dérivant par rapport à x0, s et o et en annulant les dérivées, on obtient après 
simplifications : 

n--&Log’(zi-ao)-2LogsCLog(y-r,)+nLog’s]=0; 

nLogs-I:Log(x~-xo) =o; 

en posant : 
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SL =; r, Log (x* - x0), 

SLJJ=$ x L”gr,l”i-“O) > 

- x0 

il vient : 

et 

1 
SLL = ; r, Legs (x2 -x0), 

Logs = SL donnant s une fois x0 déterminé, 

CI?= SLL- SLs donnant c une fois x0 déterminé, 

- SLL + SLs = 0 où la seule inconnue est x0. 

Pour résoudre cette dernière équation, transcendante et implicite, nous posons : 

SQ = SLL - SL”, 

SP = SL - SLH/SH. 

La dérivée de SP par rapport à x0 est supérieure à la dérivée de SQ par rapport à x0. Pour 
résoudre l’équation en x0, il suffit de choisir une valeur initiale de x0, calculer SP - SQ. Si cette 
quantité est négative, la valeur choisie pour x0 
est trop grande. 

est trop petite, sinon la valeur choisie pour x0 
D’où l’écriture de la sous-routine de détermination des paramètres à l’aide 

d’un ordinateur. -. 

6.4. - Estimation des paramètres : loi gaussa-logarithmique tronquée avec troncature. Esti- 
mation par les moments. 

Dans le cas de la loi gausso-logarithmique, nous ne trouvons jamais de forme en (( J 1) (cf. 
paragraphe 7.4.). Mais lorsque le paramètre de forme devient supérieur à 1, on peut se trouver, 
dans la pratique, dans un cas analogue : le mode étant voisin de la borne inférieure x0, le nombre 
des observations, qui auraient dû être faites dans la tranche x0, xh (xn seuil de troncature, qui 
peut être supérieur au mode) et dont la fréquence totale n’est pas négligeable, est inconnu ainsi 
que les valeurs individuelles de ces observations. 

Nous pouvons admettre (cf. paragraphe 7.4.) que la borne inférieure x0 est connue par 
avance avec une approximation suflisante. En posant : 

s, = r, (Xi -x0), s, = c (Xi - X0)2> s, = r: (LT* - x0)3, s, = c (Xi - x0)4. 

sommes qui sont convenablement connues car les observations non faites (xi peu différent de 
x0) et donc non utilisées interviennent pour peu de chose dans ces totaux. En effet, nous nous 
servons de toutes les observations disponibles sans faire de troncature à un seuil supérieur à 
celui qui est imposé par la sensibilité de l’appareil de mesure. 

Nous écrivons les équations : 

R, = S,/S, = s e? 

R, = S,/S, = s e+“. 

Il suffit en principe, des deux premières pour calculer les paramètres o et s : 

-3 = Log R, - Log Rc, 
3 ox 

s =Rce -a 
R jti 

c-.-L.-. 
G3” 
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Le nombre CC théorique » d’observations est 3% donné par : 

N = sl/( s 2) = s, (2) 
u 

et si l’on appelle A le nombre total d’observations possibles, compte non tenu du tronquage 
ni de la troncature, le paramètre F, est calculé par : 

F -A--M 
0 

--. 
A 

On pourrait dé&nir comme plus haut une quantité : 

R=LogR,+LogRs-2LogR,, 

de valeur moyenne nulle, et utiliser la corrélation, supposée linéaire entre la quantité R et la 
quantité R’ = Log R, - Log Rs pour améliorer la détermination de 3. Les expressions auxquelles 
on aboutit sont très compliquées. 

6.5. - Détermination des paramètres par le maxirmm de vraisemblance. Loi gaussa-logarithmique 
tronquée avec troncature. 

La borne mférieure x0 étant connue par avance et le seuil de troncature xh étant choisi 
(cf. paragraphe précédent). 

On applique la méthode aux n observations conservées (x.i > zh) dont la probabilité totale est : 

l-F0 
ql2 i 

nm~e-~d 
U 

xh u 
avec u = (x - xo)/s. 

Pour une valeur x$ de la variable, la fonction de densité s’écrit : 

-Fa 1 1 Log’((Zi -“~)/SI 

sq5YXIee- 
2 ,t 

Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit : 

- nLogo-nLog!/2-~Log(n~-xo) 

-&[PLOg'(ZZ~-XJ-2 LOgS CLOa(Xi -X0) + 72 LO$S] 

En dérivant par rapport à CI et à o et en annulant les dérivées on obtient (dérivée par rapport. 
à sl : 

1 
qui s’écrit en posant :; X Log (xi -x0) = SL, 

1 
-‘: LO$(Xi 
n 

-x0) = SM, 
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1 ‘-Xh 1 

l 
LOgi u 

et : -- -e -- 
,- 

crvzr; 
2m du=Pn, 

Xh - x0 
- = Uh, 

xo u s 
e 

; (SL - Log s) = &EFp 
-h 

) ) 

et (dérivée par rapport à 0) : 

(1 -P*) = 0, 

qui peut s’écrire : 

Nous nous trouvons en présence d’un système de deux équations implicites et transcendantes 
en s et 0, que l’on simplifie en gardant la première et une combinaison des deux : 

SM - SL Log (Xh - x0) - 0’ = LOg S [SL - LOg (xh - X0)]. 

La méthode que nous pensons la meilleure pour le calcul par ordinateur consiste à choisir 
au départ une valeur de ci, d’où une valeur de s d’après la dernière équation, et faire varier o pour 
que SL soit peu di&rent de : Log s + o e- w/b 3; (1 - Ph). 

Le parametre de tronquage F, est calculé par (A étant le nombre total d’observations 
possibles, compte non tenu du tronquage ni de la troncature, et Ph étant la dernière valeur 
calculée D~US haut de :. 

n étant le nombre d’observations conservées, de valeurs égales ou supérieures au seuil de 
troncature) : 

Foz-l-~AF, 
h 

6.6. - Comportement asymptotique de la distribution gaussa-logarithmique. 

Si la fréquence F tend vers 1, et en posant T = A, T étant le temps de récurrence, 
- - 

la variable réduite u tend vers : exp t _ [Log T - Log (Log u) -+ Log (‘/&Y)] cr4. Il ‘0 n’y a pas 
d’asymptote à proprement parler, mais on peut dire que u tend vers eu”3 d’une façon 
parabolique. 

6.7. - Calculs à l’ordinateur. 

Pour le calcul de la probabilité correspondant à une valeur donnde de la variable, connaissant 
les paramètres x0, s et a, il suffit de faire la transformation : 

y = Log ((Xi ---~O)/S) 
0 

pour être ramené au cas de la variable normale réduite : cf paragraphe 4.6. 

Lkversion de la loi gausso-logarithmique se fait suivant la mdme marche que l’inversion de 
la loi normale, avec in$ne la transformation de la variable normale en variable gausse-logarithmique. 
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V-II. - DISTRIBUTION Ga!iMMA IKOMPLÈTE 

7.1. - Expressions mathématiques. ’ 

7.1.1. - Fonction de répartition : 

Elle s’écrit : 

F(x) =& 

J’ 

U 
uy-* emUdu avec u= (x--x~)/s 

0 

F(x) est la fréquence au non-dépassement. 

Lorsque u varie de 0 à + 00 (ou x de x0 à + CO), F(n) croît de zéro à un. 

‘CU 
l?(y) est la fonction gamma complète : T(y) = 

1 

uY-i e-u au. 2 
0 

X0 est le paramètre de position, borne inférieure de l’intervalle de définition de la variate ; 

S est le paramètre d’échelle ; s ayant les mêmes dimensions que I et x0, nous ne conserverons 
pas la notation a = l/s prise d’habitude pour ce paramètre. s est positif, difftkent de zéro : 

Y est le paramètre de forme, positif, différent de zéro. 

7.1.2. - La fonction de densité est : f(u) = & u’-’ e-” 

dont la dérivée première s’écrit 
1 : - uY-2 e-u 

r(Y) 
[(Y - 1) - u], de racine u = y - ? 

et la d&ivée seconde . 
1 

. - uyB3 e* [(y - 2) (y - 1) - 2 (y - 1) u + u-j, 
r(Y) 

de racines u = (y - 1) + dy - Ï; d’où les différentes formes possibles de la représentation 
graphique de la fonction de densité. 

0 < y < 1 densité de probabilité inCe à u= 0, pas de mode réel ni de points d’infle.xion (mode 
observé à u = 0). La densité de probabilité tend vers zéro si u tend vers f 50. Loi 
dite en « J 1) ; 

y=1 densité de probabilité 1 à u = 0, pas de mode réel ni de point d’intlexion (mode 
observé à u = 0). Loi exponentielle ; 

1 < y < 2 densité de probabilité nulle à u = 0, avec tangente + CCI. >Iode à u = y - 1. Un 
point d’inflexion à u = y- 1 f 4-c - 1: la seconde racine est négative en dehors 
de l’intervalle de d6linition de la variable ; 

y=2 densité de probabilité nulle à u = 0 avec tangente f 1. Xode à 11 = 1. Un point 
d’inflexion à u = 2 (l’autre étant à u = 0) ; 

2<Y densité de probabilité nulle à u = 0 avec tangente nulle. Un point d’inflexion à 
uzy-l- dY--1, mode à u=y- 1, second point d’inflexion à u = y - 1 
+ v’y-- - 1. Courbe en cloche asymétrique. 
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Nous montrons en fiBure 10 les différentes formes des représentations graphiques de la 
fonction de répartition, et de la fonction de densité d’après les valeurs de u. Nous donnons égale- 
ment les difFérentes formes de représentation de log (1 - F) en fonction de u, c’est-à-dire les 
représentations de (1 - F) en coordonnées semi-logarithmiques. 

f 

O#IS 

0,sa 

025. 

0. 

1. 

F 

vi 

0. 

Fonction de densité pour différentes valeurs de x 

Fonction de rivxtition DOW différent% valeurs de 1 

Variable raduitc 

3 c 

Fréquence au dépassement en cwrdonnées semi iogarithmiques 

FIG. 10. 
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7.1.3. - Xoments, cumulants, 
parfaitement connue. 

valeurs centrales d’une distribution gamma incomplète 

Le moment non centré d’ordre r de la variable réduite est : 

r(Y -!- r) 
mT = l?(y) = Y (Y + 1) * * * (Y i- r - 1) 

dont on peut déduire le moment non centré d’ordre r de la variable non réduite en faisant la trans- 
formation u = (9~ - xO)/s (cf paragraphe 1.3.2.). Si le paramètre de position est nul : 

%T = ST m,. 

La variante du moment d’ordre r de la variable réduite est, pour un échantillon de taille n 
tiré d’une distribution gamma incomplète parfaitement connue : 

var m7 = ; (m, - m?). 

Le cumulant d’ordre r de la variable réduite est : 

k,= y(r--l)! 

et les cumulants de la variable non réduite s’en déduisent par la relation (r > 1) : 

K s, x0, f = sr K,. 

La moyenne est : 20 + Ys; 
La variante est : K, = .[ s”; A 
Le cumulant d’ordre 3 est : K, = 2 y s3 ; 

Le cumulant d’ordre 4 est : K, = 6 y sd. 

Le coefficient d’asymétrie est : y1 = 2/fi l’asymétrie est positive et diminue lorsque -( 
augmente. 

le coefficient d’aplatissement est : yz = 61-l. 11 est toujours positif, et la distribution est 
d’autant moins aplatie par rapport à la normale que y est plus petit. Lorsque -1 croît indéfiniment, 
la distribution gamma incomplète tend vers une distribution normale, les deux coefficients y1 
et y2 tendant vers zéro. (Figure 11.) 

Le mode est x0 +- (i - 1) s ; il n’e.xiste que pour y > 1; la médiane est égale à : 

xo f (y-;) s + s~wy + 0300y1~ + o,OO~~~~ f*. *]. 

La moyenne harmonique de la variable réduite est : (y - 1) qui n’a de sens que pour *f > 1. 
1 

L’inverse de la moyenne harmonique est : l/(y - 1) dont la variante est 
(pour Y >2). (Y - l)GY-2) 

Si le paramètre de position est nul, la moyenne harmonique dans la loi non réduite est : 
S(U--1). 

La moyenne logarithmique de la variable réduite est : 
fonction r(*c) par rapport à y. 

Q (y), dérivée logarithmique de la 

1 

J 

-CO 
4J t-0 = r(y) Lu uy-* e-u du. La variante de la moyenne logarithmique est 4’ (y) dérivée o 

de +~(y) par rapport à y. 

La moyenne géométrique est bgale à e ‘NY) dans la loi réduite, et si le paramètre de position 
est nul, elle est égale à s eC(y) dans la loi non réduite. 
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FIG. 11. 

--- Coefficient d.asymhtrie 

La figure 12 montre les positions relatives suivant les valeurs de y et pour des variables 
rédûites : du mode, de la médiane, et des moyennes arithmétique, géométrique et harmonique. 

FIG. 12. 

. Moyenne 

. Médiane 

I ! /l 1 / / / / ,’ _____ Moyenne gmmetnque 
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Les erreurs-types des valeurs centrales, pour un échantillon de taille n tiré d’une distribution 
dont les paramètres y, s et x0 sont connus par avance, sont les suivantes : 

Erreur type de la moyenne : 

Erreur type de la variante : sa 2 Y (Y + 3) , 
n 

Erreur type de la médiane : 

Erreur type de l’écart-type : s Y+3 -. 
2. n 

7.2. - Estimation des paramètres par les moments (échantillon de taille n). 

En utilisant les sommes des trois premières puissances des valeurs observées (x1 . . . y . . . x~) 
et en posant : 

SI = $ X Xi, 

nous avons les équations : 

Ys- x0 = s,, 

YS I- - --& (S? - Sf), 

2 y s3 = 
n” 

(n-l) (n-2) (%--3wlf2w 

d’où : 
n 

s = 2 (72 - 2) 
(%-- 3 s3 s, + 2 ST) 

SI--s: ’ 

Y 
4 (n---2)? 

= 72 (n- 1) 
R-w3 

(Sa - 3 SI s, + 2 ST)” ’ 

72-- 2 
x0 = - 

(S2 - s:>z 
n-l ss- 3 s, s, + 2 s: - s1 

7.2.1. - Si no a été choisi apriori, il est plus simple de passer par les rapports des moments 
non centrés : 

R, = 2 (Xi -x0) = y s, 

R, = c,;;: = y s + s, 
0 

Pour un échantillon de taille infinie la quantité : R, +- 
la quantité : R = R, + R, - 

R, - 2 Re est nulle. Appelons résidu 
2 R, qui n’est pas forcément nulle pour un échantillon de taille 

finie, mais dont la valeur moyenne est nulle pour un grand nombre d’échantillons de mème taille 
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tirés de la même population mère. En supposant linéaire la corrélation qui existe entre le résidu 
R et le rapport R2, nous pouvons améliorer la valeur brute de R, (le coefficient de corrélation de 
R avec R, est nul). 

R,, = R,-R 
2 

3 + 7/(Y + 1) ’ 
la première valeur de y ayant été calculée par : 

y = R,/(R, - RJ. 

Les valeurs finales des parametres seront : 

s = R,,-RI, 

Y = R,/s. 

7.3. - Détermination des paramètres par le maxîmun de vraisemblance (échantillon de taille n). 

Pour une valeur xt de la variable, la fonction de densité s’écrit : 

1 - s-y (Xi - XO)-f-1 
r(Y) 

fJ -(zr-d/s* 

le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit : 

- n Log (l?(Y)) - n y Log s -/- (-c - 1) 2 Log (X$ -x0) -f s (y -x0). 

En dérivant par rapport à x,,, s et +I et en annulant les dérivées on obtient : 

(dérivée par rapporta x,,) 
1 

nls - (7 - 1) Z - = 0, 
Y - x0 

f qx, - x0) - n y = 0, 

r,Log(x~-xo)-nLogs-n~(y)=O. 

La première équation n’est pas utilisable pour y < 1 : car la moyenne harmonique n’a pas 
de sens pour ces valeurs de y. 

En posant : x = i X xt, 

1 1 
$=;XX-, s 

X0 
1=- ; z Log (x* -x0), ++x~, 

et en supposant d’abord y > 1, il vient : 

s= (X - Xo)/Y7 donnant s en fonction de x0 et de y, 

Y 
Y- 1 

= Sh (x-x0) = z, 

Logy-+ (y) = Log (X- x0) - s, = y. 
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Nous avons un système de deux équations implicites et transcendantes pour déterminer 
x0 et y. La méthode qui semble la meilleure à utiliser est de choisir une valeur de x0, calculer z 
et y d’ou des valeurs pour -f : 

-(z = z/(z - l), 

yy = 0,5000876/y + OJ648852 -0,0544274 y. 

cette dernière formule représentant une solution approchée (avec une erreur relative maximale 
sur yy de 0,Ol yo) de l’équation : 

LogY- 4 (Y) = y pour .[ > 1 

(qui pourrait être résolue en y par une des méthodes d’inversion de fonctions). 

On compare yt et .(y pour savoir dans quel sens faire varier x0 : si (yz - -fy) est positif, la 
valeur choisie pour x0 est trop petite, si (*rz - 
grande. 

yY) est négatif, la valeur choisie pour x0 est trop 

D’où le choix d’une nouvelle valeur de x0 et un nouveau calcul de yE et de yY. L’on procéde 
par approximations successives jusqu’à trouver : *fz/yy = 1 à 0,Ol y/0 près. 

En supposant y < 1 nous suivons une marche analogue à celle décrite ci-dessus, avec : 

Yz = Jf-p (X -x0)2 / (S, - X2), 

en remplaçant l’équation contenant la moyenne harmonique par l’équation calculant le moment 
centré de second ordre, et : 

yy = (8,898919/y + 9,059950 + 0,9775373 y)/(17,79728 f 11,968477 y f y”), 

formule qui représente une solution approchee de l’équation : 

Log .{ - 4J(y)=y pour*{ < 1. 

La comparaison de yJ et de il/ donne une règle inverse de celle trouv8e ci-dessus : si (*cz -..(y) 
est positif, la valeur choisie pour x0 est trop grande... 

7.4. - Estimation des paramètres 
par les moments. 

: loi gamma incomplète tronquée avec troncatme. Estimation 

Nous nous plaçons dans le cas de lois en « J )) (y < i) ou dans le cas de lois dont la fonction 
de densité admet une tangente infinie à l’origine (1 < y < Z), ces lois Btant tronquées (cf. para- 
graphes 1.4. et 2.5.3.), c’est-à-dire que la fréquence des observations inférieures ou &ga.les à la 
borne inférieure x0 n’est pas nulle. De plus, nous nous plaçons dans le cas d’une troncature, c’est- 
à-dire que le nombre des observations qui auraient dû être faites dans la tranche x0, Xh (xh seuil 
de troncature, supérieur à la borne x0) est inconnu, ainsi que les valeurs individuelles de ces obser- 
vations. 

Le seuil de troncature peut être déterminé par la sensibilité de l’appareil de mesure, ou ses 
conditions d’emploi. Prenons par exemple un échantillon de hauteurs pluviométriques journa- 
hères : on peut choisir le seuil de troncature à 0,l mm puisque les quantités inférieures à cette 
hauteur ne sont pas mesurées ; mais ii vaut mieux choisir un seuil plus Blevi (5 ou 10 mm) car 
l’évaporation dans le pluviomètre n’est pas négligeable pendant les journées à faibles hauteurs 
pluviomètriques qui seront connues par defaut quels que soient la conscience et le soin de l’obser- 
vateur. 
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Nous pouvons admettre que la borne inférieure x0 est connue par avance avec une approxi- 
mation suffisante. En posant : 

S 1 = x (Y - %Jr s, = 3 (Xi - x0)3, s, = r, (xg -x0)3, 

s, = 2 (X$ - x0)4, 

sommes qui sont convenablement connues car les observations non faites (ZQ peu diBërent de x0) 
et donc non utilisées interviendraient pour peu de chose dans ces totaux. 

Nous écrirons les équations : 

R, = S,/Sr = y s f s, 

R 3 = s,/s, = y s + 29, 

R, = S,/S, = y s + 3s. 

Il suffit en principe des deux premières pour calculer les paramètres y et s : 

s = Rs-R,, 

Y = +(ZR;- Rs). 

Le nombre CC théorique » d’observations est N donné par : 

et si l’on appelle A le nombre total d’observations possibles, compte non tenu du tronquage ni 
de la troncature, le paramètre Fo est calculé par : 

F 
A - M 

o=-. 
A 

On peut définir comme plus haut (paragraphe 7.2.1.) un résidu R = Rs + R, - 2 R,, de 
valeur moyenne nulle. En supposant linéaire la corrélation qui existe entre le résidu R et les rap- 
ports R, et R,, nous pouvons améliorer les valeurs brutes de ces rapports : 

Rsa= Rs- R x 2 1[3 + 37/(u f 1) + 39/(Y + 1) (Y f m 
R 3CZ= R,- R x [7 + WY + 91 / [3 f- 37’(Y + 1) + 39KY + 1) (Y + 2)1, 

la première valeur de y ayant été calculée par : *( = 
2 R,-R, 

R _ R , 
3 3 

les valeurs finales des paramètres seront : 

s = Rsa - Rgg, 

2 R,a - ha 
y= R -R ’ 

3a 2a 

Fo=l- s, 
A (2 Rsa - Ii& - 
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7.5. - Détermination des paramètres par le maximun de vraisemblance : loi gamma tronquée 
avec troncature : la borne inférieure xo étant connue par avance, et le seuil de troncature xh 
étant choisi (cf. paragraphe précédent). 

On applique la méthode aux n observations conservées (x > xh) dont 1% probabilite totale 
est : 

1 -Fo 

J’ 

co uy-t 
l-(Y) Xh 

e -= au avec u = (ZC - xO)/s. 

Pour une valeur xi de la variable la fonction de densité s’écrit : 

(1 - Fd s-Y (xs _ x 
I-(Y) 

0 
y-1 e-(3 i-%)/s /(‘~~‘J:puyel emu du 

Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit : 

(Y - 1) r: Log (Xi - x0) - n *( Log s - f .z (Xi - x0) - n Log uyat e-” du. 1 
En dérivant par rapport à s et y et en annulant les dérivées on obtient : 

_(xh;xo)le~~~(.~)-~~h~Y-’ e-u &] = 0, 

Logs- 
z Log (%a - x0) 

n 

en posant : xh-X0 Ph = 
1 uh 

uh = - et - 
s 

s 
r(‘0 t-j 

uywl eBu du, 

' y:= 
x (Xi - x0) 

--- 4 ewUfi/[ r(y) (1 -Ph)], 7Z.S 

Legs= 
s Log (Xi - X0) 

n 

+ 
m t- 1)’ uh’+’ 

9 (Y) q-f) f r: - - 
r=o r! Y-!-T 

-+)],+-d c1 - phfj- 

CL) 

La série C est alternée, absolument convergente, et très rapidement convergente si 
r= 0 

uh<l. 

Nous nous trouvons en présence d’un système de deux équations transcendantes et impli- 
cites en s et y. Il est impossible de choisir des valeurs approchées de y et de s à porter dans la pre- 
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mière (ou la deuxième) de ces équations pour calculer une valeur de *c (ou de Log s) : le système 
est toujours divergent. 

La méthode que nous avons mise au point pour le calcul par ordinateur consiste à choisir 
au départ un y calculé par la méthode des moments, puis à déterminer s par approximations suc- 
cessives pour que : 

c (Xi - 4 _<-*.- 
n 

# y s + s uhYe-““/[r(y) (l- Ph)lt 

oc détermine alors y par approximations successives pour que 
c Log (Xi - xc) 

n # Legs 

; t-l)’ QYf’ 
9 (Y) r(Y) - g- - 

1 
- - 

u+r 
r(Y) (1 - Ph)r r= Yfr . 

on retourne à la détermination de s, puis à celle de y et ainsi de suite. La convergence des détermi- 
nations successives de s et de y est assez rapide. 

Le paramètre de tronquage F, est calculé par : 

F -l-&. o- 
h 

B étant le nombre total d’observations possibles, compte non tenu du tronquage ni de la troncature, 

1 

s 

uh 

et Pb étant la dernière valeur calculée plus haut de - Iy y) 0 uy- 
t e-‘* au, n étant le nombre 

d’observations conservées, de valeurs égales ou supérieures au seuil de troncature. 

7.6. - Comportement aeymptotique de la distribution gamma incomplète. 

Si la fréquence F tend vers 1, et en posant T = +F. T étant le temps de récurrence ou - 

période de retour, la variable réduite u tend vers Log T - Log (Y(-()) + (y- 1) Log u. 

Il n’y a pas d’asymptote à proprement parler, mais on peut dire que u tend vers Log T d’une 
façon parabolique. 

7.7. - Calculs à l’ordinateur. 

7.7.1. - Calcul de la probabilité correspondant à une valeur donnée de la variable. 

Il s’agit d’utiliser un développement limité permettant de calculer : 

l uuY-’ F (4 = r(y) 
J’ 

e-8 au avec u-(-%)* o s 

Cette expression peut s’intégrer par partie de deux façons différentes : 

soit, en posant y = 6 + r où r est entier positif et 6 > 0 : 

F (%) = _ ,-u ; u6*i-1 + 1 

J‘ 

u 

i = 1 r(8 + 9 w 0 
US -1 e-4 au. 

les r termes du développement limité se déduisant l’un de l’autre par : U++i = $$ Uj, 

47 



soit, en posant 6 = y + r où r est entier positif: 

r 
F(%) = e-u x uy+i-l 1 1 

i = l r(Y + 4 
us-le-u au, 

les r termes du développement limité se déduisant l’un de l’autre par Ui+I = w u Uf 
Y-k JJ 

Lorsque u est supérieur ou égal à 17,0, nous utilisons le premier développement avec r termes, 

11 luus-l ce nombre étant calculé pour que : r(6) 

J 

e-u au soit égal à 1 avec une erreur d’au plus o 

0,00000005, ce qui est atteint pour : 

s g ( qu- 2,81)2 - 0,7, 

r est alors la partie entière de l’expression y - 6 + 1. 

Lorsque u est inférieur à 17,0 nous utilisons le second développement avec r termes, ce nombre 

l uub-l étant calculé pour que : - 
J’ l-v) j-) 

eeu au, soit égal à zéro avec une erreur diau plus 

0,00000005, ce qui est atteint pour : 

a gz (4; + 2,87)2 - 4,5, 

r est alors la partie entière de l’expression 6” - y. 

Le programme que nous avons écrit fonctionne avec des valeurs de y inférieures à 113,0. 

7.7.2. - Calcul de la valeur de la variable correspondant à une probabilité donnée. 

L’inversion de la fonction gamma incomplète se fait facilement par la méthode générale 
« du pas » en partant de la valeur moyenne de la variable réduite u = ai. 

7.8. - Approximations intéressantes. 

3- 

On se ramène à l’utilisation d’une table de la loi normale en considérant que : 
1 i 

2 - x0 
X--X 

est distribué normalement avec pour moyenne 1 -- et pour variante 
9 Y 

$ L’approximation esto 

d’autant meilleure que y est grand. Dès .c = 8 l’erreur est inférieure à 1 “l. sur les probabilités 
au non dépassement allant de 0,Ol à 0,999 et même inférieure à > o/oo sur des probabilités au non 
dépassement allant de 0,05 à 0,99. 

Lorsque y est supérieur à 50 on peut considérer que la quantité : d 4 (xi - ro)/s - i/ 4 -f - 1, 
est distribuée normalement avec, comme moyenne zéro et un comme variante. 

Si 2 y est un entier, on peut utiliser des tables de x3 en prenant 2 y comme nombre de degrés 

de liberté et 2 xi 7 xo comme argument. 

La somme des y premiers termes d’une distribution de Poisson : 

Y- 1 mi m 
C e-- 

iz0 i! 
(y entier) est égale à l- 

J’ 

~y-1 e-% au. 
0 
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VIII. - DIST33IBUTION 

8.1. - Expressions mathématiques. 

8.1.1. - Fonction de répartition. 

EXE’ONENTIELLE GÉNÉWSaE 

Nous l’écrirons : F (z) = “-fi - c e-U 11s X-X 
, avec : 24 = ---O, u étant égal à 1, avec le 

s 
signe de s 8. 

F (A$ est la fréquence au non dépassement : lorsque, s étant positif x varie de x0 à + a), ou 
que, s étant négatif x varie de - CO à x0, F (x) croît de 0 à 1; 

x0 est le paramètre de position, borne inférieure de l’intervalle de définition de la variate si s est 
positif, ou borne supérieure si s est négatif; 

S est le paramètre d’échelle, différent de zéro, ayant les mêmes dimensions que x0 et x; 

6 est le paramètre de forme, différent de zéro. 

La distribution exponentieue généralisée correspond : 

Si s et 6 sont positifs : à la loi de Goodrich, habituellement écrite : 

F (x) = 1 - e-5 P-Z*) *ln [n = 6, a = l/s], 

si s est positif et 6 négatif : à la loi de Fréchet, habituellement écrite : 

F (x) = e-“(-.)-k [k = - l/S, a = l/s], 

si le produit s 6 est négatif : aux lois de Jenkinson, habituellement écrites : 

F @) = e- (1 -=+)l, [k = 6, a = - s, x’ + a = x0]. 

8.1.2. - La fonction de densité est : 

dont la dérivée Premiere s’écrit : 

1 1 --a e-U*‘8 [(l - 6) - ul/‘] -pa deracineu= (1-S)6. 

et la dérivée seconde : 

[(l - 8) (1 - 2 8) - 3 (1 - 8) ur’e + us’“] 

de racines u = 

d’où les différentes formes possibles de la représentation graphique de la fonction de densité. 

6 < ‘I2 (y compris 6 < 0), densité de probabilité nulle à u = 0, deux points d?nAexion enca- 
drant le mode : u = (l- S)s, la densité de probabilité tend vers zéro si u tend vers 
+ CO (Courbe en K cloche D) ; 

49 



6 = 1/2 densité de probabilité~nulle à u = 0, avec tangente + 2, mode à u = l/v’e et un seul 
point d’infie.xion à u = 312. 

1 
2 

< S < 1 densité de probabilité nulle à u = 0, avec tangente + ~lj, mode à u = (1 - b‘)& et 
un point d’inflexion à 

Us 30 
II 

- 6) + 4(1- S) (5 - 8) e 
2 1 , 

S=l densité de probabilité 1 à u = 0, pas de mode réel ni de points d’inflexion (mode obser- 
vé à u = 0). Loi exponentielle simple ; 

l<S densité de probabilité inhnie à u = 0, pas de mode réel ni de points d’inflexion (mode 
observé à u = 0). Loi dite en ;C J ». 

Si S tend vers zéro, par valeurs positives ou négatives, la loi exponentielle généralisée tend 
vers une distribution de Gumbel dont le paramètre d’échelle serait de signe contraire à celui de 8. 

Nous montrons en figure 13 les différentes formes des représentations graphiques de la fonc- 
tion de répartition et de la fonction de densité d’après les valeurs de u. Nous donnons également 
les différentes formes des représentations de log (1 - F) en fonction de u, c’est-à-dire les représen- 
tations de (1 - F) en coordonnées semi-logarithmiques. 

8.1.3. - Moments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution exponentielle généra- 
lisée parfaitement connue. 

Le moment non centré d’ordre r de la variable réduite est : 

rn? = r(8 r f 1) 

qui n’existe que pour Sr + 1 > 0. Si S est positif, tous les moments existent, mais si S est 
négatif ils n’existent pas tous. La moyenne elle-meme n’a plus de sens pour 0” < - 1. 

De la formule précédente, on peut déduire le moment non centré d’ordre r > 1 de la variable 

non réduite en faisant la transformation u = x- (cf. paragraphe 1.32.). Si le paramètre de 

position est nul : 
mur = Sr m,. 

La variante du moment d’ordre r de la variable réduite est, pour un échantillon de taille n 
tiré d’une distribution exponentielle généralisée parfaitement connue : 

varm,= i (mzr - m:). 

La moyenne est : 

Xo+Sr(s+l) pour 80-l; 

K 2 = 9[r (2s + 1) - (r(6f l))q POU~ 6 >--112; 

K, = S~[I?(~S + 1) - 3 r (2s + 1) r (s + 1) + 2 (r (b‘ f l))a] pour s >- 113 ; 

K4 = s4 [I? (4s + 1) -4r(36+1)r(s+1)-3(r(2s+1))2f12r(26+1)(r(~+ 

- 6 (r (6 + 1)) ‘1 pour s > - y‘&. 

4)” 

Le coefficient d’asymétrie y1 et le coefficient d’aplatissement r., sont d’expressions compli- 
quées : le premier n’a plus de sens pour S < - 113 et le second pour % < - lj4. Le graphique 14 
montre les variations de ces coefficients suivant 8. 
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,Fon,ction de densité pour différentes valeurs de d 

1 Variable c rédultr 

Fréquence ou dépassement en coordonnies semi logarithmiqus 

5 

O- 
0,001 0,002 0.005 0,Ol 402 0.05 0,l 2 

FIG. 13. 
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FIG. 14. 
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FIG. 15. 
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- 114 < 8 < 0 = y1 
Y2 

0 < s < 0,173 y1 
Y2 

0,173 < 8 < 0,28 y1 
Y2 

positif, distribution (de la variable réduite) étalée sur la droite ; 
positif, distribution moins aplatie que la normale; 

négatif, distribution étalée sur la gauche; 
positif; 

négatif; 

0,28 < 6 < 0,443 ~1 

0443 <s 

négatif, distribution plus aplatie que la normale; 

positif, distribution étalée sur la droite; 
y2 négatif; 

y1 positif; 
y2 positif, distribution moins aplatie que la normale. 

Le mode, x0 + s (1 - 8) *, n’existe que pour 8 < 1, la médiane est x,, + s (0,693147) s, la 
moyenne harmonique de la variable réduite est I/I’ (1 - 6), qui n’a de sens que pour 6 < 1. 
L’inverse de la moyenne harmonique est I’ (1 - 6) dont la variante r (1 - 26) - (l? (1 - 8) )” 
n’a de sens que pour 6 < 1/2. Si le paramètre de position est nul, la moyenne harmonique dans 
la loi non réduite est S/I? (1 - 8). 

La moyenne logarithmique de la variable réduite est de - 6 C (avec C = 0,5772 . . . ) et sa 

varianee est de a2 $-. La moyenne géométrique est e’ sc = (0,56142. . .)” pour la variable réduite, 

et, si le paramètre de position est nul, de s (0,56142.. .) s pour la variable non réduite. 

La figure 15 montre les positions relatives, suivant les valeurs de 6 et pour des variables 
réduites : du mode, de la médiane et des moyennes arithmétique, géométrique et harmonique. 

8.2. - Estimation des paramètres par les moments (échantillon de taille n). 

11 faut choisir a priori le signe s( du paramètre d’échelle s suivant que l’on désire une borne 
inférieure (s > 0, si = + 1) ou supérieure (s < 0, s$ = - 1) de ‘l’intervalle de déhnition de 
la variable. Le calcul n’est faisable que pour 6 >- 113. 

En utilisant les sommes des trois premières puissances des valeurs observées (XI . . . q . . . in) 
et en posant : 

s, = ;II xi, s, = 2. x x:, 
n 

s, = ; r, x9, 

nous avons les équations : 

s r (6 + 1) + x0 = S,, 

~2 

II 

r (2s + 1) -(r (6 + 1))2 
1 

= * (S,-Si). 

S[r(36 + l>-3 r (s+l). r(2s + 1) + 2 (r (6 + 1))3] 

= (nvl;;n-2) 653-3 s2 Slf 2 si>- 
On élimine le paramètre d’échelle en passant par le coeficient d’asymétrie K3/K2”e 

ti(n -1) s,-3s2sl+2s; 
n- 2 (S2 - s:> b4s2 - 3) = dr(2 s + 1) -(r(s + 1))2 

x r(3 s + 1) - (r(s + 1) 13 
r(2s f 1) -(r(s + i))2 

-3 r(s + I)l, 

équation qui permet de déterminer S par approximations successives. 
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s est domG par : 

n s = si 
d-ci 

s,-Sf 
?Z- 1 r(zs+i)-(r(s+i))“’ 

et x0 par : 
x,=s,-sr(s+i). 

8.2.1. - Si xs a été choisi Q priori ainsi que le signe si de s il est plus simple de passer par 
les rapports des moments non centrés : 

R, = 2 (x3 - 4 = s r(s + l), 

R, = I”R”.: = s T--;), 
- X0 

d’où l’équation déterminant S par approximations successives : 

et 

r(2s + 1) R, 
r(s2 + 1) = R,’ 

6 doit être > - 112, 

s = R,/I’(s + 1). 

8.3. - Détermiuation des paramètres par le maximnn de vraisemblance (échantillon de taille n). 

Pour une valeur q de la variable, la fonction de densité s’écrit : 

le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit : 

en dérivant par rapport à x,,, s et 6 et en annulant les dérivées on obtient : 

(dérivée par rapport à x,,) - 
1 fl 

, 
Xi-X, 

, +~s~-~gBjx~-Xo[l~~-~=o, 

,s, +~-xo,~~~=n, - 11s y 

La première équation n’est pas utilisable pour 6 2 1, car la moyenne harmonique n’a plus 
de sens pour ces valeurs de 6. Nous pouvons remplacer cette équation, soit par une formule basée 
sur la moyenne arithmétique, soit par une formule basée sur la moyenne logarithmique (dont 
le coefficient de variation est inférieur à celui de la moyenne arithmétique pour S > Z), c’est- 
à-dire : 

Y-X, _ r,-- 
S n r(s + l), 

ou : X Log 1 xi - x0 1 = n (Log j s 1 - 6 . C). 
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E n posant : C = 0,5772156649. 

et en supposant d’abord 6 < 1, il vient : 

]+SD”, 

s = SM/SD - SL, 

a=1 - SE/(SH - SD). 

Nous avons un système de deux équations implicites et transcendantes pour déterminer x0 
et 6. La méthode qui semble la meilleure est de choisir d’abord le signe de s (positif si l’on désire 
une borne x0 inférieure, négatif si l’on désire une borne supérieure), de choisir une valeur de x0 
et de calculer : 

6, = 1 - SE/(SH . SD), 

se = SM/SD - SL. 

On compare 8, et Se pour savoir dans quel sens il faut faire varier x0. 
Si (Su - Se) est positif, x,, doit varier en sens inverse du signe de s, si (S, - Se) est négatif, 

x0 doit varier dans le sens du signe de s. D’où le choix d’une nouvelle valeur de x,, et un nouveau 
calcul de 6, et Se. L’on procède par approximations successives jusqu’à trouver $/Se = 1, avec 
l’erreur relative acceptée. 

Comme il y a en fait deux couples de solutions : une valeur de :x0 avec une valeur de S positive, 
une autre-valeur de x0 avec une valeur de o négative, il faut a priori choisir le signe de b‘. 

En supposant S > 1, nous suivons la même marche que ci-dessus, avec : 

r (s, + 1) = i I; 1x4 -x0 1 / SD Be9 

ou : sy = SL/(Log SD - C). 

Le sens de variation de x0 suivant le signe de (S, - Se) est le même que plus haut. 

8.4. - Estimation des paramètres, loi ezrponentielle générdis~e tronquée avec troncature. Esti- 
mation par les moments. 

Nous ne reviendrons pas sur les définitions du tronquage et de la troncature : cf. paragraphes 
7.4., 1.4. et 2.5.3. 

Nous nous plaçons dans le cas de lois en « J » (S > 1) ou dans le cas de lois dont la fonction 

de densité admet une tangente infinie à l’origine 
c 

;< s < 1:. 
) 

Nous admettons que le paramètre de position x,,, borne inférieure de l’intervalle de défi- 
nition de la variable, est connu par avance avec une précision suffisante. Le paramètre d’échelle s 
est positif, et nous posons : 

s, = r, (X.( - x0), s2 = c (Xf -x0)2, s, = x (Xj - x0)3, 
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sommes qui sont convenablement connues car les observations non faites (xi peu différent de x,,) 
et donc non utilisées interviennent pour peu de chose dans ces totaux : nous nous servons de 
toutes les observations disponibles sans faire de troncature à un seuil supérieur à celui qui est 
imposé par la sensibilité de l’appareil de mesure. 

Nous écrivons les équations : 

d’où en éliminant s : 

r (3s + 1) r (8 + 1) = [r (26 + l)]“, 

qui peut se mettre sous la forme : 

I’ (S + 1/3). r (6 + 2/3). 

[r (8 + vv 

et permet de déterminer 6 par approximations successives. 

Le parametre s est ensuite calculé par : 

s=R r(s-i-l) 
2 r (2s+ 1)' 

le nombre CC théorique » d’observations est M donné par : 

iM = s,:r (8 + i), 

et si l’on appelle A le nombre total d’observations possibles, compte non tenu du tronquage 
ni de la troncature, le paramètre F, est calculé par : 

FO = A.--N 
A 

8.5. - Détermination des paramètres par le maximuu de vraisemblance. Loi exponentielle géné- 
ralisée tronquée avec troncature. 

La borne x0 est connue par avance, le seuil de troncature Xh est choisi (cf. paragraphe 7.4.), 
le paramètre d’échelle est supposé positif, ainsi que le paramètre de forme. 

On applique la méthode aux n observations conservées (zi > .Q) dont la probabilité totale 
est : 

Pour une valeur xi de la variable, la fonction de densité s’écrit : 

56 



Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit : 

1 
nLogB-%Legs+ x-1 SLog(q-z&-s-hS X$--X,) +s-Pn(Xh-XO)x. ( > t( f 1 1 

- 

En dérivant par rapport à s et 6 et en annulant les dérivées, après avoir posé : 

SD = ; r, (xi - x0) 1’8, 

SM = f z (Xi - x0) us Log (x* - x0), 

SL = ; s Log (z* - x0), 

HD = (Xh - x,,) 1’6, 

il vient : 

HL = Log (q, - x0) , 

s = (SD-HD), \ 

S= 
SM-HL.HDeSL 

SD -HD ’ 

= Cette dernière équation contient o comme seule inconnue. On pourrait la résoudre en choi- 
sissant une valeur de 6 pour calculer le second membre, d’où une valeur de 6 au premier membre, 
portée dans le second et ainsi de suite. La convergence est sûre mais lente. Le programme que 
nous avons écrit pour ordinateur inverse la fonction. 

En appelant A le nombre total d’observations possibles, compte non tenu du tronquage 
ni de la troncature, le paramètre de tronquage F, se calcule par : 

8.6. - Comportement asymptotique de la distribution exponentielle généraüsée. 

Si la fr+quence F tend vers 1, et en posant T = A, T étant le temps de récurrence OU 

période de retour, la variable réduite u tend vers : (Log T)* si 6 > 0 et s > 0, tend vers : 
T-8 si 6<0 et s>O. 

Si s est négatif et si la fréquence F tend vers zéro, en posant alors T = i, la variable réduite 

u tend vers : (Log T)8 si 8 > 0, tend vers : T-8 si 6 < 0. 

8.7. - Calculs à l’ordinateur. 

Les paramètres x,, s et 6 étant connus, il est facile d’établir les sous-programmes de cahd 
d’une probabilité correspondant à une valeur donnée de la variable en utilisant la fonction de 
bibliothèque EXP (Z) ou d’inversion de la fonction en utilisant la fonction de bibliotheque 
ALOG (Z). 



IX. - DISWBUTION BÊTA INCOMPLÈTE 

9.1. - Expressions mathématiques. 

9.1.1. - Fonction de répartition. 

NOUS l’écrivons : F (x) = 1 
s B (PY 4) 0 

uu~-l (1 - u)g-l du avec u = F. 

F(x) est la fréquence au non dépassement; lorsque u varie de zéro à un, F(r) croît de zéro 

à un. B@-q) = T(P) w 
JXP+!d 

s est le paramètre d’échelle qui peut se mettre sous la forme 

s = x1-x,,, xl > x0. La variable x admet comme borne inférieure de son intervalle de défi- 
nition (pour u = 0) le paramètre de position x0 et comme borne supérieure (pour u = 1) le para- 
mètre x,. Ces trois paramètres s, x0 et x1 ont les mêmes dimensions que x, mais on doit n’en 
utiliser que deux conjointement. 

p et q sont les paramètres de forme, positifs, différents de zéro. 

9.1.2. 
1 

- La fonction de densité estJ(u) = - 
B (PV q) 

a-1 (1 --~)4-1 dont la dérivée pre- 

mière s’écrit : 

B (plq) fls2 (l-W2 [(p-1)-u (p f q-2)], de racine u = p~~~2, 

et la dérivée seconde : 

B;,q) Up-3(1-U)(I-3[@-1)0)-2)-2U@-l)(i)+q-3)fU2(pTq-2)03+q-3)], 

de racines u = p+;-2[(P-1)+4y] 

d’où les différentes formes possibles de la représentation graphique de In fonction de densité, 

qui est symétrique par rapport à u = $ si p = q. 

NOUS allons passer en revue ces différentes formes en supposant q >p. Si q est plus petit 

quep, il su& de considérer la figure symétrique par rapport à u = i : en faisant le changement de 

variable, v = 1 - u; p joue le rôle de q et inversement. 

0 < p < 1, p < q < 1 : densités de probabilité infinies à u = 0 et u = 1. 

Contre-mode (f(u) minimal) à u = (p - l)/(p + q 
observés à u = 0, u = 1. 

- 2). Pas de point d’inflexion. Modes 

4 = 1 : densité de probabilité infinie à u = 0, égale à p à u = 1. Pas de mode réel 
ni de point d’inflexion. &Iode observé à u = 0. 

l<q<Z -p : densité de probabilité infinie à u = 0, nulle à u = 1 avec tangente 
infinie. Pas de mode réel, un point d’inflexion à : 

’ 
U=p+q-2 

[(p-l) - ~(p~~~~<l)]. Node observé à u = 0. 
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q = 2 -p : densité de probabilité infinie à u = 0, nulle à u = 1 avec tangente 
infinie. Pas de mode réel, un point d’inflexion à u = 1 -p/2. Xode observé à u = 0. 

2 -p < q < 2 : densité de probabilité infinie à u = 0, nulle à u = 1 avec tangente 
infinie. Pas de mode réel, un point d’inflexion à : 

1 
U=p+q-2 

lp - 1) + 4-1. Mode observé à u = 0. 

Q = 2 : densité de probabilS infinie à u = 0, nulle à u = 1 avec tangente-p (p f 1). 
Pas de mode réel ni de point d’inflexion. Mode observé à u = 0. 

2 < p : densité de probabilité infinie à u = 0, nulle à u = 1 avec tangente nulle. 
Pas de mode réel ni de point d’inflexion. Mode observé à u = 0. 

p=l, q= 1 : densité de probabilité constante, égale à 1 : c’est la distribution continue, 
uniforme. 

1 < q < 2 : densité de probabilité égale à + q pour u = 0 et nulle pour u = 1 avec 
tangente infinie. Pas de mode réel ni de point d’infle.xion. 3lode observé à u = 0. 

q = 2 : densité de probabilité égale à 2 pour u = 0 et nulle pour u = 1 avec tangente 
- 2.La fonction de densité est la droite f(u) = 2 (1 - u). Mode observé à u = 0. 

2<q: densité de probabilité égale à f q pour u = 0 et nulle pour u = 1 avec 
tangente nulle. Pas de mode réel ni de point d’i.nfle.xion. Mode observé à u = 0. 

l<p<2,p<q<2: densité de probabilité nulle à u = 0 avec tangente infinie, de même 

àu= 1. %Iode réel à u = ’ 
-1 

Pfq-2’ 
Pas de point d’inflexion. 

q=2: densité de probabilité nulle à u = 0 avec tangente infinie, nulle à u = 1 

avec tangente-p (p + 1). Mode à u = ‘y, pas de point d’i&Iexion. 

2 < q densité de probabilité nulle à u = 0 avec tangente iniînie, nulIe à u = 1 avec tangente 

nulle. Mode à u = P-l 
Pfq-2’ 

M point d’inflexion à 

P = 2, q = 2 : densité de probabilité à u = 0 avec tangente + 6, nulle à u = 1 avec tangente 
1 

- 6. Mode à u = -. Pas de point d’inflexion. 
2 

2 < q : densité de probabilité nulle à u = 0 avec tangente + q (q + l), nulle à u = 1 
1 2 

avec tangente nulle. Mode à u = - . Point d’inflexion à u = -. 
4 4 

2 < p, p < q : densité de probabilité nulle à u = 0 et u = 1 avec tangente nulle. Xode à u = 

(P-l)l(p + 4 - 2). Points d’inflexion à 

u= p+i-2 bp-1)-J-dT].Courbeencloche. 

Nous montrons en figure 16 les différentes formes des représentations graphiques de la 
fonction de répartition et de la fonction de densité d’après les valeurs de u. 
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Fonction de densité pour différentes voleurs de Pe 

a 0,l 42 0.3 O,b 0,s 0,fi 0,7 0,8 

. 

F t 
Fonction de réportitimpour différentes voleurs de P et de Q 

Veriabl 

FIG. 16. 
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9.1.3. - iMoments, cumulants, valeurs centrales d’une distribution bêta incomplète, par- 
faitement connue. 

Le moment non centré d’ordre r de la variable réduite est : 

m, = r (P + 4 r (P + 4) P (P + 1) *. * (P 4 r - 1) ---- 
r(P) rtP+q+3 =@+qHP+P+l) . ..(p+q+r-11’ 

d’où : 

le moment d’ordre 1, moyenne, p/(p + q) ; 

le moment centré d’ordre 2, variante, k, = pq/(p + q)* (p + q + 1) ; 

le cumulant d’ordre 3, k, = -2Pq@-q)lCP+q)3(P+q+1)@+qf2); 

le cumulant d’ordre 4, k, = ~~~C~~+~~2~~+~+~~-~~~~~~+~~+~ll 
(P + q)4 (P + q + u2 @ + 4 -i- 2) (P + q + 3) . 

Dans Ie cas de lois Bêta symétriques (p = q), les moments centrés d’ordre impair sont nuls, 
et les moments centrés d’ordre pair (2 r) sont : 

1 (2r- 
IL2r = 22’ 

l)! (pfl) . ..(p+r-1) 

tr - l)! (2pfl) . . . (2p+2r-1)’ 

Le coefficient d’asymétrie est : y1 = 
2 (q-p) P+a+l 

p-i-q+2 Pf4 * 

L’asymétrie est du signe de (q-p). 

Le coefficient d’aplatissement est : 

~2 = 6 
(P + q12 (p + q ; 1) -pq [5 (p + q) + 63 

Pq@+qt2)@+q+-3) * 

Dans le cas de distributions Bêta symétriques, le premier est évidemment nul, et le second 
6 

vaut - - : ces distributions sont plus aplaties que Ia distribution normale, vers laquelle 
2P + 3 

elles tendent lorsque p tend vers l’infini. 

Si q seul tend vers l’infini, p restant fini, la variable u tend à suivre une loi gamma incom- 
pBte de paramètres y = p, s = l/q et x,, = 0. 

Le mode est : 

20 + s 
P -1 4-l 

p+q-2=~-sp+q-4= 
x, (P - 1) + zo (n - 1) 

PfP-2 

n’existant que pour p et q > 1. 

La moyenne est : 

*O+-S-_P.=z -- 
P-i-4 

!l LiP+~oq* 
l-sP+q Ptn 

La moyenne harmonique est, pour la variable réduite, de B-l 
P+I-1 

qui n’a de sens que 

pourp > 1. L’inverse de Ia moyenne harmonique est Pfq-1 dont la variante 4 (P + q - 1) 
P 

_ 1 

n’a de sens que pour p >2. 
(P - 1J2 (P-2) 
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La moyenne logarithmique (logarithme 
variable réduite, de + (p) - + (p + q) et sa 

naturel de la moyenne géométrique) est, pour la 
variante est 4’ (p) - 3’ (p f q). 

9.2. - Estimation des paramètres par les moments (échantillon de taille n). 

En utilisant les sommes des quatre premières puissances des valeurs observées (x1 . . . xt 
. . . zI) et en posant : 

s,= 1 -r, xi, 
n 

s2=$Ll$, s,= 1 - 3 x8, 
n 

s, = ix Xf, 

les bornes x0 et x1 (xl > x0) sont les racines de l’équation du second degré en Y : 

Y2 [- 2 (S, - S, SJ (S, - ST) - 6 (S, S, - S;) (S, - S$ f 3 (S, - S2 Sl)2], 

+ Y [6 (S, S, - S, SJ (S3 - ST) - 3 (S, S, - Si) (S, - S2 SJ - (S, - S, Sd (s, - sz s,)], 

f (S, - s, S,) (S, s, - 3) - 3 (S, s, - SP) (S, - ST) = 0. 

p et q sont donnés par : 

P+q= %t~oip$%-s2, 
2 1 

P=@+!I)+* 
-s 

x, 0 
!l=(P+d~* 

0 

9.2.1. - S’ 1 une borne est choisie a priori, l’autre est déterminée par l’équation : 

xox1[2 s, (S,- Sl> -(s,-s2sJ], 

T (xl) + q)[S,(S,--s, SJ -2 s2 (S,---S;)I, 

+2s,(s,-s:)-s,(s,-s,s3=0, 

p et q étant déterminés comme ci-dessus. 

Si l’échelle s = z+ - x0 a été choisie a priori, il suffit de porter dans l’équation ci-dessus 
xl = s + x0 pour avoir une équation du second degré en x0 dont les deux racines sont les bornes 
cherchées. 

9.2.2 . - Si les deux bornes ont été choisies a priori (ou une borne et le paramètre d’échelle), 
p et 9 sont déterminés comme ci-dessus. 

9.3. - Détermination des paramètres par le maximun de vraisemblance (échantillon de taille n). 

Pour une valeur xi de la variable, la fonction de densité s’écrit : 

::;)Tt;; (%;x~)P-l(~ Y;r0jq-l. 

Le logarithme naturel du maximum de vraisemblance s’écrit : 

% rtP + 4) -L0g r(p) -L0g r(q) f 5 x Log (Xi - x0) + 5 4 -l -7 Log (x1 - Xi) 

-(Pf4 - 1) Log (x1--x0), 
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en dérivant par rapport à x0, q, p et q et en annulant les dérivées : 

(dérivée par rapport à zc) p-1cL= P+!I-+ 
n Xi-X, x, - x0 

(dérivée par rapport à xJ -PfQ--+ 4 -1 1 r 
n Xl - a %-xo 

. 
~~+q~-Q~p~+~CLog(zi-zo)-Log(z,-zo)=O, 

9 (P + q) - 4J (4) + ;x Log (x1 - Y) - Log (%- x0) = 0, 

La première équation est inutilisable si p < 1 et la seconde si q $1. Nous proposons de les 
remplacer respectivement par : 

p < 1 sr-x0= (%h--X0)-“- 
Pf4 

en posant S, = + X xi. 

si 

et si p et q sont tous les deux < 1, en posant S, = i S G$ 

nous proposons de remplacer les deux premières équations par : 

Pfq= s,(~o++--~o%-s~, 

s,-s; 

et l’une des deux équations précédentes ou : 

P-!l=(P+!d 
2Sr(~of4 

x1-%0 

9.4. - Calculs à l’ordinateur. 

9.4.1. - Calcul de la probabilité correspondant à une valeur donnée de la variable. - 

Il s’agit d’utiliser un développement limité permettant de calculer : 

. J’ U 
F(x) = -?-- 

B (PT 4) 
G-1 (1 

0 
- u)+l du avec u = y. 

Nous faisons un changement de variable en posant : 

a= [ :i,,-$y- Pfq-1 et u = du, 

d’où : F(x) = 

I‘ 

‘21 P-1 (a - v)“” dv, 
0 

en intégrant par par’ties : 

F(z) = 5 (d-u)“’ 7 Ui. 
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Les termes de la série U se déduisent les uns des autres, à partir du premier U, = 1 par la 
formule de récurrence : 

u. 
a+1 

4-i u 
=p+i(j-u"i 

d 
cette série est convergente si u < 2 

c > 
u < i et même aiternée lorsqu’on arrive au terme dont 

le rang est supérieur à la partie entière de q. 

Si u est supérieur à 112, il suffit de faire le changement de variable u’ = 1 - u et d’intervertir 
p et q dans le programme. 

Si le terme multiphcateur de la sériè est inférieur à une valeur choisie d’après la précision 
demandée sur la probabilite, nous ne faisons pas le calcul de la série mais prenons F (x) = 0 ou 
F (z) = 1 suivant que x est inférieur ou supérieur à la moyenne. Le calcul de la valeur maximale 

V 
de v permettant d’assimiler F(x) à zéro se fait en considérant : 

s 

UP-1 (d- u)q-l du comme 
0 

la surface d’un triangle de base Y et hauteur ZIP-1 (a! - II)~~I. 

9.4.2. - Calcul de la valeur de la variable :orrespondant à une probabilité donnée. 

L’inversion de la fonction Bêta incomplète se fait facilement par la méthode générale « du 
pas » en partant de la valeur moyenne de la variable réduite : 

P 
u=ps-p. 

9.5. - Relations de la distribution bêta incomplète avec d’autres distributions. 

Avec la loi binomiaie : la somme des termes du rang a au rang n d’une loi binomiak : 

n n. I 
L , Pi(1 i!(n-i). 

-p)“-t 
i=a 

est égale à : 

1 P 

B (a, n + 1 - a) 
J’ 

u-1 (1 -zq-” du. 
0 

Avec la distribution de Student : la probabilité (au non dépassement) définie par la distri- 
bution de Student est égale à la probabilité au dépassement, calculée d’après une loi Bêta incom- 
plète de paramètres : 

de bornes zéro et un, et de variate u = -k 
Y + t2 

Avec la distribution F de Fisher-Snédécor : 
normales) de degrés de libertés respectifs y1 et Y-, 

F étant le rapport de variantes sf/sa (lois 
la probabilité (au non-dépassement) définie 

par la valeur de F est égale à la probabilité, au dépassement, calculée d’après une loi Bêta 

incomplète de paramètres p = 2 
24 2 

= 2 de bornes zéro et un, et de variate V? 
v2+ v,F’ 
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x. - CHOIX D’UNE LOI 

10.1. - Prolifération des lois de probabilité. 

Pendant longtemps le principal critere du choix d’une loi de probabilité par un utilisateur a 
été la possibilité d’emploi de cette loi : existence de tables de la fonction de distribution, facilité 
de calcul des paramètres d’ajustement à la main ou à la machine de bureau. L’usage d’un ordina- 
teur supprime le recours aux tables et permet l’estimation de paramètres par les méthod.es les 
plus efficaces qui souvent ne peuvent être utilisées pour le calcul à la main. 

L’habitude est prise de n’utiliser en hydrologie que des lois de probabilité absolument Conti- 
nues : on ne peut nier le caractère (( discret » des grandeurs que nous observons, et même discret 
avec peu de chiffres significatifs étant donné la précision de nos appareils de mesure. Si l’on conti- 
nue a préférer les distributions absolument continues, le nombre de lois proposées et utilisées ne 
cessera d’augmenter. Même si l’on s’en tient aux conditions les plus dures pour la définition mathé- 
matique de la fonction de répartition : lorsque la variable parcourt en croissant tout son inter- 
valle de définition, la relation dcit être biunivoque entre la variable et la fonction qui elle-même 
doit être monotone et croissante de 0 à 1; cette fonction admet une dérivée continue ,toujours 
> 0, appelée fonction de densité, laquelle ne doit avoir au plus qu’un seul maximum ou un seul 
minimum entre les bornes non comprises de l’intervalle de définition. 

10.2. - choix d’une loi parmi celles que nous avons étudiées. 

Le choix d’une loi de probabilité risque de devenir de plus en plus difficile à mesure que le 
nombre des fonctions proposées augmentera. ‘I‘ant que l’on s’en tiendra à des lois avant au plus 
deux paramètres de forme (la loi de Halphen du type A en a trois) - c’est-à-dire qu% suffit d’au 
plus des quatre premiers moments pour déterminer tous les paramètres - un graphique du genre 
de la figure 17 pourra être un guide. 

10.2.1. - Ce graphique montre, pour les quelques lois que nous avons étudiées, les variations 
de l’un par rapport à l’autre des coefficients .fl d’asymétrie et rz d’aplatissement, qui sont tous 
les deux indépendants des paramètres de position et d’échelle et dont la valeur ne dépend - quelle 
que soit la distribution choisie - que des paramètres de forme : 

y1 = H,/K,3’2 

y2 = K,/K; . 

les cumulants étant calculés pour un échantillon de taille n et en posant : 

s, = L xi, s, = xx:, s, = s 25, s, = z X4, 

par : 

K2=--& (s,-$). 

Ka= 

K,= (n-l)(n’2)(n-3) [(n”tn)Sl-4(n+1)S,s~-3(n-l) SP+12S2SfviS$]. 
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Oistribution normale point reprkentotlf en 8. 
Distribution de Gumbel point représentatif en 0 si (e paramètre d’échdk 

est positif et en C s’il est négatif. 
Distribution gousse Logarithmique (0 paramdtre d’échcile positif)si te 

paramètre de forme o-croit de :ero à cm.(-. point reprérentotifwrt 
de E et décrit La courbe EE.!cs deux coefficients croissant indéfiniment. 

Distribution gammoincomptdtc(d paramétre d’échelle positif) si Le 
parometre de formel croit de 1 à +B(Loi 0 mode réel) Ic point 
représentatlf se dép(oce de A(loi exponenticlle simple) d 8. Si Y 
décroit de 1 vers zero (lois en J) Le pomt rcoresentatif se déplace de 
AversF, Les deux ccefficicnts croissant Indéfiniment. 

Distribution exponentielle génbroliséc (à paramdtre d’échelle positif) 
si Le parametrc de forme S croit de zéro à 1 (Loi à mode rkl) Lepoint 
representatif se déplace de C à A. Si Le paramètre de forme dicrolt 
0 partir dezero (loi à mode réel) Le point rcprésentotif se déplacede 
0vers.G: pourb(-i Le coefficient d’aplatissement n’a pius de 
signification,pour @-+Le ccefficient d’asymétrie n’a plus de 
slgnlficotion. SiJcroit deld+w(lais en J) Lepoint représentatif 
se deplace de Avers L, les deux coefficients croissont indéfiniment. 

Si le paramè trc d’hchel(c est nggatif, le point reprisentatif se-déplace 
iulvant (es valeurs de bsur des courbes (nan‘reprisentées) 

surface J KFHJ et de sa symltrique par rapport à X,=0, Les aeux 
ccefflcients croissant indéfiniment si l’un des paramétres de 
forme, oules deux, tendent vers riro. 



Rappelons que le coefficient d’asymétrie est positif si la distribution est étalée sur la droite, 
négatif si elle est étalée sur la gauche, que le coefficient d’aplatissement est positif si la distribu- 
tion est moins aplatie que la distribution normale, négatif si elle est plus aplatie. 

10.2.2. - Pour bien faire, il faudrait compléter le graphique de la figure 17 par des bandes 
représentant différents intervalles de confiance des coefficients +rI et ya pour diSentes tailles 
d’échantillon. 

La formulation mathématique de ces intervalles de confiance semble quasiment impossible 
à établir, mais en utilisant une méthode de Monte-Carlo nous n’aurions pas de difficultés à les 
tracer (calculs par ordinateurs). 

10.2.3. - On peut aussi penser, pour le choix de la loi la mieux représentative, à l’utilisation 
de tests d’ajustement en comparant les valeurs trouvées de ces tests pour les différentes lois 
essayées. Nous renvoyons au paragraphe 2.3. où le sujet des tests d’ajustement a été traité. 
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XI. - I?NVERSION DE FONCTIONS 

11.1. - Soit F (z) une fonction quelconque de la variable r, on cherche la valeur xS de la variable 
pour laquelle F (LX#) = Y, Y étant une valeur de la fonction, donnée à l’avance. 

On se place dans le cas où la relation Y = 
F (z) - Y = 0 n’admet qu’une racine réelle. 

F (x) est biunivoque, c’est-A-dire que l’équation 

On rencontre souvent ce cas, non seulement dans le probleme de l’inversion des fonctions de 
distribution, mais aussi dans le calcul des parametres par la méthode du maximum de vraisem- 
blance, soit que l’on puisse en isoler un (distribution de Gumbel, distribution gausso-logarithmi- 
que, distribution exponentielle généralisée tronquée) soit que l’on reste en présence d’un système 
d’équations (distribution gamma incomplète tronquée ou non tronquée, distribution exponentielle 
g&&lisée non tronquée). 

Plusieurs méthodes sont possibles. 

F~G. 18. 

11.2. - Ecrivons z = F (z) -Y + 2 c’est-à-dire x = ‘p (x). 

Il est tentant de partir en itération directe : choisir une valeur 3, calculer 9 (4 = %a ; calcu- 
ler p (272) = z3 . . . jusqu’à trouver, si l’on est dans les conditions d’auto-convergence (cf. plus bas), 
une valeur z, diSkant de la valeur G- r de l’erreur relative ou absolue que l’on a admise a 
priori : la solution est 2, = zn. 

Graphiquement (fig. 18), la marche suivie est simple si l’on considère ‘p et sa symétrique 
9, par rapport B la première bissectrice. On en déduit la condition d’auto-convergence de l’itéra- 
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tion directe quel .que soit x : en tout point de p (z) la tangente doit être comprise entre - 1 et 
+1: 

- 1 < 9’ (Z) < + 1 c’est-à-dire - 2 < F’ (a$ < 0 quelque soit x. 

Cette méthode est d’une écriture très simple en FORTRAN, mais ne s’applique pas souvent. 
Notamment, elle n’est pas utilisable pour l’inversion des fonctions de répartition pour lesquelles 
F’ (z) =f(z) >O. De pl us, la convergence semble assez lente lorsque p’ (x8) est voisin de - 1 ou 
de + 1. 

11.3. - Wthode la plus générale. 

Soit la fonction F (x), que nous savons calculer en fonction de x pour toute valeur comprise 
dans l’intervalle de détition de la variable. Nous cherchons xs tel que F (xs) = Y, Y étant une 
valeur donnée à l’avance. 

Nous choisissons une valeur initiale xl, par exemple la moyenne, la médiane, le mode ou autre, 
conduisant à un calcul facile de F (x.J que nous comparons à Y. Si la différence entre Y et F (xJ 
est supérieure à ce que nous avons admis en erreur absolue ou relative, nous allons essayer une 
nouvelle valeur 2s pour calculer F (xe). 

Trois cas sont à considérer : 

Cas A. 

L’intervalle de déEnition n’est pas borné : on a avantage à choisir - si possible - la moyenne 
comme valeur initmle x1, à prendre comme nouvelle valeur x9 = a+ & dvariance, le signe étant 
celui de (Y - F (~1)) et à prendre 2 comme valeur du pas p qm servira aux itérations ulkieures. 

Cas 33. 

L’intervalle de définition est borné d’un seul coté, inférieurement par exemple, par la valeur 
x,,. Prendre comme nouvelle valeur x, = (x1 - x0) p + x,,, le pas p valant 0,s si (Y -F (4) est 
négatif et 2 si (Y - F (-a+)) est positif. 

ca3 c. 
L’intervalle de définition est borné inférieurement par une valeur x0 et supérieurement par 

une valeur z+ Prendre comme nouvelle valeur x2 = (x1 -z,,) p + x,, ou x2 = xt - (Q - X-J p 
(avec p = 0,5) suivant que (Y - F (4) est négatif ou positif. 

On explore l’intervalle de définition de la variable en comparant Y aux valeurs de F (x,) 
calculées pour les valeurs successives de x, : d’après les formules de récurrence. 

Cas A: x, = (~-~-~r)p + x1; 

Cas B: x~=(x,+~--x~)~+x,,; 

Cas C : x, = (x,-~ - x0) p + x0 ; 
ou : xn = (%--~ - 4 p + Xt. 

en répétant l’itération tant que (Y - F (x,)) reste de même signe : dès le premier changement de 
signe de cette quantité, on sait que la solution xs se trouve comprise entre x, et xB-r 

On peut alors travailler encore en itération, suivant le processus : faire x, +r = (xn + x, -J 
/ 2, comparer Y et F (x, + J, choisir celui des x, OU xn - I pour lequel (Y - F (xi)) est de signe 
contraire à (Y - F (xn +J), faire x, + 2 = (x, + xi) / 2, comparer Y et F (x, + a), etc. 

On peut aussi, et l’écriture sera plus rapide en FORTRAN, poser UP = x$ - -% (ou x+ - x,, 
ouxi- xt) et réaliser I?tération 24, + r = u, (1 + SP’). s est un signe + ou - définissant le sens 
de variation de u et déterminé par (Y - 
changement de signe de (Y - F (u,)). 

F (un)), et p’ est un pas que l’on divise par 2 à chaque 
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11.3.1. - Nous allons développer cette méthode générale d’inversion sur la fonction Bêta 
incomplète. On appellera le programme d’inversion FUNCTION VBETA (FX, P, Q, S, X0) 
(Tableau de la figure 19) ; VBETA est la valeur demandée de la variable pour la valeur donnée FX 
de la probabilité au non dépassement, P et Q sont les paramètres de forme, S est le parametre 
d’échelle et X0 le paramètre de position (borne inférieure de l’intervalle de définition de la varia- 
ble). 

Le problème consiste à trouver la valeur de la variable réduite UI pour la fréquence FX dans 
une loi Bêta de paramètres P, Q, 1 et 0. On en déduit la valeur cherchée VBETA (ligne 23, instruc- 
tion no 20). 

SB et XB sont Ies paramètres d’échelle et de position de la variable reduite. 

T est un indicateur de signe pouvant prendre la valeur + 1 ou la valeur - 1, initialisé à f 1. 

FUNCTION VBETA(FX,P,O.S,XQ) 
SR=l. 
XR=O 
T=l. 
XNO= 1 
uI=P/(P+al 
FI~FBETA~UI,P>Q.SR.XRl 
IF~IFIX~~FX-fI~*l.E7~*Tl5,20,6 
GO TO ~ll,l2,113JtINO 
GO TO l10.14.151.1N0 
T=-1. 
INO=P 
lJA=U 1 
UIPUI-IUI-.S+.S*T)/E. 
1FI1U1-1.E-7~*~1.-U1-1.E-71~20,20~3 
INO= 
UB=U1 
UI=( UA+UB t /2. 
IFlIUI-UAl+~UX-UB)l3,2O,2O ' 
UA=UI 
GO TO 16 
VBETA=UI*S+XO 
RETURN 

3 

5 

10” 

:: 

:: 
16 

1s 

20 

EN0 

FIG. 19. 

IND est un indicateur d’aiguillage pouvant prendre les valeurs 1, 2 ou 3, et initialisé à 1. 

NOUS calculons une première valeur de UI (ligne 6), 
dans la loi Bêta (P, Q), p * (’ 

valeur moyenne de la variable réduite 
UIS ms t ruction no 3, ligne 7) la fréquence FI correspondant à UI que nous 

comparons (ligne 8) à la fréquence EX. 

Si FI ne diff&re de FX que de ( + .OOOOOOl), nous admettons que UI est la valeur cherchée 
pour la variable réduite et nous allons à l’instruction no 20. 

Sinon, l’indicateur d’aiguillage prend la valeur 2, T garde la valeur f 1 si FI est trop grand 
ou prend la valeur - 1 si FI est trop petit, et ne changera plus de signe. 

Nous gardons en réserve, sous l’appellation UA, la valeur précédemment calculée de UI (instruc- 
tion no 12), et calculons une nouvelle valeur de UI qui devient UA/2 si T = + 1 ou f .3 f U-112 
si T = - 1 (ligne 14), et nous retournons à l’instruction no 3 pour calculer la fréquence FI COIT~S- 
pondant à la nouvelle valeur de UI, comparer FX et FI à la ligne 8. Tant que le signe de FX - FI 
ne change pas, la valeur de l’indicateur ne change pas, nous allons à l’instruction no 12, calculons 
une nouvelle valeur de UI et retournons à l’instruction ne 3 sauf si (ligne 13) UI ne diffère de zéro 
ou de un que de .OOOOOOl ; dans ces cas, la valeur de UI est prise comme solution. 

Si le signe de FX - FI change, l’indicateur d’aiguillage prend la valeur 3 (instruction ne 14) 
et nous savons que la solution se trouve entre UA et UI, dernière valeur calculée que nous gardons 
en réserve sous l’appellation UB (instruction no la), calculons UI = (UA f UB)/I, retournons à 
l’instruction no 3 et le travail se poursuit en itération décrite à l’avant-dernier alinéa du paragraphe 
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précédent jusqu’à ce que (ligne 8) FI ne diffère de FX que de .OOOOOOl ou que (ligne 19) l’ordina- 
teur ne puisse plus distinguer de différence entre U-1 et une des valeurs précédentes de UI étant 
donné le nombre de chiffres significatifs qu’il conserve. UI est alors pris comme solution. 

11.4. - Dans certains cas on peut utiliser des méthodes de calcul plus rapides à l’ordinateur : 
nécessitant environ trois fois moins d’itérations que la méthode ci-dessus, mais chaque itération 
étant un peu plus longue. 

11.4.1. - Méthode des deux cordes. - Il faut d’abord explorer la fonction F(u), U étant 
la variable réduite, de façon à trouver trois abscisses (cf 6gure 20) du même côté par rapport 
au mode : UI, UJ et UIC correspondant aux probabilités respectives FI, FJ et FK telles qu’une 
seule de ces probabilités - FJ - se trouve de l’autre côté de la probabilité FX à inverser par 
rapport a la probabilité modale (parce que, dans le cas de la figure 20, la pente de la tangente 
décroît lorsque U croît). 

UJ 

FX 

?ânt d’infhxion 

FIG. 20. 

On trace les cordes UK UI et UI TJJ qui coupent FX aux abscisses U’I et U’J, on calcule 
les probabilités F’I et F’J correspondant à ces deux abscisses, probabilités que l’on compare 
a FX. Si l’une de ces probabilités est égale à FX à l’erreur pres que l’on s’est fixée à l’avance, 
le problème est résolu. 

Sinon, en appelant U’K la valeur primitive UI et F’K la valeur primitive FI, on recom- 
mence l’itération avec U’I U’J et U’K. 

La convergence est rapide, mais il faut faire attention à la valeur de l’erreur absolue exigée 
sur FX car les déterminations de U’I et U’J se font par règle de trois. Si l’on fait les cahd~ en 
simple précision et qu’on inverse une fonction de probabilité, il faut accepter une erreur absolue 
de . 000001 sur FX, sans cela on risque de déterminer U’I ou U’J du mauvais côté de UX. 

Méthode de la corde unique. - C’est la méthode précédente avec suppression des points 
UK. Le point UI est fixe et le point U’J se rapproche de UX à chaque itération. La convergence 
est lente, d’autant plus lente que FI est différent de FX. Toutes choses égales par ailleurs, la 
précision ne peut être supérieure à celle obtenue par la méthode des deux cordes. 

11.4.2. - Si l’on peut calculer rapidement la pente de la tangente à la fonction de proba- 
bilité, sans risquer de dépassement de la capacité de l’ordinateur pour un des termes du calcul 
de la pente, une méthode à convergence très rapide est celle de la tangente et corde. 
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Il faut d’abord explorer la fonction F(u), u étant la variable réduite, de façon à trouver 
deux abscisses (cf figure 21) du même côté par rapport au mode : UI et UJ dont les probabilités 
correspondantes FI et FJ encadrent la probabilité F-Y à inverser. 

On trace la tangente en UI (UI étant l’abcisse la plus proche du mode) et la corde UI UJ 
qui coupent FX aux abcisses U’I et U’J. On calcule les probabilités F’I et F’J correspondantes 
que l’on compare à FX. Si l’une de ces probabilités est égale à FX à l’erreur près que l’on s’est 
fixée à l’avance, le problème est résolu. Sinon on recommence l’itération avec U’I et U” J. 

La convergence est rapide, mais la précision est limitée de la même façon et pour les mêmes 
raisons qu’avec la méthode des deux cordes. Nous avons utilisé cette méthode pour l’inversion 
de la loi normale avec une erreur absolue de .OOOOOOl sur FX car on obtient facilement et rapi- 
dement les valeurs des pentes et des probabilités en double précision. 

Méthode de la tangente simple : c’est la méthode précédente avec suppression du point U J. 
Convergence rapide, méthode à utiliser si le calcul de la probabilité est lent - même précision 
que ci-dessus. 

Point d’inflexion 
f 

FIG. 21. 
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XII. - PROGRAMMES FORTRAN 

Nous donnons en annexe différents sous-programmes écrits en FORTRAN IV pour le 
niveau G des machines I.B.M. 360-50 et 75. Ces sous-programmes peuvent être utilisés directe- 
ment au niveau H, mais auraient besoin de petites retouches pour correspondre au niveau E 
(machine I.B.M. 360-40). 

12.1. - Distribution normale. 

12.1.1. - FUNCTION FNORM Fonction de répartition de la loi normale. 

12.1.2. - FUNCTION VNORM Inversion de la distribution normale. 

12.1.3. - SUBROUTINE PNORM Calcul des paramètres d’une distribution normale, 
non tronquée, adaptée à un échantillon de taille connue, sans troncature. 

12.2. - Distribution de Gnxnbel. 

12.2.1. - FUNCTION FGUMB Fonction de repartition de la loi de Gumbel. 

12.2.2. - FUNCTION VGTJMB Inversion de la distribution de Gumbel. 

12.2.3. - SUBROUTINE PGUMB Calcul des paramètres d’une distribution de Gumbel, 
non tronquée, adaptée à un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode du 
maximum de .vraisemblance (cf paragraphe 5.4.). 

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur, 
et la taille N de l’échantillon. 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre de position X0 = xc du paramètre 
d’échelle S = s et de la moyenne de l’échantillon XM. 

Nous définissons, au début du sous-programme : 

- un indicateur d’aiguillage IND valeur initiale 1; 
- un indicateur de signe D valeur initiale + 1; 
- un pas d’exploration BS valeur initiale .5 

Nous calculons les moments d’ordre 1 (moyenne XM), 2 et 3 et le cumulant d’ordre 3 dont 
le signe est E, et une valeur approchée si de S par la méthode des moments. 

Puis (instructions no ll), nous calculons : 
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nous comparons V à XM (pour faire ensuite varier s suivant le schéma de la figure 22) en valeur 
relative et en signe par le calcul de U = (V - XM)/( ABS (V) + ABS (X&l) ), ce dénominateur 
étant choisi pour éviter une division par zéro. 

L’instruction suivante IF(IFIX . . .) p ermet de sortir de la boucle si l’erreur relative entre 
V et XM est inférieure à environ .000002 en valeur absolue, sinon nous remontons à l’instruction 
no 6 et nous définissons une nouvelle valeur de l’indicateur d’aiguillage IND = 2, de l’indicateur 
de signe D qui prend le signe de U, et la valeur initiale du pas d’exploration AS (. 3 si D * E est 
+ l., et 2. si D * E est - 1.). 

Nous modifions la valeur de S en la multipliant par AS : c’est-à-dire si U est positif (parce 
que la valeur approchée sr, était supérieure à la valeur de solution) et si S est positif, la nouvelle 
valeur adoptée est la valeur sr divisée par 2 ; si S est négatif la nouvelle valeur adoptée est la 
valeur sr multipliée par 2 (instruction no 9). 

-1 f 
S 

Solution 

FIG .‘2 . .d . 

Nous calculons à nouveau Z et V et comparons V à XM. Si le signe de U n’a pas changé 
depuis la fois précédente, nous retournons à l’instruction 9 pour continuer à faire varier S dans 
le même sens, et la valeur de l’indicateur d’aiguillage ne change pas. 

Si le signe de U a changé, nous allons à l’instruction no 17 ; l’indicateur d’aiguillage prend 
la valeur IND = 3, D change de signe, le pas BS est divisé par 2 et S croît ou décroît suivant 
que U est négatif ou positif (instruction no 19). 

Nous calculons à nouveau Z et V et comparons V à XM. Si le signe de U n’a pas changé depuis 
la fois précédente, nous allons à-l’instruction no 19 sans modifier la valeur du pas BS, et S continue 
à varier dans le même sens. 

Si le signe de U a changé, nous allons à l’instruction n 0 17; D change de signe, le pas BS 
est divisé par 2 et S varie en sens inverse du passage précédent mais avec une (( accélération » 
diminuée de moitié (par exemple si S s’augmentait (ou se diminuait) de 1/16 au passage précédent, 
S se diminuera (ou s’augmentera) de 1/32 à ce nouveau passage). 

Nous calculons à nouveau Z et V et comparons V à XM..., etc. 

Le travail en boucle avec IND = 3 continue jusqu’à ce que l’erreur relative en valeur absolue 
de V par rapport à XM soit inférieure à .000002 ou jusqu’à ce que le pas BS soit inférieur à 
.OOOOOOl : c’est-à-dire dernière valeur de BS : 1/2. * * 19 car l’ordinateur ne fait pas (en simple 
précision) la distinction entre 1 et 1. + 1/2 (à la puissance 20 ou 21). 

Dans un cas comme dans l’autre, nous admettons que les dernières valeurs calculées de S 
et de Z le sont avec suf%samment de précision et nous calculons X0 juste avant RETURN. 

12.3. - Distribution gaussa-logarithmique. 

12.3.1. - FUNCTION FLOGN Fonction de distribution de la loi gausso-logarithmique. 

12.3.2. - FUNCTION VLOGN Inversion de la distribution gausso-logarithmique. 
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12.3.3. - SUBROUTINE PLOGiV Calcul des paramètres d’une distribution gausso- 
logarithmique, non tronquée, adaptée à un échantillon de taille connue, sans troncature, par 
la méthode du maximum de vraisemblance (cf. paragraphe 6.3.). 

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur, 
la taille N de l’échantillon et la valeur ‘FS limite inférieure acceptée à priori pour X0 (par 
exemple XS = 0 pour une étude de débits) inférieure à la valeur observée minimale. 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre de position X0 = xo (borne inférieure 
de l’intervalle de définition de la variable, de valeur égale ou supérieure à XS), du paramètre 
d’échelle S = s positif, du paramètre de forme SI = o positif, et de la moyenne de l’échantillon ,Y?& 

Nous définissons au début du sous-programme un indicateur d’aiguillage IND valeur initiale 1, 
un pas d’exploration AS valeur initiale 1. ; nous calculons la moyenne XM et déterminons la plus 
petite valeur observée XI. 

FIG. 23. 

Nous choisissons une valeur initiale pour X0, inférieure à XI : 

x o1 = XI - 2. * (XM-XI) et nous calculons 

et 

SQ= - + (C Log (zr$ - xsJ)2, 

SP= l - 1: Log (ri - .roJ - c Log (Xi -%J 
n Y - x01 l 

z 1 

xs - x01 

iYous comparons, dans l’instruction no 19, SP et SQ en valeur relative : sps< sQ (SQ positif, 

ne peut être nul que si toutes les valeurs de xi sont identiques entre elles) pour faire ensuite varier 
xo suivant le schéma de la figure 23. L’instruction no 19, IF (IFIX . . .) correspondante permet 
de sortir de la boucle si l’erreur relative entre SP et SQ est inférieure à .OOOOl en valeur absolue, 
sinon : 

- Si SP - SQ est positif, l’indicateur d’aiguillage ne change pas de valeur, nous retournons à 
l’instruction no 12 et nous choisissons une nouvelle valeur de X0 inférieure à la précédente 
XI -AS * (XM - XI), AS étant à chaque passage multiplié par 2. Nous calculons SQ et SP 
et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que SP - SQ est positif, nous 
retournons à l’instruction no 12, sauf si X0 à force de diminuer (instruction no 20) devient 
inférieur au seuil limite fixé XS. Dans ce cas, nous remontons à l’instruction no 13, l’indi- 
cateur d’aiguillage prend la valeur IND = 0, X0 p rend la valeur XS et nous calculons 
les deux paramètres SI et S restant à déterminer, juste avant RETURN. 

- Si SP - SQ est négatif, l’indicateur d’aiguillage prend la valeur IND = 3 et nous choi- 
sissons une nouvelle valeur de X0 supérieure à la précédente XI - .5 * (,Y>1 - XI). Nous 
calculons SQ et SP et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que SP - SQ 
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reste négatif nous retournons à l’instruction n 0 
dent XI -AS * (XW- 

12 et choisissons un X0 supérieur au précé- 

SP . . . etc ,.. 
XI), AS étant à chaque passage divisé par 3, calculons SQ et 

sauf si à force de diminuer la quantité AS * (X;M - XI) devient trop petite pour 
se retrancher effectivement de XI étant donné les possibilités de l’ordinateur en simple pré- 
cision : l’instruction, qui précède immédiatement l’instruction no 13, arrête le calcul. Il semble 
d’ailleurs impossible d’arriver à une quantité AS * (Xii-XI) aussi petite avec les valeurs 
usuelles que nous rencontrons pour le paramètre de forme. 

Lorsque à un moment de cette première exploration SP - SQ a changé de signe, nous don- 
nons à l’indicateur la valeur IND = 4 si SP - SQ devient positif ou IND = 2 si SP - SQ 
devient négatif, nous remontons à l’instruction n 
voulu, de la quantité AS * (XM - 

e 14, et modifions X0 précgdent, dans le sens 
XI), AS étant un pas moitié du dernier pas utilisé. Nous 

calculons SQ et SP, les comparons dans l’instruction nc 19 qui nous renvoie à l’instruction no 14 
sans changer la valeur de IND si SP - SQ n’a pas changé de signe, et refaisons une nouvelle 
boucle en modifiant SO sans modifier le signe mais en divisant par deux la valeur du pas d’explo- 
ration ; ou qui nous renvoie à l’instruction nc 14 si SP - SQ 
de la valeur 2 à 

a changé de signe (I?ïD passe alors 
la valeur 4 ou inversement) et nous refaisons une nouvelle boucle en modifiant 

X0 par un pas divisé par 2 et changé de signe. 

Le travail en boucle se continue jusqu’à ce que l’erreur relative entre SP et SQ soit infé- 
rieure à .OOOOl en valeur absolue ou jusqu’à ce que le pas d’exploration devienne trop petit 
pour modifier effectivement la valeur de X0 étant donné les possibilités de l’ordinateur en 
simple précision. 

Dans les deux cas nous admettrons que les dernières valeurs calculées de X0, SQ et SL 
le sont avec sufhsamment de précision, 
RETURN. 

et nous calculons les paramètres SI et S juste avant 

12.3.4. - SUBROUTINE PLOGNP calcul des paramètres inconnus d’une distribution 
gausso-logarithmique, non tronquée, adaptée à un échantillon de taille connue, sans troncature 
et dont on connaît la borne limite inférieure (paramètre de position), par la méthode du maxi- 
mum de vraisemblance. 

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur, 
la taille,N de l’échantillon et la valeur X0 du paramètre de position, valeur inférieure à la valeur 
observée minimale.. 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre d’échelle S = s, positif, du paramètre 
de foime SI = G, positif, et d e 1 a moyenne de l’échantillon XM. 

12.3.5. - FUNCTION FLOGNT Fonction de distribution de la loi gausso-logarithmique 
tronquée. 

12.3.6. - FUNCTION VLOGNT Inversion de la distribution gausso-logarithmique 
tronquée. 

12.3.7. - SUBROUTINE PLOGNT Calcul des paramètres inconnus d’une distribution 
gausso-logarithmique tronquée adaptée à un échantillon avec troncature (cf paragraphe 6.5.). 
On suppose connue la valeur du paramètre de position, et les paramètres de forme, d’échelle 
et de tronquage seront déterminés, les deux premiers par la méthode du maximum de vrai- 
semblance. 

Le programme principal doit fournir la totalité des valeurs X de la variable (y compris les 
valeurs inférieures au seuil de troncature) sous forme d’un vecteur, la taille N de l’échantillon, 
la valeur du paramètre de position X0, la valeur XH du seuil de troncature (qui pourrait être 
pris à (X0 + z) valeur de la plus petite des observations différente de X0). 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre de forme SI = u positif, du paramètre 
d’échelle S = s, positif, et du paramètre de tronquage FO = F, compris entre 0 et 1. 

Nous calculons d’abord les vaIeurs moyennes de Log (X (J) - X0) et de (Log (X (J) - XO))s 
pour les NH observations supérieures ou égales à XH, ainsi que la proportion FH = NH/N de 
ces observations par rapport à la- taille de l’échantillon. 
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Nous définissons un indicateur d’aiguillage JND, valeur initiale 1, un pas d’exploration 
de valeur initiale AS = 1/2. et une valeur initiale du paramètre de forme SI = 2. avant de nous 
rendre à l’instruction 13 où nous calculons une nouvelle valeur du paramètre de forme SI * pas ; 
ensuite à l’instruction 14 nous calculons SS = Log (S) d’après la valeur choisie de SI et les valeurs 
connues (provenant indirectement du programme principal) SM, SL, UL - d’où une valeur S 
du paramètre d’échelle. 

Nous calculons alors la quantité XL que nous comparons à SL dans l’instruction IF (IFIX. . . ) 
qui permet de sortir de la boucle si l’erreur relative entre XL et SL est inférieure à . 00001 en valeur 
absolue. 

Si XL est inférieur à SL, il faut diminuer la valeur de SI. Ni l’indicateur d’aiguillage ni le 
pas ne changent de valeurs et nous retournons à l’instruction 13 et refaisons les calculs cr-dessus 
jusqu’à ce que XL devienne supérieur à SL. 

Si XL est supérieur à SL, il faut augmenter la valeur de SI. L’indicateur d’aiguillage prend 
la valeur 3, le pas prend la valeur 2. et nous retournons à l’instruction 12 où nous mettons en 
mémoire (valeur SA) la valeur de SI avant de passer à l’instruction 13, puis refaisons les cahls 
ci-dessus jusqu’à ce que XL devienne inférieur à SL. 

La valeur du paramètre de forme se trouve alors comprise entre la derni&re valeur SB utilisée 
comme approximation de ce paramètre et la valeur SA utilisée au tour précédent. L’indicateur 
d’aiguillage prend la valeur 2 et nous utilisons comme nouvelle valeur approchée de SI la quantité 
(SA + WP P our retourner à l’instruction 14. 

La boucle de calcul continue en prenant pour valeur de SI la valeur moyenne entre la der- 
nière valeur utilisée et celle des deux valeurs précédentes pour laquelle le signe de (XL - SL) 
est inversé, jusqu’à ce que l’on en sorte - soit par l’instruction IF {IFIX . . .) soit lorsque les 
possibilités de la machine en simple précision ne lui permettent plus do distinguer entre deux 
valeurs successives de SI. 

Le paramètre FO est alors calculé juste avant l’in&uction RETURN. 

12.4. - Distribution gamma incomplète. 

12.4.1. - FUNCTION FGAlMA Fonction de distribution de la loi gamma incomplète, 
non tronquée. 

12.4.2. - FUNCTION VGAMA Inversion de la distribution gamma incompl&te, non 
tronquée. 

12.4.3. - SUBROUTINE PGAMA Calcul des paramètres d’une distribution gamma in- 
compkte, non tronquée, adaptée à un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode 
du maximum de vraisemblance chaque fois que cela est possible, sinon en remplaçant l’équation 
provenant de la dérivée par rapport à x0 par l’équation contenant le moment de second ordre 
(cf. paragraphe 7.3.). 

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur, 
la taille N de l’échantillon et la valeur XS limite acceptée a priori pour X0 (par exemple XS = 0, 
xs = - 1. E 50) inférieure à la valeur minimale observée dans l’échantillon. 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre de position X0 = x0 (borne inférieure 
de l’intervalle de définition de la variable, de valeur égale ou supérieure à XS), du paramètre 
d’échelle S = s, positif, du paramètre de forme GC = a(, positif et de la moyenne XM de 
l’échantillon. 

Nous commençons, dans le sous-programme, par calculer le moment d’ordre 1 (moyenne), 
le moment d’ordre 2 et nous déterminons la valeur minimale observée XI. 

Puis le même système d’itérations va nous servir pour estimer.des paramètres soit en utilisant 
les trois équations dérivées du maximum de vraisemblance, soit en remplacant une de ces équa- 
tions par celle du moment de second ordre. Les quantités que nous appelons *:y et .ct dans le 
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paragraphe 7.3. sont dénommées GC et GZ dans le sous-programme. La figure 24 montre les 
sens de variation de GZ-GC lorsque GZ est calculé par le maximum de vraisemblance et quand 
cette méthode convient (fig. 24-l), q uand cette méthode ne convient pas (fig. 24-2) et lorsque 
GZ est calculé par le moment de second ordre (fig. 24.3), cas où l’on a toujours une solution quel 
que soit y. 

Nous définissons un premier indicateur JND de valeur initiale 1 qui correspond à la recherche 
de la solution dans le cas de la figure 24-l et qui prendra la valeur 2 pour le cas de la figure 24-3. 

Nous définissons aussi un indicateur d’aiguillage IND valeur initiale 1 et un pas d’explora- 
tion AS valeur initiale 1. 

GZ-GC 

-Y 
I 
I 

+ + 

I 
XL I x0 

- xs 
L 

xs Xl 

FIC “4-I . . . Frc -4-e .- . 

/ 
FIG. %-3. 

Nous choisissons une valeur initiale pour X0, inférieure à XI, xol = XI -9, * (XX - XI) 

et nous calculons GZ (&tNCtiOn no 16) et GC. 

Nous comparons, dans l’instruction no 22, GZ et GC en valeur relative GzEGc (GC, 

positif, ne peut pas &re nul) pour faire ensuite varier X0 dans le sens voulu. Cette instruction 
no 22 par laquelle on repasse à chaque tour de boucle de calcul, permet de terminer en sortant 
de la boucle si l’erreur relative entre GZ et GC est inférieure à .OOOl en valeur absolue sinon : 

- Si GZ - GC est positif, l’indicateur d’aiguillage ne change pas de valeur, nous retournons 
à l’instruction ne 10 et nous choisissons une valeur de X0 supérieure à la précédente 
XI-ASY(XiM -XI), AS étant à chaque passage divisé par 2. Yous calculons GZ et GC 
et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que GZ - GC reste positif nous 
retournons à l’instruction no 10, calculons GZ et GC..., etc . sauf si, à force de diminuer, la 
quantité AS * (X&l -XI) devient trop petite pour se retrancher effectivement de XI étant 
donné les possibilités de l’ordinateur en simple précision : nous admettons alors que nous 
sommes dans le cas de la figure 24-2 et que la solution correspond à la figure 24-3. Nous faisons 
alors JND = 2 et retournons à l’instruction no 8. 

- Si GZ-GC t es négatif, l’indicateur d’aiguillage prend la valeur IIJD = 3, et nous choi- 
sissons une nouvelle valeur de X0 inférieure à la précédente SI - 2. * (X>I - XI). Nous 
calculons GZ et GC et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que GZ - GC 
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reste négatif, nous retournons à l’instruction no 12 et nous choisissons une nouvelle valeur 
de X0 inférieure à la précédente XI - AS * (X-Jr - XI), AS étant multiplié par 2 à chaque 
passage. Nous calculons GZ et GC et nous comparons ces deux valeurs comme plus haut..., etc., 
sauf si X0 à force de diminuer (instruction n 0 23) devient inférieur au seuil limite fixé XS. 
Dans ce cas, nous remontons à l’instruction no 11, l’indicateur d’aiguillage prend la valeur 
IND = 0, X0 prend la valeur XS et nous calculons les deux paramètres restant à déter- 
miner GC (instruction n 0 18 sqq) et S, juste avant RETURN. 

Lorsque à un moment de cette première exploration (JND = 1, IND = 1 puis 3) GZ - GC 
a changé de signe, est devenu positif, nous donnons à l’indicateur la valeur IND = 4, remontons 
à l’instruction no 12 et modifions le X0 précédent de la quantité AS * (Xaf - XI), AS étant un 
pas moitié du dernier pas utilisé. Nous calculons GZ et GC, les comparons dans l’instruction no 22 
qui nous renvoie à l’instruction no 12 (IND prenant la valeur 2 si GZ - GC a changé de signe). 
Nous allons faire des séries de boucles avec IND = 4 ou IND = 2, la valeur de IND changeant 
à chaque changement de signe de GZ - GC, ces boucles se faisant en modifiant X0 sans modifier 
le signe du pas si IND ne change pas de valeur, et en prenant un pas divisé par 2 à chaque retour. 

Le travail en boucle se continue jusqu’à ce que l’erreur relative entre (GZ - GC) et GC 
soit inférieure à .OOOl en valeur absolue, ou jusqu’à ce gue le pas d’exploration devienne trop 
petit pour modifier effectivement la valeur de X0 étant donné les possibilités de l’ordinateur 
en simple précision. 

Dans les deux cas, nous admettons que les dernières valeurs calculées de X0 et de GC le 
sont avec suffisamment de précision et nous calculons le paramètre S juste avant RETURN. 

Dans le cas où JND a pris la valeur 2, la marche du calcul est semblable à celle décrite ci- 
dessus, avec comme différence importante l’inversion du signe de GZ - GC pour déterminer le 
sens de variation de X0. 

12.4.4. - SUBROUTINE PGAMAP Calcul des paramètres inco~us d’une distribution 
gamma incomplète, non tronquée, adaptée à un échantillon de taille connue, sans troncature, 
et dont on connaît la borne limite inférieure (paramètre de position) - par la méthode du 
maximum de vraisemblance. 

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur, 
la taille N de l’échantillon et la valeur X0 du paramètre de position, valeur inférieure à la valeur 
observée minimale. 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre d’échelle S = s, positif, du paramètre 
de forme GC = r, positif, et de la moyenne de l’échantillon XM. 

12.4.5. - FUNCTION FGAMAT Fonction de distribution de la loi gamma incomplète 
tronquée. 

13.4.6. - FUNCTION VGAMAT Inversion de la distribution gamma incomplète tronquée. 

12.4.7. - SUBROUTINE PGANAT Calcul des paramètres d’un& distribution gamma in- 
complète, tronquée, adaptée à un échantillon avec troncature, dont on connaît le paramètre de 
position. 

Un tel sous-programme peut se déduire facilement du suivant : SUBROUTINE PGAMAJ. 
L’expérience a prouvé que ce sous-programme PGbLMAT ne fonctionnait pas bien lorsque le 
paramètre de forme était supérieur à 1,s ; nous avons cherché, sans y parvenir, une méthode 
de‘solution valable quel que soit .c du système d’équation du paragraphe 7.5. 

12.4.8. - SUBROUTINE PGAMAJ calcul des paramètres d’une distribution gamma incom- 
plète tronquée, adaptée à un échantillon avec troncature (cf. paragraphe 7.3.). On suppose connue 
la valeur du paramètre de position, et les paramètres de forme, d’échelle et de tronquage seront 
déterminés, les deux premiers par la méthode du maximum de vraisemblance. 
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Le sous-programme a été établi pour l’étude de pluviométries journalières, mais peut être 
facilement modifié pour tout autre objet : les seuls changements à faire se trouvant dans les calculs 
préliminaires. 

Le programme principal doit fournir : la valeur du paramètre de position X0 et du seuil de 
troncature XH (qui pourrait être pris à (X0 + 2)) 
férente de X0). 

valeur de la plus petite des observations di- 

Les observations sont transportées, avec INTEGER* 2 IX, ID en COM&lON IX (f0,366), 
ID (‘ï0) - IX ($1, J) étant la hauteur pluviométrique correspondant au jour J de l’année dont les 
deux derniers chiffres du milkime forment 8.I - ID (in) étant un indicateur d’utilisation de 
l’année M, valant 1 si les observations sont complètes et sans commentaires, - 1 si les observa- 
tions de l’année sont totalement manquantes ou si elles ne sont pas conservées pour le calcul, et 0 
si les observations sont utilisées malgré les commentaires (observations incomplètes, non quoti- 
diennes, douteuses...). 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre de forme GO = r, positif, du paramètre 
d’échelle SO = s = l/a, positif et du paramètre de tronquage FO = Fe compris entre zéro et un. 

Nous commençons par calculer dans le sous-programme : les valeurs des sommes de toutes 
les observations différentes de X0, de leurs carrés et de leurs cubes : d’où des valeurs approchées 

A0 = f et GO par la méthode des moments ; le nombre relatif PH des observations supérieures 

ou égales à XH ainsi que leur moyenne SX et la moyenne SL de leurs logarithmes naturels (le 
nombre relatif PH est le nombre des observations > XH divisé par le nombre total d’observations 
possibles, ici somme des 365 ou 366 jours des annees utilisées). 

AI A0 Al JNO devient 2 

YL<SL 

YX<sx 

si La solution rst Y droite dcA@ ou SI rue est à gaucho 
Af Al aB AT Al Ad AT .A?- 

FIG. 5-2. 

I %’ a 

FIG. 23-l. 

La méthode de travail du sous-programme est la suivante : 

Prendre boucle : Nous explorons le plan a, .f (cf. figure 25-l) à .( constant jusqu’à trouver le 
point Pi tel que les valeurs de SX et de YX = y /a + uy e-“/[a ~‘(y) (1 - Pu)] soient les mêmes 
t Ey; erreur relative que nous avons prise égale à . 0001 (instruction IF (IFIX(ALOG(YX;SX)) * 

. . 

Au tout premier départ, nous commençons avec les valeurs de 7 et de a calculées par la 
méthode des moments, et avec l’indicateur à la valeur JND = 1. Si YX < SX il faut diminuer a, 
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JND ne change pas de valeur et AI Pi = A0 est divisé par un pas de 2 tant que JND = 1. Si 
YX > SX il faut augmenter a, JND prend la valeur 3 et A, P1 est multiplié par un pas de 2 tant 
que JND = 3. 

Dès queYX- SX a changé de signe, l’indicateur prend la valeur IND = 2 et nous prenons 
comme valeur de a la moyenne entre la dernière valeur A0 (conservée sous la dénomination AT) 
et la valeur précédente AI. 

La figure 25-2 montre le schéma de fonctionnement avec IND = 2 tant que l’instruction IF 
(IFIX(ALOG . . . n’a pas fait sortir de la boucle. 

En sortant de la boucle, nous faisons JND = 4 avant de rentrer dans la seconde boucle : 
nous explorons le plan a, y (cf figure 25-l) sur la tangente en Pi à la courbe SX jusqu’à trouver le 
point Q1 tel que les valeurs de SL et de YL = - Log a + + (y) 1 (1 - Pu) - SU / [l?(y) x (l- 
P,)] soient les mêmes à une erreur relative que nous avons prise égale à .OOOl (instruction IF 
(IFIX(ALOG(YL/SL) * 1.E4). 

Nous partons avec les valeurs de y et de u provenant de Premiere boucle, calculons la série : 

puis la pente de la tangente en Pr et la quantité YL. 

Si YL > SL, il faut diminuer y, JND prend la valeur 1 et tant que YL - SL ne change pas 
de signe, JND ne change pas de valeur et G1 Pi est divisé avec un pas de 2. 

Si YL < SL il faut augmenter -c, JND prend la valeur 3 et tant que YL - SL ne change pas 
de signe, JND ne change pas de valeur et G1 Pi est multiplié par un pas de 2. 

9 chacune de ces itérations, non seulement y change de valeur mais aussi a et il faut recal- 
culer la série SU. 

Dès que YL - SL change de signe, l’indicateur prend la valeur JND = 2 et nous suivons 
un schéma très analogue à celui de la figure 25-2 tant que l’instruction IF(IFIX(ALOG . . . 
n’a pas fait sortir de la boucle. 

En sortant de la boucle, nous faisons JND = 4 et retournons dans la première boucle : explo- 
ration à y constant avec la valeur déterminée dans la seconde boucle , . . Puis nous reprenons la 
seconde boucle . . . Dès qu’on a fait un parcours dans une boucle sans changer la valeur de JND 
parce que YX se trouve à moins de 0,Ol y0 de SX et YL à moins de 0,Ol oh de SL avec les memes 
valeurs de y et de a qui sont les valeurs cherchées GO et A0 = l/SO, on passe à l’instruction 55 
et on calcule le paramètre de tronquage FO juste avant RETURN. 

12.5. - Distribution exponentielle généralisée. 

125.1. - FUNCTION FEXGE fonction de distribution de la loi exponentielle généra&&, 
avec paramètres de forme et de position positifs ou négatifs, et non tronquée. 

12.5.2. - FUNCTION VEXGE inversion de la distribution ci-dessus. 

12.5.3. - SUBROUTINE PEXGE calcul des paramètres d’une distribution exponentielle 
généralisée, non tronquée, adaptée à un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode 
du maximum de vraisemblance chaque fois que cela est possible, sinon en remplaçant l-équation 
provenant de la dérivée par rapport à xe par l’équation contenant la moyenne logarithmique 
(cf paragraphe 8.3.). 

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur, 
la taille Nld;~&åUnXSon, la valeur XS limite acceptée a priori pour X0 (par exe,mple XS = u, 
xs=-. 3 =+ 1. E.30, valeur qui doit être inférieure à la valeur rrrrmmale observee 
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dans l’échantillon si le paramètre d’échelle est positif ou supérieur à la valeur ma‘rimale observée 
dans l’échantillon si le paramètre d’echelle est négatif), le signe DS = + 1. ou - 1. du paramètre 
de forme et le signe SS = f 1. ou - 1. du paramètre d’échelle. 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre de position X0 = x0 (borne infkrieure 
de l’intervalle de définition de la variable si le paramètre d’échelle est positif, X0 2 XS, ou borne 
supérieure de l’intervalle de définition si le paramètre d’échelle est négatif, X0 < XS), du para- 
mètre d’échelle S = s, avec son signe choisi à l’avance, du paramètre de forme DE = 6, avec son 
signe choisi à l’avance, et de la moyenne X>I de l’échantillon. _ 

Nous commençons, dans le sous-programme, par calculer la moyenne X?/l et déterminer la 
valeur minimale (ou maximale) observee XI. 

Puis le même système d’itérations va nous servir pour estimer les paramètres - soit en utili- 
sant les trois équations dérivées du maximum de vraisemblance, soit en remplaçant une de ces 
équations par celle de la moyenne arithmétique ou celle de la moyenne logarithmique. Les quanti- 
tés que nous appelons Be et 8, dans le paragraphe 8.3 sont dénommees DE et DY dans le sous- 
programme. La figure 26 montre le sens de variation de (DY - DE) en fonction de X0 (S étant 
positif, ce que nous allons supposer dans tout le raisonnement ci-dessous). 

FIG. 26. 

Nous définissons un premier indicateur JND de valeur initiale 1 qui correspond à la recherche 
de la solution par le maximum de vraisemblance et qui prendra la valeur 2 ou 3 lorsqu’on sera 
obligé de chercher la solution par l’intermédiaire de la moyenne arithmétique ou de la moyenne 
logarithmique. 

Nous définissons aussi un indicateur d’aiguillage IND valeur initiale 1 et un pas d’explora- 
tion AS valeur initiale 1. 

1 
Nous choisissons une valeur initiale pour X0, inférieure à XI, .xD1 = XI - -. 

et nous calculons DE. 
2 (X31-X1), 

Pour cela, nous avons à résoudre l’équation implicite : 

DE = 6 = s Log Ixi - x,,I x Ix+ - xs1r’e / r, /ni - x#‘e - ; 2 Log IX~ - x0/. 

C’est une inversion de fonction que l’on réalise facilement par la méthode de la valeur moyenne 
(cf paragraphe 11.3.) entre l’instruction n 0 21 et l’instruction no 29. A la première itération (pre- 
mier essai avec JND = 1, 2 ou 3) la valeur de départ est DE = DS = + 1. ou - l., aux itéra- 
tions suivantes la valeur de départ est la valeur calculée pour DE à l’itération précédente. 

Nous calculons DY (instructions n 0s 35, 36 ou 37) défini par une équation choisie d’après 
la valeur de DE (par l’intermédiaire de l’indicateur LND), et nous comparons DY et DE dans 
l’instruction no 39 pour faire varier x0 dans le sens voulu. Cette instruction par laquelle on repasse 
à chaque tour de boucle de calcul permet de terminer en sortant de la boucle si l’erreur relative 
entre DY et DE est inférieure à .OOOOOl en valeur absolue, sinon : 

82 



- SiDY- DE est négatif, l’indicateur d’aiguillage ne change pas de valeur, nous retournons 
à l’instruction ne 10 et nous choisissons une valeur de X0 supérieure à la précédente : XI -AS 
* (XX - XI), AS étant divisé par 2 à chaque passage. Nous calculons DY et DE et nous 
comparons ces deux valeurs comme plus haut. Tant que DY - DE reste négatif, nous retour- 
nons à l’instruction no 10, calculons DY et DE, etc., sauf si, à force de diminuer, la quantité 
4s (XX - XI) devient trop petite pour se retrancher effectivement de XI étant donné les 
possibilités de l’ordinateur en simple précision : nous admettons alors que nous sommes dans 
le cas de 6 > 1. Nous faisons alors JND = 2 et nous retournons a l’instruction no 50. 

- SiDY - DE est positif, l’indicateur d’aiguillage prend la valeur IND = 3 et nous choisis- 
sons une nouvelle valeur de X0 inférieure à la précédente XI - 2.* (XM - XI). Nous calcu- 
lons DY et DE et nous comparons ces deux vaIeurs comme plus haut. Tant que DY - DE reste 
positif, nous retournons à l’instruction ne 12 et nous choisissons une nouvelle valeur de X0 
inférieure à la précédente : XI - AS* (XM - XI), AS étant multiplié par 2 à chaque passage. 
LIsous calculons DY et DE et nous comparons ces deux valeurs, etc., sauf si X0 à force de 
diminuer (instruction no 40) devient inférieur au seuil limite fixé XS. Dans ce cas nous remon- 
tons à l’instruction no 14, l’indicateur d’aiguillage prend la valeur IND = O., X0 prend la 
valeur XS et nous calculons DE puis le paramètre d’échelle S juste avant RETURN. 

Lorsque à un moment de cette première exploration (JND = 1, IND = 1 puis 3) DY - DE 
a changé de signe, est devenu négatif, nous donnons à l’indicateur la valeur IND = 3, remontons 
à l’instruction no 15 et modifions le X0 précédent de la quantité AS* (X>I - XI), AS étant un 
pas moitié du dernier pas utilisé. Nous calculons DY et DE, les comparons dans l’instruction 
no 23, qui nous renvoie à l’instruction no 15 sans changer la valeur de l’indicateur si DY - DE n’a 
pas changé de signe, ou avec IND = 4 si DY - DE a changé de signe : nous allons faire des séries 
de boucles avec IND = 2 ou Ii\iD = 4, la valeur de IND changeant à chaque changement de signe 
de DY - DE, ces boucles se faisant en modifiant X0 par division du pas par 2 sans modifier le 
signe du pas si IND ne change pas de valeur, ou en changeant ce signe, si IND a changé de valeur. 

Le travail en boucle se continue jusqu’à ce qne l’erreur relative entre (DY - DE) et DE soit 
inférieure à . 000001 en valeur absolue, ou jusqu’à ce que le pas d’exploration devienne trop petit 
pour modifier effectivement la valeur de X0 étant-donné les possibilités de l’ordinateur en simple 
précision. 

Dans les deux cas, nous admettons que les dernières valeurs calculées de X0 et de DE le 
sont avec suffisamment de précision et nous cakulons le paramètre S juste avant RETURN. 

Si JND a pris la valeur 2 ou 3, la marche du calcul est semblable à celle décrite ci-dessus, 
In seule différence étant dans le mode de calcul-de DY. 

125.4. - SUBROUTINE PEXGEF calcul des paramètres inconnus d’une distribution 
exponentielle généralisée non tronquée, dont la valeur du paramètre de forme est connue, adaptée 
à un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode du maximum de vraisemblance 
chaque fois que cela est possible, sinon en remplaçant l’équation provenant de la dérivée par rap- 
port à x,, soit par l’équation contenant le moment centré d’ordre deux (cas de 6 = l), soit par 
l’équation contenant la moyenne arithmétique, soit par l’équation contenant la moyenne loga- 
rithmique (cf. paragraphe 8.3.). 

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur, 
la taille N de l’échantillon, la valeur limite XS acceptée a ptioti pour X0 (par exemple XS = 0, 
XS = 1. E50 ou XS = + 1. E50, valeur qui doit être inférieure à la valeur minimale observée 
dans l’échantillon si le paramètre d’échelle est positif, ou supérieure à la valeur maximale observée 
si le paramètre d’échelle est négatif), le signe SS = + 1 ou - 1 choisi pour le paramètre d’échelle 
et la valeur, avec son signe, du paramètre de forme. 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre de position X0 = x0 (borne inférieure 
de l’intervalle de définition de la variable si le paramètre d’échelle est positif, X0 3 XS ou borne 
supérieure si le paramètre d’échelle est négatif X0 < XS), du paramètre d’échelle S = s avec son 
signe choisi à l’avance, et de la moyenne X>l de l’échantillon. 
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Nous calculons d’abord la moyenne de l’échantillon, la valeur moyenne des carrés des obser- 
vations et nous cherchons la valeur minimale (si SS = + 1) OU maximale (si SS = - 1) observée. 

Si le paramètre de forme est égal à 1, nous allons à l’instruction 6 qui calcule S et X0 puis 
à RETURN. 

Si le paramètre de forme est inférieur ou supérieur à 1, nous choisissons une valeur de X0, 
calculons une valeur DY du paramètre de forme d’après l’équation provenant de la dérivée du 
maximum de vraisemblance par rapport à x0 ou d’après l’équation qui la remplace, comparons 
cette valeur DY à la valeur DE fournie par le programme principal pour savoir dans quel sens 
faire varier X0 que l’on suppose déterminé avec assez de précision lorsque l’erreur relative entre 
DY et DE est inférieure à .OOOOl. 

Le paramètre d’échelle est alors calculé juste avant RETURN. 

12.5.5. - SUBROUTINE PEXGEP calcul des paramètres inconnus d’une distribution 
exponentielle &néralisée non tronquée, dont la valeur du paramètre de position est connue, 

P adaptée à un echantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode du ma-ximum de vrai- 
semblance. 

. . 
Le programme prmcipal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur, 

la taille N de l’échantillon, la valeur du paramètre de position (valeur qui doit être inférieure à 
la valeur minimale observée si le paramètre d’échelle est positif, ou supérieure à la valeur ma-xi- 
male observée si le paramètre d’échelle est négatif) le signe DS = + 1 ou - 1 choisi pour le para- 
mètre de forme et le signe SS = +- 1 ou - 1 choisi pour le paramètre d’échelle. 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre de forme DE et du paramètre d’échelle 
S (avec les signes prédéterminés) et la valeur moyenne X31 de l’échantillon. 

On choisit une valeur initiale DE = DS, calcule une valeur DZ d’après DZ = M/SD - SL 
que l’on compare à DE, pour résoudre l’équation : 

ce qui correspond à une inversion de fonction facile à réaliser par la méthode de la tangente simple. 

Le paramètre d’échelle est calculé juste avant RETURN. 

123.6. - FUNCTION FEXGET fonction de distribution de la loi exponentielle généralisée 
tronquée. 

12.5.7. - FUNCTION VEXGET inversion de la fonction exponentielle généralisée tronquée. 

12.5.8. - SUBROUTINE PEXGET calcul des paramètres inconnus d’une distribution 
exponentielle généralisée (dans le cas d’une loi de Goodrich) tronquée adaptée à un échantillon 
avec troncature (cf. paragraphe 8.5.). On suppose connue la valeur du paramètre de position et 
les paramètres de forme (positif), d’échelle (positif) et de tronquage seront déterminés, les deux 
premiers par la méthode du maximum de vraisemblance. 

Le programme principal doit fournir la totalité des valeur X de la variable (y compris les 
valeurs inférieures au seuil de troncature) sous forme d’un vecteur, la taille N de l’échantillon, 
la valeur du paramètre de position X0, la valeur XH du seuil de troncature (qui pourrait dtre 
pris à (X0 + E) valeur de la plus petite des observations différente de X0). 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramètre de forme DE = b” positif, du paramètre 
d’échelle S = s positif, et d u paramètre de tronquage FO = F, compris entre 0 et 1. 

Nous calculons d’abord la valeur moyenne de Log (X (J) - X0) pour les NH observations 
supkieures ou égales à XII. 

Puis nous calculons la valeur du paramètre de forme comme dans la sous-routine PE,XGE, 
la valeur du paramètre d’échelle et celle du paramètre de trouquage juste avant RETURN. 
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12.5.9. - SUBROUTINE PEXGEJ. Calcul des parametres d’une distribution de Goodrich 
adaptée à un échantillon avec troncature : on suppose connue la valeur du paramètre de posi- 
tion, et les paramètres de forme, d’échelle et de troncature seront déterminés, les deux premiers 
par la méthode du maximum de vraisemblance. 

Ce sous-programme a été établi pour l’étude de pluviométries journalières. 

Le programme principal doit fournir : la valeur du paramètre de position X0 et du seuil 
de troncature XH (qui pourrait être pris égal à la valeur de la plus petite dès observations 
différente de X0). 

Les observations sont transportées avec INTEGER * 2 IX, ID en COMMON IX (70,366), 
ID (70) - IX (M, J) étant la hauteur pluviométrique correspondant au jour J de l’année dont 
les deux derniers chifkes du millésime forment iM - ID (M), étant un indicateur d’utilisation 
de l’année M, valant 1 si les observations sont complètes et sans commentaires ; - 1 si les obser- 
vations de l’année sont totalement manquantes ou si elles ne sont pas conservées pour le calcul, 
et 0 si les observations sont utilisées malgré les commentaires (observations incompletes, non 
quotidiennes, douteuses...). 

Le sous-programme calcule les valeurs du paramétre de forme DE = 6 positif, du paramètre 
d’échelle S = s positif et du paramètre de tronquage FO = F, compris entre zéro et un. 

Nous commençons par calculer dans le sous-programme : le nombre relatif PH des obser- 
vations supérieures ou égales à XH ainsi que la moyenne SL de leurs logarithmes naturels (le 
nombre relatif PH est le nombre des observations > XH divisé par le nombre total d’obser- 
vations possibles, ici somme des 365 ou 366 jours de chaque année utilisée). 

La méthode de travail est très simple puisque nous trouvons une équation, implicite et 
transcendante, contenant 8 seul parmi les paramètres à déterminer. Nous réalisons cette inversion 
de fonction par la méthode de la tangente seule en partant d’une valeur b’ = + 1 (instruction 
no 12 à 20 non comprise). 

Dès que DE = 8 est déterminé, avec une erreur relative de .OOOOl en valeur absolue, nous 
calculons le paramètre d’échelle S (instruction n o 20) et le paramètre de tronquage FO juste 
avant RETURN. 

12.6. - Distdmtion bêta incomplète. 

12.6.1. - FUNCTION FBETA. Fonction de distribution de la loi bêta incomplète non 
tronquée. 

12.6.2. - FUNCTION VBETA. Inversion de la distribution bêta incompl&te non tronquée. 

12.6.3. - SUBROUTINE PBETAM. Calcul des paramètres d’une distribution bêta incom- 
plète, non tronquée, adaptée à un échantillon de taille connue, sans troncature, par la méthode 
des moments. 

Le programme principal doit fournir les valeurs X de la variable sous forme d’un vecteur, 
la taille N de l’échantillon. 

Le sous-programme calcule les valeurs des paramètres de position X0 et XI, du paramètre 
d’échelle S, des paramètres de forme P et Q et de la moyenne XM de l’échantillon. 

12.7. - Distributions reliées à la loi normale. 

12.7.1. - FUNCTION FSTUD. Fonction de répartition de la loi de Student-Fisher. 
La probabilité, au dépassement, de la valeur (positive) t, c’est-à-dire la probabilité pour 

que la valeur absolue de x soit supérieure à t s’écrit : 

Y étant le nombre de degrés de liberté. 
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En faisant le changement de variable 0 = arctg $3 

si Y est impair : 

Q = 1-t p + sin 0 COS 0 (1 + ; COS~ 0 + . . . + ;‘;- * - ;; z ;; (COS e)~-3)]. 
. . . . 

si est Y pair : 

Q=l-sine l++cos”e+ . . . +~*~*** j:~~~(cose)-a). 
. . . . 

Le programme principal doit fournir la valeur (positive) de t et le nombre de degrés de 
liberté. 

12.7.2. - FUNCTION VSTUD. Inversion de la distribution de Student-Fisher. 

On calcule la valeur positive t pour laquelle la probabilité au dépassement de la valeur 
absolue de x est égale à la probabilité donnée. 

Le programme principal doit fournir cette probabilité et le nombre de degrés de liberté. 

12.7.3. - FUNCTION FCHID. Fonction de répartition de la loi de xS de K. Pearson. 

La probabilité, au dépassement, de la valeur (positive) xe, c’est-à-dire la probabilité pour 
que la valeur positive de t soit supérieure à xs, s’écrit : 

v étant le nombre de degrés de liberté, en faisant le changement de variable u = xsi2 
si Y est pair : 

et si Y est impair : 

Q=l - erf (GI + 
ur-1 

1 3 2r-1 
.-... 

2 2 

Le programme principal doit fournir la valeur (positive) de xs et le nombre de degrés de 
liberté. 

12.7.4. - FUNCTION VCHID Inversion de la distribution de xe de K. Pearson. 

On calcule la valeur %s pour laquelle la probabilité au dépassement est 6gale à la probabilité 
donnée. 

Le programme principal doit fournir cette probabilité et le nombre de degrés de liberté. 

12.8. - Fonction gamma complète et ses dérivéea. 

12.8.1. - Fonction Gamma : cette fonction existe dans la bibliothbque des ordinateurs 
IBM 360. Nous donnons ci-dessous une formule de calcul approchée pour z compris entre 1 
et 2 (erreur sur r (2) inférieure à .OOOOOOl). 
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r(z) = 1. + (z - 1.) * (- S7710166 + (t - 1) * (.98585399 + (a - 1) * (- .87642182 

f (z- 1.) * (.83282120 + (z - 1.) * (- S6847290 + (z - 1.) * (.25482049 

+ (z - 1.) f - .05149930)))))). 

Si z est compris entre 0 et 1, il faut utiliser la formule l?(z) = f*r(z+l). 

Si z est supérieur à 2, il faut utiliser la formule de récurrence, n étant un entier : 

rb - n) = (2 - n - 1) * l?(t - 72 - 1) 

jusqu’à trouver un argument (z-n - 1) compris entre 1 et 2. 

12.8.2. - Fonction logarithme de Gamma : cette fonction existe aussi dans la bibliothèque 
des ordinateurs IBM 360. Nous donnons ci-dessous une formule de calcul pour z supérieur 
à 18 (calcul à faire en double précision) : 

Log l?(z) = (a - S) * Log .a + .5 * Log 2r - 2 + l+ * (1./12 + 1./zs * 

(- 1./360 + 1/z2 * (1./1260 - 1/+680))). 

Si z est inférieur à 18, il faut utiliser la formule de récurrence, n étant un entier : 

Log J?(r + n - 1) = Log l?(” + n) - Log (2 + 72 - 1) 

jusqu’à trouver un argument (z + n) supérieur à 18. 

On peut prendre pour 2 i: la valeur : 710./113. qui donne 2 if avec une erreur relative infé- 
rieure à l/lO’. 

12.8.3. - FUNCTION VGAMMA. Inversion de la fonction Gamma complète. 

La fonction Gamma complète admet un minimum: de valeur I?i = .8856031944 pour une 
valeur de l’argument - - 1.461632145. Pour une valeur inférieure à ri. l’inversion n’est pas * -1 - 
possible et pour une valeur supérieure à l?, l’inversion conduit à deux solutions : l’une inférieure 
à zi et l’autre supérieure. 

Le programme principal doit fournir la valeur de r et une valeur - 1 ou + 1 d’un indi- 
cateur qui permet le choix entre les solutions inférieure ou supérieure à zl. 

12.8.4. - FUNCTION PSI. Dérivée logarithmique de la fonction Gamma. 

Nous calculons 4(z) par quadrature pour z compris entre 1 et 2. Si t est compris entre 0 et 1 
il faut utiliser la formule : 

et si z est supérieur à 2, il faut utiliser la formule de récurrence, n étant un entier : 

+ (z - n) = $(2-n--1) + 
1 

3 -n- 1 

jusqu’à trouver un argument (z - n - 1) compris entre 1 et 2. 

L’expression de l’intégrale donnant 4(z) est : 

C constante d’Euler. 

J, (4 = -c+ 
J’ 

1 1-p-f 

0.. l-t & 
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La dérivée de 4(z) parrapport à t, pour z > 1 tend vers + 1 si t tend vers 0 et vers (r - 1) 
si t tend vers 1. 

La dérivée seconde de q(z) par rapport à t, pour z > 1 tend vers + 1 si t tend vers 0 et vers 
(2 - 1) (z - 2) 

2 
si t tend vers 1 et la représentation de la dérivée première est donnée par la 

figure 21. 

La méthode de quadrature employée est celle de Gauss, dont le principe est le suivant : 

J’ +1 
-1 f(x) ax=f(--&)+f(&) . 

le terme négligé étant & f IV te) -i<e<+l. 

Appliquée à un intervalle a, b divisé en n sous-intervalles dont les centres sont à 
2r-1 
-g-y (b- a), T variant de 1 à n, la quadrature s’écrit : 

1 
L’expérience nous a conduit à prendre 250 intervalles. 

9 1 
FIG. 27. FIG. 28. 

12.8.5. - FUNCTION VPSI. Inversion de la fonction PS1 qui est la dérivée logarithmique 
de la fonction Gamma complète. 

La fonction 4 variant de - 00 et étant monotone croissante pour les valeurs positives de 
1’ argument, l’inversion se fait facilement par la méthode de la tangente. 

12.8.6. - FUNCTION PSIPR. Dérivée de la fonction 4. 

Nous calculons +‘(z) par quadrature pour I compris entre 2 et 3. Si z est inférieur à 2 et 
supérieur à 1 il faut utiliser la formule : 

$’ (2) = #‘(-+ 1) +$ 
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et si s est compris entre 0 et 1 : 

(l’ (2) = 9’ (2 + 2) + $ + (z ; l)Z ’ 

Si .z est sup&ieur à 3 il faut utiliser la formule de récurrence, n étant un entier : 

4J’ (2 - 4 = JC’ (2 - n - 1) - lz _ ;- l)a ’ 

jusqu’à trouver un aqument (z-n - 1) compris entre 2 et 3. 

L’expression de I’intégrale donnant G’(Z) est : 

(t’ (4 = - s l Log t P-1 dt * 1 _ t * 
La dérivée de 4’(z) par rapport à t, pour I > 2, tend vers 0 si t tend vers 0 et vers + 1 si 

t tend vers 1. 

La dérivée seconde de 4’(z) par rapport à t, pour t > 2, tend vers 0 si t tend vers 0 et vers 
(z - 2) si t tend vers 1 et la représentation de la dérivée première est donnée par la +re 28. 

La méthode de quadrature employée est celle de Gauss, avec 250 intervalles, comme pour 
la fonction +. 
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Erratum 
entre instruction 26 et 27 
lire TO = U ** GO l (UL- 1;GO) GO 
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