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ABSTRACT

The access performance to records in secondary memory depends on their organization. The
access time is smaller if records ave close. More, the reirieval is faster if the records are ordered
sequentially. We generalize for p-algebras the results obtained by Faloutsos ia the case of binary
algebra.

RESUME

La maniére dont les enregistrements d'un fichier sont rangés en mémoire a évidemment une
mfluence sur les temps de recherche : plus les envegistrements qui répondent & une question sont
voisins, plus vite ils soat retrouvés. La recherche est encore accélérée s'ils sont situés
séquentiellement, car on peut y accéder sans effectuer de saut. Notre intention est de généraliser &
des algébres a p éléments les résultats obtenus par Faloutsos pour l'algébre binaire, et d'éiudier le
gain qu'on obtient & I'cccasion de ces généralisations.

Mots-clés : fichiers multi-clés. méthedes d'accés. produits cartésiens. ordres totaux sur des
produits cartésiens.

1. INTRODUCTION

Dans les méthodes d'accés aux fichiers multiclés, chaque enregistrement est rangé en mémoire en
fonction des valeurs de ces différentes clés, et sa recherche est également fondée sur ces valeurs.
L'article {1] de Faloutsos foumit une présentation irés claire de ce probléme qu'il étudie dans le
cas d'une algébre 4 deux éléments. Nous renvoyons 4 ce travail pour les aspects “sémantiques” du
sujet, et allons nous attacher aux aspects mathématiques sous-jacents en vue de les résoudre dans
un cadre assez général. On peut en effet ramener l¢ probléme & la forme suivante : il y a n clés ou
atiributs x] ....xp, chaque xi prenant ses valeurs dans un ensemble Ej qui a an moins deux
éléments. A chaque article est associé la suite de ses valeurs (x} ...,%p) qui permet de le ranger en
mémoire M. Il s'agit ensuite de retrouver les articles dont toutes ou partie des valeurs des
attributs sont précisées. Cette recherche aboutira d'autant plus vite que les différenis articles qui
répondent & une question seront bien regroupés. Plus précisément, aprés avoir défini un ordre
total sur E]3...xEp et avoir rangé tous ses éléments selon cet ordre en mémoire, on dira que des
éléments de ce produit sont bien regroupés, ou qu'ils constituent un bloc, s'ils sont conséoutifs,
car ayant trouvé le premier les autres s'obtiennent en séquence. Ainsi, la réponse & une question
s'obtiendra d'autant plus vite que Fensemble des éléments du produit qui répondent & cette
question sera partitionné en un plus petit nombre de blocs. Les performances dépendant bien sir
de l'ordre total choisi, nous allons nous intéresser 4 denx relations d'ordre : l'ordre
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lexicographique, parce qu'il est le plus usité, et 'ordre de Gray out deux éléments consécutifs ne
différent que d'une coordonnée et d'une seule unité. Le plan de l'article est le suivant :

0 - Résumé

1 - Introduction

2 - Notations. définitions. présentation des deux types d'ordres

3 - Nombre de blocs associés a une question dans l'ordre lexicographique

4 - Nombre de blocs associ¢s a une question dans l'ordre de Gray

5 - Economie diie a l'ordre de Gray

6 - Conclusion

2. NOTATIONS, DEFINITIONS

2.1 Notations de base

Tous les ensembles dont il sera question ici sont totalement ordonnés et finis. Chacun de ces
ensembles E a sa relation d'ordre total propre notée <, un plus petit élément noté t(E)=tg, un plus
grand élément noté q(E)=qy, une fonction "suivant” sg: E\ {q(E)} — E qui fait correspondre a
chaque x de E autre que q(E), I'élément s,(x) qui lui est immédiatement supérieur, enfin une
fonction de rang r, : E~> N telle que r,(((E))=0, r (s (x))=r;(x)+1, et re(q(E))=card(E)-1=| E|-1.
L'ensemble E muni de cet ordre peut étre considéré comme une suite finie. E muni de I'ordre
inverse est noté E, avec ((E)=q(E), q(E)=t(E), sg(x)=s; (x) si x = t(E), et x inférieur 2 y dans E
ssi y est inférieur & x dans E. Pour tout entier naturel a, on conviendra que E!*l=E si a est pair,
et E*l=E si a est impair.

Pour éviter d'alourdir les notations, on supprimera l'indice E s'il n'y a pas de risque d'ambiguité,
et on utilisera les mémes signes <, s, 1, t, q pour des ensembles différents.

E étant totalement ordonné, on appelle bloc de E, tout ensemble B = {x,...,x,} d'éléments de E
tel que x; = s(x; ), pour i = 1,...k. On a donc t(B)=x,, g(B)=x,, et B est un intervalle de E.

2.2. Ordre lexicographique
Soient F, G deux ensembles totalement ordonnés finis, ayant chacun au moins deux éléments. On

définit un ordre total sur FxG comme suit:
t(FxG)=(t(F),«(G)), o(FxG)=(q(F),q(Q)), et s(y,2)=(y,5(2)} si z#q(G), s(y,2)=(s(y);(G)) si z=q(G)
et y=q(F). .
On pose (y,2)< (v',2) st il existe un entier naturel k tel que (¥',2')=s (x, y).
On voit qu'il s'agit bien d'un ordre total sur FxG, et que (y,2)<(y',z) ssi (y<y') ou (y=y' et 2<2).
Clest cet ordre que nous appellerons lexicographique. Il peut se généraliser an produit d'un
nombre fini d'ensembles finis totalement ordonnés. Ainsi ExFxG peut étre muni de cet ordre si on
Ie considére comme Ex(FxG). On a alors t(ExFxG)=@1(E),t(Fx(G))=(t(E),t(F),t(G)); de méme
q(ExFxG)=(q(E).a(F).q(G)), et s(x.y,z)=(x,5(y,2))=(x.y,5(2))
si z#q(G), =(x,5(y).{(G)) si z=q(G), et y=q(F), =(s(x),1(F),4(G)) si x=q(E) et y = q(F)
et z=q(G). De plus (x,y,z) <(x', ¥, 2') ssi (x<x' ou x=x' et (y,2)(y",2")).
On remarque que l'ordre lexicographique sur FxG revient 4 écrire
q(F)

FxG = Y {y}x G soit FxG = {t(F)}xG + {s(t(F)}*G +..+ {g()}*G.

y=t(F)
ou le signe "+" exprime la concaténation des ensembles totalement ordonnés {y}xG considérés
comme des suites.
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2.3. Ordre de Gray

Avec les mémes hypothéses que ci-dessus, on prend maintenant t(FxG)={(F),1(G)),

8(y,2)=(v,5(z)) si r(y) est pair et z<g(G)

=(s(y),4(G)) si 1(y) est pair et y<q(F) ei z=q(G)
=(y,s (2))si r(y) est mxpalr et t(G)<z
=(3(y),£(Q)) si r(y) est impair et y<q(F) et z=t(G)

il s'ensuit que g(FxG)=(q(F),t(G)) si |F | est pair,

=(q(F).q(G)) sinon.

On s'assurera qu'on définit bien ainsi sur FxG un grdre total qu'on appellera ordre de Gray car il

généralise celui que Gray avait défini pour {0, 1} Cet ordre peut se définir également pour le

produii d'un nombre fini d'ensembles totalement ordonnés finis, comme précédemment, en traitant

ExFxG comme Ex(FxG) et ainsi dz suite.

a(F) ro|

On constatera que l'ordre de Gray sur FxG se raméne & écrire que FxG = z { y} x G

y=i(F)

soit FxG={t(F)} xG + {s(t(F))}xG + {sz(t(F))}xG + {ss(t(F))} xG+...,

ol le signe "+" exprime encore la concaténation des ensembles ordonnés considérés comme des

suites.

A titre d'exemple prenons F=(0,1,2,3) et G=(0,1,2) munis de 'ordre des entiers naturels.

L'ordre lexicographique sur FxG donne :

FxG={0}x{0,1,2} + {1}x{0,1,2} + {2}x{0,1,2} + {3}x{0,1,2}
={(0,0),(0,1),(0,2)}+{(1,0),(1,1),(1,2)}+{(2,0),(2,1).(2,2)}+{(3,0),(3,1),(3,2)}
={(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2)}.

L'ordre de Gray sur FxG donne :

FxG={0}x{0,1,2} + {1}%{0.1.2} + {2}x{0,1,2} + {3}»{0.1,2}
={0}x{0,1,2} + {1}x{2,1,0} + {2}x{0,1,2} + {3}x{2,1,0}
={(0,0).(0,1),(0,2),(1,2),(1,1),(1,0),(2,0),(2,1),(2,2).(3,2).3,1),(3,0)}

Si de plus on prend E={0,1}, alors l'ordre de Gray sur ExFxG est :

Ex(FxG)={0}x(FxG) + {1}x(ExG), on FxG est la liste des éléments de FxG munie de l'ordre ds

Gray inverse, soit {(3,0),(3,1)...(0,1),(0,0)}.

2.4 Produits généralisés

Soieat I={1,..,.....,n}= | I. nl n=l, et Ej, i=1,...,n, une famille finic d'ensembles finis totalement
ordonnés, ayant chacun au moins deux €éléments. On convient de poser (E)=t, et g(E)=q;, t,<q; et
| E; | =p; . On définit la suite d'ensembles F, par Fn—E F=ExF,,, pour i=n-1,...,1.

OnadoncF =E xE ,F =E x(E xE ), -F=E x(sz X(E_ xE ) =E xEx..xE .

a'? © -2

2.4.1 Qrdre lexicographique sur les F,
On définit cet ordre par récurrence sur les différents F,, en partant de F =E , en utilisant leurs

fonctions respeciives, et en posant t(F)=T, q(F))=Q,. On a donc :

T =, Q=q,, puis pour i=n-1,...,1, T=(t, T, )=t 1) Q=9,0,,)59,9;,5--,9,) €t V{x,y)
€ ExF,-{Q} s(x,y)=(x,s(7)) si y;tQm =(s6¢),T,,)) si y=Q,,,. De plus, quels que soient les
couples (x,y) et (x',y) de ExF,,,=F,, on a (x,y)s(; y") ssi (x<x!, on x=x', et y<y")

En termes de suites, 'ordre lexicographique est défini par F, = E, x F, | = Z {x } xF,,

x=h

n
Lorsque tous les E, sont égaux au méme ensemble L, ona F =L .
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2.4.2 Ordre de Gray surles F.

Ici encore on le définit par récurrence sur les F,. Sur F=E_ c'est l'ordre de E_ et donc T =t,
Q,=q, ; puis, pour i décroissant de n-1 4 1, on a F=ExF,,,, T=(t,T,,,), et la fonction suivante de
F, est telle que pour tout (x,y) de ExF,,,, s(x.y) vaut (x,s(y)) si r(x) est pair et
y<Q..,, (5(x),Q,,,) si r(x) est pair et y=Q,, |, (xi,s'l(y)) si r(x;) est impair et T, <y,
(s(%), Tin1) st £(x;) est impair et y=Ti.,, & condition que x;<t;.

Il en résulte que Q=(q, T,,,) si {E; | est pair, et que Q=(q,,Q,,,) si | E | est impair.

L}
Enfin la suite des éléments de F, peut s'écrire symboliquement F, = Z {x,.} X EL’I("’ o
x=

2.5 Projections, extensions

Toute partic non vide J = {i).....k} de l'ensemble de I des indices, est supposée telle que
i<j<...<k. On dit que J est un intervalle de I si ses éléments sont des entiers consécutifs.

On note E~E; x E; x ... xE,, ona donc E; =E, x E, x ... x E,, et pour tout x=(x,,x,,...x) de E,,
on note X, = (xi,xj,...,xk) Ia projection de x=x; sur Ej.

Inversement pour tout élément fixé a, de E;, on appelie exfension de a; et on note Exi(a),
I'ensemble des éléments x de E, qui ont a, pour projection sur E. On a donc :

Ext(aJ) = {x = E tel que x;=a }.

A titre d'exemple, pour n=7 et J={2,6,7}, on a a={a2,a6,a7} et Ext(a) est l'ensemble des
éléments x=(x,,X,,....X;) de E; x E, x..x E, tels que x,=a, et x~a; et x;=a, Autrement dit,
Exi(a,) est la réponse 4 la question ou requéte partiellement définie : quel est l'ensemble des x tels
quex;=a;?

Si onldésiéne par K le complément de J par rapport a I, et si on fait abstraction de tout ordre sur
E,, on peut écrire que Ext(a)={a;} x E . (1)

Par contre si on veut tenir compte de l'ordre défini sur E , il est nécessaire d'avoir une approche
plus fine. H existe en effet deux suites de parties de I, (K K,,.. K ) et (J,,....] ), deux a deux
disjointes, non vides, & l'exception éventuellement de K et/ou K , telles que J soit égale a la
réunion des J, et K a celle des Kj, et que K, J,, K,,.. K, J K sotent des intervalles consécutifs
de I Il s'ensuit que tout élément de E, peut s'écrire d'une fagon unique sous la forme
X=Xy, Xy X1+ Xigom 1> K Xicn? €F dONC que

Ext(a)=E,, x {a,} xEg, x.x B x {a} xE_. (2)

Suivant l'ordre qui est défini sur E, Ext(a;) qui est un sous-ensemble de E,, va étre partitionné en
un ensemble minimal de blocs. C'est ce probléme que nous nous proposons d'étudier pour F'ordre
lexicographique et pour Fordre de Gray.

3. ETUDE DU NOMBRE DE BLOCS EN ORDRE LEXICOGRAPHIQUE

Tous les résultats relatifs a L'ordre lexicographique sont fondés sur le résultat suivant.

Lemme 1 : en ordre lexicographique, quels que soient les ensembles E, F, G, totalement
ordonnés, finis, de cardinalité > 2. On a:

a)Gestunblocde G ;

b) pour tout élément b de F et tout bloc Bde G, {b} x Bestunblocde F x G ;

¢) E x ({b} x G) peut étre partitionné en |E| blocs.
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Preuve :

a) est triviale ;

b) soit B=(t,...,2,5(2),....dp) le dit bloc.

On a {b} x B=({b,ty),....(b,3),(b,5(2)),....(bq5); pour tout z de B autre que g, le suivant de (b,z)
dans {b} x B aussi bien que dans F x G est (b,s(2)). Donc {b} x G est bien un bloc de F x G.

¢) Compte tenu de a) et b), pour chaque x de E, {x} x ({b} x G) est un bloc de E x (F x G). De
plus q({x} x ({b} x G)=ub,ag), et t{{s(x)} x ({b} x G))=(s(x),irt;). Or dans E x F x G,
sGub,gzr= (2,5(b)t;) si b < gF, et (s(x),tnt;) si b=q; et x < q,. Dans le premier cas on a
(x,5(b),tg) < (3(%),b,t5) car x <s(x) ; dans le second (3(x),t,.t;) < (s(x),b,t;) cart;< q~b.

Ce qui prouve que s{q{{x} x ({b} x G)) <t({s(x)} x ({b} x G)), et donc que {x} x ({b} x G) et
{s(xz)} % ({b} x G) constituent deux blocs disjoints.

Corollaire 1 : en ordre lexicographique, pour toute partie J de I, et tout élément a, de E,, le
nombre de blocs de Ext(a) est nb(a)= {Ecol x| 9 IV x | g |

Prenve : elle découle immédiatement du lemme 1.

A partir de maintenant nous allons faire I'hypothése que E=..=E =L.={0,...,p-1}, p = 2 pour
généraliser les résuliats trouvés en [1] dans le cas ot p= 2.

Initéressons-nous 4 dénombrer tous les blocs associés a toutes les extensions Ext(a,), pour tous les
supports J de cardinalité k, et tous les a, correspondants.

Désignons par Q_,={J e 1/ |y l—k}, 0<k<netparQ; l'ensemble des J de Q dont le plus
grand élément est égal 4 1. Dong si J appartient a cet ensemble ona J={jj,....)k} et _]k =1,

Du fait que [ £j, <j,<..<j, <n,ondoitavoirk<i<n, et

=8
r = U Qn.k.i
i=k

Pour chague Jde Q , ., ona donc K fn— i+l,.. ,n} K, I—- n-i, et
nb(a,) = Ly, Ix |LK,T“|LKM|" KolipKily . x pmil= k"" *mt o preU K
H s'enswit que 1nb(a,)=p“'k
i=n

Par conséquent D(n,p,k) = Z z nb(a,) = Z Z 2 nb(a;)

JeQy+ Byesy imk Je@uradyes,
Or pour chaque k et chaque i, |0, /= C,-"_ 7! puisque, il étant égal 4 i, il faut choisir j, seeeddiey
parmi 1,.....i-1; et |[LJ| = p“l = p* . Doule

Théoréme 1 :

en_ordre_lexicographique. le nombre total de blocs de L relatlfs aux_extensions de toutes les

requétes de la forme “x’=a™_ avec l]l—k est D(n,p,k)= p z _, p
=k

De plus, le nombre moyen de blocs par extension est D(n,p,k)y= D{n,p,k)/(p* C ,',‘ )
puisque Ika | =C!
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4, ETUDE DU NOMBRE DE BLOCS EN ORDRE DE GRAY

Avec les mémes conventions que précédemment, appelons C(n,p,k) le nombre total de blocs
relatifs, en ordre de Gray, aux extensions de tous les a,, tels que |J|=k, et a; ¢ L*, Nous allons
commencer par établir une refation de récurrence entre ces coefficients, puis nous l'utiliserons
pour les calculer explicitement.

Lemme2:
Les coefficients C(n,p,k) sont dans la relation

C@pK) =p(Ca-Lpk) + Cia-Lpk-1) - p-D C;., , pour p22 et 0<k<n.

Preuve :

Posons Q',,={Je Q,, |i=1) et Q" =Je Q,, i1}

Tout J de Q' & €st de la forme J—{l}uJ' avecJ' ={j,....J,} € Q ,,, eta,=(a,a) aveca, € Let
a, € E, =L,

A tout bloc B de Ext(a,) correspond un bloc B' de Ext(a;) tel que B ={a,} x B'., cette derniére
suite valant B' ou B' suivant que a, est pair ou impair. Par conséquent,

S Yomba)= Y, p Ynba,)=pCln-1pk-1)

Je@'yy asel, J'€y-p1  anely

Par contre si J € Q" |, certains blocs peuvent se regrouper par contlgmte En effet ici Jc
{2,...,n} et si a, est telle que T, | € Ext(a) ou Q , € Ext(a)) dans L L, . alors, si 1'%élément
a, de L est parr, (a1,Q,,) et (s(al) Q,,) sont voisins dans L= L), et si a, est impair, ce sont
(a,T,) et (s(a),T_,) qui le sont.

On est donc ramené au probleme quels sont les J et a, tels que J € {2,...,n}, [7]=k, et que

a) T , € Ext(a) dans L =L"?

{2,...0}
b) Q‘1 , € Ext(al) dans le méme enselnble ? 2 o
Or, il est aisé de voir que T >etque Q = (-1).0 ou(p-1) suivant que p est pair ou
non.

a) Pour que T, € Ext(a)), il est nécessaire que les k chiffres de a, soient égaux a 0. Comme J est
un sous-ensemble de {2,...,n}, cela peut se faire de C, k ~, maniéres différentes.

b) Sipest pai,ona Q= (p-l),O . 8iT = (e ds 66§72, pour que Q_, € Ext(a), il faut
que a, = p-1, et que les k-1 autres chiffres de a; soient égaux a 0. Cela peut se faire de cH)
fagons différentes. Si j,>2, il faut que les k chiffres de a, soient égaux 4 0 : ce qui peut se faire de
C¥ , fagons différentes. Donc le nombre total de a, tels que IJI =k etque

Q,, € Ext(a)est C¥3 +CF, =CF,

Si p est impair,ona Q_, = (p-l)n'I ; pour que Qn_l € Ext(a)), il est nécessaire que les k chiffres de
a; soient égaux a p-1, ce qui peut se faire de C _, maniéres différentes.

Appelons U={a,/./e{2, ..... ,n}et [J]:ket a,elet T, eExt(a,)}
et V={aJ IJef2,......njet |J|=ket a,eL,et Q,, eExt(a,)}
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Quelle que soit Ia parité de p, ces ensembles sont donc de méme cardinalité [U l = IEI =CF

Pour tout J € Q" et tout a,eL, tout bloc B' de l'extension de a, dans L{3 _ n} = LnP engendre
les p bless {a,}ng_ , 8, € L, de l'extension de a; dans L, = L. Au total, cela fait pCin-1,p,k)
blocs de L. Si a;n'appartient ni & Uni & V, les p blocs créss sont distincis car sans contiguitg. En
revanche, pour tout a; de U, il existe un bloc B et un seul de l'extension de a, dans L qui
contient t = T ;. Ce blec B, de plus grand élément q, donne naissance aux p blocs
{0}>B={(0,9),.. ,(0 D}, (DxB={(Lg),...(LY=  @B={(ZD),...2.9} ...(-1)xB w1l ge
I'extension de a; dans L' Or s(2i+1,t) = (2i+2,8) dans L', car t = Tm,, €t par conséquent les blocs
{2i+1}xB et {2i+2}xB qui sont contigus doivent &ire regroupés, pour i20 et 2i+2<p-1. Pour
chaque a, de U, le nombre de ces regroupements est égal & |p/2l-1 ou & | p/2] suivant que p est
pair ou impair. Le méme raisonnement montre que pour chaque 2, de V, il y &, suivant que p est
pair ou impair, |p/2l ou |p/2| -1 regroupements de blocs contigus {2i}xB et {2i+1}xB. Donc, si
p est pair, il faut retrancher aux pC(n-l,p,k) blocs un nombre de blocs égal a

(p/21-1)-[vl+(p/2)-P1=(p-1)-CL.

Un raisonnement similaire conduit au méme résuliat pour p impair. Ce qui prouve le lemme.

Théoréme 2 :

En ordre de Gray, le nombre total de blocs relatifs aux extensions de tous les a; tels que [3l=k
est C(n,p,k)=C, +(p“ - 1)- cH

Le nombre moyen de blocks relatifs a lextention dun a; telque [J|=k, est

Cin,p,k)=C(n,p,k)/ (p*C})

Preuve ;
Elle se fait par récurrence sur n, p étant fixé, en utilisant la relation établie dans le lemme. En
effet, la propriété est vraic pour n = 1. Supposons qu'elle le soit jusqu'a n-1, et pour tout k
compris entre 0 et n-l On a done:
Cln-1,pk)= n_l +(p" - l).C,ff_‘zl Cn-1Lpk-1)= C" Ta(p™t -1 C,’,‘;z
d'out, du faitde Ia relatxon de récurrence,
Cln,p,k)=p(CL, +C3 +(p"™ - 1D.(C)5 +C"22)) (p-1.CL,

=p.(Cy +(p" -D.CCH-(p-D.C

=Cy +(p"-D.C;7 +(@-D.(C; Cf.". -Cpy)

=C, +(p"-D.C5

5. ECONOMIE DUE A L'UTILISATION DES CODES DE GRAY

5.1 Economie absolue
Soit A = D(n,p,k) - C(n,p,k), l'économie globale qui résulte de l'utilisation des cedes de Gray au

licu des codes lexicographigues. On voit que :
i=n-2

= p"C 4+ p™! C,’f_‘z'+ZCf“p’et queA=(p" -(n-D/k).CoH+) ...

-1

ce qui prouve que A2 0, puisque p = 2.
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5.2 Economie relative

Soit A(n,p,k)= (D(n,p,k) - C(n,p.k)) / D(n,p,k), I'économie relative en nombre moyen de blocs qui
découle de I'utilisation des codes de Gray au lieu des codes lexicographiques. Intéressons-nous a
son comportement pour les grandes valeurs den. Ona:

Cln,p,k) = p"CHI(1 +i’,qj—"") ~p"Cl d'oi

A =p™'CH} 4+ p"CEl+...

R In-k-1 1 (n-k-)(n-k-2)
~ 'C’” 1+ +
PGl p n=-2 p*  (n-2)n-3)

+..)

de plus ona
1 ke ln-k-1 1 @n-k-Dn-k-2)
D=~ p"'CHl(1+— —
PGl p n-2 +p2 (n—2)(n-3) +-)

Les deux développements entre parenthéses, ci-dessus, convergent d'autant plus vite que p est
plus grand. On a donc, quand n tend vers l'infini,

A ln—k(1+_l_(n—-k—l_(n——k)+m = ln-k k-1 +.)
pn-1 p n-2 (a-D pn-1 pin-D(n-2)
Azin-k Dou le
pn-1
Théoréme 3 :

Asymptotiquement en n, le gain relatif moyen de nombres de blocs qu'on réalise en recourant aux

codes de Gray plutdt qu'aux codes lexicographiques, pour des requétes dont k des n valeurs sont
) 1n-k

fixées est A ~— .

pn-1

Commentaires :

a) Les résultats que nous avons obtenus généralisent ceux de Faloutsos ; a posteriori on se rend
compte que pour passer des résultats relatifs 4 p = 2 aux résuitats relatifs & un entier p = 2, il
suffit de remplacer 2 par p dans les formules de Faloutsos.

b) Pour p fixé, on constate que I'économie est d'autant plus faible que les questions sont bien
précisées, c'est-a-dire que k est grand.

c) Pour p fixé, lorsque n tend vers l'infini, il semble plus judicieux de voir ce qui se passe quand k
tend vers l'infini plutdt que quand k est fixé. Si n et k tendent simultanément vers I'infini en

restant dans Ie rapport k/n = 7, on voit que A = -Il-,- (1 - 1), out 7 est le pourcentage de valeurs
fixées dans une question.
d) Au vu du Théoréme 3, quand n et k sont fixés, le gain relatif moyen A est fonction

décroissante de p. On peut se demander si ce résultat négatif n'est pas dii au fait qu'on ne tient
pas compte de la masse m d'informations a traiter. Si on se place en base 2, pour exprimer toute
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cetie masse, il faut choisir n tel que m = 2", et en base p choisir 0’ te! que m = pn De méme unge
question, dont k valeurs des n valeurs sont fixées en base 2, recouvre un ensemble de 2“'k
informations, tandis qu'une question dont k' des n' valeurs sont fixées en base p en recouvre p
Par conséquent, pour conserver les masses d'qugnatnoiis traitées quand on passe de 2 4 p, il faut
remplacer n et k par n' et k' tels que p =2 etp =2

Soient A = A(2nk)et A'=A@pnk).Ona:

_ n=-k
= 2n-1
1_l
-k 2 n 2
Alm max Ax—=LR _ x4
pr-) p — _Lnp) p
nln(2)

On voit donc que le fait de recourir & la conservation des masses d'informations ne change rien au
rapport de A & A’ Le résultat est le méme : A (n,p,k) est fonction décroissante de p. En

conséquence, pour c¢e probléme tout au moins, il est inutile de se placer dans une algébre
multivaluée, et le mieux est de rester en algébre binaire.

6. CONCLUSION
Tous les résultats de Faloutsos peuvent se généraliser a des algébres multivaludes, Il suffit d'y
remplacer 2 par p. Cependant, cette généralisation est infructuense dans la mesure on le gain
relatif résultant de Femploi des codes de Gray a la place des codes lexicographiques décroit
quand p augmente.
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