
The amws p & o m t e  to eeweds in secondmy memory depends on ,their o g h t i o n .  The 
a w s  oime is smller if r m r &  are close. More, the retrieval is faster if the records are orderd 
squentidly. We gemeralim for p-algebm the results  obtained by Faloutsos im the case of bimsy 
algebm. 

liIzsmB 
La manière  dont l e s  eneegistrements  d'un 5chier sont rangés  en  mémoire a &videment une 
influace sur les temps de recherche : plus les  enregistrements  qui  répondent B Ume question sont 
voisim, plus vite ils sont retrouvés. La recherche est encore accélbrée s'ils sont situés 
sdquentiellement, car on peut  y accéder sans eEeduer de saut. Notre imtention est de  généraliser A 
des algt5bres i p éléments les résultats sbtemus par Faloutsos pour I'algèbee  binaire, et d'kkdier le 
gaim qu'on obtient B I'owionr de ces gdn6ralisations. 

Mots-clés : fichiers  multi-clés.  méthodes d'acds. produits  cartésiens. srdres totaux sur des 
produits  cartésiens. 

1. rnR0DUCTIBN 
Dans les méthdes d'accbs aux fichiers multiclés, chque enregistrement est m g é  en mimoire en 
fomction des  valeurs de  ces  différentes  clés, et sa recherche est également fond& sur ces  valeurs. 
L'article [l] de Faloutsos foumit une peésentation trt5s claire de ce problème  qu'il étudie dans le 
cas d'me algkbre zi deux éléments. Nous renvoyons h ce travail  pour  les aspects "sémantiques" du 
sujet, et allons nous  attacher aux aspects mth&mtiques sous-jacents en vue de les resouelre clam 
un csldire assez gén6ral. On peut en effet  ramener  le problt5me B la fome suivante : il y a n cl& QU 
attributs XI, ..., xn? chque Xi peenmt ses valeurs d;ms un ensemble  Ei  qui a au moins deux 
éléments. A chaque article est msoci6 la suite de ses valeurs (XI, ..., xm) qui permet de le ramger en 
mémoire M. Il s'agit ensuite de retrouver  les  articles  dont  toutes ou partie  des  valeurs des 
attributs sont prkisks. Cette  recherche aboutira d'autamt plus vite que les diff&rents articles qui 
rkpondent zi une  question  seeont bien regroupds. Plus prtcisément, aprks avoir d é h i  un ordre 
total sur El w...xEn et avoir rang6 tous ses éléments selon cet  ordre en mimoire, on dira que des 
éléments  de ce produit  sont bien  regroupés,  ou qu'ils  constituent un bloc, s'ils sont consécutifs, 
c a p  ayant trouvé le premier  les autres s'obtienment  en  séquence. Ainsi, la réponse h une question 
s'obtiendra d'autant plus  vîte  que  l'ensemble des éléments  du prduit qui  répondent B cette 
question sera partitionné en un plus  petit  nombre  de  blocs. Les perfom.mces dépendant  bien sûr 
de l'ordre total choisi, nous allons nous  intéresser & deux relations  d'ordre : l'ordre 
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lexicographique, parce  qu'il  est  le  plus  usité,  et l'ordre de Gray où deux  déments  consécutifs ne 
different  que  d'une  coordonnée  et  d'une  seule  unité. Le plan  de  l'article  est  le  suivant : 

1 - Introduction 
2 - Notations. débitions. présentation  des  deux types d'ordres 
3 -Nombre de blocs associés à une  question dans l'ordre  lexicographique 
4 - Nombre  de  blocs  associés à une  question dans l'ordre  de  Gray 
5 - Economie  dûe à l'ordre de Gray 
6 - Conclusion 

O - Résaé 

2. NOTATIONS.  DEFINITIONS 

2.1 Notations de  base 
Tous les  ensembles  dont  il  sera  question  ici  sont  totalement  ordonnés  et finis. Chacun  de ces 
ensembles E  a sa relation  d'ordre t o t a l  propre  notée la, un plus  petit ément  noté ME)*,, un plus 
grand  élément noté q(E)=qE,  une  fonction  "suivant" SE: E\  {q(E)} + E qui fait correspondre à 
chaque  x  de  E autre que  q(E),  l'élément sE(x) qui  lui  est  immédiatement supérieur, enfin  une 
fonction  de rang rE : E+ N telle  que  r,(t(E))=O,  rE(s,(x))=rE(x)+l. et rE(q(E))=card@)-l= 1 E 1 -1. 
L'ensemble E muni  de  cet  ordre  peut être considéré ymme une  suite  finie. E muni de  l'ordre 
inverse est noté E, avec  t@)=q(E), q@=t(E), SE(X)=S, (x) si x = t(E),  et  x inf&ieur à y dans E 
ssi y est inf'érieur à x dans E. Pour tout  entier  naturel a, on  conviendra  que Elal= E si a est pair, 
et El*\= E si a est impair. 
Pour éviter d'alourdir  les  notations,  on  supprimera  l'indice  E  s'il  n'y  a  pas  de  risque  d'ambiguïe, 
et on utilisera les  mêmes  signes 2, s, r, t, q  pour des  ensembles  différents. 
E étant  totalement ordonné, on appelle bloc de E, tout ensemble B = {%, ...,%} d'éléments de E 
tel  que xi = .$xi-,),  pour i = 1, ..., k. On a donc t (B)T,   q(B)T,  et  B  est un  intervalle  de E. 

2.2. Ordre  lexicographique 
Soient  F,  G  deux  ensembles  totalement  ordonnés finis, ayant  chacun au moins  deux déments. On 
définit un ordre  total sur FxG comme  suit: 
t(FxGHt(F),t(G)), q(FXGHqO,q(G)), et  ~O.,z)=(Y,s(z))  si m(G) ,  s(~,z)=(s(~),t(G)) si 
et 
On  pose  (y&  (y',z') si il existe un entier  naturel k tel  que  (y',z')=s'(x,  y). 
On  voit  qu'il  s'agit  bien  d'un  ordre  total sur FxG, et qJe b,z)l(y',z') ssi (y<y') ou (y=y' et &'). 
C'est  cet  ordre  que  nous  appellerons  lexicographique.  Il  peut  se  généraliser  au  produit  d'un 
nombre fini d'ensembles finis totalement  ordonnés.  Ainsi  ExFxG  peut être muni de cet ordre si on 
le considère  comme Ex(FxG). On a  alors t(ExFxG)=(t(E),t(Fx(G))=(t(E),t(F),t(G)); de même 
q(ExFxc)=(s(E),s(F),s(c)), et S(~ZY,~)=(~,S(Y,Z))=(X,Y,S(~)) 
si z#c~(G), =hsO,t(G)) si  z=q(G), et YMF), =(s(x),t(F),t(G)) si x%Q et Y = q(F) 
et z==(G). De  plus  (x,y,z)  5(x', y', z') ssi (x<x' ou x=x'  et  (y,z)S(y',z')). 
On  remarque  que  l'ordre  lexicographique sur FxG revientà écrire 

u(FI 
FxG = -x {y> x G soit FxG= {t(F)}xG + {s(t(F)))xG +...+ {q(F)}xG. 

Y=t(F) 

ou le  signe "+" exprime  la  concaténation  des  ensembles  totalement  ordonnés {y)xG considérés 
comme  des  suites. 
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2.4.2 Ordre de Grav sur les Fi 
Ici encore  on le définit par récurrence sur les Fi. Sur Fn=En c'est  l'ordre de En et donc Tn*,,, 
Q,-e, ; puis, pour i décroissant  de  n-1 à 1,  on a Fi=EixFi+,, Ti=(ti,Ti+,), et  la fonction  suivante de 
Fi est telle que pour tout (x,y) de EixFi+,,  s(xi,y)  vaut  (x,,s(y)) si T(xi) est pair et 
Y<Q,+,,  (s(xi),Qi+,) si r(xi) est pair et rQ i+] ,  (xi,s-l(y)) si dxi) est impair et 
(s(xi),Ti+,) si r(w) est impair et YTi+l, à condition  que Xi<@. 
11 en  résulte que Qi=(qi,Ti,) si 1 Ei 1 est pair, et que  Qi=(qi,Qi+,) si 1 Ei 1 est impair. 

Enfin la suite des  éléments  de Fi peut  s'écrire  symboliquement I;; = {xi} x F,!?)' 91 

x, =r, 

2.5 Proiections,  extensions 
Toute partie  non  vide J = {ij  ....., k} de l'ensemble de 1 des indices, est supposée  telle  que 
i<j< ... <k. On dit que J est un intervalle de 1 si ses éléments  sont  des  entiers  consécutifs. 
On note EFE~ x Ej x ... x EL,  on a donc  El = El x E2 x ... x En,  et  pour  tout x=(xI,% ,... x,,) de E,, 
on  note xI = (xi,xj, ...,,> laprojection de X=XI sur EJ. 
Inversement  pour tout élèment fixé a, de E,, on appelle  extension  de aJ et on note  Ext(a,), 
l'ensemble des élèments  x  de  E,  qui ont a, pour  projection sur E,. On a donc : 
Ext(aJ) = {x E E  tel que xI=a,). 
A titre d'exemple, pour n=7 et J={2,6,7}, on a aJ={a2,ag,a7} et Ext(a,) est  l'ensemble  des 
élèments x=(x,,,+ ...,x,) de El x E, x. ..x E, tels  que x;=% et x6=a, et %=a,. Autrement  dit, 
Ext(aI) est la reponse à la question ou requête  partiellement  définie : quel est l'ensemble des x tels 
que xI = aJ ? 
Si on  désigne par K le  complément  de J par rapport à 1, et si on fait abstraction de tout ordre sur 
El,  on  peut écrire que Ext(aJ)={aJ} x EK . (1) 
Par contre si on veut  tenir  compte  de  l'ordre  défini sur E , il est nécessaire  d'avoir  une  approche 
plus  fine. Il existe en  effet  deux  suites  de  parties  de 1, (Ko,Kl,...Km) et (.Tl, ..., Jm), deux à deux 
disjointes,  non  vides, à l'exception  éventuellement  de K, et/ou Km, telles que J soit égale à la 
réunion  des Ji et K à celle  des Ki, et que K,, JI, KI,...Km-,, Jm,Km soient des intervalles  consécutifs 
de 1. 11 s'ensuit  que tout élément  de  EI peut  s'écrire  d'une  façon  unique sous la forme 
x=(xKO,XII,XK~,...,XK~.~,XJ~'XK~) et donc que 
Ext(a,)=%o x {a,,.} x E,, x...x x {aJm} x E,. (2) 
Suivant  l'ordre  qul est défini sur EL,  Ext(a,)  qui est un  sous-ensemble de E,, va être partitionné  en 
un ensemble  minimal  de  blocs.  C'est ce problème  que nous nous  proposons  d'étudier  pour  l'ordre 
lexicographique et pour l'ordre de Gray. 

3, ETUDE DU NOMBRE DE BLOCS EN ORDRE LEXICOGWHIOUE 
Tous les résultats relatifs à l'ordre  lexicographique  sont  fondés sur le résultat  suivant. 
Lemme 1 : en ordre lexicographique,  quels  que  soient les ensembles E, F, G, totalement 
ordonnés, finis, de  cardinalité 2 2. On a: 
a)GestunblocdeG; 
b) pour tout élément  b de F et tout bloc B  de  G, {b} x B est un  bloc  de F x G ; 
c) E x ({b} x G) peut être partitionné en 1 E 1 blocs. 
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Or pour chque k et chaque i, lQm,k,i 1 = CL;;' puisque?  ik étan€ égal i i, il faut choisir j ,  ,...jk-I 

parmi 1 ?....., i-1; et I w ~  = plJ' = p k  . DOÙ le 
Thknsrème 1 : 

1 .  

en ordre lexiconrzmhiaue, le nombre t o t a l  de  blocs de En relatifs aux extensions  de  toutes l e s  

remetes de la forme 'kl=al"~ avec 1 J 1 =k. est DQnpplk)= p k  . f k  

De plus,  le  nombre  moyen de blocs par extension est &,p,k)= D(n,p,k)/(pk C," ) 
puisque I ~~k I = 

i=n 

i=k 
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4. ETUDE DU NOMBRE DE  BLOCS EN ORDRE DE GRAY 

Avec l e s  mêmes  conventions  que précdemment, appelons C(4 k)  le  nombre total de  blocs 
relatifs, en ordre de  Gray, aux extensions  de tous les aI, tels  que fi 1 =k, et a, E L ~ .  Nous  allons 
commencer par établir  une  relation  de  récurrence  entre ces coefficients, puis nous  l'utiliserons 
pour l e s  calculer  explicitement. 

Lemme 2 : 
Les coefficients C(n,p,k) sont dans la relation 
C(n,p,k) = p(C(n-l,p,k) + C(n-l,p,k-1)) - (p-l)C:-l, pour p22 et O<k<n. 

Preuve : 
posons Q%,={J€ Q~ l j I = l J  et Q",,~={JE Q , ~  Ij,>l> 
Tout J de Qat est de la forme J={ l}uJ', avec J' =O2, ..&) E Qn-lk-l, et a, = (a,,a,) avec a, E L et 
a,. E EJ =L,. 
A tout bloc B de  Ext(a,)  correspond  un  bloc B' de Ext(a,) tel que B ={a,) x BIe , cette dernière 
suite valant B' ou E suivant  que a, est pair ou  impair. Par conséquent, c nb(uJ)= c P Cnb(u , ' )=pC(n- l , p ,k - l )  

% ~ L J  J'€Q.-I-I ~ J * € L J *  

Par contre si J E certains  blocs  peuvent se regrouper  pa:,contiguït& En  effet  ici Jc 
{2, ..., n} et  si a, est telle  que T,., E Ext(a,)  ou Q,, E Ext(a,) dans Ln = Lfz,",n,, alors, si l'élément 
a, de L est pair,  (a1,QJ  et  (s(a,),Qn-,) sont voisins dans L, = L , et SI a, est impair, ce sont 
(al,TnJ et (s(al),TnJ qui  le  sont. 
On est donc  ramené au problème;-quels  sont l e s  J et a, tels  que J E {2,.,.,n}, 1 JI =k, et que 

b) Q,,, E Ext(a,) dans le même enszpble ? 
Or, il est aisé de voir que Tn-, = O , et que Q,, = @-1).0n9 ou (p-1)n-l suivant  que  p est pair ou 
non. 

a) Tn.I Ext(aJ) dans L{2,",n) = ? 

a) Pour que Tn-, E Ext(a,), il est  nécessaire que l e s  k chifies de a, soient  égaux à O. Comme J est 
un sous-ensemble  de  {2, ..., n},  cela  peut se faire de C,kl manières  différentes. 
b) Si p est pair,  on  a Q,., = @-1).O . Si J = QI&,...&}, et  j,=2,  pour  que Q,, E Ext(a,),  il faut 
que = p-1, et que les  k-1 autres chiffres de a, soient  égaux à O. Cela  peut se faire de 
facons différentes. Si jl>2, il faut que l e s  k chifFres  de a, soient  égaux à O : ce qui peut se faire de 
Cn"-, façons  différentes.  Donc  le  nombre total de ar tels  que 14 = k et que 

n-2 

Q,., E Ext(aI)  est CtIi + C,"-, = ci-, 
Si p est impair,  on a Q,, = (p-lr' ; pour  que Q,, E Ext(a,),  il est nécessaire  que l e s  k chifies de 
a, soient égaux à p-1, ce  qui  peut se faire de Ci-_, manières  différentes. 

Appelons U = ( a , l J ~ { 2 ,  ....., n}et IA=ke t  CI, ELJet  q-, ~Ert(a,)]  

et ~ = { a ,   JE(^ ,......., n}et IJ I=ket  a, s L , e t  Q-, ~ ~ x t ( a , ) ]  
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Preuve : 
Elle se fait par rkcumence sur n, p étant fixé, en  utilisant la relation &ablie dans le i e m e .  En 
effet, la proprikti est m i e  pour n = 1. Supposons  qu'elle le soit jusqu'à n-1, et poue tout BE 
csmppis  entre O et n- 1. On a donc : 
0 2  - 1, g, k )  = c:-' + (p"-' - 1). Cf:; C(n - 1,p, li - 1) = c,"-;' + (p"-' - 1). c,"_;" 
C(n, p ,  R )  = p .  (C,-, + (2;:; + (p"-' - 1). (ci:; + c,:;)) - ( p  - l).C,"_, 

=p(C,k +(p"-'-1).C,k;l)-(p--1).C,-, 
= C: + (p" - 1).c;;' + ( p  - l).(C,k -cn"-;' - @,-,) 
=c," + (p" - l).C,"_;' 

d'ou, du fait de la relation de rkumence, 

5.1 Economie absolue 
Soit A = D(nm,p,ls) - C(n,plk), l'kcononrpie globale qui résulte de  l'utilisation  des cdes de Gray au 
lieu des d e s  lexicographiques. On voir que : 

i=k 

ce qui  prouve  que & O, puisque p 2 2. 
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5.2 Economie  relative 
Soit &p,k)=  @(n,p,k) - &,p,k)) / Q(n,p,k),  l'économie relative en  nombre  moyen  de  blocs  qui 
h u l e  de l'utilisation  des codes de Gray au lieu des codes lexicographiques.  Intéressons-nous à 
son comportement  pour  les  grandes  valeurs de n.  On a : 

C(n,p,  k) = pnC.:,' ( 1  + 7) = PT:;' d'où n - k  
kP 

A = p"-ICk-l + pn-*Ck-l+... 
n-2 n-3 

= pn-lCk-' ( 1  + -- 1 n - k - 1  1 ( n - k - l ) ( n - k - 2 )  
p n - 2  + j T  (n - 2)(n - 3 )  n-2 +. * .) 

de plus ona 

DFsp*-"k-~(l+-- n-2 1 n - k - 1  1 (n -k - l ) (n -k -2 )  
p n - 2  +T (n - 2)(n - 3 )  

+. . . ). 

Les deux développements  entre  parenthèses,  ci-dessus,  convergent  d'autant plus vite que  p est 
plus  grand.  On a donc,  quand n tend  vers  l'infini, - -  

l n - k  1 h - k - 1   ( n - k )  1 n - k  
p n - 1  p n - 2  (n-1) p n-1 p(n- l ) (n-2)  

A M - -  
k - 1  - (l+-(--- +...).=--( 1 -  +...) 

1 n - k  
p n-1 

- A=-- . D'où le 

Thbrème 3 : 
Asymptotiquement  en  n, le gain relatif moyen de nombres  de blocs qu'on réalise en recourant aux 
codes de Gray plutôt  qu'aux codes lexicographiques,  pour des  requêtes  dont  k  des  n  valeurs  sont 

fixées est 4 = --. 1 n - k  
p n-1 

Commentaires : 
a) Les résultats que nous  avons  obtenus  généralisent  ceux  de  Faloutsos ; a posteriori  on se rend 
compte  que  pour  passer  des  résultats  relatifs à p = 2 aux résuitats relatifs à un entier  p 2 2, il 
suffit de  remplacer 2 par p dans les  formules  de  Faloutsos. 

b)  Pour  p  fixé,  on  constate  que I'hnomie est d'autant  pins  faible  que l e s  questions sont bien 
précisées,  c'est-à-dire  que k est  grand. 

c)  Pour  p  fixé,  lorsque n tend vers  l'infini,  il  semble  plus  judicieux  de  voir ce qui se passe quand k 
tend  vers l'infini plutôt  que  quand  k est fixé. Si n et k  tendent  simultanément  vers l'infini en 
restant dans le  rapport  k/n = T, on  voit  que A = (1 - T), où T est le pourcentage  de  valeurs 

fixées dans une  question. 
P 

d) Au vu du Thwrème 3, quand  n et k sont fixés, le gain  relatif  moyen A est fonction 
décroissante  de  p. On peut se demander si ce résultat  négatif  n'est  pas  dû  au fait qu'on ne tient 
pas compte de la masse  m  d'informations à traiter. Si on se place en base 2, pour  exprimer toute 
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On voit donc que le hit de m u r i e  .& la consemation des m s e s  d'imfoetmations ne e h g e  rien au 
mppoet de 4 B A '. Le résultat est le &me : a (m,p,k) est fonction d6ceoissmte de p. En 
com&uence, pour cg:  problème tout au moins, il est inutile de se placee dans une algèbre 
multivalub, et le mieux est de rester en alg&re  binaire. 

B. CONCLUSION 
Tous les résultats de Faloutsos peuvent se généraliser à des algkbres multivaluées. Il suffit d'y 
remplacer 2 par p. Cependant, cette  généralisation est infructueuse dans la mesure où le gain 
relatif r&ultmt de l'emploi des codes de Gray à la place des codes lexicogeaphiques d&roit 
quand p augmente. 
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