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R 6 s u d  - Dans  ce papier, nous  nous intéressons au problème  de  réduction (ou simplification) 
des expressions booléennes.  Nous présentons une approche différente  des approches connues, 
telles que celles  de  Karnaugh et Quine-Mc Clusky. L‘expression est modélisée sous la forme 
de  chenlins  d’expression  comprenant des termes ascendants et descendants. La simplification 
consiste B trouver les  ascendants irréductibles. 

Abstract - This paper presents  a  new approach for representing  and  simplifylng boolean 
expressions. This method  is  different from those of Karnaugh maps or Quine-Mc Cluskey‘s 1 

method. Expression is  modelled  with expression paths comprising  ascendant and descendant 
tenns. The purpose of the simplification is to find the non-reductible terms. 
Keywords : boolenn expression, reduciion, expression pal‘h,  expression grnph. 

Introduction 
La simplification des  expressions  booléennes est principalement  réalisée par l’utilisation de 
trois méthodes  principales. la méthode algébrique (utilisation des thkorèmes  de l’algèbre de 
Boole),  celle des tableaux de Karnaugh (méthode graphique) et celle  de  Quine-Mc Cluskey. 
La première  demande  beaucoup d’intuition et d’expérience: la seconde est gknéralement 
utilisée  facilement jusqu’i cinq  variables: la troisième peut se progranuner et permet de traiter 
des fonctions complexes. D’autres  méthodes,  moins  connues,  peuvent être citées,  comme celle 
de Quine appelée méthode  des consensus [QUI-521, celle  de  Nelson  appelée double duale 
pEL-541, ou de Tison [TIS-651. Ce papier présente une  nouvelle  méthode  basée sur deux 
opérations? absorption (regroupement ou union) et division  (éclatement), et une technique de 
réduction  de  chemins  d’expression. 

Dhfinitions et r&glcs 
Avant  de dttailler la méthode  de représentation et de  simplification, nous allons dormer 
quelques  dkfinitions  et  règles  de simplification. Nous montrons  ensuite le principe de la 
méthode  puis présentons des  exemples d’applications. 
Une fonction canonique peut  être représentée selon  divers modes (diagramme de Veitch, 
tableau  de Karnaugh, diagranunes d’Euler  Venn . , .). 
Dans la méthode  que nous présentons,  l’expression doit être de forme canonique disjonctive. 
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E = (ni ) Forme  cononigue disjonctive 
i=l 

où ni est le i-ème produit de l’expression.  Exemple : E = abc + Zb + bEd 
Rappelons  qu’en faisant usage des lois  de  l’algèbre de Boole, il est Edcile de mettre en 
évidence  I’équivalence des deux formes canoniques, disjonctive et conjonctive. 

Définition 1 : ascendant et descendant 
Soit a un  minterme quelconque de l’expression et x une variable donnée. Les deux mintermes 
a x  et a?? sont appelés descendants de a par rapport à x et a est appelé ascendant. Les termes 
a x  et a% sont générés par simple division  de ce sur x. 
Exemples : abc est l’ascendant de abcd et abc’;l, 

ab  est l’ascendant  de abc et abc, 
abcd et a b d  sont les  deux  descendants de abc. 

Le regroupement des termes abcd et  abcx sur la variable d  donne abc. 
La division du terme ab  sur  la variable c (ablc) donne abc  et abc. Les opkrations  division et 
regroupement sur la même variable sont mutuellement réciproques. 
La  représentation graphique donne : 

(a) (b) 

a b d  abcd abc2 abce abcd abcè 

Fig. 1- ascendant et descendant 

La  division abc/d donne abcd  et abci (figl-a). On peut aussi représenter  différents 
descendants sur x du même ascendant (figl-b). 
Propriétés 
L‘ascendant de tous les ascendants est égal à 1. 

Définition 2 : réseau  booléen ou graphe d’expression 
Une expression booléenne (de forme canonique  disjonctive)  peut être représentée par un 
graphe appelé réseau booléen ou graphe d‘expression où les sommets  représentent  les  termes 
de  l’expression  etfou  leurs ascendants et descendants et les arcs orientés  représentent  les 
relations ascendant-descendant. 
Exemple:  l’expression E = ab + bc +abc + Zbc (1) est représentée par le graphe 
d’expression suivant : 

ab bc 

abc abë 
Fig. 2 - réseau booken QU graphe  d’expression 
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On remarque sur la figure 2 la présence du terne  abE. Il peut faire partie du graphe 
d’expression,  il ne change rien à la valeur  de l’expression puisqu’il est descendant de ab, au 
même titre que abc. 
La simplification d’une  expression  consiste à dëtecter et éliminer  les  termes  redondants. Nous 
allons progressivement définir les  règles de  rëduction. 

De la définition 1, nous déduisons  une  première  règle appelée règle  d’absorption. 
Règle 1 : Absorption (regroupement) 
Toute expression de la forme Ax + AF ou A+Ax peut être réduite en A; 
On dit que A absorbe Ax + Ar ou A +Ax. 

Dans la figure 2, bc absorbe abc et Zbc, par regroupement sur a. Il reste  donc  les  termes ab et 
bc.  L’expression E (1) est réduite à ab + bc. 

Règle 2 : Consensus 
Toute expression de la forme 05 + f i  + mp peut être réduite en aZ + 
est appelé consensus [QWI-52], [TIS-641. 
Représentons l’expression ab 4 bc + ac par son graphe d’expression, en y incluant  les 
termes descendants a k ,  a& abc et  âbc. 

Fig. 3 - Réseau de ag f bc + ac 

Les descendants de ac, c’est-&dire abc et abc sont contenus respectivement dans abet bc. 
donc  le terme ac est redondant. Il est appelé consensus. 

Règle 3 : 
Toute espression de la forme Ax f A peut être réduite en A. 
Dénlonstration : 
A contient Ax f AT> donc  A + AY est contenue dans A. Ax + A = A (Ax est redondant). 

A 
ha------& 

Définition 3 : Chemin  d‘expression 
Une expression peut être représentée par un  ou plusieurs chemins  d’expression.  Le  chemin 
d’expression est l’ensemble  des arcs qui  relient  les termes de l’expression ayant une  relation 
ascendant-descendant entre eux,  mais aussi les ternles descendants et ascendants engendrës, 
s’il  en existe. 
Une expression peut avoir plusieurs  chemins d’expression. Exemple ab+cd. 
Le  chemin d’expression  est  souvent mis  en évidence grâce a la division ou le regroupement  de 
certains termes. . 
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Dans la figure 3, le  chemin 8expression de di + bc + ac est constihé des arcs (I), (21, (3) et 
(4). Il est m i s  en  bvidence par Ia division  des termes &, bc  et ac. 

Principe de simplifiication 
Pour chaque  chemin d’expression construit, la simplification consiste h appliquer les  règles  de 
réduction. A chaque étape de simplification,  le  chemin  d’expression est réduit pour ne 
contenir que les ascendants. La procédure de simplification est récursive. L’ascendant  peut 
être rkduit en descendant qui peut être a son tour réduit ou éliminé à l’étape suivante. 
Nous donnons ci-dessous deux  exemples pour montrer  en détails la méthode  de 
simplification. 

Exemple no 1 : soit l’expression El = 5b + ca  + abc -+ bEd 
Construction du graphe 

La construction  du graphe et la mise  en  évidence  du  chemin  d‘expression ont donni; naissance 
aux termes bc (fig.4-a,4-b) par division de 2I sur c .  Un chemin  d’expression est défini; il est 
possible donc de le réduire par regroupement. Les termes Zbc et %ibC sont regroupés dans 3.1 : 
le  terme abc est absorbé par bc. L’expression El devient El=% -I- bc+  ca + bEd . 

En (c), on construit un nouveau  chemin  d’expression; bc est divisé en bca et bal. le terme 
bcd est ainsi associé h bd avec le terme  bcd.  L’expression E l  devient El=% + bc -t ca + bd, 
par regroupement.  En (d), un autre chemin est explori: en procédant par division  de  bc, c’;i et 
bd. 

bc est un consensus (reglc n02). Il est donc 
éliminé. 11 reste dans l’expression  initiale les 
termes 3, ca  et bd 
Donc El = %+ccd+bd. 

En (e) nous montrons clairement l’existence du consensus. 
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Exemple no2 : rriduirc  E2 = ab + &c + Zc 
Construction du graphe 
En plaqmt les termes de E2, nous  ne trouvons pas de connexion (pas de  chemin). 
En (a), nous  engendrons donc les termes descendants par division. 

ab + abc, abc 
zc -+ a” 6 c  - 
bc + S c  ~ a& 

et le terme ascendant bc en (b) 

En (c),  nous obtenons, après absorption, E2 = ab + bc + Zc f bc. ac est up1 consensus. II est 
éliminé (d). Enfm, nous effectuons  un  regroupement de bc et bc . L’expression réduite  devient 
E2=ab+c. 

Dbtection du ou-exclusif 
Il est parfois utile de  représenter  une fonction par des portes ou-exclusif. Nous définissons 
donc  une  règle  qui  détecte le ou exclusif. 

Wigle 4 : Si deux ascendants x et y ont un descendant  commun xy, alors la somme  des  deux 
autres descendants xy + Zy peut Bre réduite en  x C3 y .  
Représentation graphique : 

X V 

Fig.5 - graphe dtr ou exclusif 
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Rksolution des théoremes  de De Morgan 
Nous montrons  enfin  comment les théorèmes  de  De Morgan sont résolus par cette mithode. - 

ab=?i+g 

a=& 
Nous dessinons le graphe. 

a 

b I; 
Le complément  de ab, donc ab est constitué de la somme des termes a6, Zb et &> donc 
ab = a6 + 5b + %=a + 6 par regroupement. 
- 

a a 

ab 

b 6 

Le  complément de a+b, c'est-à-dire  a + b est  représenté par 5. Donc a=%. ~ 

Pour la simplification systématique, nous proposons l'algorithme général suivant 
debut 

fin 

Conclusion 

répéter 
- construire le graphe d'expression (en plaçant les relations ascendant- 
descendant} à partir des termes de l'expression ou des termes engendrés par 
division ou regroupement 
- réduire les chemins  d'expression  en appliquant les règles  de  réduction 
jusqu'h (-13 chemin  d'expression) {expression irréductible) 

Une expression booléenne  peut être modélisée par un  ou plusieurs chemins  d'expression. Sa 
simplification consiste à réduire  ces  chemins  pour converger vers la solution où les termes 
restants ne  présentent aucune connexion entre eux. Le travail en cours consiste à implémenter 
les algorithmes de construction du graphe, de  recherche  de  chemin  et  de  réduction  des 
chemins d'expression. 
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