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Résumé

Le lambda calcul est P'outil théorique de base pour I'élude des langages de programmation et plus
précisément des langages de programmation fonctionnels. La substitution y joue un réle essentiel, c’est
pourguoi nous 'avons éludide et nous présentons un calenl dit de substitutions expliciles qui permet de
Pintégrer » l'intérieur du lambda calcul. De la, nous introduisons une machine abstraile, la machine &
triade qui sert de substral aux implantations du lambda caleul et done aux implantation des langages
fonctionnels.
Mots-clés : programmation fonctionnelle, lambda-calcul, types abstraits de données, machines abstraits,

Abstract

Lambda calculus is a theoretical tool for the study of programming languages, more spegifically of
functional programming languages. Substitution plays a main role there. Here we present a calculus
called explicit substitutions which allows us to include substitution into the lambda calculus. Therefore,
we introduce an abstract machine, the triad machine which is used to describe implementations of lambda
caleulus and implementation of functional languages.

Koy-words: [unctional programming, lambda-calculus, abstract data types, abstract machines.

1 La programmation fonctionnelle

Un langage fonctionnel est un langage de programmation ofi, au lieu de décrire des calculs, on décrit
directement les fonctions a caleuler. Plus précisément, I'objet de base de ces langages est la fonction: un
programme est une fonction et une telle fonction (on parle dans ce cas de fonctionnelle) peut prendre pour
parametre une fonction et rendre une fonction; on peut aussi considérer des fonctionnelles plus élaborées
qui prennent pour paramétres des fonctionnelles et rendent des fonctions ou des fonctionnelles, et ainsi de
suite, La prise en compte de fonctions d’ordre quelconque est un concept important de la programmation
fonctionnelle.

Le premier et longtemps le plus populaire des langages fonctionnels est LISP. Il tend & étre supplanté par
ML?! qui a sur lui 'avantage d’étre fortement typé, autrement dit de distinguer les fonctions et les objets selon
leur type et d’offrir au programmeur la facilité de construire des types de son choix & bases de records (types
sommes) et de produits cartésiens (types produits). (Cest une caractéristique fondamentale, car elle permet
d’éviter de trés nombreuses erreurs de programmation parmi les plus graves et les plus difficiles & mettre en
évidence, les fameuses erreurs de type. Ces propriétés font de ML un fantastique langage de prototypage trés
utilisé dans le milieu de la recherche et inaugure un style de programmation tout-a-fait intéressant. ML est
aussi un langage extrémement commode pour la déduction automatique et c’est ceb aspect qui nous intéresse
le plus.

1. Le nom ML provient de méta-langage, car & 'origine c’était le méta-langage d’un systéme de démonstration automatique.
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La programmation fonctionnelle a encore un autre avantage, c’est son aptitude & la parallélisation. En
effet, puisqu’on décrit les fonctions et non les calculs, l’ordinateur et son systéme ont une grande liberté pour
s’organiser et en particulier pour effectuer les calculs en paralléle. Pour cela, le chercheur doit proposer des
modeles de calculs qui permettent de comprendre cette parallélisation. L’un de ces modeles est le A-caleul.
Le A-calcul abstrait les principes de la programmation fonctionnelle et constitue son modséle théorique. 1l
offre un cadre mathématique pour parler de implantation des langages fonctionnels et des langages de
programmation en général. La substitution y joue un réle fondamental et dans les modeles classiques elle
est décrite & ’extérieur du calcul. Le calcul de substitutions expliciies que nous allons décrire internalise la
manipulations des substitutions.

Dans cet article, nous voudrions présenter le A-calcul en général, puis le calcul des substitutions explicites,
puis les machines abstraites pour implanter les langages fonctionnels.

2 Le lambda-calcul

Considérons la fonction trois qui prend en paramétre une fonction et rend la méme fonction appliquée
3 elle-méme trois fois. Par exemple, si on |'applique & la fonction f on obtient la fonction qui & = asso-
cie la fonction f(f(f(x))). Cette fonction (cette fonctionnelle) pourrait s’écrire en notation mathématique
habituelle :

= (2 = F(F(f(2))),

et en CAML?2 qui est un dialecte de ML, nous I'écririons:

let trois = function f —>(function x ~>f(f(f(x))))
que nous pouvons aussi écrire pour simplifier

let trois f = function x —>f(f(f(x)))
ou

let trois f x = f(f(f(x)))

ML ne fait aucune différence entre ces écritures et nous répond dans tous les cas

trois: ('a =>"a) =>'a =>'a = <fun>
ce qui veut dire qu’il accepte trois comme correcte et précise que {rois est une fonction qui prend une
fonction de ‘a vers 'a et rend une fonction de 'a vers ‘a. L’expression ("a —>'a) =>'a =>"a est le type de
trois. L'expression <fun> est la «valeurs de l'objet trois, mais comme ML ne sait pas imprimer la valeur
d’une fonction, il se contente d*écrire <fun>, en fait il ne sait imprimer que les valeurs des types de données
construits & partir des valeurs scalaires comme les réels, les entiers ou les chaines. CAML connait aussi la
fonction successeur sur les entiers succ: int ~>int. On peut a ’aide de irois et de suce définir une fonction

let plus__trois = trois succ
de type int =>int et trés naturellement plus_trois, qui applique succ trois fois, ajoute trois 2 un entier et
ainsi plus_trois § vaut 8.

Le lambda-calcul introduit par Alonzo Church {5, 1] en 1930 formalise le concept de fonction et propose
une abstraction de ce que nous venons de présenter. Son but est de fonder la logique sur le concept premier
de fonction. Dans le lambda-calcul, il n’y a plus que des fonctions. Il s’est révélé évidemment trés utile,
par la suite, pour formaliser les fondements de la programmation [L0] et concevoir de nouveaux langages
de programmation [11]. Le lambda-calcul utilise une notation plus compacte pour noter les fonctions; ainsi
il écrit la fonction trois sous la forme Af - Az - f(f(f(x))). De méme, la fonction identité notée | s’y écrit
Az - z. La fonction (on dit aussi souvent le combinateur dans ce cadre) K qui crée des fonctions constantes
est le lambda-terme Ac - (Az - ¢) ; si on 'applique & la constante k on obtient la fonction Az -k, c’est-a-dire la
fonction constante de valeur k. (Zest sur le lambda calcul que les chercheurs font leurs premiéres maquettes
de traducteurs de langages fonctionnels, car celui-ci rassemble toutes les caractéristiques de ces langages sans
la nécessité de prendre en compte les aspects annexes (fort utiles au demeurant) comme les structures de
données ou les entrées-sorties.

Le lambda-calcul manipule des fonctions et ainsi fournit deux constructions de base: I’application et
I’abstraction. L’ application combine un parameétre et une fonction pour définir un résultat retourné; elle se
note en juxtaposant la fonction, disons F au parametre, disons A, pour obtenir le terme F A. Ainsi on note

2. Pour une introduction didactique 3 CAML, nous renvoyons & I'excellent livre [16] et & son compagnon [17].
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trois | application de la fonction trois au paramétre |. Dans ce cas, | est vue comme une valeur fournie & une
fonction, mais puisque dans le lambda-calcul tout est fonction, il n'y a pas de différence entre les fonctions
et les valeurs, nous parlerons donc de lambda-termes ou plus simplement de termes. L abstraction crée un
terme qui représente une fonction et se note en préfixant le terme qui représente le corps de la fonction par
A suivi d’un nom de variable. Ainsi si M est un terme Az - M représente la fonction qui & z fait correspondre
le terme M. On abstrait le terme f(f(f(z)))} en le terme = dans Az - f{f(f(z))). La variable = dans Az - M est
dite lidz et le lambda qui la précéde est le lieur. Son nom n’a pas d'importence et elle peut-&tre renommée
(c-conversion). Si la variable z apparaft dans un terme sans y &tre lide, elle est dite libre. Abstraire un terme,
puis ’appliquer & un autre terme crée une expression qui est une forme complexe du résultat, pour pouvoir
utiliser la puissance du lambda-calcul il faut done simplifier ce type d’expression ; ainsi, (trois |) ne dit pas ce
que «vaut» cette expression, or nous savons qu’itérer trois fois I'identité donne I'identité. Plus précisément
on veut quune expression (Ax - M) N se simplifie en I'expression M[N/xz] ot [N/z] est le terme obtenu en
substituant toutes les occurrences libres de # dans M par N. La substitution pose cependant un probléme
car il faut veiller & ne pas lier des variables libres de N, il faut donc éviter ce que 'on appelle la capture
de variables. Dans la suite, nous allons proposer des mécanismes de substitutions qui évitent la capture et
restent néanmoins simples et efficaces.. Quoi qu'il en soit, on peut an niveau théorique éviter facilement les
captures dans la définition de la substitution [N/z] en renommant toutes les variables liées du terme M par
des variables nouvelles, & condition de supposer au départ que toutes le variables liées sont différentes. C’est
coiliteux, mais ¢a marche ! La régle
(Az - M) N — M[N/z]

s’appelle la régle 3, c’est le mécanisme de base du lambda-calcul. Un terme de la forme (Az - M) N s’appelle
un radical ou redez et un terme qui ne contient aucun radical est appelé une forme normale.

Avant de traiter quelques exemples, notons d’abord que toutes les fonctions du lambda-calenl sont mo-
nadiques c’est-2-dire qu’elles n’ont qu’un seul paramétre, ¢a n’est pas génant car le lambda-calcul manipule
des fonctions de fonctions et une fonction de type

axb—=>¢
peut-étre remplacée par une fonction de type
a=-—>b——>c¢,

on appelle cela la curryfication. D’autre part, le lambda-calcul utilise des conventions, ainsi nous ne noterons
plus le point «-# aprés la variable qui suit un A. De plus, pour éviter une avalanche de parentheses, on suppose
que les applications s’associent de la gauche vers la droite, ainsi M N P doit se voir comme M appliqué & N
et le résultat appliqué & P, autrement dit c’est une abréviation pour (M N) P. $i Pon veut appliquer plutéds
N & P on écrira explicitement les parentheses, ¢’est-a-dire M (N P).

Exemple 1 Cet exemple détaille la mise en forme normele du terme trois .

(Af Az f(f(f(=2)))) (Az 2)

trois |

= \e f(FU) De /4]

= Az (Ayy) ((Az 2)(Aw w) 7))
= Arglldz 2) ((Mw w) 2)/y]

= Az (Azz2) ((Aw w) z)

- Az w) 2)/2]

= A{(wuw)e

=+ Az uz/u)

= Arx = |
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(A A 0))) (A o)

UL”JD L

FiGg. 1 Les notations de Bourbaki pour (Af Az f(f(f(z)))) (Ax z)

3 Les indices de de Bruijn

On peut, pour différentes raisons, vouloir éliminer les variables liées. Bourbaki [4] cherchait, dans un souci
de fondation des mathématiques, & éliminer tout ce qui de prés ou de loin se rapportait & un nombre entier
naturel pour éviter d’utiliser des nombres avant de les définir et ainsi ne pas tomber dans un cercle vicieux.
Pour cela, il utilise des pointeurs comme illustrés dans la figure 1. De Bruijn [7] propose & la place d’utiliser
des indices qui associent & chaque variable le nombre de A que ’on traverse pour trouver son lieur. Ainsi en
utilisant des indices de de Bruijn le terme (Af Az f(F(f z))) (Ay y) e'éerit A(AL(L(1 0)))) (AD). En effet,
les variables f doivent croiser le A qui lie z pour trouver leur lieur (d’olt la notation L) alors que pour z et
pour y il n’y a pas de lieur & traverser (d’oi1 la notation 0).

Le terme Ak K & & = Ak((AeAz c) k k) qui se note A(A(AL)00) en indices de de Bruijn se F-réduit en
le terme Ak(Az k) k& qui se note A(A(1) 0) en indices de de Bruijn. On remarque deux choses. Primo que la
méme variable (ici &) peut &ire notée par des indices différents dans le méme terme suivant le contexte dans
lequel elle se trouve. Secundo, que les indices doivent étre décalés (on dit aussi renommés par analogie avec
les notations classiques du lambda-calcul) quand on fait une S-réduction.

L’introduction des indices de de Bruijn fait probablement perdre en lisibilité. En revanche, elle permet
une notation intrinséque et canonique des termes. Dans les implantations, elle ne nécessite pas de tables de
symbole pour retrouver le lieur d*une variable. Notons que dans [13], nous présentons une autre notation que
nous ne reprendrons. pas ici; elle a été introduite par de Bruijn sous le nom de niveeuz et rend les termes
canoniques aussi, tout en étant plus lisibles, car la méme variable est associée au méme entier dans tout le
sous-terme ol elle apparait. Dans ce cas, l’entier qui est associée & une variable est simplement le nizeeau ou
la profondeur de son lieur. Les indices semblent plus populaires que les niveaux aussi nous les adopterons
dans ce qui suit.

4 Le calcul de substitutions explicites Av
La description de la #-réduction par la regle
(Az - M) N — M[N/x]

présente I'inconvénient déja remarqué dés les années 1950 par Haskell Curry [6] de faire appel & une théorie
de la substitution qu’il appelle épithéorie et qui se situe «autour= de la théorie du lambda-calcul. Pour éviter
cet inconvénient, il avait introduit la logique combinatoire dont il reconnaissait le caractére peu intuitif si on
la compare au lambda-calcul. Les calculs de substitutions explicites répondent au souhait de Curry, car ils
visent & réintroduire dans la théorie du lambda-calcul la manipulation des substitutions et proposent ainsi
une théorie unique du lambda-calcul sans épithéorie, tout en gardant le cété intuitif du lambda-calcul que
n’a pas la logique combinatoire. Dans ce paragraphe, nous introduisons un calcul de substitutions explicites
trés simple: le calcul Av (prononcer lambde-upsilon) fondé sur les indices de de Bruijn [12]. Il est cependant
possible de fonder un calcul de substitutions explicites sur le lambda-caleul classique & variables nommeées,
comme I’ont montré Rose et Bloo [15].

La premiére chose & faire dans un calcul de substitutions explicites est d’avoir & sa disposition une
notation pour celles-ci. Traditionnellement, on utilise des crochets; ainsi, si I’'on veut affecter la substitution
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(B) (AM)N M[N/]
{App) (MN)[s] M{s]N[s]
(Lambda) (AM)[s) AMIR(s)])
(FVar) oM/

(RVar) n+ 1[M/]
(FVarLift) 0[(s)]
(RVarLift) n .+ 1[f}(s)]
(VarShift) nft]

[
—
—
==

BRI =

L I
=

+
—

F16. 2 Le systéme de réécriture dv

s au terme M, on crée le terme M[s] et 1'on dit que M[s] est une cléture. Dans ce contexte, la régle 8 s’écrit :
(AM) N — M[N/}

oit N/ est une substitution particulitre qui remplace (ici dans M) l'indice 0 par N et qui décrémente les autres
indices de M. Le comportement des substitutions de type / est décrit formellement par les régles de réécriture
(LVar) et (RVar) de la figure 2. Pour décrite complatement le comportement des substitutions, il faut savoir
les distribuer dans les applications et dans les abstractions. Pour distribuer une substitution s dans une
application, il suffit de I'appliquer & chacun de ses membres (régle (App)). Pour faire entrer une substitution
dans une abstraction, il faut la modifier (régle (Lambda)) ; pour cela, on lui applique un opérateur {} appelé
Lift3. i(s) est une substitution qui ne modifie pas I'indice 0, car quand s é&tait & ’extérieur de I'abstraction
s 0’y avait pas acces (régle FVarLift). En revanche, 1t(s) remplace I'indice n + L par le terme que s aurait
assigné & n, sachant que comme ce terme est dans un nouveau contexte, il faut lui incrémenter tous ses
indices (régle (RVarLift)). Cette incrémentation se fait par ['application d’une substitution appelée Shifi et
notée 1 dont le comportement, c’est-d-dire 'incrémentation des indices, est régi par la régle (VarShift).

Les régles de Av se partagent en deux sous-ensembles, la régle (B) qui élimine un radical en introduisant
une substitution et l'ensemble

v = {(App), (Lambda), (FVar), (RVar), (FVarLifT), (RvarLift), (VarShift)}
composé des régles qui éliminent les substitutions.

Exemple 2 La suite de véécriture qui suit illusire les indices de de Bruijn et le systéme Av. Il s’agit de la
réduction du terme trois I. Dans chaque étape de réécriture, le motif de la régle utilisée (ou de la premiére régle
quand il s’agit d'une suile de réécritures®) esl entouré. La suile de calculs comporte une seule application
de la régle (B) suivie d’une éliminaiion des substitutions. Cetie suile de régles simule donc une élape de
Heréduction. C'e calcul aurail pu élre continué jusqu't la forme normale AQ.

AMLLLOY) (0] = [ALLLONIA)/]
- MLLLONIC)A)D
2 AUMODN LA NI (AQ )
— MOOA NN/
- M OO (LI AL/ AR/

3. La traduction frangaisc pourrait en étre «ascenscur», mais il est douteus qu'elle fasse école.

4, Unc suite non vide de réécritures cst notée -i) tandis qu'une suite éventucllement vide de rééeritures est notée 5 ou
» . La premitre notation est dans la tradition de la réécriture ou du calcul de relations tandis que la scconde est dans
la tradition du lambda-caleul. Le passage & lo forme normale sec note —»1 .
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Av (Term, Substitution) : trait
includes v

asserts Va, b: Term
(Aa)b — afb/] %B

F1a. 3 - Le trait Av

introduces

asserts

v (Term, Substitution) : trait
includes A, Nat

t 1 — Substitution

] :Term, Substitution - Term
-/ :Term — Substitution

(=) : Substitution — Substitution

Ya,b: Term, s: Substitution, n: Nat

(a 8)[s] —+ afs} b[s] % app
(’\a)[s] acd A(a[ﬂ(s)]) % Lambda
..1_[a/ ] -+ a % Fvar
ntifaf] =+ = % Rvar
[ (s)] -+ 1 % FvacLift
a1 ()] = nfs{t] % RVarLift
n{t] - n+l % VarShift

<)

<] el <

Ficg.4 Le traitv

MO PILIAQ/NILIN DN/
A (LT LA T KO (A)/)N)

A ((A0) (AR AM(AD) )] M)

AAD((AD)((A0)(0))))

5 Le lambda calcul comme un type abstrait de données

L’un des aspects qui rend ’approche du

lambda-calcul par les substitutions explicites attrayant est le

fait que c’est un calcul du premier ordre, ¢’est-a-dire qu’il n’y a pas de variables de type fonction, et que par

includes

20)

asserts

A (Term,

introduces

Term generated by _ _, A(_),

Nat): trait
Nat

: Term,Term — Term
:Term — Term
:Nat = Term

Fi¢. 5 Letrait A
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((AM) N)[s]

App B

(AM)[S] N{s] M/t
Lambda

AM[fi(=)]) N[e]

B

MN(s)][N{s]/]
F1G. 6 - Le lemme de subsiituiion comme paire criligue

conséquent on peut facilement le décrire comme un type abstrait de données. Nous avons choisi le langage
partagé de LarcH (Shared Language ou LSL) [8]. Son trait ® principal Av (figure 3) définit la régle (B) tandis
que le trait v (figure 4) déerit le caleul de substitutions proprement dit et le trait A (figure 5) anquel il fait
appel décrit les termes du lambda-caleul.

6 Quelques propriétés du calcul \v

Ce paragraphe décrit quelques propriétés intéressantes de Av et d'v, dont on pourra trouver les démons-
trations dans [2]. Le systéme de réécriture v termine, c’est-a-dire qu’il n’admet pas de réécriture infinie, dans
la terminologie du lambda-calcul on dit aussi que le systeme est foriement normalisable. D’autre part, le
systéme v n'edmet pas de superposition, ¢’est-a-dire qu'il n’y a pas de terme que Pon puisse réécrire & la
méme position de deux fagons différentes. Il est aussi linéaire ¢ gauche c’est-a-dire que ses membres gauches
ne contiennent que des termes linéaires autrement dit que des termes qui ne possédent qu’une occurrence de
chaque variables. L'absence de superposition et la linéarité & gauche s'appelle I’orthogonalité. Enfin tous les
motifs sont couwerts, en effet, si I'on regarde bien toutes les configurations de cléture peuvent-étre réécrites;
par exemple la configuration M[s][{] peut-&tre réécrite, car on peut admettre que le terme M{s] qui est plus
simple peut-2tre réécrit. La terminaison, I'orthogonalité et la couverture sont trois propriétés intéressantes,
car elles assurent que I’on peut toujours éliminer complétement les substitutions sans avoir & utiliser une stra-
tégie spécifique. Aucune stratégie ne bouclera, ni ne bloquera sur un terme irréductible. L'orthogonalité [9)]
nous permet méme d’envisager des techniques relativement efficaces.

Le gysttme Av ne termine pas, car il contient le lambda-calcul qui ne termine pas. En effet, on sait
que le terme Q = (Mz zz) (Az zz), en indices de de Bruijn A(Q 0) A(0 0), se 8 réduit en lui-méme®. De
plus (B) et (App) se superposent et admettent ce que l'on appelle une paire critique c’est-a-dire une paire
de termes { M[N/][s], M[N(s)][N[s]/] ) issus par réduction du méme terme, ici ((AM) N)[s] (voir figure 6).
Les termes M{N/][s] et M[{}(s)][N[s]/] ne peuvent pas étre réduits & la méme forme normale et I'égalité
MIN/I[s] = M{{r(s)][N[s]/] ne peut pas &tre prouvée comme une égalité de la théorie Av. Cependant cette
égalité peut-étre prouvée par récurrence pour tous les termes de A et méme tous les termes sans variables
(termes clos) contenant des cldtures. On I’appelle souvent le lemme de substitulions, car elle correspond &
un lemme fondamental du lambda-calcul classique qui indique comment on intervertit des substitutions. Il
est intéressant de noter que ce lemme a une origine tout-a-faire naturelle du point de vue de la réécriture.

Comme conséquence du lemme de substitution on prouve un lemme de projection qui affirme que st

5. Un trait est un concept de LSL. C’est en fait un regroup d'axiomes ] on donne un nom.

6. Le lecteur curieux remarquera qu'on ne peut pas faire correspondre & § un programme CAML, car il faudrait que « dans
{Ar xx) soit & la fois unc fonction de type @' =>b' ct un objet de type a'. En fait, un théoréme fondamental du lambda-calcul
dit ¢quc les termes typables sont fortement normalisables. Dans les lang de progr ion comme CAML, on ajoute aussi
des définitions récursives qui ne font plus partic du lambda caleul classique (construction let rec), qui pcuvent mcttre en danger
la terminaison, mais qui rendent CAML trés puissant.
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M—=N alors la projection de M par v se G-réduit vers la projection de N par v:
M—p—N
v ‘v

y X
v(M) s v(N)

De la on déduit la confluence du calcul Av sur les termes contenant des clétures (termes clos) & partir du

schéma suivant:
M
* v -
Av ¥ A
N M’ P

* * v
v, F 8 Ay
Nl Pl

v

Nous avons vu que certains termes comme {2 ne sont pas fortement S-normalisables, c’est-a-dire qu'ils
peuvent donner lieu & une suite infinie de S-réductions, mais on peut se demander si un terme fortement
B-normalisable est aussi foriement Av-normalisable. La réponse est oui [2], mais elle n’est pas si évidente
car il existe des caleuls de substitutions explicites qui ne satisfont pas cette propriété [14]. On dit que Av
préserve la normalisation forte (propriété PSN).

7 La machine a triades

Nous venons de voir la réduction en forme normale qui peut-étre réalisée par le calcul de substitutions
explicites Av. Cette forme normale est appelée forme normale forte en lambda caleul, car il existe une forme
normale faible qui correspond plus & l'évaluation (donc au calcul) dans les langages de programmation
fonctionnelle. La normalisation qui I’obtient s’interdit d’appliquer la régle (B) si elle apparatt sous un A.

Les calculs de substitutions explicites offrent une large palette de stratégies de réduction & la forme
normale faible des termes du lambda-calcul ; mais alors se posent les questions de savoir dans quel ordre on
réduit les redex et comment on distribue les substitutions créées. La premitre question se pose en lambda
calcul pur, tandis que la deuxiéme est typiquement du ressort des calculs de substitutions explicites. Les
stratégies sont des réponses & des questions plus précises encore. Evalue-t-on le corps de la fonction ou le.
paramélre en premier? Tenle-on de réutiliser des normalisations effectuées auparavant en évitant de répéter
les calculs déja fails? Si I'on évalue le corps de la fonction en premier, on parle d’appel par nom, si on évalue
le parameétre en premier, on parle d’appel par valeur, si I'on évite de refaire une normalisation de sous-terme
déja faite, on parle d’appel par nécessité ou de siratégie paresseuse.

Pour abstraire la description d*une maquette d’implantation du lambda calcul et de la stratégie qui lui
est associée on utilise une machine abstraite et plutdt que de décrire les différentes machines abstraites, nous
allons utiliser une machine trés générique que nous avons décrite dans [3], que nous avons appelée la machine
& iriades et qui peut-étre instanciée en diverses machines. La présentation de la machine & triades nous
donnera l’occasion de présenter diverses techniques d'implantation des langages fonctionnels et différentes
machines abstraites.

Dans la machine & triades il y a trois concepts fondamentaux : la mémoire ou tas, les transitions de la
machine (qui sont en fait ses instructions) et la siratégie qui dicte la fagon d'invoquer les transitions.

machine 2 triades

tas + transitions + stratégie
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s — &' € T si et seulement si:
a € Dom(s), et 'une des transitions suivantes peut-&re appliquée:

(M,e,bp) siz=ga

s(z)=<¢ (Nye,) sdaz=b , olt b =new(Dom(s))
3(x) autrement.

avec Dorn(s') = Dom(s) U {b}.

(APP): Si s{a) = (MN,e,p) alors

(LMDA): Si s(a) = (AM, &, b.p), alors 9’(2):{ g‘(‘zib""’) se=d

(VARS): Si s(a) = (n+ 1, b.e,p), alors &'(z) = { i%;;:’p) Zlufr:_m‘:nt.

(N,e'.p’+p) siz=a avec (N,e',p') = s(b)

. Q3 —_ 9 —_
(VARO): Si s(a) = (0, b.e, p), alors &'(z) = { 5(z) autrement.

ol + est la concaténation des listes.

F16. T Les iransitions

Nous allons décrire ces concepts dans l'ordre.

Le tas (Pest un ensemble de petites entités de mémoire appelées triades et constituées de trois composantes
le code, ’environnement et la pile. Chaque triade est repérée par une adresse. Le code est un terme avec
indices de de Bruijn. L'environnement et la pile sont des listes d’adresses. Intuitivement I'environnement
apa ..., contient en ap Padresse de la triade ol se trouve (& la place du code) le terme correspondant &
l'indice 0 du code courant, en a; l'adresse de la triade ol se trouve le terme correspondant & l'indice 1 et
ainsi de suite jusqu'a n. A un instant donné, on peut supposer que I’on évalue le corps d’une fonction qui
a p paramatres. La liste bo...b,_1 contient les adresses olt retrouver ces parametres que I'on suppose avoir
«~empilés. Le tas se trouve & un instant donné dans un état noté s; c’est une fonction qui & une adresse a
dans A fait correspondre une triade s(a). Un état donné ne contient que des triades dans un sous-ensemble
noté Dom(s) de P'espace d’adresses A ; Dom(s) est appelé le domaine de s.

Les transitions Elles décrivent les changements imposés au tas par le code qui se trouve dans une triade
donnée choisie par la stratégie. (es changements sont assez locaux, car ils n'affectent que la triade avec tout
au plus la création d’une nouvelle triade (figure 7). s — s’ est une modification du tas qui passe de I’état
s & I'état s'; cette modification est imposée par le contenu de la triade s{a).

La stratégie La stratégie dit sur quelle triade doit seffectuer la transition courante.

Charger un programme ou initialiser une machine avec un terme Af correspond & créer un état sy du tas
réduit & une seule triade localisée & ’adresse ay ; la triade so(ar) contient le code M, un environnement vide
et une pile vide.

8 Quelques stratégies

Nous allons examiner trois stratégies appelées respectivement appel par nom, appel par valeur et appel par
nécessilé ou siratégic paresseuse qui vont &tre illustrées par un exemple. Le lecteur qui désire une approche
plus rigoureuse est invité & se rapporter & [3]. Les trois stratégies sont illustrées sur la réduction du terme
(A00)T I, o1 I et le terme AQ qui apparaft dans les figures 8 et 9
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sar) = (M. 0, [)

s1(ar) = (A00,[], [e])
si(ay) = (150, 0)
s2(ar) = (00, [as], 0
S'z(al) = (II, []1 [l)

e S3(ar) = (0[], [aa]) = (M,], : = (A(00), ],
ssla) = (U100 e = 06005 §i§Zf§=§I§,u’,n”) ful
= sa(ar) = (11, [, [ma]) 2L su(ar) = (A(00), 1],
sa(w) = (IL.0,D) e Y
2 se(ar) = (A0, ], [az, ) s2(a2) = (L [L1D)
ss(a) = (11,11, [) 2 salar) = (A(00), [, [as])
s(an) = (L0 D) solm) = 0, oz, [)
Sb salar) = (0,[as], ) sa() =(L0.0)
sslas) = (11, 11,0) 2 safar) = (A(00), 0 [s])
solas) = (1.0 0) oo
2 srlar) = (A0, [L[a) sale) = (1.0.0)
57(al)=(111nvu) u:_:;k c( )=(0 [ ]
s7(az) = (00,1, M) :5(: = (I, [Iaﬂ1 ?
sm es(ar) = (0.l ) sslaz) = (100
se(ar) = (11,0.0) e s6(ar) = (0, [ar], [
sala) = (A0, 0, 1) wezrry™
o sar) = (100 sola) = (10D
selay) = (11,0,1) 2 sofar) = (L[,
sofas) = (0,0, ) ws orlen) = ([l
B sular) = (00,0, ) ertm) = (L1 D)
swla) = (I1,0, 1) 2 selar) = (0, [a),
exalas) = (1 [ ) IR
swolas) = (1,1, 1) salaz) = (LI,D)
s sular) =(0,[as).) = selar)=(1,0.])
sula) = (I1,0.0) e = (LD
si(as) = (L0 solaz) = (1,0, )

suifas) = (L{,0)

Appel par valeur

o swla) = (1,0.0)
sia{ar) = (11, 0, []
Su(a:)=(lﬂﬂ
sia(ag) = (L, ])

Appel par nom

FiG. 8 Eraluation dans la machine & triades du terme (M) I par appel par nom et par appel par valeur.
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3(‘”) = (IW, ﬂ: []) ',:—:: 81 (a!) = (’\001 Dr [aID 2L

= o sglar) = (0,[ai), far))
. e =0L0D) sle) = (10,0
oo Salar) = (00, [aa], ) . sslaz) = (L0.0)
sa(a) = (IL[.0) = srar) = (1,,[a1))
o, = (0,]as), e sefar) = (4,0, 1)
e e 2o olas) = (1,0.0)
2 sa(ar) = (0, ad, 2L ss(ar) = (0,{], [)
o 2483 = EI- [nttll]azl](;l]) ss(ar) = (1,01, )
84((12 =(I,U, ) 58(02)=(I’U1U)
o ss(ar) = (0,[aa) [or]) = sofar) = (L,0,0)
sclen) = Drload i solar) = (L0,
ss(az) = (1,0,]) solaz) = (1,0, 0)

Fic. 9 — Evaluation dans la machine & triades du terme (\00)I I par appel par nécessité.

Appel par nom Dans cette stratégie les transitions se font toujours par examen de la triade & 1'adresse
ar. Les autres triades ne servent qu’d stocker des résultats intermédiaires.

Dans l'exemple, 'argument (I I) est calculé deux fois parce qu'il est instancié deux fois, le premier calcul
commence 2 ’état 84 et finit & sz et le second commence & sy et finit & 530,

Appel par valeur Dans le cas ot une transition APP s’effectue sur une adresse a, I’appel par valeur
transfere I’évaluation & la triade nouvellement créée jusqu’a ce que celle-ci atteigne sa forme normale, auquel
cas elle rend le contrdle & la triade qui s trouve en a. Bien sir, aucun transfert de contrdle n'a lieu =i le
paramétre est déja en forme normale.

L’exemple montre que l'évaluation de I'argument (II) suit immédiatement la création de sa triade.
Ensuite le calcul continue par I'évaluation du corps de la fonction.

Appel par nécessité ou stratégie paresseuse Au moment olt I'on a besoin du terme associé 3 un indice,
c’est-2-dire quand on veut appliquer la régle VARO, on évalue d’abord ce terme dans sa triade d’origine avant
de l'installer dans la triade appelante. Ce calcul resservira lors d’autres appels & la méme valeur. La stratégie
est dite «paresseuse: car elle évite de refaire des calculs inutilement.

L’évaluation de P’argument ([ I) est effectuée & la premiére instanciation et son résultat est naturellement
stocké dans la triade associde, c’est-a-dire & ’adresse a;. Pour la seconde instanciation, aucun calcul n'est
nécessaire.

Dans I'exemple le nombre de transitions pour ’appel par nécessité est le méme que pour I'appel par
valeur mais le chemin d’exécution est différent, puizsque la trace du calcul pour 'appel par nécessité est
ajaia$ tandis que la trace du calcul pour I'appel par valeur est ayadaj. Le nombre de pas de caleuls est plus
grand pour I’appel par nom. Il est possible de trouver des termes qui réclament plus de calcul pour I'appel
par valeur que pour I'appel par nécessité. Par exemple, I’évaluation de K I 2 ne termine pas dans le cas de
Fappel par valeur.

On peut démontrer que les régles sont correctes en montrant qu’elles simulent un calcul de substitutions
explicites. De méme, on peut prouver la correction des stratégies en les liant & des stratégies de réduction
dans des calculs de substitutions explicites.

9 Conclusion

Jet article présente un aspect des recherches efiectuées dans le projet EUREca du CRIN (CNRS) et
de VINRIA-Lorraine autour du théme des substitutions explicites. Ce théme d’informatique fondamentale
englobe & la fois des aspects théoriques (autour du lambda calcul) et des aspects pragmatiques autour
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de l'implantation des langages fonctionnels. Les recherches en cours portent notamment sur la résolution
d’équations en lambda calcul (unification d’ordre supérieur) et Pimplantation paralléle et distribuée des
langages fonctionnels par la définition des nouvelles stratégies sur la machine & triade.
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