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CZIUWOU,un 

SC: To ireluce the gap between syntm aad semantics of types, P new st9ie of 

specification “up to isomorphisms” of types is considered. In this style of speeification, built-in 

rewriting mies identify equivdent datas, Le. datas isomorphic in the structure of categories 

definhg the semantics of tlne lmguage. Prograns written “up ta isomorpl~isms” of types are more 

flexible  since they accept  any  data isomorphic to a data of the domain. This paper gives tk 

theoretical frmework wheee the  problem cm be correctly forwalised. 

I 
Le développement de langages fomtionnels types  (Standard ML [I l ,  CAML 121) et de 

langages de spécifications algébriques ( C L W  [3], PLUSS [4]) b g 0 s  sur des théories formelles 

de types permet d’envisager un style de programmation duls lequel le type d’un programme serait 

donne A isomorpkiismes de  types pr& L’inter& de programmer I isomorphismes de types prCs 
peut se faire ressentir lors de l’utilisation d’une Librairie de programmes. En effet, si les types  des 

programmes sont domnés h ismorphismes de types près, la manipulation de ces progratnraes est 

plus souple car l’adaptation systématique des interfaces des p r o g r m e s ,  pour ternir  pax exemple 

compt2 de l’ordre des arguments, serait kvitée. Dans [S, 6 ,  71, une autre motivation int&essante 

de la programmation B isomorphismes de types  pr& est tirée des Bases de Domdes. Ici, il s’agit 

d‘extraire une information, ou a defaut, toute  information  stimautiquement équivalente contenue 

daais la base. Pormellemennt, le problème es6 d’extraire des idormations & isomorphismes pres 

d u s  une Base  de Domées. 
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1. fj'rtb ', 2) : inr 2. f 'il&' : int -tint 3. f (2, 'ab 7 : inî 4. f 2 : stcing-inf 

avec 2 : int et 'ab' ; srring . Les exemples suivants montrent que tel n'est pas toujours le cas 

dans la pratique. 

Exemple 2.1 Dans un langage fonctionnel typé, nous prenons ici  le cas de CAML, si la 
fonction f est définie par la déclaration fun f(s,n)=length(s)+n; ; dans laquelle 
lengfh : srriog-+int est une fonction prkdéfinie qui donne la longueur d'une chaîne de caract&res, 

le type attribue a f par CAML est sîrrnguint-+inî. Mais ici, seules les expressions 1) et 2) sont 

correctement typées. Donc la semantique concrète donnee  par CAML au type striag"ïnt+inf 
contientuniquement les types string'inC-+int et sh-ing+int-+int . Cette sbmantique est donc 

plus restrictive que la sémantique  abstraite qui prend en compte les deux isomorphismes corn et 

cur alors que la sémantique conc6te de CAML ignore l'isomorphisme de commutativité corn. 

Exemple 2.2 Soit g une fonction  definie  dans CAML par la dedaration 
fun g ( n , m ) = 2 * n x m ; ;  de type int:*int-+int. Les types des arguments de g sont 

indistinguables; par conseuent, l'ordre des arguments est important dans l'evaluation de la 

fonction. En effet, une  prise en compte  de la commutativité corn change le sens  de la fonction car 
g(com(in,m))*g(n,m) . Mais, l'exemple 2.1 suggére que lorsque les types des arguments ne sont 

pas identiques, corn préserve le sens de la fonction; par consciquent, ne pas tenir compte de cet 

isomorphisme dans ce cas est une  restriction  sémantique. 

Ces deux exemples montrent que le probleme de la programmation A isomorphismes de 

types pres est de déterminer les isomorpl~ismes de types qui préservent le Sem des programmes. 

Ces isomorphismes seront dits canoniques (section 4.3.4). L'exemple 2.2 suggère que 
corn:A~Bt;.B.~4 seraitnon canonique  dans  certains cas. 

3 SPECIFICATION THEORIE DES TYPES 

3.1 Théaie des types ildépendants 
La théorie des types indépendants la plus  simple  utilise  uniquement les constructeurs x , + 

et --f (A-+B est  géneralement  note E A  ). Partant d'un certain nombre  de  types primitifs (inî. r d ,  

. . .), ces constructeurs permettent, grâce d des  règles d'inférence, de définir tous les types permis 

dans le langage: 
@intro) Arype BYFe (-+ intro)  type ntypr (+ lntro) Arype B type 

Axn rypr A-+ n rype A+ B 
Dans une telle thbrie, on peut interpréter certains types comme étant des formules de la 

logique intuitionniste [8]; les types primitifs sont les propositions de base et  les constructeurs de 
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types correspondent aux comecteurs logiques. Ici, X, + et 4 peuvent  s'intePpr&er comme etmt 

respectivement les connecteurs A ,  v et 3. Un type est donc assimilable à une  formule 

intuitionaiste; une preuve de cette formule est un élément du type qui peut Ctre assimilé h un 

pmgrmme. Des r&gles d'infkrence permettent de dbfiver ces programmes: 

ex: A] 

Une spécification n'ayant pas de solution est dite inconsistante. Dam une theorie  des 

types indkpendants, la plupart des spkeifications consistantes admettent plusieurs solutions 

sérnatltiquement  distinctes. 

BLe 3- 1 Considérons la spkcification iat ,wtring , les programmes sad et c m  d&fimis par: 

Ems snd(x:int,  y:string) = y ;; 

fum csta(x:int, y:string) = 'ab' ,; 
sont solutiom de cette spécification. Ainsi donc, une spkcification de la tkeorie ne détermine pas 

une solution paticuli~re. Pour que  cela soit le tas, il faut enrichir la théorie des types  pour 

augmenter son expressivité. 

3- 1.1 

Une façon d'enrichir la théorie des types indépendants  pour avoir des sp&cifications plus 

fines est d'introduire la notion de dépendance des types qui permet de construire des familles de 

types indexees par les déments d'un autre type [9 ,  103. La règle de formation des types 

dependants  est de la forme: 

qui se lit : 5&) est un type pour tout Clément x de A . Cette construction permet d'augmenter 

l'expressivité du  laulgage par rajout de quantificateurs au moyen des regles de formation de 

produits et réunions disjointes g&n&alisées: 

[x: A] [x: A] 
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définir une fonction dont le type du résultat dépend du type des arguments. D'autre part, les 

théories  de  types  dbpendants  offrent un cadre dans  lequel les spécifications, les programmes et  les 

relations d'implémentation peuvent être formalisées  de  manikre  uniforme. La notion de dérivation 

de  programmes a été étudiée  dans  diverses thbries de types [ I l ,  12, 131. Par contre, les divers 
aspects des Types de  Données Abstraits n'ont pas  encore été suffisament étudiés dans la thbrie 
des  types. Dans la section 3.1.3,  nous montrons uniquement  comment les types abstraits peuvent 

être spécifiés dan la théorie des types dépendants et @cice 51 ce lien, nous définissons, dans la 

section 4, une notion d' t?quiviilencr  canonique des types abstrait au moyen des sysMmes 

d'inférence de types. 

3.1.2 T p s  et P m p m ï t i m  

En prenant des  univers distincts TYPE et PROP pour les types et  les propositions, on 
peut avoir  une distinction conceptuelle entre les types  de  données manipulées par les programmes 

et les formules logiques exprimant les propriétés des programmes [14]. Les formules usuelles 
sont obtenues  par les notations suivantes dans lesquelles A+E est écrit pour Rx,4B(y) lorsque 

A et B sont  indépendants: 

vx.4fl4 =di &,4fl* 

fiLK =di VXPROPdY 

PVQ v.YPROP.(P+ .Y)+ (9-1 dY)+ 

3,'4.P(3 =di "LPROP.(V)x,4.(P(-+ .Y)>-, x 

FAQ V,YpRop.(F+ 9-t ~q+ 

-IF - -dl P-frLre 

Des regles de formation permettent d'extraire des  programmes 51 partir des preuves des 

formules. Une littérature abondante existe sur le sujet, on peut par exemple consulter [15, 161. 

Nous douons uniquement les rhgles de formation  asocikes  au  constructeur 2 qui nous permettra 

d'établir un lien entre les théories de types  dépendants et les  spécifications  algébriques. 

3.1.3 SpécXicdons de ~prpcs rbstrriP 
L'opérateur 2 permet  de spécifier des  types abstraits algébriques. Pour simplifier les 

notations, nous adoptons la convention  suivante: 
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et pour tout objet a de ce type .rifi@ est lai" composante de d . Lorsqu'il n' ya pas d'arnbiguite 

sur l'objet a , est tout simplement noté x i .  

=d &s(tltc - p i a ~ p  :S&UC-P~~W PROF 

Un objet de ce type est une paire (P, p)  où P est une .réalisation de la structure et p est une 
preuve que cette r6alisation vkrifie les axiomes; ln dkterminatition de la preuve p correspond a l a  

phase de validation d'une implematatioa. 

Cet exemple nous permet de dire que d m  la théorie des types dépendants, les types 
abstries peuvent dtre di.firris  comme ktmt les elkrnents du 2-type suivant: 

SPEC 1 
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4 EQWIVALENCE CANONIQUE 

Dans cette section, nous  montrons  comment les systémes d'inférence d'isomorphismes 

de types permettent de définir une équivalence canonique entre spécifications. L'équivalence 

canonique est la congruence  minimale qu'on peut definir entre  deux  specifications. Elle conerne la 

structuration des spécifications indépendamment  de la façon dont elles sont  construites. 

4- 1 S & m d q m c  
Eu général, les sémantiques  des théories de  types et des spécifications algébriques sont 

exprimées dans la théories des  catégories [4, 171 ou  plus généralement dans des institutions [le]. 
Mais, les objets d'une catégorie  sont toujours considérés A isomorphismes prés; Par conséquent, 

deux types (ou deux  spécifications)  isomorphes sont modélisés  par le même objet de la catégorie. 

Mais dans la plupart des languages de spécification, la skmantique est étmitement liée  au 

formalisme de representation syntaxique. C'est ainsi que  dans la plupart des langages, deux 

spécifications ayant des signatures différentes sont distinctes même si elles ont  le même 

comprtement (c'est & dire les mêmes  modéles).  Dans [19], une illustration de ce  probkme est 

donnée  pour le langage de sp6cification PLUSS dont la sémantique  est révisée pour tenir compte 

d'une opération purement syntaxique: le renommage des variables. Une question vient donc à 

1' esprit: 

Supposons que deux spécifications admettent les mêmes modèles dans une certaine 

structure de catégories, existe-t-il unmoyen de  detecter A priori que les deux spécifications 

sont isomorphes ? 

Comme  moyen de détection des  isomorphismes  de spécifications, nous  introduisons la notion de 

sptrm e d'int&rrnce d 'isomorphsm rs. 

4.2 Syst&nes d'imféremx d'Ssororpbismcs 

Dtfiïtiom 4.1 Un système d'inférence d'isomorphismes dans une structure de 

catégories CAT est une paire <A, R.> où : 
A est un ensemble filli de couples de morphismes (kA-2 B, t':&+A) tels que f;t' = idA et 

t ';r = idB. Le couple (4, t') est appelé isomorphisme  de  base  (ou axiome) et  est dénoté 

indifféremment par un  de ses membres en fonction du  sens prioritaire qu'on voudrait 

donner à l'isomorphisme  en  cas  de réécriture. 

R est  un  ensemble fini de règles d'inférences comprenant au moins les deux  regles suivantes: 
[SUBST] Régle d'instanciation : pour  toute  substitution O ,  on a : 

1- t:A+ B 

1- Y:A-t B) 
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[COhlP] R$g:le de composition: 
1- [ : A B  1- p : & @  

T(A) denote la classe des ~noddes de A d a  la structure de catkgories 
T et A 5 est écnt pour 1- A-, B et A 3 B est &rit pour "il existe t tel /-CA-+ B". 

R e m q u o m  que si A 3t B dors l'isomorphisme f est un couple de programmes qui permet 

d'implémenter A d m  B et r6ciprquement. 

el 

Un bon syystème d'isomo dans un domaine semantique C&T doit 

avoir les propriktbs suivantes : 
(a) Adkauat ion : H/- A 3 13 impli ue 

(b) Cohkreme: Bl- A -.'p B et /- A 2' 5 implique t = c' . Cette proprieté gwarltit que la 

relation : ese une kgalite: si 5 B alors il ya  uae façon unique d'implémenter A d m  

B ee rkcipcoquement en utilisant lm isomorphismes du systéme. 
T(A) = CXT{B). implique /- A 3 B . La complktude garantit que le 

système d'iomorphimes détermine tous les types &quivalents En génkral, oa peut se 

conte0eer d'une complétude faible sur un sous domaine 

ste un algorithme de decis 

dgorithme de dkcision construit les isomorphismes d m  les cas positifs. Remarquons 

qu'un sytème d'inférence d'isomorphismes est un système $uationnel dont la  

d6cidabilie6 peut bue &tudi& I l'aide des techniques standard de &e"riture [20]. 

et IF' deux systèmes d'isomorphismes daas T , dors  A +' B ssi 

eut très bien avoir Hl- r:A + 1% et 1- t':A + B avec c f  e' . Autement 

&terminent les memes classes d'&quuivalences mais peuvent definir des 

conversiom diffkrenees entre types 6qui'valersts. Par cow(?quent, UIP systeme d'isomorphismes est, 

un système de construction de morphismes d'implémentatiors antre types kquivdents.  Chaque 

système d'isomorphismes donne une sitmantique particuliere A l'tquivdence des types dams la 

m e m e  oa définir un tel système revient A fixer les conversions de  types considkrées comme étant 

canoniques, c'est a dire naturelles; tout autre isomorphisme ae pouvant Ctre construit par le 
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système est non canonique en ce sens qu’il ne respecte pas la sémantique donnée ii I’&pivalence 

par ce syst6me d’isomorphismes. D'ad la définition  suivante: 

DCfïütion 4.2 Soit H un systeme d’isomorphismes, deux types (ou sp6cifications) Sp et 
Sp’ sont canoniquement isomorphes (équivalents) dans JI si on a S‘ Sp’ . 

5 EXWPLE DE SYSTENE 

Nous considehm ici la structure des Cagories Cartésiennes  Closes (CCC) qui donne la 

sémantique de la plupart des théories de types  dépendants.  Dans Pl], une caractérisation des 

types isomorphes dans toutes les CCC est donnée: 

Fait 5.1 Deux types sont isomorphes dans  CCC ssi ils sont &pivalents dans la Logique 

Imitioniste Propositionelle (Il“) qui est la logique interne de la théorie des types indépendants. 

Un s y t h e  d’inférence d’isomorphismes  cohbrent,  complet et décidable établi dans [22] 

(partant de conidérations différentes) est le suivant: 

5.1 Les lriomes 
1. com(A, 3): A‘B ++ ExrA 5. cur(A, B, C) : t3 C& 
2. t#ss(A, B, C) : (XS‘E)XC H AY(BXC) 6. exp(A) : lA cf 1 

3.  idf(A) : AS1 H A 7. t wist(A, B, C) : (BXC,@ ++ BA,?” 

4. expl(A) : A1 ++ A a. id(A):A H A  

Les morphismes de conversion, assez evidents sont omis par souci de clarté. Dans ces 

axiomes, les types A , B et C sont syntaxiquement  distincts; c’est à dire que  l’axiome 2 par 
exemple ne doit pas être instancié en (AXA)x4 ++ AY(A...A). Cette constrainte syntaxique 

elhine des cas trivialement non canoniques  comme celui présenté a l’exemple 2.2 (qui se rèfère tt 

l’axiome 1). Dans un contexte oh les déclarations  de  noms sont admises, cette contrainte permet 

de définir une quivalence par nom. 

5.2 Les règles d’ïnfërence 

En plus  des règles SUEST et COMP , on a les deux  règles  suivantes: 

[PROD] 
u :A+ B v :  C+D 

uQV : A.” BXD 

[EXPI 
u :B+Av:  C-tD 

: CA+DB 
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imorphisme canonique erure (CM) &@)Sc et C-iL'.'CB*ye) ,YEAY@*yc). 

L'algorithme de  décidabilit@ de cette famille d'isomorphismes es6 amélioré d m  [6] pour 

des raisons d'efficacité de I'impl0mentaeion. Une extension de ce rkdta t  aux tkeories de  types 

dependants  est  abord& dans [23]. Dans [a4], la dktection des isomorphismes de spécifieaeiom 

modulaires est Bmdiiee dans une  catêgotie de  diagrammes finiment cocompl@te. Un systPme 

d'inference d'isomorphimes (dont les propriétés ne sont pas étudiées) est sous-jacente à la 

méthode d@velapp&e. 

D m  ce papier, aous avons kkbl i  un cadre théorique permettant d'étudier l'équiwlence 

des spécifications dan$ divers domaines skmantiques. Les systemas d'inférence d'isomorphismes 

permettent de dCfinir des &quivalences de rndere constructive. En effet, étant donné une librairie 

de spécifications de base (qui forme  une categode Co ) et un ensemble de directives 

d'assemblage (limites, coliraites, pullbacks, pushouts, etc ...) qui permettent de combiner  des 
spécifications de faqon modulaires, un systbme d'inférence d'isomorphismes permet de 

construise des morphismes de  conversion entre spCcificaeions Ccpivdentes A psxtir des 

isomorphismes entre specifications de base en ueilisant les rtgles d'infkrence du système qui 

doivent par consequent prkserver 1' quivalence (adéquation, cohérence et complétude). Plus 

g&nkralement, un systeme d'inférence de morphismes distingues (isomorphismes, 

momornorplsismes, etc .. .) permet  d'envisager  une construction de morphismes de réutilistion de 

sp&eificntiom (ou de programmes). 

Miner R.. A nronosd fer Spsuldapd ML . in: Proc. ACM S~m~os ium on Lisv amd 
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