
bstract: Wepresent B mdel of spcification cornposeel with a set of tirne Petri nets 
evolving in pardiel. We h v e  developed, in @OU,%], an a p p m h  to build the reachability 
graph for a time Petri net. We will complete and dapt this approach ts the mode1 presented 
hem 

Cela &tant,  GUS nous  int6mssons h l'analyse de systhes distribub. Dans notre cas, 
un sysBme dùstribd est dicrit au moyen d'une expression alg6brique compsQ de rc5seauw 
de Petri temporels et d'op6mburs parall&les synchrone et asynchrone.  L'expression 
aIpCbrique  indique les modes d'6volmtion pamIl&le des diffkrents prcsessus. Chaque &eau 
de Petri temporel (ou m&le de Merlin) repksente le comportement d'un processus du 
sys9ma. Cette composition pardIBle de r6seaux pm~t, h notre avis, de mieux rendre 
compte des di f fhnts  types de parall4isme du s y s t h e  et la synchronisation de ses 
coillp"nt8. 

Nous avons el&velop@, dans POU,%], une technique de construction du graphe 
d'atteignabilit6 p o u r  un r6swu da Petri temprel b v o l m t  en mode asynchrone. II s'agit, ici, 
d'&dm cette approche au cas d'un ensemble de &seaux de Petxi  temporels Cvoluant en 
pxall&le synchrone, asynchrone ou mixte. 

Nous c~mmenpns  par dkfinir le rnodMe propos6 puis nous  d8veloppns une 
approche  de construction de son graphe d'atteignabilitb. NOMS montrons, ensuite, une 
relation d'kquivalence sur les Qtats accessibles du modele qui p m e t  d'obtenir un graphe 
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fini si et seulement si le modèle est borné ou bien  si son modèle sous-jacent est borné. 
Enfin, nous terminons par un  exemple d'application. 

2 Système de réseaux de Petri  temporels 
2-1 R6seanx de Petri temporels 
DCfinitions 1: Réseau de Petri temporel et Marquage 

.Un réseau de Petri  temporel  marqu6 RT est un triplet (R,I,Mo) où 
R est un &seau de Petri  simple: <P,T,Pre,Posb 

P et T sont des ensembles finis de places et de transitions (PnT=pI) 
Pre  et Post sont  les fonctions d'incidence amère et avant: PxT --> N; 

I(t) = (tmin(t),tmax(t))  tmin(t) s tmax(t) 
tmin(t) et tmax(t) sont les délais minimum et maximum de tir de t: 

1 est une fonction délai: 1: T ----> Q+x (Q+U {a}), 

Mo est le marquage initial Mo : P -+N. 
.Le marquage d'un  réseau de Petri  temporel est une fonction notée M : P --->Ne 

Un modèle de Merlin est un  &eau de Petri étendu associant à chaque transition t 
un  intervalle de temps [tmin(t),  tmax(t)]. Si les maques nécessaires au tir d'une transition t 
sont disponibles à partir de l'instant z (t est sensibilisée à l'instant x), elle peut btre tirée à un 
instant  quelconque  de l'intervalle [z+tmin(t), x+tmax(t)], à condition  qu'elle reste 
continuellement sensibilide jusqu'au moment de son tir. Autrement dit, la transition t est 
maintenue sensibilisée au moins tmin(t) unités de temps et au plus tmax(t) unités de temps 
avant son franchissement. Dans le cas où la transition t est maintenue sensibilisée durant 
tmax(t) unids  de temps, elle est tirée imm6diatement sans aucun délai. 

Définitions 2: Transition sensibilisée et hansitions en conflit 
.Une transition t est sensibilisée pour un marquage  M ssi MzPre(.,t). 
.Soit s un ensemble de transitions sensibilisées pour un marquage M. 
Les transitions de s ne sont pas en conflit pour M ssi M 2 2 Pre(.,t). 

t E S  

DIfiiition 3: Etat du modèle 
Soit TS l'ensemble des transitions sensibilisées pour un marquage M. 
Un état du modble est un triplet e = (M,IS,z) où 

M est un  marquage; 
IS est une fonction: TS ---> Q+.U {a>; 

z est un  instant: z E Q+ U {a}. 
IS(t) est l'instant de senslblltsahon de t. 

Définition 4: Rbgle de tir à partir  d'un état 
.Une transition t  peut  2tre  tirée à partir  d'un état e =(M,IS,z) (ou encore e[[b>) ssi 

t E TS et (3 z' 2 t / IS(t)+tmin(t) 5 z'et V t' E TS,z' s IS(t')+tmax(t')). 
Autrement dit, t est sensibilisée pour M et il est possible de maintenir le marquage 
M et laisser progresser le temps durant (TI-2) unités de temps aftn de permettre à la 
transition  sensibilisée t d'atteindre son delai minimal (IS(t)+tmin(t)s~')  sans 
surpasser les  délais maximaux de toutes les  transitions  sensibilisées pour le 
marquage M (V t' E TS, z' stmax(t')+IS(t') ). 

.Si la transition t est franchissable à partir de I'état e=(M,IS,z), son tir, à l'instant z', 
produit  I'état e' = (M',IS',z') (noté e[[bx')  tel que 

M' = M - F%e(.,t) + Post(.,t) et 
V t'€TS',  IS'(t')=  si  t' est non nouvellement sensibilisée alors IS(t')  sinon 2'. 
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.Soit z0 l'instant initial, nous supposons qu'une séquence de tir  a été réalisée depuis 
l'instant  initial. Par convention, le groupe de transitions, noté gt+ est tiré à l'instant 
noté q, et le marquage obtenu est noté Mi (figure 1). 

Figure 1: évolution  d'un SRT 

Définitions 8: Groupe de transitions, groupe de transitions synchronisables 
.Un groupe de transitions est un sous-ensemble de T. 
.Un groupe de transitions synchronisables est un groupe tel que ses transitions sont 
sélectionnées des différents r+seaux de Petri temporels conformément à l'expression 
de comportement du modèle. 

Définition 9: Groupe sensibilisé 
.Un groupe de transitions t, est sensibilisé pour un marquage Mn-1 ssi toutes les 
transitions de gt, sont B la f ois sensibilisées pour Mn-1: Mn-1 2 2: Pre(.,t). 

t E  stn 

Soit  GTn-l l'ensemble des groupes,  sensibilisés  pour le marquage Mn-1, de 
transitions synchronisables. L'ensemble  GTn-1 peut se déduire des ensembles de transitions 
sensibilisées pour le marquage Mn-l et de l'expression de comportement de la manière 
suivante : 

Soit EC.g l'ensemble des  groupes,  sensibilisés pour Mn-1, de  transitions 
synchronisables conformément à l'expression EC. 
EC --> Rq { EC.g := { {t} / t E Ti n TSn-1 } 
Ec -> EC1 I I I EC2 { EC.g := EC1.g U EC2.9 } 
EC --> (ECI) { ECg := EC1.g }. 
EC --> EC1 I 1 EC2 { si (ECl.g=@ ou ECz.g=@) alors EC.g := EC1.g U EC2.g 

si gtl U gt2  ne sont pas en conflit pour Mn.1 
alors EC.g = EC.g U {gtl U gtz} 
sinon EC.g:= EC.g U { gtl,gtz} } 

sinon V gtl E ECl.g, V gt2 E EC2.g, 

Exemple: 
Soit l'expression de comportement ( RTl I I RT2) I I I (RT3 I 1 RT4). 
Supposons que pour le marquage Mn-l, les transitions sensibilisées dans les réseaux 
RTI, RT2,  RT3,  RT4 sont respectivement {tl,t2},  {t3,~4,t5}, {k} et {t7,ts} et que les 
transitions Gj et  t7 sont en conflit. L'ensemMe  GTn.1 est: 

{ {tl rt3). { t lh} ,  {tl,t5t5),  {t21t3},  {t2&},  {t2$5t5),  {t7)9 {k}, {krtS}}. 

Definition 10: Condition de tir d'un groupe de transitions synchronisables B partir d'un état 
Soit e,-l = (Mn.1JSn-1,tn-l) un état atteint suite au (n-1)ièrne tir, 
en-l[[gtn>> O (i) gtn E GTn-1 et 

(ii) 3 Tnan-1 / rnax{tmin(t)+IS,-l(t)) 5 t, s min{tmax(t)+lS,-l(t)} 
t ETSn- 1 
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t' ETS,-l 
T&(n,i) = min( T&-l(n-l,i), min {TE,,-1(j,i)-tmin(t)]) est le tir de sensibilisation de t) 

$7 i €[O,n-l], V j ElC4n-11 TE&) = min( TE,,.~(ij).T~(i,n)+TE,,(nj) ). 
' E g t ,  
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ThéorGme 1: 
ES(n) # 0 a (W j E[l,n], V t E g$, tmin(t) 5 TE$i,j) 
(i est le tir de sensibilisation de t). 

Théorème 2: 
Si  ES(n) f Q, don TEi,,(ij) et TE&,i) avec (O s i < j 5 n) sont respectivement le plus 
grand et le plus  petit  temps dans ES(n) entre les  tirs i et j. 

Preuves : les  preuves sont similaires à celles données dans [BOU,93]. 

Corollaire 1: condition simplifiée de tir d'un groupe au n-ième franchissement 
Supposons que les groupes gtl, gt2, ..., gtn-l ont été tirés, dans l'ordre, depuis I'état 
initial (ie. ES(n-1) 2: 0 ). 
Un groupe gtn peut être le (n)ième groupe tiré 
* (i) gtn E GTn-1 et 

(ii) V t Egtn,V t' ETSn-1, tmin(t) s trnax(t') + TE,,-l(i,j) 
Oii i et j sont les tirs de sensibilisation resp. de t et t'. 

Preave: 
Comme  ES(n-1) # 0, d'après le théorème 1, nous avons V j E [l,n-11, V t E gtj, 
tmin(t) s TE.(i,j). Par conséquent, ES(n) # 0 ssi (gtn E GTn-1) et (V t E gtn, 
tmin(t) 5 TI&(i,n)).  La relation (ii) est obtenue en remplaçant TE,,(i,n)  par  sa 
valeur. 

QED 

Nous avons  montré une condition  nécessaire et suffisante de franchissement 
simultané d'un groupe de transitions gtn au (n)ième tir qui dépend du marquage, des tirs de 
sensibilisation des transitions et des temps minimaux et maximaux entre les différents tirs 
de sensibilisation. Nous avons aussi montré que ces trois paramètres avant  le  tir  sont 
nécessaires et suffisants pour déterminer ceux obtenus suite à un tir. Nous pouvons donc 
définir l'ensemble des états atteignables suite au franchissement de la sCquence gtl, gt2, ..., 
gt,,-l par  un  triplet composé de ces paramètres. 

3-2 Ensembles d'itats équivalents 
DCfïnition 12: Ensemble d'états 

L'ensemble h-1, de tous les états atteignables suite aux tirs successifs des groupes 
gtl, gt2, ..., gtn-1 à partir de I'état initial, est un triplet (Mn-1,  $,-1, Tk-1) OÙ 

.Mn-l est le marquage obtenu au (n-1)ième  tir, 
eSn-1 : TSn-1 --> [O,n-11, 

Sn-l(t) est le tir de sensibilisation de t. 
.TE,,., : [O,n-1]2 --> Q U {m}, 

TE,,-l(i,j) et T&-I(j,i) indiquent les temps  minimal et 
maximal entre les tirsi et j. 

Notations 3: 
Soit l'ensemble  d'8tats  En- 1=( Mn- l$n- 1 ,%- 1). Nous définissons les fonctions Dn- 1, 
A,, et Bn  comme  suit: 
V (t',t) E TSn.12, posons S,-,(t)=i et S"-I(t')=j, 

W t E T ,  
Dn-l(t',t) = tmax(t')+min{TE,,-1(n-lj), T&-~(i,j)-tmin(t)}. 

A,(t) = si t E TSn.l alors min(0, min{Dn.l(t',t) / t'E TSn-1)) sinon - tmin(t) 
Bn(t) = si t E TSn.1 alors min{Dn-l(t,t')/ t'E gtn} sinon tmax(t). 
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3-3 Construction du  graphe  d'atteignabilitd 
Le graphe d'atteignabillté d'un système de kseaux de Petri temporels est un graphe 

dont l'ensemble des noeuds constituent tous les ensembles d'états accessibles et les arcs 
étiquetés représentent les séquences de groupes faisables à partir de I'état initial. Nous 
regroupons dans un même noeud du  graphe tous les ensembles d'états accessibles qui 
satisfont  la relation d'équivalence donnée en Théorème 3. Ces  ensembles d'états 
constituent une classe d'états et ont tous le même marquage et la même fonction D. Nous 
avons montré, dans la preuve du Théorème 3, que le marquage et  la  fonction D d'une 
classe d'états sont ndcessaires et suffisants pour calculer ceux des classes successeurs. Par 
conskquent, une classe d'états peut être d6finie par ces deux paramktres. 

Ddfinition 15: Classe d'états 
Une classe d'états C L - ]  comportant l'état (Mn-l,Sn-1;TEn-l) est  définie par une 
paire (Mn-1,Dn-I) oh Mn-1 est un marquage et Dn-l est définie en Notations 3. 

Proposition 2: Règle de tir simultané d'un groupe à partir d'une classe 
Soit une classe d'états CL-l=(Mn-l,Dn-l). 

&-1  [[gtn>>  (gtn E GTn-1) et (V t' E TSn-1, V t E gh,Dn-l(t',t) 2 O) . 

.Si ( G - 1  [[gtn>XL) alors CL, = (Mn&) telle que: 
Mn = Mn-1 + 1 (POSt(J) - Pre(.,t)) 

Preuve: se déduit de celle du thbri?me 3. 

ThBorhme 4: 
Le graphe d'atteignabilitk d'un modèle SRT obtenu selon l'approche développée ici 
est fini ssi le modèle est borne ou si le modhle  sous-jacent est born6. 

Preuve : Similaire à celle donnée dans [BOU,93] 

4 Exemple  d'application: 

d'atteignabilité donné en figure 3. 
L'application de notre approche au modhle suivant (figure 2) produit le graphe 

Ob Co= 
Cl = 
c2 = 
c3 = 
G= 
c5 = 
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Enfin, ce travail est appel6 à connaître un développement notamment définir des 
relations d'équivalence plus faibles qui permettront de contracter davantage le graphe et 
d'dtendre cette approche au cas où les réseaux de Petri temporels d'un  modèle SRT n'ont 
pas forcément un même temps de réfhnce. 
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