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REPRESENTATIONFRACTALEDUSOL 
ET  DE SON FONCTIONNEMENT HYDRIQUE 

RESUME 

Une représentation  fractale du sol, considéré comme un milieu à la 
fois fragmentaire  et  poreux,  est  proposée. Ce modèle met  en  jeu  la 
défwtion  d'un domaine  déchelles  dans lequel une  structure fractale 
est développée, ainsi que  de  la  fragmentation  incomplète  d'un 
élément de sol en  classes  de  fractures  semblables  et un volume 
résiduel.  Des  relations  générales entre porosité,  dimension  fractale 
et  rapport  de  similitude  sont établies. Les principales  prédictions  de 
ce modèle sont  illustrées par  des données déjà publiées sur des sols de 
textures Wérentes : 

(i) Une dimension  fractale c 3; 

(ii) Une relation  inverse  entre  la  taille  et  la  densité  des 
aggrégats; 

(iii) Une relation exponentielle entre la taille et le nombre  des 
agrégats; 

(iv) Une relation  inverse  entre le potentiel  de  l'eau dans la 
porosité et  les  puissances  croissantes  du  rapport de similitude. 

INTRODUCTION 

La structure  du  sol,  "faite  de  particules  et  d'Cléments 
structuraux..  .formés  par  l'agrégation  de  particules  plus  petites" 
(Baver et  Rhoades,  1932) a été  étudiée  intensivement  par  les 
physiciens du sol durant  les denières  décennies. L'objectif essentiel 
était  de  déterminer  "l'état d'agrégation" du  sol  de  façon à rendre 
compte de "la variation de la  structure ou de  l'agrégation des sols" 
(Alderfer, 1946). Ce problème classique  de la physique du  sol a pris 
récemment une nouvelle dimension avec la prise  de  conscience  que, 
parce  que le sol  est à la fois un milieu  fragmentaire  et un milieu 
poreux, une  représentation fractale  de sa structure  pourrait  lui  être 
particulièrement  appropriée (Mandelbrot, 1983; Turcotte,  1986; 
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Feder, 1988). Cette question est brievernent  &tudiCe dans les pages qui 
suivent. Aprb  le rappel de quelques proprietes de la structure du sol, 
une structure fragmentaire  fractale est presentee. Les propriétés de 
cet  objet fractal  sont  comparées 5. celles du sol et son aptitude  a 
reprCsenter  la  structure du sol sont analysees. La possibilite de 
définir une  structure  fractale Cquivalente à celle du sol est 
confirmée. 

Quelle que soit sa taille, un  elément de sol presente  rarement un 
aspect  continu. Une mutte  semble  parcourue  par un rCseau de 
fractures de sorte qu'elle peut Ctre aisCrnent fragmentee en Clkrnents 
plus  petits. Une observation  détaillee  de ces  derniers revële encore 
des  fissures fines et  apparemment  discontinues, si bien  qu'une 
action  mécanique mCnagCe, comme un choc ou une  humectation 
rapide,  produit  une nouvelle fragmentation en élements encore plus 
petits où l'on distingue  toujours  quelques  fissures,  d'autant  plus 
rares que les CEments sont  petits.  Finalement on  n'observe plus que 
des élements très fins et compacts. 

La structure fragmentaire du sol est tres génkralement observee. Elle 
peut Ctre decrite comme l'imbnleation d'élernents de toutes  tailles, 
séparés  par  LI^ rCseau complexe de fractures  et de fissures. Ces 
dernieres  constituent  une porosité  particuliere  qui  represente une 
part  importante de la porosité totale du sol. 

Si l'on mesure  la  pression de l'eau  dans  un 61Cment de sol de la taille 
d'une motte, pour  une  teneur en eau Cvoluant de la  saturation à l'Ctat 
sec, on  constate que  cette  pression ne varie pas de facon continue 
mais se stabilise à des  paliers successifs. Si l'on  indexe par un 
nombre  entier i ces  paliers  et l'on note hi  la  valeur  correspondante 
de la  pression, on verifie que (Fig. 1) : 

où hO est  la  valeur la plus proche de O,  mesurCe au palier  que l'on 
indexe 6, et r est un nombre positif inferieur 2 1. 

Qu'il  s'agisse de tubes capillaires ou  de fissures,  la  pression de l'eau 
verifie la loi de Laplace que l'on peut  exprimer  simplement par: 

où pi  représente le rayon du  tube ou la  largeur de la fissure  et R une 
constante  faisant intervenir la  densité de l'eau, sa tension de vapeur 
et la  constante de la gravite. 
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Figure 1. Valeurs stationnaires de la  pression  de  l'eau  dans le sol  de 
1'Ariana (Données de Bousnina. 1984) 

Il résulte  des équations (1) et (2) que: 

P i z P o +  

L'équation (3) exprime que la largeur des  fissures décroit en raison 
des  puissances croissantes du facteur d'échelle r. En  d'autres  termes, 
dans l'Clément de  sol  étudié, la taille des  fissures  est réglée par  une 
homothétie  interne. 

L'dément  de sol peut  ëtre fragmenté en  une collection d'agrégats  dont 
la taille est caractérisée  par  leur  diamètre  moyen d.. On note d le 
diamètre des agrégats les plus petits et d celui des  plus grands. 

1 m 
O 

On vérifie que le nombre Ni d'agrégats  de  taille  supérieure à u n  
diamètre  donné di  (dm 5 di 5 do) est tel que (Fig. 2): 
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L'équation (4) exprime que le nombre  des agrCgats croit  de facon 
strictement  exponentielle  lorsque  leur  taille  diminue. Si l'on 
considère  que la fragmentation de l'Clément de sol initial se produit 
selon  les  fissures qui le  parcourent, on en conclut  que  le rCseau 
qu'elles  forment est strictement  organisé. 

La mesure  de  la  densite  des agrcgats des differentes tailles  apporte 
une  infornation  camplfmentaire. On constate  que  les agregats sont 
d'autant plus denses que leur taille est rCduite, ce qui  est cohCrent 
avec les  observations  précédentes sur la  fissuration  des agrCgats,  et 
que la  variation de la  densité  est  décrite  par  la loi exponentielle 
(Fig. 3) : 
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Figure 3. Variation de la densité d'agrégats  de trois sols de texture 
différente en fonction de  leur  taille  (Données  de  Chepil, 1950) 

où cri est  la densité d'un aggrégat de diamètre  di et C un nombre positif 
inférieur à 1. L'équation (5) exprime que la porosité, ou le taux de 
fissuration,  des  agrégats varie de façon exponentielle en raison  de 
leur taille. On notera  que  une densité uniforme pour tous les  agrégats 
correspond à la condition : C = O. 

Les observations  qui  précèdent  montrent . que  un  milieu 
apparemment  hétérogène  et  de  structure complexe comme  le sol 
comporte  en fait, dans un domaine  de tailles où le  caractère 
fragmentaire  de sa structure et de sa porosité est  prédominant,  des 
Cléments d'organisation  très  robustes : Le degré de  fissuration  des 
agrégats  qui le constituent dépend  étroitement  de  leur  taille;  les 
fissures  forment u n  réseau organisé et leur  largeur est réglée par  une 
homothétie  interne.Toutefois  ces  propriétés ne  semblent vérifiées 
que  dans  un  domaine d'éChelles limité. On peut  observer sur la 
Figure (4) que  l'homothétie  des  tailles  des  fissures  n'est vérifiée 
qu'entre  deux  largeurs particulières. 



Par ailleurs, la densite  des agrCgats ne  peut  pas  être  supérieure à la 
densité des particules CEmentaires ni  inférieure .G la densite 
apparente du sol lui  même.ks éléments  d'organisation  identifiés 
psécedemment ne sont  que des  propriétés  particulieres d'une 
structure génCrale au sein de laquelle elles  trouvent  leur  lien. Une 
telle structure,  en raison du type meme de propriétés qu'elle possCde, 
présente des similitudes  frappantes avec une  structure fractale. 

2. OBJETS FRACTALS ET  STRUCTURE FRAGMENT 
FRACTALE 

La "Poussit5re de  Cantor"  est  un objet fractal  fragmentaire à une 
dimension  dont  l'initiateur  est  un  segment de droite (Fig. 5). 11 
présente  la  propriété  fondamentale  commune à tous les objets 
fractals : une homothétie  interne, définie par  un  rapport linéaire r 
inférieur à 1. qui  fait  correspondre à tout  élément u n  nombre 
constant N d'elCments  transformés. Sa dimension  fractale est 
définie en fonction des paramètres  r  et N (Mandelbrot. 1983) : 
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ou encore : 

Nr = 1 D (71 

Etant  donné  une forme initiale et un "générateur" qui  précise  les 
positions  respectives  des  produits  de  chaque  étape  de  l'homothétie 
interne,  deux  des  trois  paramètres N. r et D suffisent à définir un 
objet fractal. 

. - .I - m n -. 
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Figure 5. Les 7 premières étapes du développement de la "Poussière 
de Cantor"  (D'après  Mandelbrot, 1983) 

Dans le cas de la poussière  de Cantor, l'initiateur est un segment  de 
droite  de  longueur do = 1, le  générateur  est  tel  que  les Cléments 
transformés  sont alignés  selon u n  axe confondu  avec le  segment 
initial, r = 1/3, N = 2 et D = 0.6309. On notera que  aussi  bien  les 
Cléments figurés  que  les  lacunes  ménagées  par le développement du 
fractal vérifient  l'homothétie  interne. Toutefois, toutes  les  lacunes 
sont  conservées  tandis  que  les  segments  sont  indéfiniment 
transformés  en Cléments de plus en  plus  petits;  d'ou le nom  de 
poussière  donné à cet  objet  fractal. La première  étape  de la 
construction crée 2 segments de longueur d l  = rd et  l'étape  m  crée 

Nm segments  de  longueur d = r do : lorsque  la  longueur  est 
multipliée par r, le  nombre de segments  est  multiplié  par N. On 
conçoit aisément  que le nombre N. de  segments  de  longueur  d > di 
soit  de  la forme : 

O 
m 

m 

1 

N . = A d  
1 i 

-D 



avec d = *do et  A = (rd6) * L a  relation entre le nombre et la taille  des 
éléments  d'un objet fractal  fragmentaire  est  une  conséquence  directe 
de la proprietC d'homothétie  interne. A ee titre. elle peut Ctre 
considCrCe 
suffisante  pour  caractériser  une distribution  fractale  [Mandelbrot. 
1982; mco t t e .  1986; 9989). 

D 
i 

Léquivalent tridimensionnel du tapis de Sierpinslei est l"Eponge de 
Menger" (N = 26; r = 1/3; D = 2.7268). (Fig. 7). Cet objet fractd est un 
milieu poreux rCgulier, de type  lacunaire.  L'initiateur est un cube 
unitaire  et le générateur est tel que l'espace aide dégage dans chaque 
éléxnent 5 toute étape i du developpement du fractal soit  concentre  en 
un  meme lieu : Chaque cube d'arete di est décompose en 27 petits 
cubes jointifs d'arCte di+9 = rdi dont 7 cubes, disposés selon les axes 
de sgranetrie principaux, sont vides. 

On  peut aussi envisager un génerateur tel que l'espace  vide crCC 5 
chaque  étape soit regulierement  réparti  autour de tous les petits 
cubes  correspondants. Il en rCsulte une  structure  fragmentaire 
imbriquée 012 tout cube est décomposé en N petits cubes  nonjointifs, 
séparés par un réseau de fractures (Fig. 8). Pour les  valeurs N = 8 et r = 
0.4665 Pa dimension  fractale  d'une telle structure est identique 5 
celle de 1"ponge de Menger.  Il découle de l'homothétie interne que les 
largeurs p des  fractures successives  sont dans le  mCme rapport que 
les aretes di des cubes: pi+l/pi = di+n/di = r. 

i 

Dans l'eponge de Menger comme dans la structure  fragmentaire, 
aussi  bien  les élements solides, jointifs ou non, que les  espaces vides, 
cubiques ou plans,  présentent  la propriétC essentielle d'homothétie 
interne de rapport linéaire r < 1 et  ils vérifient une distribution 
fractale.Ces deux objets fractals peuvent etre utilisés  comme des 
modèles thCoriques de milieux poreux. En raison de son  générateur 
particulier, Pa structure fragmentaire  comporte des similitudes 
remarquables avec la structure du sol analysée prCcédexnment. 
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Figure 7. La quatrième  étape  du  développement  de 1"'Eponge de 
Menger" (D'après  Mandelbrot, 1983) 

Figure 8. La quatrième  étape  du  développement de la structure 
fragmentaire  fractale  (D'après  Rieu et  Spodto. 1990) 



Les objets fractds  ne  sont pas limités dans l'espace. On peut toutefois 
étudier Peur structure dans un domaine el'echelles borné. Ce domaine 
peut Ctre défini par  la  longueur dm de  l'arete de l'Clément solide le 
plus  petit  et, soit le nombre  m  d'$tapes de d6veloppement du fractal 
qui  ont  produit le plus petit Clement, soit la longueur do de I'arCte de 
1'Clement solide le plus grand. Ceci porte 5 quatre le nombre de 
parametres  necessaires  pour definir un objet fractal  borne;  par 
exemple : r+ D, d et do ou m. rn 

Dans le cas de Pa structure fragmentaire, le cube  d'arete dm n'inclut 

aucune  fracture; sa porosité est nlnlle et sa densité est notee O Le 

cube  d'arête do, et de densite G contient  toutes  les  fractures 
possibles  dans le domaine considCré. Le cube  d'arete d ne 
contient  que des  fractures de largeur p tandis que la largeur des 
fractures  les  plus ouvertes contenues dans le cube d'arete d est notee 

m' 

6, 1 

m- 1 
m- 1' 

O 
PO' 

Taus les Cléments de la structure  fragmentaire vCrifient une 
distribution  fractale. Cette proprieté  est exprimée par (Cf. Eq. (8)) : 
N = A di . Cette relation est Cquivalente à l'kpation (4% vCrifike par 
la distribution  des  agregats  du sol. On  en  déduit  que  cette 
distribution  est  fractale ainsi que la distribution  des  fissures 
delimitant  les  agrégats. On observera  que l'équation (4) permet de I 

déterminer  exp$rimentalement la  valeur de la dimension  fractale D 
de ces distributions. 

-D 
i 

i 

On demontre (ISieu et  Sposito, 1996) que,  dans  la  structure 
fragmentaire  fractale,  la porosité de l'élement de taille do est : 

er = 1 - ( r  ) 3-0 m 
O 

où r est le rapport d'homothétie interne  et D la dimension fractale de 
la structure fragmentaire. 

La porosité d'un Clément de taille di est exprimCe par : 

o .=  1 - [ r  ) 
3-0 m-i 

z 
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Dans les  équations (9) et (10) la condition : 0 c 1 implique que  la 
dimension  fractale d'un milieu poreux est  nécessairement  inferieure 

- à 3. Par  ailleurs, il résulte de l'équation (7) que,  pour  une  valeur 

constante de N, si D + 3, r+ 1 et 0+ O : Plus la valeur de la dimension 
fractale se  rapproche  de celle de  la  dimension  Euclidienne,  plus 
l'espace  poral  est  réduit  et  finement divisé: inversement,  plus  la 
dimension  fractale est inférieure à 3, plus la porosité est développée 
et grossière. 

Si un processus d'humectation a rempli d'eau toutes  les  fractures  de 
largeur inférieure ou égale à pi, la  teneur  en  eau volumique est : 

La porosité d'un Clément de taille di et de densité ci est  par définition: 

Il résulte  de  l'homothétie  interne  que  dm = dor  et di = dor . m i 

L'équation [ 10) peut être réécrite sous la forme : 

oi= 1 - ( d   / d  m 2!3-D 

En  combinant  les équations (12) et (13) on obtient : 

= (di/d,,)D-3 

De la même façon  on a : 

"O/"m = (do/d,) 
IT3 

et la combinaison des équations (14) et (15) produit : 

oi/oO = (di/dd 
0-3 

L'équation (16) est identique à l'équation (51, avec la  constante C = 3- 
D : La propriété exprimée par  l'équation (5) est  strictement  une 
propriété d'un milieu  poreux  fractal. Comme cela a été  observé à 
propos  de  cette  équation,  la condition D = 3, équivalente à C = O, 
implique que le milieu n'est  pas  poreux,  c'est à dire que  tous  les 
éléments  ont la même densité. 



un rapport d'homothétie  déterminés  expérimentalement dans le sol. 
Une -telle structure, développee entre  deux  limites  correspondant & la 
taille des agregats le plus petit et le plus  grand obsewés dans le sol, 
est  Quivalente à la  structure du sol. 

Il résulte  de  l'homothetie  interne  que pi = pOr (Cf. Eq. (3)).  La 
pression de Teau dans  une  fracture de largeur pi peut s'Ccrire (Cf. Eq. 

(2) : 

i 

hi = ho' -i 

OB ho = R/p  est  la pression dans la  fracture la plus large, c'est 5 dire 
la  pression laplus proche de O. L'équation (17) est  identique à 
Téquation (1) : La variation de la pression de l'eau mesurée dans le 
sol est  identique & la variation  de la pression dans  une  structure 
fragmentaire  fractale. On observera  que l'équation (1) permet  de 
determiner  expérimentalement la valeur du rapport d'homothetie 
interne r. 

O 

Les equations (9) et (1 1) permettent d'"rire : 

Oi= (r 1 + - 1 -i 0-3 

et en combinant  les Cquations (la) et (181, on obtient 

L'Cquation (19) exprime la loi de  variation de la pression  de  l'eau 
dans le syst$me de fractures  d'une  structure  fragmentaire  fractale en 
fonction de la teneur  en eau. Les valeurs expCrimentales de la 
pression  de l'eau  dans le sol reportées S L I ~  la Fig. (1). sont prksentées 
en fonction de la teneur  en eau du sol correspondante sur la Fig. (9) et 
confrontees aux valeurs modélisées par une  structure fractale 
Cquivalente.Les parametres de cette  structure  ont  éte  déterminés 
apérimentalement : 

O = O.46m /m 

h = O.22m 

r = 0.82 (Eq. 1) 

D = 2.90 (Es. 4) 

m =  31 (Eq. 9) 

3 3  
0 

O 



Le système eau / sol 145 

Figure 9. Variation  de la pression de  l'eau en fonction de la teneur en 
eau dans le sol de  1'Ariana.  Comparaison entre les valeurs 

expérimentales et  les valeurs modélisées par l'équation (19) 
(Données de Bousnina, 1984) 

La bonne  correspondance  entre l'expérimentation et  le  modèle 
permet d'affirmer  que les  variations simultanées de la  pression  de 
l'eau  et  de la teneur  en  eau  dans le sol sont identiques à celles qui  se 
produisent  dans  une  structure fragmentaire fractale équivalente.On 
notera  par  ailleurs  que  l'ajustement  dune courbe théorique  de  la 
forme : h = h ( 1 - 0 + 8) à un graphe expérimental de h(8) pennet de 
déterminer  la dimension  fractale D. 

E 
O 

CONCLUSION 

La mesure expérimentale de quelques propriétés liées à la  structure 
du sol ainsi que  la  détermination théorique des  propriétés  d'une 
structure fragmentaire  fractale  permettent  détablir une équivalence 
entre  les  deux  structures. Cette équivalence n'est pas limitée à des 
caractères  statiques telles que  la distribution ou  la  taille  des 



ClCments structuraux  mais il est  possible  de modeliser le 
comportement  hydrodynamique  du sol par celui de  la  structure 
fragmentaire  fractale  equivalente à la structure  du sol. Cette 
structure  est définie par  deux  parametres  qui  peuvent Ctre 
determines  expérimentalement  et developpée entre deux limites 
mesurées dans le sol. Une telle structure représente en quelque sorte 
une abstraction idCale et simplifiée  de l'assemblage du sol, complme 
et  delicat à analyser en raison  de son apparente hetérogCnéit6. De l& 
B affirmer que,  au  moins  dans  un domaine  d'échelles  limite, la 
structure  du sol est  fractale, il n'y a qu'un pas qui ne pourra 
cependant  etre  franchi qu'apres de  nombreuses VCrifications 
etendues à la plus large variété de sols possible. 
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