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ABSTRACT 
Les bases de données spatiales manipulent des objets complexes qui sont des ensembles de points 

multidimensionnels. On approxime ces objets par des fenêtres. L'accès à un objet spatial dépend donc 
essentiellement de l'adressage des points multidimensionnels sur le disque magnétique. L'efficaciJ du 
clustering) dkpend essentiellement de l'adressage choisi. Les adressages les plus performants sont basés 
sur les courbes remplissant l'espace. Les résultats dans la littérature étaient jusqu'ici uniquement 
expérimentaux et Ise limitaient à la dimension 2. D'abord nous justifions théoriquement les résultats et 
ensuite nous les généralisons à toute dimension. W ceux-ci sont confirmés par les expérimentations que 
nous avons effectuées. 
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Lees bases de d o d e s  actuellen sont incapables de  md6lissr lea d o d e s  de beaucoup de dominees de 
la vie coumnk. C'mt le caa, par exemple, en ca~o~PaphiaOXvRi~[19811), en robotique, en C A O ,  'en 
V.L.%.I(ous~aertrout[19841), en vision artii8cielle(lsurini[1985]), en giologie(Orensteinll9 
exemple, cornent  mpd5enkr un lac flue une carte g6ogmphique. On pade alore de donn6es ~patiales ou 
multidimen3ionnellea. Cette notion de donnie spatiale varie d'une application l'autm. En effet, les 
applications g6ogmphiques manipulent  deo donn6ea bidimensionnelles alors que celles g6ologiques 
travaillent SUP des ~ ~ I U I ~ R S  tridimensionnelles. Par contre, la md6liwtion des solides en mciuvement 
necessite quatre dimensions. Pour rep&sentee des donnies bidimensionnelle8 par exemple, on fait un 
grillage du plan. 

fie.1: dmm15~ap1&& A 

Ainsi, une donnie spatiale  Blimentaire est eepr6sentLe par un c a d  ou pixel et la base de donn6es 
spatiales est l'ensemble des données spatiales. En dimension 3, les donnies spatiales sont des  cubes  et plus 
g6n6mIement des hypercubes en dimension n. Chaque pixel e5t ditermin6 de fason unique par les 
cooedom6es de son sommet  minimal. On parcourt l'ensemble de5  donnEes  spatiales et, i chaque donnée 
on attribue un n u m h  qui 8em son adrems aur le disque c'est-à-dire le secteur du disque oh elle e3t 
stockCe. On paele d'admssrge ou de bal 

fi@: halayag~ colonne par colonn~ 

On fait une approximation gmss2re d'un objet de  la base par le plus petit rectangle ou fenstre le 
contenant. Bien 30r, de3 m6thodes pnrticulieres(u~ilis3tion de filtres) permettent d'affiner 
I'opp~~mation~Omn~tein[lB$$]). Nous travaillerons donc d6somis avec ces mctangles que nous 
appelemns fa&trw. 

0 1  a 3 

fig3 : Un objet O et son approximation F=[1,3[ x [0,3[dans la base. 
Un objet est donc appmch6 par une fenEtre F. Cette fenttre est un sous-ensemble de données spatiales 

repirées  par  leur adeesse. 
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Par exemple, sur la  fig.3 l'objet 0={4,5,6,8,9,10,}={4,5,6} u {8,9,10,}. Ainsi, l'objet O est 
formé de deux clwters ou groupes de données d'adresses consécutives. Celles-ci vont se retrouver dans 
les mêmes secteurs ou dans des secteurs voisins et pourront être accédées en un nombre minimum 
d'accèsdisque. Il s'agit alors d'avoir le meilleur clustering possible i.e que chaque objet comporte un 
minimum de ciusters. Or le clustering dépend essentiellement de la fonction d'adressage choisie. 
Beaucoup de balayages furent utilisés(ba1ayage colonne par colonne, balayage ligne par ligne, balayage 
serpentin, etc...). Orenstein e8t l'idée d'utiliser un balayage basé sur une courbe remplissant l'espace : la 
zcourbe. Faloutaos[l987] et Yagadish[l990] introduiront les courbes de Hilbert et Gray. Dans tous ces 
articles, seul le cas des données bidimensionnelles e@ abordé. Ensuite, les seuls résultats obtenus le sont à 
la  suite de calculs expérimentaux; enfin aucun résultat théorique n'est établie pour le calcul du nombre 
de clusters pour les différentes courbes. 

Dans ce papier, nous nous restreignons au cas où les fenêtres sont cardes(voir pour le  cas général 
Ndiaye[1993]). Nous introduisons la courbe de Peano, et comparons les performances des différentes 
courbes pour toutes les dimensions. Nous obtenons des résultats nouveaux confortés par  les calculs 
effectu6s. On peut calculer le nombre de clusters réalisés par chaque courbe. Et nous montrons que la 
courbe de Peano réalise de meilleures performances que les autres courbes. 

Dans le paragraphe 2, nous faisons un bref survol des courbes remplissant l'espace. Dans le 
paragraphe 3 nous définissons les critères de performance demandés aux fonctions et donnons nos 
propositions. Dans le paragraphe 4, nous donnons les résultats des calculs expérimentaux, Enfin nous 
concluons et donnons quelques directions de recherche dans le paragraphe 5 .  

2. COURBES  REMPLISSANT  L'ESPACE 
Ce sont des applications de R dans Rn, bijectives,  continues(courbe  t->x(t)) passant par tout point 

de l'espace Rn une et seule fois). Leurs applications réciproques ont des ensembles de discontinuité de 
mesure nulle.  Cela veut dire concrètement que si deux points sont voisins dans Rn, leurs images dans R 
par l'application réciproque d'une courbe remplissant l'espace seront voisines dans R. Les balayages sont 
basés sur ces applications réciproques. 

La predere courbe fut introduite par G.Peano[l890], la  deuxi'eme par Hilbert[lS91] et  il y en eut 
beaucoup d'autres(Sierpinski[1912], Gray[1953], etc ...) Toutes ces courbes peuvent Stre  constnaites à 
partir d'algorithmes aussi bien analytiques que géométriques. 

2.1 La z-courbe 

Elle fut proposée par Orenstein[l986]]. On se restreint sans perte de généralit6 à l'intervalle [O,l]. 
Chaque élément t de [0,1] est exprimé en base 2 sous forme binaire t=t1t$$4 ..... L'image(x,y) de t est 
obtenue par 

X't 15.... 
y=t2'4 .... 

En fait, on Construit cette courbe géométriquement, de manière récursive comme le  montre  la figure 4. 
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.2 

.... " " .... T-2 j ! j 

Contrairement %i la z-courbe, la courbe de Hilbefi n'a pas de "mut" i.e on passa d'un point au suivant 
en changeant une oeule coo~domie et seulement d'une unit; Ceci pemet de mieux p&server la  distance. 
&rc construction gbomitrique se fait de la mBme façon que pour la z-courbe. Butz[1969][1971] exhibe un ' 

algorithme analytique de construction de cette courbe. Quand les pointa sont expcim6s en base 2, on passe 
d'un point B l'autre en changeant un seul bit. 

Elle fiit la premibm courbe remplissant l'espace. Peano[1890] dome un algocithme analytique de 
construction de la couebe. Ess poinb sont expimis dans une base b impsim. Dans la f i p m  6 ,  on a b=3. 
Dsrns ce cas, B chaque btepe, on wbdivise la kgion considbrie en 9 sous-~&ions. C o m a  pour la courbe '. 

de Hilbeet, on passe d'un point au suivant en changeant une seule coodom6e et d'une seule uit6. 
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2.4 Construction  des courbes en dimension 3 
i 

Q.7FipurcdcbdcLoatrbcdcPamcodimarion3. 
On peut faire de même pour la courbe de Hilbert et les autres courbes. 

3. PROPOSITIONS 

3.1 Crithrres de performance. 
Les données spatiales sont confondues avec leur sommet minimal. Chaque fenêtre est donc un 

ensemble de sommets ou points. Un cluster sera ainsi un ensemble de points d'adresses consécutives. On 
choisit comme mesure de coDt le nombre de clusten dans une fenêtre F. En effet, le nombre d'acchs- 
disques nécessaires pour accéder à cette fenêtre i.e l'amener en mémoire vive dépend essentiellement de 
ce nombre. On s'intéresse à deux situations. D'abord on veut mesurer le nombre moyen de clustera pour 
toutes les fenêtres P d'une taille donnée, quand varie la taille de la  base.  Ensuite on veut mesurer la 
sensibilité de  ce nombre de clusters quand varie la taille des fenêtres, celle de la base restant constante. 

3.2 Résultats. 
Proposition1 : Pour une fenêtre F donnée, pour chacune des trois courbes considédes,  pour une 

taille de la base fixée, le nombre de clusters ne dépend que de la nature des points qui sont à sa frontière 
(au sens topologique). 

h v e :  Elle est ividente. Un point qui est sur la fenêtre est un point d'entde e de la courbe dans la 
fenêtre , ou un point de sortie s , ou les deux à la fois, ou enfin ni l'un, ni l'autre. Un couple form.6 par 
un point d'entde et un point de sgrtie détermine un cluster. 
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on 2: Le nombee de clusters pour une fenêtre domie F no dipend pas de la taille de la b a e  
de domies. 

Prwve: C'est une condqurnce da la construction ricursive des C Q U ~ ~ S .  Quand on pwss de l'ordre 
d'approximation m B m+ 1, la fenetre F se retrouva toute entiEre dans un su1 des quatre quadrants. Elle 
n'a pas d'inkessction COLIPIIPUII~ avec les trois 9utre5. Donc, l'augmentation da Io taille de le basa n'a 
aucune influence mr le nombre de clustem contenu5 da95 la fen6tre P. 

fi8.9 L c ~ d c c l ~ ~ ~ p F ~ [ l , 4 ~ ( 1 , 5 [ ~ h ~ d c H i l ~ n ~ n d i m m e i o a 2  n = s v a r k p q u n n l l p r a i l L ç & h t - a s a u ~ .  

Proposition 3: Le nombre de clu8trrs pour lea fenêtres F de taille donnte dtpend aussi de la position 
de celles-ci dans la base. De plus il varie entE le cas le plus favorable qui vaut 1 et le cas le plus 
d6fa~~rnble qui vaut 2c si c=cGt& de In frnbrs. 

Pmve: &dente. Quand la base toute entikrs est contenue dans une fenCtre9 alors le nombre de 
clusters vaut 1. Si, par contre, chaque point de la frontibre de Io fenêtre est un point d'entddsortie, alors 
le nombre de cluaters vaut fi= zc .C.Q.F.D. 

2 

Il s'agit donc d'observer une moyenne. Celle-ci dipend de la distribution des fenêtres dons la base. 
Plus la baw est grande, plu:: la dispersion est fode. Nous ktudions le cas de la distribution uniforme. 

Proposition 4: En moyenne, en dimension 2, pour les couhes de Peano et Hilbert, pour les fenOtres 
de forme c a d e ,  de coei e, le nombee de clustem varie de c b 2e quand varie la taille de la base. 

Prseuve: A choque point d'entrte eomspond  un point de sortie d'une part, d'autre part B tout point 
n'&tant pas un point B'entde ou sortie correspond nicessairement un deuxi'eme point de &me nature. En 
moyenne, un point sue 2 de la fr0ntG.e de la fenêtre est soit un point d'entrie, soit un point de sortie, ou 
les deux & la fois. OF un cluster correspond un couple de points d'entr6elsortie. On donc & = S  

cluskm Quand la taille de base augmente, on tend vers le 085 le plun difavorable i.e tout point de la 
fmntihre de la fengtre est un point d'entr6elsortie d'oh %= zs clustem. D'oir le r6au;uitat. 

4 

2 

hpositiorn 5: En moyenne, en dimension 2, pour la z-couhe pour les f e n b m  de fome carrie' et 

de cott c, le nombre de cluskm est voisin de 2c quand varie la taille de 1s base. 
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Preuve:La z-courbe a une configuration géométrique (voir fig.9) qui fait que tout point de la frontière 
de la fenêtre est un ooint d'entréelsortie. D'où le résultat. 

~g.lOLownbn&clua(cnpavF=[1,6[x[1,5(pwlPzaurbccadimcnsion2.On~IIcl~aradparF. 

Proposition 6 :En moyenne, en dimension 2, pour les fenêtres de forme c a d e  et  de coté c, les 
courbes de Peano et  de Hilbert ont des performances égales. Celles-ci  sont meilleures que celles de la z- 
courbe. 

Preuve: C'est une conséquence des propositions 4 et 5. 

Proposition 7: En moyenne, pour toute dimension n>2, pour la courbe de Peano, pour les 
hypercubes de taille c", le nombre de clusters est proche de cn-l quand varie la taille de la base. 

Preuve: En dimension 3, par exemple, la courbe de Peano parcourt la fenêtre plan par plan. Comme 
il y a c plans à parcourir et que pour chaque plan il y a c clusters, on trouve c2 clusters. Le cas général se 
traite par récurrence sur n. Supposons qu'en dimension n-1, le nombre de clusters soit g a l  B c"-~ 
clusters. En dimension n, la courbe doit parcourir c hyperplans l'un apks l'autre. D'où le résultat. 

Proposition 8: En moyenne, pour toute dimension n>2, pour la courbe de Hilbert, pour les 

hypercubes de taille c", le nombre de clusters est compris entre Znc"-L = 2nc"-' 
varie la taille de la base. 

4 2 
et Zne"-I= ncn-1 quand 

2 

Preuve: Contrairement 1 la courbe de Peano, celle de Hilbert parcourt la fenêtre dans tous les sens 
possibles. On se retrouve dans le cas où il faut considérer la nature de tous les points de la frontière de la 
fenêtre. Donc le nombre de clusters sera compris entre 2 et si x est la taille de la frontière de 

l'hypercube. Or une hypercube [O,c]" de taille cn a une frontiere de taille 2ncnm1. D'où le résultat. 

4 2  

Proposition 9: En moyenne, pour toute dimension n>2, pour la z-courbe, pour les hypercubes de 

taille c", le nombre de clusters est voisin de 2nc"-' = d " l  quand varie la taille de la base. 
2 

Preuve: Du fait de la nature géométrique de la z-courbe, chaque point de la frontière de I'hypercube 
est un point d'entréelsortie. D'où le résultat. 

Proposition 10: Pour toute dimension n>2, en moyenne,  la courbe de Peano est meilleure que la 
courbe de Hilbert qui est elle-même supérieure à la z-courbe. 

Preuve: C'est une conséquence immédiate des trois précédentes propositions. 
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On maintient constante la taille de la base et on fait varier la taille des fenbtrezl. Etudiom alon, le 
coqoptement du nombre de clu~ten. Nous avons la proposition suivante. 

h p d i o n  11: Soit une fengtre de cotg c et NC! le nombre de clustem qu'elle contient, dom la 
variation relative de MC! est pmpofiiomdle B celle de M c  quand varie In taille de la fen%tE  et que celle 
de la base m3te constante. Le mppopt de proportionnalit6 depend de la dimmsion n de l'espace. Plus 
pdcidment, -= (n-l),. ANC AC 

NC 

b v e : ~ n  a N C = ~ P *  o& p = l  pour ~eano, p=Lpour Hilbert et p = L  pour in z-couhe 
2 4 

d(")=p(n-l)en-%(c) d ' d  cd~~)=p(n-l)cn-ld(c)=(n-1)NCd(c) d'ob le dsulbt. 

Pour les calculs en dimension 2, 200 exp6riences 5ont effectuCes sysdmtiquement, pour chaque 
cou&, pour chaque taille de fenkre et pour taille de  la baw. On a fait le choix d'une distribution 
uniforme des fen8tw dam la  ba5e. En dimension >2, nous wons effeetu6 50 B 100 exp6riences selon les 
cas. Nous pnhntone, ici quelques cas. 

1 

Seuls quelques cas sont pdsentés ici. Voir Ndiaye[1993] pour des r6sultats plus complets. Le5 

expCdences faites et 1'6trat de l'art confirment nos pmpositions. Dans toutes les figures ci-np&.s, on a en 
abscisse le logarithme ddcimal de la taille de la  base. 
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1 2 4 : : : : : : : : : : : 1  
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

~g.WLcmmbrc&clllersrsparrlcafmtucs&mttc=16cndiiarZ~v~IsIlillc&hbssc. 

34 

18 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

Les  figures 11 à 14 montrent,  en  dimension 2, le comportement  du  nombre  de  clusters  quand la taille 
de la base  augmente.  Pour  de  petites  valeurs de la taille  de  la  base,  la  courbe  de  Peano est meilleure  que la 
courbe  de  Hilbert  qui,  elle-même,  est  meilleure  que  la  z-courbe.  Mais, des que la taille  de la base 
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2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  
. . . . . .  
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240 

2% 

210 

1 7 0 3  130 
3 4 5 6 7 8 9 1 0  

350 400 1 
3w 

250 

200 

150 1 
3 4 5 6 7 8 9 1 0  

flg.19 Lcnombrr&cluslcrapauIcsfcot(rcs&~c=13cadinruaion3qunnivarick1nlnillt&kbpsc. 

Les figures 15 à 19 montrent le comportement en dimension 3, pour des fenêtres de taille c3 , des 
différentes courbes. On constate immédiatement que la courbe de Peano réalise de meilleures 
performances que les 2 autres. De plus, les calculs coïncident avec l'analyse pour dire le nombre de 
clusters pour la courbe de Peano est voisin de c2. 

600 

500 

300 n 
Y 
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4 5 6 7 8 O 'Io 

Les figure5 20 1 23 montrent le comportement en dimension 4, poup des  fenstres  de  taille c4 , des 
diff6rentes  courbes. On constate  imna6diatemant  que la courbe de Peano est meilleure  que les 2 autres. De 
plus, les calculs coïncident avec I'onnlyse  pour  dire  que le nombre de  clusters pour la courbe de Peano est 
voisin de c3. 
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Variation  du  nombre  de  clusters  par  raDport h la taille des  fenêtres 
auand  la  taille  de  la base reste  constante 
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81 255 II (295 2401 40% 6961 

mg.% ~e nmbn c clustzra m-im 4 v- la ~9ib f d 2 r c ~  el rD& la  ah ~ L S  h P .  
Les figures 24 B 26 montrent le comportement du nombre de clustem quand on maintient constante la 

taille de la base et qu'on fait varier la taille des fenztres. Elle8 confiment que, pour toute dimension, la 
vadation relative de ce nombre est peopontionnelle B la variation relative du  cotg c des fengtres. 

Dans cet article, nous avons introduit une couhe, celle de Peano dans le domaine du clustering dans 
les bases de  donnies spatiales. Nous nous sommes limids i des approximations de forme "cade"  des 
objets de la base. Cette limitation est levie dans Ndiaye[1993]. Nous obtenons d'abord des dsultats 
thioeique8 nouveaux qui montrent que le nombre de clustees, pour une fenêtre donnie,  dipend de la 
nature des points qui sont sur sa frontièw. Ceci nous permet des domer des expressions analytiques du 
nombm de clusters, pour toute dimension n. Nous monteons ensuite pourquoi CE nombee est indipendant 
de la tailla de la bag. Enfin nous prouvons que,  quand la taille de la base est constante, le nombw de 
clusters dans une fenstre c a d e  de col& c a une variation relative igale B celle de c. 

Dans un travail en coues, nous appliquons ces risultats au domaine du hachage 
multicl&(Faloutsos[1987]). 

Tous mes remeeciements au professeur G.Gvy qui  m'a initii 2 la rechanhe en infornatique et 1 Tidiane 
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