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Résumé Nous Ctudions le comportement dynamique d'un réseau d'automates introduit 
dans la littérature sous le nom de "chip firing game" et  qui intervient dans la modélisation 
de certains phCnombnes physiques tels que des systèmes de balles qui rebondissent sur 
des parois mobiles en leur faisant subir des mouvements de translation. Nous nous 
intkessons au cas particulier où les r&gles d'évolution sont associks aux orientations du 
graphe sous-jacent. Dans le cas où le graphe est un hypercube de dimension n, nous 
présentons des techniques qui permettent de construire des évolutions de périodes variees 
et en particulier de toutes les longueurs  paires  comprises entre O et 2". Ensuite, en utilisant 
un  systBme composé d'une cascade d'anneaux, nous exhibons des Cvolutions dont les 
phiodes sont exponentielles par  rapport il la taille  du  graphe. 

Abstract We are interested in the dynamic  behavior of an automata network known as 
the "chip firing game" and which can be used  to modelize various physical phenomena 
such as systems of balls which  bounce  back and forth between  walls,  hitting and pushing 
them.  We study the particular case where the evolution  rules conespond to the  orientations 
of the underlying graph. In the case where  this  graph is a hypercube of dimension n, we 
present a construction which leads to  evolutions of various  periods. Then, using a cascade 
of rings, we exhibit evolutions whose periods are exponential with respect to the size of 
the graph. 
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ConsidCrons  un graphe non  orienté G = (V,E) d'ordre  n où V = { 1, . . . n} est l'ensemble 
des sommets et E QxV est l'ensemble des &tes. Dans toute la suite, di  dtsigne ]le degré 
du sommet i, c-à-d le nombre de  sommets qui lui sont reliés dans G. Initialement chaque 
sommet i comporte un certain nombre de jetons noté  x(i). Le système tvolue  de la manière 
suivante: si x(i) est sup6rieur ou &gala di B l'instant t, et  si le sommet i est activ6, alors il 
envoie exactement un jeton à chacun de ses voisins; autrement dit, le sommet i perd di 
jetons et chacun de ses voisins en  gagne  un. 

Lorsqu'un seul sommet est activé 9 la fois, nous disons que le syseme 6volue en 
skrie. Par contre, lorsque tous les sommets sont activ6s simultankment B chaque pas, on 
dit  que le syst&me Cvolue  en parallkle. Dans toute la suite  nous nous inetressons 
uniquement B l'itêration pai-all&le. 

Quel que soit le mode d'évolution, le nombre de jetons  reste  constant au cours de 
temps.  En conséquence, le système finit par êvoluer  de manibre ptriodique. Si xt dCsigne 
la configuration àl'instant t, alors il existe un  entier  q appelé longueur du transitoire et un 
entier p appelé griode tels que 

xt+P = xt pour tout t 2 q? et xt+p' f xt' pour t < q ou pi c p. 

La suite xo , xi,  ... "9-1 est appel& phase transitoire et toute suite de p configurations 
xq+r Xq+r+l, . . . Xq+r+p- 1 obtenue aprks la phase transitoire est appelCe  pCriode de 
l'ittration. 

Ce  rheau d'automates a ét6  introduit  pour la premikre fois par Spencer [SPE 863 et 
analysk dans le cas particulier où le graphe sous-jacent est une chaîne. Par la suite, 
Anderson et al. [AND 891 ont  poursuivi cette Ctude et analys6 en détail le cas particulier où 
initialement toutes les m  boules sont regroupCes  en  un seul sommet de la chaîne. Us ont 
alors montrC que le nombre de pas ntcessaires pour que le sysGme se stabilise, est en 
O(m2).  C'est b eux qu'on doit aussi l'interprstation en termes de balles qui rebondissent 
sur des murs en les faisant dtplacer d'un cran chaque fois qu'elles s'y heurtent. 

G. Tardos [TMî 881 a montrk que, si l'évolution aboutit h une configuration stable, 
alors la longueur du transitoire est au plus en O(&) où n est la taille du graphe. Plus tard, 
Bitar et Goles [Bi@ 921 ont demontré que sur tout  arbre, Les itkrations sont  de pêriode 1 
ou 2. Par ailleurs, Goles et Kiwi [GoK 931 ont ktabli des  relations entre  ce rCseau 
d'automates et les r6seuax de Petri. 

Une variante de ce jeu a CtC introduite  par  Giglia et Mastin [GiM 861 sur la chaîne et 
la grille, dans le cadre de la dCfinition d'un algorithme de calcul de l'argument d'une 
fonction  complexe. Dans cette vapjmte, le nombre de jetons de chaque sommet évohe vers 
la valeur moyenne des nombres de jetons des sommets  voisins. Autrement dit, si x(i) est 
suptrieur h cette moyenne alors il est dtcrtmentê; s'il est plutôt infêrieur  alors il est 
incrkmente s'il est Cgal alors il est soit stable soit incrément6 selon que tous les sommets 
voisins ont le mCme nombre de jetons ou pass. Formellement cette règle d'kvolution s'Ccrit: 

x(i) si tous les  voisins du sommet i ont x(i> jetons 

x(i) + 1 sinon 
x'(i) = x(1) - 1 si le nombre  moyen de jetons des voisins de i est idkrieur 2 x(i) 

A la suite de simulations, Giglia et Mastin  avaient kté conjecturk que les &volutions de ce 
système dynamique sont de pCriode 1 ou 2, et ce rêsultat a été dBmontrC par Odlygrako et 
Randdl [OdR 871. 

Dans ce papier, nous considérons le cas particulier où le nombre de jetons en chaque 
sommet correspond au nombre d'arcs entrants en ce sommet dans une orientation de @. Le 
jeu se ramCne alors à des changements d'orientation des arcs d'un graphe orient& Plus 
prtcistment, h chaque pas, on prend tous les sommets qui sont  des puits, c-2-d les 
sommets dont tous les arcs incidents sont entrants, et on change l'orientation de tous ces 
arcs. Les puits deviennent ainsi des sources c-ii-d des sommets où tous les arcs incidents 
sont sortants. En d'autres termes, on dlectionne h chaque pas tous les puits du graphe 

- 496 - 



orienté et on effectue les changements d'orientation qui permettent  de les transformer en 
sources. Un exemple d'bvolution est prCsent6 dans la figure 1 où, à chaque pas, les puits 
sont reprCsent5s en gras. On voit que cette kvolution est de pkriode 2. 

Fig. 1 Un exemple d'kvolution 

Nous prCsentons d'abord une construction qui permet d'obtenir des suites  de 
periodes variees sur l'hypercube de dimension n. Compte tenu du fait que l'hypercube est 
un graphe biparti et n'admet que des cycles de longueurs paires, l'existence de suites de 
periodes impaires sur l'hypercube montre entre autres que les pdriodes de l'itkration du 
chip f i n g  game ne sont pas liees uniquement aux cycles du graphe G. Ensuite, nous 
considérons un système  constitue de deux anneaux coupl6s. Nous exhibons sur  ce 
systbme une Cvolution cyclique dont la pCriode est exponentielle par rapport à l a  taille du 
graphe, ce qui illustre la complexitb du problème. 

II - Cas de l'hypercube 

L'hypercube de dimension n,  n 1 O, est un graphe dont les 2" sommets peuvent être 
identifies avec les nombres binaires codes sur n  bits. Deux sommets sont voisins si et 
seulement s'ils diferent par exactement un bit dans leur codage binaire. 

Une autre interpritation qui sera d'ailleurs très utile dans la suite consiste B procider 
de manière rkcurrente. Un Aro-cube comporte un seul noeud.  Un n-cube est obtenu en 
prenant deux copies identiques d'un (n-1)-cube et en reliant deux A deux les sommets de 
ces deux sous-cubes de manière univoque: chaque sommet d'un sous-cube est relié à son 
homologue dans l'autre sous-cube. La figure 2 ci-dessous illustre cette construction pour n 
= O, 1, 2, 3. 

Y 

O 

n = O  

IS toute la suite. nou 

- n m  
n = l  n = 2   n = 3  

Fig. 2 

IS notons Hn un hypercube de dimension n. Nous utiliserons deux 
types particuliers de partitions des sommets de l'hypercube que nous allons introduire 
maintenant. 

Définition Une partition W(O), ... , W(k-1) des sommets Hn est dite linkaire si deux 
sommets du même sous-ensemble ne sont pas relies par une arête et  si tout sommet u E 

W(i) de Hn appartient àune chaîne 
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UO, ... , ui-1, ui = U, ui+l, ... , ~k-1 ,  oh ui E W(i>, i = O, ... k-1. 

Par exemple, { O O } ,  { O l , l O } ,  {l l} est une partition lintaire de HZ. Nous allons 
maintenant présenter  plusieurs  methodes pour engendrer des partitions l i n t k s  B partir de 
cycles hamiltoniens. 

On peut proceder de mmikre encore plus gtntrale B partir d'un cycle hamiltonien UO. . . . 
ui-19 ui9 ui+l,  ... , uk-1 de l'hypercube en consid6rant une partition (uo]. (ul), ... 
{Ui}, {ui+l,  ~ k - l } ,  { ~ i + 2 ,  ~k-21, ... {ui+r, uk-r}, Iui+r+l}, B condition que ui et  uk-1 
soient voisins dans l'hypercube.  Comme par ailleurs tout sommet de l'hypercube admet n 
voisins, on déduit à partir d'un cycle hmiltonien, n partitions  cycliques. 

Methode 2: Si uO7 . . . , ui-1, Ui, U i + l ,  . . . , uk-1 est un cycle hamiltonien de l'hypercube, 
alors on peut l'enrouler comme indiquC dans la figure 3 ci-dessous. Plus préciskment, on 
considère une partition WCO), W(.l), ... ~ W(p-1) et on place successivement les Ui dans 
les sous-ensembles en suivant un ordre de pCriode W(O), W( 1). .. . ~ W(p-l), y(@), . . . 
, W(1). Si dans cette méthode, ui est plac& dans WC) alors Ui doit avoir un volsin dans le 
sous-ensemble qui suit W(i) dans la suite. 

Dans cette mgthode, si le dernier sommet est dans W(l) alors tout marche bien puisque 
dans le cycle hamiltonien, ce sommet est relie B uo qui est dans W(0) (cf. figure 3). 

Fig. 3 Construction  d'une  partition  linkaire 2 partir d'un  cycle  hamiltonien 

Definition Une partition W(O), . .. , W(p-1) des sommets Hn est dite en boucle si elle est 
linkaire et si en plus  tout  sommet  de W(0) est relit5 à un sommet de W(p-1) et tout sommet 
de W(p-1) est relié 5 un  sommet de W(0). 

Dans toute la suite, pour tout  sous-ensemble W de Hn, nous  notons OW le sous-ensemble 
de Mn+l obtenu B partir des Cléments de W en ajoutant 3 gauche un bit de valeur O. On 
peut Cvidemment définir 1W de maniêre analogue.  Avec cette notation, on peut écrire 
Hn+l=  OHn u 1Hn. 

Proposition 1 Si Hn admet une partition linCaire W(O), W(1), .., , W(p-1) de taille p. 
alors Hn+l admet  une  partition  en  boucle  de  taille 2p. 
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Démonstration Il suffit de considérer dans Hn+l,  la partition OW(O),  OW(1), ... , 
OW(p-l), lW(p-l), 1W(p-2), .. . , lW(0). La  vérification  peut se faire aisément. 

Un exemple  d'illustration de cette proposition est donné  dans  la figure 4a. 

Proposition 2 Si Hn  admet une partition  en  boucle  de taille p. alors Hn+l admet une 
partition en boucle  de  taille p. 

Démonstration Considérons une partition en boucle de Hn notée W(O), W(1), ... , 
W(p-1). Nous allons prendre  dans Hn+l la partition 

Nous devons montrer que les conditions imposées pour les partitions en boucle sont 
vCrifiées. 

Considérons deux Cléments  u,v  du  même sous-ensemble OW(i) u lW(i+l). Deux 
situations sont possibles. D'abord, u et v peuvent être tous les deux soit dans OW(i) soit 
dans lW(it1). Le résultat est alors acquis  par le fait que W(O), W(1), ... , W(p-1) est une 
partition en boucle. Le second cas correspond à la situation où u est dans OW(i) et v dans 
lW(i+l). Dans ce cas, u et v diffêrent dt5jà par rapport  au  bit de gauche. Par ailleurs, On a 
u = Ou', v = IV' où u' et V I  sont respectivement dans W(i) et W(i+l). W(O), W(l), ... , 
W(p-1) étant une partition,  on a forcément u' f VI. En conséquence, u et v diffèrent de 
plus  d'un bit et ne peuvent être reliés  dans  l'hypercube. 
Les autres conditions se déduisent de manière immCdiate  du fait que W(O), W(1), ... , 
W(p-1) est une partition en boucle. Il suffit pour cela de considérer les arêtes et les 
chemins correspondant à cette partition, et de  remplacer chaque noeud x par le noeud Ox 
ou par le noeud lx. 

Un exemple d'illustration de cette proposition est donné  dans la figure 4c. 

Proposition 3 Si Hn admet une partition  en boucle de taille impaire p, et si Hm admet 
une  partition en boucle de taille impaire q, alors Hn+m admet une partition en boucle de 
taille impaire pq. 

Démonstration SoitW(O), W(l), ... , W(p-1) et V(O), ... , V(q-1) les partitions en 
bmcle définies Sur  Hn et Sur Hm- Considérons alors les sous-ensembles W(i).VQ) dont 
les éléments sont obtenus en concaténant les bits des éléments de  W(i)  avec ceux des 
Cléments  de  VQ). Il suffit de ranger ces sous-ensembles  dans l'ordre illustré dans la figure 
4d  pour  obtenir  une  partition en boucle de taille pq. 
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{OOO}, {001,010), {Oll}, ( l l l }  , {110,101}~ {lOO}. 

(b)  Partition  en boude de H3. 

{0000,1001,1010}, {OOOl,OO10,1011}, {0011,1111}, 
{0111,1110,1101},  {0110,0101,1100}, {OlOO, 1000). 

(c) Partition en boucle de H4. 

(O) + W(2).V(O)+ P 

W( l)V( 1) -4- W(2).V( 1) 

W(O).V(2) W(l)V(2) -b W(2).V(2) -p, + 
. . . f . . . . . . . . . . . 

(d)  Partition  en  boucle  de H p q  

Fig. 4 Exemples de partitions lintkires et en boucla 

Le dsultat ci-desous Ctablit le lien entre les partitions en boucle et les Cvolutions du chip 
firing game asocikes aux orientations  d'un  graphe. 

Proposition 4 Pour toute partition en  boucle d'ordre p, il existe une orientation qui 
engendre dans le chip f i n g   g m e ,  une Cvolution de pCriode  p, dans laquelle les sous- 
ensembles W(i) sont activCs p6riodiquement  dans  l'ordre 0, 1, . .. , p-1- 

DCmonstratisn. Il suffit de considérer une  orientation  dans laquelle tout arc reliant un 
sommet u de  W(i) it un sommet v de Wu), i < j, est orient6  de j vers i. 

A l'instant initial, les sommets de W(0) sont les seuls puits et peuvent donc être 
acctivCs. De plus,  apr2s leur activation,  on  constate  que  W(1), W(2), ... I( W(p-1), W(0) est 
une partition en boucle au sens oh nous l'avons dkfini plus haut et l'orientation fait des 
sommets de W(1)  des puits. On est dons ramené à une situation  analoque it la 
configuration de dkpart, et le raisonnement peut êrse recommenc6.  On montre ainsi de 

1. 
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proche en proche que les sous-ensembles W(i), i = O, .. . , p-1 seront actives à tour de 
rôle, ce qui correspond  bien à une  Cvolution cyclique  de  pCriode  p. 

Pour engendrer diverses partitions de tailles paires et impaires, il  suffit de partir de 
certaines partitions de base et de  proceder  par  recurrence  en utilisant les propositions 1 , 2  
et 3. 

Proposition 5 Tout hypercube  Hn,  n 2 1, admet  une  partition  boucle de taille 2. 

Ceci est une conskquence immediate du fait que Hn est un graphe biparti. Le sous- 
ensemble W(0) est constitué des elt5ment.s qui ont un nombre pair de bits de valeur 1, et le 
sous-ensemble W(1) est constitu6  des  elements qui ont un nombre  impair de bits de valeur 
1. 

Proposition 6 Pour tout  entier 12 4, Hn  admet  une  partition en boucle de taille 2"-1 -1. 

Démonstration Nous notons N = 2n-2, et nous considerons la suite uo, ... , uN-1 
correspondant à la suite de Gray de Hn-1. Rappelons que cette suite est obtenue pour 
l'ordre k en prenant la suite U'O, . . . , u'N-1 d'ordre k-1 et en effectuant la construction 

OU'(), ... , OUIN-1 , lU'N-1, lU'N'-2 ,... , lU'1, lu'() 

Cette suite correspond 2 un cycle  hamiltonien de l'hypercube. De plus, on sait que 
U i  = bm(i) O bin(i/2) 
où bin () dhigne  le code  binaire et @ designe le "ou exclusif". 

Par exemple, pour  n = 1,2,3, ces suites sont les suivantes: 

n =  1:0, 1 
n = 2: 00, 01,11, 10 
n = 3: 000,001,011,010,  110,111,101,100 

Nous posons 

et nous considkrons  la  partition 

En fait, deux sommets de l'hypercube de codes u et v sont voisins si et seulement si u @ v 
est une puissance de 2. Or 

Oui et lvi ne sont donc pas voisins.  Par  ailleurs, 

vi = ui @ 1 O 2'-2 

{OU0 9 IVOI,  {OU1 9 IVl}, ... , IOUN-3, oUN-l,lvN-3, IVN-l}. {oUN-2,1VN-2) 

Oui @ 1vi = 2n-1 @ (ui @ vi = 2"-1 @ 1 CD 2"-2 

Ce& permet de vCrifier que la partition  ci-dessus est en  boucle. 
e 

Remarque Cette partition en boucle de longueur impaire  permet,  avec les partitions de 
longueur paire, de gknerer  par  r6currence une grande variCt6 d'6volutions du chip firing 
game sur l'hypercube. 

On peut se poser la question de savoir s'il est possible de gBnBrer ainsi toutes les 
pCriodes de longueurs paires  p,  pour  p I 2". Nous  allons repondre positivement à cette 
question. Pour ce faire nous  avons  besoin du r6sultat  preliminaire  suivant; 
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Lemme 1 Hn admet des partitions  linéaires  de  tous les ordres p compris entre O et 2". 

DCmonstration. ConsidCrons la construction exposée dans la méthode 2 et supposons 
que: 

- XN-1 est affectê à W(i), 
- dans l'énumCration  de  pCriode W(O), ... W(p-2), W(p-1) W(p-2), . .. , W(1), 

l'ensemble qui suit le sous-ensemble  W(i)  auquel a éte affect6 X N - ~  est WQ). 
- le dernier sommet affect6 4 WQ) au  cours de l'enroulement est xr. 

Pour que l'enroulement  corresponde â une  partition lintaire, il suffit que xN-1 et Xr soient 
voisins dans l'hypercube. 

Or on peut vérifier aidment que dans tous les cas, N-1-r est impair. Il suffit donc de 
prouver que, pour tout entier impair k I: P ,  il existe un cycle hmiltonien dans lequel il y a 
deux sommets 21 distance k qui sont voisins  dans  I'hypercube Hn. 

Ceci est obtenu en considtrant le cycle de Gray. En effet, cette propriêt6 est une 
cons6quence immêdiate de la  mithode ricurrente qui est B la base de la construction de 
cette suite. Plus précisément, si u'o, ... , U'N-1 est la suite de Gray d'ordre 2", alors 
dans la suite de Gray d'ordre 2n, qui s'écrit 

Ou'N-1 et 1U'Nl-l sont â distance 1, Ou'N-2 et l u ' ~ ' - 2  B diseance 3, et plus 
ginéralement OU'N-s et lu'N+ sont distance  2s-1. 

Ceci achkve la démonstration du lemme. 

h ' O ,  ... , OU'N-1 1U'N9-1, lU'N'-2 ,... , IU'l, 1U'O 

Proposition 7 E'hypercube Hn9 n 2 1, admet des partitions en boucle de tous les ordres 
pslirs p compris entre O et 2n. 

DCmonstration Nous procedons par rêcunence. Le rêsultat est Cvident pour n = 2. 
Pour l'étape  de rkurrence nous  distinguons les cas  p = 4k et p = 4k.4-2. 

Le premier cas est traitd en  consid6rant  la  partition  en boucle d'ordre 2k de Hn-l(elle 
existe par hypothese de dcurrence), et en appliquant la propoosition 1. 

Le second cas est trait6  en  consid6rant la partition linGaire de longueur 2k+l exhibk 
dans le lemme 1 et en appliquant la proposition 1. 

Nous avons ainsi montré que le chip firing game ginère  sur I'hypercube Hn, toutes 
les périodes de longueurs paires p, pour  p 5 2". 

PI% - Cycle exponentiel sur deux  anneaux couplCs _, ~ 

Considérons d'abord un anneau  d'ordre n. Il est facile de definir sur un tel anneau, 
une orientation 2 partir de laquelle lMvolution  du système est de période n. Il suffit pour 
cela de consid6rer une orientation qui en fait un circuit, et  de changer ensuite l'orientation 
d'un seul arc (cf. figure Sa). On peut alors donner une interprétation de l'kvolution en 
disant que l'unique sommet source porte un vthicule qui circule de sommet en sommet le 
long de l'anneau.  On  peut  d'ailleurs g6nCraliser cette C O R S ~ P ~ C ~ ~ O ~  en  consid6rant  plusieurs 
vChicules correspondant 4 plusieurs  sommets  sources sur l'anneau orientê. 

Fig. 5 
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Dans les figures ci-dessus, les sommets activés sont représenbs par des ronds noirs. 
En fait, On voit bien que tout se passe comme si ces sommets portaient des véhicules et 
que ces véhicules se déplaçaient de sommet en  sommet sur la boucle. 

Un  système  de deux anneaux couplés est défini comme un graphe composé de deux 
anneaux d'ordres n et m, reliés par une arête [a,b] (cf. figure 6a). Dans le premier anneau, 
les véhicules se déplacent comme dans l'anneau isolé, sauf que, lorsqu'ils amvent au 
sommet a, ils ne continuent que si l'arête [a,b] est orientée de b  vers a. La même remarque 
est valable pour les véhicules du deuxième  anneau. 

Q 
Fig. 6 

La premibre étape de notre construction consiste à définir sur ce système de deux 
anneaux  couplés, une configuration qui engendre  une  évolution  de période proportionnelle 
au ppcm de n et m. - 

Pour ce faire, il suffit de considérer des véhicules qui tournent sur les deux anneaux 
et qui  sont disposés de telle sorte que: 

- lorsqu'un vihicule du premier  anneau  arrive en a, l'arc [a,b] est orient6 de b vers a; 
- lorsqu'un vkhicule du  second anneau arrive en b,  l'arc [a,b] est orienté de a vers b. 

Nous procédons comme suit. Nous prenons n = kd et m = (k+l)d, avec d 2 4 et k 2 1. 

- le premier anneau comporte k véhicules dont les dates de passage au sommet a 
correspondent à la suite 
O, d+l,  2d+l, ... , (k-l)d+l, ... , pn, pn+d+l,  pn+2d+l, ... , pn+(k-l)d+l, ... 
Remarquons bien que ces vkhicules circulent et passent en a  avec une @riodicité 
qui est bien  n et non d. 

- le second anneau comporte k+l véhicules dont les dates de passage au sommet b 
correspondent la suite 
2, d+3,2d+3, ... ,kd+3, ... , pm+2,  pm+d+3, pm+2d+3, ... , pm+kd+3, ... 
Remarquons bien que ces v6hicules  circulent et passent en a avec une pkriodicité 
qui est bien  m et non d. 
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Avec ce systsme on constate que dans le premier anneau, les vdhicules sontà distance au 
moins d-1 les uns des auws et que leurs dates de passage au sommet a sont congrues B O 
ou 1 modulo d. Par ailleurs, dans le second  anneau, les vChicules sont aussi A distance au 
moins d-1 les uns des autres et leurs dates  de passage au sommet b sont congrues 2 2 QU 3 
modulo d. Comme d 2 4, on vkrifie  aisement que  les dates de passage des v6hicules des 
deux anneaux aux sommets  a et b  sont  alternees. 

En orientant initialement.  l'&te  [a,b]  de  b vers a, on voit que 
- le premier vkhicule du premier anneau passe à une date t E {O,l} au point a. 

Ap$s ce passage, l'arste [a,b] est okent6e de a vers b. 
- le premier vkhicule du second anneau passe à une date t E {2,3}. Aprss ce 

passage, l'arête [a,b] est orientke  de  b vers a 
- comme d 1 4, le second vCkicule du premier amneau passe à une  date t E { d,d+l } 

en a, et ap&s ce passage, l'arête [a,b] est orientke de a vers b. 
- le second vChicule du second  anneau passe B une date t E { d+2,d+3}, et aprks ce 

passage, l'arête [a,b] est orientge  de  b vers a. 
... 

Ceci montre que les vChicules des deux anneaux  Cvolueront comme si ces deux anneaux 
&aient autonomes. En consequence, le système des deux m e a u x  coupl&s a une Bvolution 
dont la pCriode est ppcm Gd, (k+l)d) = k&+l)d. 

Cette construction peut être gdn6ralisee B une cascade d'anneaux (cf. Figure 4b). 
Plus r&is&ment, considCrons  une  cascade  d'anneaux de longueurs 3d + 4d + . . . + md = 
O(m 8 d). Il suffît pour cela que les vkhicules  passent par les sommets de liaison de type a A 
des dates appartenant à {O,l} modulo d et par les sommets de liaison de type b B des dates 
appartenant B { 2 3 )  modulo d. 

La cascade d'anneaux est de  taille  O(m2d) et l'ensemble  correspond B une kvolution 
cyclique de p6riode  ppcm (3d, 4d, ... ,md) = d ppcm (3,4, ... , m). 

L'expression ppcm Q g  4, . . . m) n'est autre que la fonction de Tchebychev $(m) et 
on sait que +(ml = e%d [ROS 621. 

Nous avons ainsi exhibb un graphe d'ordre n = O(m2d) sur lequel le chip firing 
game conduit B une Cvolution de p6riode eO(m) = eO(dn), expression qui est 
exponentielle par rapport il la taille  n du graphe. 
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