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1 - Introduction 
Les systkmes  redondants  de  représentation des nombres,  introduits  par  Avizienis 

[ 11 en 1961,  sont  souvent  basés  sur  l'utilisation de chiffres  qui  peuvent  être  négatifs.  Par 
exemple,  en  base 10, on  peut  représenter  tous  les  nombres  avec  des  chiffres  allant  de -5 B 
+5.  Ces  systkmes permettent  d'effectuer  des  additions  sans  propagation de retenue, et 
sont  donc trks attractifs  pour  faire  de  l'arithmétique  rapide. 

Les  opérateurs  arithmétiques  "série"  reçoivent  les chiffres des opérandes et 
fournissent  les  chiffres du résultat un par  un.  Un opérateur  série  efficace  commence B 
fournir les premiers chiffres du résultat avant  d'avoir  reçu  tous les chiffres des 
opérandes : ceci  permet  d'évaluer  rapidement  des  expressions,  en  effectuant un pipe-line 
au niveau  des  chiffres.  On  dira  qu'un  opérateur  série est de délai 6 s'il  fournit  le ikme 
chiffie  du résultat  aprks  avoir  reçu  les i + 6 premiers  chiffres  des  opérandes. 

Considérons  l'exemple  suivant : on évalue y + sin(x2), et on  dispose  d'un 
additionneur  de  délai 2, d'un  quadrateur  de  délai 3, et  d'un  op5rateur de calcul du sinus,  de 
délai 4. L'ensemble  du  calcul  se  fait  avec  un  délai  égal B 9 : le  premier  chiffre  du  résultat 
commence B sortir  aprks  l'entrée du lobme  chiffre  de = x, c'est-B-dire  bien  avant que  la 
premikre  opération  ne  soit  terminée,  et  ceci  quelle  que  soit la taille  des  opérandes. On  ne 
peut  profiter  de  cette  possibilité  de  pipe-line au  niveau  du chiffre  que  si  dans  tous  les 
opérateurs  les  chiffres  circulent  dans  le même sens,  ce  qui  semble a priori impossible : 
Les  algorithmes  usuels  évaluent  une  somme ou un produit  de  droite B gauche, m a i s  par 
contre, on n'évalue  les  chiffres du quotient ou  du  maximum de deux  nombres  que de 
gauche B droite.  Ce  problbme  est  resolu  en  utilisant  des  systkmes redondants d'bcriture 
des  nombres,  qui  permettent  d'effectuer  des  additions  sans  propagations  de  retenues, et 
grâce  auxquels  tous  les  calculs  peuvent  être  faits  en  série, de la gauche  vers la droite. Les 
opérateurs  série  dans  lesquels  les  chiffres  circulent  en  commençant  par la gauche  sont 
appelés  opérateurs en Eigne, ils  ont été introduits  en 1977 par  Ercegovac  et  Trivedi  [4]. 

Dans la suite de cet exposé, je vais  donner  deux  exemples  d'application  des 
systkmes  redondants  d'écriture  des  nombres : l'évaluation  rapide  de  séries  entikres  grâce h 
l'arithmetique  "en  ligne", et la réduction  d'argument  rapide. 

2 - Evaluation  de  polynômes  grâce à l'arithmétique en ligne 
Dans  sa  thkse  de  doctorat  [5]  Jean-Claude  Bajard  propose  d'évaluer  en  ligne  (c'est- 

&-dire  en  série,  poids  forts en tête)  des  séries  entikres.  Bien  entendu,  en  pratique, les 
séries  sont  tronquees B un  rang  dépendant  de la  précision  désirée,  par  conséquent,  ce  sont 
en fait des  polynômes  que  nous  évaluons.  Si je parle  "d'évaluation  de  skries"  plutôt  que 
"dévaluation de polynômes",  c'est  parce  que  nous  obtenons  des  conditions  sur  les 
coefficients  qui  sont  relativement  contraignantes  (décroissance  rapide),  mais  qui  sont 
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satisfaites, tout  au moins h partir d'un certain rang, par les dbveloppements en sirie 
entikre  des  fonctions mathhatiques usuelles.  Donnons  nous une cellule 6lCmentaire  qui, 
en  fonction  de 3 entries c, d et x comprises entre -1/2 et 1/2, calcule c x A  en ligne,  avec 

L'id& naïve,  pour Cvaluer une s6rie enti2re S(x) = a. + alx = + a2x2 + a3x' + ... 
est d'utiliser le Sch&ma de Horrzer (c'est-hlire d'bcrh-e S(x) = % + x(al + = x(a2 + x 
(...)))...), et  de  disposer nos cellules 6lCmentaires c o r n e  suit : 

Toutefois,  cette  architecture  naïve comporte un inconvknient : le  delai  de ce calcul 
est h o m e ,  puisqu'il est Cgal 21 la s o m e  des d b i s  des cellules 616mentaires utilisees. 
00 peut remCdier A ce probBme c o r n e  suit : si dans la  cellule 61Cmenhire @senti% 
plus  haut on entre 4c el 4d, alors on sort 4(cx + d) avec delai 2, c'est 2 dire cx + d avec 
delai O. Il est  possible, en dkcalant en consCquence les  coefficients de la serie  entihre S 
(c'est-&dire en multipliant  le  coefficient  paf 4) de faire tous  les  calculs  616menhires ,. 

avec  dklai a6ro (il la condition que 4'ai soit une  entr6e admissible d'une  cellule 
ilementaire,  c'est-&-due  qu'il  soit  infkrieur h 112 : c'est de 18 que  vient  la  condition sur 
les  coefficients), et donc de faire  l'ensemble du calcul avec d6lai zCro. Il reste  ensuite, 
afin de pouvoir  cadencer  le  calcul  plus  rapidement, B placer des bmi&res temporelles 
toutes les p cellules - et donc perdre un peu en d6lai - on  fera varier p pour  chercher un 
compromis  entre le d&i et la  vitesse h laquelle on peut  cadencer  le  circuit. 

Mn d6ld 6@ & 2 : 

Les  algorithmes  gCniralement utilisCs pour  calculer  les  fonctions  Cl6mentakes  en 
machine  (c'est-h-dire les fonctions  sinus,  cosinus,  exponentielle ...) ne  donnent un 
rCsultat correct que dans un intervalle born6. Pour calculer une fonction 616mentab-e f(x) 
pour  tout x, il  est n6cessaire de trouver  une  "transformation" qui permette  de  deduire f(x) 
d'une  fonction g(x*), oh : 

- X* est  deduit de x, x* est appel6 l'argument rkduit 
- x* appartient au domaine de convergence d'un algorithme O permettant de 

En pratique, deux types de rkduction apparaissent : ., . 

calculer g (en g6n6ral g = f). 

uction additive. x* = x: - kC, où k est un entier  et e une constante. 
duction  multiplicative. x* = x/@, où k est un entier et C une I-. 

constante. 
3.1 - Exe~nple~ 
3.1.1. Calcull de la fonction cosinus 

Supposons que nous  d6sipions Cvduer cos(x), et que l'algorithme utilise pour 
calculer  le  sinus ou le cosinus de l'argument  rCduit converge dans [-d4 , +d4]. On p u t  
choisir C = 16/2, et le calcul  de cos@) se fait c o r n e  suit : 
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- Calculer  x*  et  k  tels  que x* E [-~/4, +d4] et x* = x - kd2  
- Calculer  g(x*,k) = 

[ 
COS(X*) si k mod 4 = O - sin(x*) si k mod 4 = 1 - COS(X*) si k mod 4 = 2 

sin(x*) si k mod 4 = 3 

- On  obtient  alors:  cos(x) = g(x*,k). 
Cette  réduction  d'argument est additive. Examinons  un  autre  exemple de réduction 

additive. 
3.1.2. Calcul de la fonction exponentielle 

Supposons  que  l'on  veuille  calculer ex sur une  machine  fonctionnant  en  base  2, et 
que l'algorithme  utilisé  pour  calculer  le  sinus ou le  cosinus de l'argument réduit 
converge  dans  [O,ln(2)]. On  peut  choisir C = ln(2), et utiliser  l'algorithme  suivant : 

- Calculer  x* E [O,ln(?J] et k tels  que  x* = x - k  ln(2). 
- Calculer  g(x*,k) = ex 
- Calculer ex = 2kg(x*,k) 
En  base 2, la  multiplication  finale  par  2k est élémentaire. 

3.1.3. Calcul du logarithme 
Supposons  que  l'on  veuille  calculer  ln(x)  (x > O) sur  une  machine  fonctionnant 

en  base 2, et que  l'algorithme  utilis6  pour  calculer  le  logarithme  de  l'argument  réduit 
converge dans [1/2,1]. On peut  choisir C = 2,  et  utiliser  l'algorithme  suivant: 

- Calculer x* E [1/2,1]  et k tels  que  x* = ~ / 2 ~ .  
- Calculer  g(x*,k) = ln (x*) 
- Calculer  In(x) = g(x*,k) + k ln(2). 
Cette dernihre réduction est multiplicative. En pratique, la r6duction 

multiplicative  n'apparaît  que  pour  les  logarithmes  et  les  racines  nhmes.  Elle  s'effectue 
donc  aisément,  car  pour  ces  fonctions on peut  toujours  se  ramener au cas où C est une 
puissance de la base,  ce  qui  rend  le  calcul de x/Ck élémentaire.  Par la suite,  nous  nous 
concentrerons  donc  seulement sur le  problème  de la réduction  additive 

3.2 - Rbduction  d'argument additive 
Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposons  que  nous  disposons  d'un  algorithme de 

calcul  de g dans un intervalle 1 de la forme [-C/2-&,+C/2+&] (on  parlera  alors de 
"réduction  symétrique") ou [-&,C+&] (on  parlera  alors de "réduction positive"), où E > O. 
On  cherche 3 Cvaluer  x* E 1, et un entier  k  tels  que: 

(2) x*=x-kC 
Puisque E > O, x* et k ne sont  pas  définis de manière  unique  par  (2).  Cette 

latitude de choix  (encore  une  redondance !) va  permettre  de  concevoir  des  algorithmes 
efficaces. 
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Notons  Lx] l'entier  le  plus  proche de x (ou l m  des  entiers  en  cas  d'ambiguité). 

- Calculer k = LdCj (dms le cas d'une rCduction positive), ou Er = LdC] (dans le 

- Calculer  x* = x - k~ au  moyen d'une  multiplication par kr suivie  d'une 

Pour  de  large  valeurs de x, ce procéd6  risque d'btre imprbeis  (lors  de la deuxibme 
étape, on soustrait  des  quantites  qui  peuvent Ctre tri% proches).  Nous allons maintenant 
proposer un algorithme  appel6 rkducrisn  modrduire, qui  permet  d'effectuer  la  reduction 
d'argument  rapidement et avec prkcision. 

L'algorithme  usuel de réduction  d'argument  est: 

cas d'une  reduction  symétrique)  par le biais  d'une  multiplication  ou  d'une  division. 

soustraction. 

lgosithme de rCdmction modulaire 
duction en virgule fixe 

Supposons  que  les  nombres  manipulés  sont ecrits en  virgule fixe et  en  base  2, et 
qu'ils  sont  inférieurs & 2N. Ces  nombres ont une  partie  enti&re  qui  s'ecrit  sur  N  bits et 
une partie  fractionnaire  qui s'ecrit sur p bits.  La  chaîne  de  chiffies : 

"N-1 "N-2 XN-3 *.- XO-x-1 x-2 X P  (Xi = 031) 
N-1 

représente  le  nombre  %2'.  Notons v l'entier  tel  que 2V < C 5 2V+'. 
i=-p i 

I"our tout  i 2 v, soit q E [- C/2, C/2) tel que 2' - q /C  est un entier  (on ecrira 
'lmqi = mod C"). L'algorithme  de  rkduction  d'argument  modulaire  consiste & effectuer 
les  &pes  suivantes: 
4.1.1. Prermihe r6ductiow 

On calcule  le  nombre: 

( 3  [ r = b N - 1  mN-*) + mN-2) + (xN-3 mN-3) + ... + (xv mv) 
+ "v-1 "v-2Xv-3 ... X0.X-1 "-2 ..- X-P 

Comme les xi valent O ou 1 , ce cdcul se fait en effectuant  la  somme de N-v+l 
ternes. Le  resultat  r  de  cette  premihre  reduction est compris entre - (N-v+2)@/2  et + (N- 
v+2)C/2. 

econde rCduetisn 
Notons ri  le i h e  chiffre  binaire  du  resultat  de  la  premikre  rdduction: 

r = q rl-l r1-2 ... rOxl r-2 ... 
oa 1 = Llog2(N-v+2)]. 

Soit  le nombre  obtenu en tronquant la représentation de r aprks le L-log2(~)lii?me 
bit,  c'est-&-dire: 
r = q q-l rl-2 ... ro.r-lr-2 ... qlog2(E)1 A 
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r^ s'écrit  sur  m bits, où m 4-log2(N-v+2)1+ L-10g2(&)] est très petit dans tous  les  cas 
pratiques. Si on choisit k = L: / Cl (resp. Lr^ / Cl) alors r - kC appartient à [-C/2- 
E ,+C/~+E]  (resp. [-E, C+E]), et constitue donc le résultat correct de la réduction 
symétrique (resp. positive). Comme k peut être déduit de r̂ , cette seconde réduction 
s'effectue en cherchant kC dans une  table à 2m bits  d'entrée B l'adresse  constituée  par  les 
bits  de r̂ . 

Durant cette réduction, on additionne N-v+l termes. Si ces  termes (à savoir  les 
n+ et la valeur kC de la deuxième  réduction)  sont  représentés en virgule fixe avec  q  bits 
fractionnaires,  alors la différence entre le résultat du calcul et l'argument  réduit  exact  est 
majorée  par  2-q-I(N-v+l). 
4.2 - Exemple 

Si on désire calculer des sinus et des  cosinus  de  nombres compris entre  -220  et 
220, et si l'algorithme de calcul sur les arguments réduits est Cordic [23], [25], 
l'intervalle  de convergence 1 est [-1.743 ..., +1.743...]. Etant donné que 1.743 > n/2, 
nous  effectuerons  une réduction symétrique, avec C = n: et E = + 1.743 ... - d 2  = 0.172 
... > 2". On obtient alors 

- N = 2 0 e t v = 2  
- La première  réduction  se fait en  additionnant 19 termes 
- r E [-107c,+lOn], donc, puisque 107~ < 25, la seconde réduction nécessite 

- Pour obtenir l'argument réduit avec  p  bits  fractionnaires significatifs, il faut 
l'emploi  d'une  table à 5+3 = 8 bits d'adresse. 

mémoriser les q et les  valeurs kC avec p+5  bits  fractionnaires. 

4.3 - Réduction en virgule flottante 
Si la valeur  d'entrée  x est un nombre  virgule  flottante : 

x = o.x,  x2  xg ... x,  2exposmt 

La réduction d'argument s'effectue comme en virgule fixe. Durant la première 
réduction, on remplace la somme des termes q par celle des termes mexponent-i. La 
différence essentielle entre cette méthode de réduction et les autres est que durant la 
réduction, on additionne des nombres  (les q) qui sont  représentés  en  virgule  fixe, et 
dont  l'ordre de grandeur est le même.  Ceci  rend la réduction  d'argument très précise. 

5 - Architectures pour la  réduction  d'argument  modulaire 
La  première  réduction  consiste en l'addition de N-v+l nombres. Ce problème est 

trivialement très semblable à celui de la multiplication de deux  nombres  (multiplier  x = 

$, xi2'  par y = y$ se réduit 21 calculer la somme des q+l termes yidx). Par 
1= J=0 
conséquent, la plupart  des  algorithmes et architectures  classiques de multiplication  (voir 
par exemple  [SI, [61, [9], [ l l ] ,  [13], [19], [22], [24], peuvent  s'adapter  au calcul de la 
réduction d'argument modulaire. L'architecture présentée =46ig. 1 est dérivée du 
multiplieur de Braun  [SI,  tandis  que  celle  présentée  =46ig.  2 est un arbre de Wallace  [24]. 

9 
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Cette similitude entre  la  rêduction  modulaire et la multiplication  permet  d'effectuer  les 
deux ogrations avec un m6me opkateUr. 

Nous avons montr6 par quelques exemples que les systbmes redondants  de 
reprdsentation des nombres  peuvent  avoir des impacts non n6gligeables SWP l'architecture 
des machines (ophteurs "en  ligne",  r6duction  d'argument tr&s rapide b l'aide  d'ophrateurs 
tr&s peu  diffkrents  d'un  multiplieur). 
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Fig. 1 - Arcbitecture cellulaire de r6duction d'argument 

- 679 - 



- 680 - 



Références 
El] A. Avizienis. Signed-digit number representations for fast parallel arithmetic. 
IRE Transactions on electronic cornputers, 10 : pp. 389-400,  1961.  Reprinted in E.E. 
Swartzlander, Computer  Arithmetic, Vol. 2, IEEE Computer Society Press Tutorial, 
1990. 
[21 T.  Asada, N. Takagi, and S. Yajima.  A  hardware algorithm for computing  sine 
and cosine  using  redundant  binary representation. Syste1n.s-  and cornputers  in Japan} , 
18(8), 1987. 
[3]  A. Avizienis. Signed-digit number representations for fast parallel arithmetic. 
IRE Transactions on Electronic Conzputers, 10, 1961. 
[4]  M.D. Ercegovac, and K.S. Trivedi. On  line  algorithms for  division and 
multiplication. IEEE Trans. Comp., C-26(7) : 681-687, 1977. 
[5] J.C.  Bajard.  Evaluation de fonctions dans des systèmes  redondants d'Ccriture des 
nombres.  Thbse  de  doctorat,  ENS  Lyon,  1993. 
[6]  C.R. Baugh  and B.A.  Wooley.  A  two's  complement  parallel  array  .multiplication 
algorithm. IEEE Transactions on Conzputers, C-22 : 1045-1047,  1973.  Reprinted in 
E.E. Swartzlander, Computer Arithmetic, Vol. 1, IEEE Computer Society Press 
Tutorial, 1990. 
[7]  A.D. Booth.  A signed binary multiplication technique. Quarterly journal of 
ntech.anics and  applied rnathenzatics, 4(2) : 236-240, 1951. Reprinted in E.E. 
Swartzlander, Computer  Arhhmetic,  Vol. 1, IEEE Computer Society Press Tutorial, 
1990. 
[SI  E.L. Braun. Digiral conzputer design. New York  academic, 1963. 
[9]  P.R. Cappello  and K. Steiglitz. A vlsi layout for a  pipelined Dadda multiplier. 
ACM Transactions on Computer  Systeins, l(2) : 157-174, May 1983. Reprinted in 
E.E. Swartzlander, Computer Arithmetic, Vol. 2, IEEE Computer Society Press 
Tutorial, 1990. 
[10] W.  Cody and W. Waite. Software Manual for the  Elementary  Functions. 
Prentice-Hall  Inc,  1980. 
[ll] L. Dadda.  Some  schemes  for parallel multipliers. Altu Frequenza, 34 : 349-356, 
March 1965. Reprinted in E.E. Swartzlander, Computer Arithmetic, Vol. 1, IEEE 
Computer  Society  Press  Tutorial, 1990. 
[12]  M.D.  Ercegovac. Radix 16 evaluation of certain elementary functions. ZEEE 
Transactions  on Conzputers, C-22(6), June 1973. Reprinted in E.E. Swartzlander; 
Computer  Arithmetic, Vol. 1, IEEE  Computer  Society Press Tutorial,  1990. 

- 681 - 



el31 Y. Harata, Y. Nakmura, H. Nagase, M. Taacigawa, and N. Talcagi. A high-speed 
multiplier  using a redundant binay adder  tree. IEEE journal of solid-sfafe circuifs, SC 
22(1) : 28-34, February 1987. Reprinted in E.E. Swartzlander,  Cornputer hithmetic, 
Vol. 2, EEE Cornputer  Society  Press Tutorid, 1990. 
[14] J.F. Hart. Cornputer A~proxirn~fion~. Wiley, 1968. 
[15] G.H. Havilmd and A.A. Tuszinsky. A cordic withmetic processor  chip. IEEE 
Transacfions on C Q I Ï ~ U F ~ ~ S ,  C-29(2), February 1980. 
LI61 K. Havmg. Cornpuw Arifhmefic Phciples,  Architecture and design. Wiley h 
Sons  Inc, 1979. 
[17] B. De Lugish. A Clemss of Alg0riFhtn.y for Aufornatic Evahation of Funetions 
and Con~pufafions in a Digifal Cornpufer. PhD  thesis,  Dept. of Cornputer  Science, 
University of Illinois,  Urbana, 1978. 
1181 J.E. Meggitt.  Pseudo  division  and  pseudo  multiplication  processes. IBM Journal 

[19] S .  Nakamura.  Algorithms for iterative may multiplication. PEEE Trmsacfions 
on  Cornpurers, C-35(8), August 1986. 
[a01 E. Remes. Sur un procCd.5 convergent d'approximations  successives pour 
dkterminer les polynômes  d'approximation. C.R. Acad.  Sei. Paris, 198,  1934. 
[21 J W.H. Specker. A class of dgorithms for ln(x), exp(x), sin(x), cos(x), tan-I(x) and 
cot-l(x). IEEE Transactions on Electronie Compu~ers, EC-14, 1965. Reprinted  in E.E. 
Swmzlander, Cornputer  Arithmetic,  Vol. 1, IEEE Computer  Society Press Tutorid, 
1990. 
[22] N. Takagi, H. Yasukura,  and S .  Yajima.  High  speed  multiplication algorithm 
with a redundant b i n q  addition tree. IEEE Transactions on Cornpufers, @-34(9), 
September 1985. 
[23] J. Volder.  The  cordic  computing  technique. IRE Transactions on Elecfronic 
Cornpufers, 1959. Reprinted  in E.E. Swartzlmder, Cornputer  Arithrnetic,  Vol. 1, EEE 
Cornputer  Society  Press  Tutorial, 1990. 
1241 C.S.  Wallace. kn suggestion for a fast multiplier. IEEE Transacfions on 
EleeFronic Cornpufers, pages 14-17, F e b r u q  1964. Reprinted  in E.E. Swamlander, 
Cornputer  Arithmetic,  Vol. 1, IEEE Cornputer  Society  Press  Tutorial, 1998. 
[25] J. Walther. A unified  algorithm for elementary  functions.  In Joinf  Cornpufer 
Conference Proceedings, 1971. Reprinted  in E.E. Swmlmder, Cornputer  Arithrnetic, 
Vol. 1, LEEE Compter Society Press Tutorid, 1990. 

ofResearch a n d D ~ ~ e l ~ p m ~ ~ ,  6 : 210-226,  1942. 

- 682 - 


