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1 - Introduction

Les systtmes redondants de représentation des nombres, introduits par Avizienis
{1] en 1961, sont souvent basés sur l'utilisation de chiffres qui peuvent &tre négatifs. Par
exemple, en base 10, on peut représenter tous les nombres avec des chiffres allant de -5 &
+5. Ces systemes permettent d'effectuer des additions sans propagation de retenue, et
sont donc tres attractifs pour faire de l'arithmétique rapide.

Les opérateurs arithmétiques "série” recoivent les chiffres des opérandes et
fournissent les chiffres du résultat un par un. Un opérateur série efficace commence 2
fournir les premiers chiffres du résultat avant d'avoir regu tous les chiffres des
opérandes : ceci permet d'évaluer rapidement des expressions, en effectuant un pipe-line
au niveau des chiffres. On dira qu'un opérateur série est de délai § s'il fournit le ieme
chiffre du résultat aprés avoir recu les i + 3 premiers chiffres des opérandes.

Considérons l'exemple suivant : on évalue y + sin(x2), et on dispose d'un
additionneur de délai 2, d'un quadrateur de délai 3, et d'un opérateur de calcul du sinus, de
délai 4. L'ensemble du calcul se fait avec un délai égal 2 9 : le premier chiffre du résultat
commence 2 sortir apres l'entrée du 10&me chiffre de = x, c'est-3-dire bien avant que la
premidre opération ne soit terminée, et ceci quelle que soit la taille des opérandes. On ne
peut profiter de cette possibilité de pipe-line au niveau du chiffre que si dans tous les
opérateurs les chiffres circulent dans le méme sens, ce qui semble a priori impossible :
Les algorithmes usuels évaluent une somme ou un produit de droite & gauche, mais par
contre, on n'évalue les chiffres du quotient ou du maximum de deux nombres que de
gauche 2 droite. Ce probléme est résolu en utilisant des systémes redondants d'écriture
des nombres, qui permettent d'effectuer des additions sans propagations de retenues, et
gréce auxquels tous les calculs peuvent étre faits en série, de 1a gauche vers la droite. Les
opérateurs série dans lesquels les chiffres circulent en commengant par la gauche sont
appelés opérateurs en ligne, ils ont ét€ introduits en 1977 par Ercegovac et Trivedi [4].

Dans la suite de cet exposé, je vais donner deux exemples d'application des
systémes redondants d'écriture des nombres : I'évaluation rapide de séries entiéres grice
T'arithmétique "en ligne", et la réduction d'argument rapide.

2 - Evaluation de polyndmes grice a l'arithmétique en ligne

Dans sa thése de doctorat [5] Jean-Claude Bajard propose d'évaluer en ligne (c'est-
a-dire en série, poids forts en téte) des séries entitres. Bien entendu, en pratique, les
séries sont tronquées A un rang dépendant de la précision désirée, par conséquent, ce sont
en fait des polyndmes que nous évaluons. Si je parle "d'évaluation de séries" plutét que
"d'évaluation de polynémes", c'est parce que nous obtenons des conditions sur les
coefficients qui sont relativement contraignantes (décroissance rapide), mais qui sont

— 673 —



satisfaites, tout au moins & partir d'un certain rang, par les développements en série
entiere des fonctions mathématiques usuelles. Donnons nous une cellule €lémentaire qui,
en fonction de 3 entrées ¢, d et x comprises entre -1/2 et 1/2, calcule cx-+d en ligne, avec
un délai égal 42 :

L'idée naive, pour évaluer une série entiere S(x) = ap + 2;x = + )X + a3%3 + ...
est d'utiliser le Schéma de Horner (c'est-a-dire d'écrire S(x) = ay + x(a; + =x(a, +x
(-.)))...), et de disposer nos cellules Elémentaires comme suit :

Toutefois, cette architecture naive comporte un inconvénient : le délai de ce calcul
est énorme, puisqu'il est égal A la somme des délais des cellules élémentaires utilisées.
On peut remédier & ce probléme comme suit : si dans la cellule élémentaire présentée
plus hauot on entre 4c¢ et 4d, alors on sort 4(cx + d) avec délai 2, c'est 2 dire cx + d avec
délai 0. Il est possible, en décalant en conséquence les coefficients de la série entiere S
(c'est-2-dire en multipliant le coefficient a; par 4%) de faire tous les calculs élémentaires
avec délai zéro (& la condition que 41a; soit une enirée admissible d'une cellule
élémentaire, c'est-a-dire qu'il soit inférieur & 1/2 : c'est de 13 que vient la condition sur
les coefficients), et donc de faire 1'ensemble du calcul avec délai zéro. Il reste ensuite,
afin de pouvoir cadencer le calcul plus rapidement, & placer des barri¢res temporelles
toutes les p cellules - et donc perdre un peu en délai - on fera varier p pour chercher un
compromis entre le délai et la vitesse a laquelle on peut cadencer le circuit.

3 - La réduction d'argument

Les algorithmes généralement utilisés pour calculer les fonctions élémentaires en
machine (c'est-2-dire les fonciions sinus, cosinus, exponentielle...) ne donnent un
résultat correct que dans un intervalle borné. Pour calculer une fonction élémentaire f(x)
pour tout x, il est nécessaire de trouver une "transformation" qui permette de déduire f(x)
d'une fonction g(x™), ob : ‘

- x" est déduit de x, x* est appelé l'argument réduit

- x" appartient au domaine de convergence d'un algorithme 0 permettant de
calculer g (en général g = f).

En pratique, deux types de réduction apparaissent :
1. Réduction addiiive. x* = x - kC, o k est un entier et C une constante.

2. Réduction multiplicative. x* = x/Ck, ot k est un entier et C une
constante.

3.1 - Exemples
3.1.1. Calcul de la fonciion cosinus

Supposons que nous désirions évaluer cos(x), et que I'algorithme utilisé pour
calculer le sinus ou le cosinus de 1'argument réduit converge dans [-n/4 , +7/4]. On peut
choisir C = n/2, et le calcul de cos(x) se fait comme suit :
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- Calculer x* et k tels que x* € [-n/4, +n/4] et x* = x - kn/2

- Calculer g(x* k) =
cos(x) si kmod 4=0
@ - sin(x®) si k mod 4 =1
- cos(x™) si k mod 4 =2
sin(x™) si k mod 4 = 3

- On obtient alors: cos(x) = g(x* k).

Cette réduction d'argument est additive. Examinons un autre exemple de réduction
additive.
3.1.2. Calcul de la fonction exponentielle

Supposons que 1'on veuille calculer e* sur une machine fonctionnant en base 2, et
que lalgorithme utilisé pour calculer le sinus ou le cosinus de l'argument réduit
converge dans [0,In(2)]. On peut choisir C = In(2), et utiliser 'algorithme suivant :

- Calculer x* € [0,In(2)] et k tels que xF=x-kIn(2).
- Calculer g(x* k) =X
- Calculer X = 2Kg(x* k)

En base 2, la multiplication finale par 2 est élémentaire.
3.1.3. Calcul du logarithme

Supposons que 'on veuille calculer In(x) (x> 0) sur une machine fonctionnant
en base 2, et que I'algorithme utilisé pour calculer le logarithme de 1'argument réduit
converge dans [1/2,1]. On peut choisir C = 2, et utiliser 1'algorithme suivant:

- Calculer x* € [1/2,1] etk tels que x™ = x/2k.
- Calculer g(x* k) =In (x%)
- Calculer In(x) = g(x* k) + k In(2).

Cette derniere réduction est multiplicative. En pratique, la réduction
multiplicative n'apparait que pour les logarithmes et les racines némes. Elle s'effectue
donc aisément, car pour ces fonctions on peut toujours se ramener au cas o C est une
puissance de la base, ce qui rend le calcul de x/CX élémentaire. Par la suite, nous nous
concentrerons donc seulement sur le probleme de la réduction additive

3.2 - Réduction d'argument additive

Dans tout ce qui suit, nous supposons que nous disposons d'un algorithme de
calcul de g dans un intervalle I de la forme [-C/2-g,+C/2+€] (on parlera alors de
"réduction symétrique") ou [-g,C+¢€] (on parlera alors de "réduction positive™), ot € > 0.
On cherche 2 évaluer x* € 1, et un entier k tels que:

) x*=x-kC

Puisque € >0, x” et k ne sont pas définis de maniére unique par (2). Cette
latitude de choix (encore une redondance !) va permettre de concevoir des algorithmes
efficaces.
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Notons Lx] I'entier le plus proche de x (ou un des entiers en cas d'ambiguité).
L'algorithme usuel de réduction d'argument est:

- Calculerk = LxlC] (dans le cas d'une réduction positive), ouk = Lx/C] (dans le
cas d'une réduction symetnque) par le biais d'une multiplication ou d'une division.

- Calculer x* = x - kC au moyen d'une multiplication par k suivie d'une
soustraction.

Pour de large valeurs de x, ce procédé risque d'étre imprécis (lors de la deuxiéme
étape, on soustrait des quantités qui peuvent étre trés proches). Nous allons maintenant
proposer un algorithme appelé réduction modulaire, qui permet d'effectuer la réduction
d'argument rapidement et avec précision.

4 - L'algorithme de réduction modulaire

4.1 - Réduction en virgule fixe

Supposons que les nombres manipulés sont écrits en virgule fixe et en base 2, et
qu'ils sont inférieurs & 2N. Ces nombres ont une partie entlére qui s'écrit sur N bits et
une partie fractionnaire qui s'écrit sur p bits. La chaine de chiffres :

XN'] XN'Z XN_3 . Xo.x_l X_z e X (X_i = 0,1)

P
N-1
représente le nombre ¥, x;2!. Notons v l'entier tel que 2V < C < 2V+1,
i=-p

Pour touti 2 v, soitm; € [- C/2, C/2) tel que 2! - m; /C est un entier (on écrira
m = 21 mod C"). L'algorithme de réduction d'argument modulaire consiste 2 effectuer
les étapes suivantes:

4.1.1. Premiére réduction

On calcule le nombre:

(3) { Tr= (XN_l mN_l) + (XN-2 mN_z) + (XN-3 mN_3) + ...+ (XV mv)

+ XV-I X‘V-Z XV—3 e Xo.x_l X9 . X_p
Comme les x; valent 0 ou 1, ce calcul se fait en effectuant la somme de N-v+1

termes. Le résultat r de cette premigre réduction est compris entre - (N-v+2)C/2 et + (N-
v+2)C/2.

4.1.2. Seconde réduction

Notons r; le iéme chiffre binaire du résultat de 1a premidre réduction:
=11 Ty - ro.l'_l Iy ..
ot 1= Llog,(N-v+2)].

Soit £ le nombre obtenu en tronquant la représentation de r apres le L-logz(e)]éme
bit, c'est-a-dire:

A
T =1 Tg 0 - ToLiy g - logy(e))
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£ s'écrit sur m bits, ot m =L—log2(N—v+2)]+ L-logz(e)] est trés petit dans tous les cas

pratiques. Si on choisit k = L.t / C} (resp. L 7 C]) alors r - kC appartient & [-C/2-
€,+C/2+€] (resp. [-g, C+g)), et constitue donc le résultat correct de la réduction
symétrique (resp. positive). Comme k peut &tre déduit de f, cette seconde réduction
s'effectue en cherchant kC dans une table A 2™ bits d'entrée  1'adresse constituée par les
bits de T

Durant cette réduction, on additionne N-v+1 termes. Si ces termes (2 savoir les
m, et la valeur kC de la deuxiéme réduction) sont représentés en virgule fixe avec q bits

fractionnaires, alors la différence entre le résultat du calcul et I'argument réduit exact est
majorée par 2-41(N-v+1).
4.2 - Exemple

Si on désire calculer des sinus et des cosinus de nombres compris entre -220 et
220, et si l'algorithme de calcul sur les arguments réduits est Cordic [231, [25],
I'intervalle de convergence I est [-1.743 ..., +1.743...]. Etant donné que 1.743 > n/2,
nous effectuerons une réduction symétrique, avecC=mete =+ 1.743 ... -w/2 =0.172
... > 273, On obtient alors

- N=20etv=2

- La premilre réduction se fait en additionnant 19 termes

- re€ [-10%,+10x], donc, puisque 10% < 23, la seconde réduction nécessite
l'emploi d'une table & 5+3 = 8 bits d'adresse.

- Pour obtenir I'argument réduit avec p bits fractionnaires significatifs, il faut
mémoriser les m; et les valeurs kC avec p+5 bits fractionnaires.

4.3 - Réduction en virgule flottante
Si la valeur d'entrée x est un nombre virgule flottante :
x = 0.X; Xg X3 ... X, 26%posant

La réduction d'argument s'effectue comme en virgule fixe. Durant la premiere
réduction, on remplace la somme des termes my par celle des termes Mg, onqn, - L2

différence essentielle entre cette méthode de réduction et les autres est que durant la
réduction, on additionne des nombres (les m;) qui sont représentés en virgule fixe, et

dont I'ordre de grandeur est le méme. Ceci rend la réduction d'argument trés précise.
5 - Architectures pour la réduction d'argument modulaire

La premiére réduction consiste en 1'addition de N-v+1 nombres. Ce probléme est
trivialement trés semblable a celui de la multiplication de deux nombres (multiplier x =

a . el . .
gb x;21 par y = g() y;2) se réduit 2 calculer la somme des q+1 termes y;2/x). Par

conséquent, la plupart des algorithmes et architectures classiques de multiplication (voir
par exemple [8], [6], [9], [11], [13], [19], [22], [24], peuvent s'adapter au calcul de la
réduction d'argument modulaire. L'architecture présentée =46ig. 1 est dérivée du
multiplieur de Braun [8], tandis que celle présentée =46ig. 2 est un arbre de Wallace [24].
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Cette similitude entre la réduction modulaire et la multiplication permet d'effectuer les
deux opérations avec un méme opérateur.

¢ - Conclusion
Nous avons montré par quelques exemples que les systémes redondants de
représentation des nombres peuvent avoir des impacts non négligeables sur 'architectare

des machines (opératenrs "en ligne", réduction d'argument trés rapide a I'aide d'opérateurs
trés peu différents d'un multiplieur).
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