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Résumé 

Le processus de calcul des transfoml6es  orthogonales discr6tes est caract6risC par une 
structure paralKlo-sCquentielle. Les performances obtenues pour I'execution de  ce 
processus  sont dues essentiellement h l'exploitation de son aspect  paralltle. Les 
possibilites de diminution  des  contraintes  inhkrentes B la  nature  serielle des 
transformCes orthogonales n'ont pas kt6 suffisamment Ctudi6es h ce jour.  Cette 
communication est consacr6 h I'accCldration de l'exdcution de la partie serielle des 
transform6es orthogonales en utilisant,  le  mode  half-line ( semi en ligne) et des cellules 
pipelines. Dans la demi& partie de la communication est prksentke une methodologie 
de  conception  de  syst6mes  multidimensionnelles  de  calcul des transformees 
orthogonales. 
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1. INTRODUCTION 

A l'exception des TransformCes  Optimales du type Karhunen -LoCve, 
l'ensemble des autres WansfomCes orthogonales, bCnCficiant du dCveloppement 
sans prCcCdent des techniques  de  conception et de fabrication des circuits VLSI, 
constituent aujourd'hui un outil essentiel pour le traitement du signal et de 
l'image. En effet, I'amClioration continue du processus  de  calcul des 
transformCes orthogonales sous-optimales [ 1,231 et le dCveloppemen1 de  la 
technologie des circuits intCgrCs  ont  considCrablement enrichi le champ 
d'application des methodes de traitement du signal et d'image, n~tammenl dans 
les domaines des radars,  sonars,  hydroaccoustiques,  traitement et Compression  de 
l'image et de la parole, sismologie, holographie etc ... 

Dans ce papier, nous  proposons une approche unifiee de description du 
processus de calcul rapide des transformkes orthogonales sous-optimales.- 
Fouier,Walsh-Adamard, Vilenkin-Krestenson, Haar et Cosinus,- en vue, d'une 
meilleure valofisation de leur nature parrallClo-sCquentieIle et d'un  Clargissement I 

de leur application 2 d'autres  domaines. 

L'approche unifiCe  pr6sentCe 5 la section 2, permet  d'une part, d'utiliser 
des outils et des configurations arithmetiques et architecturaux adCquats avec 
I'exCcution des taches parallbles ou sequentielles du processus de calcul, et 
d'autre part, de faire le choix  du  ou  des  systemes  de fonctions orthogonales par 
un pxanlCtrage des oflrations de base. De ce fait, les solutions arithmetiques 
d'CxCcution de la sinurleaneiee' , proposees  dans le prCsent papier, sont basCes sur 1. 

1' introduction, digit par digit avec poids forts en tete, de l'ensemble ou d'une 
partie des opCrandes impliques dans I'opCration de base, et l'obtention des 
rCsultats toujours digit par digit, avec un retard h inErieur 5 la longueur des 
opbrandes.  C'est le mode on-line ou half-line  de  calcul [ 1,7,8,9 ] . 

l'analyse comparative  de calcul des  transformCes orthogonales en mode 
on-line, half-line, et parall&le ( conventionelle ), prdsentee ii la section 3 du 
present  papier fait ressortir les avantages  des m'odes digit par digit poids fort en 
tête, et  ce du point de 'vu temps de calcul,  cotît, et complCxite. 

2. MISE EN EVIDENCE DU CALCUL EN SIMUETANEITE ET EN 
PAMLLEZE DES T ~ ~ ~ ~ ~ ~ E ~ ~  ORTHOGONALES 

Les  coefficients  X(h)  de  toute  transformee  orthogonale  d'une  suite 
donnCe sur L oints, constituent  les bllements d'un vecteur t- 

(h), , X(L)) f 7 produit  de la multiplication du vecteur x - 
(x(o), x(l) ,  , x(l), , x ( L ) ) ~  par une matrice @ Ce qui se traduit par les 
Cxpressions suivantes, 
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et x= a-' .X , pour la Transform6e I~werse. 

Les  &l&ments cp(h.1) de la matrice @ forment  un  systEme de fonctions 
orthogonales et sont definies pour certaines  uansformCes  comme suit[l,6]: 

Tableau 1 

Transformees $ h l )  
Fourier 

def (( h ), 1) = e-J $< h >.1 

Haar 

OB, 

h = hb1.2" + h(n - l1.2" - '+ ..... +h(O).2O 

(h) = h(').2" + h('1.2" '+ ..... +h(").2' 
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W = e - J ,  avec r- radix de la trmnsfom6e .2lT 

Tout algorithme de calcul rapide des transfornlCes orthogonales, est base sur la 
decomposition de la matrice @ en  un  produit  de lOgrL matrices  creuses, 
compos6es chacune de r.L. &lement$. Outre le fait qu'elle &duit  le nombre 
d'elements 2 manipuler de L2 P r.L.logrL, la factorisation de  la matrice de 
transformation permet,  d'exprimer toute transformee orthogonale B travers des 
transformdes  de  moindre  dimension et de reLlCter l'organisation du processus de 
calcul. 

A la base de  la deduction des algorithmes  de  calcul rapide on retrouve deux 
outils essentiels: les matrices de permutation  et le produit  de Kronecker dont les 
ddfinitions et les proprigtes sont pr6sentCs dans [1,4]. 

Le processus de factorisation est un ensemble  d'actions  iteratives de 
representation des sous matrices @+iî travers des sous matrices de moindre 
dimension , @+-l-lavec i = O, 1, ..., m-1. A I'etape i, chaque sous matrice est 
dbfinie comme suit: 

où %es valeurs des 6Ernent.s V(h71) sont dkdnies par le tableau nO1. Le processus 
iteratif se poursuivra jusqu'& ce que la matrice @ soit totalement  exprimee 3 
travers la matrice Cpr. 

Ainsi  pour le cas  de la BansformCe  de Walsh-Pelli,  apres la paemikre iteration de 
factorisation, la matrice  de  transformation  prend  la  forme suivante: 

HL =@LI2 @12)(W2@H2) 

Au bout de la mieme  itCmtion, HE se  prCsente  comme  suit 

où O - symbole du produit de Kronecker 
I- La matrice identitg 
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La  mise en oeuvre de la m h e  approche de factorisation, pour l'ensemble des 
transformees orthogonales sous optimales, nous conduit B une  reprCsentation 
recursive du processus du calcul  rapide,  par  les  expression  de X suivantes 

Les matrices M, S et C sont respectivement des matrices de multiplication, de 
sommation (ou de  liaison) et de permutation. En effet, etant une matrice 
diagonale, la matrice M se comporte  comme un vecteur, quant 3 la matrice S, 
dont les elements sont nuls  ou  egals 2 1, elle  organise l'op&ration de sommation 
et  de communication entre les elements des vecteurs initial x ou intermediaires 
Xi. 

La structure de ces  matrices pour differentes  transformees est donnee dans [l]. 
Comme nous le verrons dans  les paragraphes qui suivent, le traitement 
interiteration ne peut  se  faire que dans un regime de simultaneite par 
l'introduction du mode  on-line ou half-line de calcul. L'utilisation de ces modes 
nous  permet  de  ramener  le  temps de  calcul i3 O (IogL). 

3.CALCUL  ON-LINE  ET  HALF-LINE DES TRANSFORMEES 
ORTHOGONALES. ANALYSE  COMPARATIVE. 

L'op6rateur generalise constitue un systkme  d'expressions  algebriques de m h e  
type, appelees "procbdure elementaire" et dont  le  nombre et  la complexite en 
terme d'operations dependent du type de transformCe orthogonale et de  la 
valeur du radix r. Une proCCdure elementaire est de la forme: 

Tableau 2 
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Le calcul de la procedure &lementaire en mode  parallkle ou serie avec poids 
faibles en tCte, par la methode  divide and  conquer s'effectue en (l(e)-l) Ctapes 
de multiplications et log z t5tapes d'additions. Dans chacune de ces etapes les 
ophtions de rnultiplieation et d'addition se font en paralli9e. Ainsi le resultat 
de  la procedure ne peut Ctre obtenu  qu'aprCs un nombre (l(@)-l).clogL +log z 
etapes seqentielles d'additions, si on considkre  que clog L est la taille des 
opCrandes  manipulCs[lO]. Par ailleurs, la procCdure 6lCmentdre suivante ne 
peut Etre  entamCe avant que les procedures  qui la pr6cCdent et dont elle depend 
soient totalement executkes.  Ceci est dû i la rCcursivit6 du processus de calcul. 
Ces actions sequentielles aussi bien au niveau  de  la procCdure Cllemelmire qu'au 
niveau de tout le processus de calcul des transformees representent unc 
contrainte primordiale dans l'accroissement de l'accdl6ratisn des transformees 
orthogonales. Pour r6m6dier 5 cette contrainte, nous proposons l'utilisation des 
modes on-line et half-line 

CALCUL DES TRANSFORMEES EN MODE ON-LINE 

Le mode on-line  est defini par les propriCtCs suivantes : 
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a- Les operandes sont introduits dans l'operateur, à chaque cycle, digits par 
digits avec poids forts en  tête.  Autrement dit le lancement de I'opCration ne 
necessite la connaissance que d'un digit de chaque  operande. 

b-  Les digits du resultat sont eux aussi obtenus, digit  par digit, mais avec un 
retard h, tel qu'au  pas j, alors que les  jikmes digits des  operandes  ont et6 
introduits, le (j-h)ième digit du rdsultat  est g6nCrC. 

c- Le retard h est trks petit  devant la longueur des  operandes. 

d- Le rksultat et Cventuellement les operandes, sont  presentes  dans u n  systkme 
decriture redondant. 

L'objectif essentiel lors de I'execution de ce mode  de calcul demeure la 
reduction  du  delai h de generation du premier digit rksultat 

Le calcul on-line  de la procedure Clkmentaire est CxCcute par une cellule 
&mentaire construite, soit à base  de  binomieurs, soit à base dopemeurs plus 
importants que nous etudierons en detail plus  loin. 
La premi2re approche necessiterait l'utilisation de (2-1) binomieurs, ayant 
chacun un delai de gknhtion du premier digit resultat de h=3 cycles [ll].  
Pour le cas de de la FFT, radix -4, l'expression  de la procedure  6lemencaire 
serait de la forme suivante: 

(Al1 +*AzlA??) + *A31As?) + " h 1 A d  ..... +*A71A72 

Dans  ce cas, la cellule  klementaire  aura la configuration  suivante : 
Le delai de generation du premier digit-resultat de la procedure 616mentairel 
sera de  18 k, où k est  la periode  d'introduction de deux digits successifs dans 
la cellule elementaire. Cela signifie que le premier digit-rdsultat sera obtenu 
qu'aprb l'introduction des 18-ikmes digits des operandes A21 et A1 1. Ce  fait 
r6duit consid6rablement les avantages du mode  on-line, qui se comporte, alors, 
comme un calcul en bit-serie  avec poids faibles en tête.  Par  ailleurs, 
l'introduction en asynchrone  des  opt?randes  complique la gestion  de la memoire 
et  le contrôle de la cellule Clementaire. 
Pour remedier ii toutes ces contraintes, nous  proposons le design d'une cellule 
dlementaire specifique et destinke 2 l'execution,  exclusivement,  de la procedure 
dlementaire et des processus  construits ii la base  de  cette  procedure. 

Exprimons 5 travers 
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respectivement l'ensemble des opQandes  et des rCsultats pariels, où d q )  et S(q) 
sont les digits de poids q, qui  prennent leurs valeurs dans l'ensemble {-1, O ,1}. 

L.e nrohlt?me consiste.alors. P definir la valeur minimale du delai h. pour 'laquelle 
le  irncessus de calcul de Sa cnnverpe vers S. et B Clahorer I'algorilhme de 
ggn6ration des digits-esultats .. au fur et 2 mesure de l'apparition des di& 
o@irandes aw. 
Pour ce faire, il est nkcessaire  de  noter,  qu'8  chaque  q-ikme  pas  de calcul, soit 
accomplie la condition d'arrondissement  suivante: 

et par condquent, aprks I'6x6cution de (n+l) cycles, sera obtenu S(n) = S avec 
une erreur non suptrieu6e 2 I 2-("+1) I 
En distribuant l'expression (8),nous obtenons : 

fl A$' - S'".D .2q c D/2 1 
I(e) 

L'expression du milieu npr6sente le reste Rbq' de la division de n &?) par D, 
r=l j=1 

En convenant que: 
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Cette dernikre relation exprime le reste R?) à travers, les valeurs des opCrandcs 
tronques e . ~  , les resultats partiels S'q'l', les digits-rdsultats s(q) et les digits- 
opdrandes %i Sachant que la division est un processus iteratif, il est utile 
d'exprimer R$) 8 travers Rbq -'). 

A(T1) 

(9) 

En designant l'expression sous la somme à travers 51el,t on obtient les relations 
recurentes  suivantes: 

" (91 

avec, R ") = Rbq'. 2-h , H (') = H$). 2-h et h= log D. 

Ainsi, 8 chaque  cycle  q>h  seront introduits les digit-operandes % de poids 2-q  
et seront g6ndrCs les digit-resultats  de  poids 2- 'q + '). En vue de diminuer le retard 
de  genCration du premier digit-resultat, il est necessaire de choisir la valeur 
minimale  de h, qui se prdsenre  comme suit: 

(4 1 
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- 2  

e=l 

Quant aux critkres de choix du digit-rCsultat ils rgsultent de la condition 
d‘arrondissement (7) qui, en tenant compte de la relation (lO),  prend la forme 
suivante: 

En affectant P s(q”,les diffdrertlces valeurs  de l‘ensemble {-l,O,l} ces crilkres se 
presentent comme suit: 

par consequent, le choix  de sQ) pour  chaque  cycle, se fait en  deux ~eapes: 

Premikre Ctape 
.Calcul de H par le biais de  l’expression 

H!‘$ = 2 R(‘9-”+ z h . i  
Deuxi2me &tape 

.halyse des trois digits de H, ayant p o u  poids 2-l 92‘) et 2’ en 
vue de definir, il quelle intervalle de l’expression (15) appartient H. GCnCration 
de del ) .  

e= 1 

ESTIMATION DU TEMPS DE CALCUL 

Le coût d‘dxCcution de cet algorithme est estime, en nombre d‘additions de 
termes simples, contenus dans  l’expression  de H. Par terme simple on designera 
un  opCrande ou le produit d‘un  op6rande  par  un digit Comme 
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illustre par l'expression (9) le nombre '(e) de termes simples inclus dans c(e) 
,depend  des  valeurs de l(e). 

Ainsi, pour l(e)=1,2 ou 3, P(e) sera 6gal respectivement à 1,3,et 16. Par 

conskquent, le nombre  total  d'operandes  simples  contenus  dans $2; est defini 

comme  suit: P = G PM 

En considerant la derni2re  expression et les relations (10) on  peut deduire 
que pour chaque cycle de gentkation du digit-resultat, il est  necessaire 
d"ff6ctuer P = ? + 2 additions. Dans le tableau 4 sont prcfsentees les valeurs de P 
et de h des transformees  de Fourier, Walsh, Haar, de Vilenkin-Krestenson  pour 
les radix 2,4, et 8. 

2 

e=l 

r r z  

t=l 

Tableau 4 

L'examen de ce tableau fait ressortir le fait suivant: Comparativement il 
l'utilisation  des  binomieurs, le delai  de gedration du  premier digit - 
resultat est  de trois fois moins important, ce qui justifie notre choix pour 
1'6valuation  de la procedure  &mentaire  par une cellule e1Cmentaire specifique. 
L'utilisation  de la methode divide and conquer  et  l'assimilation de l'analyse des 
trois digits A une  opkration d'addition, permettent d'accomplir tout le cycle ( 
calcul de H et analyse des digits MSB) en:h = l@gp + 1 additons. 

Definissons un operateur elementaire comme &tant un  module, constitut? de u 
cellules  elkmentaires.  Les  valeurs de u sont  donnees dans les tableaux 2 et 3 
Dans ce cas, pour une architecture du type network, constituee d'operateurs 
616mentaires en on-line, le temps execution d'une  transformke orthogonale se 
presente  comme suit: 
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En posant n = c.log L, 

A partir de cette  expression et des donnCes du tableau 4 sont  tracees les courbes 
des temps de calcul des elifferentes  transformees et ce pour c=l. A la  lecture de 
ces courbes (fig.1) et comme il fallait s'y attendre, le temps d'CxCcution le plus 
faible  est celui de la eransformee  de Walsh radix 8, suivent ensuite les 
transformees de Wdsh radix 2 et 4, de  Vilenkin-Krestenson , et entin les FFT 
radix 8 4  et 2. il est a remarquer que les FIT radix 4 et 8 s'executent en des 
temps relativement  rapprocht?s.5 
Selon  l'expression (97), l'accroissement des performances de calcul des 
transformees orthogonales peut Ctre obtenu d'une part, par une dimunition du 
delai h et du nombre de termes simples P et d'autre  part, par une amClioration 
du temps e+ d'CxCcution  de l'addition et par l'acc&?ration du calcul  des IogP 
Ctages d'additions de termes  simples.  Ces  conditons  peuvent 2tre obtenues d'une 
part par l'utilisation du mode half-line et d'autre part par la mise en oeuvre 
d'une  architecture  pipeline au niveau  de  la cellule Clementaire. 

0 ..: ................................................................................................................................................................. . . _ .  
100 1000 

Fig. 9 Temps  de  calcul en ligne des TRDO 
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Il est aise de montrer [12J, que dans le mode half-line les valeurs de h el de P 
peuvent être calcul& par  les  expressions  suivantes: 

et 

- 
11 = log z + 1 

P = z + 2  

De ces expressions et des valeurs de z, definies dans les tableaux 3 et 4, 
decoulent les delais et le nombre de termes simples pour les transformees 
orthogonales, objets de cette Ctude.  Les  rCsultats sont portes  dans le tableau ci- 
dessous5 

Tableau 5 

Un  bref  examen des valeurs de h et de P , prCsentCes dans les tableaux 5 et 6 fait 
ressortir un avantage indiscutable du  mode half-line, par rapport au mode on- 
line, en particulier lors du calcul de la tranformee  de  Fourier.. 

Des expressions (10) H(q) peut  s'&rire  sous la forme suivante: 

Le processus  pipeline,  de  calcul  de  cette  expression, est l'un des moyens les plus 
efficaces d'execution d une somme de termes simples, organisee sous forme 
d'un arbre, particulierement dans un  environnement sequentiel. 

La fig.2 illustre le  fonctionnement dune cellule  Clementaire  pipeline. 
Les places ( ou positions ) reprksentent les registres interclaires ( banc de 
bascules ) du pipeline, les transitions - les parties  combinatoires. 
Le fonctionnement  de la cellule el1Cmentaire est le suivant: 
Lors  de  la premiere Ctape, illustr6e par les places  Pl-P21'  et les transiions T1- 

ml',  est effectuee  l'operation Thi <[$ . Chaque transition est constituee dune 
rangke dadditionneurs. L'ensemgi des transitions Tl - T21' sont organisees en 
arbre  et à l'entree de chacune delle,  est disposCe une positon. Le couple 
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position-txansition constitue UIP etage du pipeline. Il est Cvident quc Ic 11o111hrc 
d'etages du pipeline dans cette partie de la cellule el6mentaire depend du type 
de transformCe et de la valeur du radix. 

T21' 

P21' 

T(2l' - 1) 

P(2L' - 1) 

P3 

T2 

P2 

Tl 

P l  

La deuxibme etape du processus de gC116ration du digit-rt5sulta1, materialiset5 par 
la tête de la cellule (la panZie encadrge de la fig.3, et constitute des positions, Pl' 
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+ 1 + P21' + 3; P21' + 1; P21' + 2 et  des  transitions T2l' + 1 + 721' + 3, rkalise la 

somme des  termes  simples  suivants:  2H(q*1), -2dq-1) et 2-h$ $8. Les kmctions 
des positions  et des transitions ne dipendent pas de la str%ure  de  I'operateur 
gCneralis6.  Elles se presentent  come suit: 

e= 1 

[ P21' + 21 = 2s(q- 1) 

[ P21' + 31 = H(q) 

Oïl [a] signifie le contenu  de la position a. 

Les transitions T(21' + 1) et T(21' +2) rCalisent la somme  de deux nombres de 
taille (n+h+l). Quant à la dernière transition T(21'+3), elle sert au decodage des 
trois digits les plus forts de H(¶), donc ii la gCnCration  du digit-rCsultat, lequel 
est transfCrC à la cCllule suivante et, h travers une  boucle, à la position P(21' + 2) 
de la meme  cCllule. 

Le temps de  calcul  peut  considCrablement  diminuer  par l'introduction de carry 
Save  adder  sans  propagation  de la retenue au niveau  des  Ctages  du pipeline, en 
utilisant des additionneurs il conservation de  retenu (CSA). Sachant que la 
valeur de  H(4) sert essentiellement h genCrer les digit-rCsultats, le  problhe se 
pose en terme de nombre  minimal de digits de H(q), permettant de determiner 
l'appartenance de ce  dernier ii l'un des intervalles, dCfinis par les expressions 
(13). 
L'utilisation de la mCthode CSA suppose l'obtention 5 chaque &tape de cdlcul 
dune demi  somme et de la retenue et ce,  grace à un additionneur 9 conservation 
de retenue, constituC de n additionneurs  complets. 

Dans ce  cas le temps de calcul  d'une  transformke  serait 

T =[(1/3. l o g ~ ~ 2  2F + h +l).log, L + n - 1].4.ri1) 
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4. Conclusion 

Le processus de calcul des transformCes orthogonales est caracteris6 par une 
structure parallClo-sCquentielle. 
Nous  avons  montre  dans  ce papier, que I'accClCration  du  processus de calcul des 
transformCes  orthogonales peut s'Cffectuer  par  l'utilisation dune arithmetique et 
d'une microarchitecture  adbquates,  en  l'occurrence les modes  on-line et half-Iine 
de cakud, et une architecture pipeline avec un carry Save adder  au  niveau des 
Ctages. 

Les algorithmes ClaborCs, les estimations  effectuees et les analyses comparatives 
entreprises, permettent de conclure que le calcul halfline des transformees 
orthogomales radix 4, implCmentCes sur une architecture network, construite 2 
base d'ophteurs pipelines ClCmentaires avec trois  horloges de synchronisation, 
est le plus performants du point de vue temps de calcul, qui est estimer h 
O(l0gL). 

La complexite et la faisabilite d'un  systkme  network est lie iï la maîtrise du 
nombre d'operateurs &&mentaires, ii la reduction du volume des donntSes 
circulant entre ces opCrateurs et 2 la gestion synchrone de l'acheminement de 
ces donnees. L'utilisation du mode half-line et  de l'architecture pipeline 
permettent de repsndre il ces conditions, notamment  aux  deux  dernikres. Quant 
P la premiere condition,  elle peut être remplie  grace 3 l'utilisation  de processeurs 
61Cmentaires VLSI, composCs de  plusieurs  operateurs Clt%nentaires et: effectuant 
chacun une transformee orthogonale d'un certain nombre d'fkhantillons. La 
synthbse du syst&me  network et des processeurs ClCmentdres, qui le constituent 
font l'objet de  la deuxibme partie du present travail. 
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