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Esumé 

Le fa i t  de proposer un modèle d’interprétation abstraite nécessite de prouver sa 
correction par rapport au modèle sémantique standard. Or, la plupart  des  modèles 
d’interprétation abstraite déjnis pour Prolog utilisent des opérations abstraites qui 
n’ont pas de contrepartie explicite dans la sémantique opérationnelle classique (SLD- 
resolution). Ce qui  rend  encore plus dificile la preuve de leur correction. Nous pro- 
posons, dans cet article, une sémantique opérationnelle plus proche de  ces  modèles. 
Nous prouvons son équivalence  avec  la sémantique classique  et nous l’utilisons ensuite 
pour prouver la consistance de la sémantique abstraite calculée par les algorithmes 
présentés dans [?‘, 81. 

Mots clefs: analyse statique, interprétation abstraite, sémantique  opérationnelle. 
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P Introduction 

Le caractkre déclaratif de la programmation logique (et, en particulier, de Prolog pur) 
va, de  pair avec de nombreuses possibilités d’optimisations. Celles-ci doivent reposer sur 
des méthodes d’analyse statique automatisables et formellement correctes. L’interprétation 
abstraite [5] est la principale de ces méthodes. Son application i, la programmation logique 
a 6th propos&  par  de nombreux chercheurs (par exemple [2, 12, 13, 41). Ces travaux pro- 
posent des moceles sémantiques dits “abstraits” qui diikissent des propriétés globales  des 
programmes (vdabbs pour une infinité d’exécutions  différentes). Un mod& sémmtique 
doit être prouvé consistant, c’est-à-dire qu’il ne permet de  déduire  que des propriétés 
correctes (mais Bventuellement impricises) des programmes. La preuve de consistance 
d’un modae sémantique abstrait doit se faire par rapport à une sémantique de référence 
(ou standard).  En programmation logique la sémantique de  référence est appelée  SLD- 
resolution (voir par exemple [ll]). Toutefois, pour des raisons d’applicabilité pratique, de 
nombreux modkles d’interpr4tation abstraite pour Prolog utilisent  des opérations primi- ’- 

tives qui n’0n.t pas de contrepartie explicite dans la sémantique de  rkférence.  La principale 
de ces opérations est appelée eztension dans [2] et me& dans [lZ]. Cette divergence rend 
difficile une preuve de consistance directe des modèles d’interprétation abstraite. Dans 
le but de réaliser de telles  preuves de manigre simple et convaincante  nous proposons 
dans cet article une semantique opérationnelle non standard pour Prolog pur1,  qui permet 
de faire aisemement le lien avec l’opération d’extension. Nous prouvons  l’équivalence de 
cette sémantique avec la SLD-resolution. Enfin, nousJ’appliquons B une preuve de consis- - 
tance de la &mantique abstraite proposée dans [14] sur laquelle se basent les algorithmes 
d’interprétation abstraite décrits dans [7,8]. Elle est applicable  aussi aux modkles proposés 
dans [2, 3, 12, 41. 

La  suite de  cet article est organisée comme suit. Le paragraphe 2 contient un rappel 
de la sémantique de référence de Prolog pur et introduit quelques notations. Au para- 
graphe 3, nous présentons la sémantique abstraite dont il faut prouver la consistance. Au 
paragraphe 4, nous définissons la sémantique opérationnelle instrumentale et nous prou- 
vons son équivdence avec celle du paragraphe 2. Exh,  nous énonsons, au paragraphe 5 ,  
les principales propriétés de la &mantique instrumentde que nous utilisons ensuite pour 
prouver la consistance de la simantique  abstraite. 

2 SQmantigue Bp&rationne%le de r8f~ren@e($LD-resslereion) -- 
2.1 Notations 

Nous supposons connues les notions classiques de variable, terme, atome, clause et procé- 
dure logique. Les progammes logiques  considér6s  sont  supposés purs : sans littiraux né- 
gatifs et sans prédicats extra-logiques. La sémantique opérationnelle de référence  associe 
B toute suite d’atomes S A  un ensemble de substitutions (noté Cas(SA)).  Les notions de 

‘En fait, pour  une variante syntaxique de Prolog  pur,  appelée ensemble des programmes normalisés. 
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substitution (notée O) et d’unificateur général sont également supposées connues. Nous 
notons rngu(t1,tz) l’ensemble des unificateurs généraux de t l ,  t z .  On notera r les substi- 
tutions inversibles (dites aussi de renommage). 

2.2 Arbre de  dérivation  associé à une suite  d’atome: Au(SA) 

Soit S A  une suite d’atomes. On suppose fixé un programme de référence. 
Au(SA) est défini comme suit: 

Chaque sommet est  étiqueté par une suite d’atomes. Chaque arc est étiqueté par 
une  substitution. 

La racine de Au(SA) est étiquetée  par SA. Le niveau  de la racine est égal à 1. 

Soit un sommet de niveau i 2 1, étiqueté par SA‘. Les descendants immédiats de ce 
sommet sont définis  comme suit: 

1. Si SA’ est vide, il n’y en a pas. 
2.  Si SA‘ est de la forme A.SA’’, soient Cl:. . . , C,,, les clauses dont la  tête est 

unifiable à A. Alors, le sommet considéré possède m descendants immédiats(de 
niveau i + 1). La suite d’atomes étiquetant le j-ème de ces sommets s’obtient 
comme suit: 
Soient 
- H i ,  SAj la tête et le corps de Cj 
- rj, une  substitution de renommage des variables  de Cj, au moyen de nou- 

- O?, un mgu de A et I l j r j ,  n’utilisant pas de variables autres que celles  de 
velles variables, 

A et Hjr.  
Alors, ((SAjq)SA’’)nj est la suite d’atomes en question. 

Les arcs joignant le sommet considéré à ses descendants directs sont étiquetés par 
les substitutions aj. 

2.3 Noeuds  de succès et d’échec, Substitution  résultat  correcte 

Un noeud  de succès  de Au(SA) est un sommet étiqueté par une suite d’atomes non 
vide. 
Soit i, le niveau de ce noeud et OZ, 03.. . , a; les substitutions  étiquetant les arcs  aboutissant 
aux ancêtres de  ce sommet, de niveaux 2 ,3 , .  . . , i respectivement. On appelle substitution 
résultat  correcte associée à ce noeud de succès, la substitution: ( o ~  . . . 
Un noeud  d’échec est  un sommet sans descendant étiqueté par une suite d’atome vide. 
Cus(SA) dénote, par définition, l’ensemble  des substitutions résultats correctes associées 
aux noeuds de succès de SA. 
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3 SQmantique 

3.1 Programmes nsrmalis&, variables de programme 

En pratique, l’interprétation abstraite des programmes  logiques  est  simplifi6e si on suppose 
les programmes m i s  sous  forme nomalisée. Cette idée a été présentée  d’abord dans [2]. 
Notre notion de programne normalisé diffkre de celle de [2] par l’introduction de la notion 
de van’abk de programme. Mous appellerons variables  standard et substitutions standard 
les  variables et substitutions utilisées par  la skmantique  de r&f&ence. Pour les programmes 
normalisés,  nous postulons 1’ex.istence  d’une  séquence  infinie  de  variables : . . . , z;, . . . 
distinctes des variables stmdard et appelhes  variables  de  programme. Un programme nor- 
m&sk est tel que toute t h  de dause est de la forme p ( z 1 , .  . . 2,) et tout atome d’une  des 
formes z;, = zi2(il + i z ) ,  zil = f(z;,, . . . , zin) ou p(z;,, . . . , zi,) ( .  2 O ) .  Une substitution 
de programme, notée 8, est un ensemble  de la forme 

{%il c tl, . . . , z;, + tn} 

0% les t; sont des termes standard. On définit  comme suit l’application  d’une substitution 
standard u L une substitution de programme 0 : Bu = (xil - 810, . . . , xi,, + t,a). 
On note CszlbD l’ensemble  des suhstitutions de programme de domaine  (ci-dessus: 
D = {zil, ... ,xi,)). 

3.2 Substitutions Abstraites, Domaine Abstrait 

Nous appderons substitutions abstraites des objets représentant des proprihtés de sub- 
stitutions de programme. 

On définit donc un domaine abstrait en associant B tout ensemble .fini$ de  variables 
de programme un ensemble inductif, qu’on note Asubo. On utilise la lettre p pour dénoter 
les substitutions abstraites. Formellement, /3 represente un ensemble de substitutions de 
programme, note “($3). La  fonction 

CC : AsUbr, -+ P(CsubD) 

est appelée fonction de  concr6tisation. 

8.3 Op6ratisns 

Soit p ,  une procédure d’un programme normalisé, soit Pin, une substitution abstraite 
d9entr& pour p ,  décrivant une certaine classe d’appels  de p .  

Le problème  essentiel B résoudre est de  déterminer pour chaque  clause: 

~(21y...,zn) + - % 7 * * . 9 & n .  

une liste de substitutions abstraites: 
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représentant les propriétés des  variables  de la clause aux différents points précédants et 
suivants chaque atome BI,  . . . , B,, ce  qu’on notera: 

P(Z1 , .  . . , Z n )  + Po B1 P l ,  . . *, Pm-1 Bm Pm. 

Nous allons  faire  momentanément la supposition  que  nous  disposons d’un  oracle  qui pour 
toute substitution abstraite d’entrée et toute procédure nous fournit une substitution 
abstraite de sortie décrivant  correctement les résultats. 

Le calcul de Po, à partir de fiin, se fera grâce à une fonction  d’ %xtension”: 

EXtD,Dt : AsubD -f AsubDt 

(où D = { X I , .  . . , x,} et D’ est l’ensemble  des  variables  de la clause.) 

Ensuite, le calcul  de ,O; peut se décomposer  comme suit: d’abord, calculer une substi- 
tution  abstraite qui réduit le domaine  de pi-1 (soit D) aux variables  figurant  dans B; (soit 
DI). Pour cela on devra posséder  une  fonction  de “restriction” : 

RestrDp : Asubo 3 AsubDt 

Il faut, ensuite, remplacer pax 21,. . . , x,, les  variables  de  programme x;, , . . ., xin, figurant 
dans Bi, pour obtenir une substitution abstraite d’entrée pour la procédure correspondant 
au sous-but. Ceci  se fera au moyen  d’une  fonction de “changement de variables” 

Chgvar, : AsubD 4 AsubDl 

(où D = {xi l , .  . .,sin}, D’ = { X I , .  . . , z,} et y : D 3 D’ est  une  bijection) 

L’oracle nous permettra alors de connaître la substitution ,Oout représentant les substitu- 
tions concrètes  de  sortie. 

On sait que  les instanciations apportées aux variables  dans t;, , . . . , ti, lors de l’exécution 
de B; seront simultanément propagées  dans  les autres termes. On devra donc  avoir  une 
opération d’extension: 

GEXtDp : AsubD X AsubDt 4 AsabD 

qui permettra de reporter ces instanciations sur les autres variables. Si Bi est un built-in, le 
calcul  de P; pourra se faire selon le même  schéma,  sauf  qu’il est inutile de  recourir àl’oracle 
cax on se donnera deux  fonctions  capables  d’exécuter abstraitement les  unifications. Il y a 
deux cas  possibles: x;, = x;, ou xi, = f ( x i2 , .  . ,,xi,). Selon le  cas,  l’oracle  sera  remplacé 
par: 

AI-Var : AsubD 3 AsubD où D = (21, x2) 

AI-Func : AsubD x Fn-l -f AsubD où D = { X I , .  . .,x,} 2 

Fn est l’ensemble des fondeurs d’&té .n. 
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3.4 Ensemble de triplets abstraits 

Pour compléter cette présentation, il nous reste i résoudre le  problème de l’oracle,  c’est- 
&-dire trouver un  moyen de le cdculer. Remarquons d’abord que cet oracle  est 4quivdent 
L un ensemble de triplets abstraits de la forme: 

(Pin’ ~9 Pou,) 

tel que Pin700ut E AsvbD et D = (21,. . . 2,) où n est l’arité de p et p un symbole de 
prédicat figurant dans le programme de  référence, et qui à chaque  couple (&,p) formd 
d’une substitution abstraite d’entrQe et d’un nom  de  procddure,  associe la substitution 
abstraite de sortie correspondante Bout. Nous noterons Eta un tel ensemble. On peut 
remarquer que le proCCdé d’interpr6tation abstraite ddcrit  plus haut permet pour un Eta 
donné de  calculer un  autre ensemble de  triplets  abstraits Eta’: Soient Cl,. . . , C,, les  clauses 
de la procédure p .  Pour chaque substitution abstraite Pin on peut exécuter abstraitement 
chaque clause CI,. . . , C,, ce qui donnera s substitutions abstraites: -. 

On restreint ces substitutions abstraites aux variables  de p ,  g&ce àl’opération fiestTD,ol. 
Ensuite, on prend la “riunion” de ces substitutions grâce à une  nouvelle fonction: 

U n i o n  : AszlbD X . -. x AsubD - Asubg 

Ce qui donne une autre substitution abstraite de sortie Dout. Il est intuitivement &vident 
que si l’oracle (Eta)  propose des substitutions  abstraites de sortie correctes et si les dif- 
fbrentes opérations calculent égdement des rbsultats consistants, le  nouvel  ensemble Eta’ 
de triplets calculés sera aussi consistant. Notre procédé d’interprétation abstraite déi% 
une transformation d’ensembles de triplets abstraits et nous dons  prouver que tout point 
jïze de cette transformation prkdit des propriétés correctes des substitutions de sortie. 

3.5 Dkfinition de la SCmantique Abstraite 

Formellement, le  problbme de “cerlcubr  Z’o~aeZe~~ sera posd  comme suit. On d6fin?t, à l’aide , ~ 

des opkrations abstraites, une transformation: 

Teta : E-eta 4 E-eta, 

où E-eta désigne  l’ensemble  des  ensembles de triplets  abstraits. La d&finition de Teta utilise 
3 familles de fonctions auxiliaires indicées respectivement par un  symbole de prédicat du 
programme de  rkfdrence,  une clause et une suite de buts: 
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TsB(*, SB ,  *) : AsubD x E-eta + AsubD, 

On utilise aussi 4 familles d’opérations abstraites dérivées des opérations identifiées plus 
haut: 

EstC(C,P) = CEZtDp(P) 
(où D est l’ensemble  des variables de la  tête et D’ de toutes les variables de C ) ,  

RestrC(C,P) = Restrp,D(P), 

ExtB(B, P, p’) = GEztglpr(P, Chgvar+(P’)) 
(où D’’ est l’ensemble des variables dans B ) ,  

RestrB(B, P )  = Chgvar,(Restro,,orr(P)). 

La transformation Teta est définie par les équations suivantes: 

Teta(Eta) = {(P,p,P’) : P’ = Tp(P,p,Eta)} 

Tp(P,~,Eta)=Union(Pl,...,,Pn), 

où P; = Tc(@, Ci, Eta), 
et Ci, . . . , Cn sont les  clauses de p .  

Tc(P, C, Eta) = RestrC(C,P’) 

où P’ = T,B(ExtC(C,P),SB,  Eta), 
et S B  est le corps de C. 

TsB(P, O, Eta) = P, 
T s B ( P , B . S B , E ~ ~ )  = TSB(P~, SB,  Eta) 

avec /31 = RestrB(B,P), 
Pz  = Eta(P1,p) si B est de  la  forme p ( - . - ) ,  

= AI-Var(P1) s i  B est de la  forme sil = xi2, 
= AI-Func(P1) si B est de la forme ”il = f( - . .), 

et  P3 = ExtB(B,  P, PZ). 
La sémantique abstraite du programme est, par définition, le plus petit point fixe de Teta.  
Son existence est assurée si  l’on impose que  les  ensembles Asubo soient inductifs et que les 
opérations primitives soient monotones. Cependant, ces propriétés ne sont pas nécessaires 
pour prouver la consistance de la sémantique, Nous ne nous y attarderons donc pas, ici. 
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4 $&mant ique opdrationnelle instrument ale 

4.1 Motivation 

Selon la sémantique opérationnelle de référence toute exdcution d’un programme revient 
à ‘%oser une gvestion Q” de la forme: 

P h .  . .:Ga) 

où p est le nom d’une procédure du programme et t l ,  . . ., t, sont des termes pouvant 
contenir des variables standard. Les résultats  du programme constituent un ensemble  de 
substitutions ayant pour domaine l’ensemble  des variables figurant dans t l ,  . . . t,. 
Intuitivemezt, l’objectif des algorithmes d’interprétation abstraite est de cdculer des “pro- 
prie‘tés’ des résultats à partir des certaines suppositions sur la forme de la question. Ces 
propriétés et suppositions sont formalisées par la notion de substitutions  abstraites. Que 
signifie la consistance de la sémantique abstraite? Selon cette sémantique, un programme 4 

Prolog définit un ensemble de triplets  abstraits: Eta. D’une part,  la condition: 

signifie: si 0 est une  substitution qui vérifie la “propriétte‘” P et si a est un résultat pour la 
question PB, alors, Ba vérifie la “proprite‘té’’ p’. 

D9autre  part, nous sommes  convenus de noter Cas(&) l’ensemble  des résultats pour une 
question $. Donc, la correction de notre skmantique s’dnoncera precisement  comme suit: 

Le fait de vérifier une propriété est formalisé par  la fonction de concrétisation Cc. , 

B E CC(@) et 0 E CMC~(Z~, . . . , z,)Q) + OU E Cc(j3‘). 

Pour Btre rigoureux nous baserons notre  démonstration sur la stmantique opérationnelle 
de référence rappelée au paragraphe 2, dans une formulation un peu  différente  de celle 
de [1111 destinée B fournir une terminologie et des notations utiles pour la suite. Une 
difficulté de la démonstration vient du fait que la sémantique de référence est assez éloignée 
du modèle procedural sur lequel est calqué notre séma,ntique abstraite. L’idée de notre 
démonstration est de montrer que pour  tout nombre k ,  entier positif, si on limite le nombre 
d’appels de prockdures imbriquées à k au plus, les réponses fournies vhrifient les propriétés 
décrites par la sémantique abstraite. Or, dans la sémantique de référence, la  structure des 
appels de proc6dures en cours n’apparait pas. Pour résoudre ce problème, nous proposons 
maintenant, une stmantique op6rationnelle instrumentale que nous prouvons équivalente 
à celle du  paragraphe 2. Le paragraphe 5 sera dors consacré à dkmontrer la consistance 
de la sémantique abstraite pa.r rapport i la sémantique instrumentde. 

Terminons cette section en prtsentant intuitivement  cette sémantique. La sémantique 
de r4fdrence définit un arbre de recherche pour toute question Q .  Chaque noeud de  cet arbre 
est étiqueté  par une suite d’atomes S A  et le cdcul des résultats consiste à parcourir cet 
arbre “en profondeur d’abord’’ . D’une autre manikre, on peut voir, le  calcul des résultats 
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comme un appel de procédures déclenchant d‘autres appels de procédures. Supposons 
que la question initiale soit de la forme p(z1,. . ., z,)6‘, et fixons un instant de l’exécution. 
Selon la première sémantique, on se trouve sur un noeud courant étiqueté par SA. Selon la 
seconde, on a déjà déclenché, sans les  avoir terminés, k appels de procédures: p l ,  p z , .  . . , pk. 
Pour chacun de ces appels, une clause  est  en  cours d’exécution et il reste à exécuter une 
suite de sous-buts après exécution du sous-but courant. De  plus  les  variables de la clause 
sont “instanciées” à certaines valeurs ce  qui peut être représenté par des substitutions de 
programme: 81, . . . , e k .  Le lien entre les deux points de vue est que S A  peut s’obtenir en 
concaténant les suites de sous-buts: 

Cette suite de suites de sous-buts délînit une structuration du noeud courant qui n’est 
pas prise en compte  par la définition traditionnelle de Lloyd. Kotre “nouvelle” définition 
correspond à incorporer cette structure à celle  de  Lloyd. Le but S A  y sera remplacé par 
un objet de la forme: 

( ( s B ~ ,  ek) ,  ( S B ~ - ~ ,  81,. . ., ( S B ~ ~ , ) ) .  
que l’on notera SE et qu’on appellera résolvant. 

4.2 Préliminaires 

La sémantique  instrumentale est définie pour les programmes normalisés. On appelle dé- 
ment de résolvant, tout couple  de la forme (SB,  8) où SB est une suite d’atomes normalisés 
et O est une substitution de programme. Un résolvant est une suite non vide d’éléments 
de résolvant. On notera E et SE les éléments de résolvant et les résolvants. Un résolvent 
vide est un résolvant de la forme (0, O ) .  

4.3 Arbre de dérivation associé à un résolvant:An(SE) 

Soit SE un résolvant. On suppose fixé un programme normalisé de référence. 
An(SE) est défini comme suit: 

Chaque sommet est étiqueté par un résolvant est possède un niveau. Les arcs ne sont 
pas étiquetés. 

La racine de An(SE) est Btiquetée par SE. Son niveau est égale d 1. 

a Soit un sommet de  niveau i 2 1, étiqueté  par SE’, les descendants immédiats de ce 
sommet sont définis  comme suit: 

1. Si SE’ est vide, il n’y en a pas. 
2. Si SE’ = ( 0 ,  @).SE” et SE” est un résolvant (suite non vide), 

il y a un seul successeur, étiqueté par SE’’, son niveau est i (et non i - 1). 
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3. Si SE’ = (B.SB, Q).SE” et SE” est  un rQsolvant ou une suite vide, 
il y a deux sous-cas, B envisager. 

(a)  B est un “bdt-in” de la forme tl = ‘t2. 

Si t,Q et t,Q ne sont pas unifiables, il n’y a pas de descendants. 
Sinon, soit O un mgu de tl,t2 n’utilisant que  des  variables de tl’tz. Il y 
a un seul successeur, de  niveau i -+ 1, Qtiqueté par ((,SB, B).SE”)a où la 
notation SEO est définie par: 
()u = (1; ((SB,B).SE)a = (SB,Qa).SEa. 

Soient Cl’. . . Cm, les  clauses de p .  Il y a m successeurs. Le j-ême d’entre 
e u  est 6tiquetQ par: 

oa SBj est le corps de Cj et 

(b) B est un  atome de la forme p(z;, , . . . , xin). 

(sq, ej).(sB, e p w ,  

...“j) = q 9 . .  . ’ 
0, = {XI + zi10,. . . X, +- 2i,Q, Z,+I - YI,. . . , ~ , + p  - g p }  

yl, . . . , y p  sont des variables  de  renommage  fraiches. 
Tous  ces successeurs sont de niveau i + 1. 

4.4 Définitions 

Un noeud de succis de An(SE) est un sommet étiqueté par un rQsolvant vide, soit [()’ O ) .  0 
est la substitution r6szslta.t associBe à ce noeud de succks. Un noeud d’kchec est un sommet 
sans descendant Btiqueté par un résolvant non  vide. On note @as(SE) , l’ensemble  des 
substitutions rBsultats de An(SE).  

4.5 Arbre de d6rivatisn IimitC asssei6 à un rCsolvant: An,k(SE) ( I ;  2 1) 

On d é f i t  Ank(SE) comme An(SE) avec la modification  suivante: 
“Si SE’ contient k déments, il n’y a pas de  successeurs.” 

4.6 Propri6tés 

On démontre aisément les propri6tés suivantes: 

1. Ank(SE) est fini, pour tout k. 

2. Soit A un arbre. On appelle souche de A, tout arbre A’ tel que: 
1 

e la racine de A‘ est celle de A; 
e si s E A’> on a aussi s E A et  le chemin  de la racine B s est le mëme dans A et 

dans A‘. 

On a : 
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Ank(SE) est une souche de An(SE),  
Ank( S E )  est une souche de Anp(SE),  si f 5 k’. 

3. Cask(SE) c Casp(SE)  c CasCSE) (si1 5 k _< k’). 

4. Cas(SE) = ugl CUSk(SE). 

4.7 Équivalence des deux sémantiques  opérationnelles 

4.7.1 Définition: Va.leur  d’un résolvant ( v ( S E ) )  

On définit par induction sur la  structure des résolvants, la fonction w(SE) qui donne la 
suite d’atomes représentée par le résolvant: 

w ( ( ~ ~ ,  8)) = s.m, 
V ( ( ~ ~ ,  e).sE) = sBe.w(sE), 

4.7.2 Lemme 

Il existe une fonction surjective de l’ensemble des sommets de An(SB,B) dans ceux de 
Au(SA), vérifiant la propriété suivante: 
Pour  tout couple(N,N’) de sommets m i s  en  correspondance: 

N et N’ ont même niveau, 

si N est étiqueté  par SE,  N’ l’est par w(SE), 

si i est le niveau de N et N’, 

S E  = sEl.(sBw), 
u2, us. . . , ui sont les substitutions  étiquetant les arcs menant de la racine à N’,  

dors, 8’ = 8o2a3. . .ai. 
démonstration Soit i, un entier quelconque, on montre par récurrence sur i, qu’une telle 
fonction existe pour les sommets de niveau i. On trouvera une démonstration complète 
dans [14]. 

4.7.3 Théorème 

Supposons h é  un programme de référence normalisé.  Soient SA,  une suite d’atomes ne 
contenant que des variables standard, SB,  une suite d’atomes normalisés, 8, une substi- 
tution de programme telle que S A  = SB8 et dom(8) = vur(SB). 
On a: 

Cas(SA) = {CT : dom(0) E var(SA) et Ba E Cas(SB,B)), 
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CEIs(SB, O )  = {Ou : 0 E Ces[SA)).  

d6monstration Conséquence du lemme (voir [14]). 

5 Consistance de la sthantique abstraite 

Pm induction sur k,nous démontrons, que toutes les substitutions résultats figurant dans 
un arbre de dhivation  Ank(p(z1,. . . , zn), 6 )  vêrsent  la  propriité Eta(@,p) si t9 vérifie @ et 
si  Eta est un point fixe de Teta. Pour cda il est utile d’établir d’abord un certain nombre 
de propriétes de la sémmtique ophtionnelle. Nous ne pouvons qu’ inoncer ces propriétés, 
saas démonstration chute de place). Les preuves  compkttes figurent dans [14]. 

5.1 Conventions 

1. Soient E et E’ deux ensembles de substitutions. Nous les  considérons  comme égaux 
et notons E = E‘ si et seulement si pour toute substitution u E E il existe une 
substitution inversible T telle que u~ E E’ et réciproquement. 

2. On définit les trois nouvelles notations suivantes: 

Cask(SE) = { O  : ( ( ) , O )  est un sommet de Ank(SE)},  
c e c s k ( m ,  O )  = cask((s~, e)),  
C w , ( p ,  0) = Cask(P(z1, - .  .,Zn), O ) .  

5.2 PropriCtks de la s8mmtique instrumentale 

1. Soient L 2 2 et SE,  un résolvant de longueur m (1 5 k < m). On a 

cask((sB,e).sE) = U cask(s~i) .  
BuECQS~-,(SB,B) 

2. Soient B et SB, atome  et  suite d’atomes normalisés, O telle que war(B.SB) 5 
dom(@). On a: 

Cas@.SB, 8) = u Cesk(SB, 0’). 
B’ECask(B,O) 

3. Soient B, un atome de la forme p ( z ; , ,  . . . , q n ) ,  O une substitution telle  que dom(@) = 
{q,. . . , 2,) = D, O’ une substitution telle que dom(#) = {x i l , .  . . , xin} = B’ C D, 
on d6fini.t: 

RestrB(B, O )  = .[zl c z;,@,. . ., xn c x;,Q}, 
ExtB(B, e,o‘) = Bu 

dom( u)  E codom( 
codom(a) n(co(aom(e) - c o d o m ( ~ / D I ) )  = 0, 

= {. . . , x i j  + . .} 
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Avec  ces notations: 

Cask(B, 8) = {EztB(B,  O , # )  : 8’ E Cask(p,  RestrB(B, O ) ) } .  

4. Soient C, une clause de la forme: p(z1,. . .,z,) c- S B  et 0 telle  que clom(6) = 
(21,. . . , z,}. On définit: 

E ~ ~ C ( C , B )  = {. . . ,zi + zie,. . ., +- gi,. . .) 
où var(C) = {. . . , zi, . . . , z,+i,.. .} et les  variables yi sont fraîches et distinctes. 
Soit B telle que dom(0) = var(C). On définit: 

BestrC(C, 8) = {zl c z18,. . .,z, + zd}. 

Avec  ces notatfons, on a: 
m 

Cask(p,e) = u Cask-l(Cj,@) (k. 2 11, 
j=1 

où les Cj sont les  clauses  de p .  

5.3 Consistance des opérations abstraites 

La consistance de la sémantique abstraite repose sur celle  des opérations primitives  définies 
au paragraphe 3.5. De façon générale,  une opération abstraite 

oa : AsubD, X . . . X AbsubD,  AsubD 

est consistante par  rapport à l’opération  concrète 

O, : CSUbD, X . . . X CbsubD, 4 CSubD 
si et seulement si on a : 

5.3.1 Théorème 

Si Eta est un point fixe de Teta, on a, avec  les notations habituelles: 

E “(Pl  * Caskb ,  0) c “(TP(P,P, Eta)),  
cask(c, e) c~(Tc(,B, c,~ta)),  . 
c a s k ( m ,  e) E c ~ ( T s B ( ~ ,  SB, ~ t ~ ) ) .  

démonstration: (par induction sur k) 
La démonstration complète se trouve dans [14] 

- 739 - 



5.4 Corollaire 

Avec les notations du théorème précédent, on a: 

Cask(P, 9) c “(Eta(P, P)). 

d8monstratisn : conskquence immédiate du théoreme précedent et du fait que E t a  est 
un point fiXe de Teta .  

5.5 Corollaire 

Sous les mgmes conditions, on a: 

d6msnstra+ion : d’après la proprieté 4.6.4. 

5.6 ThCorBme 

Soient p ,  une procedure normaliske et 6, une substitution de progra.mme.  On a: 

9 E Cc(@) et a E Cas(p(zl,. . .,zn)9) + Ba E Cc(Eta(p ,p) )  

(lorsque Eta est un point .fixe de Teta) .  
d6monstration : 

a E CQS(P(21,. . .’ 2n)O) 

s 80 E Cas(p ,  9) (&quivalence  des deux semantiques 
s Ou E Cc(Eta(P,p)) (corollaire ci - dessus). 

Nous avons propos6 dans cet article une sémantique opérationnelle instrumentale perme- 
ttant de  justkfier simplement et rigoureusement  les mod&s &mantiques d’izterprktation 
abstraite de Prolog. Nous  l’avons prouvée équivdente à la shmantique op6rationnelle de 
riférence [ll] et l’avons utilisée pour prouver la consistance d’un modèle sémantique 
d’interpr6tation abstraite (utilisé par [7,8]). Elle est  aussi applicable aux modèles proposés 
dam [2,4? 121. L’abondance des recherches  actuelles en analyse statique des programmes 
logiques conduira B définir de nouveaux  modèles  plus 6laborés. Ces nouveaux modèles 
pourront 6tre justifiks en suivant la même démarche. 
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