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Résumé: Dans ce  travail nous donnons  une  borne inferieure du temps 

d’exdcution  parallkle  pour le graphe de precedence des tâches grille 2D 
sur un  mod2le  d’architecture  multiprocesseur  MIMD. Les coûts des 

communications sont pris en compte et sont considkres comme 6tant une 
fonction lineaire de la taille des donnees echangees entre processeurs. 
Ensuite nous monlrons que la borne  inferieure  peut être atteinte en 
utilisant une  architecture multiprocesseur B memoire  distribuke: l’anneau 

des processeurs. 

Mots clés: Architecture  parallkles,  Graphe de preckdence des tâches, 

Grille 2D,  Cornplexit6  des algorithmes paralleles. 
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La parall6lisation d’algorithmes peut être 6tudiee et modelisee à l’aide des 
graphes de precedences des t2ches. Les sommets sont des t2ches 

elementaires et  les arcs definissent des &entuelles communications entre 

les tiîches extr6mites si ces derni8res sont exkcutees sur 2 processeurs 
diff6rents. Notons qu’une tkhe  dlkmentaire est un bloc d’instructions, 

indivisible (dans le  sens qu’elle est exdcutee  par le même processeur 
sans interruption). Elle est completement definie par ses entrkes, ses 
sorties et par son temps d’ex6cution [5,6]. 

Plusieurs applications numkriques peuvent être modelisees par les graphes 
de prec6dences des tiches ayant la forme d’une grille comme la ’ 

multiplication matricielle et la resolution des  systkmes triangulaires pour 

la methode du gradient conjugue preconditionnd [7, 1. Cette famille de 

graphes a fait l’objet de plusieurs travaux  dans le but d’etudier la 
cornplexit6 de leurs pardldlisations sur differents modkles d’architecture 

pwall&les [1,2]. Un grand nombre de  travaux concernant la recherche 

d’algorithmes optimaux considkrent le cas idCa1 oa la communication est 
nkglig6e (tâche &!mentaire ayant un temps d’exkcution unitaire note 
modkle UET: Unit Execution Time) ou la supposent &gale i une  unit6 de 

temps (modele UET-UCT: Unit Execution Time - Unit Communication 

Time) [ 1 31. 

Dans ce papier nous etudions la cornplexit6  de la parallelisation du 

graphe de tâches grille 2D, en supposant que le coût de communication 
est une fonction lin6aire  de la taille des donnkes 6changees entre 2 
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processeurs diffdrents. Cette extension  a l’avantage de fournir des 

modeles proches des machines  paralleles existantes. Les resultats de 
complexite que nous obtenons  pour la grille 2D sont des generalisations 
de quelques rksultats obtenus dans la litterature [3]. 

2. Définitions et modèle de parallélisation 

Le modele d’architecture parallele  considerd est de type machine MlMD 
composee de p  processeurs  identiques,  qui communiquent entre eux par 

l’intermediaire d’une memoire  partagde ou via un reseau complet. On 

suppose que le coût de communications de m donnees, entre 2 
processeurs differents, est modelise  par: 

c(m)=p+mz 

où p est le temps d’initialisation et z est le temps de transfert. De plus 
nous supposons qu’un processeur  peut  commencer  une communication 

avant d’avoir termine une  autre. 

Le processus de parallelisation  d’algorithmes conduit B un overhead, 
surcoût en français, du temps  d’execution  parallele ( theoriquement celui- 
ci est 6gal au temps d’execution  sequentiel divise par le nombre de 

processeurs). L’overhead est dû au  temps  de communication et au temps 
d’inactivite des processeurs imposee  par les contraintes de preckdences. 
Dans le but de diminuer cet overhead, on  utilise les notions de job  et de 

graphe d’ordonnancement introduites  dans [ 1’41. 
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Un job est defini comme une suite indivisible de aches UET (dans le 

sens qu’elles sont attribuees au même  processeur et sont executees sans 
interruption). Il faut noter qu’il n’y  a  pas de communications entre les 
taches appartenant au même job  et qu’un job ne peut communiquer avec 
un autre qu’avant ou aprks  son exCCution. Le coût de communication est 
consider6 si deux jobs sont adjacents et sont attribues il 2 processeurs 
differents. Le regroupement des tiiches UET en  jobs donne lieu h un 
nouveau graphe de prdckdence, oa les sommets sont des jobs  et  les 
contraintes de preckdences entre les tâches se transforment en contraintes 
de precddences entre  les  jobs tel que si T appartient au job J et T’ 
appartient au job J’ et si T<<T’ alors J < d ’  ( << est  la realtion de 

precedence). De plus on suppose que le nouveau graphe obtenu est  sans 
circuit. 

Dans la suite nous considerons le graphe de  precedence des tfiches grille 
2D de taille (n,n). Il est defini par les contraintes de precddences 
suivantes oin les tâches Tij sont  UET et << est  la relation de prkckdence: 

T<eT’ veut dire  que l’exkeution de la tâche  T doit être terrninee avant 
que celle de T’ ne commence [5,6]. Sur la figure 1, on represente une 
grille 2D de taille (6,6). 
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Figure 1: Graphe  de precedence des 

la relation de précédence 

tâches grille 2D 

Pour etudier la complexite de la parallelisalion  de la grille 2D, nous 
utilisons la notion de jobs. Nous supposons que chaque job contient un 
nombre fure Bgal a m,m,, pour lIm,,m,ln, de tâches UET, de la façon 
suivante: le job J,,v, pour 15uln/m, et llvSn/m,, est un ensemble de 
m,my tâches UET Ti,, pour (u-l)m,<ilum,, (v-l)m,cjlvm,.  Ce 
regroupement en jobs conduit a un nouveau  graphe de prkckdence de la 
forme d'une grille 2D de  taille (n/m,,n/m,) où les sommets sont les jobs 
et les contraintes de prBcBdences sont definies par: 

<< J,.," pour llu<u'ln/m, 
J,," << J,,,. pour lIv<v'ln/n~, 

J<<J' veut dire que l'execution du job J doit être terminCe avant que  celle 
de J' ne commence. Sans perte de gBneralit.6, on suppose que m,lm,. Sur 
la figure 2, on presente  le graphe de precedence des  jobs où chaque job 
est de taille (2'2). 

- 815 - 



ure 2: Graphe  de  preckdence des jobs grille 2D 

Le temps d’ex6cution d’un job J est 6gal B %a somme des temps 
d’ex6cutions des tiickes UET appartenant. B ce job qui est egal 3 

W(J)=m,my. Suivant  les  relations de pr6c6dences3 le nombre de jobs 
independants (qui  peuvent etre ex6cut6s en pxdl&le) est au plus 6gal il 

dm,. P x  consequent  le  nombre de processeurs qui peuvent Etre utilis6s -~ 
en m&me temps est au plans dgal ii dmy. 

b= 

Il a et6 Monk6 que le temps d’e~6cution pour une grille 2D de  taille (n,n) 
est 2n-1 pour  le  mod&le UET et 3n-2 si le  modble UET-UCT est 
consid6r6 [3]. Dans cette section, nous donnons  une  borne  inf6rieure du 

temps d’ex6cution de la  grille 2D lorsque le coût de communication est 
considkr6  comme une fonction  lin6aire de la  taille du message. 
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Lemme 1: On suppose que chaque job  est de taille fixe 6gale 
(mx,my),  pour 15m,,m,Sn. Une  borne infgrieure du temps 
d’ex6cution  parallele  d’une grille 2D de taille (n,n) est 
egale 2x 
B(m,,m,) = nm, + nm, -t nc(m,)/m, - c(m,)-  mim, 

Preuve: 

- Cas c(rnJamy. 
Notons par 4, pour lGWm,,  la date du debut d’execution du job 
diagonal Ji$ et par Ti la date de  fin de son execution. On  a: 

Ti=ti + W(Ji,i) =ti +m,m,. 
Suivant les relations de  preckdences,  le job Ji+li+l ne commence son 
execution qu’apres la fin d’execution  des jobs 

{Ji,i 7 Ji,i+l 9 Ji+l,i)- 

Notons que les jobs Jii+l et Ji+l,i sont independants et donc peuvent être 
executes en parallele par  2  processeurs. Nous deduisons que la date 4+1 
du debut d’exdcution du job Ji+li+l  v6rifie: 

i) G+l 2 Ti+2m,m, si Ji,i+l et Ji+li sont e x h t d s  dans le même processeur 
ii) ti+l 2 Ti+mxm,-tc(m,) si les  jobs Ji,i+l et sont exdcutks en parallele 
sur 2 processeurs diffkrents. 

De i) et ii) nous deduisons que 
ti+l 2 Ti + mxm, + min(m,m,,c(m,)) = 4 + 2mxmy + c(m,). 

Le temps minimum d’ex6cution est obtenu  par l’exdcution du plus long 
chemin compose par: 
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- les jobs diagonaux {.Ti,i , pour lSi<n/m,} et 

- les jobs { Jdmyj, pour n/m,ljWm, } 

ce qui conduit B la borne  inferieure 

B(m,,m,) = (2mxm, + c(mx)( - -1) + ( - - - n n n +l)m,m, 
5 91a,, Y 

Soie a le plus petit entier tel  que c(mx)~arn,m, (a est la partie entikre 

superieure de c(m,)/m,m,). Notons par wj, pour  lSiSn/m,, le temps du 
debut d’exhtion du job Ji,l+(i.l)a et par Ti le temps de fin de son 
execution. On a: 

Ti=wi + W(Ji,l+(i-lJ=Wi + m,m, 
Suivant les relations de prdckdences,  le job Ji+l,l+ia ne commence son 
execution qu’aprks  l’ex6cution  de  l’ensemble des jobs: 

J={Jij, pour l+(i-l)aljSl+ia } U {Ji+ld, pour l+(i-I)&jGa ) 

Notons  que les jobs Jij et Ji+ldt pour -f<j sont indkpendants et par 
consequent peuvent être executes en paralEles par 2 processeurs. Nous 
dkduisons  que: 

i) Si un seul processeur est utilise  pour  exkcuter les jobs de l’ensemble 

J alors 
wi+l 2 Ti + 2am,m, 
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ii) Si 2 processeurs sont utilises pour executer les  jobs  de l’ensemble J, 

et puisque c(m,)Sam,m,, alors nous deduisons qu’aprks avoir termine 
l’execution du job Ji,l+ci*l)a par  un processeur, celui ci communique m, 
donnees B l’autre processeur pour  exkcuter le job Ji+l,l+(i..l)a et 
sirnultanement continue B executer les a jobs Ji,, pour (i-l)aSjSl+ia. 

Comme nous supposons de plus qu’un processeur peut commencer une 
communication avant d’avoir  termine une autre, alors il la fin d’execution 
de chaque job Jij, pour (i-l)aSjSl+ia,  il envoie il l’autre processeur m, 
donnees pour executer les jobs Ji+lj, pour (i-l)aSjSl+ia. 

par consequent w,, vkrifie: 
wi+l 2 Ti + c(m,) + m,m, 

De i) et ii) nous deduisons que: 

Wi+, > - Ti -t- m,m, + min (am,m,,c(m,)) 
2 wi + m,m, +- am,my + c(m,) 

Le temps d’execution minimum est obtenu  par  l’exdcution  du chemin 
compose  des  jobs suivant: 

- { Ji,l+ia, pour lSi<n/m,} U { JdmYj, pour  l+(n/m, -1)aSjS dm,} 

ce qui conduit B la borne inferieure 

B(mx,my)=(amxmy + m,m, + c(m,>>( n n n - -1) + ( - - a- +a)m,m, 
mY mx mY 
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re 2: Pour m,=m,=l une borne inferieure du temps d’ex6cution 
pxall2le  est 6gd 8: 
- 211-1 si c( 1)=0 (rnod2le UET) 

- 311-2 si c(l)=l (mod8le UET-UCT) 

Maintenant nous analysons B(mx*m,) dans le but d’obtenir une borne 
inferieure du temps d’ex6culion pour toute valeur de m, et mye Posons 
c=e(l), nous deduisons le r6sultat suivant: 

~ r o ~ ~ ~ i ~ o ~  3: Une borne inferieure du temps d’ex6cution est 

Elle est accomplie par les  jobs de taille optimale 

(19m*y), avec m*,=l si c ~ l ,  et m*,= fi sinon. 

On choisit les param2tres m, et m, dans le but de minimiser B(mx9my). Il r -  

est  clair  que B(l,my)B(mx,my). Donc il suffit de minimiser B(l,m,,). 
L’analyse de B(l,m,) montre qu’il existe un point stationnaire defini par 

m*,= 4% ce  qui conduit au resultat asymptotique donne dans  la 

proposition 3. 
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4. Un algorithme  asymptotiquement  optimal  sur  une 
architecture  parallèle à mémoire  distribuée 

Considerrons  un anneau compose  de  p=n/m*,  processeurs. Chaque 
processeur Pi, pour 1IiIp-2, est connecte  aux processeurs Pi-, et Pi+, et  en 
plus Po est connecte au  processeur PP+ On  suppose que les calculs et les 
communications peuvent se chevaucher et que chaque processeur peut 

communiquer au moins fi donnees en pipeline. 

Proposition 4: La borne  inferieure  de la proposition 3 peut être 
atteinte sur un anneau compose de dm*, 
processeurs. 

Preuve: 
Nous proposons un algorithme  qui atteint cette borne sur un anneau de 
compose de p=n/m*,  processeurs. Les jobs sont choisis de tailles 
optimales egales à (1 ,m*,) et sont attribues aux processeurs ligne par ligne 
de  la maniere suivante; au  processeur Pi, pour OliSp-1, on affecte les  jobs 

pour 1IvSn. 

Il est clair que le processeur Pi, commence son execution au temps 
(m*,+c)i. Nous allons montrer  qu’il la termine  au  temps  (m*,+c)i+nm*,. 
Par consequent le temps d’execution  de l’algorithme et egal à celui du 
dernier job, Jdmryp, qui est execute  par le processeur Pdm+y-l donc egal à 

(m*,+c)(n/m*,-  l)+nm*,. 
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Pour cela nous montrons par recurrence sur i, pour IliSn/m*,  que si 
l’exkcution du job Ji,v, pour 11v5n-1, commence au temps t alors celle de 
Ji,v+l commence au temps t+m*,. Par consequent le processeur Pi termine 
son exkcution au temps (m”,+c)i+nm*,. 

E’hypothese de rkcurrence est vrai  pour i=O (Processeur O). Supposons 
que la propriktt? est vraie  pour i. 
Soit t le temps du dkbut  d’execution du job Ji+lv. 
- D’apres les relations de  prkckdence,  l’ex6cution du job Jiy est terminee ’- 

au temps t-c. 
- D’aprP;s 1’hypothP;se  de recurrence, le job termine son execution au 
au temps t-c+m*,. 
Ceci montre que le job Ji+l,v+l peut commencer son execution au temps (t- ’ 

rajoute c car et Ji+,,v+, sont affectes B 2 processeurs 
differents et  que l’execution du job prkckde celle de Ji+l,v+l. 

Nous remarquons que lorsque le processeur  Pi termine son execution, il 
reste inactif. A ce moment on pourrait l’affecter B d’autre jobs. Par 
exemple le processeur O commence  son exkcution au temps O et termine 
au temps nm*,. A ce temps il peut 8tre affecte au bloc compose des jobs 
J,,, avec u=p+l  et IlvSra, où p est le  nombre  minimum de processeur 
obtenu par la solution de  l’kquation suivante pm*, + (p-l)c=nm*, ce qui 

conduit au rksultat: p = - +0(1) si es1 et p = - ’ +O(I) sinon. n 
1 +e 1 +f i  
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Si nous  supposons  que  les  jobs  sont  choisis  de  taille  (l,m*,,) et sont 
attribues aux  processeurs  ligne  par  ligne  d’une  mani&re  entrelace tel qu’au 
processeur Pi, pour  OliSp-1,  on  affecte les jobs Ji+l+jp,v, pour l S v a ,  j est 

un entier  tel que i+l+jpMm*,  dors on a le  resultat  suivant. 

Corollaire 5: La  borne  inferieure  de la proposition 3 peut  être  atteinte 

sur un anneau  compose  de p = -.% +0(1) processeurs si 
1 +c 

c l1  et p = - It +O(1)  sinon. 
1 +JE 

Exemple: 
n=6 et c=2 alors m*y=2 

Processeur 2: 10  12 14 16  18 20 
9 11 13 15  17  19 

Processeur 1: 6 8 10  12 14 16 

5 7 9 11 13 15 

Processeur O: 2 4 6 8 1 0 1 2  
1 3 5 7 9 1 1  
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Dans ce travail, nous avons suppose que le coi3 de communication est 
une fonction lin aire des donnCes  6changkes entre processeurs. Nous 
avons donnd  une  borne inferieure du temps d'ex6cution parall6le du 
graphe de prkckdence des Gches grille 26) ob nous avons considerd des 
jobs de taille fixe. Notons que les resultats de cornplexit& obtenus dans 
la litt&ature, pour les modkles UET et UET-UCT sont des cas particuliers 
de notre analyse. Nous avons aussi montre que cette borne inf6rieure peut 
Etre atteinte en utilisant seulement un anneau de processeurs. 
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