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Résumé 

Cet  article s’intéresse au problème d’optimisation du coût de  production 
dans les systèmes  dont la modélisation par  un réseau de  Petri  est disponible. 
La notion  de  dépense  est modélisée au niveau du réseau  de Petri  par  un coût 
de  franchissement associé aux transitions. Une description formelle adaptée 
du réseau  de Pétri est  introduite. Ce formalisme autorise  une définition et 
un traitement  analytique du problème de recherche d’un ordonnancement 
optimal  du  marquage au sens de la minimisation du coût de production.  La 
méthode de résolution proposée s’appuie sur le principe fondamental  de la 
programmation dynamique. 

1 Introduction 
Les études  sur la théorie et les applications des réseau de  Petri  notam- 

ment  dans la modélisation des systèmes de production  a connu un essor im- 
portant depuis les années 80. Parmi les nombreus  travaux  qui  traitent  de ce 
sujet,  nous  citerons les ouvrages de René DAVID et  de Hassan ALLA  [DAV 

,891 et [DAV  921, et le livre de F. DICESARE et al., [DIC 931. L’adaptation des 
réseaux de Petri à modéliser et à visualiser avec efficacité les comportements 
dans lesquels interviennent les problèmes de parallélisme, de  synchronisation 
et  de  partage  de ressource n’est pas  étrangère à l’intérêt que suscite cet outil. 

Dans  un  système  de production modélisé par un réseau de  Petri, plusieurs 
protocoles différents  permettent généralement d’atteindre  un  marquage  (ou 
un ensemble de  marquages) final désiré, en partant des conditions  initiales 
données. Bien que les conditions initiales  et terminales de la  production soient 
identiques,  deux  ordonnancements différents génèrent le plus souvent des 
coûts  de  production différents. 
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Cette article pose le problème suivant: Connaissant le r6seaux de Petri 
qui modélise un systkme de production donne, ”comment d&erminer, 
parmi les diE6rentes shquences de  franchissement qui permettent 
d’atteindre un objectif de production sp6cifi-4, celui qui minimise 
h csct de productiosn?’~ 

Au  niveau du &eau de Petri,  cette question pose le problerne de recRerche 
d’un ordonnancement optimale, conduisant L un marquage visé; et sa rQsolu- 
tion consiste à aaborer une sQquence de franchissement de transitions admis- 
sible, qui permet de passer d’un marquage initial zo donn6 B un marquage 
find z j  souhait6, en minimisant une fonctionnelle Y qui constitue l’indice de 
performance associe aux chois des transitions franchies. Dans [YAM 92]? une 
approche similaire est proposée pour le  recouvrement à optimal des pannes. 

‘Une definition  formelle de réseau de Petri permet d’Qnoncer et de traiter 
le problkme de recherche de  sequence de frmehissement optimale (nous utili- 
serons le terme de ”pproblkme de  recherche d’un ordonnancement op- 
timal ’,ou PR8W9 en abrégé) comme un problème de commande optimale 
classique. Toute fois, les contraintes fortes dues aussi bien à la restriction de 
l’objectif à atteindre qu’aux conditions de validité des transitions soulkvent 

Ce formalisme est introduit  dans la section 2 et concerne aussi  bien  les 
BdP ordinaires que les r6seaux de Petri g6nQra.Xsés (au sens de [DAV $93, 
[DAV 921 et [DI@ 931). L’expression  ’’réseau de Petri” (ou RdP en abrégé) 
sans précision explicite s’applique aussi bien 2 l’un des types qu’à l’autre. 

de nombreuses  difficultés. 

Une a i s e  en Qquation adapthe b la ”dynamique ” de l’evolution du m a -  
quage du RdP permet de tirer profit  des rQsultats qui existent dans la théorie 
des systemes dynamiques9 et notamment de ceux  qui concernent les pro- 
blkmes de commande optimale. 

La section 3 est consac& à la dhfinition  du probkme  de recherche d’un 
ordonnancement optimal avec  ces  différentes variantes. 

Une methode de rQsolution du problème €ondamental est propos& dans 
la section 4. Cette méthode s9a.ppozie sur le principe d’optimaM de Bellman 
dont le caractkre intuitif est le principal avantage. 

Les réseaux de Petri qui nous inthressent sont ordinaires ou génhrdisés et 
comportent n places et T transitions. À chaque  place de fi  du  RdP, on associe 
une variable zi entière et positive qui indique à chaque &tape de l’évolution du 
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marquage, le nombre de marques contenues dans cette place. Aux n places 
du RdP correspondent ainsi n variables d’état (Q, x2, ..., 2,) que  nous 
regroupons en  un  vecteur d’état de marquage x E N”, caractéristique du 
marquage du RdP. 

2.1 Caractéristiques de franchissement d’une transition 

Chacune des T transitions du RdP est caractérisée par deux  vecteurs : Un 
vecteur de contrainte et un vecteur d’action. 

2.1.1 vecteur de contrainte 

Le vecteur de contrainte uj E N” associé à une transition T j  indique 
les  conditions régissant la validité de cette transition relativement à un état 
de marquage courant 2. Ce vecteur est défini par : 

u; = [uij, ugj, ‘ e . 7  ~ ; j ] ’ j = ~ , ? , . . . r -  

Où le coefficient  est  défini  de la manière suivante: 

de l’arc Pi u* 3, 

Autrement dit, utj définit le nombre mil$mum  de marques requis dans la 
place Pi pour valider la transition Ti. 

si Pi est une  place d’entrée de la transition T j  alors u;j est le  poids 

sinon u t  = O 

i p4vp5 n = 6, r = 4  et x =  1 Il 3 1 

Figure 1 : Exemple  de  réseau de Petri marqué. 
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Une transition Tj du RdP est validCe par un état de marquage 2 si et 
seulement si 

2--21; EN“.  (1) 

Exemple : L’dtat de marquage 5 = [O, 2, O ,  1,3, 1Jf de la figure 1 valide les 
transitions T2 et T4; par contre, les transitions TI et Ts ne sont pas vdidQes 
par cet dta’t. 

2.1.2 vecteur d’action 

Le vecteur d’action uj” E Pf associe B une transition T j  indique les 
opérations effectuées sur l’état de marquage lors du franchissement de la 
transition Tj (lorsqu’elle est validCe par  un  dtat  courant). L’évolution de 
l’6tat courant consdcutif au franchissement de la transition Tj se traduit par 
une Qquation de la €orme : 

$ = s + u j ”  (2) 

oh z et 2 sont respectivement  les Ctats de marquage du RdP avant et aprks 
franchissement 
et a; vecteur d’action de Tj est dCfini par : 
u; = u;j; ... , Unj]’, avec q j  = U; - u&1,2 n 

et étant d a n i  

ae q .rrt pi 
si Pi est une  place de sortie de la transition T’ alors, u$ est le poids 

sinon -6 = O 

ufj indique le nombre (dgQbrique)  de marques qui  sont ajoutdes B la place 
Pi lors du franchissement de la transition Ti. 
Exemple : Pour le RdP de la figure 1, mus avons : 
uZL~ = [-1, 1, 4, O,  O, OI f ;  = [Og -2, 3, O, O, O]’; 
24; = [O, O, -2, O, 1, 13’; 254 = p ,  O, O, -1, -2, O]‘. 

2.1.3 Matrice de franchissement dkne  transition 

Toute  transition T’ du RdP est ainsi caractérisée pa.r la paire de vecteurs 
contraintelaction (uj”/uj”) qui h i  est associde. Nous appelons Matrice da 
franchissement de la transition T’ la matrice 9x2 notee uj et définie par : 

La premibe et d e u ~ & ~ ~ e  colonnes de uj sont respectivement les vecteurs 
d’action et de contrainte de la transition Tj. 

uj = [.j”,zl;]. 
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Exemple : Pour  le  RdP de la figure 1, nous avons : 

-1 1 
u1=[; 1 0  ; 

O 0  
O 0  

Dans la suite  de  cette  étude et tant que cela ne  prête à aucune confusion, le 
terme "franchissement"  sera  utilisé à la place de  "matrice de franchissement". 
On notera 

U = { u j j j  = 1,2, ... r}.  (3) 

Remarque 

Dans  le cas général, un même vecteur de contrainte  peut  être associé à 
plusieurs transitions différentes. Tel est notamment  le cas  dans un RdP ordi- 
naire  lorsque  plusieurs  transitions différentes ont le même ensemble de places 
d'entrée et des ensembles de places de sortie éventuellement différents. Les 
conditions  de  validité de  ces transitions  alors  identiques conduisent naturel- 
lement à un  même vecteur de contrainte. 

Pour les transitions Tl,  T2 du  RdP-1 la figure 2, il est  aisé de  vérifier que : 
uE = ug par  contre, u; # u4. 

De même, à plusieurs  transitions différentes du RdP  peut correspondre un 
même  vecteur  d'action.  Dans un RdP ordinaire, tel est le  cas lorsque plusieurs 
transitions  ont  des ensembles de places d'entrée  et de sortie pures (au sens 
de [DAV 921) identiques, (avec des ensembles de places impures associés à 
ces transitions éventuellement distincts).(Tl et T2 du RdP-2 la figure 2) 

! 
RdP-2 ' 

Figure 2 : Quelques cas  particuliers. 
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Sur le BdP-2 de la figure 2, les conditions de vdiditd des transitions Tl et 
T2 sont différentes (les  ensembles de places d’entrée associes sont distincts). 
Mais brsqu’elles sont validees, le francl1issement de l’une ou l’autre de ces 
transitions  conduit 2 Is même dvolution du marquage du RdP. En effet, on 
a u; + ui par  contre 

La connaissant d’un franchissement u E U, détermine de fafaCm univoque les 
vecteurs de contrainte et cl’ action de %a transition msoci8e; en effet, 

u” = u. [ i ]  et ue= u. [ y ]  
Propri6td : 
Deux transitions T;. et Tl sont identiques (au sens de [DAV 923) si et seulement 
si uj = u1 
(c’est B dire uj” = u; et u; = UT) 
Exemple : Les transitions 2‘1 et TZ du RdP-3 de la figures sont identiques. ,. 

Cette Qtude concerne essentiehnent les RdP sans  transitions identiques. 
Pour cette classe de RdP, la connaissance de l’ensemble U des matrices de 
fianchissement swffit pour dkterminer de fason univoque le RdP non marqué 
associé, qu’il soit ordinaire ou  gdnérdisC, pur ou impure. Il s’en suit que 
tout  BdP non  marque,  sans transitions identiques est parfaitement d6fin.i 
par l’ensemble U des matrices de franchissement qui lui est associé. 

D&finition 
Soit U l’ensemble des matrices de franchissement associees aux  transitions 

d’un RD; un frmclzissement u E u est valid6 par un d ts t  ae marquage z ’ -  

D’aprks les 6qnations (1 et 4)7 la transition T associde au franchissement 
az est &ES validde pour le marquage du RdP correspondant à l’ktat 2. 

ZQro, un ou plusieurs franchissements diffdrents peuvent Btre v&db par 
le mQme Qtat de marquage. L’ensemble  des franchissements valid6s par un 
ktat 2 est m t 6  : 
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Exemple : Pour  le  RdP  de  la figure 1, U = {a1, u2, u3,  u4} et  pour z = 
[O, 2, O, 1, 3, 11’’ on a U ( 2 )  = {u2, u4} 

2.2 Dynamiques de franchissement 

Lorsqu’un franchissement u E U ( z )  est validé par  l’état  courant 2, son 
application à cet état de marquage  entraîne  une évolution de l’état  courant 
déterminée par l’équation suivante : 

z = f(2, u )  (7) 

Où 5 est  l’état de marquage  résultant de cette  application 
f(., .) étant la fonction vectorielle définie par : 

Ainsi, la dynamique qui régit l’évolution du marqua.ge d’un RdP  peut  être 
modélisée par les équations  de la dynamiques de franchissement : 

z(k) = f (z(k - l ) ,  u(k)) 
u(b) E U ( Z ( k  - 1))l.- L 1 , 2 , . . , n  (9) 

Où f ( z , u )  et V(z) sont  respectivement définis par les relations (8) et (6). 
Cette équation  suppose les hypothèses suivantes : 

1) Une seule transition validée par un état de marquage  courant  est  franchie 
à la fois. 

2) Le choix de la transition  franchie (~(k)), parmi celles qui sont simultané- 
ment validées par un état courant z ( b  - 1) est  complètement libre. 

Cette  liberté  de cllois permet d’a.gir sur l’évolution du marquage  en  déter- 
minant avec un degré de liberté plus ou moins important  (déterminé par 
U ( z ( k  - 1))) l’état de  marquage  ultérieur z ( k ) .  

Définition 

d’une suite  d’états  de  marquage 
Un Ordonnancement d’origine zo est  constitué : 

%(O), +), +), a ’ - ,  4 N )  (10) 

appelée trajectoire  de  marquage et  suite de franchissement 
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appelde s&quence d e  fianehissement qui vérifient les équations  dyna- 
miques de franchissement : 

"(O) = z g  

"(k) = f ( z ( k  - 1>, u(k))  (12) 
.(k> E U ( z ( k  - l))]  E ;= 1,4,.,,N 

Le nombre  entier N est la longueur de la, séquence (ou  de la, trajectoire). 
Les états ~ ( 0 )  et s(N) sont respectivement l'origine et l'estrdmité de la 
trajectoire (10). 

La séquence de franchissement (11) est dite  admissible  relativement au 
marquage initial (~ (0 ) ) .  

Remarque 
Dès qu9une séquence (11) admissible relativement à un état initial  connu 

~ ( 0 )  est définie, la trajectoire de marquage  correspondante  (10)  se  ddtermine 
de façon univoque par la relation suivante: 

"(a) = f("(k - 1)7 U(k))lk=I,?,..,N- (13) 
Par contre,  dans le cas général,  une  même  trajectoire de marquage  peut 
rksulter  de plusieurs skquences de franchissements différents. 

Exemple : Sur le RdP-2  de la figure 2, la trajectoire %(O), "(1) avec %(O) = 
[2, 1, 1, 0, O]' et ~ ( 1 )  = [l, 1,  1, 1, 13' correspond à deus séquences de 
franchissement différents de longueur 1 : u(1) = u1 et u(1) = u2 ; puisque 

"(1) = f(.(O), 211) = f(S(O)? .?) 
u1 € U(z(0) )  21-2 E U ( x ( 0 ) )  * 

Lorsque l'on connJt l'ensemble des franchissements U définissant un RdP 
(3)9 1'6vdution du marquage de ce RdP est ddcrite par la procédure  suivante : 

0 l'état d'origine s(0) = z0 étant dkfini; 
@ p o u r k = l à N :  

D determiner U ( ~ c ( k  - 1)) (avec la relation 6)' 
D choisir a(K) E U ( x ( k  - l)), 
D dbterminer z(k) = f(z(k - 11, u(k)) (avec la relation12), 

Il est dvident que la séquence de franchissennent (11) qui rhsulte  de cette 
procédure est admissible, rehtivement à l'état initial ro et la suite des dtats 
{ ~ ( k ) } k = ~ , ~ ~ . . . N  est la trajectoire  de marqua.ge  correspondant ii cette séquence. 

Nous sommes maintena.nt  en  mesure de poser le problème qui nous  préoc- 
cupe  dans  cette  dtude : celui de la recllerche d9une skquence de francl1issement 
optimale. 

@ fin. 
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3 Problème  d’ordonnancement  optimal 

Pour  formuler le problème de recherche d’un ordonnancement  (ou de 
séquence de  franchissement)  optimal,  nous  supposons qu’à chaque étape  de 
l’évolution du marquage  du  RdP, le franchissement de chacune des transitions 
validées par le marquage  courant  est pénalisé par  un coût  de  franchissement 
associé. 

En pratique,  cette dépense  peut aussi bien représenter le coût  de  passage 
d’une pièce sur une  machine, le coût  de stockage le  coût de  réparation d’une 
machine en  panne  et  même le temps  de passage d’une pièce sur une machine. 

Dans le cas  général, ce coût  de  franchissement peut  dépendre non seule- 
ment  de la transition franchie (~(k)), mais aussi du  marquage  courant (z(k - 
1)) et  du  moment où ce franchissement a lieu (k). Il peut ainsi être modé- 
lisé par une  fonction de la forme L ( k ,  z(k - l), u(k))l~=1,2,...,~ qui représente 
la ”dépense”  encourue par l’application à l’étape k, du franchissement u(k) 
lorsqu’il est validé par  le  l’état de  nmrquage  courant z(k - 1). 

Le coût de revient total  attaché B chaque  ordonnancement  (trajectoire 
et séquence (10-11)) indique  dans quelle mesure le choix de ce dernier est 
”avantageux”  (ou  désavanta.geus)  par  ra.pport à un autre chois. 

Le critère d’ef icaci té ,  est défini par  la fonctionnelle  suivante : 

J = L(l ,~(O) ,u( l ) )+  ... + L(N, s (M - l ) , u ( N ) ) +  X ( N 7 ~ ( . N ) )  

L = l  

Le  terme K ( N 7 z ( A r ) ) ,  est appelé  ”coût  final”;  lié au  marquage d’arrivée, il 
pénalise l’écart avec un objectif  idéal (état final et longueur de séquence) 
souhaité. 

Dans la théorie  de commande  optimale et  de recherche  opérationnelle 
([KIR 701, [PAP 921, [DAS 921)’ la fonction  coût L ( k ,  z(k - l), .(a)) est 
aussi  appelée  ”Lagrangien” . 

Dans la suite de ce papier,  tout  RdP  est défini par l’ensemble des matrices 
de franchissement U qui lui est associé. Les ensembles suivants  sont définis : 

- ensenzble  source A& c N” 
il  détermine les états de maquage de  départ admis. 

- ensemble But i%fb c iv” (tels que A& n Adb = 0). 
Il représente l’ensemble des états  de marqua.ges à atteindre. 

- l’intervalle des longueurs de séquence admises Z c N .  
Les ensembles A4b et Z définissent les conditions  terminales : l’ensemble 

composé itdbd sera désigné par le terme ensemble cible. 
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Les ensembles Mb et Z dkfinissent les conditions terminales : l’ensemble 
composé Alb.< sera désigne par le terme ensemble cible. 

Le problkme de recherche de trajectoire  optimale de source .ATs et de cible 
M b f l  se pose comme suite : 

Parmi les skquences de franchissement admissibles (11) dont la  trajectoire 
associée (10) vérifie : 

la condition initiale : z(0) E A$ 

la condition  terminale : { $;y 
d6terminer celle qui minimise le critkre J défini par  l’équation (14). 

Suivant la  nature de l’ensemble source A$ et de l’ensemble but A&, dif- 
férentes varimtes  du problkme de recherche d’un ordonnancement optimd 
(PROO) peuvent Btre dkfinies. 

Dans  le cas le plus génkrak où A& et A i &  sont deus sous-ensembles quel- 
conques de Nn. On a dors un PROO avec origine et extrémité libres que 
désignons par  PR00-Général. 

DCfinitisn : (PROO-Général) 
Soit U 19ensemble de franchissements d4finissant un RdP donnC; sur ce 

RdP, le problkme de recherche d’ un ordonnancement  optimale avec origine 
et  extrémité libres de source M s  et de cible Af&Z consiste à trouves un état 
de marquage  initial z(0) E A& et une séquence de franchissement de longueur 
N E Z admissible relativement à s(0) (11) tels que 19extrémitk z ( N )  de la 
trajectoire (10) associée à cette séquence vérifie z ( N )  E A& et que le critkre 
9 défini par (14) soit minimal. 

1 .  

Dans  beaucoup de cas, les conditions initiales se limitent à un Qtat de , 
marquage  initial unique zo donnee. L’ensemble source Ag8 se réduit dors en 
un seul point 20. La variante  fondamentale du PROO se  caracterise  par  une 
origine fixe ( ~ ( 0 )  = so) et une extrémité  libre: 

DCfinition : PROO-fondamental 
Connaissant  le  marquage d’origine s(0) = sg et la cible C = A l b f i ,  

Le PROO-fondamental consiste à déterminer une skquence de franchisse- 
ment (11) de longueur N E Z admissible relativement à l’origine s,, telle 
que l’extrémité z ( N )  de la trajectoire (10) associée B cette séquence vérifie 
z ( N )  E n / rb  et que le crithe J dkfini par (14) soit minimal. 

,; 

En plus  du problkme fondamental, on peut aussi considérer une variante 
du PRO0 dans la quelle le marquage fina.1 (s,) (aussi bien que  le  marquage 
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initial (z0 = ~ ( 0 ) ) )  est préalablement fisé. Nous parlons alors de PROO à 
extrémité fixe. 

Définition : PROO à estrémité fise 
Connaissant  marquage l’origine z(0) = $0, le  marquage  terminal Z! et 

l’intervalle des longueurs a.dmises Z, Le PROO à estrémité fise consiste à 
déterminer  une séquence de franchissement (11) de longueur Ar E Z admis- 
sible relativement à l’origine zo telle que la  tmjectoire (10) associée à cette 
séquence ait  pour  estrémité xf = z ( N )  et que le critère J défini par (14) 
soit minimal. 

Par ailleurs, suivant la nature de l’intervalle des longueurs admise Z, des 
variantes différentes de  PROO peuvent également être considérées. C’est ainsi 
que l’on peut  distinguer : 

*PRO0 à longueur libre lorsque Z = N ,  
*PRO0 à longueur limitée  lorsque Z C N ,  
‘PRO0 à longueur fise  lorsque Z = { A r j } .  

Dans les PROO  que nous avons définis, l’ensemble cible  défini par C = 
MaxZ est  une  donnée préalablement fixée. 

On peut aussi envisager un PROO  dans lequel l’objectif à atteindre  peut 
varier à certaines  étapes  de l’évolution du  marquage  du RdP. La cible visée est 
alors un  point mobile qui est  déterminé àl’étape k par c ( k )  = (zj(k), Nj(k)). 

4 Résolution du problème fondamental 

Pour des raisons de simplicité, nous nous limitons ici à la résolution du 
problème  fondamental.  Autrement dit, connaissant 1’éta.t  de marquasge  initial 

d’un RdP défini par les équations dynamiques (12), nous nous proposons 
de déterminer un ordonnancement (11-10) admissible relativement à zo et de 
longueur Ar E Z = [ATmin, Arn,,z.] tel que  l’estrémité .(Ar) de la  trajectoire 
(10) appartienne à l’ensemble but JIb et que le critère J défini par (14) soit 
minimal. 

4.1 Condition de solvabilité 

Ensemble des marquages  accessibles 

vant s : 
Pour résoudre ce problème, définissons par  récurrence les ensembles sui- 
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... 

On  construit ainsi une  suite d’ensembles {Rk(xO)} L-O, l ,  ._ ... Nmaz 

Chaque i16rnent Rk(so) de cette  suite repritsentel’ensemble des marquages 
qui sont accessibles B partir du marquage  initial xo par Pa réalisation  d’une 
s6quence de franchissement de longueur k .  

4.2 Cible accessible 

Un élQment (k, s) de l’ensemble cible TxMb est accessible B partir de 
1’6tat initial so si et seulement si Nmin 5 k 5 IV,,, et s E &(xo). Ceci nous 
amkne L la définition des ensembles suivants : 

Qk/Nmin 5 C 5 N,,,, TI; = .Al* n Q k ( ~ 0 )  

Brepri6tB : 
N,,, 

Le PROO-fondamental  admet  une solution si et seulement si u rk # 8 

Nous supposons  dans ce qui suit le PRBO-fondamental solvable. Il existe 
dors au moins un  entier li/Nnlin 5 k _< Arm6z et rk # SI. Nous noterons 

k=Nm,* 

.3 Stratkgie optimale 

En  supposant dans le PROO-fonda.menta.1 solvable, nous dkcrivons dans 
ce qui suit une  mitthode de recherche de 1% stratkgie optimale  parmi plu- 
sieurs ordonnancements hatuellement possibles. La méthode propos6e est 
s’appuie sur le principe d’optinnalit6 de Bellmaa [BOL 763, [MIR 701. 

L’id& maîtresse de la programmation est la suivaIlte : Pour qu’un ordon- 
nancement constitué d’une trajectoire (10) et d’une sequence franchissement 



(11) soit  optimale, il faut qu’à chaque étape intermédiaire 1 5 k 5 N ,  les 
portions  de trajectoire  et de séquence 

x(k - 1)’ z(k)? ... x ( N )  et  u(k), u(k + 1), ... u ( N )  (15) 

constituent un ordonnancement  possédant également la propriété  d’optima- 
lité  dans  le sens du minimum de la fonctionnelle. 

N 
J k  = X ( N ,  x(.A‘)) f C L ( j ,  ~ ( j  - l), ~ ( j ) )  (16) 

j=k 

Plusieurs  portions d’ordonnancement de la forme (15) peuvent être construites 
à partir d’un marquage  intermédiaire x(k). À chacune de ces portions corres- 
pond un coût total qui se calcule par  la somme (16). Nous notons wk(z(k)) = 
Uk(2) la fonction qui représente la plus petite  entre ces sommes. 

Les fonctions UN,, wN,-l, ..., w1, 00 se construisent par  la récurrence 
suivante : 
lier cas k = Na 
On définit sur l’ensemble i l N ,  la fonction suivante : 

p m e  cas Nmin < k 5 N a  

Supposant  la  fonction wg déjà définie, on construit sur l’ensemble la 
fonction  intermédiaire  suivante : 

wk-1 est  en  suite défini sur w k - l  par: 

3ieme cas 1 5 k 5 NI,+, 

Supposant  la  fonction wg déjà défini sur SIk, la fonction wk-l est définie sur 
l’ensemble wg-l pa.r : 
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Remarque : 
Dans les trois cas, w L - ~ ( ~ )  est bien défini pour tout z E !2k-1(z0). En effet, 
il est Qvident que whpe est défini sur tout l’ensemble !2,(z0). 
Pour II-  5 Na si wk est dgfini sur tout Rk(zo), dors 

est bien  définie.  De plus, comme  l’ensemble U(e> ayant  un  cardinal fini (et 
suppos6 non nul), le minimum 

existe  pour tout 2 E S2b.k-1(x0) et la fonction L J ~ - ~  est bien définie sur tout 
l’ensemble %2k - 1. 

La méthode de reclwrche d’un ordonnancement  optimal pa.r la program- 
mation  dynamique est basée sur le tlz6orème suivait : 

Th60rbme 
6tant donné un Qtat de marquage  initial zo et un ensemble cible T x A ~ ~ , ~  la 

s6quence de franchissement u ( l ) ,  u(2), ..., u ( N f )  admissible relativement à 
so et la trajectoire associ6e %(O), z(l), . . .9 ~ ( - 4 7 ~ )  constituent  un ordonnan- 
cement de cible XxMb, optimal  (dans le sens du minimum de la fonctionnelle : 

(14)) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifi6es: 
i) NI E Z et z ( N ~ )  E A4b 
ii) vlc E { lJ . . . .N j } ,  WJ;-&k_J = Wk(5k) + L ( k ,  Zk-3, u(k)). 

Ce thBorème est bas6 sur le principe  fondamental de la  programmation 
dynamique classique. La démonstration du théorkme de programmation dy- 
namique propos6 dans [BOL 761 peut aisdment Qtre  adapt6e i~ ce théorème. 
Cette  adaptation  devra  nkess&rement tenir compte de la d6finition des fonc- 
tions  de coïit minimal u k  qui est différente de celle g6néralement utilisée 
dans la technique classique de programmation  dynamique. Cette diff6rence 
est consécutive aux contraintes  supplémentaires imposées par la restriction 
de l’ensemble des marquages à atteindre (A4b) d’une part  et  par  la définition 
d’un intervalle des longueurs  admises(Z)  d’autre part. 
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Conclusion 

La modélisation des systèmes est d’une importance ca.pitale dans la concep- 
tion et la gestion d’un système  de  production. Elle permet d’évaluer à priori 
et d’améliorer certaines  propriétés du système. Les critères  de  performance 
recherchés sont alors rattachés aus  taus de  production,  au temps  de séjour 
des pièces dans l’atelier ... 

Bien que constituant un facteur de performance non négligeable, le  coût 
de production n’est généralement pas pris en compte dans  cette  phase  de 
l’étude. 

Cette  étude  montre qu’une adaptation appropriée des outils classiques de 
modélisation  et d’évaluation des performances des systèmes  de  production, 
autorise une prise en  compte  simultanée et une estimation des  performances 
productives et économiques du  système  étudié. 
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