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ANALYSE STATISTIQUE DES VALEURS
EXTREMES DE PLUIE

T.P.T. Ncuyen! et PH. Bois?

RESUME

Les méthodes paramétriques d’estimation des pluies maximales de fréquen-
ces rares nécessitent de connaitre la forme de leurs distributions. Cefte con-
trainte peut s’avérer tre un obstacle majeur dans la mesure o les fortes pluies
peuvent étre issues de populations différentes de celle des pluies de moindre
importance.

Dans cette communication, 1’auteur, i partir de simulations, montre que la
méthode non paramétrique de Villasenor est une des plus performante pour
’estimation des périodes de retour des pluies -extrémes.

1 IMG - LTHE. INPG de Grenoble
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iNTRODUCTION

L’estimation des périodes de retour des valeurs extrémes de pluie est un des
problémes majeurs posés aux concepteurs d’aménagements. Pour cela, on
procede a 'analyse statistique des chroniques d’observations.

L’analyse peut porter sur la totaliié des données disponibles. Mais les
mécanismes météorologiques responsables des averses extrémes somt irés
différents de ceux a Iorigine des pluies de moindre importance. De méme, les
erreurs commises sur leurs mesures ne sont pas de méme nature (elles sont
beaucoup plus importantes pour les faibles averses que pour les fortes). C’est
pourquoi il peut étre préférable de ne retenir que les pluies supérieures a un seuil
fixé ou les valeurs maximales observées chaque année.

L’estimation des distributions peut relever de deux types de méthodes. On
peut se fixer a priori une loi mathématique. L ajustement de cette loi aux
observations permet d’en définir les paramétres. Il s’agit des méthodes
paramétriques. Ces méthodes supposent donc que I’on connaisse la forme des
distributions originelles, ce dont on n’est jamais siir. On peut dans ces condi-
tions refuser de faire une telle hypothése et préférer estimer la distribution point
par point. Il s’agit des méthodes non paramétriques.

On présente ici les principaux résultats d’une étude visant & évaluer 1’effica-
cité de plusieurs de ces méthodes (paraméiriques et non paramétriques). La
démarche suivie est expérimentale. Par tirage aléatoire dans diverses lois de
probabilité, on a généré un grand nombre d’échantillons de taille variable,
simulant les différents types de chroniques citées plus haut. Pour chacune des
méthodes, on procéde sur chaque échantillon & une estimation de 1z distribution
des pluies maximales. On obtient alors pour chaque quantile un ensemble de
valeurs ajustées, ensemble que ’on peut caractériser par sa médiane et un
intervalle de confiance. Une méthode sera d’autant plus efficace que les
médianes des quantiles ajustés seront proches de ceux de la population origi-
nelle, et que les intervalles de confiance seront resserrés.

GENERATION DES ECHANTILLONS

Pour imiter la diversité des données pluviométriques, nous avons généré des
échantillons a partir de plusieurs lois de probabilité, avec des paramétres
différents et correspondant a des pas de temps différents.

Les lois de probabilité retenues sont les suivantes :
— pour les distributions complétes, la loi SEXP, somme de deux exponen-
tielles ;
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— pour les distributions des valeurs extrémes ou seuillées, les lois de
Gumbel et de Weibull.
Pour chaque loi, on a généré des séries de 100 échantillons de 15, 30 et
120 individus.

LA Lol SExp

Cette loi peut s’écrire :

F(x) =1-b,exp(-x/a)-b,exp (-x/c) (1)
ou:
— F(x) est la fréquence au non-dépassement de la valeur x ;
— a et ¢ sont les paramétres d’échelle des deux exponentielles ;
~— b, et b, sont les fréquences des tirages dans I’une et 'autre des deux
exponentielles.
On s’est imposé en outre les contraintes suivantes (1) :
— avoisin de 10.c ;
— b, voisin de 3.5,
Dans ces conditions pour les fortes valeurs de x, la deuxiéme exponentielle
devient négligeable devant la premiére et on peut admettre 1’égalité suivante :
G(kx) = (1 - b, exp (-x/a))* (2)
o, G(k,x) est la probabilité que la valeur maximale d’un échantillon
de k individus soit égale ou supéricure a x. Dans ce qui suit nous appellerons,
MAXSEXP, la loi des valeurs maximales définie par (2).

LA Lot bpE WEIBULL

Cette loi peut s’écrire

F(x) =1-exp (- r.(x-So)?) (3)
Ou, So est 1a valeur du seuil (paramétre de position) et » et p sont les
parametres d’échelle et de forme de la loi.

LA Loi bE GUMBEL

Cette loi peut s’écrire :
F(x) = exp (-exp (-(x-x0)/a)) (4)
Ou, xo et a sont les paramétres de position et d’échelle de la loi.
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ESTIMATION DES DISTRIBUTIONS DES VALEURS EXTREMES

ECHANTILLONS GENERES A PARTIR DE LA LOI SEXP

Chaque échantillon simule I’ensemble des observations d’une année. On peut
fusionner plusieurs de ces échantillons pour simuler des chroniques entiéres
{échantillons des chroniques). On peut isoler la valeur maximale de chaque
échantillon et constituer ainsi des échantillons des maxima annuels (échan-
tillons des maxima). On peut également ne retenir pour chacun d’entre eux que
les valeurs supérieures & un seuil (échantillons seuillés).

Pour Iestimation des distributions des valeurs extrémes, nous avons testé les
méthodes suivantes :

— paramétriques :
. ajustement d’une loi SEXP aux échantillons des chroniques,
. ajustement d’une loi de Gumbel aux échantillons des maxima,
. gjustement d’un modéle basé sur la théorie du renouvellement aux
échantillons seuillés ;
— non paramétriques :
. méthodes d’ Adamowski appliquées aux échantillons seuillés,
. méthode de Villasenor appliquée aux échantillons seuillés.

AJUSTEMENT D°UNE LOI SEXP (METHODE A)

A chaque échantillon de chroniques, on ajuste par la méthode des moments
(1) une loi SEXP et on estime les quantiles de la distribution des maxima par
inversion de la formule (2).

AuusTeMENT D'UNE Loi DE GUMBEL (METHODE B)

A chaque échantillon des maxima, on ajuste par la méthode des moments une
loi de Gumbel. Le calcul des quantiles se fait par inversion de la formule (4).

AJUSTEMENT D'UN MODELE BASE SUR LA THEORIE DU RENOUVELLEMENT
{METHODE ¢)

Si kest lenombre de valeurs supérieures 3 un seuil So fixé, observées au cours
d’une année, si P(k) est sa loi de probabilité, la fréquence au non-dépassement,
F(x), des valeurs maximales annuelles peut s’écrire :

inf
F(x)= 2 P(k).G* (%)
k=0
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ol,

—x>80;

— G(x) est la fréquence au non-dépassement des valeurs x, sachant
qu’elles sont supérieures a So.

Si on admet que k suit une loi de Poisson et que x suit une loi de Weibull, on
peut admettre que pour les fréquences rares (>.9) :

F(x) =1-E() . exp(- r.(x-So)p) (3)
ou, E(k) est I’espérance de k.

Surun ensemble de n échantillons seuillés, représentant n années d’observation,
on calcule E(k). Sur la totalité des n échantillons, on ajuste par la méthode du
maximum de vraisemblance la loi de Weibull (4). On peut alors par inversion
de la formule (5) estimer les quantiles de la distribution des maxima annuels.

MEetHoDES D'"ADAMOWSKI

La densité de probabilité d’une valeur x est estimée a partir des réalisations,
x,, obtenues en son voisinage, par I'intermédiaire d’une fonction, le noyau
K (x-x), décroissante de part et d’autre de x.

Adamowski propose pour le noyau, I’expression suivante :

—si-I<u <l

K@)=2.0-u);
—sifu}>1

Kwu)=20
ou, u, = (x-x)) / h, h étant un paramétre caractérisant I’étendue du voisinage.
L’estimation, f{x), de la fonction de densité en x, s’écrit :

1 ¥
f(x) ='171_Zl"7k(“)
ou, N est la taille de I’échantilion.
On peut admettre que /4 est une constante (estimation FKE) ou une variable
(estimation VKE)

Estmation FKE (Fixe KERNEL EsTIMATOR) (METHODE D)

Adamowski propose pour le calcul de A, si N est la taille de I’échantillon des
X, rangés :

N (-1

ZZ(x,—x_,)

_ i=24=1

B JEN(N—I—:)
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L’estimation de la fréquence au non-dépassement F(x) s’exprime par :
j+m ’ -
Flx)= Jj-1, 1 K(x EA }k
N hN &=j xmin
o,

— J est 1a premiére valeur satisfaisant la condition ((x,-x) < h) ;

— xmin = (x,-h) ;

—m=le nombre de noyaux non entiers de part et d’autre de x.
Soit

j=1, 3 Jime—xg 1fx- xk)s 2
F@=F 4N,;Z_J[ n 3\ k)3 (6)

par inversion de la formule (6), on calcule I’estimation des quantiles des
pluies maximales annuelles.

Estimation VKE (VariasLE KERNEL ESTIMATOR) (METHODES E)

Prendre une valeur de » constante, présente I’inconvénient de « sur-lisser »
la distribution expérimentale dans les parties ol la densit¢ est grande et au
contraire de la « sous-lisser » dans celle ot la densité est faible. C’est pourquoi
il est préférable de faire varier » en fonction de la densité. On peut, pour cela,
poser :

1
h= ey (7)
ou, ¢, est une constante etd = |x, - x}, x, étant, dans V’échantillon rangé, le
Kémo pomt le plus proche de x..
Pour déterminer ¢, et k, BREman et al. (1977) minimisent la variance

k
de (Zcid ;.) et posent :

i=1

%~ &
o]

Z ﬁﬁgjn d_i
oy
s jet dg

La fréquence au non-dépassement s exprime par la formule (6) en y rempla-
¢ant & par I’expression (7).
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MertHope DE ViLLASENOR (METHODE F)

Comme la méthode (D), cette méthode se fonde sur la théorie du renouvelle-
ment. En effet selon cette théorie, pour les fréquences rares, on peut admettre
(3) que la fréquence au non-dépassement, F(x), du maximum annuel peut
s’écrire :

Fix) =1-E).[1-GSo(x)] (8)
ou:
— E(k) est I’espérance du nombre annuel, £, des valeurs supérieures a un
seuil So fixé ;
— GSo(x) est la fréquence au non-dépassement des valeurs (x) supérieures

a So.
E(k) est estimé par sa valeur expérimentale :
N
B
~ — =1
Ek)= I
ou :

— N est le nombre d’années (= le nombre d’échantillons seuillés) ;
— k, est le nombre de valeurs >So observées au cours de I’année i (=
1’échantillon 7).

A Iinverse de la méthode (D), on ne fait pas d’hypothése quant & la forme de
GSo(x), mais on I’estime de fagon non paramétrique & partir des réalisations de
la distribution & deux dimensions du doublet (x, k). En effet, pour un seuil fixé,
sionnote H(x, k), la probabilité que la valeur maximale soit inférieure a x et que
le nombre de valeurs au-dessus du seuil soit inférieur ou égal a £, on a:

k .
H(x,k)= 2GS0’ (x) P(j) 9)

j=1
ou P(j) est la probabilité que le nombre annuel d’observations au-dessus du
seuil soit égal a j.
Bovies et SaMantEGo (1986) montre que 1’on peut maximiser la vraisem-
blance d’un échantillon de N réalisations du doublet (x, k) tirées dans une
distribution définie par (9), en prenant pour estimateur de GSo(x) :

—six<xl
GSo(x) =0,
—six, <x <x,, (avec i compris entre / et N-I)
i
N-IZKJ
GSo(x) [T4— .
D) I

=i

—X'N<X
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GSo(x)=1;

ol (x, k) représentent les N valeurs du doublet, classées par ordre croissant
des x.

L’estimateur présente 'inconvénient d’éire discontinu et notamment d’étre
€gal 3 1 pour les valeurs supérieures & x,. Pour y remédier nous avons effectué
un lissage de la courbe (I — GSo(x)) sur sa pariie inférieure. Nous avons tesi¢
les quatre modéles donnés ci-aprés et reienu celui qui minimisait Perreur
quadratique moyenne.

Les quatre modéles testés sont :

a)l -GSo(x)=a/[l +exp (cx+b)];

b) I - GSo(x)=a/ [l + exp (b.x°)] ;
c)l-GSo(x)=a/[l + explexp (6.x°))] ;

d) 1 -GSo(x)=a. [l - exp (~exp(-(c.x + b)))] ;

a partir des estimateurs de E(k) et de (1— GSo(x}), on peut alors calculer par
la formule (8) les estimations des différents quantiles.

ECHANTILLONS GENERES A PARTIR DES LoOIS DE WEIBULL ET DE
(GuMBEL

Les échantillons générés ici simulent soit des chroniques annuelles des pluies
supérieures a un seuil, soit des chroniques des maxima annuels.

Dans le premier cas, toutes les méthodes vues plus haut ont été appliquées,
sauf la méthode (A).

Dans le second cas, seule la méthode (B) a pu étre appliquée.

RESULTATS ET CONCLUSION

Les figures 1.1 & 1.5 résument les résultats obtenus par ces différentes
meéthodes sur des séries d’échantillons générés par 1a loi SEXP. Pour chacune
d’entre elles on a représenté la queue de la distribution des maxima annuels,
réelle et estimée. On y a fait figurer également les bornes des intervalles de
confiance a 80%, des estimations.

On notera :

— que les meilleurs résultats sont obtenus par ajustement de la loi SEXP
(figure 1.1), ce qui n’est pas étonnant ;

— que la méthode des noyaux (figure 1.2) s’avére peu précise pour les
fréquences rares ;

— que, des trois autres méthodes, c’est celle de Villasenor (figure 1.3) qui
donne les meilleures estimations qui sont par ailleurs trés proches de
celles obtenues par la premiére méthode.
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D’une fagon plus générale, quel que soit le type de données générées, si on
excepte le cas trivial de I’ajustement aux échantillons de la loi dont ils sont issus,
les meilleurs résultats sont ceux de la méthode de Villasenor.

Cette méthode parait donc pouvoir étre recommandée pour I’analyse statis-
tique des pluies maximales, puisqu’il n’est pas toujours possible dans la réalité
de connaitre la forme de leurs distributions.
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