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"L'activité scientifique ne peut pleinement convaincre 
qu'en quittant le domaine de base: si elle expérimente, 
il faut raisonner; si elle raisonne, il faut 
expérimenter". 

Gaston Bachelard 
Le nouvel esprit scientifique 
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INTRODUCTION 

L'objectif de ce travail est de ,présenter les techniques 

utilisées dans l'élaboration des modèles traitant la circulation 

transitoire et résiduelle dans les milieux côtiers bien mélangés. 

L'estuaire de la Casamance a constitué le domaine d'application des 

diverses approches effectuées. 

De par l'intérêt économique que présentent ces régions et la 

complexité des phénomènes naturels rencontrés, l'étude de l'hydrodynamique 

des milieux côtiers a depuis longtemps soulevé l'attention de différents 

secteurs scientifiques, afin de comprendre leur fonctionnement et d'arriver 

à optimiser la gestion de leur ressources soumis à des pressions souvent 

diverses et parfois conflictuelles. 

Concernant la région casamançaise, son régime pluviométrique 

privilégié par rapport au reste du Sénégal, la richesse halieutique de son 

estuaire et ses potentialités agricoles (riziculture) en font une des 

régions les plus importantes du pays. Malheureusement la sécheresse qui 

sévit sur toute la région sahélienne depuis la fin des années soixante a 

conduit à des modifications écologiques importantes, avec des conséquences 

marquées sur toute la bande soudano-guinéenne et notamment en Casamance 

qui, avec d'autres régions limitrophes - Gambie par exemple - est la plus 

touchée. A deux cents kilomètres de l'embouchure le taux de salinité 

dépasse les 120 grammes par litre, les apports d'eau douce sont inférieurs 
I 

à 10 m3/s, certaines espèces de poissons ont complètement disparu. 

Cependant, contrairement à ce que l'on pouvait attendre, la productivité 

reste toujours importante malgré des changements importants du 

fonctionnement. 



9 

L'étude hydrodynamique de' l'estuaire de la Casamance 

s'intègre dans une réflexion pluridisciplinaire sur l'environnement, la 

pêche et la socio-économie de la région. Le travail de modélisation réalisé 

repose sur l'élaboration de modèles qui traitent les écoulements 

transitoires et résiduels dans l'estuaire. 

Aucune technique présentée ne saurait être qualifiée en soi 

de nouvelle ou d'inédite mais nous avons cherché un ensemble qui s'adapte 

au mieux aux problèmes posés par ce type d'estuaire. Dans cette 

perspective, nous avons tenté de concilier les deux impératifs que doit 

respecter un modèle: décrire les phénomènes physiques en question avec 

autant de réalisme que possible et, surtout, respecter certaines propriétés 

numériques nécessaires à la stabilité de la résolution. Grâce au matériel 

informatique dont nous disposions, le modèle obtenu a été ainsi utilisé en 

vue de comprendre le comportement de l'estuaire et d'en déduire ce qui se 

passerait dans la réalité sous l'influence d'éventuels aménagements. 

Le premier chapitre est consacré à la présentation du milieu: 

caractéristiques géomorphologiques et hydrologiques, historique de 

l'évolution du milieu au cours des vingt dernières années, description de 

la 'phase expérimentale d'installation d'appareil de contrôle. Cette 

présentation est suivie de l'analyse des enregistrements marégraphiques en 

vue de dégager la composante dominante du train d'onde qui a été utilisée 

dans la suite pour les diverses simulations. 

Dans le second chapitre les équations intégrées sur la 

profondeur sont établies avec les approximations et hypothèses retenues. 

Une analyse détaillée des propriétés des termes d'advection, de diffusion 

et de frottement a permis de mettre en évidence les problèmes numériques 

susceptibles d'apparaître et de dégager les conditions nécessaires pour 

augmenter la précision des discrétisations d'une part et, d'autre part, 

pour améliorer la stabilité de la résolution. 
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Le troisième chapitre présente les modèles transitoires 

étudiés avec quelques autres développement testés, ainsi que le traitement 

des noeuds limitrophes et l'algorithme de résolution du système algébrique 

résultant. Une revue bibliographique survole les modèles bi-dimensionnels 

en plan de grande utilisation. Quant à la dernière partie du chapitre, elle 

a été consacrée, d'une part, au modèle mono-dimensionne1 utilisé pour le 

calage du coefficient de frottement et, d'autre part, à la technique 

d'optimisation choisie. 

Les applications et tests sont regroupés dans le quatrième 

chapitre avec une analyse de l'importance des divers termes des équations 

et de leurs contribution dans le mouvement. On présente ensuite la 

procédure de couplage des deux modèles (Z-D) et (l-D), l'influence du vent, 

du frottement au fond, de la force de Coriolis et de la viscosité. 

L'intérêt de la modélisation est par la suite justifié par une étude de 

l'influence de quelques aménagements hydrauliques hypothétiques (barrages, 

dragage). 

Le cinquième chapitre est consacré aux études du mouvement 

résiduel suivant des approches lagrangiennes et euleriennes, le calcul de 

l'entraînement de Stokes et le suivi du mouvement d'un nuage de point 

durant un ou plusieurs cycles de marée. 
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Chapitre 1 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

1.1 PRESENTATION DU MILIEU 

1.1.1 Introduction 

La côte sénégalaise est caractérisée par la présence de trois 

estuaires (Casamance - Gambie - Saloum) qui se répartissent tout le long de 

la côte du sud vers le nord entre les latitudes 12"-20 et 16"-20 et les 

longitudes 16"-20 et 16"-30. Une caractéristique commune de ces milieux 

est la présence de vastes zones de mangroves que l'on rencontre surtout 

dans la partie aval de leurs cours (Marius, 1984). 

Les mangroves sont des communautés biotiques d'animaux et de 

végétaux, d'aspect très particulier, caractéristiques de vases littorales 

marines soumises au flux et au reflux des marées. L'eau nécessaire à la vie 

est fournie par la mer (Mangeot, 1985). 

La sécheresse qui a sévi sur toute la région sahélienne, a 

entraîné une nette diminution de l'apport fluvial et par conséquent une 

amplification du processus de remontée saline, conditionnée par un taux 

important d'évaporation. Ceci a rendu le bilan hydrique dans la région, et 

particulièrement dans l'estuaire de la Casamance, déficitaire (fig.I.l). 
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1.1.2 Caractéristiaues séomorPholosiques 

/ \ 

/ 

\ 

\ 

0 100 km 

fig.I.l-Carte générale du réseau de la Casamance.(Pagès, 1987) 

L'estuaire de la Casamance, né de la rencontre de l'eau de 

mer et des eaux continentales, est un système écologique naturel. Sa 

vulnérabilité est à la mesure de sa richesse. Le fleuve prend naissance à 
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Fafakourou (50 km au nord-est de Kolda), où se réunissent plusieurs 

marigots (bras de rivière). Le débit fluvial est assez faible comparé à 

l'apport d'eau salée de la mer et à la perte par évaporation. En saison 

sèche l'apport fluvial est inexistant, seules les actions de la marée et 

de l'évaporation persistent. 

Les explorateurs ont depuis longtemps signalé les richesses 

et les caractéristiques particulières de la région Casamançaise. L'Amiral 

Lepredour (1828), docrivait la côte occidentale l'.4frique depuis le cap de 

Naze jusqu'au cap ROXO, en spécifiant la présence de bancs de sable, de 

hauts fonds et la rareté de l'eau douce en basse Casamance: 

"La rive gauche de la rivière est bordée par un banc de sable 

qui s'étend à environ un demi-mille de terre; c'est en passant entre ce 

'banc et les brisants, que nous sommes entrés dans la rivière CAZAMANCA . . . 

Les fonds diminuaient rapidement lorsque nous nous rapprochions de la rive 

gauche sur laquelle nous jetait le vent . . . mais l'eau douce y est saumâtre 

et l'on ne s'en procure qu'avec beaucoup de peine". 

Le bassin versant de la Casamance occupe une superficie 

de 14 000 km2 à Ziguinchor, il est limité au nord par la Gambie, à l'est 

par le fleuve Gambie, au sud par la Guinée Bissau et à l'ouest par 

l'Océan Atlantique. Son cours d'eau, étroit et allongé, parcourt environ 

300 km. Selon Brunet-Moret (1970), la partie maritime de l'estuaire se 

limitait à Diana-Malari (213 km de l'embouchure), mais après les 15 

dernières années de sécheresse, la partie maritime s'est trouvée refoulée 

jusqu'à la station de Bogue1 (240 km de l'embouchure) (Diouf et a]., 

1986). 
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fig.I.Z-Estuaire de 2.a Casamance.(Le reste,19861 

Dans l'estuaire de la Casamance se jettent plusieurs cours 

d'eau dont le Soungrougrou, le Bignona, le Diouloulou et le Baila (rive 

droite), et le Guidel, le Nyassia et le Kamobeul (rive gauche). Tous sont 

soumis à l'action de la marée. L'affluent le plus important est le 

Soungrougrou. Formé par la réunion de plusieurs marigots, il prend 

naissance dans la forêt de Plata, sa largeur maximale est de 1 km (dans sa 

partie médiane). La marée pénètre assez loin dans son cours et provoque une 

salinisation aussi importante que celle observée dans l'estuaire de la 

Casamance. 

Les reliefs sont peu accentués. Recouverts par une végétation 

très basse, ils dépassent rarement 50 mètres. Ils sont limités par "un 

réseau compliqué de marigots qui constituent des couloirs de pénétration à 

travers de véritables îlots bien drainés, ceinturés de dépressions basses 

et humides, où s'insinue la mangrove" (Pélissier, 1966). 

Actuellement, de part les modifications écologiques qu'a 

subit l'estuaire, les bords des marigots sont souvent limités par des 

espaces argileux, d'accès difficile en saison humide. Dépourvus de 
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végétation à cause de leur extrême salinité, ce sont généralement des 

tannes. Les alluvions varient d'aval en amont et des rives au chenal 

principal. Elles sont saturées en sel et deviennent noires et vaseuses dans 

les zones limitrophes du chenal (Roche, 1985). 

La morphologie du milieu est variable; elle peut être 

subdivisée en trois zones : 

- la première s'étend de l'embouchure jusqu'à Ziguinchor où 

les profondeurs dépassent 7m; la 1 argeur du fleuve est de 5 km à la 

Pointe Saint Georges, elle diminue progressivement en remontant vers 

l'amont pour atteindre 630 m à Zigui nchor. Cette zone est caractérisée 

par une forte densité de mangroves, en particulier sur la rive droite. 

La salinité de cette région est proche de celle de la mer (35 %o) à 

l'embouchure avec une augmentation progressive jusqu'à Ziguinchor où elle 

atteint 52 %O (Pagés et a]., 1987) L'entrée est obstruée par des bancs de 

sable. Un chenal au Nord permet le passage des bateaux jusqu'à Ziguinchor 

avec un trajet balisé, donc navigable sans difficultés. 

- la deuxième région, comprise entre Ziguinchor et 

Hamdalaye, présente une profondeur moyenne de 3 m et est caractérisée par 

plusieurs coudes et méandres, des élargissements et des étranglements 

successifs, avec un embayement à la confluence avec le Soungrougrou où la 

largeur dépasse 4 km. La salinité augmente progressivement dans cette 

région où elle évolue de 52%. à Ziguinchor jusqu'à atteindre 72%. à 

Hamda laye. La navigation est difficil e à cause de la présence des bancs de 

sable entre Ziguinchor et Adéane. 

- la troisième région va de Hamdalaye jusqu'à l'amont de 

Kolda, où le lit est étroit et la profondeur est faible (80 cm), le taux de 

salinité pouvant dépasser lOO%o ; la marée est faible et la topographie se 

caractérise par la présence de hauts fonds, qui sont sujets à des 
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inondations A marées hautes et A un découvrement progressif et lent durant 

le jusant (fig.I.3). 

. Coudoeap 
tv---- 21 

Le 19 . Id.-. 

fig.I.3~Carte de situation et profils bathymétriques.(Debenay, 1986) 
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Les formations végétales rencontrées dans la région 

casamançaise sont de deux types: les mangroves et les forêts. Ces dernières 

occupent les plateaux, elles sont souvent compactes et de pénétration 

difficile (forêt de Bayo au sud-ouest de Ziguinchor). Quant aux mangroves, 

envahies par l'eau de mer, elles bordent les rives du fleuve et des 

marigots. Elle est essentiellement constituée d'arbres plus ou moins hauts 

offrant un aspect extraordinaire, car certaines parties de leur appareil 

racinaire, non dissimulée dans la vase, forment des dispositifs étranges. 

La mangrove, abondante de l'embouchure jusqu'à Ziguinchor, ne forme qu'une 

mince bande bordant, d'une manière intermittente, les rives du fleuve de 

Ziguinchor jusqu'à Diana-Malari. Les Rhizophora et les Avicennia sont les 

espèces les plus fréquemment rencontrées. Toutes ces espèces sont 

halophiles. Dans la moyenne Casamance les Rhizoohora, communément appelés 

palétuviers, ont tendance à disparaître dés que l'eau devient douce 

(Badiane, 1986). 

La prolongation de la sécheresse a provoqué un net recul de 

la superficie des zones de mangroves qui en 1973 occupaient 931 km2, en 

1983 880km2, et actuellement moins de 800km2 (Pagès et a7., 1987). Les 

rizières sont complètement abandonnées et les tannes nues augmentent en 

superficie. Plusieurs facteurs ont contribué à la régression des zones de 

mangroves: l'exploitation du bois, la récolte des huîtres, le développement 

de la riziculture, les aménagements hydro-agricoles, et les facteurs 

naturels tel que le déficit pluviométrique, la progression de la marée, et 

l'évaporation (Le reste, 1986). 

1.1.3 Caractéristioues hydrolosiques 

Le climat est de "transition rapide" entre les savanes du 

nord et le climat guinéen. Cette transition commence à se faire sentir à 

partir de la Gambie, où les Baobabs du Nord Sénégalais sont remplacés par 



19 

les forêts et mangroves. Ce climat, défini par les géographes comme 

tropical subguinéen, est caractérisé pâr une saison humide (5 mois) qui 

s'échelonne du mois de juin au mois d'octobre, et une saison sèche où il 

ne tombe pratiquement pas d'eau. Il suffit d'une anomalie en saison humide 

pour perturber le régime hydrique et rendre le bilan déficitaire. Ainsi 

durant les quinze dernières années, les mois d'octobre ou de juin ont été 

généralement secs et la saison pluvieuse s'est trouvée réduite à 3 ou 4 

mois. Une analyse rapide de la pluviométrie annuelle aux stations de 

mesures implantées dans l'estuaire (Ziguinchor et Sedhiou) montre que 

depuis 1968 se manifeste une nette tendance à la diminution de l'intensité 

des précipitations avec des périodes de grande sècheresse (1968-72-77-80- 

83) (Pagès et al., 1987) (fig.I.4,I.S). 

Cette baisse d'apport pluvial, a entraîné une perturbation du 

régime hydrique "normal". L'évaporation intense conditionnée par une 

géométrie particulière et une topographie irrégulière a amené l'estuaire 

à son état actuel de sursalinisation (fig.I.6). 

La salinité maximale est atteinte entre mai et juin, elle est 

minimale en septembre et octobre. Les mesures effectuées (Diouf et al., 

1986) montrent le caractère particulier de l'évolution et de la répartition 

de la salinité dans cet estuaire. La comparaison des observations 

effectuées de 1968 à 1970 par Brunet-Moret, et celles réalisées par Pagès 

et a7. entre 1984 et 1986 montre l'évolution du profil longitudinal de la 

salinité qui autrefois était concave et est actuellement convexe avec un 

pic de sursalure qui dépasse 100 %.. Le sommet de la courbe de salinité, 

progresse vers l'amont en saison sèche; ses valeurs passent de 60%. à 

lZO%.(Debenay et al., 1986) (fig.I.7). 
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PLUVIOMETRIE (moyenne) : SEDHIOU 

fig.I.4-Pluviométrie moyenne à la station de Sédhiou. 

PLUVIOMETRIE : ZIGUINCHOR 

fig.I.5-Pluviométrie moyenne à la station de Ziguinchor. 
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DEBIT JOURNALIEF'I A KOLDA 
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fig.I.6-Débit journalier à la station de Kolda.(1967-1984) 
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L'évaporation, mesurée au bac "Colorado classe A" (ASECNA), 

est très intense, elle diminue de l'est vers l'ouest. Le pic se trouve en 

février (XX0 mm) et le minimum en juillet (50mm). La grandeur de ce 

facteur est supérieure à l'apport d'eau douce, rendant le bilan hydrique 

déficitaire, ce qui favorise l'augmentation de la concentration de sel, 

surtout dans la partie amont de l'estuaire où l'influence de la marée est 

faible. Ce facteur attribue à l'estuaire toute son originalité et joue un 

rôle important dans l'évolution de l'écosystème (fig.I.8). 

Dans les périodes sèches (novembre - avril), l'humidité est 

faible. Elle est minimale en mars. Quant à la température moyenne, elle 

présente de faibles variations: de 23 à 26" en saison fraîche et de 27 à 

29" en saison chaude. Les mois les plus chauds sont avril et mai (fig.I.9). 

Les vents sont généralement faibles. En saison des pluies le 

vent est de secteur ouest. En mai il est de secteur sud-ouest. Les quelques 

vents forts sont généralement de secteur sud-est ou sud (fig.I.lO). 
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fig.I.9-Températures mensuelles moyennes,maximales et minimales 
en Casamance. 
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fig.I.lO- Régime moyen des vents à Ziguinchor.(Pagès, 1986) 
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1.1.4 Etudes et mesures réalisées 

Le but de l'étude, la morphologie du milieu, et les données 

disponibles conditionnent le choix du modèle. Ainsi un schéma de priorités 

est nécessaire afin de guider ce choix et justifier les simplifications à 

apporter aux équations qui décrivent le mouvement. 

La sécheresse, qui a sévi sur le Sahel depuis plus de quinze 

ans a entraîné des modifications écologiques importantes dans toute la 

région et particulièrement en Casamance. Une étude pluridisciplinaire, 

regroupant plusieurs organismes et chercheurs de différents horizons 

(ORSTOM, ISRA, Université de Dakar), a été entamée depuis 1984, afin 

d'étudier les causes, les conséquences et les remèdes possibles aux 

modifications qui se sont manifestées dans ce milieu. Cette étude comporte 

trois volets: pêche, environnement, et socio-économie. 

Depuis février 1984, plusieurs missions ont été effectuées 

dans l'estuaire, commençant par la définition de la logistique; moyen de 

transport, appareillage de mesure, choix des sites de contrôle, . . . et ont 

abouti à la fin de l'année 1986, à une masse d'observations non négligeable 

concernant la bathymétrie, la salinité, la température, la pluviométrie, 

l'évaporation,' les peuplements benthiques, la sédimentologie, l'étude des 

sols, la pêche, . ..(Actes du seminaire de Ziguinchor juin 1986). La partie 

hydrodynamique, s'est greffée sur ce programme bien après son démarrage, 

dés l'instant, où la compréhension de la dynamique des circulations des 

à court et long termes est devenue une nécessité pour les 

in d'éclaircir certains processus physiques observés. 

Une précédente étude limnimétrique de la propagation de la 

été réalisée entre 1968 et 1970, par Brunet-Moret, sur 

l'estuaire de la Casamance et son principal affluent le Soungrougrou. 

Malgré que cette étude ait été effectuée dans la période précédant la 

sécheresse, elle comporte plusieurs informations hydrologiques qui, 

masses d'eau 

aménageurs af 

marée avait 
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comparées aux observations récentes (1984 jusqu'en 1986), montrent les 

grands changements qui se sont déroulés dans le milieu. 

a- Pluviométrie: Les analyses statistiques faites en 1970 par 

Y. Brunet-Moret sur les observations recueillies aux postes pluviométriques 

situés en Casamance ou près de ses frontières, ont conduit aux conclusions 

suivantes: 

Stations 

Ziguinchor 

Sedhiou 

Kolda 

Velingara 

DUREE D'OBSERVATIONS PLUVIOMETRIE MOYENNE 

50 ans 1557 mm 

48 ans 1370 mm 

48 ans 1235 mm 

32 ans 1093 mm 

La saison de pluie s'étendait sur 5 mois (juin-octobre). Le 

mois d'août étant le plus arrosé, avec la répartition pluviométrique 

suivante: 

MAI JUIN JUIL. AOUT SEP. OCT. NOV. 

Casamance 
maritime 

1% 9% 22%. 23% 24% 10% 1% 

haute 
Casamance 

1% 12%. 20% 31% 25% 10% 1% 

Cette répartition se trouve actuellement fortement modifiée 

et les mois de mai, juin, octobre et novembre sont secs. Les relevés 

pluviométriques aux diverses stations du service météorologique montrent le 

déficit d'apport pluvial dans l'estuaire: 

Années Ziguinchor 

1967 2007 mm 

1968 880 mm 

1969 1461 mm 

1983 800 mm 

1984 1200 mm 

Sedhiou 

1455 mm 

808 mm 

1961 mm 

Kolda 

1220 mm 

760 mm 

1410 mm 
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b- Evaporation: Les moyennes mensuelles à Ziguinchor et Kolda 

en 1968 étaient: 

J F M A M J J A S 0 N D Total 

ZIG. 153 164 191 185 175 115 70 56 54 65 84 116 1428 
mm/j 4.9 5.9 6.1 6.2 5.6 3.8 2.3 1.8 1.8 2.1 2.8 3.7 

Kolda 180 221 261 259 246 141 72 53 56 64 84 44 1791 
mm/j 5.8 7.9 8.4 8.6 7.9 4.7 2.3 1.7 1.9 2.1 2.8 4.6 

Ces valeurs comparées aux observations récentes (1983 à 

1986), à des emplacements proches de ceux de 1966, montrent l'importance de 

ce facteur dans l'évolution du milieu: 

J F M A M J J A S 0 N D Total 

ZIG. 144 175 219 204 188 164 118 106 113 132 116 125 1804 
1983: 4.6 6.2 7.1 6.8 6.1 5.4 3.8 3.4 3.7 4.2 3.8 4.0 mm/j 

ZIG. 163 194 211 202 205 135 115 122 107 111 119 123 1807 
1984: 5.2 6.9 6.8 6.7 6.6 4.5 3.7 3.9 3.5 3.5 3.9 3.9 mm/j 

Les récents jaugeages du débit fluvial à Kolda, reflètent le 

manque d'apport d'eau douce qui, comparé à l'évaporation largement 

excédentaire, conduit à un bilan hydrique déficitaire (fig.I.11). 

DEBIT JOURNALIER A KOLDA 
- 1969 
-- 1984 

fig.I.ll- Débit fluvial à Kolda (1969-1984). 
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La répartition longitudinale de la salinite présentait, avant 

la fin des années soixantes, une allure concave avec des maximums ne 

dépassant pas les 60%0 . Les campagnes de mesures de la salinité effectuées 

entre 1984 et 1986 (Pages et a]., 1987), montrent que les valeurs maximales 

ont doublé et l'allure du profil longitudinal est devenue convexe 

conduisant à un gradient halin inversé (fig.I.7). 

Il s'ensuit que l'étude de référence réalisée par Brunet- 

Moret (1968-1970) demandait à être réactualisée à partir de mesures 

récentes de' bathymétrie, de salinité et de niveau d'eau. Pour cette raison 

plusieurs missions d'appui ont été effectuées et ont conduit à: 

- réaliser un profil longitudinal de l'estuaire de Ziguinchor 

jusqu'à l'amont de Diana-Malari, avec une trentaine de profils transversaux 

et à 

Profondeur 

0 
-1 
-2 1 

-3 -- 
-4 -- 
-5 -- 
a -- 
-7 -. 
-8 -- 
-9 -. 
-10 -- 
-11-F 
-12-p 
-13 -- 
-14 -. 
-15 -- 
-1s’ 

62 114 150 170 207 218 Distance (km) 

fig.I.12-Profil longitudinal de l'estuaire de la Casamance. 
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station 37 : DIANA-IULARI 

0 0 40 40 BO Ko Ko 200 BO Ko Ko 200 

Station '2.5 : HAMALAYE 

i., P .. : ‘. : .I ’ : . . .’ . . *. : . : ; ’ : ; - .‘I 

. 9 . * .< 

. * , * . 

0 2 4 a a 10 i2 
a iool 

station : OIATTACCUJMlA Station 17: SANIXN6A 

0 0 0.4 0.a 1.2 1.0 0.4 0.a 1.2 1.0 2 2 
a mo01 a mo01 

................ 0.8. m . . ... . ... . . . . .... i . . 
-4.4 . ... . ... . . - . . * . i . . 

Station 30 : SEFA 

station 21 : SwllwP 

0 0.1 1 1.1 2 2.8 a 
p mool 

0 8 a a 12 lo 
a lool 

Station 29 : SEDtlIW 

0 B a 0 12 i5 LB 
u mol 

Station 22 : KAWFI 

0 4 0 K K P 24 
of 1Ml 

Station 13 : ZIWINCtKM 

2@---‘---‘.-.‘-..’ . . . . . . . * . . . . . . . . 

0 200 400 mo wo 

fig.I.13- Quelques exemples de sections transversales. 
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de Brunet-Moret 

installer six limnigraphes aux mêmes emplacements que ceux 

(fig.I.14). 

0 25 50 75 kin 
, 

fig.I.14- Emplacement des stations de contrôle dans l'estuaire. 

- Une étude du fonctionnement hydrologique de la Casamance 

maritime (Millet et a7., 1986) a constituée la phase préliminaire de 

l'approche hydrodynamique. Elle a été réalisée à partir d'un suivi de la 

répartition spatio-temporelle du champ de la vitesse et de la salinité, 

dans quelques stations de contrôle et sur plusieurs cycles de marée. Elle a 

conduit aux constatations suivantes: 

a- la faible différence d'intensité de vitesse entre le flot 

et le jusant, avec une nette diminution des courants entre Tambacoumba et 

Diattacounda (P.K. 30 et P.K. 70 à partir de Ziguinchor). Les figures 
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1.15,1.16 et 1.17 presentent quelques résultats des quatres premières 

campagnes de mesures qui consistaient a suivre longitudinalement 

l'evolution de la vitesse maximale d'un même courant de maree sur tout 

l'estuaire. 

b- les 16 suivis complets du champ de courant aux stations 

Ziguinchor (station 13), Goudomp (stat. 21), Hamdalaye (stat. 25), et Sefa 

(stat. 30), a travers toute la section mouillée et sur plusieurs cycles de 

maree, s'appuyant sur la méthode de jaugeage par verticales indépendantes, 

ont montré l'excellente homogenéité verticale du champ des vitesses, ce qui 

sera le cas pour toutes les observations effectuées tout le long de 

l'estuaire. Cette observation sera déterminante quant au choix du modele 

hydrodynamique ultérieur. 

C- la rapidité du renversement (flot/fusant) apparaît a 

toutes les sections observées, ainsi que l'existence d'une assez grande 

hétérogénéité latérale entre les valeurs des courants dans le chenal 

principal et sur les platiers (Hamdalaye). La figure 1.17 présente trois 

exemples de la structure verticale des vitesses dans la section de 

Ziguinchor, au niveau de la partie la plus profonde du chenal (10,5 mètres) 

et dans la section d'Hamdalaye au niveau du chenal (7 m) et du platier peu 

profond (~3 m), qui s'étend sur la rive droite. 

FLOT 

\ 

40 

60 

80 100 JUSANT 

120 -1 
SECflON 13 (ZIGUINCHOR) 

V cm.s 

LE 25-03.1905 

fig.I.lS-Variation horaire du champ des vitesses. (Millet,l986) 
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Vit. cm/r 
90, 

60,. 

70, 

60.. 

SO.. 

CO.. 

30.. 

20.. 

-..d 6/6/84 
+ 2015183 
----+ 11/4/84 

w Stations 
13 77 19 27 25 27 30 

fig.I.16-Variations longitudinales des vitesses maximales 
du courant de marée.(Millet,l986) 

V Jusant (cm.s’l~ V Flot (cm.~-‘) 
4: :::: 

‘00 80 SO 40 20 20 40 a, SO 100 

1 

STATION 13.LIGUINCHOR-CENTRE DU CHENAL-25-03-1985 

v JuSanl (cm.s”) V Flot (cm.~.-‘) 
- 1aJwe2u,m 20 40 60 80 100 - 

- STATION ZS-CENTRE DU CHENAL- 22-03-1985 

V Jusant (cm.~-‘) 
4 

;y@ 
2 

V F~OI (cm.~-‘) 
C 

20 10 _.. 10 20 
- 

- 1 
STATION zs- BORDURE DE PLATIER RD-22-03-1985 

fig.I.17-Quelques exemples de la structure verticale du champ 
de vitesse.(Millet,l986) 
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d- le rapport entre le volume d'eau salée amené par la marée 

à l'entrée de l'estuaire et le volume d'eau douce pénétrant à l'amont de 

l'estuaire pendant la période de la marée est un indicateur classique qui 

rend compte de l'homogénéité verticale des eaux. D'autre critères 

existent. Celui d’Ippen (1966) consiste à comparer l'énergie dispersée par 

frottement et le gain d'énergie potentielle de l'eau douce au cours de son 

mélange: 

T res ü3 
Cstiat = 

C*H* (AP/P> 

T res : temps de résidence C: coefficient de Chezy 

ü : vitesse moyenne H: profondeur totale 

P : densité 

L'indice d'tfansen et a7. (1966) se résume au calcul des 

indices de stratification 1, et de circulation I,, dont les valeurs 

reportées sur le graphique d'Hansen permettent de classifier le milieu 

étudié. 

As différence de salinité entre le fond et la surface 

3 

% 

1, = ü,/ü = (V itesse résiduelle en surface / Vitesse moyenne) 

salinité moyenne 

Ces critères donnent les grands traits de la circulation 

dans l'estuaire, mais ne se substituent pas aux mesures in situ de la 

structure verticale de la salinité et des courants. C'est pour cela que 

des mesures récentes de la répartition verticale et longitudinale de la 
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salinité, réalisées par Pagès et Lemasson (Comm. pers., 1987) sur plusieurs 

sections, montrent l'absence de toute stratification sur la verticale: 

Station : Hamdalaye 

Prof. 1 Salinité 1 
m 1 1 

7.0 1 74.12 1 

Station : Sefa 

Prof. 1 Salinité 1 
m 1 1 

4.0 1 87.62 1 

6.5 1 72.50 1 3.5 1 86.48 1 

6.0 1 72.72 1 

4.0 ‘1 71.98 1 

0.0 1 71.91 1 

3.0 1 87.53 1 

2.5 1 87.27 1 

0.0 1 87.53 1 

Ces mesures ont constitué la base indispensable dans le choix 

et la validation de l'approche hydrodynamique à effectuer. 

1.1.5 Choix du modèle 

Pour reproduire les mécanismes mis en jeu, un modèle tri- 

dimensionnel est le plus approprié mais ce type d'approche est difficile à 

mettre en oeuvre, compte tenu de la masse des données et du nombre de 

paramètres nécessaires pour obtenir des résultats satisfaisants (Heaps, 

1978, Nihoul, 1975). Le manque de données concernant la composante 

verticale du courant, et l'homogénéité dans la répartition des propriétés 

fluides sur la verticale (salinité-courant) ont écarté le choix d'un 

modèle 3-D ou 2-D (verticale). La topographie tourmentée et la présence de 

vastes zones de mangroves, dont certaines sont couvertes à marée hautes, 

ne pourrait être schématisée d'une façon réaliste avec un modèle mono- 

dimensionnel. C'est pourquoi le choix s'est porté sur une modélisation 

bi-dimensionnelle en plan (ox,oy), intégré sur la verticale qui prendra en 

compte les vastes zones "marginales" ainsi que les divers processus 

physiques qui conditionnent l'écoulement dans ce milieu. La partie visée 

par la modélisation s'étend de Ziguinchor à Kolda (fig.I.18). 



35 

0 25 50 75 
1 1 

^ 
fig.I.lS-Zone de l'étude hydrodynamique avec la position des stations de controle. 
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1.2 ANALYSE HARMONIQUE 

1.2.1 Introduction 

Depuis longtemps, un bon nombre de scientifiques se sont 

intéressés au phénomène de marée. Strabon (ler siècle avant J.C), Kepler, 

Galilée (16ème siècle), Newton (1687) et Bernouilli (17ème siècle), ont 

développé des approches, qui dans la plupart des cas étaient incomplètes. 

Il a fallu attendre Laplace et Kelvin (18ème et !gème siècles) pour obtenir 

la théorie dynamique de base des marées (Kravtchenko). 

La marée résulte de l'attraction sidérale exercée sur les 

masses d'eau océaniques. Ces forces évoluent avec le temps et sont 

essentiellement dues à la lune et au soleil, qui sont les deux seuls astres 

à prendre en compte, le premier à cause de sa proximité et le second à 

cause de sa masse. 

Si le mouvement de la lune est négligé, chaque point de la 

terre, subit l'action des forces centrifuges égales et parallèles 

U- cent=4r2a2/T2). La somme de ces forces devrait être équilibrée par les 

forces d'attraction proportionnelles à la masse et inversement 

proportionnelles à la racine de la distance. Ces dernières ont une 

direction et un module différent selon l'endroit étudié. Il s'ensuit que 

les forces d'attraction peuvent être supérieures ou inférieures aux forces 

centrifuges. La force génératrice des marées est due à cette différence, et 

évolue en conséquence en fonction de: 

l"- la rotation de la terre 

2"- le mouvement de la lune autour de la terre, qui 

décrit une orbite elliptique inclinée par rapport à 

l'équateur 

3"- le mouvement du système lune-terre par rapport au 

soleil. 
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fig.I.lg-Représentation des forces d'attraction luni-solaire. 

La terre se déplaçant dans le vide, les forces d'inertie et 

de résistance sont nulles et les seules forces qui persistent sont celles 

relatives à l'attraction luni-solaire. En appliquant le principe 

fondamental de la dynamique avec la .loi de la gravitation universelle, on 

arrive à: 

m.+y= R (1.1) 
R : forces extérieures, telles que: 

R = Riune + Rsoleil 

avec : R lune = (-K.M.M,erre.U,une)/d2 (1.2) 

R soleil = (-K'M'Msolei,'Uso,ei1)/D2 (1.3) 

La force génératrice des marées dérive d'un potentiel dont 

les dérivées partielles forment les composantes verticale et horizontale de 

cette force. Le potentiel luni-solaire est la somme des potentiels relatifs 

aux deux astres. Son expression est donnée par : 

GM an 
V = - 0 P, COS B ( 

r 7) (1.4) 

M : masse de l'astre 

9 : accélération de la pesanteur 

9 : distance zénithale géocentrique de la lune 

T : masse de la terre 

G : composante de la gravitation universelle 
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a : rayon de la terre 

r: distance séparant le centre de la terre à l'astre en question 

'n : polynôme de Legendre. On se limite généralement au second ordre, ce 

qui ramène l'équation (1.4) à: 

Ma3 
v= ;5ga- 

T d3 
(3 COS% - 1) (1.5) 

Kelvin (1867) a montré que l'on pouvait décomposer le 

potentiel luni-solaire en une somme illimitée de termes rigoureusement 

périodiques; à chacun de ces termes correspol,d une marée élémentaire, ou 

onde composante de même période telle que la superposition de ces ondes 

donne la marée réelle. Chacune d'elles possède une amplitude et un 

déphasage que l'on ne cherche pas à déterminer théoriquement, mais que l'on 

déduit d'une série d'observations appropriées par un calcul appelé "analyse 

harmonique". 

La décomposition harmonique d'une série d'observations 

conduit à l'expression approchée : 

$,p(X9Y,t) = $,(',Y) + ' fi$i(x,Y) 'Os( 'it + (vo+u)i - gi('YY) > (1.6) 

avec : 

#&,Y) : valeur moyenne des observations ramenées à un point de référence 

$i(X,y) : grandeur de la composante i 

$ap(x,y): grandeur approchée de la composante i 

'i : pulsation de l'onde i 

fi : coefficient de correction nodal de l'amplitude de l'onde i 

'i : coefficient de correction de la phase de l'onde i 

VO : phase de l'astre perturbateur prise à t=O par rapport à Greenwich 

N : nombre total d'ondes prises en compte 

Si tx9Y) : déphasage dû au passage d'un astre fictif (perturbateur), qui 

évolue suivant un mouvement circulaire dans le plan de l'équateur 

et qui produit au point (~,y) un mouvement de même pulsation que 

celle de l'onde i en question. 
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La transformée de Fourier de l'expression W% 

multipériodique (l/vi), multidéphasée par rapport à l'origine des phases et 

tronquée, aura pour expression : 

$(Vj) = $(kAT) = IZ f $0 COS (q kAT - (Y) (1.7) 

qui.ramenée à un "niveau d'équilibre" s'écrit: 

$(kAT) = A t C f $, COS (q kAT - a) 
avec : 

a = (Vo tu) - k 

f : facteur nodal 

9 : vitesse angulaire 

A : niveau moyen (pour des séries limnimétriques) 

(1.8) 

Le niveau moyen est généralement défini par la moyenne des 

hauteurs.par rapport à un repère pendant une période donnée d'observation. 

On est souvent amené à définir un niveau moyen journalier, mensuel, 

annuel.... Ce niveau diffère du niveau d'équilibre ou du niveau à mi-marée. 

Le premier étant le niveau obtenu sous la seule influence de la pesanteur 

(attraction terrestre t force centrifuge de la rotation terrestre), tandis 

que le niveau à mi-marée est la moyenne des pleines mers et basses mers. 

La théorie dynamique, avec la seconde hypothèse de Laplace, 

permet d'associer à tout terme élémentaire du potentiel générateur, une 

fonction de forçage (marée partielle) de même période, dont l'amplitude et 

le déphasage dépendent des conditions hydrodynamiques du système traité. La 

marée observée résulte de la superposition de ces marées partielles qui se 

caractérisent par leur vitesse angulaire q exprimée en degré par heure, et 

leur période T, telle que T=360/q. On désigne ces marées partielles par une 

lettre suivie d'un indice spécifiant le groupe auquel elles appartiennent : 

A: annuelle m : mensuelle f: semi-mensuelle (fortnight) 

1 : diurne 2: semi-diurne 3 : tiers-diurne . . . . . . 
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1.2.2 Marée dans les milieux peu profonds 

La vitesse de propagation d'une onde est proportionnelle à la 

racine carrée de la profondeur totale de l'eau. Si la dénivellation entre 

la pleine mer et la basse mer est faible par rapport à la profondeur, la 

vitesse de propagation n'est pas modifiée de façon appréciable. En 

revanche, dans les milieux peu profonds, la topographie conduit à de 

grandes déformations de la courbe classique de marée et la vitesse de 

propagation est souvent fortement modifiée. Il en résulte un avancement 

plus rapide du sommet par rapport au creux. Ce phénomène engendre des ondes 

supérieures qui viennent perturber la régularité du phénomène astronomique 

caractérisées par des périodes qui sont des sous-multiples d'ordre 2,3, . . . 

de la période de l'onde fondamentale. Ces ondes non-linéaires sont notées 

par une combinaison de lettres et d'indices des ondes principales. Par 

exemple l'onde quart-diurne M4 correspond à l'harmonique 2 de l'onde 

lunaire moyenne semi-diurne M2. Certaines fréquences de ces ondes 

secondaires sont les mêmes que celles des ondes principales du potentiel 

générateur; on les appelle les ondes mixtes. A titre d'exemple, la 

fréquence de l'onde mixte 2MN2. est confondue avec celle de L2. En 

conséquence, mis à part les ondes d'origine météorologiques, il existe 

trois autres types d'ondes : les ondes principales dues aux développement 

du potentiel luni-solaire, les ondes non-linéaires et les ondes mixtes. Les 

considérations théoriques sont insuffisantes pour reproduire la marée en un 

lieu bien déterminé. Il est donc nécéssaire de recourir à des observations 

pendant une période suffisamment longue afin de satisfaire aux objectifs 

proposés. 
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1.2.3 Marée en Casamance 

Une an~alyse rapide des marégrammes en Casamance permet de 

dégager certaines caractéristiques générales de la marée dans l'estuaire i 

- La régularité de la marée, favorisée par un manque d'apport 

fluvial, une évaporation intense, une géométrie irrégulière, et une pente 

très faible, permettent à l'onde de marée de pénétrer dans le milieu et 

atteindre Bogue1 située à 244 km de l'embouchure, malgré un faible marnage 

qui ne dépasse pas les 70 cm à Ziguinchor. 

- il y a systématiquement deux marées par jour. Les pleines 

mers (ou les basses mers) consécutives ou les deux à la fois, présentent 

une faible différence d'amplitude qui tend à disparaître tout en remontant 

l'estuaire. Cette difference s'accompagne d'inégalités dans la répartition 

dans le temps, ce qui confère à la marée, surtout au niveau de Ziguinchor 

et Baganga, un caractère semi-diurne avec des inégalités diurnes. En 

théorie, cette inégalité devrait disparaître lorsque la lune est au 

voisinage de l'équateur céleste, tandis qu'elle est assez forte quand 

l'astre est proche des tropiques. 

- l'onde de marée subit un fort amortissement après la 

confluence avec le Soungrougrou: le marnage passe de 63 cm à Ziguinchor à 

33 cm à Goudomp. La partie aval de l'estuaire présente une montée rapide de 

l'eau (flot) et une descente lente (jusant). Ce phénomène est plusmarqué 

au fur et à mesure que l'on remonte l'estuaire. 

1.2.4 Etudes réalisées 

Une analyse de 30 jours d'observations de marées, effectuée 

en 1951 dans le port de Diogué (proche de l'embouchure, 12".34 N, 16".45 W) 

par la mission hydrographique des côtes ouest d'Afrique (C.O.E.C, 1953- 
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1955) a permis d'obtenir les constantes harmoniques suivantes: 

Tableau I.l-Constantes harmoniques à la station de Diogué (1951). 

1951 1 Amp. 1 situat. IOndes I Amp. 1 situat. 1 
1 H (cm) 1 TUg" 1 1 H (cm) 1 TUg' 1 

1 Kl 1 6.9 1 2.0 1 M2 1 48.6 1 268.7 1 

1 01 1 3.4 1 250.2 1 S2 1 16.7 1 305.3 1 

1 Pl 1 2.3 1 2.1 1 N2 1 8.7 1 250.2 1 

1 Ql 1 (0.7) 1 (250.1) 1 K2 1 4.6 1 305.5 1 

Selon ce rapport, "La marée dans ce port est très voisine de 

celle de Dakar, avec un retard d'environ 20 mn". 
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fig.I.20-Représentation des ondes diurnes (01,Kl) et semi-diurnes 
(MZ,S2) à la station Diogué.(1951) 
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à la station Diogué.(1951) 
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Cette étude fut completée en 1955 par la détermination des 

constantes harmoniques de la marée au port de Ziguinchor situé à environ 35 

nautiques en amont de l'embouchure où se trouve le port de Diogué. 

L'analyse d'un enregistrement marégraphiquc de 30 jours d'observations, 

obtenues en 1953 par la mission hydrographique de l'Afrique occidentale, a 

conduit aux résultats suivants: 

Tableau 1.2-Constantes harmoniques à la station de Ziguinchor (1953). 

1953 1 Amp. 1 situat. IOndes 1 Amp. 1 situat. 1 H (cm) 1 TUg" 1 1 H (cm) 1 TUg" 1. 

1 Kl 1 6.0 1 61.0 1 M2 1 28.1 1 16.1 1 

1 01 1 1.8 1 303.7 1 s2 1 9.5 1 68.8 1 

1 Pl 1 (2.0) 1 (61.1) 1 N2 1 1.8 1 359.5 1 

1 Ql 1 0.8 1 181.3 1 K2 1 (2.6) 1 (68.9) 1 

1 M4 1 2.9 1 231.8 Ï 

Il se dégage de ces deux études, qu'un retard d'environ 3 

heures et demie se produit entre Diogué et Ziguinchor où la marée remonte 

l'estuaire avec une célérité voisine de 10 noeuds l'amplitude diminuant 

d'environ 42% au cours de la propagation. 
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Durant la période s'étalant de 1968 à 1970, l'équipe de 

1'ORSTOM à Dakar (Sénégal), a installé sept limnigraphes dans le cours 

d'eau principal de l'estuaire de la Casamance, aux stations suivantes: 

- Diogué (12.34 N,16.45 W) , 

- Ziguinchor (12.35 N,16.16 W), à 63 km de Diogue, 

- Baganga (12.37 N,16.03 W), à 24 km de Ziguinchor, 

- Kaour (12.35 N,15.54 W), à 19 km de Baganga, 

- Hamdalaye (12.33 N,15.40 W), à 36 km de Kaour, 

- Sefa (12.47 N,15.33 W), à 36 km de Hamdalaye, 

- Diana-malari (12.51 N,15.15 W) , à 40 km de Sefa. 

Bien qu'aucune analyse harmonique n'ait été effectuée sur les 

observations récoltées, un dépouillement des marégrammes en hauteur de 

marée basse et de marée haute a permis de tirer les caractéristiques 

générales de l'onde de marée (Brunet-Moret, 1970). 
a: Marée annue77e et semi-annue77e (fig.I.26) 

Toutes les observations traitées, ont montré une forte marée 

annuelle dont l'amplitude varie relativement peu et qui présente la même 

allure très dissymétrique dans toutes les stations de mesure. Le minimum 

se situe en janvier-février et le maximum en septembre-octobre. 

b: Marée mensue77e et semi-mensue77e 

Pour étudier l'amplitude de la marée semi-mensuelle, Brunet- 

Moret (1970) a tenu compte de la marée annuelle mais en ne considérant que 

la plus forte des deux marées de chaque mois. La figure 1.27 résume ses 

conclusions à ce sujet. 

c: Marée diurne et semi-diurne 

Les amplitudes "brutes" moyenne, maximale et minimale de la 

marée semi-diurne sont représentées sur la figure 1.28 et les temps de 

propagation sont illustrés dans le tableau suivant: 

Zig. Bag. Kaour Hamdal. Sefa Dia.-mal. 

Dist. (km) 0 24 43 78 114 154 
Tem. de prop. 0 lh50 4h05 7h15 lOh40 18h 

Vit. moy. de prop. < 13km/h > <---- -----l()km/h--------> 
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. Niveau moyen . 

Il a eté calculé en effectuant la moyenne des niveaux moyens 

mensuels de 12 mois consécutifs. Ce niveau moyen accuse une variation 

maximale d'amplitude de 6 cm. Ces variations du type aléatoire sont dues a 

la combinaison de plusieurs causes dont les effets topographiques et 

metéorologiques locaux qui se superposent aux ondes astronomiques de 

longues périodes. 

fig.I.26-Marée annuelle.(Brunet-Moret,1970) 
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fig.I.27-Marée semi-mensuelle.(Brunet-Moret,l970) 



49 

C 

1 

1 
I 

150 

100 

La PIUS forte par moi des deux marhes remi-mensuelles. 

- 

- 

- 

- 

---_ 
--- 

--- 
. 

(lcm = 10 km, 
fig.I.28-hplituh~, : ninimales,maximales et moyennes de 

la marée on Casamance.(Brunet-Moret,1970) 



50 

1.2.5 Traitement des données 

L'analyse harmonique aura pour but de calculer les paramètres 

de l'expression (1.8), associés à chaque vitesse angulaire q sachant qu'on 

dispose d'une part d'une série d'observations continues sur une période T 

et, d'autre part que l'on connait les caractéristiques astronomiques 

(Wi,Uo,V,f) des composantes présélectionnées. Ainsi l'analyse d'un nombre n 

d'ondes conduit à la recherche de 2n+l inconnues. La résolution du système 

matriciel qui en découle nécéssite au moins 2n+l observations. 

Un des problèmes préliminaires qui apparaît est le choix des 

composantes à prendre en compte. Ce choix, pour des périodes d'observation 

assez longues, est arbitraire car on ne peut savoir a priori, parmi les 

ondes choisies, celles qui sont susceptibles de prendre quelque importance. 

Par contre, la séparation des inconnues sur des périodes d'observation 

courtes se fait d'autant mieux que leurs coefficients dans les équations 

sont différents. Pour les ondes de vitesses angulaires voisines, l'analyse 

d'une courte période fournit leur combinaison pendant la période 

considérée. Afin d'annuler les résidus qui apparaissent, la règle 

communément admise est d'avoir au moins: 
1 

2T 1 avec v = 2a/q (1.9) 
Vl - "2 

Cette condition exige, pour la séparation de deux ondes que 

l'une ait accompli au moins un tour complet par rapport à l'autre. Cette 

approche est d'autant plus réaliste que la somme des hauteurs correspond à 

une fermeture plus exacte du tour ou à un plus grand nombre de tours, ce 

qui diminue l'importance des résidus. Par exemple, si : 

3 : durée d'un tour de l'onde 1 

T2 : durée d'un tour de l'onde 2 

n : nombre de période à considérer 
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z==> nT1 = (ntl)T2 

===> n = T2 / U1 - T2) = 360 h / (92 - 91) = 15 j As2 - sl> (1.11) 
En conséquence: 

1 jour suffit pour séparer l'onde diurne de l'onde semi-diurne, 

14.7 jours suffisent pour séparer les ondes S2 et M2, 

183 jours suffisent pour séparer les ondes S2 et K2. 

L'analyse d'une courte période, par exemple 15 jours, ne 

donnera pas S2 mais S2 t K2cos$, avec $ le déphasage moyen de K2 par 

rapport à S2 durant ces 15 jours. Pour les 15 jours suivants, le déphasage 

a augmenté d'une quantité A$, d'où l'on aura S2 t K2cos(#tA$). La 

séparation n'est possible que si l'on connait $ et K2. 

Il en résulte que la longueur des enregistrements constitue 

la contrainte principale de l'analyse harmonique et conditionne le choix 

des ondes à prendre en compte. 

1.2.5.1 Ana7vse des observations de 1967 à 1970 

Lorsqu'une étude est basée sur des observations comme c'est 

le cas de l'étude des marées, les composantes à choisir sont prises de 

façon à minimiser leur corrélation. Bien qu'on soit limité en celà par les 

données disponibles, la difficulté réside dans le fait qu'on n'est jamais 

sûr qu'il n'y a pas d'autres composantes susceptibles de prendre de 

l'importance. Ces composantes peuvent paraître, de prime abord, peu 

importantes ou difficilement mesurables; il est donc souhaitable 

d'introduire un terme correcteur qui représente l'effet de tous les termes 

qui ne figurent pas dans le traitement. 

Dans un but de comparaison nous avons repris les données 

originale de la période 1968 à 1970. La durée d'observation traitée sur la 

Casamance est de 20 jours. Nous avons dépouillé les marégrammes de six 

stations de contrôle à pas horaire sur table Benson (ref. 6201) avec le 

logiciel HYDROM (Cochonneau, ORSTOM). Les ondes longues ne varieront pas 
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durant la période choisie, mais elles apparaissent sous forme d'un terme 

constant qui englobera à la fois le niveau d'équilibre de la station 

étudiée et les composantes de périodes assez longues. Ce terme est 

conventionnellement appelé terme luni-solaire. 

Pour une période de 20 jours, la séparation ne peut se faire 

que pour les ondes dont les vitesses angulaires diffèrent de plus d'un 

degré. Les ondes susceptibles d'être identifiées sont: 01(13.94), 

K1(15.04), M2(28.98), S2(30.00), M4(57.97) et MS4(58.98). 

1.2.5.2 Caractéristiques des ondes choisies 

1.2.5.2.1 Ondes semi-diurnes 

M2: Lunaire moyenne 

C'est la composante la plus importante de son groupe. Elle 

résulte du mouvement d'une lune fictive qui décrit une orbite circulaire, 

située dans le plan de l'équateur céleste. L'onde qui en résulte se 

caractérise par une allure sinusoïdale, présentant 2 maximums et 2.minimums 

par jour lunaire (24h50). Les pleines mers suivent le passage de la lune 

fictive au méridien du lieu d'étude. Le facteur nodal f fait varier 

l'amplitude de 4% au cours d'une période de 18 ans 2/3, avec un retard de 

phase de 50 mn d'un jour à un autre. 

S2: Solaire moyenne 

Elle résulte du mouvement du soleil qui décrit une orbite 

circulaire dans l'équateur céleste. Le facteur nodal est égal à 1, d'où son 

allure constante. Les pleines mers et basses mers présentent 12 heures de 

décalage. 
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1.2.5.2.2 Ondes diurnes 

Kl: onde déclinationnelle luni-solaire ou diurne combinée 

Elle résulte de la combinaison d'une onde lunaire et d'une 

onde solaire. Sa période est de 23h03mn. Elle présente une pleine mer et 

une basse mer, dont l'heure avance chaque jour de 3mn56s. L'amplitude varie 

de + 12% chaque 18 ans 2/3. 

01: onde diurne wincipale 

Sa période est de 25h50, mais les heures de pleines mers et 

basses mers retardent d'un jour à l'autre de lh50mn. La variation de son 

amplitude peut atteindre 20% par rapport à la moyenne. 

Les deux ondes 01 et Kl sont en phase lors du passage de la 

lune par les tropiques et en opposition de phase quand la lune passe par 

l'équateur. 

1.2.5.2.3 Ondes auart-diurnes 

Les ondes quart-diurne lunaire M4 (2M2) et quart-diurne luni- 

solaire MS4 (M2tS2) ne sont pas d'origine astronomique. Elles sont dues à 

la décomposition que subissent les ondes semi-diurnes M2 et S2 dans les 

milieux peu-profonds. Ces ondes présentent 4 pleines mers et 4 basses mers, 

avec des périodes de 24h50 pour M4 et 24h25 pour MS4. Leur rôle est de 

modifier l'allure de l'onde semi-diurne, puisqu'elles se trouvent 

périodiquement en phase ou en opposition avec les composantes principales 

dont elles dérivent. Ceci conduit à des modifications permanentes des 

heures de pleines mers et de basses mers de l'onde M2, il en résulte en 

conséquence une inégalité entre la montée des eaux et la descente. Bien que 

ces ondes conservent dans la majorité des cas leur caractère d'infériorité 

par rapport aux ondes semi-diurnes, leur amplitude dépend de l'épaisseur de 

la couche liquide dans laquelle l'onde de marée se propage. 
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1.2.5.3 Méthode de résolution 

L'élévation approchée h, résultante des diverses composantes 

retenues, chacune ayant ses caractéristiques propres (période, phase, 

amplitude) est donnée par: 

h = Ho t C ( fi.Hi.cos(qi.t - 4,) ) (1.12) 
Ii0 : niveau moyen des eaux 

Hi : amplitude moyenne 

fi : facteur nodal 

qi : vitesse angulaire 

fli : phase 

Le processus étant linéaire, une régression multiple a été 

appliquée afin de résoudre le système surabondant qui découle de (1.12). 

Dans cette.méthode les coefficients sont choisis de façon à minimiser la 

somme des carrés des écarts entre les valeurs observées et calculées. La 

résolution du système matriciel qui en découle a conduit aux résultats 

suivant: 

S : longitude moyenne de la lune = 0.549" par heure 

h: longitude moyenne du soleil = 0.041" par heure 

P : longitude moyenne du périgée moyen = 0.005" par heure 

a: retard de phase ou situation de l'onde 

T : temps moyen par heure = 15" par heure 

N : longitude 

i = 5" ; w = 23"27 

c = icotgwsinN = 3.204 

v = (isinN)/sinw = 3.488 
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Tableau 1.3-Caractéristiques des ondes. 

1 1 1 

1 01 1 T-2StHt90 1 2E-V 1 13”943 1 

1 Kl 1 TtH-90 1 -v 1 15”041 1 

1 M2 1 2T-2St2H 1 2(6-V) 1 28”984 1 

1 S2 1 2T 1 0 1 30”000 1 

1 M4 1 4(T-S-d-l) 1 4(6-V) 1 57”968 1 

1 MS4 1 4T-2S+2H 1 2(E-V) 1 58”984 1 

B = t9-‘(SinYi/CosYi) t Vi t Ui 

(Y= tg-l(SinYi/CoSYi) 

?j = COSYi/COS ((Y) 
Tableau T.4-AmFlltudes des ondes(1968). 

1968 I ho 1 01 1 Kl 1 M2 1 S2 1 MS4 1 M4 1 Cc,,,1 

Ziguinchor 1 70 1 4.80 1 7.79 122.82 1 5.47 1 2.31 1 1.24 1 0.96 1 

1 61 1 1.02 1 2.83 116.88 1 2.85 1 0.74 1 2.26 1 0.99 1 

Kaour 1 32 1 0.60 1 1.80 110.67 1 1.83 1 0.17 1 0.70 1 0.94 1 

Hamdalaye 1 44 1 0.65 1 1.05 1 4.92 1 0.82 1 0.05 1 0.60 1 0.75 1 

Sefa 1 112 1 0.87 1 0.48 1 4.05 1 0.45 1 0.21 1 0.16 1 0.69 1 

Diana MalariI 65 1 0.74 1 0.83 1 1.93 1 0.72 1 0.06 1 0.34 1 0.58 1 

Tableau 1.5-Phases f?eg&$~~des cndes(1968). 

Stations 1 01 1 Kl 1 M2 1 S2 1 MS4 1 M4 1 

cr1 45” 1 -42” 1 -41” 1 40” 1 36” 1 42” 1 
Ziguinchor fl1 152” 1 -12O”I -12” 1 70” 1 94” 1 99“ 1 

a1 -36” 1 -42” 1 59” 1 -47” 1 57” 1 -46” 1 
Baganga ,91 70” 1 -12O”I 88” 1 -17” 1 116”I 9” 1 

a1 -89” 1 44” 1 68” 1 -60” 1 -10” 1 3“ 1 
Kaour j1 17” 1 -33” 1 97” 1 -30” 1 47” 1 60” 1 

a1 -52” 1 76” 1 10” 1 59” 1 -84” 1 32” 1 
Hamdalaye fl1 54” 1 -1” 1 38” 1 89” 1 -25” 1 89” 1 

a1 87” 1 -27” 1 34” 1 84” 1 80” 1 -66” 1 
Sefa /?I 194” 1 -106”I 62” I 114” 1 139” 1 -10” 1 

Diana o!I 73” 1 -55” 1 -70” 1 -14” 1 -3” 1 -55” 1 
Malari ,L?I 180" 1 -133"I -42" 1 15” 1 54” 1 1” 1 
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fig.I.34-Représentation des ondes diurnes,semi-diurnes et quart-diurnes à la 
station de Diana Malari.(1968) 
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fig.I.35-Représentation de la composante diurne (01) à 
toutes les stations de contrôle.(l968) 
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fig.I.36- Représentation de la composante diurne (Kl) à 
toutes les stations de contrôle. (1968) 
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fig.I.37- Représentation de la composante semi-diurne (M2) à 
toutes les stations de contrôle. (1968) 
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fig.I.38- Représentation de la composante semi-diurne (S2) à 
toutes les stations de contrôle. (1968) 
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fig.I.39-Représentation de la composante quart-diurne (M4) 
à toutes les stations de contrôle. (1968) 
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fig.I.40-Représentation de la composante quart-diurne (MS4) 
à toutes les stations de contrôle. (1968) 
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fig.I.41-Représentation des composantes semi-diurnes et diurnes à la 
station de Ziguinchor. (1968) 
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fig.I.42- Représentation des composantes semi-diurnes et diurnes à la 
station de Banganga. (1968) 
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fig.I.43-Représentation des composantes diurnes et semi-diurnes à la 
station de Kaour. (1968) 
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fig.I.44-Représentation des composantes diurnes et semi-diurnes à la 
station d'Hamdalaye. (1968) 
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fig.I.45-Représentation des composantes diurnes et semi-diurnes à la 
station de Séfa. (1968) 
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fig.I.46-Représentation des composantes diurnes et semi-diurnes à la 
station de Diana Malari. (1968) 
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1.2.5.4 Ana7vse des observations de 1986 

Les modifications qui ont affecté l'estuaire de la Casamance 

durant les vingt dernières années ont conduit à des changements notables 

dans le comportement de l'onde de marée. Les données limnimétriques 

récoltées entre 1968 et 1970 nécessitaient d'être réactualisées afin d'en 

dégager les caractéristiques actuelles de la marée dans l'estuaire. 

Dans ce but l'éuipe de 1'ORSTOM a installé six limnigraphes 

(janvier 1986) aux mêmes emplacements que ceux de Brunet-Moret (1970), aux 

stations Ziguinchor, Baganga, Goudomp, Hamdalaye, Sefa, et Diana-malari. 

Les appareils de mesure ont fonctionné en continu durant plusieurs semaines 

aux 4 premières stations, tandis que les deux dernières stations n'ont pas 

été exploitées faute de période continue d'enregistrement, condition 

nécessaire pour pouvoir réaliser une analyse harmonique. 

L'analyse rapide des marégrammes montre des caractéristiques 

communes avec les observations .de la période 1968-1970: amortissement après 

la confluence du Soungrougrou, marnage très faible, forte contribution des 

ondes de longue période dans la partie amont de l'estuaire. La grande 

différence est l'augmentation de l'amplitude de l'onde de marée sur toutes 

les stations traitées. Ce phénomène est peut être lié aux changement 

géomorphologiques subis par l'estuaire durant les dernières années (à 

partir de 1968). La disparition progressive et massive de la végétation 

dans la partie aval de l'estuaire et l'absence d'apport fluvial ont abouti 

à une diminution de l'atténuation de l'onde et ont facilité sa progression 

vers l'amont. 

Le même méthode fut appliquée aux nouvelles données et a 

conduit aux résultats suivants: 

fi = tg-l(SinYi/COSYi) t Vi t Ui 

IY = tg-'(SinYi/CosYi) (retard de phase ou situation géograph,ique) 

h = COSYi/COS(Q) 
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Tableau 1.6-Amplitudes des ondes (1986). 

1986 I ho 1 01 1 Kl 1 M2 1 S2 ,1 MS4 1 M4 1 Cc,,,1 

Ziguinchor 1 261 1 3.42 1 5.09 137.05 1 8.64 1 2.61 1 5.69 1 0.98 1 

Baganga 1 66 1 1.95 1 4.71 118.36 1 3.30 1 1.98 1 3.00 1 0.92 1 

Goudomp 1 228 1 1.50 1 2.52 114.08 1 2.93 1 0.93 1 1.83 1 0.85 1 

Hamdalaye 1 78 1 0.49 1 1.06 1 5.45 1 1.11 1 0.57 1 0.69 1 0.66 1 

Tableau 1.7-Phases (degré) des ondes <1986). 

Station 1 01 1 Kl 1 M2 1 S2 1 MS4 1 M4 1 

cr1 321” 1 73” 1 16” 1 88” 1 321” 1 54” 1 
Ziguinchor fi1 68” 1 354” 1 45” 1 118” 1 19” 1 110” 1 

a1 354” 1 .5” 1 354” 1 83” 1 326” 1 76” 1 
Baganga /31 101” 1 283” 1 23” 1 113” 1 24” 1 133” 1 

cr1 88” 1 347”I 339” 1 15” 1 71” 1 48“ 1 
Goudomp fi1 195” 1 269”I 7” 1 45” 1 129” 1 105” 1 

a1 306” 1 20” 1 334” 1 87” 1 345” 1 1” 1 
Hamdalaye fi1 52” 1 302” 1 2” 1 117” 1 43” 1 57” 1 
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fig.I.47-Représentation des ondes diurnes, semi-diurnes et quart-diurnes à la 
station de Ziguinchor. (1986) . 
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fig.I.48-Représentation des ondes diurnes, semi-diurnes et quart-diurnes 
station de Banganga. (1986) 
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fig.I.50-Représentation des ondes diurnes, semi-diurnes et quart-diurnes à la 
station d'Hamdalaye. (1986) . 
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fig.I.51-Représentation de la composante diurne (Kl) à 
toutes les stations de contrôle. (1986) 

Onde : 01 
-El- zig. 
.+ Bag. 
sw- Gou. 
- Ham. 

0 8 10 24 32 40 

fig.I.52-Représentation de la composante diurne (01) à 
toutes les stations de contrôle. (1986) 
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fig.I.53-Représentation de la composante semi-diurne (M2) 
à toutes les stations de contrôle. (1986) 
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fig.I.54-Représentation de la composante semi-diurne (K2) à 
toutes les stations de contrôle. (1986) 
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fig.I.55-Représentation de la composante quart-diurne (M4) 
à toutes les stations da contrôle. (1986) 
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fig.I.56-Représentation de la composante quart-diurne (MS4) 
à toutes les stati0r.s de contrôle. (1986) 
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fig.I.57-Représentation des composantes diurnes et semi-diurnes à ~ 
la station de Ziguinchor. (1986) 

Ondes : Ki.Of 

STATION : BAGANGA 

Ondes : M2.S2 
-M2 
i- s2 

0 a 40 00 m 100 

!bdra d’obrrrvrtlw 

fig.I.Sg-Représentation des composantes diurnes et semi-diurnes à 
3.a station de Banganga. (1986) 
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fig.I.59-Représentation des composantes diurnes et semi-diurnes à 
la station de Goudomp.-(1986) 
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fig.I.60- Représentation des composantes diurnes et semi-diurnes à 
la station d'Hamdalaye.(l986) 
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Une forme simplifiée de la'formulation de Defant permet la 

classification du type de la marée en fonction des ondes dominantes aux 

diverses stations. Ce critère est exprimé par le rapport entre les vives 

eaux diurnes (Ol+Kl), et les vives eaux semi-diurnes (M2tS2): 

01 t Kl 
Cf = 

M2 t S2 

Si Cf < 0.5 ====> marée semi-diurne 

0.5 < Cf < 2.0 ====> marée mixte 

2.0 < Cf ====> marée diurne 

ce qui dans le cas de Casamance, conduit à: 

Station Zig. Bag. Kao. Ham. Sef. Dia. 

Cf( 1951) 0.16 

Cf( 1953) 0.20 

Cf(1968) 0.44 0.19 0.19 0.30 0.30 0.59 

Cf(1986) 0.19 0.30 0.24 0.24 

Cette évaluation très grossière, varie avec les auteurs, ce 

qui tend à montrer son insuffisance et son caractère arbitraire. Elle ne 

constitue qu'un indicateur approximatif du type de marée traitée. D'autres 

classifications existent, par exemple celle de Courtier: 

0 < Cf < 0.25 ====> marée semi-diurne régulière 

0.25 < C; < 1.5 ====> marée semi-diurne à inégalité diurne 

1.5 < Cf < 3.0 ====> marée mixte 

3.0 < Cf < 3.0 ====> marée diurne 

ou le critère de Villain, qui se résume à: 

l”- une marée est dite diurne si elle a au plus 5 jours par 

mois de marées semi-diurnes, 

2”- une marée est dite mixte si elle a au moins 5 jours par 

mois de marées diurnes. 

Un autre critère fréquemment utilisé dans les milieux peu- 

profonds est le coefficient d'amplification (Famp) * Ce coefficient 
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caractérise l'amplification des ondes due aux caractéristiques géométriques 

du milieu. Il est exprimé par: 

avec: 

a 
F = 
amp 0.536*C,*X 

a> I amplitude de l'onde considérée 

X : facteur de latitude tel que: 

X = sinZ$ pour les ondes diurnes 

X = COS~$ pour les ondes semi-diurnes 

@ : latitude (= 12.4 pour la Casamance) 

C m,: coefficient théorique tel que: 

Cm(Kl) = 0.27 

Cm(01 1 = 0.19 

$,,W) = 0.45 

cm(s2) = 0.21 

Les facteurs d'amplification des ondes M2, S2, Kl et 01 aux 

diverses stations de contrôle dans l'estuaire de la Casamance ($=12.4) 

sont: 

(M2) Stat. 

FampW-W 

FampUW 

FampWW 

Famp ( 1986 1 

(S2) Stat. 

FampWW 

FampWW 

FampWW 

FampWW 

(Kl) Stat. 

FampUW 

Famp( 1953) 

FampWW 

Famp( 1986) 

Bog. 

2.11 

Bog. 

1.55 

Bog. 

0.50 

Zig. Bag. Kao. Ham. Sef. Dia. 

1.22 

0.99 

1.61 

0.73 0.46 0.22 
0.80 0.61 0.24 

0.18 0.08 

Zig. Bag. Kao. Ham. Sef. Dia. 

0.88 
0.51 
0.80 

0.27 0.17 0.08 
0.31 0.27 0.10 

0.04 0.67 

Zig. Bag. Kao. Ham. Sef. Dia. 

0.43 
0.56 
0.37 

0.20 0.13 0.08 
0.34 0.18 0.08 

0.04 0.06 
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kg. Zig. Bag. Kao. Ham. Sef. Dia. 

0.35 
0.18 

. 0.49 0.10 0.06 0.07 0.09 0.08 
0.35 0.20 0.15 0.05 

1.2.6 Conclusions 

La somme des composantes 01, Kl, M2, S2, M4, et MS4 a permis 

de reconstituer 95% du phénomène observé aux stations: Ziguinchor, Baganga 

et Kaour (puis Goudomp). Ce coefficient de corrélation se réduit à 0.75 à 

Hamdalaye et il n'est que de 0.60 à Sefa et Diana-malari. Ce résultat, 

prévisible, résulte de l'importance que prennent les ondes supérieures dans 

des milieux de faible profondeur comme l'estuaire de la Casamance. La 

période de traitement, assez courte, ne permet pas la séparation des ondes 

supérieures, dont l'importance croît au fur et à mesure qu'on remonte 

l'estuaire. Les amplitudes calculées pour les diverses vitesses angulaires, 

sont égales aux amplitudes exactes augmentées d'un résidu qui représente la 

contribution de toutes les autres harmoniques do signal. L'importance de 

ces résidus croît si les ondes supérieures ont des amplitudes comparables à 

celles des ondes étudiées. Il n'est donc pas étonnant que l'influence de la 

géométrie, conduise à une augmentation de l'importance de ces ondes 

supérieures dont l'amplitude devient comparable à celles des ondes 

d'origine astronomique. Ceci rend l'analyse des observations aux stations 

amont incomplète. La méthode de séparation linéaire des phases et 

amplitudes relatives aux ondes mixtes et non-linéaires (Le Provost, 1974), 

nécessite une période d'observation longue et continue dans le site étudié 

ou dans un lieu de contrôle voisin des emplacements des limnigraphes, 

contrainte qui n'était pas disponible. 

A l'embouchure, l'effet de la marée est prédominant par 

rapport aux autres forces extérieures. Son importance décroît au fur et à 
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mesure qu'on remonte l'estuaire. Ceci est dû à l'interaction de la 

géométrie et de la profondeur sur la propagation de telle sorte qu'en 

amont une variation en apport fluvial peut avoir des effets 

perturbateurs sur un marnage très faible. La décroissance rapide de 

la: profondeur dans la partie amont de l'estuaire (Hamdalaye- Diana Malari) 

entraîne une diminution aussi rapide de la célérité. Ainsi les composantes 

de. faible amplitude sont largement conditionnées par les perturbations 

météorologiques se produisant pendant la période d'observation choisie. En 

revanche, les composantes M2 et kl présentent une plus grande régularité. 

C'est par leur constance que le choix de ces composantes est préférable 

pour les études de prédiction. 
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CHAPITRE 2 

HYPOTHESES ET APPROXIMATIONS 
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Chapitre II 

HYPOTHESES ET APPROXIMATIONS 

11.1 EQUATIONS DU MOUVEMENT 

La simple collecte 

contentant d'une description emp 

de données sur le terrain , tout en se 

irique de leurs évo lutions, est une tâche 

très importante da;is la compréhension des processus physiques qui gèrent 

les circulations dans les milieux naturels, mais elle ne doit pas nous 

masquer la nécessité d'aller plus loin.. Les systèmes réels sont extrêmement 

complexes, décrire leurs fonctionnement suppose la connaissance de tous 

leurs mécanismes internes. Cette tâche, bien qu'elle soit possible dans 

certains cas, conduit à des équations trop complexes et difficiles à 

manipuler. 

On tend généralement à simplifier le problème par une 

représentation basée sur une modélisation mathématique du système naturel. 

Le modèle qui en découle constitue une représentation d'un "processus tel 

qu'il permette d'une part, de rendre compte de toutes les observations 

faites et, d'autre part, de prévoir le comportement du système considéré 

dans des conditions plus variées que celles qui ont- donné naissance aux 

observations" (Villermaux et a7., 1978). 

11.1.1 Equations qénérales 

La circulation dans l'estuaire de la Casamance est dominée 

par deux types de convections: la convection forcée due à la marée qui 

interagit avec la topographie du milieu et, la convection libre due au 

gradient de densité amplifié par le mécanisme d'évaporation, important en 

saison sèche et, qui affecte essentiellement la partie amont de l'estuaire 

(Hamdalaye à Diana Malari). 
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L'espace étant rapporté à un trièdre orthonormé (ox,oy,oz) on 

se propose d'étudier l'écoulement d'une masse liquide à surface libre et de 

profondeur variable, Les équations de mouvement d'un fluide réel 

incompressible s'écrivent sous leur forme la plus générale: 

- + div (p.v) = 0 
ax 

(11.1) 

ab.v) -- -- 
t div ( p.V.V ) t 2!JhV = p.V* vt C p.rext - V.n (11.2) 

at 

v : vitesse instantanée tel que v=(U.i,V.&W.k) 

P : masse spécifique 

71 : force de pression 

F ext: forces extérieures par unité de masse 

V : opérateur du divergent: V$ = (8$/8x i t &j/dy jt d$/dz k) 

I-1 : viscosité 

Ce système d'équations fondamentales de l'hydrodynamique 

résulte de l'application des principes de conservation d'un certain nombre 

de propriétés à une particule fluide en mouvement: 

l"- la conservation de masse qui traduit une variation nulle 

durant son déplacement. 

2"- la conservat 

cette dernière devrait être 

ion de quantité de mouvement: la variat 

équivalente aux forces extérieures. 

ion de 

Cette 

équation exprime l'équilibre entre les forces d'inertie d'une part et la 

somme des forces de pesanteur, de pression et de viscosité d'autre part. 

11.1.1.1 Moyennes tempore77es 

Le rapport des forces d'inertie aux forces visqueuses dans 

l'estuaire de la Casamance est de l'ordre de 106, la solution stationnaire 

stable n'existe pas. Les grandeurs que fait intervenir le système 

d'équations continues (11.1,11.2) sont des grandeurs instantanées 
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fluctuantes par contre les grandeurs mesurées sont des valeurs moyennes sur 

des temps courts. Il est donc nécessaire de séparer les diverses variables 

instantanées en deux termes, les grandeurs moyennes et les grandeurs 

oscillantes turbulentes telles que toute grandeur dépendante $ des 

équations du mouvement s'écrit: 

#=$t*l (11.3) 

Il est généralement admis (Boussinesq, 1869) que la masse 

spécifique turbulente est négligeable par rapport à la masse spécifique 

moyenne 

P = j t p' avec p’ cc< j 

Ce qui ramène le système précédent à: 

aF 6 N(i) 
- t U(i)- t j - 

N(i) 
=()=p- =O ==> djv( v )=fi 

at ax ax ax 
(II .4) 

avec < f > = moyenne temporelle de f 

Le système d'équations qui 

hypothèses (Boussinesq t Séparation des variab 

découle de ces deux 

les) contrôle les var iations 

spatio-temporelles des grandeurs moyennes (temporelles) de vitesses et 

de pression. 

WV _ _ 
t ZMJ(i) t Vü(i)ü(i) = -Vcm 

P P 
1 -t-c - F> t - V2ü( i) 

at P P P 

-V<U'(i)U'(i)> (11.5) 

Le mouvement a donc été intégré sur une période T longue 

par rapport à l'échelle de la turbulence et petite par rapport à la 

période de marée. Les termes supplémentaires, résultant de la 

substitution aux grandeurs instantanées, la somme d'une grandeur moyenne et 

d'une grandeur fluctuante turbulente caractéristique de la corrélation 

entre deux des fluctuations, sont a priori inconnus. Il est nécessaire 

d'en fournir une représentation théorique ou expérimentale en fonction 
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des grandeurs moyennes afin de pouvoir, d'une part, résoudre les équations 

et, d'autre part éliminer les oscillations rapides qui encombrent 

l'analyse. 

11.1.1.2 Reorésentation des tensions 

Dans son travail précurseur sur la turbulence Reynolds (1894) 

a montré que l'influence des termes de fluctuation turbulente sur 

le mouvement moyen est d'introduire des composantes de 

frottements internes. Ce raisonnement est appliqué à deux filets liquides 

séparés par des particules fluides, animés de mouvements 

transversaux désordonnés. On admet que la quantité de masse échangée à 

travers une unité de surface S est PV' et, que cette dernière engendre une 

augmentation de la quantité de mouvement dans le sens de l'écoulement, 

égale à pV'U', de sorte qu'il résulte un effort tangentiel 7=pU'V' par 

unité de surface. Ces tensions, responsables d'une dispersion similaire à 

la diffusion moléculaire, sont exprimées par: 

P xx = -p.ü* 

-- 
P XY 

= -p.u.v 

Pyy = -p.F 

-- 
P xz = -p.u.w 

P zz = -pp 

Pyz = -p.v.w 

où P 
X,Y représente le frottement sur une surface unitaire perpendiculaire à 

0x9 suivant la direction oy. L'action de la turbulence est similaire à 

celle de la viscosité et le tenseur Pij est dit tenseur de Reynolds. 

L'effet de la turbulence est de créer des tensions 

de cisaillement qui dans la majorité des cas réels sont largement plus 

importantes que les frottements dus à la viscosité moléculaire; 

ces derniers seront par conséquent négligés par la suite. En vertu de leurs 

effets, il est raisonnable de les exprimer par un terme similaire (en 
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forme) au terme de diffusion molécula 

par l'introduction d'un coefficient 4 tel que: 

- Vc U'(i)U'(i) > t -!- V*ü(i) = 
a aü(i) j= 1 ==> 0~ 

~ ( 4(j) > j= 2 ==> oy 

P Wj) ax(j> j= 3 ==> 0~ 

cisail ement 
I 

viscosité (11.6) 

Ce coefficient regroupe la viscosité turbulente et l'effet de 

cisaillement. Généralement on lui attribue une valeur constante mais, en 

réalité, il dépend de l'échelle considérée, du type et du degré de 

stabilité de l'écoulement. Cette approximation fréquemment adoptée dans les 

milieux estuariens détériore le caractère physique de ce coefficient et le 

transforme, dans la plupart des cas, en un paramètre de contrôle, dont les 

valeurs sont conditionnées par les propriétés numériques du modèle utilisé. 

Les actions de contact qui s'exercent sur un élément de 

surface présentent deux composantes. Une composante normale proportionnelle 

aux vitesses de déformations linéaires et une composante 

tangentielle proportionnelle aux vitesses de déformations angulaires. Quand 

les vitesses augmentent, les particules fluides se déplacent d'une 

façon désordonnée, leur vitesse et position varient à chaque instant. 

Le mouvement est caractérisé par des tensions de cisaillement qui 

peuvent être subdivisées en deux types: les tensions moyennes qui 

représentent la pression hydrostatique et les tensions dites de 

"déviation". Le déplacement d'un volume fluide peut être schématisé par 

la superposition, d'une part, d'une translation de vitesse u et 

d'une rotation de vitesse angulaire moyenne égale à la vorticité et, 

d'autre part, d'une déformation caractérisée par une dilatation due au 

gradient spatial des vitesses. 
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En adoptant les approximations ultérieures et en supposant 

4 constant, le système général des équations moyénnées se ramène à la forme 

suivante: 

div( v )=a (11.7) 

N(i) 
- + 2QAü(i) t Vü(i)ü(i) = -V (p )t< 

P 
- 

at P P 
F>t $ V%(i) (11.8) 

11.1.1.3 Conditions aux limites 

La résolution du système (11.7,11.8) nécessite la 

connaissance des conditions aux limites et des conditions initiales. On 

introduit des conditions idéalisées aux limites, écrites en variables 

moyennes (11.8) et qui devraient satisfaire: 

(11.9) 

- pour z=&J (interface: eau-air) 

x % z 
-+u.- t v.- = W 

at ax ay 

- pour z=-h (interface: eau-fond solide) 

ah ah ah 
- t u.- tv.-=- W (11.10) 

at ax ay 

Le fond solide et la surface libre seront considérés comme 

des limites imperméables telle que la vitesse normale d'une certaine 

particule est égale à la vitesse de déplacement de cette surface. 

Les facteurs qui limitent la réussite de la modélisation 

sont donc, d'une part, les "qualités" numériques et physiques du modèle 

et, d'autre part, la précision des conditions aux limites. Ce dernier point 

pose un problème particulier. 

En effet, la complexité des interfaces réelles rend les 

équations aux limites (II.9) et (11.10) très approximatives. 

L'hétérogénéité, la superposition et la répartition spatiale de certains 
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processus physiques, tel que la vitesse du vent, la sédimentation au 

fond, les matières en suspensions, le transfert qui se produit en 

milieux stratifiés, les conditions climatiques et bien d'autres facteurs 

amènent à des limites réelles fortement perturbées. Les conditions 

aux limites adoptées seront, en conséquence, des limites 

conventionnelles; l'incertitude dans leur représentation constitue le plus 

grand handicap de la modélisation. 

11.1.2 Approche bi-dimensionnelle en plan 

Le système d'équations (11.7,11.8), écrit dans un repère 

orthonormé, constitue une représentation tridimensionnelle de 

l'écoulement fluide. Ce type d'approche est naturellement le plus complet 

mais il est difficilement mis en oeuvre, compte tenu de la masse des 

données et du nombre de coefficients nécessaires afin d'obtenir des 

résultats satisfaisants. Ceci constitue dans la majorité des milieux 

naturels une tâche assez coûteuse et difficilement acquise. 

Quand les milieux naturels le permettent, les 

modélisateurs tendent à réduire le nombre de variables d'état et le nombre 

de coefficients empiriques qui rentrent en jeu. Un schéma de priorités est 

nécessaire afin de guider et justifier le choix des simplifications à 

apporter au système. Ces dernières seront conditionnées par: 

l"- le but de l'étude, 

2"- la géométrie du milieu, 

3"- les données disponibles. 

Le chapitre précédent, consacré à la présentation du milieu 

et aux diverses mesures effectuées dans l'estuaire, rend compte 

de l'homogénéité dans la répartition des propriétés fluides (salinité et 

courants) sur la verticale. Le choix s'étant porté sur une modélisation bi- 
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dimensionnelle en plan (ox,oy) intégrée sur la verticale, certaines 

hypothèses et simplifications au système (11.7,11.8) s'imposent. 

11.1.2.1 Aj2proximation aussi-statisue 

Les modèles bi-dimensionnels en plan reposent sur 

l'approximation quasi statique, qui permet d'éliminer la pression des 

équations du mouvement. 

Dans la théor.le des ondes longues, l'accélération verticale 

des particules fluides est négligée car elle est petite par rapport 

à l'accélération de la pesanteur. Ainsi l'hypothèse de la quasi- 

hydrostaticité est admise. En projetant l'équation dynamique (11.8) suivant 

l'axe vertical oz et en supposant que l'accélération verticale des forces 

de volume est largement dominée par la gravité, l'équation s'écrit: 

aw ap 
+ 2 (iqox)V - 62(oy)U) t vuw = - - - 

at P az 
g + Dt 

Dt : dispersion turbulente 

La force de gravité est donc uniquement équilibrée par le 

gradient de pression d'où: 

ap 
- = -P!3 
az 

qui, intégrée sur la profondeur, amène à: 

P=P,t pgdz (11.11) 

Pa : pression atmosphérique. 

H : hauteur totale (hte). 
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Du fait des dimensions de l'estuaire, on supposera qu'on ne 

peut déceler un changement appréciable dans la pression atmosphérique. 

Ainsi: 

apa -= 0 
axi 

La variation de la masse volumique sur la verticale est 

négligeable, par contre sa répartition spatiale moyenne est prise en 

compte: 

1 

H 

1 

E 

a dz 
1 

dz= - 
aXi H 

-h 

t 
s 

ap af ( - dz + p(z) - ) dz 
aXi &Ci 

-h 

=- - zdz t - - pdz 
H 1 H 

-h 
i3Xi 

J -h 
axi 

9 H ap ac = +Cl- 
2 p aXi i3Xi 

avec P = P,UW ; (~=0.78 10-4 ceci ramène le terme de pression à 

l'expression suivante: 

gHa, as x 
-f-g- 

z(itd) ax ax 

11.1.2.2 Forces astronomiques 

L'estuaire de la Casamance présente un plan d'eau étroit. En 

conséquence, la force astronomique due à la résultante de la force 

d'attraction astrale en chaque point et de la force d'inertie due au 
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mouvement de la terre est supposée négligeable par rapport a la force de 

gravité. Le rapport entre 

F(ast) M 
R= = 2 

FM-W Mt 

n = 3 

M = masse de l'astre 

ces deux forces est: 

n 

X 

R 

considéré (lune et soleil), 

Mt = masse de la terre. 

ainsi 

R = 0.6 10w7 (soleil) 

R = 0.3 10S7 (lune) 

Ainsi les deux composantes horizontale et verticale de la 

force astrale peuvent être négligées. 

11.1.2.3 force de Corjolis 

Le système d'axe considéré est un système mobile. L'équation 

fondamentale F = m -y écrite en repère fixe peut être étendue aux systèmes 

mobiles à condition d'ajouter aux forces extérieures une force fictive, la 

force de Coriolis. 

F, = 2 fihv 

v : vitesse du système mobile. 
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n : rotation du système mobile par rapport au système fixe. 

0 
n = ny.c0s 4 

nz.sin $ 

[ni= 7.29 IO-~ 

$ : latitude (= 12"40 en Casamance) 

Cette force due à la rotation terrestre, commence à 

influencer la circulation des eaux, une fois que les particules fluides 

sont mises en mouvement. A l'exception de quelques endroits bien 

spécifiques, cette force présente un effet sur le mouvement résultant et 

sur la distribution des pentes en surface. 

Son importance s'accroit aux grandes latitudes (~10’) mais 

dans l'estuaire de la Casamance, elle joue un rôle'moins important que 

les autres forces mises en jeu, compte tenu des petites dimensions 

que présente l'estuaire et de sa géométrie irrégulière. Ceci permet de 

la considérer comme constante. 

Les composantes horizontale de la force de Coriolis sont: 

2 n(0y)w - fv suivant 0x (11.12) 

2 n(0x)w + fu suivant oy (11.13) 

Les composantes verticales de la vitesse étant négligées par 

rapport aux composantes horizontales. La combinaison des équations 

11.6,11.8,11.11,11.12,11.13, projetées sur ox,oy s'écrit alors: 

au au2 auv auw Pa 
-t- +- -_ t fV = - a ( - + gC)t F, t VV2U (11.14) 

at ax ay az ax P 

av avu av2 avw a Pa 
-t- +- t- tfU= --( - t g()t Fy + vv2v (11.15) 

at ax ay az ay P 

Fx,Fy sont les composantes horizontales des forces de volume. 
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. . 3 Inteoration suivant la Drofondeur 

t 02 

11.1.3.1 Eouation dynamioue 

fig.II.l-9efGrentièl utilisé. 

Les moyennes effectuées jusqu'à présent étaient des 

moyennes temporelles; l'intégration sur la verticale constitue en revanche 

une moyenne spatiale qui, appliquée au système (11.14,11.15), impose 

certaines hypothèses: 

l”- l'intégrale des grandeurs fluctuantes turbulentes sur 

la verticale est nulle: 

I f U'dz = 0 (11.16) 
-h 

2"- l'intégration suivant oz des dérivées partielles peut 

être exprimée en termes de dérivées d'intégrale par la formule de Leibnitz: 

I 

f acp a f 

I 

af ah 
- dz = - cpdz - cp(fk--- - cpWC--- (11.17) 

-h &t az -h aa aa 

L'intégration des termes linéaires ne pose pas de problèmes, 

car en vertu de l'équation (11.16), les expressions contenant des 

grandeurs fluctuantes turbulentes sont éliminées. Ceci n'est pas le cas 



pour les termes non linéaires qu'on peut regrouper en trois ca 

A: les expressions du type v a(U(i)U(j))/Jx(i) 

B: les expressions du type v (a2U(k)/ax2 t a*U(k)/Jy*) 

C: les expressions du type v (a*U(k)/az*) 
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tégories: 

(11.18) 

(11.19) 

(11.20) 

L'intégrale de (11.18) amène à l'expression suivante: 

1 § 
-1 

U(i)U(j)dz = Ü(i)Ü(j) t U'(i)U'(j)dz 
H -h 

(11.21) 

qui renferme l'intégrale des grandeurs fluctuantes turbulentes. L'action 

prépondérante de ces fluctuations est de créer un effet de cisaillement dû 

au gradient vertical de la vitesse. Ces tensions jouent un rôle 

prépondérant dans les mécanismes dispersifs. La recherche d'une expression 

appropriée en termes de variables moyennes est nécessaire. On se 

contente généralement d'une expression de tension qui introduit un 

nouveau paramètre d'état, dit coefficient de dispersion turbulente VT, 

d'où: 

1 e 
-1 

W(i) 

H -h 
U'(i)U'(j)dz = "1 

Wj) 
(11.22) 

En combinant l'effet dû, d'une part, aux tensions de 

cisaillements (11.18) et, d'autre part, l'effet de la turbulence (11.19), 

on définit un nouveau coefficient dispersif turbulent K tel que: 

a2u(i) a2U(i) a c 
v (---- t- 

ax2 ay 
)dz - L C - 

H j 8x(j) s 
U'(i)U'(j)dz = KV*U (11.23) 

-h 
j=l, 2 

Ce coefficient n'est autre qu'un nouveau paramètre de 

contrôle qu'il faut ajuster empiriquement. 



d'expression (11.20) représente la 

el de la vitesse suivant oz. Cette contribut ion du terme différenti 

expression intégrée sur la profondeur amène à: 

s 

f a2U(i) au(i) ) 
-dz=v- 

-hV az2 . 
auu) i )-u- (11.24) 

az 1 az 1 
1 z=c )z=-h 

L'expression (11.24) multipliée par la masse volumique 

représente les composantes des tensions au fond et en surface, d'où: 

Le troisième type 
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f a%(i) I -hv ai? 
dz. = p-1(T(i:surface)-7(i:fond)) (11.25) 

A: Tensions au fond 

En supposant que les tensions de frottement sont attribuables 

aux frottements sur le fond plus que sur les berges, il sera admis que 

les frottements sont liés aux gradients des vitesses moyennes par 

un coefficient de transfert N tel que: f 
a JUi 

- ( Ni,k - 
JUi 

-h 
axk axk 

) dxk = Ni,k 7 
k 

x=f surface 

x=-h fond 

(11.26) 

Les simplifications apportées aux équations sont obtenues 

par un calcul approximatif des coefficients de transfert. Des 

études expérimentales (Chow, 1959) faisant appel soit à la mesure des 

fluctuations turbulentes de la vitesse U', V',W',soit à la mesure du profil 

vertical des vitesses des courants, ont permis de mettre en évidence une 

relation simple qui lie l'effort au fond et la vitesse moyenne, à savoir: 

au 
rx = - pU'W' = p Nx,z - 

az z=-h 
(11.27) 
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au 
ry = - pV’W’ = p Ny,z L 

az z=-h 
(11.28) 

T = K (U2 t V2) 

En se basant sur la théorie de Prandtl, l'équilibre entre les 

forces motrices et les forces de frottement amène à: 

a< 
7 =KV2=KC2H- f . . 

ax 

V2 v Iv1 
7f 

= pg - = 
c2 pg c2 

ce qui pour une formulation de type Chezy donne: 

pg u (U2 t V2)% 
Tf = 

C2H 

ou Manning-Strikler, 

pg u (U2 + v2)1’2 
q = 

&4/3 

(11.29) 

(11.30) 

(11.31) 

(11.32) 

Les coefficients de frottement varient en fonction de la 

nature du fond, de la forme de la section, des irrégularités géométriques, 

de la hauteur d'eau et de bien d'autres paramètres (alignements, sens 

de l'écoulement...). C es coefficients seront ajustés à partir des mesures 

effectuées. Le paragraphe consacré au calage traitera ce point en détail. 

B: Tensions dues au vent 

L'effet le plus direct du vent est de créer des vagues. Il 

est à la base de l'apparition d'un mouvement uniforme de l'eau. Son 

effet se transmet aux couches inférieures par le cisaillement qui se crée 

entre les couches fluides. La vitesse du courant résultant de l'action du 

vent varie en fonction de la profondeur; en général elle décroît en 

intensité en changeant de direction (fig.II.2). 
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La pente de la surface, entraîne l'apparition d'un gradient 

de pression horizontale et d'un courant qui évolue au fond dans le 

sens inverse du vent (fig.II.3). 

Le travail pionnier dans ce domaine est dû à Ekman qui, en 

1902, traita les deux cas essentiels que sont les courants stationnaires 

et transitoires dans les grandes profondeurs (Neumann et a7., 1966). 

fig. II.2 -Spirale d'Ekman. 

fig. II.3 -Courant de retour induit 
par le vent. 

Si on veut calculer la variation de la vitesse des 

particules fluides en fonction de la profondeur, il est nécessaire de 

re 

7 
Y 

ier les tensions de cisaillements aux gradients de la vitesse. Si 7X et 

sont les composantes suivant ox et oy de la tension de cisaillement pour 

une profondeur z, ils seront reliés aux composantes de la vitesse U et V 

par: 

au 
7 

X 
= p.N, - (11.33) 

az 

(11.34). 
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En supposant que le coefficient de viscosité turbulente Nz 

est indépendant de z, une solution analytique du problème peut 

être envisagée. Le résultat donnera une répartition des tensions 

suivant une spirale dite spirale d'Ekman (fig.II.2). 

Dans les milieux peu profonds, la tension de surface est 

supposée réagir suivant la direction du vent. Sa grandeur étant 

proportionnelle au carré de la vitesse ,du vent prise généralement à 

une dizaine de mètres au-dessus de la surface de l'eau. On reprendra 

l'expression de Dronkers (1964): 

7 
S 

= c,pa w2 (11.35) 

W : vitesse du vent 

pa : densité de l'air 

5 : coefficient de cisaillement 

On retrouve dans la littérature plusieurs expressions 

empiriques du coefficient de cisaillement, notamment: 

Neves (1985): Cw = p, C, = (2.4 f 0.5) 10s6 pour W > 10 m/s 

Nihoul (1982): Cw = p, C, = (0.98 t 0.14 V) 10-6 

Dans les petits bassins comme l'estuaire de la Casamance, 

l'effet du vent se fera sentir aux frontières maritimes et à l'extrémité 

amont où le marnage est très faible. La relation liant les coefficients 

de rugosité du fond aux coefficients de cisaillement en surface a 

été utilisée dans notre travail. 

11.1.3.2 Eouation de continuité 

L'équation (11.7) représente la conservation de masse d'une 

quantité donnée. Dans cette expression les gradients de vitesse devraient 

se compenser entre eux. L'équation de continuité intégrée sur la profondeur 
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présente peu de difficultés car les expressions qui renferment 

des composantes fluctuantes s'annulent par (11.16). Ce qui amène à: 

I f au av 
k--t -)dz t W(e) - W(-h) =. 0 

ax aY 
-h 

En utilisant la règle de Leibnitz (11.17) et en remplaçant 

W(E) et W(-h) par leurs expression déduites des équations aux limites, on 

obtient: 

aH w-w ww 
-t t - = 0 

at ax a Y 

or H = h t f avec h = constante, d'où l'on aura: 

ac u+J) w-w 
-t t - = 0 

at ax a Y 

(11.36) 

(11.37) 

11.1.4 Equations du mouvement 

En intégrant les équations du mouvement sur la verticale, en 

utilisant les expressions 11.9,1I.10,I1.17,I1.23,11.25 et 11.37, le système 

d'équations à résoudre se ramène à: 

au au au x gH a~ 
-tu-tv-- fVtg--+ 

7sx - Tfx 
t t lmJ=o (11.38) 

at ax a Y ax 2~ ax PH 

av av av a( gH ap 
-tu-tv-tfUtg-t t 

rsy - 7fy 
t vv2v=o (11.39) 

at ax ay a Y 2~ ay PH 

ae a(Hu) u-w -t -t = 0 (11.40) 
at ax a Y 

Liste des variables; 

u : composante de la vitesse suivant ox 

v : composante de la vitesse suivant oy 

f: force de Coriolis 

I$ : latitude 

, 
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c : élévation par rapport au plan de référence 

h: profondeur de l'eau au plan de référence 

H : hauteur totale htu 

!3 : accélération de la pesanteur 

P : densité de l'eau 

s : salinité de l'eau exprimée en %. 

pa: densité de l'air 

Y : coefficient de viscosité artificielle 

Cd: coefficient du cisaillement du Vent 

n : angle formé entre la direction du vent et l'axe oy 
Cf: coefficient de rugosité du fond 

v : opérateur du divergent. 

Ainsi les processus physiques qui seront pris en compte sont: 

Ni 
l"- l'accélération locale: - 

at 
Ni auj 

2"- l'accélération convective: Ui -tUj- 
axi axj 

3"- la force de Coriolis: fc Ui 

4"- les tensions au fond: Tu 

5"- les tensions en surface: 7-s 

6"- le gradient de pression hydrostatique: g(ht0 - 
axi 

(ht0 ap 
7"- le gradient de densité: g 

2P axi 

11.1.4.1 Etude comparative 

De l'équation de continuité (II.40), on déduit 

au u ai-i av v aH 1 a( 
-=---P-P- 
ax H ax ay H ay H at 
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Si la tension en surface est nulle et la densité est 

constante, en remplaçant alJ/ax par son expression dans l'équation dynamique 

(suivant ox) on obtient: 

LN u x au LYV pu2 x u v ae 
-+ -tV-- u - - av = ( -pg + - 1-t 

at H at a Y a Y H ax H ay 

u v ah u* ah pgU(U2 t v*y* 
t + 

H ay H ax C*H 

Cette estimation approximative de l'importance des termes des 

équations est effectuée aux trois stations Ziguinchor, Hamdalaye et Sefa de 

l'estuaire de la Casamance. Posons: 

u = u, cos(wt) v = v, COS (Wtt$) ( = f. cos(wt+43) 

au 
- 5 wu, 

at 

av 
- 5 WV, 

at 

Ziguinchor Hamdalaye Sefa 

h 6m 3m 1.5 m 

f 0.38 m 0.06 m 0.05 m 

u;v 0.9 m/s 0.4 m/s 0.2 m/s 

ah/ax <============= 3-g 10-5 =============> 

xm <=====-----e-m 3.3 10-6 ___ -__--_ _ ---ZZZ------Z-> 

aH/ax <============= 4.2 10-5 =============> 

f <============= 1-g 10-J =============> 

C <============== 50 ===============> 

Equation de continuité: 

1 x u aH v aH 

H at H ax H ay 
Ziguinchor: 8.2 10-6 6 10-6 6 10-6 

Hamdalaye : 2.8 10-6 5.6 10-6 5.6 106 

Sefa : 5.6 10-6 8 10-6 8 106 

x - I WC0 
at 
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Equation de dynamique (0x1: 

x 
P- 

at 

Ziguinchor 

1.26 10-4 

PU a[ 

H at 
7.34 10-6 1.12 10-6 

fV 3.2 10-4 7.6 10-5 

a( 
P- 2.3 10-5 

ax 
u2 ah 

H ax 
5 10-6 

Pcl UV 

C2 H 
7.19 10-4 

Hamdalaye 

5.6 10-5 

2.3 10-5 

2.1 lo-6 

2.9 10-4 

Sefa 

2.8 10-5 

1.1 10-6 

3.8 10-5 

2.3 10-5 

1.6 10-6 

2.2 10-4 

Il ressort de cette étude préliminaire, d'une part 

l'importance de la pente du fond par rapport à la pente en surface et 

d'autre part, la prédominance du terme de frottement au fond, surtout dans 

la partie amont de l'estuaire, par rapport aux autres termes des équations 

du mouvement. En conséquence, les termes qui auront un rôle important sont: 

le frottement au fond, le gradient temporel des vitesses, le gradient 

spatial des élévations. 

Cette étude n'a pas pris en compte le terme advectif: vau/ay 

- uav/ax, par manque d'observations mais aussi du fait des fréquents 

changements de la direction de l'écoulement dans le milieu naturel. Bien 

que la grandeur de ce terme ne soit pas toujours importante vis à vis des 

autres termes de l'équation dynamique, son traitement numérique dans les 

schémas de résolution nécessite une attention particulière. 
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II.2 MODELE DE SIMULATION 

Une revue rapide des diverses approches rencontrées dans 

la littérature montre la domination des modèles numériques dans les études 

de circulation en milieux estuariens. Ce type d'approche consiste à décrire 

le mouvement des eaux par un ensemble d'équations différentielles avec des 

conditions initiales et des conditions appropriées aux limites. Le système 

(11.38,11.39,11.40) obtenu au paragraphe précédent, est caractérisé par des 

équations non linéaires à coefficients variables. Moyennant certaines 

hypothèses simplificatrices (linéarisation, coefficients constants, 

réduction des dimensions du problème), les solutions analytiques sont 

possibles mais elles se limitent à quelques cas particuliers. C'est 

pourquoi on a recours le plus souvent aux modèles numériques dont l'essor 

de l'informatique a facilité l'utilisation. 

11.2.1 Méthodes numériques 

Les méthodes harmoniques (Le Provost, 1974) 

caractéristiques (Abbott, 1966, Benqué et al., 1981), éléments finis 

(Foreman, 1984) et différences finies (Leendertse, 1967, Ronday, 1975, 

Heaps, 1969) sont les méthodes numériques les plus répandues pour le calcul 

des circulations dans les estuaires, rivières, lacs, ou zones côtières. 

Chacune de ces techniques repose sur un traitement particulier des 

équations du mouvement. 

Le choix entre ces diverses méthodes est généralement 

conditionné par: 

l”- le but de l'étude, 

2”- les données disponibles, 

3”- les processus physiques étudiés, 

4”- la géométrie du milieu, 

5”- les conditions aux limites. 
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Les méthodes harmoniques traitent la propagation d'une 

série d'ondes sinusoïdales où le caractère continu et périodique de 

la fonction de forçage est pris en compte (Dronkers, 1964). Dans cette 

approche, la marée est représentée par un ensemble limité de paramètres 

(amplitudes et phases). Du point de vue pratique, bien que cette méthode ne 

demande pas un support informatique très puissant, représenter le mouvement 

de la marée par une série de fonctions harmoniques sinusoïdales n'est 

pas toujours simple, sauf si une série d'obse:.vations de longue durée 

est disponible et, par conséquent un grand nombre de composantes est 

pris en compte. 

Quant aux méthodes des caractéristiques, elles simulent le 

mouvement des marées par la propagation successive d'une série de petites 

perturbations d'un état initial; ainsi le mouvement est construit pas à pas 

durant le calcul. Relativement performantes dans les études des 

discontinuités, ces méthodes ne respectent pas certaines propriétés 

importantes des schémas telle que la conservation. De même l'évolution de 

ces caractéristiques est arbitraire (Abbott, 1979). Les expériences ont 

montré que ces deux méthodes se révèlent inadéquates quand la géométrie du 

milieu est trop accidentée, ce qui les rend moins attractives que les 

différences finies ou les éléments finis. 

La technique des différences finies consiste à transformer 

les équations différentielles en équations algébriques afin de calculer les 

diverses inconnues du système (élévations, vitesses). Cette méthode 

présente plusieurs avantages par rapport aux éléments finis, la simplicité 

du maillage et de la discrétisation, en particulier. Grâce à son 

utilisation très répendue les problèmes liés à sa mise en oeuvre sont mieux 

cernés que ceux introduits par les éléments .finis. Par contre cette 

technique présente quelques déficiences par rapport aux éléments finis. Les 

plus importantes concernent la difficulté de prendre en compte des 
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grandeurs tensorielles et, les inconvénients liés à la représentation des 

limites curvilignes. Ainsi, l'introduction des conditions aux limites 

devient délicate et, dans certains cas, les coefficients utilisés perdent 

C 

leur caractère physique pour se transformer 

l'ajustement conditionnera la capacité prédi 

est de même pour les problèmes numériques 

approches mono-dimensionnelles mais qui dev 

passe à deux ou trois dimensions. 

en paramètres de contrôle dont 

:tive de la modélisation. Il en 

qu'on sait maîtriser dans les 

ennent trop complexes quand on 

11.2.2 Méthode des différences finies 

La technique des différences finies permet de transformer 

les équations continues du système (11.38,11.39,11.40) en une forme 

discrète, où les variables dépendantes (élévations, vitesses) sont 

calculées, en un nombre fini de points, dans l'espace considéré. La 

première étape dans la recherche de la solution, est la définition du 

support du calcul. Cette grille de calcul servira à délimiter le champ 

d'étude et, d'autre part, à préciser un nombre fini de points nodaux où les 

équations du mouvement seront approchées. Entre ces noeuds aucun calcul 

direct n'est effectué. Pour couvrir tout l'espace étudié, on a donc recours 

aux méthodes d'interpolation qui se servent des valeurs connues aux noeuds 

de la grille. La méthode des différences finies suppose, d'une part, la 

continuité des variables et de leurs dérivées et, d'autre part, impose une 

limite dans leurs développements. 

des séries de Taylor, la méthode polynom 

de contrôle (la méthode des intégrales). 

caractérise par des applications et des uti 

Les méthodes qui permettent le passage des équations aux 

dérivées partielles à des équations en différences finies sont la méthode 

volumes 

iques se 

iale et la méthode des 

Chacune de ces techn 

lisations différentes. 
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Les méthodes des séries de Taylor, ainsi que les méthodes 

polynomiales, reposent sur la notion mathématique de continuité. La 

première permet d'exprimer les termes différentiels en une série de 

termes algébriques allant de l'ordre zéro jusqu'à l'ordre n (n ----> a). 

Quant à la deuxième, elle s'effectue en deux étapes: la première consiste à 

ïdentifier les divers coefficients d'un polynôme d'ordre n passant par les 

valeurs aux noeuds de la grille, puis, en une deuxième étape, on recherche 

les expressions des dérivées de ce pol:nEme. Ces deux méthodes 

permettent d'évaluer l'ordre de l'erreur de troncature de la discrétisation 

choisie et par conséquent la précision du schéma utilisé. La méthode 

polynomiale présente un léger désavantage vis-à-vis de la méthode des 

séries de Taylor car elle est conditionnée par la qualité des observations. 

En effet, quand on augmente le degré des polynômes les bruits susceptibles 

d'apparaître dans les données se transmettent aux divers coefficients. 

Bitsadze (1964) précise que ces erreurs commencent à se faire sentir quand 

l'ordre du polynôme est supérieur à deux. Dans ce cas la méthode 

polynomiale diverge et n'amène pas aux mêmes expressions que celles 

obtenues par les séries de Taylor. 

La méthode du volume de contrôle repose sur la notion 

physique de conservation d'une propriété quelconque du fluide. Cette 

approche suppose que l'augmentation d'une propriété macroscopique G du 

système, à l'intérieur d'un volume V, est égale aux flux à travers les 

différentes faces du volume auquel vient s'ajouter la production (positive) 

et la dissipation (négative) à l'intérieur du domaine. 

Le choix de ces méthodes est conditionné par l'objectif de 

l'étude. Dans le présent travail les méthodes du volume de contrôle et des 

séries de Taylor ont été utilisées. La première a permis le choix et la 

justification des discrétisations susceptibles de respecter les propriétés 
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de conservation et de transport. Quant à la seconde, elle a permis 

d'étudier les erreurs de troncature induites dans certains développements. 

11.2.3 Mise en oeuvre 

La mise en oeuvre de la méthode des différences finies repose 

sur plusieurs étapes: 

l”- choisir le type d'approche, 

2"- choisir le type de développement, 

3"- choisir la maille de résolution, 

4"- étudier les propriétés numériques de la discrétisation, 

5"- appliquer la résolution au champ d'étude. 

11.2.3.1 Choix du twe d'approche 

Les deux approches susceptibles de résoudre les équations du 

mouvement sont les approches eulériennes et lagrangiennes. Cette dernière 

décrit mieux les processus physiques mis en jeu. Dans cette approche, la 

maille du calcul est entraînée avec la même vitesse que celle qui règne 

dans le milieu. Le terme non-linéaire de l'advection n'existe plus, ce qui 

élimine les problèmes liés à sa présence dans les développements eulériens. 

En revanche, le déplacement de la maille avec le courant 

entraîne une déformation de la grille de calcul et, dans certains cas, une 

diminution dans la précision des résultats. Pour illustrer ce problème 

supposons une discrétisation mono-dimensionnelle telle que : 

AX’ AX 
Jr-* * 

i-l i itl 

w 1 a2$ 1 a3$ 
$* 1tl = hi t -AXt- AX2 t - AX3 t0 (AX4) 

ax 2 ax2 6 ax3 

w 1 a2$ 1 a3$ 
#* l-l = $i - - AX’t - 

ax 2 ax2 
AX’2 _ - 

6 ax3 
AXf3 tO(AX14) 

(11.41) 

(11.42) 
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AX'= Xi-Xi-1 

AX = Xi+i-Xi 

avec 

a* - 3i-#i-l 
-= + O(AX') 

aX’i AX' 

d'où 

w 1 a2$J 
$+1-&-l = - (AXtAX')t 

ax 
- a,2 W)2-(AX')2) 

2 

1 a3$ 
t-- ( (AX)3t(AX')3 ) t O(AX4,AX'4) 

6 ax3 

(11.43) 

(11.44) 

(11.45) 

ainsi, en différences centrées, on obtient: 

l/ AX = AX' 
a# $i+l-tii-l 

- = t O(AX2) 
ax 2 AX 

2/ AX /' AX' 
w $itl-$i-1 i a2$ 

- = (AXtAX') - 
(AX-AX') t O(max(AX2,AXJ2)) 

ax 2 ax2 

Posons n = 0.5 (AX t AX') 

AX = n t DX ) 
) hX = AX" 

AX'= n - DX ) 

i-l i * I 1 itl 

AX' AX 

DX 
*- * 



111 

On aura 

a# tij+l-$j-l l a2$ 
-= _-- 

ax2 
(20X) t O(max(AX2,AX'2)) (11.46) 

ax 2AX" 2 

ati tij+l-tii -1 -= t 0(max(DX,AX*,AX'2)) 
ax 2AX" 

(11.47) 

L'erreur quadratique est maintenue tant que le degré de DX 

est inférieur à celui de AX ou de AX' donc tant que l'erreur introduite par 

DX est inférieure à celle introduite par AX et AX'. Si l'erreur induite par 

DX est comparable, voire plus importante que celle introduite par AX* et 

AX'2, la diffusion numérique s'amplifie et tend à déstabiliser le système. 

En vertu de l'expression (11.45), la discrétisation du second ordre amène à 

une erreur de l'ordre de: 

0 (11.48) 

Les mêmes conclusions s'appliquent à une approche 

eulérienne, quand une variation de taille des mailles est effectuée dans le 

but d'améliorer la précision de la résolution aux noeuds limitrophes des 

singularités géométriques. De même, certains critères de stabilité 

entraîneront des restrictions supplémentaires sur le pas temporel et par 

conséquent augmenteront le coût de la simulation. Il s'ensuit qu'une 

amélioration n'est atteinte que si la variation des pas spatiaux s'effectue 

lentement et progressivement. 

Dans l'approche lagrangienne, la distance entre les 

noeuds du calcul augmente ou diminue suivant l'étape considérée 

du cycle de la marée, ce qui n'est pas le cas dans l'approche 

eulérienne où les distances entre les noeuds du calcul restent constantes 

alors que le volume entre les divers noeuds de la grille varie. C'est 
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cette dernière approche qui a été adoptée dans notre modélisation de 

la circulation transitoire dans l'estuaire de la Casamance. 

11.2.3.2 Choix du type de développement 

Le choix du type de discrétisation à adopter dépend de la 

grandeur du milieu, des phénomènes physiques étudiés et du support 

informatique disponible. Les trois types de développements le plus souvent 

rencontrés sont les discrétisations explicites, implicites et semi 

implicites; ils diffèrent par la méthode de discrétisation temporelle. 

Une discrétisation est dite explicite si les noeuds d'un 

schéma choisi sont déterminés sans avoir recours aux schémas voisins. Dans 

les schémas implicites, chaque opérateur numérique est influencé par son 

entourage et influence à son tour son entourage selon les conditions 

imposées par la discrétisation. Plus faciles à mettre en oeuvre, les 

modèles explicites (Heaps, 1969, Hansen et a7., 1966, Ronday, 1975) 

fournissent progressivement les résultats sur les différents noeuds avec 

l'évolution du calcul. Dans ces approches, le choix des pas 

de discrétisation est généra.lement limité par la condition de Courant, 

Freidrich et Lewy (C.F.L) qui impose un balayage de la grille à une vitesse 

supérieure à la vitesse maximale de propagation. La condition de C.F.L 

conduit, dans certains cas, à des pas de résolution trop restrictifs. Ces 

contraintes numériques ont conduit .au développement des schémas implicites 

(Backhus, 1983, Benqué et a7., 1982) qui offrent la possibilité d'utiliser 

des mailles de plus grande taille, d'où une réduction appréciable du coût 

des simulations. 

Les méthodes implicites conduisent à la résolution de tous 

les noeuds en même temps. Une perturbation E est aussi emportée à une 

distance L = n.Ax en un pas de temps tandis que, dans les 

méthodes explicites, la perturbation est toujours entraînée vers les points 
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de la grille qui avoisinent le noeud de calcul et, par conséquent à une 

distance L=Ax quel que soit AT. D'un autre côté, dans le cas d'un système 

bidimensionnel, les méthodes implicites amènent à l'inversion, à chaque pas 

de temps, d'une matrice penta-diagonale, ce qui nécessite la résolution de 

n équations simultanées et par conséquent un support informatique de grande 

capacité de stockage. De même, certaines procédures itératives' rendent la 

résolution plus. longue et reduisent l'avantage acquis par l'utilisation 

d'un algorithme implicite. 

Les conditions restrictives des schémas explicites et la 

lourdeur des schémas implicites ont conduit au développement des méthodes 

semi-implicites. Ces techniques permettent de fractionner le pas de temps 

afin de ramener le système à des matrices tri-diagonales qui sont 

généralement résolues par un algorithme de double balayage. Plusieurs 

méthodes s'adaptent bien à ces schémas, mais la technique des 

dérivées angulaires (A.D.1) est la plus fréquemment utilisée. 

Méthode de 7a dérivée ansuiaire (A.0.I) (fiq.TI.4) 

Mise au point par Robert et Weiss (1966), cette méthode 

repose sur une discrétisation spatio-temporelle centrée au demi-pas 

de temps. Les dérivées spatiales sont évaluées en moyennant les valeurs 

des noeuds se trouvant sur la diagonale descendante de la grille. Cette 

moyenne pourrait se faire sur la diagonale ascendante mais le critère de 

stabilité devient plus restrictif. 

-4 

i-l i it1 

fig.II.4-Schéma A.D. 1 

m: vaieurs connues 
0: valeurs inconnues 
A: valeurs centrées sur la diagonale 

au demi pas de temps 

L'utilisation de cette technique amène à des 

schémas inconditionnellement stables avec une précision du second ordre 
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O(DX*,DY*,DT*). Ces deux propriétés numériques se détériorent pour certains 

traitements aux limites ou dans le cas d'un écoulement fortement non 

linéaire. En effet, les expériences faites avec des modèles reposant sur la 

technique A.D.1 ont montré que l'introduction des termes non linéaires 

réduit l'ordre de précision à O(DX*,DY*,DT). Certains auteurs suggèrent 

l'utilisation des procédures itératives pour maintenir la précision du 

second ordre. 

Bien que l'analyse de la stabilité par la méthode de Von 

Newmann indique une stabilité inconditionnelle, on remarque que le 

problème implicite aux limites entraîne des restrictions similaires à 

celles obtenues par les méthodes explicites. Il n'existe pas de traitement 

universel aux limites mais on admet que le calcul aux noeuds proches des 

bords doit être effectué par une des méthodes suivantes: 

- en interpolant à l'intérieur du domaine d'intégration 

(Gerritsen, 1982), 

- en annulant les variables aux noeuds en question (Leendertse, 1967), 

- en définissant des grandeurs fictives à l'extérieur du domaine, qui 

pérmettront de conserver la forme des discrétisations (Noye, 1981). 

La réussite de ces artefacts numériques dépend, d'une part, 

du milieu étudié et, d'autre part, des processus physiques simulés. Par 

exemple, l'interpolation à l'intérieur du domaine est précise si on 

respecte la direction de l'écoulement tout en considérant un petit pas de 

temps; sinon, la convergence vers la solution exacte est 

nettement ralentie. Ces problèmes ne sont pas uniquement liés aux méthodes 

A.D.1, mais ils apparaissent dans tous les développement implicites. 

Les milieux naturels renferment plusieurs types de limites. 

Le paragraphe consacré à leurs traitements numériques précisera les divers 

cas rencontrés dans l'estuaire de la Casamance. 
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11.2.3.3 Choix de 7a sri77e 

Cette notion préliminaire consiste à faire le choix de 

la répartition spatiale des variables dépendantes dans le 

domaine d'intégration. Les premiers schémas développés regroupaient toutes 

les variables dépendantes aux mêmes noeuds de la grille; ce qui conduit à 

la répartition spatiale suivante: 

E,U,V e,u,v f,U,V 
- j+l 

E,U,V f,U,V c,u,v 
jt1/2 

f,U,V c,u,v E,U,V 
j 

i i +1/2 itl 

fig.II.5-Maille non imbriquée. 

Ce type de représentation nécessite le recours à 

l'introduction de conditions supplémentaires aux limites et, conduit dans 

certains cas à une mauvaise schématisation de la réalité. L'exemple donné 

par Patankar (1980) illustre cet inconvénient; en effet, pour une 

répartition d'une propriété II, suivant la figure II.6 et pour une 

discrétisation centrée, on obtient une distribution uniforme de #. Ce 

problème s'aggrave dans les approches bidimensionnelles où les points i 

n'auront aucun rôle à jouer (fig.II.6). 

X 20x x 20x x 20x 
I I I I I I 

. . . i-2 i-l i itl it2 it3 . . . 

fig.II.6-Répartition non-uniforme de $ résolue par un schéma centré. 



a$ @(itl) - $(i+I) 
-= =O Vi 
ax 2AX 

Les mailles imbriquées résolvent ce problème en utilisant 

pour chaque variable dépendante une grille différente de façon que 

l'assemblage de ces diverses grilles forme le schéma d'intégration. 

Plusieurs types de représentations existent, dont les plus 

utilisées sont: . 

où pour un volume de contrôle V, les composantes de la vitesse sont 

choisies sur les faces normales à la direction de l'écoulement considéré. 

Les schémas imbriqués facilitent l'introduction des 

conditions aux limites (Kreiss, 1966); la frontière qui passe par une des 

variables dépendantes ne nécessite pas la définition d'une condition 

supplémentaire pour les variables qui se trouvent distancées par rapport à 

la position du volume de contrôle. Il s'ensuit que pour un même degré de 

précision, le nombre de variables nécessaires est réduit d'un facteur égal 

à 4. 
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11.2.4 Propriétés numériques de la discrétisation 

La résolution du système discrétisé amène à exprimer la 

variable dépendante recherchée $R en fonction des grandeurs aux noeuds qui 

l'entourent. Ceci conduit à une expression de la forme: (fig.II.7) 

AR#R = A& + AD$D t AM$M + A& t AH$H + A$D t terme source. (11.49) 

G : gauche . M : amont R : recherchée 

0: droite H : haut v : aval B : bas 

fig. II.7- Schéma 3-D 
du domaine de dépendance 
du point R. 

La consistance aux frontières (a) et les propriétés (b) 

relatives aux coefficients de l'expression (11.49) représentent les 

conditions de base nécessaires pour toute discrétisation afin de parvenir à 

des résultats physiquement réalistes. 

a- dans les équations discrètes de deux volumes de contrôle 

adjacents le flux, à travers une frontière commune doit 

être représenté par une même expression (Patankar, 1980). Le 

flux qui sort du volume (1) doit être égal à celui qui 

rentre. dans'(2) (fig.II.8). 

fig. 11.8-Flux à travers une frontière de deux volumes 
de contrôle adjacents. 
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b - l'expression (11.49) suppose que la variable $R est 

influencée par tous les noeuds qui l'entourent. Une 

augmentation qui se produit en un noeud doit être 

ressentie sur tous les noeuds qui l'avoisinent. Il est donc 

nécessaire, d'une part, que les coefficients ai soient tous 

de même signe et, d'autre part, que le coefficient de la 

variable soit égal à la somme des coefficients des variables 

prises en compte (Abbott, 1979). 

11.2.4.1 Divers tvries d'erreurs 

La modélisation doit décrire un phénomène particulier avec 

une précision suffisante et un coût minimal. Précision et coût sont deux 

contraintes opposées. La première peut être indéfiniment améliorée en 

réduisant les pas de discrétisation mais ceci entraînera une augmentation 

du coût de la simulation. Par conséquent, le choix de la discrétisation la 

plus adéquate, parmi les différentes possibilités doit nécessairement 

satisfaire les conditions optimales de précision et de stabilité avec, 

d'une part, un minimum de stockage d'informations et, d'autre part, un 

minimum de temps de calcul. 

Le critère d'évaluation d'une méthode de résolution doit 

passer par les études des erreurs commises dans les divers 

développements choisis. Les deux grands types d'erreurs rencontrées sont 

les erreurs d'arrondissement et les erreurs de troncature (Roache, 1972) 

Les erreurs d'arrondi sont des erreurs automatiques, liées à 

la précision du support informatique utilisé. A chaque calcul la machine 

effectue un arrondissement des valeurs. Ces erreurs sont indépendantes des 

pas de discrétisation, mais leurs effets parasites s'accumulent et tendent 

à ramener le système vers une fausse convergence. L'augmentation du nombre 
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de chiffres significatifs après la virgule, ne mène pas forcément à une 

amélioration du résultat final. Par analogie, les méthodes d'interpolation 

qui se servent de polynômes de degré élevé sont plus sensible aux bruits 

numériques que celles qui utilisent des polynômes du premier ou du second 

ordre. Il en est de même pour le critère de convergence des méthodes 

itératives. Leur caractère aléatoire rend leur évaluation difficile ' 

et l'analyse de leur comportement ne s'effectue qu'à partir des résultats 

obtenus. 

Toutes les erreurs autres que celles d'arrondis 

sont considérées comme des erreurs de troncature, car elles s'annulent 

quand les pas spatio-temporels tendent vers zéro. Un protocole de 

priorité s'impose afin d'évaluer ces erreurs et de justifier les 

diverses discrétisations choisies. 

Une discrétisation doit satisfaire aux propriétés suivantes: 

l”- représenter les propriétés de conservation; 

2"- représenter les propriétés de transport; 

3"- présenter une faible dispersion numérique; 

4"- présenter une faible dissipation numérique; 

5"- éliminer les oscillations spatiales; 

6"- réduire les erreurs aux limites. 

Cette liste non exhaustive est fortement conditionnée, d'une 

part, par les caractéristiques géomorphologiques du champ d'application et, 

d'autre part, par les processus physiques étudiés. Par exemple, 

la simulation d'un processus X à partir d'un schéma de résolution implicite 

qui présente une erreur de discrétisation du premier ordre sur le temps 

O(DT,DX*) peut conduire à des résultats qualitativement meilleurs qu'une 

méthode explicite du second ordre O(DT2,DX2). Ceci peut ne pas être vrai , 

pour la simulation d'un autre phénomène Y avec les mêmes schémas. D'où la 

complexité d'une classification des schémas en fonction de leurs erreurs 
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(Richtmyer et al., 1967). Dans certains cas, quelques propriétés de la 

liste énumérées précédemment deviennent de moindre importance. Par exemple 

l'étude de l'erreur de phase est sans importance quand le régime permanent 

est recherché. 

Il est donc préférable, dans certains cas, d'étudier la 

validité de l'approche en fonction de ces propriétés particulières plutôt 

que de se limiter à une évaluation de l'erreur de troncature bien que 

cette dernière garde son importance. 

Dans les méthodes numériques qui utilisent la technique 

des différences finies la diminution de la grandeur de la grille 

devrait amener, si le schéma est bien conçu, à la convergence de la 

solution numérique vers la solution analytique. Malheureusement, les 

limitations de taille de mémoire et de vitesse de résolution conduisent 

souvent à s'intéresser plutôt à une meilleure approximation des 

équations différentielles, ce qui permet l'utilisation de pas de calcul 

plus grands, avec des méthodes numériques plus simples. 

11.2.4.2 Prowriétés numériques des schémas d'intécv-ation 

La mise en oeuvre d'une résolution nécessite le respect 

de certaines conditions numériques: la consistance et la convergence du 

schéma utilisé d'une part et, la stabilité de la solution trouvée 

d'autre part. Ces conditions sont dues aux passages de la solution exacte E 

des équations différentielles à la solution exacte U des équations 

discrétisées et, enfin, à la solution numérique u des équations aux 

différences finies. 

A: Converqence 

Soient Ei et Ui les solutions respectives des 

équations différentielles et de leurs équations approximatives en 

différences finies; la solution Ui des équations aux différences est dite 
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convergente si Ui tend vers Ei quand les pas spatio-temporels de la 

dicrétisation, AXi et AT, tendent vers zéro. 

La recherche des conditions qui permettent à la solution de 

la forme dicrète U de tendre vers la solution de la forme continue 

E constitue le problème de convergence. Mis à part quelques cas 

simples (systèmes linéarisés à coefficients constants et uni- 

dimensionnels), le calcul de E et U est complexe et laborieux; ceci rend 

la vérification de cette propriété difficilement réalisable. 

L'erreur de troncature (Ei-Ui) dépend de la taille de la 

maille de calcul, donc de AT et AXi et de l'ordre des dérivées prises en 

compte dans le développement des termes en séries de Taylor. Quant à AXi et 

AT, ils dépendent du nombre d'équations à résoudre, du schéma d'intégration 

et de l'espace requis pour stocker les informations. L'expression finale de 

l'erreur de discrétisation est généralement faite en termes inconnus des 

dérivées pour lesquelles on ne peut spécifier une limite supérieure ou 

inférieure. 

Le problème de convergence présente donc d'énormes 

difficultés pour sa mise en oeuvre afin de parvenir à des 

conclusions profitables (Lambert, 1977). 

B: Stabilité 

A chaque opération arithmétique l'ordinateur commet une 

erreur qui conduit à la solution numérique u, en contraste avec la solution 

exacte U du système discrétisé. L'évaluation de ces erreurs n'est pas 

simple vu sa distribution arbitraire. Une estimation de sa valeur et de 

son influence peut s'effectuer à partir des études de stabilité. 

Le concept de stabilité ne fait aucune référence aux 

équations différentielles qu'on veut résoudre: c'est uniquement une 

propriété des équations aux différences finies. 
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S'il était possible de développer la solution des équations 

aux différences jusqu'à la dernière décimale, on obtiendrait la solution 

exacte U. En pratique on se limite à un certain nombre de décimales. Cette 

procédure introduit une erreur à chaque pas de calcul et la solution 

calculée u (solution numérique) diffère de la solution exacte U. Un système 

kéquations est stable si l'effet cumulatif de ces erreurs est négligeable. 

De la même façon, si des erreurs eij sont introduites aux divers noeuds du 

système Pij et si leijl < 6, le système est -1ers considéré comme stable 

si Max U-u I I tend vers 0 quand 6 tend vers 0 et ne croît pas 

exponentiellement avec le nombre de colonnes ou de lignes du maillage. 

Cette dernière condition est nécessaire car, dans certains cas, l'erreur ne 

diminue pas exponentiellement mais elle persiste sous forme d'une 

combinaison linéaire de l'erreur initiale. Ces erreurs ne seraient 

tolérables que si leur somme était nettement inférieure à u. 

La stabilité n'est pas reliée directement à la solution 

de l'équation différentielle mais elle concerne le, comportement de 

la solution quand une perturbation volontaire est introduite dans le 

système. La solution numérique est généralement plus exacte que ne le 

prévoient certaines méthodes d'analyse de stabilité. En 

effet l'application de ces méthodes suppose la pire combinaison des erreurs 

locales suivant une distribution à signe constant positif et, un 

effet total additif ce qui n'est pas forcément vrai. 

Les approches les plus utilisées dans les études de 

stabilité sont: 

8.1 Ana7vse d'une Perturbation discrète 

Cette méthode consiste à introduire une erreur E en un noeud 

du maillage; la résolution est considérée stable si cette erreur 

volontaire ne s'amplifie pas avec l'évolution du calcul. Dans cette 

approche on peut se limiter à l'analyse de la propagation de l'erreur sur 
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une seule ligne du système matriciel, l'effet des autres lignes étant 

déduit de la somme des effets de chaque ligne séparément. Le système sera 

considéré stable si l'erreur reste limitée quand son indice croît. 

L'introduction d'une perturbation E en un noeud correspond 

aux erreurs de discrétisation dans les expressions des divers termes 

des équations du mouvement en ce point (Wendroff, 1961 et 1965). 

8.2 Méthode de HIRT 

Mise au point par Hirt (1968), cette méthode sert à étudier 

le comportement de l'erreur de discrétisation introduite par les divers 

développements choisis. L'équation aux différences n'est autre qu'une 

nouvelle forme d'écriture de l'équation différentielle. Cette forme, à 

l'exception de l'erreur de troncature, correspond à l'équation 

différentielle en tous points de la grille d'intégration. 

La forme continue est obtenue en remplaçant chaque terme des 

équations discrétisées par leur développement en des séries de Taylor. 

L'ordre inférieur doit correspondre à l'équation différentielle de départ 

et les termes d'ordre supéri.eur représenteront l'erreur introduite par la 

discrétisation. La stabilité du schéma est étudiée en analysant ces termes. 

8.3 Méthode des séries de Fourier 

Dans cette procédure une erreur E est introduite dans le 

schéma de différences finies sous forme d'une série de Fourier en un 

point arbitraire P(i,j), tel que cij = ei(fixtat). On analyse l'effet 

de cette perturbation volontaire dans le calcul de la solution 

des équations aux différences. Le système est considéré comme stable si 

cette perturbation meurt progressivement. 

La propriété de linéarité des séries de Fourier permet de se 

contenter de l'étude du comportement d'un seul terme de la somme des séries 

qui définit le train d'onde (Piskounov, 1974). Ce dernier est donné par: 

T(x,t) = exp(inm(x-ut)) (11.50) 
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k=2/m :longueur d'onde 

7rm : nombre d'onde 

avec une valeur-initiale : 

r(j,O) = exp (inmz) = exp (ifij) 

fi = a.m.AX 

(11.51) 

L'équation algébrique déduite de la discrétisation choisie, 

aura une solution exacte qui satisfait la condition initiale (11.51) et 

qui s'exprime sous la forme: 

[1 
n 

T(jAX,nAT) = G .exp(ifij) (11.52) 

L'expression de l'erreur introduite dans la discrétisation 

est donnée par : 
Il 

c(jAX,nAT) = (11.53) 

où G représente la matrice d'amplification qui permet le 

calcul des variables à l'instant (ntl)AT en fonction de leurs valeurs à 

l'instant nAT. G peut être exprimé en fonction de son module et de son 

argument par: 

G = IGl exp(-iv) (11.54) 

avec G I I : module de G 

u .: argument de G 

En conséquence la solution numérique de l'équation en 

différences finies s'écrit: 

T(jAX,nAT) = lG)“exp(iam(jAX-nu/nm)) (11.55) 

et la solution exacte de l'équation différentielle est 

r(jAX,nAT) = exp (iam( jAX-nuAT)) (11.56) 

En comparant les expressions (11.55,11.56) on remarque que 
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les solutions exactes et numériques diffèrent en amplitude et en célérité. 

La vitesse numérique est alors: 

u(num)=u/nmAT (11.57) 

l'introduction du nombre de courant amène à: 

u(num) u V 
= =- (11.58) 

U ?rmAX BC 

Cette méthode locale, développée par Von Newmann durant la 

2ème guerre mondiale, a été publiée par O'Brien et a7. en 1951. Bien 

qu'elle ne soit appliquée qu'à des systèmes linéarisés à 

coefficients constants, elle présente l'avantage de fournir des 

informations non seulement sur l'atténuation d'une perturbation (module de 

G), mais encore sur l'effet de phase produit (u(num)/u). Elle rentre donc 

dans le résultat que peut donner cette erreur. Par exemple, une 

discrétisation qui amène à un 161=0.99 et u(num)/u = 1.15, présente un 

développement où le train d'onde à chaque pas de temps subit une faible 

atténuation et une déviation importante de la célérité. La technique 

numérique idéale étant celle qui conduit à des valeurs de IGl égales à 1 

quelques soit fi et c, de façon que l'arg(G)= -oc et u(num)/u=l; dans ce cas 

aucun changement de phase n'est théoriquement susceptible d'apparaître. 

La condition nécessaire de stabilité de Von Newmann impose 

aux valeurs propres de la matrice d'amplification des valeurs 

! absolues inférieures à 1. Cette condition est équivalente à celle de 

Freidrich qui, pour des matrices d'amplifications symétriques à 

coefficients variables et pour des schémas consistants, impose que la somme 

des matrices d'amplification ne soit pas négative (Hahn, 1958). 

C: Consistance 

Il est possible d'approcher une équation différentielle par 

une équation aux différences finies au moyen d'un schéma numérique stable, 

mais dont la solution ne converge pas vers la solution exacte quand 
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les dimensions de la grille tendent vers 0. Ce type de schéma est 

dit inconsistant. 

La consistance est une notion qui repose sur la définition de 

la limite des dérivées. Cette propriété n'est pas étudiée pour chaque terme 

du développement séparément, mais elle traite la limite de la solution des 

équations (Roache, 1972). La vérification se fait en remplaçant chaque 

variable de l'équation différentielle par son expression en série de 

Taylor. L'erreur de troncature devrait tendre vers 0 quand les pas de 

calcul tendent vers 0. 

Cette propriété, nécessaire pour la convergence, ne constitue 

pas une condition suffisante. L'équation aux différences peut tendre 

vers l'équation différentielle quand les pas de discrétisation 

s'approchent de zéro. Ceci ne conduit pas nécessairement à un rapprochement 

entre la solution numérique et la solution continue, car une fausse 

convergence peut apparaître. 

D: Condition de Lax 

Il existe une relation étroite entre la stabilité des schémas 

en différences finies et la convergence de leurs solutions avec 

la consistance des équations différentielles. Un exemple de cette 

relation est donné par Lax et a7. (1960). 

Supposont une valeur initiale (linéaire) et une approximation 

en différences finies d'un problème telle qu'elle satisfasse la condition 

de consistance. La stabilité est la condition nécessaire et suffisante pour 

la convergence. Le théorème d'équivalence de Lax peut être prouvé pour 

des équations linearisées à coefficients constants opérant sur des 

valeurs initiales et aux limites uniformément continues (Godunov et a7., 

1964). 1 

Dans la majorité des cas réels, l'étude de la consistance et 

de la stabilité sur des systèmes linéarisés à coefficients constants est 
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beaucoup plus simple que l'étude de la convergence. Il s'ensuit que cette 

relation permettra, pour des équations simplifiées, d'éviter le souci de 

prouver la convergence de la solution ce qui représente une économie 

numérique appréciable. 

11.2.5 Conclusions 

Les méthodes d'analyse de stabilité évoquées auparavant 

sont généralement appliquées à des systèmes linéarisés à 

coefficients constants. D'autres méthodes existent, mais leur utilisation 

est moins fréquente. On citera la méthode spectrale et la méthode de 

l'énergie (Richtmyer et a]., 1967), le critère de Schur et Cohn (Kusic et 

a]., 1969). Ces méthodes sont généralement appliquées à des schémas de 

résolution simple. Leur inconvénient est qu'elles entraînent des calculs 

analytiques compliqués même pour des problèmes assez simples. 

Les diverses méthodes d'étude de stabilité imposent 

des conditions trop simplificatrices aux équations du mouvement. Les 

études sur ces équations simplifiées sont effectuées en des points 

à l'intérieur du domaine d'intégration, loin des limites. Généralement, ce 

sont ces hypothèses qui causent le plus de problèmes. Par exemple, le 

traitement des noeuds proches des limites impose, dans certains milieux, 

une réduction de l'ordre de discrétisation, qui pourrait avoir un effet 

déstabilisant pour certains développements stables à l'intérieur du 

domaine. 

Bien que Trapp et Ramshaw (1976) aient essayé d'étendre la 

méthode de Von Newmann jusqu'aux noeuds limitrophes, la diversité des types 

de limites rencontrées dans les milieux naturels limite la généralisation 

de leur approche. 

Plusieurs publications mettent en évidence certains des 

problèmes induit par ces hypothèses. On citera à titre de référence les 
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travaux de Phillips (1958) qui donna un exemple sur le type d'instabilités 

provoquées par les termes non linéaires, de Lilly (1965) qui analysa 

1:"importance des coefficients variables, d'Abbott (1979) qui a mis en 

é.vi:dence l'importance des conditions initiales pour certaines 

discrétisations, de Hirt (1968) qui étudia les problèmes qui conduisent à 

T"introduction d'une diffusion négative. 

Il apparaît que la stabilité, même pour des systèmes 

simplifiés, n'a pas une définition universellement applicable. Il n'existe 

pas de critère adéquat pour le calcul pratique et toutes les méthodes 

citées jusqu'à présent ne sont qu'approximatives et locales. Il est 

difficile de distinguer entre ce qu'on admet comme instabilité et ce qu'on 

entend par faible convergence. 

Toute approche de modélisation de ces aspects 

numériques devient expérimentale, car les mouvements réels ne se font 

jamais suivant les hypothèses imposées dans ces méthodes. Ainsi la 

prudence, la nature des processus étudiés et la géométrie du milieu 

conduisent souvent à adopter une fraction du critère trouvé. Les 

divers traitements numériques reliés à la stabilité ne devraient pas 

être considérés comme une fin mais comme un moyen efficace et un support 

rationnel qui devrait orienter les expérimentations numériques. 

Dans notre travail, les trois méthodes citées dans le 

paragraphe précédent ont été utilisées: la méthode de Von Newmann a permis 

d'évaluer les erreurs de phase et d'amplitude de plusieurs types de 

discrétisations, la méthode de Hirt a conduit à des 

conclusions intéressantes sur l'importance de la diffusion négative; enfin 

la méthode de la perturbation discrétisée a servi à analyser les propriétés 

de transport et de conservation de certains développements. 
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II.3 PROPRIETES NUMERIQUES DU TERME ADVECTIF 

11.3.1 Introduction 

L'importance des termes non-linéaires du système 

(11.38,11.39,11.40) dépend du champ d'application et des circonstances 

liées à l'étude. Dans certains cas, la linéarisation des équations est 

possible. Cette simplification constitue, pour une marée simple, l'élément 

de base de la méthode harmonique du calcul des marées (Dronkers, 1964). 

Dans les cas où la linéarisation est possible, la 

réduction des dimensions des équations permet d'obtenir des solutions 

analytiques du problème. Ce type de résolution n'est adapté qu'à des 

phénomènes qui évoluent dans des milieux à géométrie simple et leur 

généralisation ne peut être envisageable. Il, faut garder à l'esprit 

l'influence des simplifications apportées aux équations du mouvement sur 

le phénomène étudié. Par exemple, si le mouvement résiduel est 

recherché, on ne peut a priori négliger le terme advectif qui joue un 

rôle important dans ce type d'écoulement (Tee, 1980, Nihoul, 1975). 

Les termes non-linéaires du système (11.38,11.39,11.40) sont: 

l”- pour l'équation de continuité 

asu a< 
et L- 

i!JX JX 

2"- pour l'équation dynamique 

i4.4 

U.- et 7(fond)=p.K.u.lul 
ax 

Les termes non-linéaires de l'équation de continuité jouent 

un rôle secondaire. La section mouillée et le rayon hydraulique varient en 

fonction de l'élévation relative d'une section à une autre. Leur caractère 

non-linéaire ne pose pas un grand problème (Dronkers, 1964). 

Les termes advectifs prennent de l'importance dans les 

milieux où un grand changement se produit en h et L sur une petite 
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distance. Bien que leur valeur soit de moindre importance par rapport aux 

autres termes des équations du mouvement ils sont à l'origine des 

principaux problèmes numériques rencontrés dans la modélisation. 

Le processus physique décrit par l'advection est le transport 

d'une certaine propriété fluide suivant la direction de l'écoulement. Ce 

transport doit être conservatif par le biais d'une discrétisation 

qui respecte cette propriété fondamentale et qui présente une faible 

erreur de troncature. Cette dernière condition est nécessaire mais non 

suffisante. Une faible erreur de troncature ne conduit pas nécessairement à 

une faible erreur sur le résultat final. 

Lamb (1932) a montré que les effets des termes non linéaires 

ne se limitent pas à la création d'harmoniques résultant de la 

perturbation initiale, mais qu'ils conduisent à l'apparition de nouvelles 

composantes dues à la combinaison linéaire des fréquences de l'onde 

initiale. La marée perdra son caractère sinusoïdal symétrique: la descente 

du niveau d'eau occupe plus de temps que la montée: 

Z(j,n).Z(j,n)=exp(ikpvX).exp(ikwX)=exp(i2kmAX) (11.59) 

Ce phénomène complique le développement des composantes 

astronomiques de la marée et impose une condition sur le rapport élévation 

sur hauteur de l'eau, afin que la solution trigonométrique reste valable. 

Les problèmes induits par les termes advectifs, ne se 

limitent pas à leur caractère non-linéaire ou à la variation des 

coefficients dans leurs expressions: ils peuvent être dus à une "mauvaise" 

discrétisation. 

Dans les solutions continues des équations différentielles, 

la distribution initiale se propage à la vitesse u tandis que, dans la 

méthode des différences finies, plusieurs composantes de Fourier sont 

présentes dont les vitesses de propagation sont différentes. La vitesse la 



131 

plus importante s'approche de u et correspond à la plus grande longueur 

d'onde tandis que les autres harmoniques se propagent à des vitesses moins 

importantes. 

A un instant bien déterminé, les variations spatiales peuvent 

être considérées comme une représentation de séries de Fourier avec 

différentes fréquences spatiales (nombre d'onde). Les problèmes numériques 

qui en découlent sont, d'une part, les dispersions numériques et, d'autre 

part, les dissipations numériques. 

Dispersif, veut dire qu'une composante se propage à une 

vitesse différente de celle de la solution exacte et, dissipatif signifie 

qu'une composante décroît en amplitude sans qu'il y ait une raison physique 

à cette atténuation. Ces deux propriétés sont à l'origine des instabilités 

dynamiques et statiques. Les premières sont des oscillations qui 

apparaissent dans la résolution et qui peuvent être éliminées en réduisant 

le pas de temps en dessous du pas critique. Quant aux instabilités 

statiques, l'erreur augmente d'une façon monotone. Ce type d'erreur ne 

s'élimine pas en réduisant AT, mais un changement de discrétisation est 

nécessaire. Bien que certains processus physiques possèdent une dissipation 

faible ou limitée localement, le type de développement choisi peut conduire 

à l'amplification de certaines composantes et par conséquent à des 

instabilités numériques. 

Dans les milieux peu profonds, les interactions "non 

linéaires" des composantes harmoniques sont faibles. Il est possible 

d'obtenir un critère représentatif des diverses expressions du terme 

advectif en considérant un système d'équations linéarisées. Cette hypothèse 

permettra, d'une part, d'admettre la superposition et, d'autre part, de 

limiter l'étude à une seule composante des séries de Fourier, puis qu'el7es 

se propagent d'une façon indépendante. 
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II.3.2 Diverses discrétisations du terme advectif 

Une classification exhaustive des schémas numériques serait 

trop longue en raison de l'existence d'une multitude de schémas hybrides. 

On s'est limité à la résolution d'une équation hyperbolique à coefficients 

constant, suivant deux types de discrétisation, l'une amont et l'autre 

centrée. Cette analyse est réalisée sur quelques schémas classiques afin 

d'obtenir le critère de stabilité (Von Newmann) et d'évaluer l'importance 

de la diffusion numérique (Hirt). Les étapes du calcul ne seront 

développées que pour le premier schéma (explicite centré); pour les autres, 

on se contentera de reproduire les résultats. 

L'équation à résoudre est: 

w w a*+ 
-+u-=u- 

at ax ax2 

-- 
advection diffusion 

# : variable dépendante, 

U : vitesse constante, 

V : coefficient de diffusion, 

X : coordonnée spatiale, 

t : coordonnée temporelle. 

En appliquant les développements par des séries de 

#(j,n+l), $(j+l,n), $(j-l,n), $(jtl,ntl), $(j-l,ntl), on obtient: 

w a*$ AT2 
iW,n+l)=iUn)+ -ATt-- t O(AT3) 

at at2 2 

a* a2$ AX* 
W+W=W,n) + -AXt-- t O(AX3) 

ax ax* 2 

w a*$ AX* 
VU-Ln>=W,n) --AXt-- t 0(4X3) 

ax ax* 2 

w a*$ AT* a$ a*# AX2 

(11.63) 

$(jtl,ntl)=$(j,n)t - AT t - - t -AXt-- t O(AX3,AT3) 
at at* 2 ax ax* 2 

(11.64) 

(11.60) 

Taylor à 

(11.61) 

(II.62) 
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w a2$ AT* a$ a2$ AX’ 
$(j-l,n+l)=$(j,n)+ - AT + - - - -AXt-- 

at at* 2 ax ax* 2 
t O(AX3,AT3) 

(11.65) 

11.3.2.1 Schéma exo7icite centré 

La stabilité est une caractéristique qu'un bon schéma 

doit posséder. La procédure de calcul doit en conséquence être choisie de 

telle manière que la solution trouvée ait une erreur qui soit toujours 

tolérable et bornée. La méthode de Von Newmann, évoquée au paragraphe 

précédent, consiste à exprimer la solution suivant des séries de Fourier. 

Il en résulte une matrice d'amplification qui permet le passage des 

variables de l'instant t à l'instant ttht. Le critère de stabilité est 

évalué en examinant l'amplification et l'amortissement de l'onde à chaque 

noeud de la grille de calcul. 

La solution aura la forme suivante: 

$(j,n)=(G)nexp(iKx(jAX)) 
n : indice de temps, 

j : indice d'espace, 

AX: pas spatial, 

G : matrice d'amplification, 

C : nombre de courant = uAT/AX 

(11.66) 

La matri ce d'amplification au temps nAT d'une 

composante particulière de nombre d'onde K,, donc de longueur d'onde 

v=27c/K,, aura un angle de phase B égal à K,, défini sur un domaine infini. 

Il est donc nécessaire d'analyser les erreurs d'amplitude et de phase 

séparément dans l'espace et dans le temps, en se servant de la technique 

classique des séries de Fourier. 

W,W-WA w _ 
at AT 

(11.67) 

; Nj+Ln)-W-Ln) a# 
ax 2AX 

(11.68) 
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$(j,n)=(G)“exp(iKx(jAX)) 

Nj,n+l> = tD(j,n) - c/2 ( Nj+Ln)-#(j-W > 

avec c = uAT/AX 

G = 1 - icsi@ 

(11.69) 

(11.70) 

(11.71) 

Etude du coefficient de diffusion 

Pour mettre en évidence cette propriété, étudions l'équation 

de transport en supposant que les coefficients sont constants. 

W,W-$Un) W+W-$(j-W ~(jtl,n)-2~(j,n)+~(j-l,n) 
= -u tu 

AT 26X AX2 
(II.72) 

Remplaçons (11.62) et (11.63) dans (11.72) on obtient: 

a# a*$ AT ati a*3 
-t--=-u -tu 

at at* 2 
- t O(AT3,AX3) (11.73) 

ax ax2 

Cette équation définit un domaine d'influente d'un 

point arbitraire WLnAT), limité par une caractéristique de 

pente +(AT/2v) l/*. Chaque calcul d'une variable $ en un point (j,n), dépend 

du calcul précédent aux points voisins (j-l,n-1) et (jtl,n-1). 

A chaque pas de calcul, la variable au noeud (j,n) propage 

son influence aux noeuds voisins, qui eux-mêmes propagent leurs effets aux 

points voisins et ainsi de suite. La condition de C.F.L impose qu'une onde 

ne peut se déplacer au delà de la dimension de la grille durant un pas de 

temps. Ceci correspond à: 

AT 
- 2 (AT/2v)l’* 

AX 
où 

1 AX* 
AT5---- 

2 v 
(II .74) 
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Evaluation de : a*$/at* 

8% a*$ 8% 
-+u-CU--- 
at* axat atax2 

(11.75) 

En remplaçant (4) dans (18) on aura: 

a% 2 a*$ 8% 3% 
- = -u - -2uIJ - t u* - 

at* ax* ax3 ax4 
(11.76) 

En remplaçant (11.76) dans (11.73) et en négligeant les 

dérivées d'ordre supérieur à deux, on obtient: 

w a$ a*$ 
- = -u -tK- (11.77) 

at ax ax* 

avec 

K = (wu*AT/2) (11.78) 

K : coefficient de viscosité "effective". 

La fonction physique du coefficient de diffusion est de 

répandre une perturbation, en tendant de ramener le système vers une 

distribution uniforme de cette perturbation. Par conséquent, un coefficient 

de diffusion négatif est physiquement impossible, car dans ce cas le 

système aurait tendance à concentrer les perturbations et à conduire à des 

instabilités numériques. 

La condition de stabilité du schéma précédent sont alors: 

2IJ 
AT s -y- 

figures (11.9,II.gbis) 

11.3.2.2 Schéma exP7icite amont 

a$ Wm-lhW,n) 
-= 

at AT 

~(jd-W-l,n) a$ = 
ax AX 

(11.79) 

(11.80) 

(11.81) 
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G = 1-c(l-coq?) -icsinfl 

K=v - uAX/Z - u*AT/Z 

figures (11.10,11.10bis) 

11.3.2.3 Schéma imp'licite centré 

w W,n+lhW,n) _ 

at AT 

a$ $(jtl,ntl)-$(j-1,ntl) 
- = 

fx 26X 

1 _- icsinjl 
G= 

1 t c*sin*fl 

K=IJ - u*AT/Z 

figures (II.11,II.llbis) 

11.3.2.4 Schéma imPlicite amont 

a# W,n+l)-#(h-d - = 
at AT 

a# ~W,W-Ki,n+l) -= 
ax AX 

1 + c(l-coqY?) - icsinj 
G 

= (ltc(l-cos@))*+(csin/3)* 

K=u - uAX/Z - u*AT/Z 

figures (11.12,11.12bis) 

11.3.2.5 Schéma semi-implicite centré (Cranck-Nicho7son) 

_ iUn+UW,n) a$ 

at AT 

ati $(jtl,ntl)t$(jtl,n)-$(j-l,ntl)-$(j-1,n) 
-= 

ax 4AX 

1 - i(c/Z)sinj 
G = 

1 t i(c/Z)sinfi 

(11.82) 

(11.83) 

(11.84) 

(11.85) 

(11.86) 

(11.87) 

(11.88) 

(11.89) 

(11.90) 

(II .91) 

(11.92) 

(11.93) 

(11.94) . 
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K=u - u*AT/2 (11.95) 

figures (II.l3,11,13bis) 

11.3.2.6 Schéma semi-imp7icite amont 

_ W,n+l)-$(j,n) ati 

at AT 

ax - 2AX 

1 - c/2 t c/2 exp(-ij?) 
G = 

1 t c/2 - c/2 exp(-ij9) 

K = v t uAX/2 - u*AT/2 

figures (11.14,11.14bis) 

11.3.2.7 Schéma A.D.E (Exp7icite:diasona7e descendante) 

a$ W,n+l)-$(j,n) -= 
at 

a# Il(j+lon)t~~j,ntl)-~(j,n)-~(j-l,n) 
-= 

fx 2AX 

1 t c/2 - c/2 cosj9 - ic/2sinS 

u- ltc/2 - c/2 cosfi t ic/2sinfi 

K-v - u*AT/2 

figures (11.15,11.15bis) 

11.3.2.8 Schéma A.D.1 (Imp7icite: diasona7e ascendante) 

$(j,n+l)W,n) a$ _ 

at AT 

ax - 2AX 

1 - C/2 t c/2 cosj9 - ic/2sinfi 
”  -  

1 - c/2 t c/2 cosb t ic/2sinfl 

K=u - u*AT/2 

(11.96) 

(11.97) 

(11.98) 

(11.99) 

(11.100) 

(11.101) 

(11.102) 

(11.103) 

(11.104) 

(11.105) 

(11.106) 

(11.107) 

figures (II.lG,II.l6bis) 
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Schéma implicite centré 1 
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Schéma implicite diffsrences amont 
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Schéma de Cranck Nicolson 
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Schéma semi implicite amont 
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Schéma A.D.1 descendant 
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Schéma A.D.1 ascendant 
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11.3.2.9 Remaraues 

A l'exception du schéma centré explicite les divers schémas 

évoqués, présentent de bonnes caractéristiques de propagation quand le 

nombre de points par longueur d'onde est important. La condition de 

stabilité des schémas explicites est généralement réduite à celle de C.F.L 

où le rapport AT/AX ne devrait pas excéder la pente de n'importe quelle 

caractéristique et, a fortiori, de la plus importante. Tout le long de 

chaque caractéristique la grandeur d'une certaine quantité est toujours 

conservée. Le problème se ramène à définir une solution de la forme: 

$(x,ttAT) = #(x-uAT,t) 

Les méthodes explicites diffèrent l'une de l'autre par la 

procédure utilisée dans la détermination de $(x-uAT,t). La technique la 

plus simple étant l'interpolation où la variation de la variable 

dépendante est supposée évoluer linéairement. En suivant la particule 

durant son déplacement, si le nombre de courant est égal à l'unité 

(uAT=AX), on obtient la solution exacte des équations; 

dU,W = W-14) 

Mais l'expression uAX/AT=l ne peut se conserver durant le 

calcul que si la bathymétrie est constante et que le nombre de Froude varie 

lentement. Ces deux conditions sont rarement rencontrées dans les 

milieux naturels. Généralement c est différent de 1. Dans ces cas le calcul 

de la solution se fait en suivant la caractéristique jusqu'à son 

intersection avec la ligne correspondante à (ntl)AT. La grandeur recherchée 

est par suite calculée par interpolation entre les noeuds (j,n) et (j-1,n) 

(différence aval), ou (j,n) et (jtl,n) (différence amont), ou (jtl,n) et 

(j-1,n) (différence centrée). 
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(Explicite centré) (Explicite amont) 

Si l'interpolation est effectuée entre les noeuds jtl, 

j-l, on obtient le schéma de Leith. Ce type de développement conduit 

expressions suivantes : 

$(j,n+l) = W,n) - .s(uAT/AX>(~(j+l,n>-~(j-l,n)) 

doma 

j et 

aux 

t .5(uAT/AX)*($(jtl,n)-Z$(j,n)+$(j-1,n)) (11.108) 

G = 1 t c2(cosJ-1) - icsin#I 

D'après les figures 11.17,11.17b 

ine de dépendance doit contenir la 

(II.1 

is, on remarque que 

caractéristique, s 

‘9) 

le 

non 

l'interpolation n'est 'plus exacte. Cela revient à imposer un nombre de 

courant inférieur à l'unité (Condition de C.F.L). Cette méthode 

présente l'avantage d'avoir une diffusion numérique nulle. 

Dans les schémas explicites où les nombres de courant sont 

inférieurs à l'unité et le module des facteurs d'amplification est 

inférieur à 1. Dans ces cas, quelque soit la composante étudiée, le module 

du coefficient de Fourier de la K ième harmonique n'augmente pas en fonction 

du temps. Quand KxAX/L est petit, le module de G se rapproche de l'unité 

et, par conséquent, pour un grand nombre de noeuds par longueur d'onde L, . 
. . 

la Kleme composante serait faiblement atténuée. Pour les nombres de courant 

supérieurs à l'unité toutes les composantes sont amplifiées à chaque pas de 
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temps. Cette amplification augmente quand le nombre de points par longueur 

d'onde diminue. 

Parmi les méthodes d'interpolation suggérées pour le calcul 

du terme advectif on citera la méthode de Zimmerman (1980) et la méthode de 

Holly et a7. (1977). La première repose sur une interpolation cubique en se 

servant des noeuds j-2, j-l, j, jtl, tandis ,que la seconde, consiste à 

exprimer $(j ,ntl) en fonction des valeurs des variables dépendantes et de 

leurs dérivées aux noeuds j et j-l, suivant l'égalité polynomiale : 

t Bo* + Ca t. D $(j,ntl) = Ao 

avec Q = (uAT/AX) 

Les schémas impl icites conduisent à des tond itions de 

stabilité moins restrictives que celles imposées par la condition de C.F.L. 

Leur choix est justifiable par la possibilité d'utiliser un pas temporel 

supérieur à celui autorisé par les méthodes explicites. Ceci conduit dans 

les problèmes mono-dimensionnels à une économie appréciable en temps de 

calcul. 

Quand le nombre de noeuds par longueur d'onde est faible, les 

caractéristiques de propagation sont fortement détériorées. Dans ces cas, 

les méthodes centrées sont préférables aux autres. 

Bien qu'elles soient toutes deux inconditionnellement 

stables, les méthodes semi-implicites présentent l'avantage, par rapport 

aux méthodes totalement implicites, de pouvoir toujours ramener les 

équations à une forme tri-diagonale. Cette forme n'est obtenue par des 

schémas implicites que pour les équations mono-dimensionnelles; en revanche 

quand on passe à deux ou trois dimensions, les résolutions algorithmiques 

par des méthodes de double balayage, sont généralement plus rapides que les 

méthodes d'inversion de matrices (penta-diagonale dans le cas bi- 

dimensionnel). Les expériences montrent que l'avantage des méthodes semi- 

implicites sur les méthodes explicites, réside en ce qu'elles permettent 
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T"utilisation d'un pas de temps de 2 à 3 ordres de grandeurs supérieur à 

celui autorisé par la condition de C.F.L. 

La méthode A.D.1 est la plus utilisée des méthodes semi- 

implicites. Bien qu'elle conduise à une erreur de phase supérieure à celle 

de Cranck Nicholson, la rapidité de sa convergence la rend préférable 

surtout dans les problèmes bi ou tri dimensionnels. 

11.3.3 Problèmes des harmoniques supérieures 

La méthode des séries de Fourier impose un nombre d'onde 

maximal égal au nombre maximal de noeuds dans le, domaine d'intégration de 

façon à pouvoir faire passer une fonction par tout les points de la 

grille. Ceci est généralement effectué par un choix judicieux des 

coefficients de Fourier. Il s'ensuit que la plus faible harmonique que 

l'on peut représenter aura une longueur d'onde égale à 2AX. Toutes les 

harmoniques de longueur d'onde inférieure à 2AX ne sont pas reconnues par 

le système. Ces harmoniques courtes sont à l'origine des oscillations 

spatiales dues à l'énergie échangée entre les diverses composantes des . 

séries de Fourier. Cette interaction est liée au caractère non linéaire des 

équations du mouvement. 

Physiquement, ce phénomène est interprété par le fait que 

l'énergie due à la turbulence se déplace généralement des grands 

tourbillons vers les petits à travers de petites turbulences. Ces 

dernières se dégradent en énergie interne par l'intermédiaire des termes 

dissipatifs (Phillips, 1958). Si aucun mécanisme dissipatif n'est présent, 

l'énergie accumulée dans ces ondes courtes est retransmise aux ondes 

longues, tendant ainsi à détruire ces composantes de grands intérêt. Cette 

confusion des fréquences est une conséquence inévitable de la 

discrétisation (Hamming, 1962). 
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Afin de remédier à ces parasites numériques plusieurs 

possibilités existent: 

l”- réduire le pas d'espace AX, 

2"- introduire un coefficient de viscosité artificielle (Ronday, 1975), 

3"- donner plus d'importance aux termes de frottements (Salomon, 1976), 

4"- utiliser une interface dissipative (Cunge et al., 1980). 

11.3.3.1 Réduction de AX 

La réduction du pas spatial est conditionnée par la grandeur 

du milieu étudié et par le support informatique disponible. Cette solution 

appliquée sur un espace à n dimensions et pour une méthode explicite 

conduit à une augmentation du temps de calcul d'un facteur égal à: 

2tn 

(11.110) 

Cette solution permet la minimisation de l'erreur de 

troncature par l'utilisation d'un grand nombre de p'oints par longueur 

d'onde mais conduit inévitablement à une augmentation du coût de la 

simulation. 

11.3.3.2 Viscosité artificie77e 

La méthode de Hirt appliquée aux diverses discrétisations 

précédentes, montre que pour certains développements, un nouveau terme 

vient s'ajouter à l'expression du coefficient de viscosité. Ce terme 

n'étant pas physique, il est habituellement défini comme une pseudo 

viscosité ou une viscosité artificielle, va. 

L'interprétation de ce terme découle du fait que pour un 

nombre de Reynolds (relatif à une maille), la structure de la solution ne 

peut être qualitativement résolue. La plus faible harmonique reconnue par 
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le système étant celle de longueur d'onde égale au double de la dimension 

de la maille à laquelle correspond un nombre de Reynolds égal à 2. La 

pseudo-viscosité représentera l'augmentation artificielle du coefficient de 

viscosité réel qui permet de réduire le nombre de Reynolds de UAX/u à 

UAX/(utu,). Ce terme supplémentaire quadratique, est une erreur de 

troncature particulière. 

Von Newmann et Richtmyer (1950) furent les premiers à 

utiliser la correction effectuée par l'introduction d'un terme de viscosité 

artificielle afin de réduire les oscillations qui apparaissent dans les 

simulations des ondes de chocs. Richtmyer (1978) a montré que 

l'utilisation de ce terme est équivalent à l'introduction d'un coefficient 

de viscosité faible pour les petites oscillations et important pour les 

grandes. 

Les essais effectués par Owen (1984) sur l'équation de 

transport montrent qu'un bon accord avec les solutions analytiques est 

obtenu quand le coefficient de viscosité artificielle est plus faible que 

le coefficient de viscosité réel. 

Généralement ce qui est important n'est pas l'ordre de 

l'erreur qui est strictement applicable quand AX et AT tendent vers zéro, 

mais plutôt la grandeur de cette erreur pour certaines valeurs de AX et AT. 

C' ajout d'une viscosité artificielle détériore dans certains schémas 

l'ordre de troncature mais la grandeur de l'erreur reste négligeable. 

11.3.3.3 Terme de frottement 

Le frottement au fond est le terme dissipatif le plus 

important des équations du mouvement. Il constitut un processus dissipatif 

"physique" en contraste avec la viscosité artificielle qui, elle, 

représente un processus d'atténuation "numérique". Son expression est 

fonction de la vitesse et (en théorie) de la hauteur de l'eau. 
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Afin de mettre en évidence son rôle, nous nous proposons de 

résoudre l'équation (II. 111), en supposant une profondeur localement 

constante. 

dU 
+ K.U.lUl = 0 

at 

9 
K= 

C2 H 
pour une expression du type Chezy. 

9 
K= 

M2 H4/3 
pour une expression du type Manning-Strikler. 

au U(j,n+WJ(j,n> 
-= 

at AT 

K.U.IUl = K.U(j,n).lU(j,nte)l avec Oi8tl 

A- Si 8 = 0 (déveloopement explicite1 

Uj,n+l) = U(j,n).( 1 - K.AT.IU(j,n)l) 

L'instabilité se fera sentir quand: 

2' 
AT > 

K. lUj,n) 1 

B- Si 8 = 1 (développement implicite1 

1 
U(j,ntl) = U(j,l).( 

1 t K.lU(j,n)l .AT 
) = U(j,l) * 6 

(11.111) 

(11.112) 

Pour toutes les valeurs de AT, B est inférieur à 1; cette 

formulation conduira donc toujours à la stabilisation de l'équation. Il 

s'ensuit qu'une discrétisation implicite du terme de frottement est 

préférable afin de lui attribuer les caractéristiques dissipatives 

nécessaires. 

11.3.3.4 Interface dissipative 

Outres les possibilités évoquées précédemment, certains 

auteurs suggèrent l'utilisation d'une interface dissipative, (Cunge, 1981, 
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Abbatt, 1979). Cette technique, suppose une variation linéaire de la 

propriété fluide considérée. Elle consiste à faire une moyenne d'une ou de 

plusieurs variables dépendantes avant de les utiliser au pas de temps 

suivant. La moyenne peut être : 

Centrée: 0 I a 5 1/2 $'(i) = a$(itl) t (l-Za)$(i) t Cr$(i-1) 

Amont : OLa< $'(i) = a$(itl) t (1-a)$(i) 

Aval : Osa<1 $'(i) = (1-a)$(i) t @(i-l) 

L'interface représente une procédure de réajustement 

périodique de la solution. Dans cette procédure, la quantité totale d'une 

variable n'est pas changée mais uniquement sa distribution dans le domaine 

d'intégration. Cet artefact numérique, nécessaire à la stabilisation des 

schémas non dissipatifs, est assez répandu dans les simulations des 

phénomènes rapides (rupture de barrage, onde de choc, ressaut hydraulique 

. ..). Un des schémas les plus répandu utilisant cette technique est celui 

de Lax-Wendroff (1960) qui n'est autre que le schéma non dissipatif connu 

sous le nom de "Leapfrog" à qui est appliqué une interface, dissipative 

centrée (a = 1/2). 

11.3.4 Propriété de transport du terme advectif 

Outre les problèmes induits par le caractère numérique, la 

discrétisation du terme non linéaire advectif doit respecter la propriété 

de transport qui caractérise l'advection. 

Une discrétisation en différences finies respecte la 

propriété de transport si l'effet d'une perturbation est entraîné 

uniquement suivant la direction de l'écoulement. Cette propriété sera 

analysée par la méthode de la perturbation discrète pour deux types de 

discrétisations, l'une centrée et l'autre amont. 
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Pour illustrer ce problème, supposons qu'une perturbation < 

est introduite au noeud j: 

et 
$'(k) = $(k) quel que soit k différent de j 

La vitesse d'écoulement u est positive et constante. 

* ‘1 * 
j-l j 

----> direction de l'écoulement 

j+l 

L'équation différentielle étant: 

w 
-t 

at 

11.3.4.1 Discrétisation centrée 

vUn+U-$(j,n) a$ _ 

at AT 

$(j+LnhWLn) a@ = 

ax 2AX 

w - 
U -= 0 

ax 

(11.113) 

(11.114) 

W+l,n+l) - $(j+Ln) ( 0-w 1 a- 
au noeud jtl = - =- 

AT 2AX 2AX 

au noeud j 
W,n+l> - U,n> ( O-0 1 

= - = 0 
AT 2AX 

au noeud j-l 
W-Ln+l) - #(j-W ( UC-0 1 W 

= - =-- 
AT 2AX 2AX 

On remarque que la perturbation introduite au noeud j a 

disparu de ce point, ce qui est absurde. Une partie de la perturbation suit 

le mouvement réel et l'autre partie est entraînée dans la direction opposée 

à l'écoulement. Au pas de temps suivant, la perturbation réapparaîtra au 

noeud j-2 et ainsi de suite (fig.II.18). 



1.1 ,‘, ,.a I’I 1.) ,., ., k.. ,.: ..I 8.. ,.< :., 

fig.II.18- Evolution d'une perturbation (schéma centré). 

11.3.4.2 Discrétisation amont 

a$ W,n+l)-$UN 
-1 
at AT 

w W,nMj-14) -= 
ax AX 

(11.115) 

(11.116) 

Avec les mêmes conditions que précédemment on obtient: 

au noeud jtl 
$(jtl,n+l) - 3(j+Ln) ( 0-w 1 UC 

= - =- 
AT AX AX 

au noeud j 
W,n+l) - W,n) ( UC-0 ) UC 

= - = - - 
AT AX AX 

au noeud j-l 
NJ-Ln+l) - W-W 

= - 
wo)=o 

AT AX 

Dans ce cas, la perturbation est entraînée suivant la 

direction de l'écoulement en tendant à s'éloigner de son point 

d'injection. Ce type de développement réaliste respecte les propriétés de 

transport du terme advectif et, par conséquent, son utilisation est 

préférable. 

11.3.5 Rewésentativité de la discrétisation 

La précision de la résolution ne dépend pas uniquement des . 

propriétés numériques du schéma d'intégration elle est également liée à 

l'équation à laquelle sera appliqué le schéma. Afin de comparer la 
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représentativité d'une discrétisation, on a résolu l'équation de 

convection-diffusion linéarisée à coefficients constants et en régime 

permanent. 
a# a ati 

pu-=- 0- > 
ax ax ax 

Conditions aux limites: 
- x = 0 ==a=> $(O) = $. 

-x= L ==z=> $(L) = ljL 

A: So7ution ana7ytfque. 

3(x) = $L-#o 

(wW-lv) - 1) 
(ev(mVv) - 1) + $0 

B: Différence centrée. 

w $(i+l) - #(i-l) a’$ $(i+l) - 2$(i) t $(i-1) 
-= -= 
ax 2AX ax2 AX* 

on obtient; 

2v Y PU PU 
bu Ni) = ( Ax - - 2 )$(itl) t ( -!!- t - Pl(i-1) 

AX 2 
On remarque que la condition de positivité des coefficients n'est pas 

toujours vérifiée. 

C: Différence amont. 

a'$ UW - 2$(i) t #(i-l) 
-= 
ax2 AX* 

a$ WW - $U) - = 
ax AX 

Si Uz() ==E=S> w IlrU) - 3W1) - = 
ax AX 

d'où l'on aura; 

,, 2v V V 

(- + pU(l-2O))$(i) = (- - pUB)$(itl) t (- t pU(l-B))#(i-1) 
AX AX AX 

Dans ce cas la condition de positivité des coefficients est vérifiée. 
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0.6 

- K=O.1 
+ K=l 
*31c K=3 
6 Km5 
+ K=lO 

fig.II.19- Variation de la solution analytique en fonction 
du nombre de Peclet. 

. . 
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. . . . t”lz,.. : . . ri 
fig.II.ZO- Comparaison entre la solution analytique et 

les solutions discrètes. 
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0: Remaroues. 

. La figure II. 19 montre la variation de 

fonction de K=pUAX/v. L'allure de $(x) n'est linéaire 

la solution exacte en 

que pour les faibles 

valeurs de K. Au fur et à mesure que K augmente, $(x) se rapproche de la 

valeur de la limite amont. Dans notre exemple, on a choisi des valeurs 

positives de K mais cette dérnière peut être négative. Dans ce cas l'allure 

de la courbe est diagonalement symétrique par rapport aux valeurs obtenues. 

La figure 11.20 illustre une comparaison entre la solution 

continue exacte et les solutions discrètes centrées et excentrées. Il se 

dégage de ces résultats les conclusions suivantes: 

- le schéma centré ne donnera des résultats réalistes que si 

les valeurs de K sont faibles; cependant quand on dépasse l'unité les 

valeurs divérgent jusqu'au point de dépasser les valeurs imposées aux 

limites. En conséquence, afin de garder K dans les limites tolérables, deux 

éventualités sont possibles: la première consiste à augmenter la viscosité 

d'une valeur artificielle; la seconde consiste à réduire le pas spatial. 

Cette dernière possibilité n'est pas toujours une stratégie adéquate à 

cause de ses conséquences sur le coût et le temps des simulations. 

- la discrétisation amont a conduit à des résultats qui se 

rapprochent de la répartition réelle de la grandeur $J quelles que soient 

les valeurs de K. Quand ces dernières sont importantes les schémas amont 

sous-estiment la valeur exacte, ceci est dû au fait que le schéma prend 

toujours en compte la diffusion qui est théoriquement abscente. 

- si l'étude était basée sur l'approximation par des séries 

de Taylor, le schéma centré qui possède une erreur de troncature du 3ème 

ordre doit être plus précis que les. schémas excentrés dont l'erreur de 

troncature est du 2ème ordre. En raison de la variation exponentielle de'la 

fonction solution de l'équation convective-diffusive, l'approche par des 

séries de Taylor n'est valable que pour les très faibles pas spatiaux; dans 
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le cas contraire elle conduirait à des conclusions erronées. De plus, le 

schéma amont semble augmenter la diffusion en ajoutant une grandeur 

artificièlle égale a pUAX/Z. Cette quantité peut être souhaitable quand 

pUAX/v est important. 

- d'autres développements sont proposés dans la littérature. 

Les meilleurs étant les schémas hybrides dont la conception repose sur la 

combinaison des avantages acquis par les schémas amont et centré. Ainsi 

pour les faibles valeurs de K, la discrétisation est centrée et dans le cas 

contraire elle est amont, tout en supposant une viscosité nulle. Ce type de 

schéma conduit à une amélioration de la représentativité de la 

discrétisation en ramenant la solution "discrète" vers la solution exacte. 

Un exemple de ce type de schéma est donné par Spalding (1972), Raithby 

(1976) et Patankar (1980). 

11.3.6 Conclusions 

La difficulté du traitement numérique de l'équation complète 

nous a conduit à analyser les propriétés du terme advectif à partir 

d'équations simplifiées et incomplètes. Ces analyses ne sont que des 

approches préliminaires qui facilitent la compréhension des propriétés 

numériques et physiques liées au caractère particulier du terme advectif. 

Les conditions obtenues ne constituent que des conditions souhaitables dans 

toute modélisation de phénomènes où l'advection joue un rôle important mais 

leur généralisation n'est pas valable. 

Les schémas analysés ne seront applicables qu'à des 

propagations s'effectuant suivant les mêmes conditions que l'étude 

numérique. Cette dernière impose des hypothèses et simplifications qui 

diffèrent généralement des situations réelles. Un choix des pas spatio- 

temporels qui respectent le critère de stabilité de Von Newmann 

est conditionné par la validité et la précision de la méthode d'analyse. 
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D'un autre côté, l'introduction des autres termes des équations du 

mouvement, la variation des coefficients des équations et le traitement 

des limites affectent le critère de stabilité. On a démontré que le terme 

de frottement peut avoir un rôle déstabilisant si son expression est 

explicite; Par contre, il joue un rôle dissipatif souhaité si sa 

dicrétisation est implicite. 

Le respect des propriétés numériques d'une discrétisation ne 

conduit pas forcément à la meilleure descriptirn des processus physiques 

étudiés. Il est évident qu'une discrétisation centrée possède une erreur de 

troncature inférieure à celle d'un développement amont mais ce dernier, 

pour des nombres de Peclet supérieurs à l'unité, décrit mieux le phénomène 

de transport induit par l'advection et conduit à des résultats plus 

réalistes. 

L'introduction d'un artefact numérique dissipatif est un 

moyen efficace d'atténuation des harmoniques supérieures. Certains auteurs 

essayent de forcer ce phénomène par un choix de valeurs exagérées aux 

coefficients de :,v-iscosité artificielle afin de lui donner un pouvoir 

dissipatif important (Ronday, 1976). Certes, cette technique atténue les 

ondes supérieures qui apparaissent dans les simulations des phénomènes 

rapides mais elle entraîne une diminution d'ampleur de toutes les, autres 

harmoniques réduisant ainsi l'avantage acquis par son utilisation. 

Cette étude n'a pas pris en compte l'influence des 

discrétisat ions des noeuds proches des limites. Ces dernières condu isent 

généralement à l'utilisation de développements d'ordre inférieur à celui 

utilisé à l'intérieur du domaine. La précision totale et le critère de 

stabilité sont en conséquence influencés par ce traitement. Ce point sera 

développé dans le chapitre suivant. 

Chaque schéma introduit une diffusion numérique. Un certain 

niveau d'oscillation est tolérable. Ces faibles parasites numériques ne 
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sont pas importants en regard des incertitudes sur le système physique., La 

précision d'une méthode de discrétisation ne constitue pas le seul critère 

dans le choix des développements à adopter. ‘Ces derniers sont fortement 

conditionnés par la nature des phénomènes étudiés d'une part, et par le 

coût et le temps nécessaire pour obtenir des résultats satisfaisants 

d'autre part. Dans certains cas, un schéma simple est préférable à une 

résolution complexe qui demande une programmation lourde et nécessite trop 

de tests aux limites. 

On pourrait formuler la question fondamentale de la manière 

suivante: faut-il améliorer la précision d'une discrétisation en réduisant 

sa représentativité physique ou bien est-il préférable de respecter les 

propriétés physiques des termes des équations au détriment d'un 

dével'oppement de moindre précision?. Il est délicat de donner une réponse 

satisfaisante à ces questions. Les développements théoriques ne peuvent se 

substituer aux essais empiriques qu'il faut réaliser dans les milieux 

naturels avec divers types de discrétisations afin de comparer les valeurs 

obtenues aux valeurs théoriques ou observees tout en tenant compte des 

impératifs de moindre coût et de temps de calcul. 



163 

CHAPITRE 3 
MOUVEMENT TRANSITOIRE 
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Chapitre III 

CIRCULATION TRANSITOIRE 

111.1 MODELES DE SIMULATION 

111.1.1 Introduction , 

La modélisation des phénomènes naturels doit être 

suffisamment précise, simple d'utilisation et économique. L'outil élaboré 

doit respecter les propriétés physiques et numériques des équations du 

mouvement, même pour les termes qui présentent une faible contribution dans 

les phénomènes étudiés, afin qu'il puisse être adaptable à un large 

éventail de problèmes pratiques. 

Les chapitres précédents ont évoqués diverses conditions à 

respecter pour augmenter le réalisme des discrétisations. Les 

développements à choisir devraient réduire les erreurs de troncature et 

éviter l'apparition d'ondes parasites, surtout aux limites. La précision 

d'un schéma dépendra du niveau de respect des propriétés de consistance, de 

convergence et de stabilité. 

Le modèle développé pour la simulation de la circulation dans 

l'estuaire de la Casamance se base sur les priorités suivantes: 

l”- Résolution suivant une grille totalement imbriquée. 

2"- Discrétisation semi-implicite à pas fractionnaires. 

3"- Stabilité inconditionnelle de la version linéarisée. 

4"- Précision du second ordre et au moins du premier ordre aux limites. 

5"- Schéma dissipatif sans toutefois déteriorer la précision. 

Du fait de la particularité de l'estuaire de la Casamance, 

plusieurs discrétisations ont été essayées. Le choix s'est basé, d'une 

part, sur les propriétés présentées dans les chapitres précédents et, 



165 

d'autre part, sur les résultats des fréquents tests réalisés 'avec 

différents types de développements. 

Chacun des trois modéles qui seront présentés dans la suite, 

possède quelques avantages et inconvénients par rapport aux autres. La 

différence entre eux est principalement liée aux discrétisations spatio- 

temporelles des divers opérateurs, qui conduisent selon le cas à un système . 

à 4 ou 6 équations algébriques. Leur condition de stabilité est la même: 

une fois linéarisés, ils présentent une forme simplifiée équivalente. Si le 

facteur "temps de calcul" est à prendre en considération, le second système 

est préférable surtout dans les milieux qui présentent de vastes zones 

inondables nécessitant le recours à de fréquents tests aux limites. 

Ce chapitre sera consacré à la présentation des diverses 

discrétisations des points internes et des points aux limites du domaine, 

ainsi qu'à l'algorithme de résolution. Une revue bibliographique rapide de 

quelques modèles bi-dimensionnels en plan suivra cette présentation, quant 

à la dernière partie elle sera consacrée au modèle mono-dimensionne1 

'utilisé dans la procédure de calage des coefficients de frottement au fond. 

111.1.2 Discrétisations des équations 

! ,v A V 1 7 T Y 

U 4 ------ --.- t G 

p 
,u ---- +.v ----. u 

4 I I L . 
I T 

U If ----- * --Ve 

iV 

+!f- - - - ,.u 

'V k 1 . I 

T- 
0x 

OY 

fig.III.l-Schéma d'intégration. 

Le modèle élaboré repose sur la méthode du pas fractionnaire, 

où les différents opérateurs des équations du mouvement sont résolus en 

deux étapes; la première, suivant la direction ox, où on calcule les - 



166 

variables .$ et U et, la deuxième, suivant l'axe oy, où on calcule les 

variables [ et V. 

Cette technique permet, d'une part, de se ramener à chaque 

étape à des résolutions sur un seul axe d'espace et, d'autre part, de 

conserver, par sommation directe des différentes étapes, les équations de 

départ, où certains termes sont calculés à des pas de temps intermédiaires. 

111.1.2.1 Eaoation de continuité 

atE w-w au-w -t t - = 0 
at ax a Y * * ------- ------- * 

B, B Ql 

L'équation de continuité et la propriété de conservation de 

masse, sont intimement liées. "Aucun trou ne pouvant se produire dans le 

fluide l'excès de masse fluide entrant, pendant un temps AT, dans un 

élément géométrique SxSySz, qui demeure constamment au sein du fluide, doit 

servir à augmenter la masse pendant ce même temps" (Lacombe, 1965). 

Une méthode des différences finies possède les propriétés de 

conservation de masse, si elle respecte certaines relations intégrales de 

conservation de l'équation de continuité (Roache, 1972). Cette notion 

s'explique par: le pourcentage d'accumulation dû à une propriété $ dans un 

volume V est égal à la somme du flux advecté et du flux diffusé à travers 

la section Sv de V. 

Dans la suite, on analysera cette propriété, suivant une 

approche mono-dimensionnelle, pour les diverses discrétisations testées 

dans l'estuaire de la Casamance. 
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111.1.2.1.1 Etude du terme Bcr 

a( WU) a( 
-t-s = 0 
at ax 

- t B, 
at 

comme t est indépendant des variables spat 

précédente sur un volume V conduit à: 

s 

a4 a -dV=-- 
v at I 

d dV 
at v 

En appliquant le théorème de divergence de 

iales, l'intégrale de l'équation 

Gauss on obtient: 

1 V(vH) dV = 1 (vH) n dS c 
Jv Jbv 

avec: 

6V : frontière de V 

n : vecteur normal unitaire. 1 
m: indice spatial suivant ox . 

n: indice spatial suivant oy . 

k : indice temporel. 

positif s'il est sortant) 

Le premier terme de l'équation de continuité ne pose pas de 

problème. Son développement dépend de la méthode choisie pour la 

discrétisation temporelle des équations du, système. Si cette dernière 

repose sur la méthode du pas fractionnaire, le choix, d'une part, des 

variables dépendantes à prendre aux étages de temps intermédiaires et, 

d'autre part, le nombre voulu d'équations à résoudre conditionneront la 

discrétisation de ce terme. Par contre le terme B, est plus délicat. Il 

représente, suivant un axe bien déterminé, le. produit de la hauteur totale 

d'eau par la composante de la vitesse dans la maille considérée. Il 

s"ensuit qu'il renferme un produit de deux variables dépendantes et d'une 
, 

constante locale. 
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Deux grandes familles de développements existent: la première 

consiste à discrétiser B, en conservant sa forme et, la deuxième consiste à 

développer l'expression de B, avant la discrétisation, suivant; 

W-W Hau UaH 
=-+- 

ax ax ax 

On supposera en première approximation que la profondeur est 

constante, ce qui permet d'annuler le terme (2); 

A: Etude de la Première fami77e. 

a4 qJk+l (ml - cbkW 
1- -= 

at AT 

au-u (HU) k (mtl) - (HU)k(m-l) 
2- = 

ax 2AX 

x-AX/2 xtAX/2 
* -- ------ ---em- t * ------t------*-- 

m-l m ,mtl 
Il 12 

Considérons une région V, limitée par x E (11,12) et évaluons 

la somme S: 

S 
1 12 = -2 &AX 

AT 1, 

1 
- ( x2$ AX - h$ AX ) = 

AT 1.’ 1, i 
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Il 
Il-l-1 
Il+2 

. 
. 

Ii-2 
12-l 
12 

B = W>I~-1 - (W>I1+1 wiu 11 - (“~)Ilt2 
(u6)11,1 - t”#) Il+3 

. . 
. . 
. . 

(W) 12-3 - (W)I2-1 
P?u,,-, - (UN,, 

WI24 - Wd>p+1 
____________________----------------------------------------- 

B = ( (W rlsl - (W) r1 1 - ( CU& 12-1 - (WI 12+1 1 

d'où l'on obtient: 

B/2 = W) 11-1/2 - W) 12-1/2 

Le taux d'accumulation d'une propriété $ dans un volume V est 

égal au flux à travers sa frontière 11-1,2, il en résulte que ce type de 

discrétisation respecte les propriétés de conservation. 

L'application du premier choix à l'équation de continuité 

conduit aux discrétisations suivantes: 

~mAX,nAY,(kAT)~ En 

8-c 
- = (f(m,n, (kt0.5)AT) - Ek(m,n,kAT))/0.5AT 
at 

auw 
ax 

= ( K, Uk+l(mt1/2,n) - K, Uk'l(m-1/2,n) ) /AX 

w-w 
= ( K3 Vk+1/2(m,n+1/2) - K4 Vk+1/2(m,n-1/2) ) /AY 

K1 = ( hmtl/2,nt1/2 + hmt1/2,n-1/2 + tm,n + Emtl,n )i2 
K2 = ( hmt1/2,n-1/2 + hm-1/2,n-1/2 + em,n + Em-1,n )i2 

K3 = ( hm+1/2,n+1/2 + hm-1/2,nt1/2 ’ em,n + Em,n+l )12 

K4 = ( hmtl/2,n-1/2 + hm-1/2,n-1/2 + (m,n + cm,n-1 )12 

En (mAX,nAY.(ktl)AT) 

a[ 
-= (e(m,n,(ktl)AT) - ~k(m,n,(kt0.5)AT))/0.5AT 
at 

WU) 
ax 

= ( K, Ukfl(mtw,n) - K, Uk+l(m-w,n) ) /AX 



170 

W-W 
= ( K3 Vk+3/2(m,n+1/2) - K4 Vk+3/2(m,n-l/2) ) /AV 

aY 

Kk = ( hm+1/2,n+1/2 + hm+1/2,n-1/2 + Em,n + Em+l,n )i2 ~ 
K2 = ( hmtl/2,n-1/2 + hm-1/2,n-1/2 + Em,n + Em-1,n )i2 
Ic3, = ( hm+l/2,n+l/2 + hm-l/2,n+1/2 + fm,n + Em,n+l Il2 
lW = ( hmtl/2,n-1/2 + hm-1/2,n-1/2 + Em,n + Em,,-1 )j2 

Dans le cas des systèmes fermés, l'intégration numérique sur 

tous les noeuds (m,n) du domaine étudié, conduit à l'annulation du flux de 

masse aux interfaces des divers volumes de contrôle. En conséquence, il y 

aura conservation, d'une part, de masse et, d'autre part, de la variante 

moyenne de la profondeur. Cette dernière permet l'annulation de l'énergie 

potentièlle fictive (gH2) qui pourrait être créée ou libérée par le système 

à chaque pas de temps (Lamb, 1932). 

B: Etude de la deuxième famille. 

avec 

a4 a# -tu-= 0 
at ax 

#k+l(i) - $k(i) $(i+l) - #(i-l) 
= - 

AT 'i 2AX 

La somme S dans une région V, serait: 

1 4 1 1 
y-y ( T #i AX - lmr AX ) = y T2 ( Ui( tiiml - #i+l >> 

1 1 1 

= ( %+2 - “11 ) $Il+1 

qui, à l'exception du cas particulier d'une vitesse 

constante, ne respecte pas la propriété de conservation de l'équation de 

continuité. Pour ce type de développement, le choix de la première famille . 

est souhaitable. 
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111.1.2.2 Oueluues tvpes de discrétisation testée 

Bien que le premier type de discrétisation ait été utilisé, 

il nous est apparu intéressant de présenter d'autres développements de 

l'équation de continuité qui ont donné des résultats satisfaisants dans les 

simulations de la circulation dans l'estuaire de la Casamance. Ces 

discrétisations ont imposé, dans certains cas, des modifications des 

développements de l'équation dynamique que l'on évoquera par la suite. 

111.1.2.2.1 Deuxième tvoe de discrétisation 

Le deuxième type de discrétisation repose sur le 

développement du terme B, de l'équation de continuité suivant la forme: 

ww fN-%w auw w ux 
-= z-t--- t- 
ax ax ax ax ax 

Le terme explicite est centré en conservant le produit de la 

hauteur d'eau par la composante de la vitesse V. L'équation de continuité 

se ramène à: 

ac au-w) a (hU)k+l’Z aUk+1/2 aek+1/2 

-t- t- + c(kw) - t U(k-1/2) - = 0 
at ay ax ax ax 

+-- a --+ te---- b -----+ +---- c ----- t 

avec au noeud (m,n,kAT). 

avw 
a = 

ax 
= ( K, Uk+1/2(mt1/2,n) - K, Uk+1/2(m-l/2,n) )* / AX 

Kl = ( h(mt1/2,nt1/2) t h(mt1/2,n-1/2 )/2 
K2 = ( h(m-1/2,nt1/2) t h(m-1/2,n-1/2 )/2 

eau 
b = - = (Uk+1'2(mtl/2,n) - uk’1’2(m-l/2,n))*~k-1’2(m,n)/AX 

ax 
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w 
C = - = A,/AX 

ax 

Al = Uk-1/2(mti/2 n)*( ~k+1/2(mtl n) - ~k+1/2(m,n)) , , si U(m,n) > 0 

A 1 = Uk-1/2(m-uz n)*( ek+1/2(m n) - <k'1/2(m-l,n)) > > si U(m,n) 5 0 

ww 
=atbtc 

ax 

- = ( [k+1/2(m,n) - Ek(m,nj ) /.5AT 
at 

avec, 

~~m,nJd = (lma)Em,n + "(Emtl,n + Em-1,n + Em,ntl + Em,,-1) 
et (Y = ( 1, 1/4, 0) 

w-w 
= ( Hk(m,n+w) Vk(m,n+w) - Hk(m,n-112) Vk(m,n-112) ) / AY 

ay 

avec: 

Hk(m,n+u2) = hk(m,n+u2) t ek(m,n+u2) 

Hk(m,n-w) = hk(m,n-w) t tk(m,n-w) 

H(m,n+uz) = H(m-uz,ntw) t H(m+w,n+w) / 2 

H(m,n-112) = H(m-uz,n-112) t H(m+w,n-u2) / 2 

f(m,n+i/*) = C( m,n+l) + Nbn) / 2 

C(m,n-112) = f(m,n-1) t <(m,n) / 2 

A: Etude de la conservation. 

Terme i%$/at : Cl 

1 
( +[(i,ktlp) AX - i*e(i,k) AX ) 

AT/2 1, Il 
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Terme a(hUlj8x : C2 

.5 t( (K1 U(ituz,ktuz)) - (K2 U(i-uz,ktuz)) ) 
2 

avec 
K1 = h(mtl/z,ntuz) t h(mtl/z,n-w) 

K2 = h(mtue,ntuz) t h(m-l/z,n-uz) 

Terme flll/dx : C3 

T ( ~(i,k-1/z)U(it1/2,ktu2) - f(i,k-l/z)U(i-l/z,ktl/z) ) 

2 

Terme lM.f/~x : C4 

12 
.5 2 ( (K1 U(itw,k-112)) - (K1 U(i-w,k-uz)) ) 

I* 

avec: 
K1 = [(m+l,n,ktuz) - [(m,n,ktw) si U(m,n) > 0 

Kl = f(m,n,kwz) - E(m-l,n,ktw) si U(m,n) 5 0 

L’intégrale entre Il et 12 de l’équation de continuité conduit à: 

x wJ) au x - =-- - c - -.u - 
at ax ax ax 

1 
Al = 12 ( X f(i,ktl/z) AX - 12 C c(i,k) AX ) 

AT/2 1, Il 

A2 = .5 !( (K1 U(itu2,kwz)) - (K2 U(i-l/z,ktl/z)) ) 

2 

avec 
Kl = h(mtw,ntuz) t h(mtw,n-112) 

K2 = h(mt~~e,nt~~z) t h(m-l/z,n-112) 
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i = 1, *5(K2”) Il-l,2 - *5(Kl”) 11+1/2 

i = Ilfl ~5(K2”),,+l,, - .5(K,“) 11+3,2 
i = Il+2 *5(K*“) 11+3,2 - .5(Kl”) I1+5,2 
i = Il+3 ~5(K2U),l+5,* - -5(Kl") I1+7,2 

. 

. . 

i = 12-3 .5W2")I,-7/, - ~W,"),,~,/, 
i = 12-2 .5($“) 12-512 - *5(Kl”) I2-3/2 

i = 1,-l .5(K2U),2-,,2 - .5W,"),,-,,, 
i = 1, *5(K2”)12-l/2 - ‘5(Kl”)12t1/2 ---------__---------------------- 

i2 = 
Il 

( -5 K,“) Il-l/2 - ( *5 Kl”) I2+1/2 

D'où il vient que l'accumulation d'une propriété 4 dans un 

volume V est égale au flux de 4 dans V à travers la limite Il-112. 

A3 
12 

= I ( [(i,k-1/2)U(iwz,k+1/2) - [(i,k-1/2)U(i-l/2,k+1/2) ) 
2 

i = 1, C(I,)(U(I,-1/2) - U(11t1/2)) 

i = Il+1 f( 1,tl) (U( 11t1/2) - U( 11+1/2)) 

i = Il+2 [( 1,+2) (U( 11t1/2) - U( Ip2)) 

i = Il+3 f( 1,+3) (U( I1tl/z) - U( 11+1/2)) 

. . 

. . 

i = 12-3 [(I,-3)("( 12-~2) - U(12-~2)) 

i = 12-2 [(I,-2)("(1,-1/2) - U(12-1/2)) 

i = 1,-l C(I,-l)(U( 12-1/2) - U(12-1/2)) 

i = 1, Yg 12) (U( 12-1/2) - U( 12t1/2)) 
______-__---------__----------------- 

i2 est différent de zéro 

11 

Ce type de développement est non-conservatif, Il en est de . 

même pour A4; malgré celà, il a donné des résultats satisfaisants dans 
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l'estuaire de la Casamance. Ceci est peut être dû à la faible contribution 

des termes a et b par rapport au terme c. En effet : 

( C<<C h ) 
1 w-w au a[ 

et ) ===> - >>> ( -tu- 
) ax ax ax 

aujax <<< ) 

Le développement de la forme précédente conduit aux 

expressions suivantes: 

En (m,n) suivant ox: 

(K3AT U(mt1/2,n,k-1/2)) 
f(mtl,n,ktl/2) t 

2AX 

(l-K3)AT U(m-1/2,n,k-1/2) 
f(m-l,n,ktl/2) t 

2AX 

ltK3AT U(mt1/2,n,k-1/2) (l-K3)AT U(m-1/2,n, k-1/2) 
fhn,k+W t 

2AX 28X 

(-K2AT - AT[(m,n,k-1/2)) 
t U(m-1/2,n,kt1/2) t 

2AX 

(KlAT t AT[(m,n,k-1/2)) 
U(mtl/2,n, kt1/2) t 

2AX 

AT(Hk(m,n+ue) Vk(m,n+uz) - Hk(m,n-112) Vk(m,n-112)) 
= ~~wdd - 

2AY 

NB: La discrétisation suivant oy est symétrique. 

Remarque: Afin de remédier au problème de conservation dans le schéma du 

second type, un test a été réalisé avec le développement conservatif 

suivant: 

x WV) a(hu)kt112 auk xk 
-t- t- + t(k) - t U(k) - = 0 

at ay ax ax ax 

mais les résultats étaient instables et peu satisfaisants. 
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Il s'ensuit que la propriété de conservation est une 

condition souhaitable dans toute modélisation, mais elle n'implique pas 

forcément une meilleur précision. Ces conclusions rejoignent celles 

d'Abbott (1981), Roache (1972) et Stellins (1983), qui ont montré que 

l'utilisation d'une forme non conservatrice pour résoudre l'équation de 

diffusion à coefficients variables, conduit à des résultats plus précis 

qu'une discrétisation qui respecte cette propriété. Dans ces cas le critère 

de conservation devient un indicateur sur la grandeur de l'erreur de 

troncature. 

111.1.2.2.2 Troisième tvoe de discrétisation 

Le troisième type de discrétisation repose sur un 

développement implicite pour la composante de la vitesse perpendiculaire à 

l'axe considéré et explicite pour les autres variables dépendantes, tel 

que: 

a6 w-w a(hu)k+1/2 auk+l/2 xk -+- + + C(k) - + U(ktl/2) - = 0 
at ay ax ax ax 

avec ; 

auk+W 
t(k) - = Ek(m,n) * 

U(mtl/2,n)-U(m-1/2,n) 1 k+1/2 

ax AX 

( C(m,+C(m-M) Ik . 
[ U(m-W,n,k+W) * Si150 AX 

aek t 
U(kt1/2) - = ( 

ax ( Hm+Ln)-fh,n> Ik 
( U(mtl/2,n, kt1/2) * SilJ>O 
( AX 
( 

avec 
u = ( U(mtii2,n) t U(m-i/2,n) ) /2 
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A: Etude de la conservation. 

L'intégrale de Ui3(/ax + (N/ax entre 1, et 1, amène à: 

Pour U > 0 

i = 1, -“Il-l/2 (611 - hl-1) - Gl”Iltl/L! + hl”Il-1/2 
i = I1+1 -“11+1/2(~11+1-w - Qltl”Il+3/2 t htl”Iltl/2 
i = I1+2 -“11+3/2(h1+2-hltl) - fI1+2”Ilt5/2 + fI1+2”11+3/2 
i = I1+3 -“11+5/2(h1+3-h2) - h1+3’11+7/2 ’ f11t3U11+5/2 

. . 

. . 

. . 
i = I,-, -“12-7/2h2-3-h2-4) - h2-3”12-5/2 + f12-3U12-7/2 
i = Izm2 -U12-5/2(h2-2-~12-3) - cI2-2”12-3,‘2 + fI2-2”12-5/2 
i = I,-, -“12-3/2h2-l-h2+2) - %2-1”12-1/2 + h2-1”12-3/2 
i = 1, -“12-1/2@2-h2tl) - h2U12+1/2 + h2”12-1/2 

-----__---___-___--_--------------------------- -m-e_- 

2 
4 

= ( “U,-WKU,-1) - “(1,~WE(I,) 1 

Il en est de même pour U 5 0 où l'on obtient: 

2 
4 

= ( W,-vw4) - U(I,+1/2KU,+U > 

5: Etude de 7a prooriété de transoort. 

* 3 * 
m-l m mtl 

Dans le cas mono-dimensionne1 et pour U > 0 on aura : 

a-5 8th”) au at 
-z-p- _c__ E U- 
at ax ax ax 

fj(k+l/2) - Ej (k) f‘j (“jtl/2-uj-1/2 > 
= 

+ Uj-l/2(Ej-Ej-l) 

AT/2 AX AX 
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j = mtl 
Ej(k+l/Z) - E-j(k) = o + "mt1/2 * ' 

AT/2 AX 

3 =m 
tj(k+‘l/2) - Ejo "m-1/2 * ' = - 

AT/2 AX 

j = m-l 
Ej(k+l/2) - E-j(k) o = 

AT/2 

Une perturbation @ qui rentre au noeud m de la grille va 

évoluer suivant la direction de l'écouleck, par conséquent cette 

discrétisation respecte les propriétés de transport. Le résultat étant 

symétrique pour U < 0, ou pour l'équation de continuité suivant oy. 

Les fréquents tests effectués avec ce type de discrétisations 

ont donné de très bons résultats. Dans ce cas,l'équation de continuité se 

mettra sous la forme: 

Suivant ox en (mAX,nAY,kATI: 

a< au-w a(w) k+1/2 auk+l/2 xk 
-t - ‘+ - + E(k) - t U(kt1/2) - = 0 
at ay ax ax ax 

avec: 

a-f Ihn,k+l/2) - E(m,n,k) -= 
at AT/2 

. avec, 

Ebmk) = Cl-a)fm,n + a(tm+l,n + Cm-l,n + Em,n+l + tm,n-l) 

et (Y = ( 1, 1/4, 0) 

w-w 
= ( Hk(m,ntw) Vk(m,ntl/z) - Hk(m,n- 

ay 
112) Vk(m,n- ~2) )/2AY 

H(m,ntl/2) = h(m-1/2,nt1/2) t c(m,n) t h(mt1/2,nt1/2) t <(m,ntl) 

H(m,n-1/2) = h(m-1/2,n-1/2) t [(m,n) t h(mt1/2,n-1/2) t e(m,n-1) 

W") 

ax 
= (K1 “k+l/2 (mtuz,n) - K2 Uk+1/2(m-1/2,n) )/AX 
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9 = ( h(m+1/2,nt1/2) t h(mt1/2,n-1/2 )/2 

K2 = ( h(mt1/2,nt1/2) t h(mt1/2,n-1/2 )/2 

aUk+l/2 U(mtl/2,n)-U(m-1/2,n) 
E(k) - = Ek(m,n) * 

1 k+1/2 

dX AX 

( 
\ U(m-w,n, kt1/2) * 

f(m,n)-E(m-w) Ik 
SiUlJO 

AX 

xk t 
U(kt1/2) - = ( 

ax ( 
[ U(mtw,n,kt1/2) * 

E(m+wO-l(w) 1” 
SiLj>O 

AX 
1 

avec 
u = ( U(mwz,n) + U(mw,n) ) /2 

Suivant OY en (mAX,nAY,(ktl,/2]ATI: 

ae m-w a(hV)ktl avktl atk+l/2 
-t -t- + W+W - t V(kt1) - = 0 

at ax a Y ay a Y 

avec : 
JC fhn,W - .Ehn,k+W) 

-= 
at AT/2 

ww 
= (Hk+1/2(mtl,2,n)Uk+1/2(mtyz,n) - Hk+1/2(m-l/~,n)Uk+1'2(m-l/z,n))/2AX 

i3X 

H(mtl/2,n) = h(mt1/2,nt1/2) t E(m,n) t h(mt1/2,n-1/2) t e(mtl,n) 

H(m-1/2,n) = h(m-1/2,n-1/2) t f(m,n) t h(m-1/2,nt1/2) t f(m-1,n) 

ww 

a Y 
= ( K3 Vk+'(m,ntw) - K4 Vk+l(m,n-wz) )/AY 

K3 = ( h(mt1/2,nt1/2) t h(m-1/2,nt1/2 )/2 

K4 = ( h(mt1/2,n-1/2) t h(m-1/2,n-1/2 )/2 

avktl 
e(kt1/2) - = .fkt1i2(m,n) * 

V(m,ntl/2)-V(m,n-1/2) jk+l 

a Y AY 
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( ~(m,ntl)-~(m,n)~k+1~2 
( V(m,nwz,ktl) * siy50 

a,$+l/2 [ 
AY 

V(ktl) - = 
C3X t E(m,n)-[(m,n-i)lk+1'2 

( V(m,n-l/z,ktl) * Si!>0 
( AY 
( 

avec: 
V = ( V(m,ntl/2) t V(m,n-1/2) )/2 

111.1.2.3 Conc7usions 

Les trois types de discrétisation évoqués précédemment, 

diffèrent par les techniques utilisées dans la discrétisation spatio- 

temporelle de leurs divers opérateurs. La méthode du pas fractionnaire 

admet les mêmes analyses de stabilité que les méthodes reposant sur un seul 

pas de temps, mais elles diffèrent dans la méthodologie de résolution du 

système algébrique qui en découle., 

L'application de cette technique sur les deux variables 

dépendantes ([,U) puis ([,V) dans les systèmes 1 et 3 et, uniquement pour 

la variable dépendante e dans le système 2, permet de ramener le système 

bi-dimensionne1 à une succession de deux systèmes mono-dimensionnels 

résolus séparément et simultanément suivant l'axe 0x puis l'axe oy. 

Le premier et le troisième systèmes conduisent directement à 

des expressions dont l'ensemble se met sous une forme matricielle tri- 

diagonale. Les inconnues du système sont: [m,n, Umtl/2,n, Um41/2,n (suivant 

0x). Par contre, le second système renferme cinq inconnues; cm,n, Em-I 

e mtl,ny “mtl/2,n’ “m-1/2,ny dont la résolution dépend du développement 

l'équation dynamique. Dans notre cas, on a préféré une résolut 

algorithmique à la résolution d'une matrice penta-diagonale, ce qui 

4’ 

de 

ion 

a 

conduit à des restrictions dans les discrétisations de l'équation dynamique 

du second système. 
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111.1.2.4 Euuation dynamiaue 

La discrétisation de l'équation dynamique est toujours 

accompagnée de problèmes physiques et numériques liés aux termes 

d'advection, de diffusion et de frottement. Les paragraphes précédents 

présentent des conditions nécéssaires qui permettent d'augmenter le 

réalisme des discrétisations de ces termes, mais ces études sont effectuées 

sur des équations simplifiées et ne peuvent se substituer aux essais 

empiriques qu'il faut réaliser à partir de divers types de discrétisations 

sur le milieu étudié. 

Les différents schémas d'intégration analysés au paragraphe 

11.3, montrent que les discrétisations excentrées représentent mieux le 

mécanisme advectif, surtout pour des nombres de courant importants. 

Le terme advectif et le terme de frottement doivent être 

discrétisés de façon à s'annuler quand la profondeur de l'eau tend vers 

zéro. L'expression du frottement étant inversement proportionnelle a la 

profondeur, son développement explicite impose la définition d'une 

profondeur seuil en-dessous de laquelle ce terme est annulé, (ceci étant 

aussi le cas de l'advection), sinon sa valeur croît vers l'infini au fur et 

à mesure que la profondeur de l'eau diminue; ce problème ne se pose pas 

dans un développement implicite qui favorise l'effet dissipatif recherché 

(Cf. 11.3.3.3). 

La diffusion longitudinale est de moindre importance dans 

l'équation dynamique. Son utilisation permet, de par sa forme quadratique, 

de stabiliser la résolution en réduisant l'erreur de troncature et par 

conséquent de conduire à une meilleure approximation des équations. 
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111.1.2.4.1 Terme d'inertie 

En (m+1/2,n) 

En (m+1/2,n) 

En (m,n+1/2) 

au $+1/2 _ Uk 
- = Systèmes 3,2(0x) 

at 1/2AT 

6JU $+l _ $ 
- = Système 1 

at AT 

av Vk+l/2 _ Vk 
- = Système Z(oy) 

at 1/2AT 

Ubmk) = (l-a)Um,n,k ’ Q(Umtl,n,k ’ Um-l,n,k ' 'm,ntl,k ' 'm,n-1,k) 

et Q! = ( 1, 1/4, 0) 

En (m,n+1/2) 

En (m,n+1/2) 

En (m+1/2,n) 

av Vktl _ $W2 
- = Systèmes 3,2(oy) 

at 1/2AT 

av vkt3/2 _ Vkt1/2 
- = Système 1 
at AT 

au Uktl _ $W2 
- = Système 2(0x) 

at 1/2AT 

111.1.2.4.2 Force de Coriolis 

En (m+1/2, n) 

-fV= -f l(m,n+uz, k) Systèmes 3,2(0x) 

-fV= -f ~(m,n+uz,ktl/2) ' Système 1 

f U = f g(mt1/2,n,kt1/2) Système 2(oy) 

V(mtl,ntl/E) t V(m,ntl/2) t V(mtl,n-1/2) t V(m,n-1/2) 



En (m,n+1/2) 

f U = f g(mt1/2,n,kt1/2) Systèmes 3,2(oy) 

f U = f g(mtl/2,n,ktl) Système 1 

fV = f g(m,n+l/2,ktl) Système 2(0x) 

U(m-1/2,n)t U(m-1/2,ntl) t U(mtl/2,n) + U(mtl/2,ntl) 
U = z 

4 

111.1.2.4.3 Tension en surface 

La tension en surface est exprimée par: 

TS = pa n w2 

PH p(hW 

Pa : densité de l'air 

n : coefficient de cisaillement du vent 

w : vitesse du vent 

3 : angle ( oy,direction du vent ) 

En (m+1/2, n) 
pa il W2 sin$ 

p(mtl/2,n) H(mtl/2,n) 
Systèmes 1,3,2(0x) 

En (m,n+1/2) 
pa n w2 COS# 

p(m,ntl/2) H(m,ntl/2) 
Système 2(oy) 

En (m,n+1/2) 
pa n w2 COS~ 

p(m,ntl/2) H(m,ntl/2) 
Systèmes 1,3,2(oy) 

En (m+1/2,n) 
pa n W2 sin$ 

p(mtl/2,n) H(mt1/2,n) 
Système 2(0x) 

111.1.2.4.4 Terme de Dression 

En (m+1/2,n) : 
9 H(m+ue,n) 

2 e(m+i/z,n) 
6xp(m+i/2, n) 

[(mt~, n,ktw) - f(mtl,n,ktw) 
+!3 Systèmes 1,3,2(0x) 

AX 
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g H(m,n+i/z) 
En (m,n+l/Z) : 

2 e(m,n+i/e) 
iTyp(m,n+i/2) 

<(m,n+lN - fhW 
+g 

AY 

g H(m, n+i/2) 
En (m,n+1/2) : 

2 e(m, n+i/2) 
hyp(m, n+i/2) 

e(m,ntl,ktl) - [(m,n,ktl) 
+g 

AY 

g H(m+i/2,n) 
En (mt1/2,n) : 

2 e(m+i/2,n) 

Sxp (m+u2, n ) 

<(mtl,n,ktz/2) - <(mtl,n,ktuz) 
+!3 

AX 

111.1.2.4.5 Terme de diffusion 

8% 
En (mt1/2,n) : u V2U = u ( - I 

a2u k 
kt - 

ax2 aY2 
1 ) 

u v2u 
a2u k+l 

=u(- 
ax2 

I 
a2u k 

t- 
aY2 

I 1 

a2v a2v 
En (m,n+1/2) : u V2V = u ( - 1 kt- I 1 k 

ax2 aY2 

Système 2(oy) 

Systèmes 1,3,2(oy) 

Système 2(0x) 

Systèmes 3,2(0x) 

Système 1 

Système 2(oy) 

avec , 

a2u U(mt3/2,n) - 2U(mt1/2,n) t U(m-1/2,n) 
-= 

ax2 AX2 

a2u U(mtl/2,ntl) - 2U(mt1/2,n) t U(mtl/2,n-1) 
- = 
aY2 AY 

a2v 
En (m,n+1/2) : u V2V = u ( - 

ax2 
I k+3/2 1 Système 1 
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a2v 
u v2v =u (- 

ax2 
l 

k+1/2 
1 Systèmes 3,2(oy) 

a2u 
En (m+l/Z,n) : IJ V*U =u (-lk+1'2 + 

a2 
Système 2(0x) 

avec , 

a2v V (mtu2, ntl/2) - 2V(m,ntu2) + V(m-uz,nti/2) 
= 

a9 AX2 

a2v V(m,nt3/2) - 2V(m,ntue) + V(m,n-112) 
= 

W AY 

111.1.2.4.6 Terme de frottement 

En (m+1/2,n) : 
g U(mt1/2,n,ktw) ( y2(ktu2) t g2(k) )lj2 

. .-_ Systèmes 3,2(0x) 
C2(mtl/2,n) H(mtu2,n) 

g U(mtu2,n,ktl) ( 12(k+1/2) t U2(k) )li2 
Système 1 

C2(mtl/2,n) H(mtli2,n) 

En (m,n+1/2) : 
g V(m,nt1/2,kt1/2) ( U2(k) t y2(kt1/2) )li2 

C2(m,ntl) H(m,ntl/2) 

avec , 
C(mtl,n) t C(m,n) 

C(mtl/2,n) = 
2 

3 = U(mtl/2,n,k) 

i = ( U(mtl/2,n,k) t U(m-1/2,n,k) )/2 

U(mtl/2,n-1) t U(m-1/2,n) t U(mtl/2,ntl) t U(mt3/2,n) 1" 
g= 

4 

Système 2(oy) 

ler essai 
\ 

2eme essai 

\ 
3eme essai 

En (m,n+1/2) : 
g V(m,ntl/2,ktl)( lj2(k) t x2(kt1/2) )Ii2 

C2(m,ntl) tj(m,ntl/2) 
Systèmes 3,2(oy) 
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En (m,n+l/Z) : 
g V(m,ntl/Z, kwz) ( u*(k) t 12(kt1/2) )lj2 

C2(m,ntl) lI(m,ntl/Z) 
Système 1 

En (m+1/2,n) : 
g U(mtuz,n,ktl) ( Y2(kt1/2) + U2(k) )112 

C2(mti/2,n) H(mw2,n) 
Système 2(0x) 

avec: 
C(m,nti) t C(m,n) 

C(m,ntl/2) = 
2 

1 = V(m,ntl/2, kt1/2) 

v= ( V(m,nt1/2,kt1/2) t V(m-1/2,n,kt1/2) )/2 = 

ler essai 
\ 

2eme essai 

V(m-l,ntl/2) t V(m,n-1/2) t V(mtl,ntl/2) t V(m,nt3/2) lk+li2 
u= 

4 3ème essai 

111.1.2.4.7 Terme advectif 

En (m+1/2,n) : 

( U(m+i/2,n)-U(m-i/2,n)Ik 
[ U(m+w,n,ktB) * 

AX 
au ( 

U 
-=t ax U(m+3/2,n)-U(m+i/2,n)[k 

[ U(m+uz,n,kt0) * 
AX 

SiLJ>O 

si uso 

8 = 1/2 Systèmes 3,2(0x) 

e=i Système 1 

t l UW!&-1~2,n - N$p+l~~,n-l) Ik / AY Si l> 0 
( H(mtu2,n) 

1 a(HUV) ( 

--=t 1 H ay 
( @-&+1/2, n+1 - HU&+y*, n) I k / Ay Si!s0 
( H(mw2,n) 
( 
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avec , 

u = ( U(mtl/2,n) + U(mt3/2,n) t U(m-1/2,n) ) /3 

V(m,ntl/2) t V(mtl,n-1/2) t V(mtl,ntl/2) t V(m,n-3/2) Ik 
u= 

4 

En (m,n+1/2) : 

( V(m,ntl/2)-V(m,n-1/2)IK+1/2 
( V(m,ntl/2,ktB) * 
( AY 

av ( 
V 

-=t ay V(m,nt3/2)-V(m,n+1/2)IKf1/2 
( V(m,nt1/2,ktB) * 
( AY 

( 1 
( (@bn,nt1/2 - Wm,n-1/2 )IKt1i2 /AX 
( Hhn+lP) 

a(HVU)/Hax = ( 
( 1 
( 
( H(m,n+WY 

(HV%n,nt3/2 - !iUm,n+1/2)IKt1'2 /AX 

( 

si V>O 

SiUs 

Si g > 0 

Si!(0 

e 1 = Systèmes 3,2(oy) 

6' = 3/2 Système 1 

avec: 

j! = (V(m,ntl/2) t V(m,nt3/2) t V(m,n-1/2))/3 

U(m,n-1/2) t U(mtl,ntl/2) t U(m-l,ntl/2) t U(m,nt3/2) lk+l/* 
U = CG 

4 

III.2 TRAITEMENT AUX LIMITES 

111.2.1 Introduction 

Une équation différentielle spécifie la solution d'un 

problème à une constante additive près. Les conditions aux limites 

permettent de déterminer la valeur de cette constante. Tout les mouvements 

des fluides, sont représentés par la solution d'un même système d'équations 

différentielles qui est celui de Navier Stokes. La différence entre les 
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diverses modélisations est due, d'une part, aux hypothèses et 

simplifications apportées aux équations et, d'autre part, aux conditions 

initiales, aux limites et à certains paramètres de l'écoulement. 

Les hypothèses simplificatrices apportées aux équations de 

Navier-Stokes, sont généralement validées à partir des campagnes de mesures 

sur le terrain. Ces dernières permettent de simplifier le problème, par 

intégration des équations de base sur un des axes du système, si les 

propriétés fluides étudiées présentent de faibles variations sur l'axe en 

question. Par ailleurs, les hypothèses semi-empiriques généralement 

adoptées, bien qu'elles soient criticables pour certains types 

d'écoulements, amènent à des expressions réalistes dans le cas où les 

mouvements des fluides se produisent suivant des conditions proches de 

celles qui ont donné naissance à ces diverses formules. Il s'ensuit que les 

hypothèses et simplifications apportées aux équations ainsi que les 

coefficients "physiques" à caler, ne se prêtent pas à trop de critiques, si 

l'écoulement est conforme aux conditions qui ont permis leur élaboration. 

Les conditions initiales jouent un rôle peu important dans 

les écoulements induits par la marée, vu que la solution est recherchée un 

certain temps après le démarrage de la simulation. Ces conditions peuvent 

être arbitraires, généralement on prend un état calme (U=O, V=O), mais 

d'autres conditions peuvent être choisies sans que celà ait des 

repercussions sur le résultat final. 

Il n'est donc pas étonnant que les conditions aux limites et 

le traitement des noeuds limitrophes, aient un rôle très important dans la 

modélisation. En conséquence, leurs effets sur la précision et la stabilité 

de la résolution conditionneront la réussite de la modélisation. 

Le domaine d'intégration constitue la configuration - 

géométrique qu'il faut séparer d'un milieu naturel plus important. Cette 

délimitation implique la définition des frontières et des échanges 
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susceptibles de se produire entre le support et l'extérieur. La technique 

des différences finies conduit à une schématisation du milieu continue à 

partir d'une grille constituée d'un assemblage d'un nombre fini de mailles, 

chacune d'entre elles étant caractérisée par trois frontières : les limites 

au fond, en surface et transversales (fig.III.2). 

Ls 

Ls: limite en surface 
Lf: limite au fond 
Lt: limite transversales 

fig.III.2-Frontières d'un volume de contrôle. 

Les limites au fond et en surface ont été matérialisées par 

des surfaces lisses données par les équations (11.9) et (11.10). Les 

tensions exercées sur ces types de frontières sont généralement reliées, 

d'une part, à la vitesse moyenne de l'écoulement sur la verticale et, 

d'autre part, à un coefficient empirique de tension (rugosité du fond, 

cisaillement en surface). Quant aux limites transversales elles sont de 

deux types: 

l- Les limites "physiques", qui sont des réalités physiques 

existantes et non imposées. 

2- Les limites "numériques" ou "artificielles", qui 

représentent une notion mathématique introduite afin de limiter le domaine 

d'intégration. 



limite ---s- 
ouverte 

limite 
fe&e 

fig.III.3-Schématisation des frontières avec une 
grille totalement imbriquée. 

Plusieurs approches ont été développées et la littérature 

abonde d'expressions aux limites. Ces discrétisations s'adaptent bien à 

certains types de géométrie mais conduisent à des résultats trop 

approximatifs pour d'autres; ceci les ramène aux singularités numériques 

spécifiques à chaque milieu. Ces conditions ne pouvant pas être obtenues à 

partir des équations différentielles, elles devraient être introduites en 

fonction des caractéristiques numériques et physiques du champ d'étude 

(nature du phénomène, régime de l'écoulement, géométrie du milieu, schéma 

d'intégration, type d'équations utilisées, coût de la simulation et bien 

d'autres). 

types: 

Les expressions des conditions aux limites sont de trois 

l"- condition de Dirichlet, où les variables sont données 

explicitement sur toutes les limites du domaine d'intégration, même aux 

limites irrégulières. 

2"- condition de Newmann qui consiste à spécifier les dérivées 

normales aux limites. 

3"- tond 

2”, 

ition Mixte qui est une combinaison linéa ire de 1" et 



d'où l'expression généra le des grandeurs aux limites sera 

w 
a$ t (l-a) - = K 

an 

avec: 

it: 
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GO condition de Newmann 

cr=l condition de Dirichlet 

o! <> 0,l condition Mixte 

L'objectif des études des conditions aux limites, est la 

recherche des expressions adéquates qui permettent, à partir d'une norme 

bien définie, d'arriver à une solution unique, continûment dépendante des 

conditions initiales et aux limites et telle qu'une perturbation créée à 

l'intérieur du domaine d'intégration puisse traverser les limites ouvertes 

de ce domaine avec un minimum de réflexion. Dans ce cas le problème est dit 

"bien posé". 

Le retard dans l'évaluation du comportement aux limites est 

essentiellement dû au manque de support de calcul efficace et leur essor 

n'a commencé qu'avec l'apparition des nouvelles machines électroniques. 

Le problème d'existence et d'unicité a été traité par Daubert 

et a7. (1967). En se basant sur la théorie des caractéristiques, ces 

auteurs ont démontré que pour des valeurs données des inconnues du système 

sur une surface (S) de l'espace (x,y,t), on peut déduire une solution des 

équations au voisinage de cette surface. Leur méthodologie de résolution du 

problème de Cauchy consiste à ramener les équations différentielles à un 

système matriciel où l'annulation du déterminant caractéristique conduit à 

deux expressions qui lient les cosinus directeurs de la normale à (S). 

Chacune de ces relations définit une famille de surfaces, telle que 

l'enveloppe de la première famille est un cône et l'enveloppe de la seconde 

famille est constituée de plans pivotants autour du lieu des centres des 

cercles, sections horizontales du cône enveloppe. A chaque famille de 
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caractéristiques correspond un vecteur L et une relation caractéristique 

correspondante. En transformant ces relations caractéristiques, Daubert et 

al. ont montré que celles-ci ne font intervenir que des dérivées 

intérieures à la surface caractéristique correspondante, notamment des 

dérivées le long de la génératrice du cône appelée bicaractéristique. 

Un point de l'espace (x,y,t) est lié par les relations 

caractéristiques à ses voisins appartenant aux surfaces caractéristiques 

passant par ce point. Il est donc lié à l'enveloppe de ces surfaces. Une 

perturbation en un point (xO,yO) à l'instant t0 va influencer les points du 

cône caractéristique de sommet (xO,yO,tO) pour t>tO, ces points à leur tour 

auront le rôle de perturbateurs, ainsi la région intérieure au cône 

caractéristique futur sera perturbée; cette région est appelée "région 

d'influente" du point (xO,yO,tO). Pour tct.0, ce point est influencé par 

tous ceux qui se trouvent dans son cône caractéristique passé; cette région 

est appelée "région de dépendance" qui seule conditionne l'état du point 

étudié (fig.III.4). 

Daubert et al. (1967), ont montré que pour un système 

linéarisé, le nombre minimal des conditions aux limites à définir en un 

point est égal au nombre de demi-plan caractéristiques qui à l'instant t=tl 

sont localement tangents à la limite et pour t = t0 < tl étaient extérieurs 

au volume S*(O,T) (fig.III.5). 

fig.III.4-Domaines de dépendance et d'influente 
du point P. 
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ine d'intégrat S: ensemble de points du doma 

C: contour de S 

T: maximum du pas de temps 

ion. 

En chaque point de la surface C*(O,T), les surfaces 

caractéristiques s'appuient sur C et sont contenues dans le demi-espace 

Ct ' tinitial)* Si l'écoulement n'est pas torrentiel, la position du demi 

plan caractéristique est donnée par le signe de -v*n. Deux cas se 

présentent: 

l”- Si -v*n > 0 le courant pénètre dans S et impose deux conditions sur C. 

2"- Si -v*n < 0 le courant sort de S et impose une condition sur C. 

tt4dt 

tt3dt 

t+2dt 

t+dt 

t 

fig.III.S-Surfaces caractéristiques. 

v: vitesse du courant 

n: normale au contour 

Si les conditions aux limites sont bien définies, un léger 

changement aux limïtes, conduira à une faible variation aux noeuds à 

l'intérieur du domaine. Par contre une mauvaise définition des limites 

conduira, même avec des petits changements, à des instabilités numériques 

et à une fausse convergence du système. 
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Le type et le nombre de conditions aux limites nécessaires 

afin de bien poser le problème, dépend du régime de l'écoulement et de la 

nature des équations. Le nombre de conditions aux limites dans le cas le 

plus général est: 

type limite fermée limite ouverte 

Continuité Hyperbolique 1 entrée : 2 
fluvial sortie : 1 

Continuité Hyperbolique 1 entrée : 3 
torrentiel sortie : 0 

Dynamique Parabolique 2 entrée : 3 
fluvial incomplète sortie : 2 

Dynamique Parabolique 2 entrée : 3 
torrentiel incomplète sortie : 2 

Afin que la solution soit continûment dépendante des 

conditions initiales et aux limites, la solution devrait être stable 

(Richtmyer, 1978). L'instabilité est un phénomène d'ondes supérieures. Une 

condition nécessaire de la stabilité d'un schéma de résolution d'une 

équation non-linéaire est que la version linéarisée de l'équation soit 

stable. Or pour une grille suffisamment dense, l'approche faite sur des 

équations linéarisées est assez significative. 

La méthode la plus utilisée pour ce type de problème est la 

méthode de l'énergie (Richtmyer et a7., 1967). L'idée de base de cette 

technique est le choix d'une norme adéquate de la solution, telle que cette 

norme augmente à chaque pas de temps d'un facteur qui doit rester inférieur 

à l'unité. On suppose que la solution bornée existe, on perturbe cette 

solution à l'instant t0 et on dérive une équation d'énergie ou toute autre 

quantité positive, définie comme étant fonction de la perturbation. Le 

problème consiste à prouver la stabilité pour cette perturbation. 

Une faible erreur dans les valeurs initiales ou dans les 

termes non-homogènes ne devrait pas conduire à une augmentation non-bornée 

de la solution. L'erreur doit donc satisfaire la même équation d'évolution 
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de la solution non perturbée. Si les équations aux différences finies sont 

formulées d'une façon conservatrice, le système linéarisé admet comme loi 

de conservation d'énergie (Richtmyer et al., 1967): 

s 
u* t v* $* d+--- dx dy = constante avec $ = g(Htc) 

2 2 

A partir de la méthode de l'énergie, Verboom et a7. (1982), 

ont démontré que pour un écoulement sous-critique et dans le cas d'un 

système hyperbolique, les conditions d'entrée et de sortie du système, 

peuvent être exprimées à partir des invariants de Riemann (ou variables 

caractéristiques), qui représentent une combinaison d'ondes progressives et 

rétro-progressives. La spécification d'une condition en élévation et de la 

composante de la vitesse parallèle aux limites, devient suffisante pour 

rendre le problème bien posé. Bien que, dans certains cas et pour certaines 

types de discrétisations, le schéma de "leapfrog" par exemple, cette 

formulation n'aboutisse pas à des résultats concluants, l'expérience a 

montré l'adaptation et la réussite de cette technique sur divers cas de 

figure, d'où son intérêt. - 

Les erreurs induites par les traitements aux limites sont 

essentiellement dues à la méconnaissance des' variables à l'extérieur du 

domaine d'intégration. Si la spécification des valeurs aux limites devait 

se faire à partir des valeurs internes au domaine, une faible erreur 

d'estimation entre les valeurs exactes et celles supposées conduit à 

l'apparition d'ondes parasites aux limites qui sont transmises à 

l'intérieur du domaine où elles sont interprétées comme étant des ondes 

longues. Par ailleurs, si la variation de l'erreur aux limites est faible 

et lente et si la région étudiée est assez grande, la source principale des 

erreurs reste celle due à la troncature. Il s'ensuit que le choix des 

conditions aux limites devrait se baser plus sur leur capacité et leur 
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facilité à contrôler l'évolution d'une perturbation, que sur leur précision 

dans la description des mouvements. 

Il est toujours délicat de construire une discrétisation des 

variables proches des limites, surtout si le type de discrétisation impose 

la. connaissance de variables qui se trouvent en dehors du domaine 

d'intégration et, par conséquent, où aucune information ne peut les 

atteindre. Ceci conduit dans la majorité des cas à utiliser des opérateurs 

de différences spéciaux, qui ont un ordre de troncature inférieur à ceux 

des points internes. Ainsi quelle que soit la précision de la solution 

recherchée des points internes, la précision totale du système est 

largement influencée par la précision des expressions aux limites. 

Les noeuds internes du domaine sont équivalents car ils sont 

reliés entre eux par des équations de forme identique, donc on peut se 

contenter d'analyser un seul point. Le problème qui se pose aux limites est 

que les équations aux différences présentent des développements différents 

de ceux des points internes, par conséquent ils ne sont pas reliés à ces 

points par les mêmes relations. Trapp et al. (1976), suggèrent d'étendre la 

méthode locale de Von-Newmann jusqu'aux points limitrophes, de façon que la 

condition de stabilité à choisir soit celle qui conduit à la condition la 

plus restrictive. 

Une forte réduction de l'ordre des discrétisations aux 

limites est un handicap. Gustafsson (1975), a montré que l'ordre de 

convergence d'un schéma aux différences finies avec des solutions 

suffisamment lissées, est au moins égal à k, si la consistance aux noeuds 

internes est au moins de l'ordre k et celles des noeuds limitrophes est au 

moins de l'ordre k-l. Cette importante conclusion permet, pour des 

discretisations qui présentent une erreur de troncature du second ordre, 

d'utiliser des développements du premier ordre aux points limitrophes, sans 

toutefois pénaliser la précision du schéma (Beam et al., 1982). 
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Les termes d'inertie et de pression, qui sont les plus 

importants de l'équation dynamique, ne nécessitent pas un traitement 

spécial aux limites. Les problèmes sont essentiellement dus aux termes 

advectifs et diffusifs. 

111.2.2 Discrétisations des noeuds limitrophes 

Les frontières du domaine seront décomposées en trois types: 

l"- Limites fermées 

2"- Limites ouvertes 

3"- Limites mobiles 

111.2.2.1 Limites fermées 

Ces frontières représentent les limites imperméables du 

milieu. Les variables dépendantes des équations discrétisées sont les 

vitesses et les élévations. Ces deux grandeurs étant facilement mesurables, 

leur implantation dans le modèle est simple. 

L'utilisation d'une maille imbriquée a facilité la 

délimitation du domaine. Les frontières fermées seront toujours approchées 

de façon à assurer que la terre parallèle à oy passe par u et 

parallèle à 0x passe par v. 

celle qui est 

t 

T T T 

-..---- w . . 

V=O V=O (e,U.V)*O V=O 

T 

-C-..--- 

e:Cond. Limite e=V=O U=O U:S.Advect. U=V=J 
U:Sans Advecticn 

fig.III.b- Quelques exemples de traitement aux limites. 
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La grille passant par une seule variable et cette variable 

étant nulle, les noeuds aux limites ne demandent pas le recours à des 

d.iscretisations spéciales; par contre le problème se pose pour les noeuds 

limitrophes. 

La vitesse du fluide contre une paroi immobile doit être 

uniquement tangentielle. La composante normale est nulle. Cette condition 

d'imperméabilité freine la vitesse jusqu'à son annulation. Il reste deux 

autres possibilités; la première consiste à annuler la vitesse tangentielle 

(condition de Dirichlet), dans ce cas la limite est dite non glissante, 

quant à la deuxième, la dérivée normale de la vitesse tangentielle est 

nulle (condition de Newmann), dans ce cas la limite est glissante. La forme 

générale des conditions aux limites fermées serait donc: 

U(perp) = 0 

aU(para) 
(1-cy)U(para) t cy As = 0 

an 

As = AXi n: normale 

o!=l =====> limite glissante 

o!=o =====> limite non glissante 

Dans le modèle de la Casamance, le terme de diffusion est 

pris en compte et la condition de non glissement s'impose. L'expérience a 

montré que cette condition conduit à des résultats satisfaisants pour les 

fluides peu-visqueux; dans le cas contraire, une couche limite peut 

apparaître et contraint alors à une réduction de la taille des mailles en 

ces zones, d'où à une diminution du pas de temps. 

Afin de mettre en évidence certains problèmes numériques dus 

à la discrétisation du terme advectif aux noeuds proches des limites, on a 

choisi deux type de discrétisations l'une amont et l'autre centrée. 
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(A) (B) 

i 

V V V V 

7 1 v I T I k 

LJ .” .” *------- --e, 

A A A A A A 

V V V V E 

-  me* .” .” EiJ 

m-1/2 !a+1/2 m-+3/2 K-2 K-l K 

fig.III.7-Traitement des limites parallèles à oy. 

La composante normale étant supposée nulle aux limites, nous 

n'analyserons que le cas où la frontière est parallèle à oy, le cas où elle 

est parallèle à ox est déduit par symétrie, on obtient: 

A: Traitement de U&I/~X (fiq.III.7). 

l- Frontière A u(m-1/2,nI = 0 

a: discrétisation centrée au point (m+1/2,n). 

f3U 
U - = u(mtl/2,n) * ( u(mt3/2,n) - u(m-1/2,n) ) / 2AX 

i3X 

au u(mtl/2,n) * u(mt3/2,n) 
U -= 

i3X 2AX 

2- Frontière B u(k,nI = 0 

b : discrétisation centrée au point (k-1,n). 

au 
U- = u(k-1,n) * ( u(k,n) - u(k-2,n) 1 / 2~ 

ax 

au u(k-1,n) * u(k-2,n) 
U -= - 

ax 2AX 

3- Frontière A u(m-1/2,n) = 0 

b : discrétisation amont au point (m+1/2,n)? 

au ( u(mWLn) - u(mtl/2,n) ) 
U - = u(mtv2,n) * 

ax AX 
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4-, Frontière B u(k,n) = 0 

b : discrétisation amont au point (k-1,n). 

C3U 

U - = u(k-1,n) * ( u(k,n) - u(k-l,n) ) / AX 
8X 

au u(k-l,n)’ 
U -= - 

8X AX 

Pour un écoulement dans le sens opposé, on obtient : 

Frontière Amont Centrée 

(B) k-1,n "k-l 
("k-2 - "k-1) 

AX 

“k-l * "k-2 

2AX 

(A) m+1/2,n - (“m+1/2)2 “m+3/2 * “m+1/2 

AX 2AX 

Dans les deux cas la discrétisation centrée conduit à des 

problèmes numériques. Pour la frontière (A), si l'écoulement se dirige de 

la limite vers l'intérieur du domaine, le terme uf3u/ax agit comme un terme 

de frottement local et conduit à une augmentation de l'élévation. Cet effet 

s'amplifie si le gradient transversal de la vitesse est important. Pour la 

frontière (B), si l'écoulement se dirige de l',intérieur vers la frontière, 

on aura une accumulation locale d'énergie qui tend à déstabiliser la 

solution. 

Dans l'estuaire de la Casamance, les discrétisations des 

termes d'advection et de diffusion aux noeuds proches des limites fermées, 

ont été choisies selon deux critères: 

l”- assurer la stabilité locale en ces points tout en évitant 

l'apparition d'une diffusion négative dans l'erreur de troncature. 

2"- respecter la direction de l'écoulement en utilisant 

autant que possible un nombre réduit de noeuds spatiaux. 
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Dans les cas où ces hypothèses n'étaient pas réalisables, les 

termes en question étaient mis à zéro. 

m- 1/2 m mt1/2 
-* * k- 

j-l j jtl 

uau/ax = 

a: si lJ(mtU2,n) > 0 

K3*UktB(mtl/2,n) * 
( U(mtl/2,n) - U(m-1/2,n) )k 

=A 
AX 

b: si y(mtl/2,n) <= 0 

(1-K3)*"ktd(m+1,2 n) j, ( u(m+3'2'n) - u(m+1'2'n) )k = B 
> 

AX 

Si U(m-1/2,n) = 0 ====s> A = 0 ( K3 = 0 ) 

Si U(mt3/2,n) = 0 =r===> 6 = 0 ( K3 = 1 ) 
Si U(m-1/2,n) = U(mt3/2,n) = 0 =====> udu/ax = 0 

Si U(mtl/2,n) > 0 ====s> K3 = 1 

Si U(mtl/2,n) <= 0 z====> K3 = 0 

avec ose<1 

Le même traitement est effectué pour v&/ay, on aura: 

I 
ktl * nt3/2 

k A nt1/2 

k-l * n-1/2 

a: si x(m,ntl/2) > 0 

vav/ay = 

K4*VktB(m,nt1/2) * 
( V(w+W) - V(m,n-1/2) )k 

= Al 
AY 
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b-: si l(m,ntl/Z) <= 0 

(l-K4)*Vkt8(m ntl/Z) * 
( W-w+W - V(m,ntl/Z) )k 

, = Bl 
AY 

Si V(m,n-1/2) = 0 ====z> Al =O (K4=0) 

Si: V(m,nt3/2) = 0 ====r> B1 = 0 ( K4 = 1 ) 

Si V(m,n-1/2) = V(m,nt3/2) = 0 =====> vfW/iQ = 0 

Si V(m,ntl/2) > 0 ====z> K4 = 1 

Si V(m,ntl/2) <= 0 ====z> K4 = 0 

Avec: 

U(m-1/2,n) t U(mtu2,n) t U(mtan) 
lJmtu2,n) = 

3 

V(m,n-1/2) t V(m,n+l/2) t V(m,n+3/2) 
l(m,n+l/2) = 

3 

B(r,stl) t 6(r,s-1) t Q(rtl,s) t O(r-1,s) 
B(r,s) = 

4 

1 d(HUV) 
B: Traitement de - 

H ay 

en (m+1/2,n) 
1 a(HUV) 

(HI )lk = 
ay 

a: Si u(mtu2,n) > 0 

1 

H(mtuz,n) 
( (HUy)m+u2, n - (HW)m+l/2,n-l 1 / AY 

b: Si g(mw2,n) <= 0 

1 
( U-U!) mtu2, nti - (HUy)mti/2,n ) / AY 

H(mtw,n) 
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m 
nt3/2 

n+l 

nt1/2 

n 

n-112 
V 

n-1 l 

n-312 L-i 
V 

u 

V V 

(1) (2) (3) 

4. A. w- 
V V 

% 

“V 
. 
V 

OU 

lb 
V CT 

a 
u 

-4, + 
V V 

(5) 

fig.III.8-Plusieurs cas de figure possibles suivant l'axe oy 

ler cas de fisure : 

U(m+i/z,n-1) 0 0 , U(mw2,n) 0 0 et U(mtu2,nti) = 0 

a: Si Jmw2,n) > 0 

1 

H(m+l/z,n) ( (Huy)mt,j2,n - (HuU)m+l/2,n-l 1 / Ay 

b: Si l(mtue,n) <= 0 

1 a(HuV) 
(H( ))k = 0 

ay 

Pème cas de figure : 

U(mtu2,n) 0 0 , U(mti/z,nti) 0 0 et U(mti/z,n-1) = 0 

a: Si ~(mti/z,n) > 0 

1 a(HuV) 
t-p ))k = 0 

ay 

b: Si l(m+uz,n) <= 0 

1 

H(mtu2,n) 
( (H'JY)m+l/2,n+~ - (W!)m+l,2,n 1 / AY 
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3ëme cas de fiwre : 

U(mti/z,n) 0 0 , U(mtu2,nti) = 0 et U(mti/2,n-1) = 0 

1 a(HUV) 
(y( ))k = 0 

aY 

4'ème cas de fisure : 

U(mtiie,n) = 0 , U(mti/e,nti) = 0 et U(mti/e,n-1) = 0 

1 a(HUV) 
y ))k = 0 

ay 

5ème cas de fiwre : 

U(mtu2, n) 0 0 , U(mti/z,nti) '0 0 et U(mti/e,n-1) 0 0 

1 a(HUV) 
(H( Hk = développement normal. 

w 

(1) (2) 
4 

1 4 i .~ 

n+1/2 

-312 -112 El +1/2 312 fig.III.9-Cas de figure 
suivant l'axe 0x 

C: Traitement de la diffusion suivant (0x1. 

ler cas de fisure : 

U(m-i/z,n) = 0 , U(mtu2,n) 0 0 et U(mt312,n) 0 0 

a2u U(mt3/2,n) - U(mtu2,n) 
-= 
a2x AX2 
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Pème cas de fiqure : 

U(m-i/2,n) 0 0 , U(m+y2,n) 0 0 et U(m+a/z,n) = 0 

a2u U(m+i/z,n) - U(m-i/2,n) 
-= 
a% AX2 

3ème cas de fiqure : . 

U(m-1/2,n) = 0 , U(mtij2,n) 0 0 et U(mw2,n) = 0 

a2u 
-= 0 
a5 

4ème cas de fiqure : 

U(m-i/z,n) = 0 , U(mtye,n) = O-et U(m+3/2,n) = 0 

a2u 
-= 0 
a% 

Sème cas de fiqure : 

U(m-i/2,n) 0 0 , U(m+i/z,n) 0 0 et Uimts/z,n) 0 0 

a2u 
- = Traitement normal 
a% 

D: Traitement de la diffusion suivant (oy). 

Ier cas de fiqure : 

U(mt1/2,n-1) 0 0 , U(mw2,n) 0 0 et U(mw2,ntl) = 0 

a2u U(mw2,n) - U(mti/2,n-1) 
-= 
a5 AY 

Zème cas de fiqure : 

U(m+i/z,n-1) = 0 , U(mt1/2,n) 0 0 et U(mti/2,n+i) 0 0 

a2u U(mtiin,nti) - U(mti/e,n) 
-z 
3% AY 
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3ème cas de figure : 

U(m-tw,n-1) = 0 , U(mti/z,n) 0 0 et U(mti/z,nti) = 0 

a*u 
-= 0 
a5 

4ème cas de fisure : 

U(mtï/z,n-1) = 0 , U(mti/z,n) = 0 et U(miw2,nti) = 0 

a% 
-= 0 
a*Y 

5ème cas de figure : 

U(msi/z,n-1) 0 0 , U(mti/*,n) 0 0 et U(mti/2,nti) 0 0 

a*u 
- = Traitement normal 
8% 

III.2.2.2 LY,mites ouvertes 

Ce type de limite représente les diverses ouvertures du 

domaine. Ces dernières sont, éventuellement, l'embouchure à la mer, la 

jonction avec les divers affluents, ou même une source qui déverse un débit 

d'eau douce dans le milieu étudié. Ces limites sont généralement 

représentées par une fonction d'élévation ou de vitesse (débit); deux 

grandeurs fréquemment disponibles et facilement mesurables. La première a 

été choisie comme condition aval d'entrée du système, quant à la seconde 

elle a été adoptée comme condition amont calculée à partir des débits d'eau 

douce concomitant avec l'entrée aval utilisée. 

A: Condition en élévation (fiq.III.10). 
1: ( = f(t) 

2: V=O 

av 
3: - = 0 si v+O 

an 
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A l'embouchure à la mer, les mesures limnimétriques sont le 

plus souvent disponibles. Dans ces cas, la frontière doit passer par les 

noeuds correspondants aux élévations. Pour les composantes de la vitesse, 

deux hypothèses sont possibles: 

l”- la vitesse est supposée perpendiculaire à la frontière, (calcul 

par continuité ) 

2”- le gradient de la vitesse est nul sur la frontière, (calcul par 

égalisation des deux grandeurs limitrophes ) 

Ces deux hypothèses reviennent à supposer que: 

- quand le fluide sort du domaine d'intégration, la vitesse à la 

première maille fictive, extérieure au domaine, est la même que celle de la 

première maille de la grille d'intégration. 

- quand le fluide rentre dans le domaine, on calcule par continuité 

la vitesse à l'extérieur. 

B: Condition en vitesse (fiq.III.ll). 

1: u = f(t) 

2: v = 0 

N 
3:- = 0 si V+O 

an 

Cette condition est d'habitude utilisée à la limite amont du 

domaine où des jaugeages du débit fluvial sont disponibles (ou des mesures 

courantométriques sont réalisées). Dans ces cas, la frontière devrait 

passer par les noeuds correspondant aux composantes de la vitesse. Si ces 

dernières sont disponibles, il n'y a pas à introduire de conditions 

supplémentaires, sinon les deux hypothèses évoquées auparavant sont aussi 

valables dans ce cas. 

La partie amont de l'estuaire de la Casamance présente un 

plan d'eau étroit qui impose certaines contraintes limitant le choix des I 

pas spatio-temporels du modèle bi-dimensionnel. On a donc procédé à un 
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couplage du modèle de la partie aval avec un modèle mono-dimensionne1 qui 

traite la partie amont. Cette procédure a conduit à l'utilisation d'une 

condition aval en élévation et d'une condition amont en débit introduite au 

dernier noeud du maillage, tout en supposant que la vitesse est 

perpendiculaire à la frontière. 

L'application de ces deux hypothèses conduit à: 

Exterieur Interieur 
V ah 

e AU Ae Au 

t 

V dh 

n+1/2 

n 

n-1/2 

fig.III.lO-Condition en élévation. 

iN 
U -= 

ax 

En ( m+1/2,nI 

Si U(mtl/Z,n) > 0 ( écoulement rentrant ) 

uau/ax = 0 

Si U(mtl/2,n) <= 0 ( écoulement sortant ) 

( U(mt3/2,n) - U(mtl/Z,n) ) 
uau/ax = U(mtl/2,n) * 

AX 

Dans le cas où le modèle bi-dimensionne1 fonctionne seul on 

impose une condition en vitesse à la frontière amont où les noeuds 
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limitrophes sont calculés par : 

Interieur Exterieur 

VO ha Ve 

UA eA u ,L e. 

VO h* VO 

m-1 m-1/2 m m+1/2 

n+1/2 

n 

n-112 

En ( nnnax-1.n) 
Si U(mmax-l,n) <= 0 

fig.III.ll-Condition en vitesse. 

( écoulement rentrant ) 

( U(mmax,n) - U(mmax-1,n) ) 
uau/ax = U(mmax-1,n) * 

AX 

Si U(mmax-1,n) > 0 ( écoulement sortant ) 

( U(mmax-1,n) - U(mmax-P,n) ) 
uau/ax = U(mmax-1,n) * 

AX 

L'extrapolation aux frontière ouvertes est uniquement 

réalisée à partir des noeuds internes du domaine quand le mouvement se 

dirige de l'intérieur vers l'extérieur. En conséquence, la discrétisation 

suit l'information. Bien qu'elle soit du premier ordre, cette procédure n'a 

pas conduit à des instabilités. Ceci rejoint les conclusions de Gustafsson 

(1975) et Beam et al. (1982) évoquées auparavant. 

Certes l'annulation des termes diffusifs et advectifs aux 

points limitrophes réduit l'ordre de consistance de l'équation dynamique en 

ces noeuds. Les divers 'tests effectués ont montré que cette erreur locale 

est rapidement atténuée et n'affecte pas la stabilité de la résolution. 

D'autres formulations aux noeuds limitrophes ont été essayée 

et ont montré que l'augmentation de consistance ou l'extrapolation à partir 



des noeuds internes, surtout quand le fluide entre dans le domaine, font 

app,araître des instabilités en ces noeuds. 

Le traitement des frontières ouvertes forme actuellement une 

des principales préoccupations des hydrodynamic iens. Les expressions 

choisies sont généralement conditionnées par la morphologie du milieu 

étudié et la' qualité des données disponibles. Les conditions à choisir 

doivent être représentatives du comportement naturel de ces limites 

fictives. Dans les milieux qui présentent une frontière ouverte assez 

large, les mesures ponctuelles, même si elles sont réalisées en quelques 

noeuds de la limite, ne peuvent être indicatives que pour les mailles 

avoisinantes. Une faible erreur dans l'estimation des conditions en ces 

noeuds conduira à des perturbations locales qui se propageront à 

l'intérieur du domaine d'intégration. 
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Par ailleurs, une perturbation créée à l'intérieur du domaine 

doit traverser ces limites sans subir de changement. Il est donc important 

de représenter ce comportement non réflectif. Certains auteurs suggèrent 

l'utilisation des invariants de Riemann (Abbott, 1979, Oliger et a7., 1978, 

Verboom et a7., 1982): ces conditions d'absorption de l'énergie aux 

frontières sont effectuées en imposant une expression sous la forme d'une 

combinaison linéaire entre les vitesses et les élévations aux limites. Bien 

que les tests rencontrés dans la littérature montrent l'efficacité de ce 

type de conditions, ces études ne fournissent pas de réponses concluantes 

sur ce problème. 

Les études complètes des conditions aux limites ouvertes 

n'existent que pour les cas de figure trop élémentaires qui ne reflètent 

pas la majorité des cas rencontrés dans les études des milieux naturels. 

C'est pourquoi l'on se contente, généralement, de justifier certaines 

conditions faiblement réfléchissantes pour lesquelles le coefficient de 
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réflexion est inférieur à l'unite, mais reste toujours plus important que 

zéro. 

111.2.2.3 limites mobiles 

L'estuaire de la Casamance se caractérise par la présence de 

vastes zones limitrophes dont le comportement dynamique diffère de celui 

qui règne dans le chenal principal. La sécheresse qui sévit depuis plus de 

quinze ans dans la région, la sursalure, ainsi que les autres facteurs 

cités aux chapitres précedents, ont provoqué un net recul de la végétation 

en ces zones et une extension de tannes vifs rendant certaines de ces 

régions sujettes à une invasion plus brutale de la marée. 

La dimension de ces zones excède largement celle de la grille 

de calcul utilisée (500, 250 et 150 mètres), mais leur fonctionnement est 

assez varié: 

- Certaines s'inondent et se vidangent rapidement suivant l'état de 

la marée. 

- D'autres présentent un ressuyage lent et progressif et parfois 

suivant des écoulements préférentiels conditionnés par la densité de la 

végétation. 
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- D'autres favorisées par une topographie irrégulière, stockent une 

quantité d'eau qui n'est restituée au lit principal qu'après un certain 

retard. 

Il s'ensuit qu'une modélisation fine qui prend en compte les 

caractéristiques de chaque type de mangrove est assez complexe. A ces 

difficultés physiques s'ajoute une complexité numérique due au traitement 

des équations du mouvement. Certaines hypothèses admises dans l'intégration 

des équations du mouvement se trouvent fortement approximatives. 

L'advection augmente (Dronkers, 1964) et le terme de frottement devient 

prépondérant dans les équations. L'expression de ce dernier étant 

inversement proportionnelle à la profondeur pose un problème quand le 

tirant d'eau devient trop faible. De même son expression quadratique est 

criticable (Willis, 1978, 1985). Dans ces zones, peu de particules suivent 

la vitesse intégrée sur la verticale et les hypothèses d'uniformité des 

profils de vitesses sont peu représentatives de la réalité. 

Par ailleurs, la technique des différences finies, appliquée 

à des variables continues et finies, suppose des variations spatio- 

temporelles graduelles et lentes. Si dans certaines mailles un changement 

brutal se produit ( U = V = 0 <====> U f 0 f V ), des discontinuités 

locales apparaissent, des ondes courtes prennent naissance et sont 

susceptibles d'engendrer des dissipations numériques affectant la stabilité 

de la résolution. 

Plusieurs procédures ont été développées pour traiter les 

zones de faible profondeur qui se couvrent et se découvrent suivant l'état 
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de la marée. Reid et al. (1968) ont appliqué avec suc& sur la baie de 

Galveston (Texas) une méthode reposant sur la théorie empirique des 

déversoirs latéraux. Flather et a7. (1975) ont utilisé des conditions 

d'avancement et de recul des limites en fonction des profondeurs d'eau et 

de la pente en surface. Ce procédé idéaliste du mouvement des limites se 

résume à l'organigramme suivant: 

fig.III.12-Organigramme de Flather & Heaps. 

Pour le calcul de la deuxième composante de la vitesse V, les 

mêmes tests sont répétés mais suivant la direction oy. Cette procédure est 

facilitée par l'utilisation d'une résolution explicite des équations du 

mouvement, donc la recherche des variables dépendantes s'effectue 

progressivement à chaque pas de temps à partir des valeurs connues au pas 

de temps précédent. Si les noeuds sont "secs" la composante de la vitesse 

est mise à zéro, sinon les nouvelles valeurs de U ou de V sont calculées à 

partir de l'équation dynamique. 

Une procédure similaire à celle développée par Leendertse et 

Gritton (1967) a été adaptée à notre milieu. Dans cette procédure on impose 
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i- 

une élévation seuil minimale (hseuil) dans toutes les mailles du calcul. Un 

test est effectué à chaque 'maille sur la valeur des hauteurs d'eau, si 

cette dernière est supérieure à hseuil la maille est gardée dans le calcul, 

sinon elle est retirée et le coefficient de frottement relatif à la maille 

en question est mis à zéro. La valeur du coefficient de frottement est 

l'indicateur qui permettra de spécifier si la maille est retirée ou si elle 

est gardée dans le calcul. On supposera en outre qu'une mince plaque d'eau 

est conservée dans la maille et qu'elle est égale à la valeur atteinte 

juste avant le seuil d'effacement, ceci en vue de respecter la conservation 

de volume. La résolution du même pas de temps est reprise en supposant que 

la maille n'y existait pas. Quand durant le flot la valeur des élévations 

excède la valeur seuil, la maille est réintroduite dans le calcul. 

L'inondation de cette maille pouvant provenir des quatres mailles qui 

l'entourent, plusieurs combinaisons sont alors possibles et par conséquent 

plusieurs tests sont effectués afin d'attribuer à la maille en question une 

élévation correspondante à la moyenne des élévations qui règnent dans les 

mailles avoisinantes (fig.III.13). 

i 
LJ 

fig.III.13- Profil du fond en (2-D) et (1-D). 

i-l, j-l i,j-1 i+l, j-l 

0 0 

i-l#J i.j i+1,j 
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Cette procédure, reliée à l'évolution de la marée au 

voisinage des frontières, exige certaines précautions dans son utilisation: 

- Une marée qui présente des variations fortes et rapides amène à 

des changements rapides des frontières. Ces changements étant reliés au pas 

de calcul, des parasites numériques peuvent apparaître durant la résolution 

nécessitant une réduction de AT. 

- La variation continue des limites n'est pas possible en 

différences finies et la progression des frontières ne peut être 

représentée qu'à partir d'une succession de gradins. Le recul des 

frontières est approximé en admettant que le terrain devient sec lorsque la 

hauteur de l'eau est inférieure à une hauteur seuil fixée auparavant. Cette 

schématisation représente assez bien la réalité physique, par contre 

l'avancement des limites est plus délicat à traiter (Pochat, 1981). 

Les courants et les élévations de la marée, dans la partie 

étudiée de l'estuaire, présentent des amplitudes relativement faibles. Ceci 

nous a permis d'adopter une fréquence de recherche suffisamment espacée et 

grande comparée au pas de temps de calcul. Ainsi les instabilités 

susceptibles d'apparaître ont eu le temps nécessaire pour s'atténuer et 

n'ont pas affecté la résolution. Le terme advectif a été négligé dans tout 

les cas où la profondeur de l'eau devenait inférieure à 35 centimètres. 
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Ier Système: 

kAT (k+l/2)AT (k+l)AT (k+3/2)AT (kt2)AT (kt5/2)AT 

f =========> ( 
U? =======================> u 

$ =======z== > ( 
========================> v 

Pème Système: 

(kt1/2)AT (kt3/2)AT (kt5/2)AT 

;: : 
========> f 
========> u 

v =========> v 

[ ==========> ( 
v =====zz===> v 
u ==========> u 

c ==========> c 
u ==========> u 
V ==========> v 

$ ========== > c 
========='> v 

u ==========> u 

3ème Svstème: 

i 
‘====3====> #f 
=====P====> u 

V =====3====) v 

(kt1/2)AT (kt3/2)AT (kt5/2)AT 

,$ ==========> e 
v ==========> v 

6 I=:I ======> f 
-2: ======> u 
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III.3 RESOLUTION DU SYSTEME 

111.3.1 Ecriture alsébrique des divers systèmes 

Les équations de continuité (suivant 0x1 développées 

précédemment se ramènent aux systèmes suivant : 

111.3.1.1 Euuation de continuité (ler système: m+l/z,n,k). 

- ‘j-112 Uk+l(m-1/2,n) t <k'1/2(m,n) t ~y~+~,~ Uk+l(mtl/2,n) = Ak(j) 

AT 
"j-l/2 = - (h(m-wz,n+uz) t h(m-w,n-112) t Ek(m,n) - ek(m-l,n) ) 

4AX 

AT 
a- - - (h(m+l/z,n+l/z) t h(m+l/z,n-112) + ,!k(m+i,n) - ek(m7n) ) Jtl/2 - 4AX 

AT 
Ak(j) = Ek(m,n) - - ( Vk+1'2(m,nw2)H(m+i/2,n) 

2AY 
- Vk+1/2(m,n-i/2)H(m+i/2,n-i/2) ) 

111.3.1.2 Eouation de continuité (2ème système: mtu2,n.k) 

-Bj-l/2Um-1/2,n + Bj-lEm-l,n + Bj+lL+l,n + BjErn,n + Bj+l12Um~l/2.n = Ak(j) 

AT AT 
B* J-1/2 = ( - T (h(m-1/2,nt1/2) t h(m-1/2,n-1/2)) t 

AT AT 
Jjt1/2 = ( 4Ax - (h(mt1/2,nt1/2) t h(mt1/2,n-1/2)) t - f(md-d 1 

2AX 

K3AT 
fljtl = U(mtl/2,n) 

2AX 

(l-K3)AT 
Bj-1 = U(m-1/2,n) 

2AX 

K3AT (l-K3)AT 
4 =lt- U(mtl/2,n) t U(m-1/2,n) 

2AX 2AX 
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AT 
A"(j.) = ek(m,n)- - 

2AY ( " ( 
k m,n+i/z)H(m+i/2,n) - Vk(m,n-ile)H(m+iie,n-112)) 

avec 

k3, = 1 si u>O 

k3 = 0 si UsO - 

111.3.1.3 Ewation de continuité (3ème système: m+l/2,n,k) 

-4 j-1/2 
Uk'1/2(m-1/2,n) + ck+:/2\ln,n) + $j+1,2 Uk+1/2(mt1/2,n) = Ak(j) 

AT 
@j-1/2 = ( 4AX - ( h(m-1/2,n+l/2) t h(m-l/z,n-112) ) t 

AT klAT 
- ek(m,n) - - ( tkhn) - Ek(m-bn) 1 1 

2AX 2AX 

AT 
#jt1/2 = ( 2Ax - ( h(m+1/2,n+1/2) t h(m+1/2,n-112) ) t 

AT 
--g fk(m,n) + 

(1-kl)AT 
( tk(m+l,n) - fk(m,n) > > 

2AX 

Ak(j> = Ikhn) Vk( m,n+i/z)li(m+i/2,n) - Vk(m,n-i/z)tl(m+i/2,n-i/2)) 

avec 

k, = 1 si u>O 

k,=O si UtO 

111.3.1.4 Ewation dynamiaue (3ème Système: m+l/2,n,k) 

suivant : 

L'équation dynamique suivant 0x se ramène au système 

-~.[~+~/~(rn,n) t a'j+l,2Uk+1/2(mt1/2,n) + aj+l[k+1/2(mtl,n) = Blk(jtl/2) J 
g AT (y. = (y. 

J Jtl = - 2AX 
gAT ( (Uk)2(mtl/2,n) t (lk)2(mtl/2,n) )112 

Q'j+l/2 = 1 t 
2 C2(mt1/2,n) H(mtl/2,n) 

+ 
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K3 AT ( U(mtl/2,n) - U(m-1/2,n) )ik 
7 

2AX 

(l-K3) AT ( U(mt3/2,n) - U(mtl/L?,n) )I" 

2AX 

B'k(jtl/2) = Uk(mtl/2,n) t f 
AT 

- !@+W,n) 
2 

tv AT4W2,n + 'm-1/2,n - 4Umtl/2,n + Umtl/2,n+l + 'mtl/2,n-1) 
2AX2 

K4 AT ( (@-Em+l/2,n ' HU&+1/2,n-l)lk > 

21mtl/2,n AY 

(leK4) AT ( (HUYm+l/2,n+l - HUYm+1/2,n)lk > ATp,QW2sin$ 
t 

2Hmtl/2,n AY 2e(m+l/2,n)H(mtl/2,n) 

ATgH(mtl/2,n) 
+ 

4dm+1/2,n) 
&XP 

111.3.1.5 Euuations dynamioues (Zème Système) 

Les équations dynamiques au premier demi-pas de temps se 

ramènent au système suivant : 

t  

-'jE k+1/2(m,n) t CY'~+~,~U k+1/2(mtl/2,n) t crj+l~k+1/2(mtl ,n) = Blk(j-t1/2) 

( En (mtl/2,n) 

Vk'1/2(m,ntl/2) = G'(stl/2) En (m,ntl/2) 

AT AT 
G'(s+l/2) = V(m,ntl/2) - - f$mtl/2,n) - - 

paflw2 COS$ 

2 2 dm,n+1/2Mhn+l/2) 

g AT gAT H(m,ntl/2) 
- 2 K(m,n+l) - f(m,n)) - 

4 e(wW2) 
Sydm, n+W 

tu 
AT(Vm,nt3/2 + vm,n-l/2 - 4vm,ntl/2 + "mtl/2,ntl/2 + Vmtl/2,n-l/2) 

2AX2 
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K2ATUH&,,~,+1/2 - HGf,,,.n4/2)) 

2Hm, n+1/2 AY 

(l-K2) AT ( (HU&,nt3/2 - HU&,n+l/2)) 

2Hm, n+1/2 Ay 

gAT(U2(k) + V2(k+1/2))lj2 
x st1/2 = l •t 

2C2(m,n+l)ti(m,n+l/2) 

+ 
AT(K1(vm,llt3/2 - Vm,nt1/2) + (1-Kl)(Vm,nt1/2 - Vm,n-1/2) 

2AX 

Kli = 1 si !,! > 0 
Kr = 0 siv(O 

KZ=l silJ>O 

K2=0 siU<O -- 

'1%1.3.1.6 Equation dynamique (ler Système: m+l/2,n,k) 

L'équation dynamique suivant ox se ramène au système 

suivant : 

-fXjEkt1/2(lil,tl) + fljtl,2Ukt1(mtl/2,n) t Oj+lf k+1/2(mtl,n) 

+ pjt3/2' kt1(mt3/2,n) t ~j-l,2Ukt1(m-1/2,n)) = B’k(jtl/2) 

g AT 
-(y. = 

J @jtl = dxF 

uAT 
fijt3/2 = fij-1/2 = Ax2 

2uAT ATg( (Uk)2(mtl/2,n) t (uk)2(mt1/2,n))1/2 

fijt1/2 = l + Ax2 + 
C2(mtl/2,n) ti(mtl/2,n) 

t 

(l-K3)AT(U(mt1/2,n) - U(m-l/E,n)) 1 k 
t 

AX 

K3AT(U(m+3/2,n) - U(mtl/2,n))lk 

AX 
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Btk(j+l/2) = Uk(m+l/2,n) + ATfl(m+l/2,n) 

- v AT(Um+l/2,n+l - 2Um+1/2,n + ‘m+1/2,n-l)lk 

AY 

K4 AT( (HU&+l/2, n + H”&+l/2,n-l)lk 1 

Hm+1/2,n AY 

(l-K41 AT( (H’J&+l/2, n+l + H’JJ&+l/, , n> 1 k, 

Hmt1/2,n AY 

ATp,ClW2sin$ gtl(m+1/2,n)AT 
t t 

e(m+W,n) H(m+WW ?dm+W, n> 

111.3.2 Technique de résolution 

Les systèmes algébriques qui découlent des diverses 

discrétisations des équations du mouvement, se mettent sous la forme: 

Système 1 : aiEm,n + biUm+l/2,n + ‘iUm-1/2,n = *i (111.1) 

diEmtl,n + eiEm,n + fiUm+3/2,n + giUm+1/2,n + hiUm-1/2 ’ 
‘qIfIB1) . 

ai m+l,n c + biEm-l,n + CiCm,n + diUm+1/2,n + eiUm-l/2,n= *'i (111.3) 

Système 2 : fitm+l,n + gi<m,n + hiUm+l/Z,n = B'j (111.4) 

kiVm,ntl/2 = ci (111.5) 

Système 3 : 
aiEm,n ’ biUmt1/2,n + ‘iUm-1/2,n = *“i 

ditm+l,n + eitm,n + fi”mtl/2,n = B”i 

(111.6) 

(111.7) 

Par substitution, les systèmes 1 et 2 se ramènent à la même 

forme du système 3: 

A: Système 1 

A partir de l'équation de continuité (III.l), on tire les 
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valeurs de Umm1/2,n et Um+3/2,n, qui seront utilisées par la suite dans 

l'équation dynamique: 

Um-1/2,n = 
*i - aiEm,n + biUm+1/2,n 

'i 

Um+1/2,n = 
*i - aifm,n + biUm-1/2,n 

bi 

A. 

Umt3/2,n = 
1tl - ai+l~m+l,n + bi+lUmt1/2,n 

b. 1tl 

(111.8) 

(111.9) 

(111.10) 

En remplaçant (111.8) et (111.10) dans l'équation dynamique 

(111.2), on aura: 

avec, 
oiEm+l,n + BiUmtI/2,n + riEm,n = 'i 

"i = Cidibi+l - fiCiai+l 

fii = Cigibi+l - bibi - fiCiCi+l 

7i = bi+lCiei - hiai 

6i = Cibi+IBi - fiCiAi+I - hiAi 

(111.11) 

B: Système 2 

La même méthode est appliquée aux équations (111.3) et 

(111.4) où à partir de l'équation dynamique (111.4) on obtient: 

k! 
B'i - qicm,n - hiUm+l/2,n 

m+l,n = 
fi 

c 
B’i - fitm+l,n - hiUmtl/2,n 

m,n = 
gi 

c 
B’i-1 - fi-lcm,n - hi-l”m-1/2,n 

m-l,n = 
9i-1 

Par substitution des valeurs de cm+I,n et Em-I,n on ramène 

l'équation (111.3) à la forme: 

'iEm,n + biUm+l/2,n + 7iUm-1/2,n = 'i 
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avec, 

ai = CifiCJi - fibifi-1 - aigigi 

Bi = difigi - giaihi 

7i = eifigi - fibihi-1 
Si = A’i - giaiB’i - fibiB’i-1 

Ainsi, par substitution directe, les systèmes 1 et 2, sont 

ramenés à la même forme que le système 3 et; par conséquent, à une écriture 

matricielle qui permet d'aligner sur les trois diagonales les coefficients 

non nuls des formules de récurrences. 

Certes les propriétés numériques des discrétisations des 

équations du mouvement, évoquées précédemment, jouent un rôle essentiel 

dans la construction et la réussite de la modélisation, mais la résolution 

du système algébrique qui en découle devrait se faire suivant un algorithme 

simple qui présente une faible sensibilité aux erreurs d'arrondissement. 

Les techniques les plus performantes pour la résolution des 

systèmes 1, 2 et 3, sont les méthodes algorithmiques (Godounov et a7., 

1964, Abbott et a7., 1978). Ces dernières nécessitent une capacité de 

stockage et un temps de calcul proportionnels au nombre maximal de points à 

calculer, en opposition avec d'autres méthodes de résolution matricielle 

(Gauss, Jacobi, Seidel) dont les facteurs précédents sont proportionnels à 

N2 ou N3 (Gourdin et a7., 1964) 

Les équations prennent la forme: 

Continuité: aiCi+1 + biUi+l + CiCi- = di (111.12) 

Dynamique: aiUi+l + BiEi + "li"j-l = 6i (111.13) 

Posons: 

E- 1tl = EiUi t Fi (111.14) 

U- 1tl = Gi~i t Hi (111.15) 

En remplaçant (111.14) dans (111.12) on obtient: 

aiEiUi t biUi t Cici- = di - aiFi 
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v. 
Cl lt 

Ui = 
- Ci 

f - 
di - aiFi 

aiEi t bi 
l-l + 

aiEi t bi 
(111.16) 

En remplaçant (III.15) dans (111.13) on obtient: 

@iGiEi t Bibi t YiUi-I = 6i - oiHi 

où 
hi = - 7i Ui-I t 

6i - 'YiHi 
(111.17) 

UliGi t Bi QiGi t fii 

En comparant (111.14) et (111.15) à (III.16) et (111.17) 

respectivement on déduit par identification: 

E* 
-7-i-l 

1-l = (111.18) 
ai-1Gi-1 + Bi-1 

6. 
F- 

l-l - ai-1Hi-1 

l-l = 
(III.19) 

ai-1Gi-1 f Pi-1 

G* 
-ci-l 

l-l = 
ai-1Ei-1 + bi-1 

d. 
Hi-1 = 

l-l - ai-1Fi-1 

ai-1Ei-1 + bi-1 

(111.20) 

(III.21) 

L'algorithme est initié à partir de la limite où l'on connait 

une des variables dépendantes. Supposons que l'on connaisse la valeur de [ 

au noeud limite J, on obtient: 

tJ = EJ$J-1 + FJ-l 

tJ = 
-75-l 

‘J-1 + 
‘J-1 - “J-lHJ-1 

PJ-1 flJ-1 

or 7J-1 = o 

====> ‘fJ = FJ-~ avec EJ-1 = 0 

A partir des récurrences (111.18,19,20 et 21), on pourra 

déterminer les divers coefficients des récurrences. Si la condition de 

démarrage est une élévation, l'algorithme s'achève par le calcul des deux 
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coefficients de la formule de récurrence des vitesses. Une deuxième étape 

consistera à remplacer les coefficients successivement par leurs valeurs et 

.,déduire les valeurs des élévations et vitesses. 

I l I l 
calcul des variables 

-Il-- 

lL-H- 

me----- a-,----===> 

2 3 4 5 

x calcul de7 coTffirien!s 1 

N-4 N-3 N-Z N-l N 

Afin de minimiser l'erreur de l'algorithme précédent, deux 

conditions s'imposent (Godounov et a]., 1964): la première concerne les 

coefficients de l'équation de départ, la deuxième, ceux des formules de 

récurrences, tel que; 

an&,-1 + bn$n + Cntin+l = dn 

==’ Ibnl 2 lanI + Icnl 
et 

(111.22) 

$n + Kn%tl = An n = 1,2,.....,M-1 

==> IK,,l 5 1 ('11.23) 

111.3.3 Conclusions 

La méthode évoquée repose sur un simple algorithme récursif 

qui résoud une matrice tri-diagonale (algorithme de Thomas). La résolution 

est initiée d'une des deux conditions aux limites. La procédure de 

substitution se fait par un double balayage, le mouvement est en 

conséquence supposé sous-critique. Par contre, si on est dans un cas de 

régime sur-critique, les deux conditions sont données sur une même limite, 

les substitutions ne nécessitent qu'un simple balayage suivant la direction 

de l'écoulement. Il en résulte que l'utilisation d'une structure 

inappropriée peut amener à certaines instabilités. Abbott et Grubert (1973) 

ont mis au point un algorithme général de résolution qui prend en compte le 

changement du régime de l'écoulement en adoptant la condition de 
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l'annulation d'une des caractéristiques. Ainsi, si H = U2-gh change de 

signe, on passe d'un algorithme à un autre. Cette dernière expression est 

dite fonction de contrôle. Dans le cas de l'estuaire de la Casamance le 

régime étant sous-critique l'algorithme adopté etait suffisant. 

II:I; .4 REVUE BIBLIOGRAPHIQUE 

II'h.4.1 Introduction 

Jusqu'au milieu des années soixante la méconnaissance de 

certains aspects des approches discrètes et le manque de développement de 

l'informatique ont souvent conduit les modélisateurs à se contenter 

d'approches simplifiées, où certains termes des équations du mouvement 

étaient soit linéarisés, soit négligés. 

Le premier modèle qui traita les équations du' mouvement dans 

leur totalité fut celui d'Hansen qui, en 1966, développa une approche 

explicite prenant en compte les termes non linéaires, les forces de 

Coriolis, les effets du vent et des frottements au fond. Depuis, la 

réflexion sur ce type de problèmes a progressé, d'une part, par l'essor des 

méthodes numériques et le développement de l'informatique et, d'autre part, 

grâce aux fréquentes campagnes de mesures réalisées dans les milieux 

côtiers qui ont permis de mieux comprendre certains processus physiques. 

Même en se contentant des approches semi-implicites les 

modèles sont trop nombreux pour être tous évoqués dans le cadre de ce 

travail. Nous avons limité cette présentation bibliographique à quelques 

approches assez répandues, qui regroupent les principaux aspects des 

modèles bi-dimensionnels en plan, résolus suivant ce type de développement. 

Les discrétisations semi-implicites reposent sur la 

séparation des dérivées spatiales et des termes d'ordre zéro des équations 

du mouvement en deux groupes: le premier regroupe les termes responsables 

des restrictions sur le pas temporel, traités par une méthode implicite à 
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pas de temps fractionné et le second regroupe les autres termes traités . 

explicitement. 

111.4.2 Modèle d'Elvius et Sundstrôm (1972) 

Les équations du système sont résolues par une méthode semi- 

implicite suivant deux répartitions spatiales; 

K-1,2.3,... 1;=3/2,5/2.7/2,... 

m uk1/2 B+l m x+1/2 m+l 

La discrétisation des auteurs permet d'aboutir aux équations 

algébriques suivantes: 

Un+1 _ p-1 ti 
ntl + #n-l 

2AT 
= -DOx 

2 
-VJn)xyDOx('Jn)y - (V")DOy(U"), t FV" 

ptl _ in-1 ptl + p-1 

2AT 
= -DOy 

2 
- U”DOx(Y”)y - Pn)xyDOy(Vn)x - FU” 

ptl _ p-1 unt1 + un-1 vntl + vn-l 

1 
2AT 

= - Wnlxy ( Dax 
‘2 

+ Doy 
2 

- (U”),D,,(~“), - Vn~xD~yWn)x 

avec: $(j+Lk) - IlrWW 
DOx#)j,k = ; As= AX = AY 

~AS 

$(j+W + vWLk) 
$tLk) = ; $ : terme de pression. 

2 

Cette méthode présente plusieurs avantages par rapport aux 

approches qui utilisent des grilles non-imbriquées, tels que les modèles de 

Gustafsson (1971) ou de Fairweather et Navon (1980). D'une part le nombre 
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de variables dépendantes nécessaires est réduit dans la grille de 

résolution et, d'autre part, les problèmes numériques (aux limites) induits 

par l'utilisation des mailles non-imbriquées sont élimines. La méthode de 

l'énergie appliquée au système précedent linéarisé a coefficients 

constants, permet d'aboutir au critère de stabilité: 

-$ max ( lUl,IVl) ( 1 

Ces mêmes hypothèses testées sur d'autres types de 

discrétisations (Leapfrog) ou suivant d'autres grilles d'intégration, ont 

montré que le schéma d'Elvius et Sundstrôm offre la possibilité d'utiliser 

un pas de temps supérieur à celui imposé par les conditions de stabilité 

des autres schémas testés. Le terme advectif est discrétisé suivant une 

combinaison de la méthode du point central ("Cd point mie") et de la 

méthode trapézoïdale (Lambert, 1977). 

Malgré les qualités numériques que présente ce modèle 

l'utilisation d'une maille totalement imbriquée pourrait améliorer ces 

Leendertse performances. Un des exemples les plus connus est celui de 

(1967). 

111.4.3 Modèle de Leendertse (1967) 

Cette approche repose sur une résolut 

suivant une maille totalement imbriquée: 

ion sem i-implicite 

h u h 

7; Il h 

qui ramène le système à: 
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U”+1/2 = Un t .5ATfl” - .5ATUn+l/2(8J/c3x)n - .5ATV"(iNJ/iQ)" = 
- .~(AT/Ax)~E”+~/~ - r(x)sn - F(x)"+'i2 

en+1/2 = en - .5(AT/AX) ((hy t E,)U)"+li2 - .5(AT/AX)( (hx +E,)V)" 

V"+li2 = V" - .5ATfgnt1i2 - .5ATU"+1/2(N/c3x)n - .5ATVn+1~2(i3V/~y)n 

- .5(AT/Ax)g<" - ,(y)~"+'/~ - F(y)" 

un+1 = Unt1i2 t .5ATfgnf1 - .5ATUn+1/2(iXJ/~x)n+1/2 - .5AT~n+1(aU/ay)n+1/2 

- .5(AT/Ax)gcn+1/2 - r(x)s”+l - F(x)~+~/~ 

I n+l = ,pw - .5(AT/AX)((hy t Ex)U)"+1/2 - .5(AT/AX)((h, t<,)V)"+' 

vn+l = Vn+1/2-.5ATf$'+1/2 - .5AT~n+1~2(,3V/~x)n+1~2 - .5ATVn+1/2(aV/8y)n+1i2 

- .5(AT/Ax)gc”+l - ~(y)s”+l - F(Y)"+~/~ 

Le modèle de Leendertse, une des premières résolutions semi- 

implicites, est, sans doute, le plus répandu et par conséquent le plus 

analysé. Les diverses études réalisées suivant cette approche soulignent, 

d'une part, le rôle stabilisant du terme de frottement et, d'autre part, la 

stabilité conditionnelle de la méthode RK2, utilisée pour la discrétisation 

temporelle du terme advectif (Weare, 1976). -, 

Ce modèle a été remanié plusieurs fois par son auteur dont la 

version de 1970 ne comporte plus que quatre équations au lieu de six et où 

la composante explicite de la vitesse est calculée par simple 

interpolation. Ceci ramène le système précédent à: 

QU - fg t U6xU t @,U t gsxt t g 
lF((lq2 t (v)2)1/2 

1 
WY + Ex) KxJ2 

P ( hy + fx) 
QS = 0 

$,2tt + &J(hy + E,)U) + 6y((hx + C,)V) = 0 
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V+(U)* t (v)*)l/* 
6tV t f! t us,v t g,v t ga,t t g 

1 
(hx + E,)(C,)* 

P ( h, + t,) 
rys = 0 

6J/2tE + 6,((hy + I,)U) + Jy((hx + f,)V) = 0 

Abbott et al. (1978), ont utilisé une discrétisation 

équivalente à celle de Leendertse qui conduit, pour sa version linéarisée, 

aux mêmes critères de stabilité que cette dernière. 

Les deux premières équations permettent de relier U au temps 

nbT à U au temps (ntl)AT et [ au temps nAT à [ au temps (nt1/2)AT. Quant 

aux deux dernières elles lient V au temps nAT à V au temps (ntl)AT et [ au 

temps (nt1/2)AT à f au temps (ntl)AT. Ce schéma a été testé avec succès sur 

plusieurs milieux, dont la Mer du Nord. De précision du second ordre, il ne 

permet pas le centrage du terme de Coriolis. 

Plusieurs auteurs ont développé des techniques similaires à 

celles de Leendertse et d'Abbott, dont Falconer et a7.(1984), Neves (1985), 

Rodrigues et a7. (1982), Salomon (1976) et bien d'autres. 

Une caractéristique commune des modèles reposant sur la 

technique A.D.1 est leur faible performance quand le nombre de courant c 

devient important. Au fur et à mesure que c augmente le nombre de points 

nécessaires par longueur d'onde augmente (Cf. 11.3.2). Dans ces cas, deux 

éventualités se présentent: réduire le pas de temps ou choisir une autre 

méthode. Une des techniques d e substitution proposée est celle de Benqué et 

a7. (1982). 

111.4.4 Modèle de Benaué et a7. (1981) 

L'idée directrice de cette approche est que les équations du 

mouvement renferment des opérateurs paraboliques (K 8*U/ax*) et surtout des 

opérateurs hyperboliques (auU/ax), qui nécessitent des conditions aux 
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limites qui ne sont pas les mêmes. Les équations sont résolues, suivant la 

méthode du pas fractionnaire, en distinguant plusieurs étapes. Cette 

technique, comme la méthode des directions alternées, permet de se ramener, 

à chaque pas de temps, à des solutions sur un seul axe de l'espace. 

Chaque étape a un sens physique: la convection à caractère 

hyperbolique est résolue en premier, puis la diffusion à caractère 

parabolique et enfin la propagation, où est incluse l'équation de 

continuité. Le système se ramène à: 

Advection: 

p+l/3 _ un a a 
t- (Uu") + - (UV") = 0 

AT ax aY 

vn+l/3 _ vn a a 
t - (Vu") + - (Vv") = 0 

AT ax ay 

(111.24) 

(111.25) 

avec: 
u= uh et V = vh 

Diffusion: 

unt2/3 _ p+1/3 a ap+2/3 a apW3 
= - (K ) t FVnt113 (111.26) 

AT ax ax )+CK ay 

vnt2/3 _ p-l/3 a ap+2/3 a ap+2/3 
= - (K D-W ) - FUn+1/3 (111.27) 

AT ax ax aY ay 

Propaoation: 

p+l _ p 
t o! div Untl t (1-a) div Un = 0 

AT 

un+1 _ p-2/3 
t g( Q! hntI grad ZntI + (1-a) hn grad Z") 

AT 

(111.28) 

WI WI f Cl(@(- 
C2h2 

y+1 t (1-a)( - 
C2h2 

p-2/3 ) = 0 (111.29) 

Les équations (111.24,111.25) sont résolues par la méthode 

des caractéristiques, explicite mais inconditionnellement stable. 
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Les équations (111.26,111.27) sont résolues par un schéma 

implicite aux différences finies conduisant à une résolution par double 

bal ayage. 
n+l e 

L 

e 

n+1/2 A 
u,v 

n e 

m m+1/2 lu+1 

Les deux composantes de la vitesse, regroupées aux mêmes 

noeuds sont ainsi determinées dans les deux premières étapes. Leurs valeurs 

sont replacées dans l'étape de propagation, où les auteurs ont introduit un 

coefficient d'implicitation LZ (a=0 explicite, a=1 implicite). Après 

élimination de U"+l, la troisième étape est résolue par la méthode 

d'éclatement des opérateurs par coordination (Lions et a7., 1975) en se 

servant de la méthode itérative du gradient conjugué. 

Bien que les tests sur des milieux théoriques et réels aient 

montrés l'excellente performance de cette approche, les méthodes itératives 

demeurent assez coûteuses dans les milieux à bathymétrie mouvementée qui 

imposent une restriction sur le choix de la grille spatiale et augmentent 

considérablement le nombre d'itérations nécessaires pour la convergence, ce 

qui est équivalent à réduire le pas de temps dans les méthodes directes. De 

plus, le regroupement des deux composantes de la vitesse aux mêmes noeuds 

augmente le nombre de valeurs calculées par interpolation; procédure 

susceptible d'engendrer des viscosités numériques (Abbott, 1979, Roache, 

1972). 

Plusieurs modèles présentent des développements similaires à 

ceux utilisés par Benqué et a7: Un des exemples de ce type d'approche est . 

celui de Backhaus (1983) > où la méthode du gradient conjugué est remplacée 

par la méthode de relaxation. 
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111.4.5 Conclusions 

Dans l'état actuel des connaissances et des possibilités 

informatiques, il n'existe pas de type de modèle susceptible d'être 

appliqué à tous les problèmes que l'on rencontre. Les modélisations sont 

particulières suivant l'échelle et la nature des phénomènes que l'on 

cherche à étudier. La supériorité d'un modèle par rapport à un autre, n'est 

mesurée qu'en fonction de la qualité des réponses qu'il fournit aux 

objectifs proposés. 

Les divers modèles évoqués précédemment, indiquent les lignes 

directrices à suivre dans une approche bi-dimensionnelle en plan. Parmi les 

diverses possibilités valables, la simplicité et les performances des 

résolutions se servant de mailles totalement imbriquées et d'une 

discrétisation du type A.D.1, les rend préférables aux méthodes itératives. 

Ce choix devient criticable pour des nombres de courants importants. 

Tous les modèles évoqués sont équivalents si les équations 

sont linéarisées et leurs coefficients supposés constants; deux hypothèses 

couramment admises dans les études théoriques de stabilité, de convergence 

et de consistance. De par l'impossibilité d'une description complète et 

générale de certains aspects importants de la modélisation tels que les 

conditions aux limites ou le comportement de certains termes des équations 

du mouvement, le choix à faire parmi les diverses possibilités offertes 

reste fortement conditionné par les tests semi-empiriques réalisés sur le 

milieu étudié. 
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III.5 MODELE MONO-DIMENSIONNEL 

111.5.1 Introduction 

L'estuaire de la Casamance se caractérise par une topographie 

p.articulière. Le plan d'eau subit des étranglements et des élargissements 

successifs de Ziguinchor à Diana-Malari. Un modèle bi-dimensionne1 en plan 

se révèle inadéquat pour la simulation de tout l'estuaire. A partir de la 

section d'Hamdalaye le plan d'eau se rétrécit progressivement et la 

profondeur excède rarement trois mètres. Réduire le pas spatial en 

utilisant un modèle bi-dimensionne1 aura pour effet de nécessiter un 

support informatique adéquat et, augmente le coût et le temps des 

simulations. On a opté en conséquence pour un couplage du modèle bi- 

dimensionne1 avec un modèle mono-dimensionne1 qui aura un double rôle. 

Outre son utilité dans la simulation de la partie amont de l'estuaire, le 

modèle mono-dimensionne1 a servi d'approche préliminaire, d'une part, dans 

la compréhension des phénomènes physiques qui gèrent le mouvement des eaux 

et, d'autre part, dans le calage des coefficients empiriques des équations 

du mouvement. 

111.5.2 Modèle mono-dimensionne1 

Les modèles mono-dimensionnels, constituent l'approche la 

plus répandue, dans les études de circulation en milieux côtiers. Ils 

décrivent le mouvement des masses d'eau, à des intervalles de temps 

successifs. Leur conception repose sur une schématisation du milieu naturel 

où on applique une vision simplifiée des phénomènes dynamiques répondant 

aux lois de base de la physique: la quantité d'eau qui rentre ou sort d'un 

réservoir est égale à la quantité stockée ou perdue. 
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fig.III.l4-Section prise en compte dans le modèle (1-D). 

La schématisation du milieu étudié consiste à subdiviser le 

domaine d'intégration en un nombre fini d'éléments intercommunicants, 

telles que les caractéristiques géométriques et hydrauliques moyennes de 

chaque élément soient définies en fonction des élévations et des vitesses. 

Cette schématisation repose sur un jugement personnel qui aura des 

conséquences sur la capacité prédictive du modèle à simuler des événements 

naturels; une représentation approximative conduit à des résultats peu 

réalistes. 

fig.III.15-Schématisation (1-D). 

La première étape consiste à identifier les caractéristiques 

géomorphologiques du milieu: confluences, bathymétrie, zones de stockage, 

mangroves, apports d'eau douce . . . . Les mesures effectuées par l'équipe de 

1'ORSTOM de Dakar (Pagès et a]., 1987), ainsi que celles réalisées par 

Lemoalle et a7. (Comm. pers., 1986), ont permis de tracer l'évolution des 
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sections en fonction de la distance par rapport a l'embouchure. Ce tracé 

permet de vérifier, pour une cote uniforme, si les éléments choisis sont 

capables de représenter lés principaux aspects reliés aux variations des 

sections du chenal principal (fig.III.16). 

0 i 2 a 4 6 6 7 8 0 10 ii 12 13 

distances 
Cm> 

fig.III.16-Répartition longitudinale des surfaces 
mouillées par rapport à la distance. 

o( 100001 

Un lissage est nécessaire afin, d'une part, que les sections 

transversales ne soient pas trop accidentées et, d'autre part, d'annuler 

les changements brutaux d'un élément à un autre afin d'éviter les 

variations rapides des caractéristiques de propagation (fig.III.17-III.22). _ 
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8.0 1 8 Rd 8 

aimm 

fig.III.17-Sections transversales de la station Goudomp. 
.(réelle- et approchée) 

8 4 8 l8 l8 m w 
aua 

fig.III.18-Section transversales de la station Kaour. 
(réelle et approchée) 
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fig.III.19-Sections transversales de la station Diattakounda. 
(réelle et approchée) 

4.7p.. . . . a.,. . . . . . .,. . . . . .,. . . . . . , . . . . . .,. . . . . . ;j 

0 a 4 8 8 10 iB 

aiw 
fig.III.20-Sections transversales de la station a'Hamdalaye. 

(réelle et approchée) 
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fig.III.21-Sections transversales de la station Sédhiou. 

(réelle et approchée) 

fig.III.22-Sections transversales de la station Sëfa. 
(réelle et approchée) 
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IITT.5.2.1 Eouatians du mouvement 

En vitesse et élévation : 

s av ay 1 ay 9 
t- + =- 

V.L a~ ax v at 
l.25 =o 

v av i av ay vq 
a -+B -t- 

g ax g at ax 
= (SO-s-f) - J9 - 

l GI I = 0 

ou en débit et élévation: 

a[ aQ 
L- -= t 0 

at ax 

aQ a[ a Q2 
- t gs - (s,+ 

SRBp TOP 
t a1 - -t-z 0 

at ax ax o,ax p. 

70P +QlQl 
-= 

PO 8RS 

avec : 

L : largeur de la section de l'écoulement 

V : vitesse moyenne 

Q : débit moyen 

f : élévation 

Y : profondeur de l'eau 

X : distance par rapport à l'origine 

S : section de l'écoulement 

4 : débit latéral 

K : coefficient de frottement 

R : rayon hydraulique 

P : périmètre mouillé 

P : densité moyenne de référence 

Q,B : coefficients de distribution de la vitesse 

SO : pente du chenal 

sf : pente de la ligne de charge 

RC! : nombre de Reynolds 
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Les systèmes précedents sont formés à partir d'équations aux 

dérivées partielles, dans lesquelles les variables indépendantes sont x et 

t et les variables dépendantes sont Q(x,t),e(x,t) ou (V(x,t),y(x,t)). Ces 

équations renferment des coefficients de correction et des paramètres 

empiriques à ajuster. La réussite de l'approche mono-dimensionnelle 

dépendra de la façon dont ces coefficients sont utilisés, de manière à 

contrebalancer les erreurs introduites par l'utilisation des grandeurs 

moyennes et par le lissage effectué sur les sections d'écoulement. 

III.5.2.2 Méthode de réso'lution 

Les équations étant non linéaires à coefficients variables, 

les solutions analytiques ne sont obtenues qu'à partir d'hypothèses 

simplificatrices qui limitent leur utilisation à très peu de cas réels. Les 

solutions habituellement retenues consistent à: 

l”- linéariser les équations, 

2"- supposer que les coefficients sont constants, 

3"- rechercher des expressions mathématiques en fonction de 

l'allure de l'hydrogramme d'entrée (courbe cloche, fonction 

gamma). 

Un exemple des premières solutions analytiques élaborées est 

celle de Barré de St Venant qui a traité le cas d'un canal rectangulaire de 

grande dimension en supposant que les frottements sont négligeables. Il 

s'ensuit que les résolutions analytiques n'ont pu être obtenues qu'au prix 

d'importantes simplifications et leur généralisation n'est pas acceptable 

dans la résolution des problèmes pratiques. 

En raison des difficultés mathématiques permettant d'obtenir 

des solutions analytiques aux équations générales, les solutions numériques 

sont le plus fréquemment utilisées. 
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En l'état actuel des connaissances une analyse précise des 

systèmes non-linéaires n'est pas possible. Toutefois d'utiles informations 

peuvent être dégagées des études de stabilité, de consistance, de 

conservation, d'onde de chocs, de diffusion numérique, de propagation 

d'onde linéaire et bien d'autres. En conséquence, une comparaison peut 

s'effectuer entre divers schémas d'intégration et il en ressort que 

certaines discrétisations, bien qu'elles ne soient pas les plus 

performantes pour une propriété bien déterminée, peuvent conduire, suivant 

l'objectif de l'étude, à d'excellents résultats. La recherche de la 

discrétisation optimale ne paraît donc pas primordiale, l'important est 

d'avoir un outil simple d'utilisation, économique et qui puisse répondre 

d'une façon précise aux objectifs de l'étude. 

La littérature abonde de résolutions mono-dimensionnelles, 

dont les plus utilisées sont celles de Godunov, Lax, Fromm, Leith, Lax- 

Wendroff, Vreugdenhill, Leapfrog, . . . pour les schémas explicites et celles 

de Cranck-Nicholson, Lawsonen, Cunge et Perdreau, Chen et Simons, . . . pour 

les cas implicites (Richtmyer et a]., 1967). Dans le cas de l'estuaire de 

la Casamance et pour l'étape de calage, une résolution suivant le schéma de 

Lax Wendroff a été choisie. Bien que ce schéma soit caractérisé par une 

faible diffusion numérique, son caractère explicite nécessite le respect de 

la condition restrictive de stabilité de C.F.L. 

111.5.2.3 Schéma de fax-Wendroff , 

Schéma de IAX-URNDROFB 

Q : valeurs i calculer 

0: valeurs connues 
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On suppose que toutes les fonctions sont continues. Les 

développements suivant des séries de Taylor des divers opérateurs seront 

limité au second ordre. On adoptera une notation à deux indices, j:indice 

spatial et n: indice temporel. Les inconnues au temps (n+l)AT et au noeud 

jAX seront calculées en fonction des variables dépendantes aux noeuds 

(j-l)AX, jAX et (jtl)AX au pas de temps nAT. 

a$ a2$ AX2 
$(xtAx) = #(x) t - AX t 

ax2 2 
t O(AX3) (111.30) 

ax 

w a2$ AX2 
W-W = +W --AXt - O(AX3) (111.31) 

ax ax2 2 

Les dérivées spatiales sont cen,trées : 

a3 $(xtAX) - $(xtAX) 
-= t O(AX3) (111.32) 

ax 2AX 

a2* ?W+W - 2$(x) t $(x-AX) 
-= 

ax2 AX2 
t O(AX4) (111.33) 

Il sera supposé dans la suite que le produit des dérivées 

premières ainsi que les dérivées du gradient d'énergie par rapport aux 

coordonnées spatiales et temporelles sont négligeables. 

a2Y 
+ 

s v a2v gs a2Y 
-=(lt 

at2 
--t(- 

L ax2 
t v2 )- 

ait2 
(111.34) 

BL 

a2v fY2v2 gs a2v gv a2Y 

-=(-+-)a,z+ at2 fi2 
-1 -t1,- (111.35) 

BL B fi a,2 

où 
av a2V AT2 

V(ttAT) = V(t) t -ATt-- t O(AT3) 
at at2 2 

(111.36) 

a Y a2y AT2 
y(ttAT) = y(t) t -ATt-- t O(AT3) (III.37) 

at at2 2 
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En remplaçant les expressions (111.32), (111.33), (111.34), 

(PII.35) dans (111.36) et (III.37) on trouve : 

AT 8V ay 
V(ttAT) = V(t) - - 

B 
(QV -&- + 9 ; f g(Sf-SoH 

AT2 a2v2 gs a2v V a2Y 
t- U-+-J 

fi2 
- t (g - (1 t ->-), (III .38) 

2 JL ax2 B 4 ax2 

sav ay 
y( ttAT) = y(t) - (- tv 

Lax 
~1 AT 

AT2 
$1 

sv a2v sg a2Y 
t- ((1 + 

L ax2 
+ ( t V2) -1 

2 LB ax2 
(111.39) 

on retrouve : 

AT 
V[i,ntl) = V”(i) - - ( aV"(i) ( V”(i+l)-V”(i-l) ) 

2fiAX 

t g( Y”(itl)-Y”(i-1) ) t 2gAX(Sf-SO) ) 

1 cY2 !3s 
t- 

2 ( 
( - V2n(i) t 

b2 
- )( V”(i+l)-2V”(i)tV”(i-1) ) 

BL 

$ V"(i) ( Y”(itl)-2Y”(i)tY”(i-1))) (111.40) 

Y(i,ntl) = Y”(i)- & (t(v"(it1) - V”(i-l)) t V”(i))(Y”(itl) - Y”(i-1))) 

1 
T({j2((Vz”(i) t 

!3s 
t -) (Y”(it1) - 2Yn(i) t Y”(i-1)) 

BL 

t(lt- cY > -Y V"(i) ( V"(i+l) - 2V”(i) t V”(i-l)) ) (111.41) 
B L 

La formulation explicite de Lax-Wendroff facilite sa mise en 

oeuvre mais nécessite certaines précautions dans son emploi. Nous allons 

évoquer quelques unes des propriétés numériques de ce schéma: 
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ITI.5.2.3.1 Prooaqation d'une onde linéaire 

a# w -+k-= 0 
at ax 

avec, 

$j,n = $pn exp(ijkAX) 
k: nombre d'onde. 

(111.42) 

p: facteur complexe de propagation. 

La solution numérique peut être comparable à la solution 

exacte en analysant les deux quantités suivantes: 

a: Facteur d'amortissement. 

A = I,Iz@f 

b: Célérité relative de propagation. 

cr= +f+w3b) 

.$ = kAX ; nombre de pas de temps pour chaque période: 27r/o< 

p = 1 f cr(cosf - 1) - iasinc (III.43) 

avec, 
a! = a2 ; 0 = cAT/AX 

IIT.5.2.3.2 Stabilité 

Il est nécessaire qu'aucune. composante du train d'onde 

exprimée par (111.42) ne s'amplifie dans le temps. La méthode de Von- 

Newmann permet d'aboutir aux conclusions suivantes: 

/pi < 1 et. 0 5 f 5 II (111.44) 

qui s,e traduit par la condition de C.F.L; o < 1 

111.5.2.3.3 Ondes de chocs 

Dans les écoulements fortement non-linéaires, il se peut que 

les caractéristiques se croisent créant ainsi des discontinuités. Richtmyer 

et Morton (1967)) ont démontré que ces ondes peuvent être reproduites par 
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une méthode des différences finies à condition que cette dernière soit 

conservative et dissipative. Vreugdenhill (1969,1981) a démontré que 

l'amplitude de ces ondes secondaires et le nombre de mailles où le chocs se 

fait sentir dépendent de l'erreur de troncature. Ainsi pour le cas linéaire 

l'équation de départ s'écrit: 

AX* a*$ AX3 a3d AX4 a411 
----j-k:= 

at ax 
81 

2AT a,* 
+ O2 

6AT 8x3 
+ 83 t 

24AT ax4 ” ’ 

Les termes d'ordre supérieur à deux, forment l'erreur de 

troncature. La dérivée du second ordre représente la diffusion numérique et 

la dérivée d'ordre trois est à l'origine des ondes secondaires (Vreugdenhil 

1981, Abbott 1981). Pour le schéma de Lax-Wendroff, on retrouve: 

81 = 0 ; 82 = -a(l-02) ; e3 = 3&-CJ) (111.45) 

0.8 
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111.5.3 Calaqe du modèle 

Les équations différentielles décrivant le mouvement des 

fluides incompressibles, font intervenir certains aspects qui ne peuvent 

être étudiés qu'à partir des relations empiriques. La distribution des 

tensions de cisaillement aux limites n'est pas connue. Exprimer ces 
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grandeurs par des fonctions analytiques est impensable, on a recours 

généralement à des fonctions empiriques qui renferment des coefficients 

d,ont l'ajustement aura une grande influence sur les solutions recherchées. 

Le but du calage est d'estimer ces valeurs de façon qu'une fois introduites 

dans l'équation différentielle et le système étant résolu, la solution 

obtenue soit la plus proche des observations. 

Il' est important de noter que le calage ne signifie pas 

l'utilisation de paramètres physiquement peu réalistes en vue de forcer le 

modèle à reproduire les valeurs observées. 

La majorité des écoulements dans les estuaires à faible 

profondeur sont dominés par les termes de frottement aux limites qui, eux, 

sont intimement liés au critère adopté dans le choix de leurs coefficients. 

Ces termes dissipatifs dus à la rugosité jouent un rôle prépondérant dans 

le mouvement des masses d'eau. Leur effet est de contrôler les vitesses 

maximales et ils conduisent généralement à un ralentissement ou à une 

atténuation de l'onde. 

Une estimation préliminaire de l'importance des forces de 

frottement peut être obtenue à partir du coefficient adimensionnel Ds de 

Harder (1963) qui s'exprime par: 

D, = 
K T umax 

64 R 

k : Coefficient de frottement. 

T: Période de la marée. 

R : Rayon hydraulique. 

U max : Vitesse maximale 

Si 

D, < 1 Faible contribution du terme de frottement 

D, > 5 La contribution des termes dissipatifs est 

importante dans les équations du mouvement. 

(111.46) 
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Dans le cas de la Casamance, la valeur de Ds excède largement 

5, par conséquent, la contribution du terme dissipatif de frottement est 

assez importante, surtout dans les zones de faible profondeur. Les divers 

études rencontrées dans la littérature montrent que, généralement, le flot 

est contrôlé par le terme d'inertie et le jusant par le terme de 

frottement. 

Plusieurs formulations empiriques existent pour exprimer les 

termes de tension aux fond. Les plus Utilis!er sont celles de Manning- 

Strikler, Weishbach et Chezy: 

1.49 
Manning-Strikler : V = R2/3Si/2 Ou KR2/3s1/2 

n 

Chezy : v = C.(RS)li2 

Weishbach : V2 = (8gRS)/f 

Les divers coefficients peuvent être théoriquement reliés en 

régime permanent uniforme par: 

C 1.49 R 
-= = (8/f)li2 

9 ng 
(111.47) 

Le coefficient de Chezy a l'inconvénient d'être dimensionne1 

et de varier significativement avec la profondeur de l'écoulement, d'où la 

nécessité d'un calage fin. Le coefficient de Weishbach, dépend du nombre de 

Reynolds et de la profondeur. Quant au coefficient de Manning, il varie 

comme la puissance 1/6 de la profondeur et, par conséquent, reste 

sensiblement constant sur une plage assez grande de profondeurs. Des 

travaux expérimentaux ont montré que l'erreur résultant de l'hypothèse d'un 

coefficient de Manning constant n'est significative que si les profondeurs 

sont supérieures à 30 mètres ou inférieures à 10 mm, ce qui rend son 

utilisation préférable (Yen, 1975). 
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Prouver une modélisation consiste à ajuster les coefficients 

empiriques jusqu'à ce que les valeurs calculées coïncident avec les valeurs 

observées. Le calage d'un modèle est relativement complexe car les 

coefficients de frottement choisis pour chaque maille doivent être 

représentatifs de toute la maille en question. En général, la vérification 

est effectuée par une analyse de la sensibilité du modèle aux variations de 

ce coefficient. 

111.5.3.1 Méthode d'oMimisation 

La détermination des paramètres d'un système d'équations 

d,ifférentielles soumis à des conditions initiales et aux limites est connue 

dans la littérature comme le problème inverse. La résolution du problème 

inverse peut être directe ou itérative. Cette dernière méthode, la plus 

utilisée, a été retenue dans notre travail. 

L'algorithme d'optimisation doit satisfaire les conditions de 

précisions voulues tout en étant simple d'utilisation. Plusieurs techniques 

ont été développées à cette fin. Bekey (1970) a présenté une synthèse de 

plusieurs techniques d'identifications d'un système dynamique et a effectué 

une comparaison entre l'analyse spectrale, la méthode du gradient, la 

méthode de la quasi-linéarisation et les approximations stochastiques. Plus 

récemment Yih et Davidson (1975) ont appliqué les méthodes du gradient 

conjugué et la méthode de Marquardt pour identifier la distribution des 

paramètres de qualité des eaux dans l'estuaire du Delaware. En 1972, Becker 

et Yeh publièrent une méthode qui repose sur le critère de minimisation de 

l'écart maximal en se servant d'un algorithme de programmation linéaire. 

Cet algorithme dit "du coefficient d'influente" a montré son efficacité 

surtout en présence des termes non linéaires de l'équation hydrodynamique. 

Yeh et Tauxe (1971) ont utilisé la technique de la quasi-linéarisation pour 

résoudre le problème d'identification des paramètres d'un aquifère en se 
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servant des observations des fluctuations du niveau en réponse à une crue. 

Les paramètres identifiés sont la transmissivité et le coefficient 

d'emmagasinement. Marino et Yeh (1973) ont étendus cette technique en 

l'adaptant à la méthode des différences finies. 

Le calage le plus simple consisterait à prendre une valeur 

unique du coefficient de rugosité, ce qui est assez fréquemment effectué 

dans les modèles de propagation d'onde. Cette technique consiste à répéter 

une simulation pour diverses grandeurs du coefficient de frottement. Les 

valeurs qui amèneront aux résultats les plus proches des grandeurs 

observées sont sélectionnées comme valeurs correctes du coefficient de 

frottement K. Même lorsque K est considéré indépendant du débit et des 

élévations, la démarche est assez laborieuse et s'adapte mal aux milieux à 

topographie irrégulière. 

Les tests effectués à partir de coefficients constants tout 

le long de l'estuaire de la Casamance n'ont pas abouti à des résultats 

satisfaisants, surtout dans la partie comprise entre Goudomp et Diana- 

Malari. Ceci est probablement dû à: 

- la présence de vastes zones "marginales" de faible profondeur 

Pimitrophes au chenal principal et dont la schématisation par un modèle 

mono dimensionne1 est fortement approximative. 

- l'élargissement du cours au niveau de la confluence avec le 

Soungrougrou où l'onde subit une forte atténuation. 

- la topographie du fond qui présente des hauts fonds et des 

singularités hydrauliques. 

- la faible représentativité des grandeurs intégrées, dans une 

section où l'écoulement n'est pas toujours uniforme. 

La technique de calage développée ici consiste en un 

ajustement systématique des coefficients de frottement dans chaque bief 

suivant un schéma prédicteur-correcteur de façon à reproduire les valeurs 



251 

observées. Cette méthode repose sur la minimisation de l'écart entre les 

valeurs observées et calculées. 

La schématisation de l'estuaire de la Casamance a été 

réalisée à partir de 23 profils en travers et d'un profil longitudinal du 

lit mineur. Le niveau moyen des eaux a été calculé sur les six stations 

limnimétriques et une interpolation linéaire a permis de reconstituer les 

profondeurs aux autres noeuds du maillage. Les conditions aux limites 

étaient en hauteurs d'eau, les vitesses étant calculées par résolution du 

système constitué par les équations dynamique et continuité. Pour faciliter 

le calcul, un lissage a été effectué au début et à la fin d'un cycle de 

marée, afin d'obtenir un cycle répétitif de période 12h40mn. Le débit 

fluvial étant connu à partir de jaugeages effectués sur la station de Kolda 

(a l'amont de Diana-Malari), concommittant avec la période de la marée 

choisie. 

111.5.3.2 Techniaue d'optimisation 

L'estuaire a été découpé en 5 biefs, dont les entrées 

correspondent aux emplacements des limnigraphes: Ziguinchor, Banganga, 

Kaour (puis Goudomp), Hamdalaye et Sefa. 

5ème bief : Ziguinchor ----------------> Banganga 

4ème bief : Banganga ----------------> Kaour (Goudomp) 

3ème bief : Kaour ----------------> Hamdalaye 

2ème bief : Hamdalaye ----------------> Sefa 

ler bief : Sefa ----------------> Diana Malari 

L'optimisation est effectuée en 5 étapes : 

1 ': On étudie la propagation depuis l'entrée à Sefa jusqu'à 

Diana Malari, tout en imposant les conditions initiales d'un état calme. 

Une première estimation du coefficient de frottement est utilisé. Cette 
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première valeur ne doit pas être trop forte sinon le modèle mettra trop 

Tongtemps pour converger. 

2 ": Les élévations obtenues sont comparées aux élévations 

observées, on recherche alors le maximum d'écart entre les valeurs 

o.kervées et calculées. Si ce maximum d'écart est inférieur au critère de 

convergence (1.0 cm), on passe à la 4ème étape, sinon on passe à la 3ème 

étape. 

3 ": Le but de cette étape et de mfnimiser le maximum d'écart 

obtenu; on procède alors à une rectification du coefficient de Manning 

suivant le critère : 

dM 
M(i+l) = M(i) - K - 

dK 

et on reprend la première étape jusqu'à convergence. 

4 ': On rajoute au nème tronçon, le n-lème tronçon, c'est à 

dire au tronçon (Sefa-Diana Malari) on rajoute (Hamdalaye-Sefa) et on 

reprend la première étape en propageant de Hamdalaye jusqu'à Diana Malari, 

tout en gardant la valeur du coefficient déjà calé. 

5 ": En cas de divergence du système, la valeur initiale est 

rectifiée et on recommence la lère étape, sinon on passe en 4. 

Ce procédé est répété jusqu'au dernier bief (Ziguinchor- 

Banganga), ceci nous a permis d'obtenir la répartition suivante du 

coefficient de frottement: 
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II'T.5.4 Conclusion 

Une schématisation correcte de l'estuaire de la Casamance est 

difficile en raison de sa géométrie très irrégulière. L'utilisation d'un 

modèle mono-dimensionne1 est généralement très approximative dans de tels 

milieux, surtout dans la reproduction des zones marginales et des hauts 

fonds. 

La fonction empirique de résistance (Manning-Strikler), 

choisie repose sur l'hypothèse que la distribution instantanée des vitesses 

suit un profil logarithmique. Cette hypothèse se trouve fortement 

détériorée dans les milieux peu profonds, où certaines surfaces se couvrent 

et se découvrent suivant l'état de la marée. Dans les régions caractérisées 

par une faible profondeur, la représentation des processus dissipatifs par 

un terme quadratique devient trop approximative. Le profil des vitesses 

n'est pas spatialement uniforme et les élévations sont comparables aux 

profondeurs. En conséquence, peu de particules fluides suivront 'la vitesse 

intégrée sur la profondeur. L'approximation de Prandtl, la théorie de 

longueur de mélange ainsi que l.es diverses expressions des termes de 

frottements basées sur l'approximation de Boussinesq, se trouvent peu 

représentatives des tensions qui se produisent en ces régions (Dronkers, 

1964). Dans certains milieux les coefficients de frottement, perdent leur 

caractère physique et se transforment en paramètres de contrôle. Le 

problème se complique si la schématisation du milieu est trop approximative 

car le coefficient optimal peut varier suivant le plan de représentation 

adopté. L'approche qui, pour reproduire les élévations observées, conduit à 

faire varier la schématisation de l'estuaire amène généralement à des 

géométries irréelles. Dans ce cas les modélisateurs tendent à faire varier 

ces paramètres d'une façon arbitraire, indépendamment des caractéristiques 

de l'écoulement, afin d'arriver à une coïncidence des résultats. 



Mis à part les problèmes dus à l'influence des zones 

marginales limitrophes sur la répartition du coefficient de frottement, la, 

géométrie assez complexe, avec des pentes variables, favorise dans certains 

endroits l'écoulement en flot plus que celui en jusant (ou l'inverse). Il 

en résulte que le calage d'un tronçon peut affecter celui qui le précède 

bu le suit) et ainsi remettre tout en cause. 

Il s'ensuit que la performance de la méthode de calage 

uti lisée dépend du degré de représentativité d'un modèle mono-d imensionnel 

dans des milieux comme l'estuaire de la Casamance. Une schématisation mono- 

dimensionnelle correcte est difficilement réalisable, en raison de la 

géométrie très irrégulière et du manque d'informations concernant l'étendue 

des zones marginales qui entourent l'estuaire. La répartition longitudinale 

du coefficient de frottement du lit principal a été complétée dans le 

modèle bi-dimensionne1 par un choix empirique des coefficients de 
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L'écoulement dans l'estuaire de la Casamance n'a pas partout 

les mêmes caractéristiques. Ceci est dû aux irrégularités des pentes et 

sections et à l'existence de vastes zones de mangroves; ces dernières dans 

la majorité des cas n'influant que sur la partie limitrophe au chenal 

principal. Ceci conduit à des variations transversales importantes des 

vitesses. Ces zones auront un coefficient de frottement différent de celui 

du chenal principal (généralement plus rugueux). Les variations du 

coefficient de frottement peuvent dépasser 40% dans le cas où les zones 

limitrophes sont des mangroves, d'où l'importance d'une représentation 

réaliste de la géométrie dans les modèles mono-dimensionnels. Cette 

schématisation repose généralement sur un jugement personnel qui pourrait 

avoir une influence considérable, d'une part, sur la validité du calage 

effectué et, d'autre part, sur la capacité du modèle à simuler les,, 

mouvements réels. Une représentation peu réaliste du milieu conduit 

inévitablement à des résultats trop approximatifs. 
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frottement dans les mailles correspondant aux zones de faibles profondeurs. 

Le choix des emplacements des stations de mesure est un 

travail important qui conditionne la réussite de la technique de calage. 

Cette tâche dépend de plusieurs contraintes dont la facilité d'accès, la 

dïsponibilité d'appareillages et bien d'autres- facteurs. Dans certaines 

études pluridisciplinaires les objectifs intermédiaires diffèrent parfois 

et les "bons" emplacements pour une étude ne sont pas forcément les 

meilleurs pour une autre. Certains endroit; peuvent présenter des 

singularités hydrauliques locales qui ne sont pas importantes pour une 

approche biologique globale, mais qui présentent un grand intérêt pour 

certaines approches hydrodynamiques. L'optimisation des paramètres est, en 

conséquence, localement sensible et nécessite une certaine expérience du 

terrain de la part du modélisateur. 

L'algorithme d'optimisation étant initié à partir de valeurs 

supposées, leur grandeur devra être comprise dans un intervalle logique de 

grandeurs admissibles. L'erreur tolérée dans l'estimation initiale dépend 

de la sensibilité du processus physique aux variations des paramètres à 

ajuster. Dans le cas où les paramètres atteignent des valeurs non 

réalistes, la fonction critère peut être trop importante et nécessiter trop 

d'itérations pour ramener les paramètres à des valeurs raisonnables; ceci 

conduit inévitablement à un ralentissement de la procédure. 

La procédure de calage dépend du nombre de stations de 

mesures et de la qualité des observations recueillies. Dans les séries 

d'observations une certaine marge d'erreurs est tolérable. Au contraire si 

les bruits numériques sont importants, une non-unicité de la solution se 

manifeste et contraint le système vers une fausse convergence. 

Un modèle ne peut être prédictif pour des événements pour 

lesquels il n'a pas été spécifiquement calé car les paramètres des 

équations ne sont pas uniquement reliés aux propriétés physiques du champ 
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d'étude. Par conséquent ils ne constituent pas des caractéristiques fixes 

de l'estuaire, mais dépendent de plusieurs paramètres dont, 

essentiellement, la géométrie, la distribution des vitesses et les diverses 

singularités qui diffèrent d'un endroit à un autre. 

La technique de calage utilisée nous a permis d'identifier 

les coefficients de frottement dans le chenal principal de l'estuaire et 

ainsi de reproduire avec une estimation satisfaisante les élévations 

observées dans les stations limnimétriques. L'outil élaboré est facile à 

utiliser grâce à une discrétisation explicite des équations du mouvement et 

à la technique simple d'optimisation. Cette dernière a permis de montrer 

que l'utilisation d'un coefficient de frottement constant tout le long de 

l'estuaire ne conduit pas à une bonne reproduction des observations et 

qu'une variation spatiale s'impose. Cette méthode utilisée pour 

l'identification des coefficients de frottement pourrait être étendue à 

d'autres paramètres concernant la qualité des eaux. 
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CHAPITRE 4 

APPLICATIONS ET TESTS 
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Chapitre IV 

APPLICATIONS ET TESTS 

La simulation des écoulements dans les milieux naturels, à 

partir d'un modèle bi-dimensionne1 intégré sur la profondeur, est assez 

contraignante si le domaine d'intégration présente dans certains endroits 

un étranglement du plan d'eau. Si l'option choisie est d'utiliser des 

ion généra le des pas. 

noeuds de calcul et 

mailles de taille constante, ceci impose une réduct 

spatiaux, augmentant, en conséquence, le nombre des 

rendant prohibitif le coût des simulations. 

IV.1 Introduction 

Afin de résoudre ce problème, fréquemment rencontré dans les 

milieux estuariens de moyenne et de faible envergure, deux éventualités se 

présentent: 

- La première consiste à utiliser des mailles de taille 

variable. 

- La seconde consiste à incorporer dans la résolution un 

modèle mono-dimensionnel, qui sera appliqué aux régions qui présentent un 

écoulement essentiellement uni-directionnel. 

Dans les paragraphes précédents, on a démontré que 

l'utilisation de mailles de grandeurs variables peut conduire à des 

distorsions de ces dernières et, par conséquent à des erreurs de troncature 

importantes. Afin de ne pas privilégier une direction par rapport à une 

autre par un jeu sur la taille des mailles, la deuxième possibilité a été 

choisie dans l'étude de l'estuaire de la Casamance. 

Les premiers essais ont été réalisés avec le modèle explicite . 

de Lax-Wendroff, qui a servi auparavant à l'optimisation des coefficients 

de frottement. Bien que les deux modèles (1-D et 2-D) soient construits à 
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partir de la technique des différences finies, leur discrétisation ne 

conduit pas aux mêmes critères de stabilité. Pour le modèle mono- 

dimensionnel, la condition de "bon fonctionnement" est celle de Courant, 

Freidrich et Lewy; par contre, le modèle bi-dimensionne1 semi-implicite 

amène à des conditions de stabilité moins restrictives. Même avec 

T"utilisation du terme de viscosité artificielle, des instabilités sont 

apparues à l'interface des deux modèles. En conséquence, le modèle mono- 

dimensionne1 a été rectifié et un développement similaire à celui utilisé. 

pour le bi-dimensionne1 a été fait; dans ce cas les instabilités ont 

disparu. 

La résolution des équations du modèle mono-dimensionnel, 

s'effectue en deux étapes; les élévations (ou sections mouillées) sont 

calculées explicitement par résolution de l'équation de continuité et les 

vitesses (ou débits) le sont implicitement, par résolution de l'équation 

dynamique. 

Ce modèle recouvre la partie de l'estuaire qui s'étend de 

l'amont de Sefa jusqu'à Kolda. Les sections mouillées, ainsi que les pentes 

ont été établies en fonction des diverses campagnes de mesures réalisées 

par l'équipe de 1'ORSTOM de Dakar (Pagès, Debenay, Le Reste 1986). Les 

jaugeages des débits à Kolda ont constitué la condition d'entrée du système 

et le pas spatial choisi est de l'ordre du kilomètre. 

Bien que les sections réelles se caractérisent par de 

nombreuses zones d'eau morte et de vasières, une schématisation faite à 

partir de sections rectangulaires a été adoptée. Cette technique amène 

forcément a un lissage des phénomènes induits par les irrégularités 

brutales du lit principal.. Mais le faible marnage dans cette zone (t5 cm) 

et les faibles apports fluviaux (<10m3/s), rendent les résultats peu 

sensibles à ces approximations de la géométrie. Les sections mouillées sont 

calculées en fonction des hauteurs d'eau (s=f(htc)). 
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IV.2 Site de la modélisation 

Le domaine à modéliser a été choisi en fonction des sites où 

sont disponibles des mesures susceptibles d'être utilisées comme conditions 

aux limites ou comme mesures de contrôle et de calage. C'est pour celà que 

le champ d'intégration a été limité aux stations de Ziguinchor et l'aval de 

Kolda (fig.IV.l). 

fig.IV.l-Site de modélisation. 
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Cette partie de l'estuaire se caractérise par une topographie 

irrégulière qui, même avec les possibilités offertes par les conditions de 

stabilité des systèmes 1, 2 et 3 évoqués au chapitre précédent, limite le 

choix des pas de discrétisation. 

étranglemen 

passent de 

Banganga (f 

L'entrée du système à Ziguinchor se caractérise, par un 

t du plan d'eau où la largeur des sections de l'écoulement 

700 mètres à Ziguinchor à plus de 2500 mètres à l'aval de 

ig.IV.2). 

A: Station. de contrôle 

L, htrie du mod6lc Z-D 

fig.IV.2-Entrée du domaine d'intégration. 

Ce retrécissement ne pouvait .pas être schématisé 

convenablement &Partir de mailles de dimensions constantes susceptibles 

d'être utilisées pour tout l'estuaire; le rapport qualité/prix serait trop 

désavantageux. 

Pour pallier cet inconvénient, deux cas de figure étaient 

possibles: 

- Démarrer les simulations par le modèle mono-dimensionnel, 

puis le coupler au modèle bi-dimensionnel. 

- Décaler l'entrée du domaine d'intégration en un endroit qui 

n'est pas affecté par des conditions géomorphologiques pénalisantes, en se 



basant sur une reconstruct #ion des nouvelles conditions aux 

des données disponibles. 
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lim ites à part .ir 

Dans l'estuaire de la Casamance, la dernière possibilité a 

été préférée. Une simulation, avec un pas constant égal à 70 mètres a 

permis d'obtenir l'hydrogramme d'entrée du système qui a été fixé à l'aval 

de la station 15. 

Cette procédure a permis, d'une part, d'augmenter la grandeur 

des mailles de la grille d'intégration P+,, d'autre part, d'éviter de 

démarrer les simulations à partir d'une singularité hydraulique. 

IV.3 Procédure de couplaqe 

Le modèle 1-D pourrait fonctionner seul, mais le but est de 

pouvoir le coupler au modèle 2-D. Les propriétés numériques des deux 

modèles n'étant pas les mêmes, un facteur de pondération a été appliqué aux 

variables avant de les transférer de l'un à l'autre système. En termes 

mathématiques la pondération est résolue comme suit: 

$(ttAT) = cqh(ttAT) t (l-c+(t) 

I& : Valeur à l'interface. e 

(r : Paramètre de relaxation ( Oaxl ). Dans notre cas (r=O.4 -- 

(IV.1) 

Chacun des modèles fonctionne séparément, mais a besoin des 

résultats de l'autre pour les utiliser comme conditions aux frontières. Le 

raccordement est résolu suivant le schéma suivant: 

J max -2 J _ max -1 J _ max 

h V h V h 
N-l N 

a 
U c U 

fig.IV.3-Procédure de couplage. 
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Q(O) = HJmax-l 
“Jmax- 1 + “Jmax-2 *x 

2 1 
(IV.2) 

z(l) = < CJmax-1 > moyenne sur toutes les mailles transversales du 2-D 

"(1) = < "Jmax-1 > moyenne sur toutes les mailles transversales du 2-D 

Le débit au noeud 0 du modèle 1-D est calculé par la formule 

(IV.2), quant à l'élévation et la vitesse au noeud 1 ils sont calculés en 

supposant une répartition uniforme de ces deux grandeurs dans le modèle 2- 

D. D'où, l'importance du choix du site de couplage où, notamment, les 

vitesses transversales sont supposées nulles. 

bi dimnsionnel Hodéle mono dimensionel 

fig.IV.4-Schématisation du couplage des modèles (2-D) et (1-D). 
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IV.4 Fonction de forcaqe 

La composante semi-diurne principale M2 est l'onde dominante 

du train d'ondes qui forment la marée dans l'estuaire de la Casamance. Pour 

des raisons de temps de calcul, c'est cette grandeur qui a servi comme 

condition d'entrée du système dans l'étape de calage: 

W) = CO cwwt -l- $1 (V.3) 

30 

-M 
0 4 I i? iE 20 

fig.IV.S-Condition d'entrée du domaine d'intégration. 

IV.5 Condition initiale 

Dans les études des milieux qui subissent l'action de la 

marée, la condition initiale joue un rôle peu important par rapport à la 

condition aux limites. Cette dernière alimente la grille d'intégration par 

les informations que l'on propage, durant le calcul, dans tout le domaine. 

La recherche de la solution s'effectue un certain temps après le démarrage 

de la simulation. En conséquence, le choix de la condition initiale est 

arbitraire. Dans le cas de la Casamance, on a choisi l'état calme (U = V = 

E= 0). Le calibrage est réalisé par comparaison des valeurs calculées avec 

les valeurs observées aux diverses stations de contrôle. 
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IV.6 Choix des pas spatio-temporels 

Les trois modèles évoqués auparavant, conduisent à des 

schémas linéairement stables. Par conséquent, ils peuvent théoriquement 

fonctionner quel que soit le nombre de courant, permettant ainsi 

1"atilisation d'un .pas de temps important comparé au possibilités offertes 

par les schémas explicites. 

Leendertse (1967), Weare (1976), Abbott (1979) ont étudié les 

caractéristiques numériques de la forme linéarisée des équations traitées 

par des discrétisations similaires à celles utilisées dans notre travail. 

La méthode de Leendertse permet d'analyser l'erreur de phase à partir d'un 

facteur dit de propagation qui s'exprime en terme de nombre d'onde par: 

exp((i27rk(x-6t)/21) 
P(x,AT, k) = (IV.4) 

exp((i2nk(x-Xt)/21) 

X: Célérité de l'onde physique de l'équation différentielle. 

6: Célérité de l'onde numérique de l'équation discrète. 

Quelle que soit la période choisie, le module de P indique 

l'atténuation de la kième composante sur cette période et l'argument de P 

indique l'erreur de phase correspondante. 

Le suivi de P sur un intervalle de temps, dans lequel la 

composante du nombre d'onde K se propage sur toute sa longueur d'onde, tel 

que t=21/Xk, permet de ramener l'expression de P à: 

P = exp(-EiT(S/X - 1)) (IV.5) 

Si S est complexe et lexp(i$)l = 1 quelle que soit $ réelle, 

on aura: 

I I P = exp(2nImg(&)/X) AWP) = 2n(X-Re(&))/X 
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Le rapport entre les célérités numérique et réelle est 

exprimé par: 

L'erreur de phase est mesurée en fonction de l'écartement de 

l'unité de Q, exprimée par la quantité: 

X - Re(S) 

x 
L'écriture matricielle du système linéarisé conduit à: 

où, C G(x,AT,k) - I*exp(-ZiRk&AT/21) fk = 0 1 (IV.6) 

exp( -2inkSAT/21) : valeur propre correspondante à [k 

G : matrice d'amplification 

ck : vecteur propre de G 

Abbott (1979) a montré que les équations du mouvement 

linéarisées et écrites sous la forme matriciel1.e (IV.6) conduisent aux 

valeurs propres unitaires, données par: 

* Xl = 1 (Onde stationnaire) 

1 t iA 
*A = 

2 1 
(Onde progressive) 

- iA 

1 - iA 
*A = 3 (Onde régressive) 

1 t iA 

avec 1911 = 1921 = 193. = l 

A2 = (r2/4 + j2/4 t ,92~2/16 

AT2 
a2 = ghQ - 

AX 
sine o1 

AT2 
,!12 = gho - 

AX 
sin2 a2 

aI et 02, sont les nombres d'onde suivant ox et oy respectivement. 
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D'où pour une propagation qui se fait suivant la direction de 

la grille (par exemple ox):(fig.IV.6) 

fi=0 A2 = (r*/4 . A = a/2 = cSin(aAX/Z) (IV.7) 

et pour une propagation qui fait un angle de 45" avec l'axe 

des x, on obtient: (L:longueur d'onde) (fig.IV.6bis) 

fi = 0 a1 = a2 = 2a/L A = cSinal(2 t c2Sin2a)1/2 (IV.8) 

Quel que soit le nombre d'onde, les célérités des autres 

ondes sont limitées par ces 2 valeurs extrêmes. En se référant au 

développement ultérieur, le facteur d'amplification donné par le rapport 

entre les vitesses numérique et réelle, s'exprime par: 

Vitesse Numérique Arctg( 2A/(l-A2)) 
= (IV.9) 

Vitesse réelle c2aAX/ L 

L'étude des équations générales intégrées sur la profondeur 

dans leur forme complète est compliquée en raison des difficultés qui 

entourent la détermination des valeurs propres de l'équation 

caractéristique. Certaines méthodes permettent de. déterminer les valeurs 

des pas spatio-temporels pour chaque variable des équations (Coefficient de 

frottement, viscosité, profondeur, Coriolis . . ...). Ces approches 

empiriques sont généralement peu recommandées dans des milieux à géométrie 

complexe, comme c'est le cas de l'estuaire de la Casamance; certaines 

conditions géométriques imposent des restrictions supplémentaires dans le 

choix des pas de discrétisations. C'est pour celà que l'étude, évoquée 

précédemment et effectuée sur des équations simplifiées, ne constitue qu'un 

guide préliminaire des bonnes caractéristiques de propagation des schémas 

utilisés. 
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Par conséquent, les critiques vis à vis des approches 

reposant sur le traitement des équations du mouvement par une méthode semi- 

implicite, résolue suivant la technique de la direction alternée, n'est 

justifiable que si le milieu naturel permet l'utilisation de valeurs 

élevées du nombre de courant; généralement, dans les milieux estuariens et 

spécialement ceux rencontrés tout le long de la cote Ouest Africaine, les 

restrictions géométriques rendent ce critère peu significatif. 

En première approximation la règle de positivité des 

coefficients (Godunov et a7., 1964, Patankar, 1980), permet d'obtenir un 

guide pratique. Cette règle appliquée aux systèmes 2 et 3 conduit à la 

condition suivante: 

vAT UAT 

2AX2 
+ -< 1 

2AX - 
(IV.10) 

Les tableaux suivants renferment les valeurs de AT pour 

différentes valeurs de AX, Y et U: 

10 50 

1 0.5 1 400 1 363 1 266 

1.0 200 190 160 
Tableau IV.l-Variation de C 

285 1 166 1 90 1 38 1 20 1 

181 1 125 ) 76 ) 35 1 19 ( 

133 ( 100 ) 66 1 33 ) 18 1 
l? en fonction dev et U pour AX=200m 
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AX=300 

0.9 333 321 281 243 191 134 70 39 

1.0 300 290 257 225 180 128 69 39 

'-l'ableau IV.2-Variation de .AT en fonction de v et 'J pour AX-300m 

AX=400 

\ u v 

0.0 

0.2 

0.3 

0.4 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

Table 

444 432 390 347 285 210 117 67 

400 390 355 320 266 200 114 66 

iu IV.3-Variation de AT en fonction dev et U pour AX=400m 
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~EL&~UJ IV.6-Variation de AT en fonction de vet 'J pour AX=500m 

10 50 100 200 400 1000 2000 

0.0 ---- 25000 5000 2500 1250 625 250 125 

0.1 5000 4166 2500 1666 1000 555 238 122 

0’. 2 2500 2272 1666 1250 833 500 227 119 

0.3 1666 1562 1250 1000 714 454 217 116 

0.4 1250 1190 1000 833 625 416 208 113 

0.5 1000 961 833 714 555 384 2oc 111 

0.6 833 806 714 625 500 357 192 108 

Les premières contraintes dans l'application du modèle de 

simulation, sont les possibilités offertes par le support informatique 

utilisé. La programmation avait débuté sur le mini ordinateur Domain Apollo 

DN3000, qui travaille suivant le système d'exploitation AEGIS. Un pas de 

stockage de 500 mètres a été choisi vu les possibilités de s.tockage sur le 

disque dur de 70 Mégaoctets. Par la suite les modèles ont été implantés sur 

1"ordinateur SUN-MATRA du centre ORSTOM (Montpellier), travaillant sous le 

système d'exploitation UNIX et permettant un stockage d'informations sur 

disque de capacité 1 Gigaoctets. 

Outre les possibilités de stockage d'une grande quantité 

d'information, cette machine nous a permis de réaliser de fréquents tests 

permettant, d'une part, d'étudier les réactions du milieu vis à vis de 

certains aménagement hydrauliques (barrages, dragage . ..) et d'autre part, 

d'étudier la sensibilité du modèle pour divers types de discrétisation et 

pour différentes valeurs des paramètres de l'écoulement. 
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Les simulations étant effectuées sur un mini ordinateur, bien 

qu'il soit un des plus performant dans sa gamme, la rapidité du calcul 

reste inférieure aux possibilités offertes par les gros centres de calcul. 

Il s'ensuit que la recherche de l'optimisation des programmes est une 

nécessité, afin d'arriver à réaliser plusieurs objectifs en même temps. 

Malgré les inconvénients d'un pas spatial de 500 m, ce choix 

a été utilisé d'une part, pour tester la sensibilité du modèle à la 

variation de certains paramètres de l'écoulement et, d'autre part afin 

d'évaluer la contribution de chaque terme des équations dans la 

- circulation. Par la suite le pas spatial a été successivement réduit à 400, 

250 et 200 mètres. 

Une des premières vérifications est de suivre l'évolution du 

courant au fur et à mesure de l'avancement du calcul. Dans le cas d'une 

variation trop brutale, la schématisation locale de la section en travers a 

été revue; ceci étant en accord avec le comportement réel du milieu. 

Par contre le choix du pas temporel est plus délicat. 

L'estuaire de la Casamance étant caractérisé par une faible profondeur sur 

une grande partie de son lit principal, la répartition des élévations en 

ces zones est plus sensible aux variations du pas de temps. A cette 

contrainte s'ajoute celle due à la topographie du milieu, dont la variation 

de la section d'écoulement, surtout dans les zones inondables, est calculée 

explicitement. Le pas de temps à choisir doit en conséquence, tenir compte 

des conditions naturelles de l'écoulement. Le domaine d'influente d'un 

point doit englober le domaine de dépendance du point recherché durant le 

pas de temps choisi, sinon, le calcul numérique de la propagation 

s'écartera progressivement de la description du phénomène physique réel et 

conduit à de fausses convergences. 
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L'amplitude de l'onde augmente quand le pas de temps augmente 

et la propagation subitun léger déphasage. Ce résultat est prévisible à 

partir de l'analyse du facteur de propagation présenté ultérieurement. Le 

pas de temps a été fixé à 60 s. Le stockage des résultats a commencé à la 

fin du troisième jours de simulation. 

Les figures qui suivent montrent une reproduction 

satisfaisante de la composante semi-diurne de la marée observée aux 

stations de contrôle de l'estuaire. 

0 a 

Station 0ANUNBA 

Elevstions ObS./CSl. 

- ws. 

43 Cal. 

0 4 s 12 18 20 

fig.IV.7-Elévations observées et calculées 
à la station de Banganga. 
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8tmtim oou1Qe 

Elavatima cb./cml. 

i8- 

P- 

8 - 

0 - 

-8- 

48 - 

fig.IV.8-Elévations observée& kt calculées à 
la station de Goudomp. 

fig.IV.9-Elévations observées et calculées à 
la station d'Hamdalaye. 
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fig.IV.lO-Elévatihs calculées à la station de Séfa. 

1.4 - 

0.7 - 

a 0 - 

-4.7 - 

fig.IV.ll-Elévations calculées à la station de Diana Malari 
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On remarque qu'au fur et à mesure que l'on remonte 

l'estuaire, une légère dégradation des résultats se manifeste; ceci est dû 

au fait que l'outil utilisé découle d'un certain nombre d'hypothèses et de 

simplifications et repose sur une schématisation approximative du domaine. 

On ne pouvait pas s'attendre à une reproduction exacte de la réalité. 

On n'a pas tenté de forcer le modèle à donner une 

superposition parfaite des courbes observées et calculées, car la 

composante étudiée est certes la plus importante dans le train d'ondes qui 

constituent la marée dans le milieu, mais elle ne représente que le 

phénomène dominant. D'autre part, les essais présentés auparavant montrent 

que les perturbations météorologiques peuvent jouer un rôle important à 

partir d'Hamdalaye et sur toute la partie haute de l'estuaire. Cette région 

possède un marnage trop faible rendant les résultats trop sensibles à la 

schématisation et à la précision des techniques de discrétisation 

susceptibles d'être utilisées. 
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fig.IV.12-Courant transitoire induit par la marée. 

ESTUAIRE DE LA CASAMANGE 

Champ des vitesses transitoires 

DX=250 m DT=60 a Pas de temps: 0 heure 
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fig.IV.i3-Courant transitoire induit par la marée. 

14 cm/3 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE. 

Champ des vitesses transitoires 

0X-250 m DT=60 s Pas de temps: 1 heure 

ff.. 

,f* 

. . 

. . #  

1 

1 
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Eïg.IV.14-Courant transitoire induit par la marée. 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

DX=250 m DT=60 s Pas de temps: 2 heures 

S 
2 
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fig.IV.lS-Courant transitoire induit par la marée. 

14 cm/s 
l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

2 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

0X=250 m DT=GO s Pas de temps: 3 heures 

J 
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flg~J.V.lG-Courant transitoire induit par la marée. 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

DX=250 m DT-60 s Pas de temps: 4 heures 
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fig.IV.17-Courant transitoire induit par la marée. 

2 

14 cm/s 
r+ t ,.-..--.-.-..0.........,. 

. , . . . . . . . . . , 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

DX-250 m LIT=60 B Pas de temps: 5 heures 
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fig.IV.18-Courant tansitoire induit par la marée. 
------- ----._ ------ 

14 cm/s 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

0X=250 m OT=60 s Pas de temps: 6 heures 



fig.IV.19-Courant transitoire induit par la marée. 

ESTUAGE CIE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

DX=250 m DT=60 s Pas de temps: 7 heures 

, I t trr 

4 
- - - -  - -  
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fig.IV.20-Courant transitoire induit par la marée. 
------_- -----_ .-- 

LIL.., 
w...... 

*.,...= 
** - . . . . . . . . . 

* l .  .  . . w - .  .  

1 

14 cm/s . . . . ..00e.......0ae...... 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 
rtrft 
sn*tt 

Li .*ttt* DX=250 m DT=60 s Pas de temps: 8 heures 
.*tttt 

.C t t t 
rttqa 
.rttt 0 
.rttrrt 

wttttc. 

h 

l *qttt 
*41tf1 
rittt 

.ttt 
ctttt.. 

. l rtCfo. 
. rrrrrr m 
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fig.IV.21-Courant transitoire induit par la marée. 
- 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Chanip des vitesses transitoires 

DX=250 m DT=60 s Pas de temps: 9 heures 

-- 

CI 
l .  

,  # 
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figAV.22-Courant transitoire induit par la marée. 
----_- --- ------_- --_.---------- -.___-- 

i 

2 

14 cm/s . . . . . . ..0.~.........~~~~. 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

DX=250 m DT=60 s Pas de temps: 10 heures 

1 

L ---.---.- .---_.- -_--- --------.- ----- 
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fig.IV.23-Courant transitoire induit par la marée. 
l------- _---.- --_..- __- ---.-- -- --. _.--.l ----- _.-.---.-.---.- -----.-- -- .---.- .-- --.___ .----. 

14 cm/s 
r, .--....................., 

r.* 1 
ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

DX=250 m DT=60 s Pas de temps: Ii heur 

L- 
-l --.---.------. ---_I-.~ -__-_ -. _ ---.-------- 
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IV.7 Rôle de la force de Coriolis 

La théorie des ondes progressives se propageant dans un canal 

de section uniforme et en l'absence de frottement a été présentée pour la 

première fois par Kelvin (1879). Ces ondes sont de type: 

U s UO exp(cr+i@) 

E = CO ew(~+V) 
avec, 

[Y= -2fly/(gh)"* 

/3 = wt - K, 

c: Célérité = (gh)l/* 

Quand on néglige l'influence de la rotation sur les 

mouvements verticaux la solution est valable pour n'importe quelle latitude 

sur une sphère tournante. Du fait de la rotation de la terre et de 

l'existence de la force de Coriolis, la différence d'amplitude entre les 

deux rives d'un canal est donnée par: 

f(droite) - ((gauche) = (0 (l - exp(-21kin$/(gh)1/2) 

2tisin$ : force de Coriolis 

1: largeur du chenal 

((droite) - <(gauche) = fo (1 - exp(-fl/c)) (IV.11) 

Dans le cas de l'estuaire de la Casamance, on aura: 

cmoy = (ghmoy)1/2 = 5.5 

. lmoy = 1000 m 

f z 10-5 

1 - exp(-fl/c) = 1 - 0.998 = 2 mm (IV.12) 

Bien que ce terme ait été conservé dans le modèle, on 

remarque que sa contribution dans le mouvement des masses fluides dans 

l'estuaire de la Casamance est très faible. 
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Cependant il est à noter qu'il est très difficile d'évaluer 

son importance à partir des études théoriques, car dans les milieux 

naturels les résultats sont influencés par l'influence de la bathymétrie, 

la faible profondeur près des rives, l'importance du marnage, les 

irrégularités locales dans les sections transversales, la courbure du 

chenal et bien d'autres facteurs. Généralement, une comparaison des 

résultats obtenus en négligeant le terme de Coriolis et en le conservant 

dans les équations, permet d'évaluer sa contribution dans le mouvement. 

Dans l'estuaire de la Casamance peu de changements ont été observés. 

IV.8 Rôle de la viscosité 

Le mouvement des fluides réels est caractérisé par la 

présence de tourbillons de diverses tailles qui échangent leur énergie. Ces 

tourbillons entraînent l'apparition de vitesses différentes de la vitesse 

moyenne, d'une quantité dont la valeur moyenne est nulle. 

Boussinesq (1884), se basant sur la loi de Newton, introduit 

un nouveau coefficient qu'il a appelé "facteur de turbulence" u ou 

coefficient de viscosité virtuelle (eddy viscosity), dont la valeur est 

beaucoup plus importante que celle du coefficient de viscosité moléculaire: 

au 
F - =Il 

a2 
(IV.13). 

Reynold's (1894), a montré que l'effet des fluctuations de la 

composante turbulente de la vitesse est de créer des tensions. Cet 

accroissement de tension résulte de l'effort tangentiel des particules 

animées de mouvements transversaux aléatoires. 
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Ces cisaillements entre les couches fluides conduisent à des 

échanges qui ne se limitent pas aux transferts de quantité de mouvement, 

mais aussi à toutes les autres propriétés fluides. Sur la verticale, les 

échanges sont freinés par la pesanteur et par conséquent très limités; par 

contre dans le sens horizontal ils sont très importants. Cette dissymétrie 

en,tre les échanges horizontaux et verticaux aura des conséquences 

essentielles sur les phénomènes dispersifs qui se déroulent dans le milieu. 

Après les importantes déductions d, Reynold's, la théorie des 

fluctuations turbulentes et leurs effets sur les fluides, fut par la suite 

développée par Richardson (1926), Von Karman (1930), Taylor (1931) et 

Prandtl (1925-1942). Ce dernier, après décomposition de la vitesse en deux 

grandeurs (moyenne et fluctuante turbulente), a démontré qu'une particule 

fluide qui quitte sa position d'origine (x,y,z) avec une vitesse U(x,y,z) 

se déplacera d'une quantité l(x,y,z), dite "longueur de mélange" et sera 

animée à la fin de son parcours d'une vitesse U(xtlx,ytly,ztlz). La 

différence entre la vitesse d'origine et celle de la fin de parcours, est 

égale à la somme des trois composantes de la vitesse fluctuante u'~, u' 
Y' 

u'~. Il s'ensuit que les coefficients de viscosité sont proportionnels à la 

vitesse moyenne de cisaillement, au carré de la longueur de mélange et à la 

densité. 

La détermination des valeurs numériques de la viscosité 

turbulente demande la connaissance des forces de frottement et du gradient 

des vitesses. Vu la difficulté qui entoure la détermination des forces de 

frottement, les mesures des tensions de Reynold's offrent la possibilité 

d-'obtenir les coefficients de viscosité turbulente. Mais la complexité 

persiste parce que ces coefficients dépendent des échelles spatio- 

temporelles et varient dans l'espace et dans le temps. 
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Dans le spectre de la turbulence, Kolmogorov (1941) postula 

que le rôle de la viscosité turbulente est de dissiper l'énergie cinétique 

en chaleur par l'action de-fortes tensions. Il établit une formulation 

universelle du spectre de la turbulence qui dépend uniquement de deux 

fonctions E et y, E étant le pourcentage de l'énergie cinétique dissipée 

par unité de masse du'*/dt et 7 étant la viscosité cinétique. L'énergie est 

donc distribuée sur diverses échelles du mouvement suivant la loi: 

E(1) î: $3 15/3 (IV.14) 

1: longueur caractéristique du mouvement. 

Le coefficient de viscosité sera exprimé en fonction des 

échelles spatio-temporelles par les formules suivantes: 

Y z $13 14/3 
= E 72 (IV.15) 

Plusieurs auteurs ont essayé de tracer l'évolution du facteur 

E, dont Ozmidov (1965) et Gibson (1963). 

Passaqe au modèle de simulation. 

Le passage du modèle mathématique au modèle de simulation 

sacrifie certaines finesses du modèle mathématique. Ceci est dû au fait que 

les relations qui existent entre les échelles spatio-temporelles qui 

caractérisent les processus physiques des équations différentielles, ne 

sont pas en accord avec les pas spatio-temporels pratiques adoptés dans les 

discrétisations du domaine d'intégration. 

Ces grandeurs n'étant pas les mêmes, les mouvements relatifs 

aux petites échelles ne peuvent être décrits en détail. Par exemple, la 

moyenne sur un pas de temps t, lissera les phénomènes dont la longueur 

caractéristique est inférieure à 1 = $/3r3/2. Par contre leurs effets 

cumulatifs sont incorporés aux modèles et interprétés comme des facteurs 

qui augmenteront lès phénomènes dispersifs. 
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Nihoul (1975) a montré que pour les modèles reposant sur la 

technique des différences finies, la longueur caractéristique est celle du 

pas spatial de la grille d'intégration. 

Il s'ensuit que, pour conserver le meilleur rapport 

qua.l.ité/prix, le modèle de simulation est forcé à s'écarter des 

descriptions fines de certains processus physiques, quitte à détériorer la 

finesse du modèle mathématique avec lequel il reste consistant. 

Le caractère numérique de la viscosité turbulente sera 

prédominant par rapport à son caractère physique. Son utilisation n'est 

autre qu'un artefact numérique susceptible de réduire l'erreur de 

troncature. Ce type d'erreur du second ordre est généralement responsable 

de:s oscillations spatiales de la surface, dont l'existence réelle ne peut 

pas être vérifiée par les données expérimentales disponibles. Notamment 

parce que la vérification de ce phénomène est rendue difficile du fait de 

la dissipation de l'énergie due à la turbulence induite par la bathymétrie. 

En se basant sur la théorie de Kolmogorov et en adoptant les 

conclusions de Nihoul sur quelques- exemples, on remarque que: 

Pour AX = 5 m et AT = 300 s, on obtient Y = 10-l 

Pour AX = 5000 m et AT = 60 s, on obtient v = 102 

Dans le cas de l'estuaire de la Casamance, la partie amont 

est caractérisé par un marnage assez faible, les oscillations de la surface 

sont aussi faibles. Pour les simulations avec des pas spatiaux de 500 et 

400 mètres, les résultats étaient peu sensibles aux valeurs de la diffusion 

turbulente; Y a été fixée à 10 m2/s. Par contre, les simulations effectuées 

avec des pas spatiaux de 250 et 200 mètres, nous ont obligés à augmenter la 

wleur du coefficient de viscosité jusqu'à 150 m2/s afin d'éliminer les 

oscillations spatiales. Ceci est peut être une conséquence d'une meilleure 

résolution de la grille spatiale qui augmente la contribution du terme 

advectif (fig.IV.24). 
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Le coefficient de viscosité turbulente n'a pas été considéré 

comme paramètre de calage, car son influence sur la répartition des 

élévations est très faible. Les divers tests effectués ont montré qu'une 

augmentation de sa valeur conduit à une légère atténuation des amplitudes. 

Station: BANGANGA 

Elevatione cal. (~-400,~ -10) 

23 

11.5 

0 

-11.5 

-23 

cm 

Q 
4 

ov=400 

mv=io 

9 

Q Q 
4 

? 

I 1 I I 1 
Pas horaire 

4 

4 

4 

\ 3 6 9 12 15 18 

fig.IV.24-Variation temporelle des élévations à la 
station de Banganga pour différentes valeurs 
du coefficient de viscosité.(v=400,v=lO) 
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IV.9 Rôle du frottement au fond 

La dissipation de l'énergie des ondes due à la viscosité se 

limite aux ondes capillaires (Newmann, 1966). Dans le cas des ondes 

longues, l'influence de la viscosité prédomine, d'une part, dans la couche 

très fine proche de la surface et, d'autre part, dans les zones peu 

profondes, sur la tranche proche du fond. Sa contribution dans les 

mécanismes dissipatifs est négligeable par rapport au frottement au fond. 

Dans un écoulement où la densité du fluide peut être 

considérée constante et en l'absence de frottement, le courant serait 

indépendant des profondeurs. Il s'ensuit que l'effet des frottements au 

fond est de dissiper l'énergie du système et de permettre ainsi au courant 

d'atteindre sa valeur maximale avant que le maximum des élévations ne se 

produise. Leur influence étant plus forte au fond qu'en surface, les 

courants commenceront à changer de direction au fond bien avant qu'ils ne 

changent en surface (Lamb, 1932, Bowden, 1983). 

Les mesures courantométriques réalisées aux diverses stations 

de l'estuaire, montrent que le courant est maximal près de la surface et 

décroît d'abord progressivement avec la profondeur puis assez rapidement 

quand le fond s'approche. 

Dans l'équation du mouvement, les tensions de cisaillement 

ont été reliées aux composantes de la vitesse par l'introduction d'un 

nouveau coefficient dit de pseudo-viscosité N,. La résolution du système 

qui en découle, même pour des conditions élémentaires, est assez complexe. 

Toutefois, un des résultats généraux de ce type d'approche indique que 

l'influence du frottement s'étend à une profondeur H exprimée par: 

Il2 

H=Z (IV.16) 
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Comme on l'a dit précédemment, la grandeur de N, est assez 

mal connue; mais pour mettre en évidence la contribution du terme de 

frottement, supposons le cas d'une onde semi-diurne M2 (on aura o = 1.4 

104), ce qui conduit à la répartition suivante:(fig.Iv.25) 

HI0 r H=f(Nz) 

fig.IV.25-Variation des tensions au fond par rapport 
à la profondeur. 

On remarque que pour N,=200 cm2/s on obtient H = 50 m. Il en 

résulte que, pour les milieux où les profondeurs sont inférieures à 50 

mètres, les frottements sont prédominants dans le mécanisme dissipatif et 

leur effet s'étend sur toute la profondeur. Par contre, pour une profondeur 

supérieure à 100 m, les frottements n'influent que sur la partie inférieure 

et la vitesse, dans toute la tranche supérieure (<SOm), reste sensiblement 

constante (Bowden, 1983). 

L'estuaire de la Casamance se caractérise par de faibles 

profondeurs (~10 m), surtout dans la partie amont, où le terme de 

frottement aura un rôle essentiel dans le mouvement des masses fluides. 

Pour cette raison une attention particulière a été accordée à ce terme. 

La procédure de calage présentée au paragraphe 111.5.3, a 

permis d'obtenir les valeurs moyennes du coefficient de frottement de 

Manning tout le long de l'estuaire. Bien que cette reconstruction des 

coefficients de frottement ait permis d'aboutir à des résultats 
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satisfaisants à partir du modèle mono-dimensionnel, les résultats sont 

fortement dépendants de la schématisation adoptée pour le milieu. 

Afin de pouvoir utiliser les résultats de la procédure de 

calage effectuée, une répartition spatiale "plausible" des coefficients de 

frottement a été réalisée dans les grilles du modèle bi-dimensionnel. Les 

problèmes se sont posés dans les zones de faible profondeur (~40 cm) et 

dans les zones de mangroves qui ont un fonctionnement hydrodynamique 

particulier. 

Dans tous les cas où la profondeur de l'eau était inférieure 

à 40 cm, le coefficient de frottement a été fixé à 20; par contre dans les 

zones inondables, l'eau circule à travers un certain type de végétation qui 

aura une grande influence sur l'écoulement. Certaines formulations 

rencontrées dans la littérature (Petryk et Bosmajian, 1975), expriment les 

coefficients de frottement en fonction de la densité de la végétation et de 

la surface occupée par la végétation par longueur et par unité de surface. 

Les essais réalisés par ces auteurs, montrent que les coefficients de 

frottement diminuent pour une végétation dense, d'un facteur égal au rayon 

hydraulique à la puissance 2/3. 

Dans le cas de Casamance, ce type de formulation n'était pas 

applicable, par manque de données adéquates (type et densité de la 

.végétation, surface d'occupation . . . ). Le coefficient de Manning a été 

fixé dans toutes les zones de mangroves à la valeur de 7. 

IV.9.1 Tests sur les variations des coefficients de Manninq 

Plusieurs tests ont été réalisés afin d'étudier la 

sensibilité de l'écoulement aux variations des valeurs des coefficients de 

frottement. 
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fig.IV.26-Circulation transitoire avec une diminution de 20% du coef. de Manning. 

Manning: -20% 
Q......... 
. . . . . . . . . . . . . 
I............ 

. r,crrerrr-.'. . * 

14 cm/3 
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: ., . . ‘1, 
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..,.a 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

0X=500 m Pas de temps: 0 heure 
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fig.IV.27-Circulation transitoire avec une augmentation de 20% du coef. de Manning. 

Manning: +20% .I..... 
.a*....... 
.*a . . . . . . *a,. 
,,..r..... 1.. 

. 4..cyL\4. . 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

DX=500 m Pas de temps: 0 heure 
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fig.IV.28-Circulation transitoire avec une diminution de 20% du coef. de Manning. 

Manning: -20% 

J- 
.......... . . . . . . . . . ..L_ ....w.CI...N ...... .......... 

14 cm/3 ....................... 
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fig.IV.29-Circulation transitoire avec une augmentation de 20% du coef. de Planning. 

Manning: +20% 

C3lUA.L ceT’1A WE RE LA CASAMAA’CE 

Champ des vitesses transitoires 

DX=500 m Pas de temps: 3 heures 

I 
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fig.IV.30-Circulation transitoire avec une diminution de 20% du coef. de Manning. 

14 cm/s 
r 
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DX-500 m Pas de temps: 6 heures 
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fïg.IV.31-Circulation transitoire avec une augmentation de 20% du coef. de Manning. 

Manning: +2O% 
. . . . . 
.,,..*a 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

0X=500 m Pas de temps: 6 heures 
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fig.IV.32-Circulation transitoire avec une diminution de 20% du coef. de Manning. 

Manning: -20% 
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fZg.IV.33-Circulation transitoire avec une augmentation de 20% du coef. de Manning. 

14 cm/s 

DX=500 m Pas de temps: 9 heures 
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Test 1:La réduction des coefficients de frottement de 20% entre les 

stations de Banganga et Kaour a conduit à une augmentation des 

élévations dans les mailles proches de la station Banganga et à une 1 

réduction des élévations assez forte dans la zone de la station de 

Kaour; cette atténuation diminue ensuite progressivement en 

remontant l'estuaire. 

= + = = 
I l l I l I 

Z B -20% K H S D 

Test 2:Mêmes conditions que le test 1, mais en augmentant le 

coefficient de frottement de 20% à partir de Kaour jusqu'à la 

limite amont. Ces conditions ont conduit à une augmentation moins 

forte des élévations à Baganga, comparées à celles obtenues dans 

le test 1, mais l'atténuation était plus importante dans la partie 

de l'estuaire s'étalant de (l'aval de) Kaour jusqu'à (l'amont) 

d'Hamdalaye. Par contre toute la région amont n'a pas été 

affectée. 

t = = 
I I I I I I 

Z B 20% K 20% H 20% s 20% D 

Test 3:Mêmes conditions que le' test 2, mais en réduisant de 5% les 

coefficients de frottement de la zone s'étalant de l'entrée du 

domaine d'intégration à la station Banganga. Dans ce cas les 

élévations dans la zone de Banganga ont augmenté et partout 

ailleurs dans l'estuaire la diminution était assez sensible 

spécialement dans la zone entre Kaour et Hamdalaye. 

t 
I I l I l I 

i -5%'1 È 20% K 20% H 20% s 20% D 
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Test 4: Dans ce test on a réduit les valeurs des coefficients de frottement 

de 20% dans la zone de Ziguinchor à Kaour, les coefficients des 

autres zones de l'estuaire ont été gardés égaux à ceux obtenus dans 

la procédure de calage. On a obtenu une réduction des élévations 

dans toui: l'estuaire, avec une forte influence sur la zone de 

Kaour. 

l I I l I I 
z -20% B -20% K k s D 

Remaraue: Tout les tests effectués avec des changements locaux des 

coefficients de frottement avaient peu d'influente sur les 

résultats. Ceci est en accord avec le type de discrétisation 

utilisée. 

IV.10 DissiPation d'énersie et stratification 

Le produit du coefficient de frottement par la vitesse 

moyenne donne la distribution de la tension moyenne durant la période de la 

marée considérée. Cette évaluation permet d'isoler les zones susceptibles 

de subir des érosions ou des dépôts (Saunders, 1977) (fig.IV.35). 

P9 
Tensions maximales: 7f(max) = - 

C2 
U2(max) (IV.17) 

Pcl 
Tensions moyennes: 7f(moy) = - 

C2 
U2 (moy> (IV.18) 

La valeur cubique moyenne de la vitesse multipliée par le 

coefficient de frottement au fond, donne une estimation du travail moyen 

induit par le courant de la marée en opposition aux tensions aux fonds 

(Kagan, 1971). La moyenne de l'énergie dissipée par cm2 est égale au 

divergent du flux d'énergie moyenne. Il en résulte que la moyenne sur le 

temps du produit scalaire de l'équation dynamique par la vitesse (Pingree 



et a.7 w , 1977)) amène à 1 ‘expression: (fig. IV.36) 

ET = pK U 3 = V(ggEU) (IV.19) 
avec 

K = g/C2 
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L'intégration de (IV.19) dans tout le domaine étudié conduit 

a. une estimation de la dissipation de l'énergie dans tout le milieu. 

Les études réalisées par Fearnhead (1975) et Simpson et a7. 

(I974):, sur l'évolution des interfaces qui séparent les milieux bien 

melangés des milieux stratifiés, les ont conduit à définir un indice semi- 

empirique de stratification S exprimé par: (fig.IV.37) 

h 
S =- 

U3 
(IV.20) 

Ce coefficient donne une estimation de la stratification sur 

une colonne d'eau. Les fortes valeurs de S correspondent aux régions 

stratifiées et les faibles valeurs aux régions bien mélangées où la 

di’ssipation de l'énergie est assez forte. Ceci confirme le caractère bien 

mélangé de l'estuaire de la Casamance. 



Tension maximale durant i-cycle 

T-(P.O.Uz.)/Cg 

1: Tension > - 300 Dvn/cmî 

P  - - . . -  5: 4: Tension Tension > < - 25 25 - ,  Dyn/cmE Dyn/cm2 . . r  

L+-La/i 2F-L 

ESTUAIm5 CE LA o*S*H*NCE 

Tension moyenne durant 1 cycle 

T- (P .D .dA  /c l 

$: Tension > - 300 Dyn/cm2 
-: Tension > - 200 Dyn/cm2 
0: Tension > - 100 Oyn/cm2 
+: Tension > - 25 Dvn/cm2 
*: Tension < 25 D?n/cm2 

s 
E I 

fig.IV.35-Tensions maximales et moyennes durant 1 cycle de la composante semi-diurne M2 
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fig.IV.36-Dissipation maximale et moyenne de l'énergie durant 1 cycle de la composante semi-diurne M2 



ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 
Peremetre de etratification (Umsx:l cycle) 
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S 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 
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1: Strstif > - i000 B3/cm2 
2: Stratif > - 500 B3/cm2 
3: Stratif > - 100 B3/Crn2 
4: Stratif > - 10 BWCrn2 
5: Stratlf -z 10 e3/cm2 

fig.~v-37-StratifiCatiOn pour Utmax.) et U(moy.) durant 1 cycle de la composante semi-diurne M2 
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IV.11 Influence du vent 

Les données en intensité et direction du vent n'étant pas 

dïsponibles, plusieurs tests ont été réalisés avec divers cas de figure, 

afin d'évaluer la contribution de la tension en surface dans le mouvement 

d:es masses fluides. Le choix des directions n'est pas arbitraire, il se 

base sur des informations générales recueillies dans les diverses études 

réalisées sur le milieu (Brunet Moret, 1970, Marius, 1984, Pagès, 1987). 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

J N-E 

+ Direction du vent 

fig.SJ.38-Directions des vents dominants et stations de contrôle. 
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fig.IV.39-Circulation trksitoire induite par la marée et le vent (N-E;Vit.=3m/s) 

Vent:Nord-Est 
Vitesse:3 m/s 

,. ..*-, 
. . . . . s-r,, 

1 

14 cm/s 
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ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 
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DX=SOO m Pas de temps: 2 heures 
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fig.IV.40-Circulation transitoire induite par la marée et le vent (S-E;Vit.=3m/s). 

Vent:Sud-Est 
Vitesse:3 m/s 

14 cm/s 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

DX~500 m Pas de temps: 2 heures 

2 
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fia.IV.41-Circulation transitoire induite par 'la marée et le vent (N-E;Vit.=3m/s). 

Vent:Nord-Est 
Vitesse:3 m/s 

a- - a--- --i 

14 cm/s . . . ..m..........a....-. 
r 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 
Obb 
bbbb DX=500 m Pas de temps: 5 heures 
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Vent:Sud-Est 
Vitesse:3 m/s 

14 cm/s 
r 

5ig.IV.42-Circulation transitoire induite par la marée et le vent (S-E;Vit.=3m/s). 
1 

Champ des vitesses 

DX=500 m Pas de t 

CASAMANCE 

transitoires 

emps: 5 heures 



319 

fig.IV.43-Circulation transitoire induite par la marée et le vent (N-E;Vit.=3m/s). 

Vent:Nord-Est 
Vitesse:3 m/s 
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fig.IV.44-Circulation transitoire induite par la marée et le vent (S-E;Vit,3m/s). 

Vent:Sud-Est 
Vitesse:3 m/s 
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fig.IV.45-Circulation transitoire induite par la marée et le vent (N-E;Vit.3m/s). 

Vent:Nord-Est 
Vitesse:3 m/s 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

DX=SOO m Pas de temps: 11 heures 



,322 

fig.IV.46-Circulation transitoire induite par la marée et le vent (S-E;Vit,3m/s). 

Vent:Sud-Est fyr!! 
Vitesse3 m/s 

14 cm/s r 

ESTUAJY?E DE LA CASAMANCE 

Champ des vitesses transitoires 

,,tt 
.,a+* 0X=500 m Pas de temps: ii heures 

1 .a te 
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Variation du 

Les résultats sont regroupés 

niveau moyen (cm) par rapport 

dans les tableaux suivants: 

aux simulations où +=O 

GOUDOMP HAMDALAYE SEFA DIANA MALARI 

i “7 -5 -: 5 0 

D 10 -12.5 -9:5 1; 

+3 0 0 0 

s 3 -2 -1.5 21 2 0 
E 7 -13.5 IY6.5 10 -2.5 

10 -28 -23 

s 3 -5 -3 -4 4 -1 
0 7 SEC -17 SEC 21 -4 

10 SEC SEC SEC 

N 3 -6 -7 -2 2 3 
E 7 SEC SEC -11 12 13 

10 SEC SEC SEC 

0 3 -14 -14 -7 5 6 
7 SEC SEC SEC 27 28 

10 SEC SEC SEC 

Variation du courant par rapport aux simulations où T'=O 

GOUDOMP HAMDALAYE SEFA DIANA MALARI 

s 3 0% 0% 0% 0% 
u 7 
D 10 10%7% 

2.3% 3%44/ -2.3% 0% 
5.2% 7:9i 

s3 .l% 2.3% -3.3% 2.6% -4% 
E 7 4.7% 20% -10.7% 22.4% -17.5% 

10 14.2% 51% -16.9% 

s 3 
EC 

-1% 3.5% -5.5% 2.5% 
0 7 -10% SEC -8.5% 2.5% 

10 SEC SEC SEC 

N 3 40% 100% 156% 156% 197% 
E 7 SEC SEC 500% 460% 660% 

10 SEC SEC SEC 

0 3 -48% -52% -10% 16% 10% 
7 SEC SEC SEC -20% -16% 

10 SEC SEC SEC 

-Tableau IV.5-Variation du niveau et du courant moyen par rapport 
aux simulations où la tension en surface est nulle. 
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Les tableaux précédents regroupent les maximums d'écart 

d'amplitude et de vitesse entre les simulations qui prennent en compte 

l'effet du vent et celles où cette effet a été négligé. 

Il se dégage de ces études que l'influence du vent devient 

importante quand son intensité est supérieure à 7m/s, durant toute la 

période de la composante de la marée considérée. Les parties les plus 

affectées de l'estuaire sont, d'une part, celles relatives à 

l'éïargissement au niveau d'Adéane et, d'autre part, toute la région 

s'étalant de l'amont d'Hamdalaye jusqu'à Sefa. Ceci' est en accord avec le 

type de circulation qui se produit en ces zones où la marée subit une forte 

atténuation et où la profondeur de l'eau est assez faible. Mais, des 

vitesses dépassant 7m/s sont très rares dans le milieu où l'intensité du 

vent dominant est rarement supérieure à 2m/s. Dans ces cas la contribution 

du vent dans les mouvements reste faible. 
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IV.12 Etude de auelaues aménaqements hydrauliaues 

IV.12.1 Construction de barrases 

Afin d'évaluer l'influence de la construction d'un barrage 

sur le lit principal de l'estuaire, trois simulations ont été réalisées. 

Les barrages étaient supposés construits aux stations de Goudomp, 

Diatakounda et Sefa. Dans tous les cas, la partie aval était sous 

l'influence de l'onde semi-diurne, quant à la partie amont elle était 

considérée au repos. 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

1 Barrage 

1 Station limnimétrique 

\ 0 25 50 75 Km 
1 1 

fig.IV.47-Emplacement des barrages. 
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L'analyse des conséquences d'un éventuel aménagement a été 

faite par comparaison, d'une part, des champs de vitesses et des variations 

du niveau et du courant sur 8, 13 et 18 stations de contrôle et, d'autre 

part, par comparaison du suivi des trajectoires de 10, 17 et 27 particules 

reparties tout le long de la zone étudiée. La figure IV.47 indique 

l'emplacement des stations de contrôle et des particules suivies. 

Les résultats des diverses simulations sont regroupés dans le 

tableau suivant: 

I l Goudomp Diatakounda Sefa 

Pas Pas Pas - 
ZONE 1 de changement de changement de changement 

Moyenne Pas Pas 
ZONE 2 influence de changement de changement 

ZONE 3 

ZONE 4 

1 .ZONE 5 

!  

Pas Pas 
de changement de changement 

Faible Pas 
influence de changement 

Dans les trois cas étudiés, la partie de l'estuaire comprise 

entre Adéane et Ziguinchor était peu influencée par la présence d'un 

barrage. Ce dernier affectera une région limitrophe dont l'extension dépend 

de la position du barrage. Par exemple, celui de Goudomp, étend son 

influence sur une longueur de 27 km, celui de Diatakounda n'influe les 

élévations et les vitesses que sur les vingts derniers kilomètres, quant au 

barrage de Sefa, il n'affecte les variables que sur une région limitrophe 

qui s'étend sur 15 kilomètres. Dans tous les cas, l'élévation augmente et 

la vitesse diminue, toute les deux d'un facteur qui décroît de l'aval vers 
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l'amont. Ceci est en accord avec le comportement hydrodynamique de 

l'estuaire, dont les grandeurs des courants et des élévations diminuent 

progressivement en remontant son cours d'eau et subissent une forte 

atténuation au niveau de la baie d'Adéane. 

Donner une estimation de l'influence des barrages sur la 

salinité, ou sur les ressources halieutiques du milieu sort du cadre de 

l'étude. Nous nous sommes contenté d'étudier les variations de la 

circulation et des élévations induites par un aménagement sur le lit 

principal qui, dans tous les. cas, coupe l'estuaire en deux régions. Il 

s'est avéré que le barrage n'influe que sur une région limitée proche de 

son emplacement. 



Champ des vitesses transitoires Champ des vitesses traneitoires 

0X-500 m Pas de temps: 0 heure DX-500 m Pas de temps: 0 heurs 

a:Barrage à Goudomp. 

_----- 
b:Barrage à Diattakounda. 

fig.JV.48.Circulatiox.s transitoires dans las cas de barrage à Goudomp et Diattakounda. 
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fig.IV.49-Circulation transitoire dans les cas de barrage à Goudomp et Diattakounda. 
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fig.IV.50-Circulation transitoire dans les cas de barrage à Goudomp et Diattakounda. 
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Champ des vitesses transitoires 
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fig.IV.51-Circulation transitoire dans les cas de barrage à Goudomp et Diattakounda. 
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fig.IV.52-Circulation transitoire dans les cas:sans barrage et avec barrage à Séfa. 
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fig.IV.53-Circulation transitoire dans les cas: sans barrage et avec barrage à Séfa. 
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fig.IV.54-Circulation transitoire dans les cas: sans barrage et avec barrage à Séfa. 
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IV.12.2 Variation des orofondeurs du lit principal 

La bathymétrie des zones comprises entre les stations 16 et 

19, les stations 20 et 24 et toute la partie amont à partir de la station 

26 ont été modifiées comme indiqué sur la figure IV.55, pour tester 

l'influence des incertitudes sur la bathymétrie réelle, ou l'influence de 

modifications dues à des dragages éventuels. 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Hodification de la bathymétrie 

fig.IV.55-Zones où la bathymétrie a été modifiée. 
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Les divers tests ont conduit aux conclusions suivantes: 

- La réduction des profondeurs dans la zone des stations 20, 

21 et 22 conduit à une augmentation de l'amplitude de l'onde dans la région 

comprise entre l'aval de la station 17, à l'amont de la station 23. Son 

ihfluence diminue progressivement en remontant l'estuaire; les parties 

comprises en amont de la station 32 et en aval de la station 17 sont peu 

sensibles. 

- L'augmentation de la profondeur dans la zone comprise entre 

les stations 20 et 22, conduit à une atténuation de l'onde dans la partie 

comprise entre l'aval de la station 17 et la station 23. Par contre, une 

augmentation très forte se produit dans la zone des stations 24 et 25; 

celle-ci diminue progressivement d'ampleur mais se fait sentir sur toute la 

zone amont. 

- Les variations de profondeurs ponctuelles sur quelques 

mailles du domaine d'intégration n'ont eu que des effets locaux, sans 

aucune influence sur le mécanisme général, même pour des valeurs 

excessives. 

- Une augmentation des profondeurs dans la zone des stations 

IL', 18 et 19, a conduit à une réduction de l'amplitude de la marée dans la 

zone des stations 16 à 20, mais a faiblement influencé l'écoulement dans 

toute la partie amont. 

- L'augmentation des profondeurs dans toute la partie amont 

de l'estuaire, à partir de la station 26 conduit à une diminution de 

1"amplitude de la marée assez nette dans toute la région modifiée, son 

influence diminue progressivement de la station 25 à la station 19 et la 

partie aval est peu influencée. Quant à la réduction des profondeurs dans 

la même zone, elle a eu l'effet d'augmenter sensiblement les amplitudes 

dans cette zone. 
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IV.13 Validation 

La validation du modèle a été réalisée à partir d'une 

simulation d'observations récentes (du 14/02/1987 au 16/02/1987). Les 

résultats satisfaisants obtenus démontrent les bonnes performances du 

modèle pour la description de la circulation dans l'estuaire à mangroves du 

Sénégal (fig.IV.56, IV.57, IV.58, IV.59). 

On ne pouvait s'attendre à une reproduction parfaite de la 

réalité, car l'outil élaboré repose sur un certain nombre d'hypothèses et 

de simplifications, notamment celles relatives à la tension en surface. En 

effet, les divers tests hypothétiques réalisés montrent, dans ce cas, une 

importante contribution du vent dans la circulation dans la partie amont de 

l'estuaire. 

L'analyse des courbes obtenues montre que l'onde calculée est 

en phase avec l'onde observée et que les erreurs sur les amplitudes sont 

assez faibles. Il s'ensuit que les incertitudes sur les prévisions ne 

peuvent entraîner de conséquences importantes sur les bilans de masse d'eau 

échangée. 

En conséquence, le bon comportement du modèle valide les 

hypothèses choisies, la répartition spatiale des coefficients de frottement 

et surtout les divers traitements numériques à l'intérieur et aux 

frontières du domaine d'intégration. 
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fig.IV.56- Condition d'entrée du système. 
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fig.IV.57- Elévations calculées et observées à la station de Banganga. 
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fig.IV.59- Elévations calculées et observées à la station d'Hamdalaye. 
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IV.14. Conclusion 

A l'issue de ce travail nous disposons d'un modèle bi- 

dimensionne1 capable de simuler la propagation de la marée dans l'estuaire 

à mangrove du Sénégal. Ce modèle a été confronté à un certain nombre de cas 

schématiques qui ont permis d'étudier son comportement vis à vis de 

problèmes pratiques et surtout ses qualités numériques. 

L'onde semi-diurne M2, composante dcminante de la marée en 

Casamance, a été utilisée comme fonction de forçage et a permis d'évaluer, 

d'une part, la contribution des divers termes des équations dans la 

circulation des masses d'eau et, d'autre part, de simuler les conséquences 

de certains aménagements du lit principal. La validation de nos hypothèses 

a enfin été réalisée à partir de la simulation d'une marée réelle; les 

résultats satisfaisants obtenus mettent en évidence les performances de la 

méthode utilisée. 

Le modèle développé repose sur une schématisation du domaine 

d'intégration à partir de mailles imbriquées. Cela permet de réduire le 

nombre de variables dépendantes nécessaires ainsi que l'apparition d'ondes 

parasites de longueur inférieur à ZAX. Malgré certaines limitations sur le 

pas de temps imposées par la structure de la résolution basée sur la 

technique A.D.I., la stabilité inconditionnelle de la discrétisation 

utilisée, et les différents traitements numériques des noeuds internes, des 

noeuds limitrophes et des frontières mobiles, rend le modèle proposé 

adaptable à plusieurs cas de figures. 

L'ensemble des études présentées nous a apporté une confiance 

certaine en la méthode proposée ainsi qu'une estimation de la qualité des 

prédictions que l'on peut réaliser à partir des paramètres choisis. 
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CHAPITRE 5 
MOUVEMENT RESIDUEL 
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Chapitre V 

MOUVEMENT RESIDUEL 

V.i introduction 

Les courants assez forts qui se produisent sous l'action de 

la marée ou des perturbations climatiques sont relativement transitoires. 

Les mécanismes décrits par les modèles hydrodynamiques numériques changent 

et évoluent quitte même à disparaître laissant "derière eux une contribution 

résiduelle très petite comparée à la circulation qui s'est déjà produite. 

L'interêt des biologistes est généralement plus porté sur ces phénomènes 

qui évoluent à des echelles spatio-temporelles différentes. 

Le transport de masse est un phénomèn,e qui évolue à des 

échelles de temps plus longues que celles qui caractérisent les mouvements 

transitoires. Quand on parle de transport, on sous-entend le phénomène 

hydrodynamique de dispersion, qui découle de l'interaction de la convection 

différentielle et de la diffusion turbulente, toutes les deux étant 

fonction du champ de vitesses qui règne dans le milieu. Les origines des 

phénomènes dispersifs sont nombreuses: les diffusions moléculaires et 

turbulentes (Patankar et a]., 1980), la convection différentielle due à la 

distribution non-uniforme des vitesses (Nihoul et a]., 1981)) la variation 

de la concentration sur la verticale (Verboon et a)., 1982), et la 

variation de température (Zimmerman, 1976). 

La connaissance des mouvements transitoires qui résultent de 

l'action oscillante de la marée sur un milieu côtier, n'est pas toujours 

suffisante pour déterminer les caractéristiques du transport de masse qui y 

est induit. Si la distribution moyenne des matières dissoutes ou en 

suspension est largement influencée par le mouvement oscillatoire de la 
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marée qui contribue à la dispersion de leur concentration, par contre, le 

transport moyen est contrôlé par le mouvement résiduel. 

Les courants résiduels peuvent avoir divers origines, dont 

les tensions de cisaillement dues au vent, l'entraînement par un gradient 

de densité dû à une répartition non-uniforme de la salinité ou de la 

température. Cependant, l'interaction des termes non-linéaires des 

équations du mouvement, surtout dans les milieux de faible profondeur, peut 

conduire à l'apparition de mouvements résiduels. 

Le mécanisme suivant lequel les courants résiduels sont créés 

à travers le terme advectif dans les équations dynamiques est facile à 

visualiser dans des régions comme l'estuaire de la Casamance où 

l'ellipticité des courants semi-diurnes dominants est négligeable. Les 

forces d'entraînement perpendiculaires aux lignes de courant sont les 

forces centrifuges qui ont la même direction en flot ou en jusant; elles 

sont ainsi capables de maintenir un courant résiduel établi. 

V.2 Divers tYDes d'aDDroche 

Depuis le début des années soixante dix, plusieurs chercheurs 

et laboratoires se sont penchés sur l'étude des mouvements résiduels en 

essayant de leur trouver une explication plus complète, mais on se heurte 

dans la littérature à plusieurs définitions, parfois contradictoires, de 

ces mouvements. Les interprétations rencontrées se regroupent en trois 

approches: 

l- Expérimentale: dans laquelle le courant résiduel est 

obtenu par soustraction du courant calculé au mouvement observé. 

2- Mathématique: où le résiduel est défini par le mouvement 

obtenu à partir des équations fondamentales moyennes (réduites), où on 

suppose que l'état final est quasi-permanent. 
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3- Hydrodynamique: où le courant résiduel est calculé à 

partir de la moyenne mobile du courant transitoire, sur une période 

suffisamment longue pour éliminer la totalité de la contribution de la 

marée. 

L'approche expérimentale présente quelques inconvénients en 

particulier le fait de retrancher aux courants observés les courants 

calculés qui, eux, sont déduits d'un calcul approximatif. Les données 

observées et leur dépouillement doivent être de très bonne qualité. De 

plus, il n'est pas clair actuellement comment seront éliminés les courants 

induits par le vent ou par des perturbations climatiques de longue période. 

L'approche mathématique est valable dans le cas où la 

circulation résiduelle varie sur une période de temps assez grande pour 

être considérée comme indépendante du temps. Par ailleurs, la recherche des 

solutions de l'état permanent demande des fonctions de forçage de ce même 

état, donc nécessite une moyenne temporelle à long terme. La linéarisation 

du terme de frottement, hypothèse couramment admise dans ce type de 

résolution, n'est pas facilement justifiable dans tous les milieux (Hunter, 

1975). 

L'approche hydrodynamique s'avère la plus adéquate dans la 

recherche du courant résiduel. Les moyennes mobiles sur une période T 

suffisamment longue permettent d'éliminer les courants transitoires induits 

par le vent et la marée. Les grandeurs définies de cette façon, peuvent 

varier lentement dans le temps, rendant, dans la majorité des cas, 

l'hypothèse d'un état quasi-permanent largement acceptable. 

En termes mathématiques, il existe deux types de modèles 

résiduels: 

Type A: Les modèles se basant sur les résultats du modèle 

transitoire où le calcul des mouvements résiduels est effectué après avoir 

obtenu les résultats de la circulation transitoire. 
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Type B: L'intégration des équations hydrodynamiques de 

l'écoulement transitoire sur la période T, conduit au système d'équations 

résiduelles. Les termes de tensions de marées sont utilisés comme fonction 

de forçage; le système résiduel obtenu est résolu en prenant en compte les 

autres forces extérieures. Ainsi la moyenne est effectuée avant d'entamer 

le calcul du résiduel. 

Chacune des ces deux approches possède des avantages et des 

inconvénients, leurs performances dépendant des processus étudiés et de la 

qu,alité des mesures disponibles. Pour les modèles du type B, la précision 

des résultats est intimement liée à l'exactitude des termes relatifs aux 

tensions de marée et à la représentativité d'un terme de frottement 

linéarisé. Quant aux modèles du type A, la conservation de masse et la 

précision des résultats du modèle transitoire, sont des facteurs 

déterminants dans leur utilisation. 

V.3 Modèle de type A 

V.3.1 ADDroche euierienne 

Dans un champ tri-dimensionne1 de courant, la vitesse 

eulerienne est la vitesse qui se produit en un point fixe P de coordonnées 

(P,,PyJy . Cette vitesse évolue dans le temps et ses valeurs 

Up=U(Px,Py,P,,t) sont déterminées par rapport à un repère fixe (Ox,Oy,Oz). 

En supposant qu'aucune interaction non-linéaire ne se produit 

entre les diverses harmoniques de la marée, on peut admettre que les 

courants résiduels sont dus à la seule composante prise en considération 

(M2 dans notre cas). Le courant ainsi calculé sera lie aux caractéristiques 

de la fonction de forçage due à la marée, et va donc fluctuer sur une 

période assez longue qui, comparée à un cycle semi-diurne, pourrait être 

considérée comme quasi-permanente et ainsi être relié uniquement à ce 

cycle. 
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Dans les estuaires bien mélangés tel que celui de la 

Casamance, on peut négliger toute structure verticale du courant. Le 

transport local eulerien par unité de largeur est alors exprimé par: 

s c 
"TLE = -h U+Y,Z,t)dZ PJ4 

la vitesse de transport eulerien est définie par: 

"TE = 
"TLE 

PJ4 
h+E 

Pour calculer la circulation résiduelle la description du 

mouvement moyen est la plus convenable. Celle-ci est obtenue en calculant 

la moyenne temporelle du courant sur une période T, telle qu'une grandeur ~4 

admet comme résiduel $RES défini par: 

ttm-i- 
1 

$RES = T 
s 

$dt = < $ > 

t-m-r 

(V-3) 

d'où le transport résiduel: 

"TR = < UTE > 

et la vitesse résiduelle: 

"R = < UTLE > 

PJ.41 

W-5) 

Il se dégage des expressions (V.l,V.2,V.3,V.5) que le 

transport résiduel est lié à la vitesse résiduelle par l'expression: 

"TR = hUR t < EUTE > (‘J.6) 

La vitesse résiduelle eulerienne de transport serait alors; 

UERT = 
"TR 'TR =- 

h-t-t h 
V.7) 
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Le transport intégré sur le temps est donc fonction de la 

vitesse résiduelle et de l'intégration de la vitesse de transport eulerien. 

On obtient alors: 

UERT = 
< ‘t - &-J > < UTR - UTEO > < ( > < UTR > 

z 
h+t h 

(‘J-8) 

V.3.2 Approche iawansienne 

La vitesse lagrangienne est celle d'une particule fluide qui 

a commencé son mouvement en une position P au temps t=O et que l'on suit 

dans le temps. La relation entre les vitesses euleriennes et lagrangiennes 

serait alors: 

UL(P,t) = U#(!%t’) ,t) (V-9) 

Où la position f(P,t') au temps t' est donnée par: 

s t f(P,t') = P t U (P,T)dT 
0 L 

(V.10) 

donc, 
a 

ULW) = - fuw 
at [ 1 (V.11) 

La moyenne sur la période de temps T caractéristique du 

phénomène étudié conduit à la vitesse résiduelle lagrangienne: 

1 
UO,L = < UL(P,t) > = - Af(P,t) (V. 12) 

T 

Où le déplacement Af(P,t) est exprimé par: 

WW = f(P,ttl/2T) - f(P,t-1/2T) (V.13) 
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V.3.3 Entraînement de Stokes 

Les expériences réalisées sur des milieux naturels ont montré 

que, dans la majorité des cas, la vitesse lagrangienne n'est pas égale à la 

vitesse eulerienne calculée à sa position de départ. La différence entre 

elles est dite "Vitesse d'entraînement de Stokes" (Longuet-Higgins, 

1969,1972). 

En effet, si une colonne fluide qui occupe à l'instant t.0 une 

position XU, se déplace durant une période T, sa vitesse de déplacement 

est : 

t 
ut 

!i 1 

Udt VU (V.14) 
t0 

Si le déplacement (f-P) est petit par rapport à l'échelle à 

laquelle la vitesse change, l'équation de la vitesse lagrangienne peut être 

développée en des séries de Taylor, qui conduit à l'expression: 

ULUW = uE(P,t) t 

= uE(P,t) t 

(f-p) +,(p,t)] 

UE(P,t) (V. 15) 

La moyenne temporelle de l'équation précédente conduit à: 

[ttl/zT 

uoLv9t) = UOE(P,t) + [ 1: UL(P,Tw v ] [uE(hB)dB ] (V.16) 

C 

L'expression (V.16) est due aux travaux de Longuet-Higgins 

(1969), qui a démontré que pour calculer le flux moyen qui passe à travers 



351 

un point fixe, il est nécessaire de connaître plus que la vitesse moyenne 

sur la verticale en ce point. 

Le terme C (entraînement de Stokes) dépend des échelles 

spatio-temporelles du courant transitoire oscillant. Dans certains milieux 

où ce dernier est supérieur au courant moyen, la composante de Stokes peut 

être dominante dans les processus de transport de masse. Longuet-Higgins a 

montré que, dans certaines régions caractérisées par une faible pente, la 

vitesse de Stokes prend la même direction qLz la vitesse de phase, par 

contre, si la pente est forte, le signe de cette vitesse est inversé; sa 

direction est alors la même que celle de la propagation de marée, mais le 

transport total de masse se fait dans la direction opposée. L'application 

de (V.16) à des ondes gravitaires progressives fut réalisé en premier par 

Stokes (1847) et repris par Lamb (1932). 

Il s'ensuit que la seule connaissance du courant en un point 

fixe, ne permet pas de déduire quelle a été la vitesse et la direction des 

particules fluides qui sont passées en ce point, quelle que soit la 

longueur de l'enregistrement. Une particule fluide n'est jamais figée en 

une position fixe qui est celle de l'appareil de mesure, mais elle subit 

une faible oscillation qui l'entraîne à d'autres endroits où règne un autre 

champ de vitesse qui peut être différent de celui dont elle est issue. La 

détermination du transport nécessite en conséquence la connaissance de la 

vitesse au point considéré et celle du gradient de vitesse dans le 

voisinage immédiat du point de mesure. Si la vitesse moyenne eulerienne en 

ce point fixe est nulle, la vitesse de transport de masse est généralement 

différente de zéro. 

La variation du niveau de l'eau durant la propagation de 

l'onde entraîne un déplacement des particules fluides. La vitesse 

résiduelle de transport eulerien donnée par (V.16) exprime la vitesse 

nécessaire pour transporter le même volume fluide qui a été déjà entraîné 
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en une position X0. Cette vitesse dépend' de la géométrie du milieu, elle 

augmente quand la profondeur et la largeur du chenal diminuent, afin de 

satisfaire la conservation de masse. Le champ des courants calculé à partir 

de (V.16) n'est, en genéral, pas celui que suivrait un nuage de traceur; 

Pingree et Maddock (1977), ont montré que ce n'est le cas que pour une onde 

sijnple où le mouvement est uni-directionnel avec un gradient spatial de 

vitesses assez faible. 

Dans les régions de faible profondeur, où le mouvement 

résiduel est influencé par la topographie du milieu, le gradient de vitesse 

n'est pas une fonction simple à déterminer. L'approche classique qui 

consiste à considérer le mouvement lagrangien comme la somme des mouvements 

euleriens et de l'entraînement de Stokes devient trop approximative. Il a 

été démontré, d'une part, par des observations sur le terrain (Dooley, 

1974) et, d'autre part, par une analyse théorique (Zimmerman, 1978) qu'une 

forte variation spatiale du champ de vitesse, rend l'équation (V.16) peu 

représentative. 

Le déplacement des matières en suspension ou dissoutes est un 

phénomène purement lagrangien, mais les courants mesurés dans la majorité 

des cas sont de caractère eulerien; il s'agit donc de relier ces deux 

Ch:amps de vitesses, surtout dans l'étude des circulations résiduelles. 

Dans le cas où une information eulerienne doit être 

transformée en lagrangienne, un problème assez complexe apparaît du fait de 

la forme intégro-différentielle du courant résiduel lagrangien qui n'a pas 

de solution connue dans la littérature. 

La relation proposée par Longuet-Higgins qui lie les courants 

euleriens aux courants lagrangiens par l'intermédiaire de l'entraînement de 

Stokes a été, à juste titre, fortement critiquée dans plusieurs travaux 

(Uncles, 1981, Nihoul, 1980, Cheng et al., 1982, . ..). Certains de ces 

auteurs proposent l'augmentation de l'ordre des'dérivées prises en compte 
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(Dyer et a7., 1975). Zimmerman (1976) a démontré que le rapport entre le 

module de déplacement horizontal dû à la marée, et l'échelle spatiale des 

irrégularités dans le champ des vitesses euleriennes est le paramètre sur 

lequel dépend l'adéquation de l'approche de Longuet-Higgins. 

V.4 Modèle de type B 

Toutes les approches évoquées jusqu'à présent sont de type A; 

c'est à dire que le résiduel est calculé en se basant sur les résultats du 

modèle transitoire. Ce type d'approche n'est pas le seul disponible; Nihoul 

(1975) et Sugimoto (1975) ont élaboré une autre technique, où le mouvement 

résiduel est calculé directement à partir des équations dynamiques du 

mouvement transitoire, écrites sous une forme réduite. 

L'idée de base de cette méthode est la recherche des 

équations du mouvement résiduel à partir de l'intégration des équations du 

mouvement transitoire sur une période de temps T suffisamment longue pour 

éliminer la contribution de la marée. 

En supposant que le résiduel est la moyenne temporelle du 

transitoire, le mouvement total est décomposé en un mouvement oscillant 

dominant et en un mouvement résiduel. 

"TOT = "TRA + "RES 'TOT = 'TRA + 'RES CTOT = CTRA + fRES 

<G,VG,UG: Grandeurs résiduelles. 

Le système d'équations obtenu après la décomposition des 

variables, est intégré sur une période T, tel que: 

I 

t+l/zT 

$TRA = ' "TRA > = < VTRA > = < ETRA > = 0 

t-l/zT 
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Ceci conduit au système d'équations résiduelles: 

'"RES x 
- - fVRES + gh --&- + C&ES - v V'"RES = GRESX 

at 

aVRES x 
- + fVRES + gh -'-&- + C&ES + v V2VRES = GRES~ 

at 

aeRES + '"RES + aVRES 0 = 
at ax ay 

avec: 

-l < F -l < h 
aPa x 

GRESX = p sx ' + p -> -s-G- > 
ax ax 

a "2 TRA a 
-<- ( )>-<- ( 

"TRAVTRA 
1' 

ax h+t ax h+e 

-' < Fsy -l < h 
apa x 

GRESY = p 'i-P -> -!3a -> 
ay ay 

a V* TRA a 
-<- ( )>-<- ( 

"TRAVTRA' 
1' 

af h+t ay h+t 

g: Accélération de la pesanteur. 

UTRA, VTRA: Transport transitoire suivant 0x et Oy respectivement. 

"RES) 'RES: Transport résiduel suivant 0x et Oy respectivement. 

h: Profondeur par rapport au plan de référence. 

f: Force de Coriolis. 

v: Coefficient de viscosité turbulente. 

F SX' Fsy: Cisaillement dû au vent. 

P,: Pression atmosphérique. 

Les trois derniers termes des expressions de GRESX et GRESY 

ont été définis par Nihoul et a7. (1975), comme étant les termes relatifs 

aux "tensions de marée". Ces termes représentent les forces qui viennent 

s'ajouter au mouvement résiduel, et qui résultent des interactions non- 

linéaires du mouvement transitoire. 
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Ainsi l'intégrale des équations sur une période T, permet 

d'annuler uniquement la contribution individuelle des grandeurs UTRA et 

VTRA, mais le produit de ces deux variables n'est pas égal à zéro: 

Le courant résiduel étant généralement faible par rapport au 

courant transitoire, la principale contribution dans les expressions 

précédentes viendra des termes (A) et (B) et non des termes qui auraient dû 

apparaître si l'approximation de l'état permanent avait été faite 

directement sans passer par la moyenne de l'état transitoire (Nihoul et 

al., 1975). 

Cette approche a permis de montrer l'importance des termes 

non linéaires des équations, de sorte que la distribution spatiale des 

tensions est due à l'existence de certaines régions où l'énergie est 

transférée ou enlevée au mouvement moyen. La topographie du milieu aura 

donc une grande influence sur le mouvement résiduel. Ceci a été à plusieurs 

reprises mis en évidence par Uncles (1981) et Tee (1976) qui signalent la 

grande différence des résultats obtenus en supposant des profondeurs 

constantes et des profondeurs variables. 

Ce type de modèle nécessite la résolution en première étape 

du mouvement transitoire, afin que les coefficients des équations ainsi que 

les termes relatifs aux tensions de marée soient déterminés. Les équations 

du mouvement résiduel ne seront résolues qu'en une deuxième étape. 
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V.5 Quelaues voies de recherche 

V.5.1 Princioe du mouvement a7éatoire des particu7es 

Les interactions non-linéaires de l'onde de marée se 

propageant dans un milieu à topographie compliquée, produisent un courant 

résiduel indépendant du temps et qui est une fonction quasi-aléatoire de 

T'espace (Zimmerman, 1978). La composante aléatoire qui apparaît contribue 

à une augmentation de la dispersion et par conséquent augmente la vitesse 

d'entraînement lagrangienne. 

La non-linéarité des équations du mouvement se justifie par 

le fait que le mouvement lagrangien s'exprime par une somme illimitée de 

termes euleriens. Ceci donne naissance à un nouveau concept dit "mouvement 

aléatoire de la marée (random walk)", qui n'est autre qu'une 

caractéristique lagrangienne reliée au mécanisme de diffusion turbulente. 

Le processus du "Random walk" décrit par Zimmerman (1976) 

pour la mer de Wadden est intimement lié à l'échelle spatiale ainsi qu'aux 

échelles des vitesses associées à la distribution des courants résiduels. 

Dans certains milieux, le mélange dispersif transversal créé par la 

distribution aléatoire des vitesses est supérieur à celui attribuable à 

d'autres mécanismes connus. 

Dans les milieux peu profonds, les tensions dues aux 

frottements prennent de l'importance et font apparaître un mécanisme 

d'entraînement résiduel aléatoire amplifié par l'importance de la vorticité 

qui prend naissance. Le mouvement résiduel lagrangien doit donc être traité 

par une analyse tri-dimensionnelle de la circulation. Mais l'effet de la 

structure verticale du courant n'est pas connu à l'heure actuelle, bien que 

son importance ait été maintes fois analysée (Bowden, 1983). 

La théorie du mouvement' aléatoire, dont les premiers 

développements sont dus à Zimmerman (1976), repose sur l'hypothèse que les 
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déplacements successifs d'une particule fluide lors de périodes égales à la 

moitié d'un cycle de marée, constituent un processus Markovien du premier 

ordre. On étudie alors un système qui subit au cours du temps des 

changements d'états ou des transitions aléatoires, et qui sans être tout à 

fait dénué de mémoire, ne garde cependant de son passé que le souvenir le 

plus récent. L'évolution du système constitue un processus aléatoire. Il 

peut être ainsi décrit en termes de probabilité. 

Le courant résiduel ayant une distribution spatiale aléatoire 

entraînera des déplacements successifs qui constituent une série temporelle 

de vecteurs aléatoires. Il en résulte, que dans un nuage de colorant soumis 

à l'action de la marée, chaque particule aura un déplacement aléatoire 

légèrement différent de celle qui l'avoisine; par conséquent, le nuage a 

tendance à se disperser. 

Si le courant résiduel est faible, les trajectoires des 

particules sont petites et les perturbations dans le mouvement deviennent 

négligeables. En revanche, dans les milieux où cette composante est 

importante, un champ de courant résiduel vient se superposer au mouvement 

transitoire de la marée. Vu le caractère non-linéaire de l'équation (V.16), 

l'interaction des deux composantes de la vitesse (UEULER + USToK,s) produit un 

entraînement lagrangien différent de la somme des déplacements produits par 

chaque composante prise séparément. 

V.5.2 Méthode de 7a vorticité 

Les forces d'entraînement parallèles aux courants de la marée 

sont reliées au gradient de l'énergie cinétique (Zimmerman, 1976). Ce 

dernier donne naissance à un courant tourbillonnaire résiduel quand le 

mouvement de la marée interagit avec une topographie du fond irrégulière 

(Murty et a7., 1980). 
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Les vitesses aléatoires lagrangiennes induites par les 

irrégularités de la topographie, trouvent leur justification théorique dans 

l'e transfert de vorticité entre le courant et la circulation moyenne. Les 

irrégularités agissent comme catalyseur. 

Le courant induit par la marée qui se propage dans un milieu 

à topographie irrégulière, produit un champ de courants oscillatoires 

perturbé. Il fut démontré par Zimmerman (1976), que la vorticité créée par 

le frottement au fond et sur les berges obéit à l'équation: 

aw KW KU ah 
-t- + = 

at H Hz ay 
0 (V.17) 

7 = -KpU: Tension au fond. 

K: Coefficient de frottement. 

Cette équation découle de la soustraction des équations 

dynamiques projetées sur 0x et Oy après avoir effectué une différenciation 

croisée pour éliminer le gradient de pression. L'utilisation de l'équation 

de continuité permet d'aboutir à l'équation (V.17), qui exprime la 

conservation de la vorticité potentielle d'une colonne d'eau lors de son 

déplacement d'un endroit à un autre. Ceci explique pourquoi les lignes de 

courants sont fortes dans les baies et faibles à l'extrémité des estuaires. 

La vorticité ainsi que son gradient longitudinal changent de signe durant 

un' cycle de marée. Si la vorticité relative w, est supposée partout nulle, 

pour maintenir un mouvement où il n'y a pas de dissipation d'énergie 

(mouvement irrotationnel), il est nécessaire que les lignes de courant 

décroissent dans les élargissements. 
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En intégrant l'expression (V.17) sur un cycle de marée et en 

adoptant une expression linéaire du frottement, Pingree et a7. (1977) ont 

abouti à l'équation de vorticité moyenne, donnée par: 

aw ii 

i 1 

K 
U- + UH V - = - - < t vV2< 

ax H H 

(1) (2) (3) (4) 
Où, 

(1): représente le transfert de vorticité au mouvement résiduel du courant 

moyen périodique de la marée 

(2): redistribution de la vorticité moyenne par le mouvement transitoire 

(3): dissipation de la vorticité par frottement au fond 

(4): redistribution de la vorticité moyenne par la turbulence horizontale 

En négligeant les termes (2) et (4), on remarque que le terme 

(1) ne change pas de signe durant un cycle de marée. Il s'ensuit que des 

tourbillons cycloniques ou anticycloniques se produiront dans les régions 

de faibles profondeurs où les tensions augmentent. Dans les situations 

réelles la perturbation, de caractère aléatoire, donne ce même caractère au 

courant résiduel. 

Plusieurs auteurs ont utilisé la méthode de la vorticité pour 

étudier les tourbillons observés dans certains milieux. Huthnance (1981) a 

adopté la linéarisation des équations du mouvement. Loder (1980) a 

développé une approche similaire pour étudier le mécanisme des tourbillons 

résiduels autour du George Bank à l'entrée du golfe de Main, il aboutit aux 

mêmes conclusions que l'on retrouve chez Zimmerman (1985), où dans les 

régions de faibles profondeurs, comme l'estuaire de la Casamance, les 

tourbillons apparaissent mais ils sont rapidement détruits par la 

dissipation due aux frottements au fond, ce qui ne permet pas à la 

vorticité de se conserver durant un cycle de marée. La largeur des sections 

en travers de la Casamance limite la grandeur des tourbillons et par 

conséquent règle la dispersion pour des valeurs données du courant. 
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V.6 Choix de la période de temps 

L'hypothèse de départ, dans laquelle on a supposé qu'aucune 

interaction non linéaire ne se produit entre les diverses harmoniques, 

permet d'admettre que les courants résiduels sont uniquement dus à la 

composante semi-diurne (dominante) prise en compte, dont l'amplitude est 

modulée par la relation de changement de phase qui lie M2 à S2 ainsi qu'aux 

autres composantes semi-diurne. Le résiduel a'.lsi défini sera lié à la 

fonction.de forçage due à la marée, et va fluctuer sur une période assez 

longue comparée à un cycle semi-diurne. 

Cette définition néglige les changements climatiques qui se 

produisent à des échelles temporelles inférieures à celles qui 

caractérisent les diverses composantes de la marée. Il en resulte que la 

moyenne sur une période T lisse 90% des courants transitoires résultant de 

l'action de la marée, mais le résultat final est de même ordre de grandeur 

que l'erreur introduite par l'instrument de mesure. En conséquence, le 

choix de la période T reste intimement lié aux objectifs de l'étude et aux 

caractéristiques du milieu. Dans l'étude de la composante semi-diurne M2, 

la période T est de l'ordre de 12H 40mn. 

V.7 Application en Casamance 

L'approche qualitative réalisée sur l'estuaire de la 

Casamance a permis d'étudier l'influence de chaque terme des équations du 

mouvement, et sa contribution dans le mouvement résiduel. Les tests ont 

concerné les termes relatifs à: 

l”- La force de Coriolis. 

2”- La viscosité turbulente. 

3”- Le gradient de salinité. 

4”- Le terme de frottement. 

5”- Le terme advectif. 
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fig.V.l-Courant résiduel eulerien induit par la composante M2 de la marée. 
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fZg.V.2-Transport résiduel eulerien induit par la composante M2 de la marée. 
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fig.V.3-Vitesses d'entraînement de Stokes induites par la composante M2 de la marée. 
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Les effets climatiques peuvent être négligés: si leur période 

est de quelques heures le système ne garde qu'une très faible mémoire de 

ces termes. Par contre, un vent d'intensité supérieure à 7 m/s qui souffle 

sur tout l'estuaire d'une façon continue et sur une période de temps 

comparable à celle de la composante de la marée, conduit à de grandes 

modifications dans l'intensité et l'allure des champ de courants résiduels. 

L'influence du terme de tension en surface se superposera à celle due au 

forçage de la marée créant a insi des basculements du p lan d'eau et surtout 

une modification des champ de courants transitoires et par conséquent 

résiduels. 
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Il n'y a pas de changements significatifs dans l'allure des 

vecteurs vitesse pour diverses valeurs des coefficients de viscosité et de 

frottement. En revanche, une faible augmentation des valeurs du courant est 

remarquée quand on réduit la valeur de Y et surtout quand on augmente la 

valeur du coefficient de frottement. Ceci est dû à l'atténuation de 

l'influence des termes dissipatifs. 

Le terme advectif est très important dans le calcul du 

mouvement résiduel dans l'estuaire de la Casamance. Les élévations 

résiduelles sont réduites de 3% à 5%, par contre son influence sur la 

circulation dépasse les 40%. 

Les diverses mesures réalisées dans l'estuaire de la 

Casamance montrent que les courants transitoires et les trajectoires des 

particules durant un cycle de marée sont assez faibles pour induire un 

courant résiduel eulerien ou lagrangien d'une certaine importance. Les 

faibles valeurs de ce courant sont du même ordre de grandeur que l'erreur 

des instruments de mesure. De même, le calcul du résiduel a été effectué 

sur la base des résultats du modèle transitoire, donc suivant une approche 

du type A. Ceci laisse à supposer que la faible valeur des grandeurs 
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résiduelles les rend assez sensibles à l'accumulation des erreurs 

d'arrondis ou de troncature. 

Dans l'estuaire de la Casamance les profondeurs et la largeur 

du cours d'eau sont assez faibles, la dissipation par le frottement au fond 

et sur les berges limite le développement de tourbillons. L'influence de la 

vorticité n'est importante qu'au voisinage des zones inondables. 

V.7.1 Circo7ation résidue77e 7asransienne 

Une particule fluide, en l'absence d'un courant résiduel ou 

autres perturbations, devrait retourner à sa position initiale après chaque 

cycle de marée. Si l'effet du courant résiduel est pris en compte, la 

position de la particule après un flot ou un jusant est légèrement 

différente de sa position en l'absence d'un courant résiduel. La différence 

entre ces deux positions constitue le déplacement résiduel. Les 

déplacements successifs sont supposés partiellement corrélés. 

La méthode utilisée consiste à suivre la particule durant son 

déplacement. La vitesse résiduelle peut être ainsi déterminée à partir du 

courant transitoire, si l'on imagine qu'une particule fluide lâchée à 

partir d'une grille évoluera en fonction du champ de vitesse qui l'entoure 

durant son mouvement. Les vitesses qu'elle prendra seront fonction du 

gradient spatio-temporel des vitesses qui règnent dans les champs qui 

l'avoisinent. 

La vitesse lagrangienne est reliée à la vitesse eulerienne 

par l'expression: 

ULAG(XO,t) = uEuL(Y(XO,t>,t) 

où Y(Xg,t) représente la trajectoire de la particule. 

(V.18) 
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L'intégration de (V.18) sur la verticale permet d'obtenir la 

relation qui lie les deux vitesses: 

s e 
-h"LAG(XO't) = ULAG(XO,t) = UEUL(Y(XO,t> ,t) 

La résolution de l'expression (V.18) se fait en deux étapes: 

lere Etape: On détermine d'abord la trajectoire des différentes 

particules aux pas de temps successifs: 

I 

t 
Y(XO,t) = x0 + t ULAG(XO>t') dt' 

0 

s 

t 
= x0 t t uEUL(Y(XO,t'),t') dt' 

0 
avec, 

Y = Trajectoire. 

x0 = Position initiale. 

t0 = Pas de temps initial. 

t = Pas de temps final. 

(V.20) 

2ème Etape: La vitesse résiduelle lagrangienne est déterminée en fonction 

du déplacement de la particule durant la période de temps 

considérée. Pour l'onde semi-diurne utilisée dans l'estuaire de 

la Casamance, T est égale à 12h 40mn. 

uLAG(xO, tO> = 
YO(XO~tO+T) - YOUO>tO) 

T 1 s tOtT 
=- 

T to 
u(Xo,t')dt' (V.21) 

Les deux étapes précédentes sont reprises jusqu'à la position 

finale correspondante a la fin de la période de temps T choisie. La vitesse 

résiduelle lagrangienne est calculée à partir de: 

position finale - position initiale 

'RLAG = 
période de temps 

(V.Elbis) 
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La vitesse lagrangienne ainsi définie sera fonction de la 

position initiale XC, du pas de temps de départ tC, et de la trajectoire YC 

décrite par la particule durant la période..de temps considérée. 

Résolution de l'intéqrale. 

tOtAT 

t0 

-- - ---a----- 

c- cc 
I I 

I I 

ut,) X(tOtAT) 

En supposant que l'évolution de la courbe des vitesses est 

faible durant le pas de temps AT considéré, la formule des trapèzes conduit 

à: 

J tOtAT 
u(Xo,t)dt = 

w$tl) + w,>qJ) 
AT (V.22) 

t0 2 

avec 
x1 = x0 + 6X 

tl = t0 t AT 

U(X,,t,) étant connue, il faudrait rechercher les valeurs de U(Xl,tl). 

Calcul de U(Xl,tlI. 

En appliquant un développement de Taylor autour du point 

(Xo,to), en se limitant au premier ordre, on obtient: 

8J au 
U(Xl>tl) = w,,t,> + -AT+ - 

at 1 1 6X t O(AT6X,6X2,AT2) (V.23) 
ax 

JXoJO I xoytO 
or 

dU N au , 
-=- + W,J,) - (V.24) 

dt at ax 
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En reportant les expressions (V.23,V.24) dans (V.22) on obtient: 

1 tOtAT 

u(X,t)dt = W,J,) + 

t0 

[+ W,,t,> $]AT 

avec 

JU 

1 

U(XO,tO+AT) - U(X,,t,> 
-E 
at AT 

xoJO 

BU 

ax 
1 U(X()+&q)) - U(X,,t,> = 

6X 
xottO 

(V.25) 

Les composantes de la vitesse sont fournies par les résultats 

du modèle transitoire, qui utilise des mailles excentrées. Une 

interpolation est donc nécessaire afin de ramener les composantes de la 

vitesse au centre de chaque maille, qui sera le point de départ de la 

particule au temps initial t0 de la période considérée (fig.V.4). 

fig.V.4-Point de départ à t=O 

La particule au point (Xo,Yo), animée d'une vitesse initiale 

de composantes (U(Xo,YO),V(Xo,Yo)) sera, à la fin du premier pas de temps 

t0 t AT, dans une autre maille de la grille et aux coordonnées X1,Y1. 
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fig.V.5-Position du point à t=t+AT 

Les méthodes discrètes ne donnent les variables dépendantes 

du système que sur les noeuds de la grille d'intégration. Une interpolation 

est nécessaire pour rechercher les valeurs des variables dans des positions 

intermédiaires. Pour cela, trois méthodes ont été testées: la méthode des 

splines, la méthode du "Marker And Cell" (M.A.C) et une méthode 

d'interpolation linéaire qui se sert des 4 points qui entourent le point 

recherché P quelle que soit la position de P par rapports à ces 4 points. 

Ces trois méthodes sont conceptu.ellement différentes: la 

méthode des splines minimise l'énergie de flexion de la plaque qui passe 

par les 4 points qui entourent la position recherchée (Atteia, 1966). 

fig.V.6-Méthode des Splines 
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Quant à la méthode du "Marker And Cell" (Harlow et al., 

1965), elle peut être du premier ou du second ordre (Nicholas et a]., 

1973):(fig.V.7) 

UP = 
u1s1+u2s2+u3s3tu4s4 

AX AY UP=f~Ul,U2,U3,U4,US,U6JJ7,U8) 

( Ordre:1 ) ( Ordre:2 > 

fig.V.7-Méthodes du M.A.C. 

La dernière, méthode est la plus approximative, surtout en 

presence d'un gradient spatial de vitesse important. Elle se traduit par: 

quelle que soit la position du point P (fig.V.8). 

fig.V.8-Méthode de la moyenne 

Dans l'estuaire de la Casamance, où les courants sont 

relativement faibles, les trois méthodes ne présentent pas une différence 

significative. On a choisi, en fonction des divers cas de figure théoriques 

étudiés, la méthode des splines. 
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fig.V.9-Courant résiduel lagran,gien avec t initial = Oheure 
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fig.V.lO-Couran? résiduel lagrangien avec t initial = 3 heures 

....... , 

........ 

........... 
,‘Y.. ..... . 
, .......... 

.......... . 
........... 

....... 

....... 
........ 
........ 
........ 

..... . , . 

............................. 
..... .w. .................. ......... 

.......... (  ...... .......... 
.......... , ...... .......... 
.......... ....... .......... 

....... ....... 

..... . . ........ 
....... 

. , . . . . . 

....... 

3 cm/s 

ESTUAIRE DE LA CASAMANCE 

Vitesses residuelles lagrangiennes 

0X=500 m Debut du mouvement: 3 h 

1 



,375 

fig.V.ll-Circulation résiduelle lagrangienne avec t initial = 6 heures 
r -1_ e-w 
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fig.V.12-Circulation résiduelle lagrangienne avec t initial = 9 heures 
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fig.V.l3-Trajectoires de particules avec t initial = 0 heure 
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fig,V.l4-Trajectoires des particules avec t initial = 3 heures 
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fig.V.l5-Trajectoires des particules avec t initial = 6 heures 
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fig.V.l6-Trajectoires des particules avec t initial = 9 heures 
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V.8 Conclusions 

Il émane de cette présentation que les courants résiduels 

restent difficilement justifiables par la diversité des approches 

susceptibles de les calculer. 

L'objectif des modèles résiduels n'est pas le mouvement 

proprement dit mais le transport des diverses substances. Bien que le 

problème de conservation de masse ne soit pas très clair, l'interprétation 

des résultats liés aux transports est généralement compliquée si la 

conservation de masse n'est pas respectée. 

Il est certain que la vitesse résiduelle eulerienne n'est pas 

égale au transport résiduel divisé par la profondeur moyenne, contrairement 

à ce que certains auteurs suggèrent. De plus, la différence n'est pas égale 

à la vitesse d'entraînement de Stokes. 

Les modèles du type A ou B ne sont pas équivalents au niveau 

de la sensibilité des résultats aux erreurs numériques. L'accumulation des 

erreurs d'arrondis ou de troncature dans les modèles du type A et pour des 

faibles courants conduit à un calcul approximatif des résiduels. 

Pour les modèles du type B, la moyenne sur une période T 

effectuée sur les équations du mouvement transitoire élimine le courant 

induit par la marée et lisse les fluctuations du courant dues aux 

variations climatiques qui évoluent à des échelles de temps inférieures à 

T. La précision de ce type de modèle est essentiellement liée à la 

possibilité d'obtenir une estimation correcte des tensions de marée et 

surtout du terme de frottement. La solution de l'état permanent (ou quasi- 

permanent) étant toujours recherchée, cette approximation conduit à des 

équations du, type elliptiques (Smith, 1969) et. n'est valable que si la 

variation dans le temps du courant résiduel est très faible. Dans ce cas, 
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les tensions de marée sont calculées une fois pour toutes. 

Les modèles du type A utilisent une expression du terme de 

frottement 'exacte", dans le cas où une formulation quadratique du 

frottement au fond est valable (Alfrink et a7., 1981). Par contre, dans les 

modèles du type B le frottement est linéarisé avant son utilisation, la 

base théorique de cette moyenne est l'approximation de Lorentz basée sur la 

dissipation moyenne de l'énergie sur la période de temps considérée 

(Dronkers, 1964, Heaps, 1978). Les écoulements dans les milieux côtiers 

étant généralement turbulents, certains problèmes dus à cette approximation 

peuvent apparaître (Hunter, 1975). 

Le choix entre ces deux résolutions reste lié à l'objectif de 

T'étude, aux qualités des mesures, à la précision du modèle transitoire et 

aux caractéristiques climatiques et hydrodynamiques du milieu étudié. Une 

grande part est accordée au bon sens et à l'expérience du modélisateur. Les 

recherches sont encore nécessaires pour approfondir notre compréhension des 

écoulements résiduels et dégager le mérite de chacune des deux approches 

susceptibles de le décrire. 
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fig.V.25Trajectoires des particules induites par la marée et un vent (N-E;Vit.=3> 
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fig.V.26-Trajectoires des particules induites par la marée et un vent (S-E;Vit.=3m/s) 
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fig.V.27-Circulation résiduelle eulerienne (coef. de Manning: +20%) 

Manning: +20% 
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fig.V.28-Circulation résiduelle eulerienne (coef. de Manning: -20%) 

Manning: -20% 
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fig.V.29-Trajectoires des particules (coef. de Manning: +20%) 
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fig.V.30-Trajectoires des particules (coef. de Manning: -20%) 
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CONCLUSION 

Ce travail présente une mise au point de modèles 

d'environnement basés sur une procédure itérative qui évolue suivant quatre 

étapes interdépendantes: la récolte des données qui a fourni la base 

indispensable au choix des processus physiques à analyser; ces derniers ont 

été décrits par un modèle mathématique dont les équations différentielles 

traitées selon la méthode de discrétisation des différences finies ont 

conduit à l'outil utilisé pour les simulations de divers cas de figures. La 

comparaison des résultats de cette dernière étape avec les données 

observées a permis de rendre compte de la performance de l'approche. Dans 

chacune des étapes précitées, des études complémentaires se sont imposées 

suivant un protocole de priorités étroitement adapté à l'objectif de 

l'étude, au support de calcul disponible et surtout à la qualité des 

données récoltées. 

Bien que la réflexion soit issue des équations générales de 

Navier-Stokes, elle reste néanmoins représentative des écoulements simulés 

selon les hypothèses et les simplifications adoptées dans ce travail. 

,La réflexion sur les mouvements des masses d'eau dans 

l'estuaire de la Casamance repose sur une étude menée pas à pas qui a 

conduit à des modèles de traitement des circulations transitoire et 

résiduelle dans le milieu. Les différents choix effectués ont été justifiés 

à partir d'une analyse détaillée des schémas d'intégration utilisés et des 

propriétés numériques associées aux discrétisations spatio-temporelles des 

équations du mouvement. 
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Les données expérimentales recueillies sur le terrain ont 

permis d'autre part, de dégager les caractéristiques géomorphologiques du 

milieu puis, de fournir les informations indispensables concernant la 

bathymétrie et la fonction de forçage. 

La circulation transitoire induite par la marée a été traitée 

suivant deux approches, l'une bi-dimensionnelle et l'autre mono- 

dimensionnelle. Toutes les deux reposent sur un développement semi- 

implicite des équations du mouvement. La grille totalement imbriquée a été 

choisie en fonction de ses performances dans le traitement des limites. 

Quant au terme advectif, une discrétisation amont s'est avérée plus 

efficace dans le cas de l'estuaire de la Casamance. 

L'approche résiduelle, reposant sur les résultats du 

transitoire, montre la différence entre la circulation résiduelle 

eulerienne et celle obtenue à partir d'une approche lagrangienne. Rappelons 

pour mémoire que cette dernière est fonction de l'instant initial choisi et 

de l'importance du gradient spatial des vitesses. 

Les outils présentés tout au long de ce travail nous ont 

permis d'atteindre nos objectifs initiaux: dégager les principaux aspects 

de l'écoulement dans l'estuaire de la Casamance ainsi que les conséquences 

d'éventuels aménagements dans le lit principal. Cependant, si la 

modélisation est bien, selon Abbott (1981), la reproduction d'un objet, 

d'un système ou d'une idée suivant une forme différente de l'identité elle- 

'même, il s'ensuit que les modèles développés pour étudier les écoulements 

dans l'estuaire de la Casamance sont loin d'être une reproduction de la 

réalité. Ils ne sont donc qu'un outil simple d'utilisation, adaptable à 

divers cas de figure, et un moyen efficace d'aide à la réflexion, à 

l'expérimentation et à la compréhension; ils constituent surtout un 

instrument de prédiction rendu robuste par les propriétés numériques 

associées aux discrétisations utilisées. 
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Les performances des modèles appliqués ici à l'étude de la 

circulation observée dans l'estuaire de la Casamance nous apparaissent 

satisfaisantes. Cela, toutefois, ne devrait pas mettre un terme à l'étude 

hydrodynamique du milieu, mais au contraire engager vers d'autres voies de 

réflexion, en particulier celles qui concernent la qualité des eaux et, 

plks généralement, l'écologie du milieu. Il restera alors à élaborer une 

nouvelle méthodologie de mesure, outil primordial de la justification des 

modèles destinés à des buts d'ingénierie. 
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ce t'ravail présente .mise une au point de mùdèl es 
d'environnement basés sur une proccdure 'itérative. qui évo'iue stiivant quatre 
étapes interdépendantes: la rkolte des données qui a fourni .la base 
indispensable au choix des processus physiques. à analyser; ces'derniers ont 
été decrits par un modèle Kiathématique dont les equations différentielles 
traitées selon la n;%thode de discrétisation des différences finies ont 

: conduit à l'outil utilisé pour les simulations de divers cas de figures. La. 
comparaison des résultats de. cette .dernière elape, avec 'les données 
observées a permis de rendre compte de la performance de l'approche. Dans 
CiXIClJrie des I -suivant un 

étapes prkcitées,' des etudes compiémentaires se sont imoosées 
protocole de priorités étroitement adapté à l'object‘if de 

l'etude, au .suppart de, calcul disponible .et surtout à la qualité des 
d,onnZes récoltées. La &flexion SUY les mouvements des masses .;i:eau dans 

I l'estuaire de la Casanlanco 'reposé sur une étude menée‘ pas à pas,,qui a 
coqduit a des' .:mc~.dÈles de traitement drs circulations transitoire .et 
r<siduelle.dans ;le. m,ilieu. Les differents choix effectués ont été,ju;tifijs 
L partiP'd'u ne analyse détaillée des schémas d'intégration utilisés et des 
propriétqs numériques associées .aux discrétisations spatio-tetiporelles des 
équations du mouvement. 
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