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AVANT-PROPOS

Cet ouvrage s'adresse aux praticiens, scientifiques et étudiants de toutes
disciplines qui ont a analyser et traiter de grands ensembles de données
multidimensionnelles, c'est-a-dire finalement des recueils de données
statistiques se présentant, totalement ou partiellement, sous forme de
tableaux rectangulaires.

Le domaine d'application, limité au départ aux sciences de la vie (biométrie,
agronomie, écologie) et aux sciences humaines (psychométrie, socio-
économie), ne cesse de s'‘étendre car les possibilités offertes par les outils de
traitement suscitent de nouveaux recueils de mesures. Les applications
industrielles se développent rapidement et le contréle de qualité, I'analyse
des processus de production, la veille technologique, la recherche
documentaire font de plus en plus appel a des ensembles de mesures
multidimensionnelles.

On a tenté de faire le point sur les développements récents de la statistique
exploratoire multidimensionnelle en continuité avec un ouvrage
précédent! dont on reprend d'ailleurs, en les développant, certains
chapitres. On s'est ainsi efforcé d'intégrer la substance de plusieurs
centaines de publications (dont celles des auteurs) sur le théme de ce
précédent travail.

Comme toujours pour ce type d'ouvrage qui s'adresse simultanément a des
praticiens et des chercheurs de disciplines diverses, plusieurs lectures
devraient étre possibles selon les connaissances du lecteur notamment en
mathématique et statistique : une lecture pratique, d'utilisateur, pour les
personnes spécialisées dans les divers domaines d'application actuels et
potentiels ; une lecture plus technique, compléte, pour une personne ayant
une formation en mathématiques appliquées et en statistique.

1 Technique de la description statistique, (L.Lebart, A. Morineau, N. Tabard) Dunod,
1977.
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La statistique exploratoire multidimensionnelle se prolonge naturellement
et se diversifie en des outils et des modeéles évidemment plus complexes
que les méthodes de base Mais l'essentiel des applications relévent en fait
de la partie la plus accessible On a fait preuve d'une grande parcimonie
dans l'utilisation de l'outil mathématique le niveau d'abstraction choisi
est toyjours le niveau miimal compatible avec une présentation exacte, et
la communication a été favorisée au détriment de la généralisation Les
lecteurs mathématiciens sauront sans difficulté introduire les notions qui
permettent des formulations plus élégantes

L'ensemble doit beaucoup a des collaborations et des cadres de travail
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Introduction

La statistique descriptive permet de représenter de fagon vivante et
assimilable des informations statistiques en les simplifiant et les
schématisant. La statistique descriptive multidimensionnelle en est la
généralisation naturelle lorsque ces informations concernent plusieurs
variables ou dimensions.

Mais le passage au multidimensionnel induit un changement qualitatif
important. On ne dit pas en effet que des microscopes ou des appareils
radiographiques sont des instruments de description, mais bien des
instruments d'observation ou d'exploration, et aussi de recherche. La réalité
multidimensionnelle n'est pas seulement simplifiée parce que complexe,
mais aussi explorée parce que cachée.

Le travail de préparation et de codage des données, les regles
d'interprétation et de validation des représentations fournies par les
techniques utilisées dans le cas multidimensionnel n'ont pas la simplicité
rencontrée avec la statistique descriptive élémentaire. Il ne s'agit pas
seulement de présenter mais d'analyser, de découvrir, parfois de vérifier et
prouver, éventuellement de mettre & I'épreuve certaines hypotheéses.

C'est pourquoi nous avons choisi de parler dans cet ouvrage de statistique
exploratoire multidimensionnelle.

La statistique et I'informatique

Née au tout début du vingtiéme siécle, notamment a la suite des travaux du
précurseur l'astronome Quételet et des démographes et biométriciens
Galton, Pearson, puis Fisher, la science statistique aura manipulé des
chiffres pendant un demi-siécle sans disposer de véritables outils de calcul.
Les appareils que 'on trouve maintenant dans la poche des écoliers et dans
tous les bureaux auraient comblé les aspirations les plus insensées des
statisticiens jusqu'en 1960. "Il est impensable d'utiliser des méthodes
congues avant l'avénement de l'ordinateur, il faut complétement réécrire la
statistique", écrivait en substance Jean-Paul Benzécri dés 1965 dans son cours
a la Sorbonne sur I'Analyse des données et la reconnaissance des formes.

Cet auteur, qui a profondément marqué le développement des recherches
statistiques au cours des années récentes, préconise aussi, de maniére un
peu provocante pour une discipline oli la notion de modeéle a joué un role
central : "le modéle doit suivre les données et non l'inverse".
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Aux Etats-Unis, John Tukey, le fondateur du courant désigné par
Exploratory Data Analysis (EDA), a une attitude aussi radicale (cf. Mallows
et Tukey, 1982). Il s'en faut cependant de beaucoup que ces deux pionniers
aient été unanimement entendus. A défaut d'étre repensée, la statistique
s'est cependant considérablement enrichie. La période récente a connu des
changements tout a fait notables du fait de la diffusion des moyens de
calcul : les outils existants ont été améliorés, de nouveaux outils sont
apparus, de nouveaux domaines d'application ont été explorés.

Meilleurs graphiques

L'informatique, surtout la micro-informatique, a rendu familiers tous les
outils graphiques de la statistique descriptive élémentaire. Autrefois fruits
d'un travail laborieux et cofiteux, ces représentations sont immédiatement
accessibles dans pratiquement tous les logiciels intégrés. Les techniques de
statistique exploratoire multidimensionnelle mettent a profit ces interfaces
graphiques pour représenter, par exemple, les espaces factoriels et les arbres
de classification: c'est 1a 1'une de leurs fonctions iconographiques qui
généralise effectivement la statistique descriptive usuelle au cas de variables
nombreuses.

Désuétude des tables statistiques

Classiquement, pour savoir si une quantité, dont la distribution est connue,
ne dépasse pas les limites que lui assignent certaines hypothéses, on
consultait la table donnant les valeurs que cette quantité ne dépassera que
dans 5% ou 1% des cas. Le choix de seuils était imposé par la nécessité de
limiter le volume des tables. A partir du moment ol la quantité a tester est
elle-méme calculée sur ordinateur, il est facile d'adjoindre au programme
une procédure de calcul de la probabilité de dépassement de la valeur
calculée. On gagne en confort, mais aussi en performance, car on pourra
désormais comparer et trier des statistiques différentes grace aux probabilités
de dépassement, comme celles liées aux tests fishériens, évoqués au
paragraphe suivant (au dela de la théorie classique des tests).

Emphase sur la robustesse, le non-paramétrique

La mise en ceuvre de la plupart des procédures inférentielles classiques est
hypothéquée par la pertinence des hypothéses techniques! et par la
sensibilité éventuelle des résultats a la non-vérification de ces hypothéses.

1 Contrairement aux hypotheses générales qui sont les hypothéses d'ordre scientifique
qui régissent 1'étude d'un phénomeéne, et qui précédent la phase d'observation ou
d'expérimentation statistique, les hypothéses techniques interviennent dans la mise en
ceuvre pratique des méthodes statistiques. Elles concernent principalement la
spécification des modeles et des distributions statistiques impliquées dans ces
modeles. Certaines hypotheéses techniques n'ont aucun lien avec les hypothéses
générales, mais sont au contraire des exigences du modele utilisé (exemple: les résidus
sont indépendants et suivent une loi normale dont la matrice des covariances doit étre
spécifiée dans le cas de la régression linéaire multiple).
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L'un des principaux obstacles a l'utilisation d'estimateurs robustes, c'est-a-
dire peu sensibles a la présence de points aberrants (vis-a-vis des
distributions étudiées), était la difficulté des calculs 3 mettre en ceuvre. La
plupart des panoplies existantes se sont donc enrichies de procédures plus
robustes deés l'apparition de moyens de calcul plus puissants. Pour des
raisons analogues, les techniques non-paramétriques qui s'affranchissent
des hypotheses les plus lourdes ont connu un regain d'intérét, comme ce fiit
le cas des techniques non-paramétriques de discrimination.

Les test "Fishériens", ou tests de permutation!, connaissent également un
renouveau important. Les hypothéses statistiques sont éprouvées par
permutations aléatoires de I'ensemble fini des observations effectivement
disponibles : il y aura donc coincidence entre les distributions marginales
théoriques et observées. Seul I'obstacle du calcul pouvait faire écarter des
techniques fondées sur des hypothéses qui épousent aussi étroitement la
réalité. Mais les habitudes des praticiens (et aussi le colit de formation, la
maitrise des méthodes) sont telles qu'on ne peut attendre une substitution
rapide des outils.

Taille et complexité des problémes

Il n'est pas rare maintenant de traiter des tableaux correspondant a des
milliers d'observations et des centaines de variables. Bien sir, les données
les plus volumineuses et les plus complexes ont pu étre abordées a I'aide
d'outils préexistants. Mais trés vite, 1'adage: "c'est 1'échelle qui fait le
phénomeéne"” s'est trouvé vérifié. Le changement d'échelle du volume des
données a rapidement conduit 2 modifier les outils eux-mémes et a
imaginer de nouveaux outils dans le cadre de nouvelles approches.

Meéthodes algorithmiques

La levée de l'obstacle du calcul a eu pour effet de diffuser I'emploi des
techniques de type algorithmique, au premier rang desquelles se trouvent
les techniques de classification automatique et les méthodes impliquant des
algorithmes cofiteux (comme les diagonalisations de matrices par exemple).
D’autres techniques, comme les techniques de sélection pas-a-pas, les
techniques d'estimation par la méthode du maximum de vraisemblance, de
programmation dynamique, connaissent des utilisations de plus en plus
fréquentes.

Traitement des variables qualitatives

L'étude statistique des variables qualitatives est par nature plus complexe
que celle des variables numériques continues, qui s'appuie généralement
sur la loi normale et sur les formalismes simples qui en dérivent
(maximum de vraisemblance, moindres carrés, par exemple). Il n'est donc
pas étonnant que les possibilités de calcul aient permis de fortes avancées

1 Cf. sur les tests dits "exacts” : Mehta et al. (1991), Agresti (1992), Good (1994).
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dans ce domaine : analyse des correspondances simples et multiples dans le
cas descriptif, modéles log-linéaires, modeles logistiques dans le cas
inférentiel.

Mgéthodes de validation

Les techniques de simulation (ou de Monte-Carlo) connaissent des
applications & grande échelle dans tous les domaines ou les hypotheses
distributionnelles usuelles sont inadaptées. La simulation permet de
construire de l'inférence "sur-mesure" en combinant des sources, des
formes et des niveaux de variabilité dans des processus complexes dont la
formalisation est rigoureusement impossible. Mais le sur-mesure est plus
colteux que le prét-a-porter.

Les techniques de rééchantillonnage telle que les techniques de “"Jackknife"
(la variabilité est étudiée en procédant a des prélevements sans remise dans
I'échantillon) et de "Bootstrap” (la variabilité est étudiée en procédant a des
tirages pseudo-aléatoires avec remise dans l'échantillon) ont le mérite
d'avoir donné lieu a des développements théoriques. A I'heure actuelle, le
Bootstrap, qui présente de notables avantages (taille d'échantillon
inchangée, facilité de mise en ceuvre, propriétés théoriques satisfaisantes)
est assez largement utilisé.

Les techniques de wvalidation croisée sont surtout utilisées en analyse
discriminante : pour estimer un vrai taux d'erreur, il convient de tester la
méthode sur des individus ne faisant pas partie de 1'échantillon
d'apprentissage. D'oti 1'idée de procéder a n analyses discriminantes sur
(n—1) individus, en retirant a chaque fois un individu de l'échantillon
d'apprentissage, puis en notant le succeés ou l'échec de son affectation. Ces
principes de base peuvent étre réaménagés et adaptés, notamment au cas des
grands tableaux, mais on devine que le gain d'information réalisé a sa
contrepartie en volume de calcul.

Réseaux neuronaux

Les techniques neuronales ou connexionnistes ont une large intersection
avec les méthodes classiques d'analyse des données!, intersection peu
visible de prime abord en raison d'une terminologie et d'un cadre
conceptuel tout & fait spécifiques. Inspirées & l'origine par des modeles de
fonctionnement du cerveau, les méthodes connexionnistes peuvent étre
considérées comme des méthodes d'analyse non-linéaire des données.
L'analyse en composantes principales, les méthodes de classification du type
k-means ou nuées dynamiques sont des méthodes neuronales non
supervisées ; la régression, l'analyse discriminante linéaire, des cas
particuliers de méthodes neuronales supervisées.

1 L'expression anglaise data analysis a un sens trds général de statistique appliquée
(avec une connotation d'approche pragmatique et informatisée). L'équivalent anglais
de Yanalyse des données serait a peu prés multivariate data analysis.
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Les logiciels

Une des innovations de forme, sinon de fond, de ces derniéres années aura
été la matérialisation des méthodes et des techniques sous forme de
"produits”, les logiciels, développés avec des contraintes économiques et
commerciales de conception, de production, de distribution. Comme tout
produit fini, le logiciel a I'avantage de diffuser et l'inconvénient de figer.
Comme tout produit coiteux, il introduit une discrimination par les
moyens financiers disponibles. Comme tout produit a l'usage de
spécialistes, il introduit de nouvelles divisions du travail, parfois peu
souhaitables dans un processus de connaissance. Enfin, si cette division du
travail se fait a 1'échelle internationale, de nouvelles dépendances sont
créées dans des secteurs sensibles: l'acquisition de connaissances, la
recherche fondamentale.

Ces avantages et inconvénients sont indissolublement liés dans les logiciels
statistiques. Les logiciels accessibles et faciles & utiliser permettront une large
diffusion des méthodes, mais donneront parfois lieu a des utilisations
inconsidérées dans des domaines ol une réflexion minutieuse et une
grande prudence seraient de mise. La médiation des logiciels est un
nouveau paramétre dont il faut tenir comptel.

Nouveaux domaines d’application

L'informatisation et les outils qu'elle a suscité ou dont elle a stimulé le
développement (gestionnaires de base de données relationnelles, systémes
d'informations géographiques par exemple) ont pour effet le plus évident
de permettre le traitement statistique de recueils de données plus grands et
plus complexes, donnant lieu & de véritables systémes d'information. Les
méthodes d'analyse des données peuvent étre des outils performants pour
exploiter au mieux la structure organisée de ces systémes.

On peut citer parmi les domaines récemment abordés: les analyses
d'images, les analyses de séquences d'images (données de télédétection par
exemple); les analyses de signaux, de processus, de systémes; la recherche
documentaire; les analyses de données textuelles ; les analyses de grandes
enquétes.

1 Les activités d'un club comme MODULAD (domicilié & I'INRIA) doivent pallier
certains des inconvénients cités. Rassemblant des créateurs, des développeurs, des
utilisateurs de logiciels, il doit faciliter certains types de communications et de
diffusions. Les étudiants ou chercheurs ont ainsi accés, dans la bibliothéque de
programme MODULAD, au "source” des programmes. Naturellement, les faibles
moyens mis en oeuvre ne permettent pas de mener a bien les cofiteuses opérations
d'habillage, d'assurer les qualités de convivialité nécessaires et des mises & jour en
fonction des nouveaux matériels et langages. Cette bibliothéque, ainsi que les listages
de programmes publiées dans les ouvrages "Techniques de la description statistique”
(L. Lebart, A.Morineau, N. Tabard. Dunod, 1977) et "Traitement des données
statistiques" (L. Lebart, A. Morineau, J.-P. Fénelon. Dunod, 1979) peuvent donner
accés a la plupart des traitements proposés dans cet ouvrage. Les traitements
correspondant aux exemples ont été réalisés & 1'aide du logiciel SPAD.N (Lebart ef al.,
1991), actuellement développé et distribué par le CISIA.
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Panorama du contenu de ce manuel

Les avancées et innovations qui viennent d'étre évoquées se retrouvent a
des degrés divers dans le développement et la mise en ceuvre de la
statistique exploratoire multidimensionnelle, & laquelle est consacrée le
présent ouvrage.

La gamme des méthodes qui permettent de décrire et d'explorer des
tableaux de données statistiques (tableaux mesures-observations, tableaux
de contingence ou tableaux croisés, tableaux de présence-absence ou
tableaux d'incidence) est assez étendue.

Celles que nous retiendrons seront choisies en fonction de leur aptitude a
traiter de tableaux volumineux, de la transparence de leur fonctionnement,
de leur bonne insertion dans l'éventail des méthodes réellement
applicables et appliquées.

Deux grandes familles de méthodes répondent a ces exigences :

- [chapitre 1] : les méthodes factorielles 1, fondées sur des recherches d'axes
principaux (l'analyse en composantes principales et les analyses des
correspondances simples et multiples sont les méthodes factorielles les plus
utilisées) qui produisent essentiellement des visualisations graphiques
planes ou tridimensionnelles des éléments & décrire.

- [chapitre 2]: les méthodes de classification qui produisent des
groupements en classes d'objets (ou en familles de classes hiérarchisées),
obtenus a la suite de calculs algorithmiques. Les éléments & décrire sont
groupés de la maniére la moins arbitraire possible & partir de leurs vecteurs
de description.

Les points de vue fournis par ces deux types de méthodes sont en fait trés
complémentaires. On insistera sur cette complémentarité qui se
manifeste d'ailleurs a plusieurs niveaux, qu'il s'agisse de la possibilité
d'appréhender des structures trés diverses, ou d'aider a la lecture des

résultats.

Lorsqu'on a peu d'information a priori sur les données (on parlera alors
de données non structurées ou amorphes) l'application des techniques
exploratoires multidimensionnelles est gratifiante. Mais il est plus
difficile d'utiliser ce que l'on sait pour essayer d'en savoir plus. Et si
l'information a priori sur les données est considérable, d'autres
techniques faisant appel a des modéles qui utilisent effectivement cette
information sont alors compétitives.

1 Les techniques d'analyse factorielle comprennent dans la littérature statistique
frangaise des vingt derniéres années toutes les techniques de représentation utilisant
des "axes principaux" analyse en composantes principales, des correspondances
simples et multiples, analyse factorielle dite classique ou des psychologues — alors
que l'expression correspondante en anglais (factor analysis) ne désigne de fagon assez
stricte que cette derniére technique : analyse en facteurs communs et spécifiques de
Spearman, Thurstone, utilisée principalement par les psychologues et les
psychométriciens.
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- [chapitre 3]: les liens avec les méthodes explicatives usuelles, éclaireront
les utilisateurs sur la vocation spécifique de chacune de ces méthodes. Les
cinq premieres sections de ce chapitre présentent successivement I'analyse
canonique, la régression multiple et le modeéle linéaire, l'analyse
discriminante, les modeles log-linéaires et logistiques, les méthodes de
segmentation. Cet éventail de techniques recouvre une part trés importante
des applications potentielles de la statistique.

Il n'existe cependant pas de méthodologie générale de mise en ceuvre des
méthodes exploratoires de base impliquant une articulation et une
synergie avec les méthodes dites explicatives. Chaque application
demande un travail original de codage, de sélection et d'agencement
d'outils particuliers en fonction des domaines et des problémes.

Les méthodes d'analyse de tableaux ayant une structure a priori présentées
dans les trois sections suivantes du chapitre 3 constituent le complément
naturel ou le prolongement des analyses exploratoires. Elles présentent les
techniques qui tentent d'intégrer en leur sein méme une éventuelle
information externe : les analyses partielles ou conditionnelles permettent
de prendre en compte l'effet de certaines variables; les analyses de
contiguité mettent a profit des structures de graphes sur les observations
(contenant comme cas particulier les partitions et les séries chronologiques);
enfin les analyses de tableaux multiples étudient le cas de tableaux
comportant plusieurs groupes de variables.

- [chapitre 4] : la validité et la portée des résultats sont deux themes d'études
qui ont donné lieu & des recherches nombreuses au cours des années
récentes. Dans une premiére section, on fait le point sur les résultats
théoriques disponibles (difficilement acquis et peu utilisables en pratique)
puis, dans la seconde section, on présente quelques procédures plus
empiriques, plus souples, incluant les techniques de rééchantillonnage,
parmi lesquelles le Bootstrap jouera un rdle prédominant.

Les méthodes descriptives et exploratoires de base

Les méthodes étudiées dans les deux premiers chapitres sont destinées a
fournir des représentations et des réductions, complémentaires, de
l'information contenue dans de volumineux tableaux de données
numériques. D'autres méthodes de description qui ne rentrent pas dans les
deux familles étudiées ici ne seront évoquées que briévement, comme les
méthodes purement graphiques 1, dévolues a la représentation de tableaux

1 Parmi les méthodes purement graphiques, citons la méthode des visages de Chernoff
(1973), pour laquelle chaque visage correspond & un individu et chaque trait du visage
a une variable; 1a méthode des courbes d'Andrews (1972), ou les différents paramatres
des courbes sont les variables; la méthode des constellations de Wakimoto et Taguri
(1978), dans laquelle, aprés conversion de chaque xjj (valeur de la variable j pour
l'individu 7) en un cos8jj, chaque individu i est représenté par un point du plan
complexe comme une somme de variables de modules constants et d'arguments 6;; .
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de petites dimensions, les méthodes de sériation!, les méthodes de
multidimensional scaling 2.

Elles interviennent souvent dans des contextes particuliers d'application et
sont moins adaptées aux traitements des grands tableaux.

Le tableau de données sur lequel sont effectuées les réductions ne sera pas
en général un tableau de valeurs numériques quelconques. Il doit en
particulier présenter une certaine homogénéité de forme et de contenu.

Représentation géométrique élémentaire d'un tableau de données

Le tableau de données dispose la masse d'information sous forme
rectangulaire.

Pour fixer les idées, les lignes (i=1,...,n) peuvent représenter les n
individus ou observations, appelés plus généralement unités
statistiques ; les colonnes (j=1,...,p) sont alors les p variables, qui
peuvent étre des mesures (numériques) ou des attributs ou caractéres
observés sur les individus (cas de variables nominales)3.

Afin de comprendre le principe des méthodes de statistique exploratoire
multidimensionnelle, il est utile de représenter géométriquement les n
lignes et les p colonnes du tableau de données par des points dont les
coordonnées sont précisément les éléments de ce tableau (figure 1).

Deux nuages de points sont alors construits :

- le nuage des n individus (le nuage des points-lignes) situé dans l'espace a

p dimensions RP des variables (des colonnes); chacune des n lignes est
représentée par un point a p coordonnées.

- le nuage des p variables (le nuage des points-colonnes) situé dans l'espace
an dimensions R" des individus (des lignes); chacune des p colonnes est
représentée par un point a n coordonnées.

Le tableau de données noté X est donc une matrice dans laquelle chaque
vecteur, ligne ou colonne, représente un point soit dans R? soit R”.

1 Les méthodes de sériations visent a faire apparaitre des structures particulidres de
tableaux par simple réordonnancement de lignes et de colonnes. Pour des exposés de
synthése sur ce sujet, cf. par exemple Arabie (1978), Caraux (1984), Marcotorchino
(1987).

2 Cf. Shepard (1974), Kruskal et Wish (1978), Schiffman et al. (1981).

3 Cette distinction entre variables et individus est commode parce qu'elle se référe a
une situation classique en statistique. Elle correspond au contexte de I'analyse en
composantes principales (section 1.2) qui précede historiquement l'analyse des
correspondances et ses variantes. Cette distinction n'a évidemment pas de sens dans
le cas de tables de contingence pour lesquelles lignes et colonnes jouent des réles
symétriques.
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Chacune des deux dimensions du tableau de données permet de définir des
distances (ou des proximités) entre les éléments définissant l'autre
dimension.

L'ensemble des colonnes permet de définir, & l'aide de formules
appropriées, des distances entre lignes. De la méme fagon, 1'ensemble des
lignes permet de calculer des distances entre colonnes.

?

1 : | __valeur de la variable j
: prise par l'individu i

x- | i

(”,p) l ....x.i’-.....

n .
vecteur ligne wcsur colonne
LA i
1

n
n points dans R? p points dans R"
..‘.o.:.o,.o o« ® .o.o
,.:‘.: RIS ® ‘.o:.‘o
R? R”Q )
Figure 1

Principe de représentation géométrique

Les proximités géométriques usuelles entre points-lignes et entre points-
colonnes traduisent en fait des associations statistiques soit entre les
individus, soit entre les variables. Les tableaux de distances associés A ces
représentations géométriques (simples dans leur principe, mais complexes
en raison du grand nombre de dimensions des espaces concernés) pourront
alors étre décrits par les deux grandes familles de méthodes que sont les
méthodes factorielles et la classification (figure 2).

Ces représentations géométriques du tableau de données nous conduisent
naturellement a utiliser les notions d'espaces vectoriels, de nuages de
points, de métriques (permettant de calculer des distances entre points-
lignes ou entre points-colonnes) mais aussi de masses affectées aux points si
I'on ne leur accorde pas la méme importance dans le nuage.

Les développements théoriques des méthodes de statistique exploratoire
multidimensionnelle vont reposer sur ces notions.
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configuration du nuage
de points dans I'espace

visualisation dans regroupements dans
le meilleur espace réduit tout I'espace
(méthodes factorielles, chapitre1 ) (méthodes de classification, chapitre 2 L
Figure 2

Les deux grandes familles de méthodes

Ces méthodes impliquent souvent de la méme maniére les individus
(lignes) et les variables (colonnes). Les individus ne sont plus de simples
intermédiaires utilisés pour calculer des moyennes ou des corrélations sur
les variables, suivant le schéma de la statistique traditionnelle ot ils ne sont
que des réalisations d'épreuves indépendantes. La confrontation des espaces
d'individus et de variables enrichira les interprétations.

Notations de base

Malgré leur partielle inadaptation aux éléments mathématiques
que l'on va traiter, les notations matricielles seront souvent
utilisées par souci de cohérence et volonté de communication
avec l'essentiel de la littérature statistique disponible.

Le tableau des données soumis & I'analyse est désigné par la lettre
majuscule grasse X .La matrice X est d'ordre (n,p), autrement dit,
elle a  lignes et p colonnes. Son terme générique est xjj (ieme
observation de la jé™e variable). Une colonne de X sera désignée
par la lettre minuscule grasse xj.

La transposée de X est notée X'; cette matrice a donc p lignes et n
colonnes.

Sauf mention contraire, pour les notations utilisant des caractéres
latins, les matrices sont représentées par des lettres majuscules
grasses; les vecteurs par des lettres minuscules grasses; et les
scalaires par des lettres minuscules en italique.




Chapitre 1

METHODES FACTORIELLES
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Introduction

Les méthodes factorielles se proposent de fournir des représentations
synthétiques de vastes ensembles de valeurs numériques, en général sous
forme de visualisations graphiques.

Y

Pour cela, on cherche a réduire les dimensions du tableau de données en
représentant les associations entre individus et entre variables dans des
espaces de faibles dimensions.

11 est toujours possible de calculer des distances entre les lignes et entre les
colonnes d'un tableau rectangulaire de valeurs numériques, mais il n'est
pas possible de visualiser ces distances de fagon immédiate (les
représentations géométriques associées impliquant en général des espaces a
plus de deux ou trois dimensions): il est nécessaire de procéder a des
transformations et des approximations pour en obtenir une représentation
plane.

C'est une des taches dévolues a l'analyse factorielle au sens large : opérer
une réduction de certaines représentations "multidimensionnelles”.

On recherchera donc des sous-espaces de faibles dimensions (une, deux ou
trois par exemple) qui ajustent au mieux le nuage de points-individus et
celui des points-variables, de fagon & ce que les proximités mesurées dans
ces sous-espaces reflétent autant que possible les proximités réelles. On
obtient ainsi un espace de représentation, I'espace factoriel.

Mais la géométrie des nuages de points et les calculs de proximités ou de
distances qui en découlent difféerent selon la nature des lignes et des
colonnes du tableau analysé.

Les colonnes peuvent étre des variables continues ou des variables
nominales ou des catégories dans le cas des tables de contingences. Les lignes
peuvent étre des individus ou des catégories.

La nature des informations, leur codage, les spécificités du domaine
d'application vont introduire des variantes au sein des méthodes
factorielles.

On présente ici trois techniques fondamentales :

s l'analyse en composantes principales (section 1.2) s'applique aux tableaux
de type "variables-individus”, dont les colonnes sont des variables a
valeurs numériques continues et dont les lignes sont des individus, des
observations, des objets, etc. Les proximités entre variables s'interprétent
en termes de corrélation ; les proximités entre individus s'interprétent
en termes de similitudes globales des valeurs observées. Elle peut donner
lieu a de nombreuses variantes en s'appliquant par exemple a un tableau
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de rangs (diagonalisation de la matrice de corrélation des rangs de
Spearman), ou encore aprées |'élimination de l'effet de certaines variables
(analyses locales ou partielles).

* 'analyse des correspondances (section 1.3) s'applique aux tableaux de
contingences, c'est-a-dire aux tableaux de comptages obtenus par le
croisement de deux variables nominales. Ces tableaux ont la particularité
de faire jouer un réle identique aux lignes et aux colonnes. L'analyse
fournit des représentations des associations entre lignes et colonnes de
ces tableaux, fondées sur une distance entre profils (qui sont des vecteurs

de fréquences conditionnelles) désignée sous le nom de distance du 2.

* U'analyse des correspondances multiples (section 1.4) est une extension
du domaine d'application de l'analyse des correspondances, avec
cependant des procédures de calcul et des regles d'interprétation
spécifiques. Elle fait l'objet d'une mention particuliére en raison de
I'étendue de son champ d'application. Elle est particulierement adaptée a
la description de grands tableaux de variables nominales dont les fichiers
d'enquétes socio-économiques ou médicales constituent des exemples
privilégiés. Les lignes de ces tableaux sont en général des individus ou
observations (il peut en exister plusieurs milliers); les colonnes sont des
modalités de variables nominales, le plus souvent des modalités de
réponses a des questions.

Les techniques les plus utilisées dérivent des deux techniques
fondamentales que sont l'analyse en composantes principales et l'analyse
des correspondances. Quelle que soit la constitution du tableau de données,
toutes les techniques d'analyse factorielle ont un noyau commun que nous
désignons sous le nom d’analyse générale (section 1.1) et que nous allons
présenter maintenant.



Section 1.1

Analyse générale,
décomposition aux valeurs singuliéres

Considérons un tableau de valeurs numériques X ayant n lignes et p
colonnes. Pour prendre un exemple, le tableau X a 1000 lignes et 100
colonnes. Il représente les 100 variables observées sur 1000 individus
constituant un échantillon statistique.

Le tableau X posseéde donc 100 000 éléments. Pour des raisons diverses, il
peut exister des liaisons fonctionnelles ou stochastiques entre certaines
variables. Peut-on résumer ces 100 000 données par un nombre inférieur de
valeurs sans perte notable d'information compte tenu des liaisons et
interrelations entre les valeurs ?

Nous recherchons en fait une technique de réduction s'appliquant de fagon
systématique a divers types de tableaux et conduisant & une reconstitution
rapide mais approximative du tableau de départ.

1.1.1 Notions élémentaires et principe d'ajustement

On a vu précédemment comment les lignes et les colonnes d'un tableau
rectangulaire permettaient de définir des nuages de points.

La position des points dans le nuage est donnée par I'ensemble des distances
entre tous les points et détermine la forme du nuage. C'est elle qui
caractérise la nature et I'intensité des relations entre les individus (lignes) et
entre les variables (colonnes) et révele les structures de l'information
contenues dans les données.

forme allongée forme parabolique forme sphérique

Figure 1.1-1
Différentes formes de nuages

Par exemple, si le nuage de points est uniformément allongé le long d'une
droite, il existe un support linéaire dominant pour les points. Une forme
parabolique traduira une relation non linéaire tandis qu'un nuage de forme
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sphérique marquera plutdt une absence de relation (cf. figure 1.1-1). On
peut également rencontrer, parmi les formes classiques de nuages, des
formes triangulaires ou un nuage composé de quelques amas de points
(figure 1.1 -2).

forme triangulaire deux sous-nuages

Figure 1.1 -2
Autres formes de nuages

Urne fagon simple de rendre compte visuellement de la forme d'un nuage
est de le projeter sur des droites, ou mieux sur des plans, en minimisant les
déformations que la projection implique. Pour cela, on peut chercher le
sous-espace & une dimension H qui maximise la somme des carrés des
distances entre les projections sur H de tous les couples de points (k,k') :

M d2(k, k' 1.1-1
i) e

Si chaque point est muni d'un masse, c'est la somme pondérée que l'on
pourra chercher a maximiser :

Max{ZZpk Pr’ dz(k,k')}

(H) ¢ &

On calcule ainsi le sous-espace vectoriel qui ajuste au mieux le nuage de
points. Nous verrons plus loin, & propos de l'analyse en composantes
principales, que ce dernier critére est équivalent au critére ci-dessous (ou G
désigne le point moyen ou centre de gravité des projections):

M d%(k,G)
(ﬁf{%’k < }

Toutefois, on ne s'intéresse pas toujours a la forme d'un nuage, mais
quelques fois a sa position par rapport a l'origine. Ainsi, en analyse en
composantes principales, on s'intéresse bien a la forme du nuage des points-
observations dans un espace, mais c'est la position par rapport a l'origine
des points-variables qui aura du sens dans l'autre espace.

N

Le modele d'analyse par rapport a l'origine désigné ici sous le nom
d'analyse générale permet de rendre compte de ces diverses situations. Il
n'est qu'une présentation sous forme géométrique de la décomposition aux
valeurs singulicres présentée pour la premiére fois par Eckart et Young
(1936, 1939) pour les tableaux rectangulaires, généralisant les travaux de
Sylvester (1889) relatifs aux matrices carrées. Gifi (1990) mentionne



1.1 _ Analyse générale, décomposition aux valeurs singuliéres 17

également les travaux antérieurs et indépendants de Beltrami (1873) et
Jordan (1874). Cf. également Gower (1966), Gabriel (1971).

Le probleme que l'on se propose de résoudre est alors un probleme de
réduction purement numérique, autrement dit, un probléme de
compression de données.

Pour exposer cette technique de réduction factorielle, nous nous plagons

successivement dans les espaces vectoriels R? et R”, avec pour notre
exemple : p =100, n =1000.

1.1.2 Ajustement du nuage des individus
dans l'espace des variables

On envisage ici le nuage de n points-individus définis dans l'espace des

variables R? et qui sont non pondérés (pour simplifier la formulation).
Chacune des n lignes du tableau X est considérée comme un vecteur ou

encore un point de R?.

Si ce nuage est contenu dans un sous-espace vectoriel a g dimensions de RV
et si g est notablement inférieur a p, autrement dit, si le tableau X est de rang
g, le probléme d'approximation est pratiquement résolul.

a — Droites d'ajustement

Commengons par chercher un sous-espace vectoriel & une dimension, c'est-
a-dire une droite passant par l'origine, qui réalise le meilleur ajustement
possible du nuage de points.

espace R”

\/

Figure 1.1-3
Meilleur ajustement du nuage de points

1 Par exemple, si les 1000 points-individus se trouvent dans un sous-espace a 10
dimensions (ou plus généralement si leurs positions sont reconstituées de fagon
satisfaisante a partir de leurs positions dans ce sous-espace) il suffit, pour retrouver
les positions relatives de ces points dans R?, de connaitre la nouvelle base (soit 10
vecteurs a 100 dimensions) et les nouvelles coordonnées des points dans cette base
(soit 1000 vecteurs a 10 dimensions). On pourrait dans ce cas reconstituer les 100 000
nombres & partir des 11 000 nombres ainsi définis (10x100 + 1000 x 10 = 11 000).
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Il faut pour cela définir le vecteur directeur unitaire de cette droite. Soit u ce
vecteur. On désignera également par u la matrice colonne associée, et par u'
sa transposée. On exprime que u est unitaire par la relation u'u = 1.

La longueur de la projection OH; d'un vecteur OM; sur le sous-espace a une
dimension porté par u (figure 1.1 - 3) n'est autre que le produit scalaire de
OM; par u, somme des produits terme a terme! des composantes de OM; et
deu:

P
OHi = x{u = inju]-
i
Chacune des n lignes du tableau X est un vecteur-individu xj dans R?. Or le

produit matriciel Xu est la matrice-colonne & n éléments, dont chaque terme
est le produit scalaire d'une ligne de X par u :

X171 e xlp u
1

Xu=]| ... xij u]‘ = %“xl]u]
Xpp oo Xpp P

Ce sont les n composantes de la matrice colonne Xu qui repérent sur u les n
projections OHj des points du nuage.

Parmi les critéres d'ajustement d'un sous-espace a un nuage de n points,
celui que l'on retient et qui conduit aux calculs analytiques sans doute les
plus simples, est le critére classique des moindres carrés. Il consiste a
rechercher la droite d’allongement maximum du nuage de points et donc a
rendre minimale la somme des carrés des écarts :

n

> MH;?

i=1
Le théoréme de Pythagore appliqué a chacun des n triangles rectangles du
type H;OM; conduit a la relation :

Y MH;® =Y OM;* - ¥ OHy?
1 3 1

Comme ZOMi2 est une quantité fixe, indépendante du vecteur u cherché,

1
il est équivalent de rendre maximale la quantité :

3 OH;?
7

1 On suppose implicitement (et provisoirement) que la métrique dont est muni cet
espace est la métrique euclidienne usuelle.
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qui s'exprime en fonction de X et u par:

3 OH;? = (Xu)'Xu = w'X’Xu
i
Pour trouver u, on est donc conduit a chercher le maximum de la forme
quadratique u’X"Xu :
Max ) {u’X'Xu}
sous la contrainte : w'u=1

Soit ujle vecteur qui réalise ce maximum. Le sous-espace a deux
dimensions s'ajustant au mieux au nuage contient nécessairement le sous-
espace engendré par uj L. On cherche ensuite up, le second vecteur de base de
ce sous-espace, orthogonal & u; et rendant maximal u5X'Xu,.

On recherche de fagon analogue le meilleur sous-espace au sens des
moindres carrés a g dimensions (pour g < p).

b — Caractéristiques du sous-espace d'ajustement

Les démonstrations qui figurent en annexe (§ 1.1.7 ci-aprés) conduisent a
I'énoncé suivant :

"le vecteur unitaire uj qui caractérise le sous-espace a une
dimension ajustant au mieux le nuage des n points-individus
dans R7, est le vecteur propre de la matrice X'X correspondant a la
plus grande valeur propred;".

Plus généralement, le sous-espace a g dimensions qui ajuste au mieux (au

sens des moindres carrés) le nuage dans R? est engendré par les g premiers
vecteurs propres de la matrice symétrique X'X correspondant aux g plus
grandes valeurs propres. On diagonalisera, par conséquent, la matrice X'X
d'ordre (p,p).

L'analyse générale effectue donc une rotation du repére autour de l'origine
O et fournit un systéme de vecteurs orthonormés dont uj puis (uj,uz), ..,
(ag,uy,...,uq,...,up) passent "au plus prés” du nuage.

1.1.3 Ajustement du nuage des variables dans I'espace des
individus '

Plagons-nous maintenant dans l'espace des individus R", ou le tableau X
peut étre représenté par un nuage de p points-variables dont les n
coordonnées représentent les colonnes de X.

1 Le raisonnement par l'absurde prouve que s'il ne contenait pas uy, il en existerait un
meilleur contenant uj.
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La démarche pour ajuster le nuage des p points-variables dans cet espace est
exactement la méme que pour le nuage des points-individus et consiste a

rechercher le vecteur unitaire v, puis le sous-espace a g dimensions dans R”
qui ajuste au mieux le nuage de points.

Cela conduit 4 rendre maximale la somme des carrés des p projections sur v,
qui sont les p composantes du vecteur X'v. On maximise la quantité :

X'v)X'v = v'XX'v avec la contrainte v'v =1

Comme précédemment, nous sommes amenés & retenir les g vecteurs
propres de XX' correspondant aux g plus grandes valeurs propres. La matrice
a diagonaliser sera cette fois la matrice XX' d'ordre (n,n).

On notera vy le vecteur propre de XX' correspondant a la valeur propre g,

1.1.4  Relation entre les ajustements dans les deux espaces

Recherchons les relations dites de transition entre les deux espaces.

Dans RP?, nous avons :
X'Xug =Agugy [1.1-2]
et dans R":
XX'Vy = Ve [1.1-3]
En prémultipliant les deux membres de [1.1 - 2] par X, on obtient :
(XX"Xuy =ro (Xugy)

Cette relation montre qu'a tout vecteur propre u, de X'X relatif & une
valeur propre Ay non nulle, correspond un vecteur propre Xu, de XX',
relatif & la méme valeur propre Ay. Comme on a appelé | la plus grande
valeur propre de XX', on a nécessairement Aq <.

En prémultipliant les deux membres de [1.1-3] (pour a = 1) par X', on voit
de méme X'vy est vecteur propre de X'X relativement a la valeur propre |,
d'ott la relation pq < Aq, ce qui prouve finalement que Aq = y.

On verrait de la méme fagon que toutes les valeurs propres non nulles des

deux matrices X'X et XX' sont égales! (avec le méme ordre de multiplicité
éventuellement) :

Ao =Hgq

1 1l est donc inutile de refaire les calculs de diagonalisation sur XX', puisqu'une simple
transformation linéaire, associée a la matrice X de départ, nous permet d'obtenir les
directions propres Xuy cherchées dans R". 11 suffit de diagonaliser la matrice X'X (3,p)
ou XX' (n,1n) ayant la plus petite dimension.
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Remarquons que le vecteur Xugy a pour norme Ay (0n a u'gX'Xug =4q) et
donc le vecteur v unitaire correspondant a la méme valeur propre A, est
facilement calculable en fonction de ug. On obtient ainsi, pour Aq= 0, les
formules de transition entre les deux espaces, R? et R" :

1
Vo = —Xug [1.1-4]
A’(1.
Uy = ! X'vg [L1-35]
\lxa

Figure 1.1-4
Relations de transitions

Dans RP”, uq est le ai®me gxe factoriel et l'on calcule le vecteur yq des
coordonnées sur cet axe par :

VYo = Xug
De méme dans R7”, vgy est le ai®me axe factoriel et l'on construit les
coordonnées @ par :

Pa = X'vg,
Compte tenu de [1.1 - 4] et [1.1 - 5], les facteurs peuvent se calculer par :

{\I’a =Va\[7g
Pa = uam

Sur le sous-espace de RP engendré par uq les coordonnées des points du
nuage des individus sont les composantes de X ug. Ce sont aussi les

composantes de vy+/Ag .

Les coordonnées des points sur un axe factoriel dans R” sont donc

proportionnelles aux composantes de 1'axe factoriel dans R" correspondant
a la méme valeur propre. Il en est de méme pour les coordonnées des points

du nuage des variables ou l'on échangera RP et R".



22 Méthodes factorielles — chapitre 1

Remarques

1) L'orientation des axes est arbitraire. En effet, les vecteurs propres sont définis
au signe preés. La figure 1.1 -5, concernant trois points, montre que toutes les
images, obtenues suivant des orientations différentes des facteurs, respectent la
forme du nuage c'est-a-dire les distances entre les points.

F

Figure 1.1-5
Orientation arbitraire des axes

2) Les vecteurs de coordonnées dans R” et R" ont pour norme :

n
VaVa =2 Vo =ha
1
et

’ p 2
PPy = Z‘Paj =X
]

1.1.5 Reconstitution des données de départ

Nous désignons toujours par ug le aiéme vecteur propre de norme 1 de la

matrice X'X, correspondant a la valeur propre Ay; v le ai®™e vecteur propre
de norme 1 de XX'. Nous avons :

Yo =Xty =VgAy

a — Reconstitution exacte

Postmultiplions les deux membres de cette relation par u'y et sommons sur
I'ensemble des axes! :

p p
X{ ZuaU&} = Zm"au&
a=1

a=1

1 Certains d'entre eux peuvent correspondre & une valeur propre nulle; ils sont alors
choisis de fagon & compléter la base orthonormée formée par les axes précédents.
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Désignons par U la matrice d'ordre (p,p) ayant en colonne les vecteurs
propres ug de X'X. Ces vecteurs étant orthogonaux et de norme 1,ona:

UU'=1 etdonc U'U=I

ol I est la matrice unité. Mais :
p
Z“a“& =Uu’
a=1

Les valeurs propres Ay étant toujours rangées par ordre décroissant, la
formule précédente devient :

14
X =Y\ Agvauy [11-6]
a=1

et apparait comme une formule de reconstitution du tableau X, a partir des
Ag et des vecteurs ug et vy associés (figure 1.1 - 6).

Figure 1.1 -6
Reconstitution exacte du tableau de données;
décomposition aux valeurs singuliéres.

Remarque

Les méthodes d'analyse factorielle reposent toutes sur une propriété mathématique
des tableaux (ou matrices) rectangulaires : la décomposition aux valeurs singuliéres
[Eckart et Young, 1936]. Cela signifie principalement que, sous des conditions
assez générales, une matrice rectangulaire peut étre écrite de fagon unique comme
une "somme optimale” de matrices de rang 1 (produits d'une matrice ligne par une
matrice colonne). Que veut-on dire par somme optimale? que la premiére matrice
de rang 1 constitue la meilleure approximation de rang 1 de la matrice initiale (au
sens des moindres carrés), que la somme des deux premiéres constituent la
meilleure approximation de rang 2, etcl.

b — Reconstitution approchée

Si les p-g plus petites valeurs propres sont trés faibles et jugées
"négligeables”, on peut limiter la sommation aux g premiers termes
correspondant aux valeurs propres (A1,A2,...,A4):

1 Cette propriété qui concerne le tableau de données lui-méme, et non pas seulement la
matrice de corrélation ou un tableau de distances construit A partir des données, a ceci
de remarquable qu'elle implique de fagon similaire les lignes et les colonnes du tableau.
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g
X=X"= Y\ Agvauy [1.1-7]
o=1

Si g est notablement inférieur a p, on apprécie le gain réalisé en comparant
les deux membres de cette relation : le vecteur /A, v, a n composantes et le
vecteur uga p composantes.

Les np termes de X sont donc approchés par des termes construits a partir
des g(n+p) valeurs contenues dans le membre de droite.

¢ — Qualité de l'approximation
La qualité de la reconstitution peut étre évaluée par la quantité :
o2
2 2%
=l
- .2
DX
1]
On a encore :
.- tr X' X"
1 XX
ol tr désigne ['opérateur trace.

Remplagant X et X* par leurs valeurs tirées de {1.1-6] et [1.1 - 7], on obtient
immédiatement :
2 Ay

_o<q

Y=
3 A

o=1

Le coefficient 73, inférieur ou égal a 1, sera appelé taux d'inertie ou encore
pourcentage de variance relatif aux g premiers facteurs. Son interprétation
comme mesure de la qualité numérique de la reconstitution est assez claire,
mais nous verrons plus loin que le probléme de sa signification statistique
est délicat.

1.1.6  Diversification de 1'analyse générale

La métrique (c'est-a-dire la formule de distance) et le critére d'ajustement
(c'est-a-dire la pondération des points) varient suivant le probléme et donc
suivant la nature des variables.

a — Analyse générale avec des métriques et des critéres quelconques

Jusqu'a présent, nous avons considéré les espaces munis de la métrique I
(matrice identité) et nous avons supposé que tous les points du nuage
avaient la méme importance.
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Cependant il arrive que 'on ait a travailler avec une métrique plus générale
et avec des individus dont les masses sont différentes (pondérations
calculées aprés un redressement d'échantillon, regroupements divers
d'individus, etc.). Ces masses vont intervenir dans les calculs de moyennes
et lors de l'ajustement des sous-espaces.

Généralisons le principe d'analyse factorielle présenté ci-dessus a des
métriques et des critéres quelconques.

Plagons-nous dans l'espace R7 et considérons le nuage de n points-lignes
pesants.

Soit X la matrice d'ordre (n,p) des coordonnées c'est-a-dire le tableau de
données, M la matrice symétrique définie positive d'ordre (p,p) définissant

la métrique dans RP?, et N la matrice diagonale d'ordre (n,n) dont les
éléments diagonaux sont les masses m; des n points.

= N=
(n,p) (nn)
1
X} \
Figure 1.1-7

X, tableau de coordonnées et N, matrice diagonale des masses

Un vecteur unitaire u de R?P vérifie maintenant la relation de
normalisation u'Mu = 1.

La coordonnée de la projection H; du point i sur 'axe u vaut :
OH; = X;Mu

et l'ensemble F des coordonnées des projections sur l'axe u des n points-
lignes s'exprime par :
F = XMu

Figure 1.1-8
Métrique M dans R”
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Compte tenu du critére d'ajustement, on veut trouver le vecteur u qui
rende maximale la somme pondérée des carrés des projections :

Maxy){ 3, mOH} } = Max(y){u' MX' NXMu}
i
sous la contrainte :
u'Mu =1
Les résultats de 'annexe de cette section nous montrent que u est le vecteur
propre de la matrice A=X'NXM correspondant a la plus grande valeur
propre A.

L'équation de l'axe factoriel u dans R” s'écrit :
X'NXMu = Au
et les coordonnées factorielles des n points sont données par la relation:

Yy = XMu

- Relation entre RPet R"

Si les masses et les métriques dans R” (N et M) et dans R” (P, matrice des

masses des p points-colonnes et Q, métrique dans R") n'ont pas de relations
privilégiées entre elles, on perd les relations de transition et la formule de
reconstitution.

En analyse en composantes principales, on utilise la méme métrique dans
les deux espaces. En analyse des correspondances, on verra que la matrice
des masses dans un espace est liée a la métrique de l'autre espace, ce qui
permettra de conserver les relations de transition.

- Axes d'inertie
La quantité :
WMX'NXMu = y'Ny = 3 m;y?
i
représente l'inertie du nuage de points pesants le long de l'axe
d'allongement maximal, I'axe factoriel u. Elle est égale & la valeur propre A
associée au vecteur propre u.

Les p vecteurs propres définissent donc des axes d'inertie du nuage de
points et on les obtient par ordre d'inerties décroissantes.

La somme de toutes les valeurs propres donne l'inertie totale du nuage.
C'est la trace de la matrice diagonalisée A = X'NXM :

P
Trace(A)= Y Ay

o=1
A est appelée matrice d'inertie.
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b - Principe des éléments supplémentaires

L'analyse factorielle permet de trouver des sous-espaces de représentation
des proximités entre vecteurs de description d'observations. Elle s'appuie,
pour cela, sur des éléments (variables et individus) appelés éléments actifs.

Mais elle permet aussi de positionner, dans ce sous-espace, des éléments
(points-lignes ou points-colonnes du tableau de données) n'ayant pas
participé a l'analyse qui sont appelés éléments supplémentaires ou
illustratifs.

Les éléments supplémentaires interviennent a posteriori pour caractériser
les axes. Leur introduction dans l'analyse factorielle constitue un apport
fondamental car elle permettra de conforter et d'enrichir l'interprétation
des facteurs.

" variables
X X (ou colonnes)
supplémentaires
.
X4 éléments actifs

A

individus (ou lignes) supplémentaires

Figure 1.1-9
Représentation des éléments supplémentaires

En effet, il est fréquent, dans la pratique, que l'on dispose d'informations
complémentaires élargissant le tableau de données. Ce peut étre de
nouveaux individus (lignes supplémentaires), par exemple un groupe
témoin extérieur a 1'échantillon, et il est intéressant alors de positionner ces
témoins dans le nuage des individus analysés.

Trés souvent dans les applications, ce ne sont pas les individus par eux-
mémes qui sont intéressants mais certaines de leurs caractéristiques
connues par ailleurs; on cherchera alors a représenter comme "individus"
supplémentaires les centres de gravité des classes d'individus appartenant a
une méme catégorie. Ce peut étre aussi de nouvelles variables (colonnes
supplémentaires); on peut disposer d'un ensemble de variables nominales
qu'il est intéressant de faire apparaitre dans l'analyse réalisée sur des
variables continues (et réciproquement). Par ailleurs de nouvelles variables
observées sur l'échantillon initial peuvent étre disponibles alors qu'on les a
volontairement écartées de l'analyse pour ne conserver qu'un corpus
homogéne de caractéristiques.

Les éléments supplémentaires n'interviennent pas dans les calculs
d'ajustement et ne participent donc pas a la formation des axes factoriels. On
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cherche uniquement & les positionner dans le nuage des individus ou dans
celui des variables en calculant a posteriori leurs coordonnées sur les axes
factoriels.

Les coordonnées des nouvelles variables sur I'axe o sont les composantes
du vecteur :

X Yvg
et les coordonnées des nouveaux individus sur l'axe o sont:
(Xi)ug

Les éléments actifs, définis dans un espace et servant a calculer les plans
factoriels, doivent former un ensemble homogéne en texture (c'est-a-dire
doivent &tre de méme nature, continues ou nominales) pour que les
distances entre éléments aient un sens. Mais pour interpréter les similitudes
entre ces éléments, ils doivent aussi étre homogenes en contenu c'est-a-dire
relatifs a un méme théme ; on compare les objets selon un certain point de
vue et non pas en utilisant sans différenciation tous les attributs connus et
souvent disparates. Les variables supplémentaires, quant a elles, ne sont pas
soumises a cette condition d’homogénéité.

Cette dichotomie entre variables actives et variables illustratives est
analogue & la distinction établie entre les variables explicatives (exogénes) et
les variables a expliquer (endogénes) dans les modeéles de régression
multiple (cf. section 3.2).

D'un point de vue géométrique, nous verrons que les deux situations sont
d'ailleurs trés similaires. Notons que les points supplémentaires peuvent
&tre considérés comme des points actifs affectés d'une masse nulle.

¢ — Autres approches

La décomposition aux valeurs singuliéres est une propriété de tous les
tableaux rectangulaires. Elle fait appel a des distances euclidiennes, c'est-a-
dire a des formes quadratiques définies positives, et & des ajustements de
sous-espaces vectoriels par minimisation d'un critére lié a ces distances.
D'autres approches sont possibles, qui modifient le type de distance, ou la
nature des sous-espaces, ou les deux. Il faut s'attendre & perdre beaucoup des
propriétés mathématiques simples de l'analyse générale : unicité de la
décomposition, symétrie des rdles joués par les lignes et les colonnes,
simplicité de la formule de reconstitution, positionnement aisé de variables
supplémentaires.

D'autres criteres d'ajustements peuvent tout d'abord étre utilisés. A la
méthode des moindres carrés min{zeiz} (norme dite "L,"), on peut par
exemple substituer celle des moindres valeurs absolues min{’y |ej/ (norme

x

dite "L;"). Nous évoquerons a nouveau ces normes & propos de la
régression, chapitre 3, § 3.2.1. Sur les méthodes d'analyse des données
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utilisant la norme Lj (dite aussi city-block distance) on consultera les
contributions et points de vue de Fichet (1987, 1988, ainsi que dans
Van Cutsem ef al., 1994), Arabie (1991) et le recueil édité par Dodge (1987).

Dans un esprit un peu différent, Meyer (1994) donne un algorithme pour
ajuster (au sens des moindres carrés, c'est-a-dire de L;) une matrice de
distances de type Lp & une matrice de dissimilarité donnée.

Pour étudier certaines tables de contingence, notamment les tableaux
d'échanges, Domenges et Volle (1979) proposent d'utiliser la distance de

Hellinger : d%( x,y)= Zi ( \/}Z - {yj )? ("analyse factorielle sphérique").

Enfin, sans changer la métrique ni le critére d'ajustement, on peut songer a
ajuster d'autres surfaces que des hyperplans. Ainsi, dans le cas de l'analyse
en composantes principales normée qui est, dans l'espace R, l'analyse
générale de points situés sur une sphere (cf. § 1.2.4), Falissard (1995) propose
d'ajuster une hypersphére.

1.1.7 Annexe 1 - Démonstration sur les extrema de formes
quadratiques sous contraintes quadratiques

Le probleme est la recherche du vecteur u qui rend maximale la quantité
u'Au, avec la contrainte u'Mu = 1, expression ot A et M sont des matrices
symétriques; M est de plus définie non-négative et définit la métrique dans

R?.
On donnera deux démonstrations élémentaires pour la solution de ce
probleme. L'une fait appel aux multiplicateurs de Lagrange (calcul classique

d'extremum sous contrainte), I'autre suppose connues certaines propriétés
spectrales des matrices symétriques?.

- Démonstration directe
La forme quadratique u'Au s'écrit :
wAu =Y giuu;
i

En dérivant cette quantité successivement par rapport aux p composantes
du vecteur u, on voit que le vecteur des dérivées partielles de u'Au s'écrit
sous forme matricielle :

M: 2Au
du

TLe probléme est ici un peu plus général que celui rencontré précédemment, pour
lequel A = X'X et M = I ou I est la matrice unité. Mais cette formulation plus large,
avec une métrique et des critéres quelconques tels que des masses affectées aux points,
sera utile a propos de l'analyse des correspondances et de I'analyse discriminante. Elle
n'introduit guere de difficulté supplémentaire au niveau des démonstrations.
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De méme :
d(u' Mu)
du

La recherche d'un maximum lié implique que s'annulent les dérivées du
Lagrangien :

= 2Mu

L=u"Au-A(u'Mu-1)
A étant un multiplicateur de Lagrange. Par suite :
oL

— =2Au-2AMu=0
Ju

exprime la condition d'extremum. On en déduit la relation:
Au= AMu [1.1-8]

Prémultipliant les deux membres de cette relation par u', et tenant compte
du fait que u'Mu = 1, il vient:
A=u"Au

La valeur du parametre A est donc le maximum cherché.

Lorsque la matrice M est définie positive, donc inversible, la relation [1.1 - §]
s'écrit alors :

M'Au= Au
u est le vecteur propre de la matrice M1A correspondant a la plus grande
valeur propre A (si celle-ci est unique, ce qui sera le cas général).
Appelons désormais u,, le vecteur u correspondant a la plus grande valeur
A1 telle que la relation [1.1 - 8] soit vérifiée. Cherchons le vecteur u,, unitaire
et M-orthogonal a u; (c'est-a-dire tel que upM u, =1 et uiM u, = 0), qui
rend maximale la forme quadratique ujA u,.
On est conduit a annuler les dérivées du Lagrangien :

L=u5Aup —Ay(ubMu;y - 1) - prubMug

oil A, et |I, sont deux multiplicateurs de Lagrange.

La condition d'extremum s'écrit pour u, :

a—L = 2Au2 - 27\2Ml12 —/,tzMul =0
E)u2

En multipliant les divers membres de cette relation par uj, on voit que
Uy = 0 (puisque ujA u, =A; uiMu, =0).
Il reste donc comme précédemment :

A u2=7»2M u2
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Quand M est inversible, u, est le second vecteur propre de M"'A, relatif a la
seconde plus grande valeur propre A, si celle-ci est unique.

La démonstration s'étend aisément au cas d'un vecteur unitaire u, pour
o <p (i.e :ugM u, = 1), M-orthogonal aux vecteurs up trouvés
précédemment (uyM ug = 0 pour § <o ) et rendant maximale la forme
ug A u,. On a alors :

Au,=A,Mu,
Et si M est inversible :

-1 _
M7Au, = Ay u,

- Seconde démonstration

Nous ne ferons qu'esquisser cette démonstration, dans le cas ot M est
définie positive. On peut alors décomposer cette matrice sous la forme
classique M = L'L, ou L est inversible puisque M est supposée définie
positive.

Posant alors u = L'ly, la contrainte de normalisation u'Mu = 1 s'écrit
maintenant y'y =1, et la quantité a rendre maximale u'Au devient y'S y,

avec S = L"1AL™.

Soit T la matrice orthogonale (p,p) dont les colonnes sont les vecteurs
propres t, de S, normés et ordonnés suivant les valeurs propres A,
décroissantes, et soit A la matrice diagonale dont le aieéme glgment vaut Ay

Posons encore z = T'y (ce qui implique y = Tz car T' = T'). On aalors :
y'Sy = y'TAT'y =2z'Az
avec la contrainte z'z = 1.
La solution est alors proche. On remarque que A, > z'Az; en effet :
M-zZAz=2z'(AI-A)z20
Le maximum A, est effectivement atteint pour z' = (1,0,0,0,...,0), donc pour
y =t etpouru, = L'ltl. De la relation S t; = A, t;, on tire :

D'ou, finalement! :

1 On note au passage qu'il suffit ici de procéder a la diagonalisation d'une matrice
symétrique S (aprés avoir décomposé M sous la forme : M = L'L), alors que la matrice
précédente M-1A est en général non-symétrique. Cette propriété est utilisée dans les
programmes de calcul (en particulier en analyse des correspondances), car la recherche
des éléments spectraux est notablement plus rapide et fiable dans le cas des matrices
symétriques.
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Section 1.2

Analyse en Composantes Principales

Congue pour la premiere fois par Karl Pearson en 1901, intégrée a la
statistique mathématique par Harold Hotelling en 1933, l'analyse en
composantes principales n'est vraiment utilisée que depuis 'avénement et
la diffusion des moyens de calculs actuels.

La technique d'analyse en composantes principales peut étre présentée de
divers points de vue. Pour le statisticien classique, il s'agit de la recherche
des axes principaux de l'ellipsoide indicateur d'une distribution normale
multidimensionnelle, ces axes étant estimés & partir d'un échantillon. C'est
la présentation initiale de Hotelling (1933), puis celle des manuels classiques

d'analyse multivariée, comme l'ouvrage fondamental d'Anderson (1958).

Pour les factorialistes classiques, il s'agit d'un cas particulier de la méthode
d'analyse factorielle des psychométriciens (cas de variances spécifiques
nulles ou égales ; cf. Horst, 1965; Harman, 1967 ; cf. également § 3.2.9).

Enfin, du point de vue plus récent des analystes de données, il s'agit d'une
technique de représentation des données, ayant un caractére optimal selon
certains criteres algébriques et géoméiriques et que 1'on utilise en général
sans référence a des hypothéses de nature statistique ni a un modéle
particulier. Ce point de vue, fort répandu actuellement est peut-étre le plus
ancien. C'est celui qui avait été adopté par Pearson (1901). Bien entendu, il
ne s'agissait pas de l'analyse en composantes principales telle que nous la
présentons, mais les idées essentielles de la méthode étaient déja entrevues
par cet auteur. On trouvera une présentation plus proche de nos
préoccupations dans l'article de synthése de Rao (1964).

L'analyse en composantes principales présente de nombreuses variantes
selon les transformations apportées au tableau de données: le nuage des
points-individus peut étre centré ou non, réduit ou non. Parmi ces
variantes, l'analyse en composantes principales normée (nuage centré-
réduit) est certainement la plus utilisée et c'est celle-ci que nous choisirons
pour présenter les principes de I'analyse en composantes principales.

1.21 Domaine d'application

L'utilisateur éventuel de l'analyse en composantes principales se trouve
dans la situation suivante : il posséde un tableau rectangulaire de mesures,
dont les colonnes figurent des variables a valeurs numériques continues
(des mensurations, des taux, etc.) et dont les lignes représentent les
individus sur lesquels ces variables sont mesurées.
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En biométrie, il est fréquent de procéder a de nombreuses mensurations sur
certains organes ou certains animaux. En micro-économie, on aura par
exemple a relever les dépenses des ménages en divers postes.

D'une maniére générale, la condition que doivent remplir ces tableaux
numériques pour étre l'objet d'une description par l'analyse en
composantes principales est la suivante : I'une au moins des dimensions du
tableau (les lignes en général) est formée d'unités ayant un caractére
répétitif, I'autre pouvant éire éventuellement plus hétérogeéne.

Dans les exemples cités, les lignes ont ce caractére répétitif : on les désignera
en général sous le nom d'individus ou d'observations, les colonnes étant
désignées sous le nom de variables. Quelquefois, ces lignes pourront étre
considérées comme des réalisations indépendantes de vecteurs aléatoires,
dont les composantes correspondent aux différentes variables.

Pour fixer les idées, nous considérons le tableau R des mesures prises sur
quelques milliers d'hommes actifs concernant leurs temps d'activités
quotidiennes. On dispose de 16 variables décrivant des temps d'activités, en
minutes par jour (sommeil, repos, repas chez soi, etc.). Les personnes
enquétées sont regroupées en 27 groupes selon 1'dge, le niveau d'éducation
et le type d'agglomération. Ce sont ces groupes qui sont observés et sont ici
considérés comme des "individus” (cf. tableau 1.2 -1, au § 1.2 - 11). Il s'agit
de disposer d'un tableau de dimensions raisonnables dans le cadre d'un
exposé pédagogique, et non pas d'un exemple ayant une portée
méthodologique générale, une des attitudes de base en analyse descriptive
des données étant au contraire “"de ne pas réduire a priori le champ de
I'observable”.

Le tableau R aura en colonne les 16 mesures caractérisant les 27

observations. Le terme général r,; de ce tableau décrit la durée moyenne de
I'activité j de l'observation i (constituant un groupe d'individus).

Nous voulons avoir une idée de la structure de l'ensemble des 16 activités,
ainsi que des similitudes éventuelles de comportement entre les groupes
d'individus retenus.

1.2.2 Interprétations géométriques

Les représentations géométriques entre les lignes et entre les colonnes du
tableau de données permettent de représenter visuellement les proximités
entre les individus et entre les variables.

a — Pour les n individus

Dans RY, les n(n-1) distances attachées aux couples de points qui
représentent des individus ont une interprétation directe pour
I'utilisateur :

d2(i,i') = f(r---r-r-)z [12-1]
’ iy T h ‘
j=1
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11 s'agit ici de la distance euclidienne classique. Deux points sont trés
voisins si, dans l'ensemble, leurs p coordonnées sont treés proches. Les
deux individus concernés sont alors caractérisés par des valeurs presque
égales pour chaque variable. Dans l'exemple évoqué ci-dessus, deux
individus représentés par des points proches consacrent les mémes
temps aux mémes activités.

b — Pour les p variables

Si les valeurs prises par deux variables particuliéres sont trés voisines
pour tous les individus, ces variables seront représentées par deux points

trés proches dans R”. Cela peut vouloir dire que ces variables mesurent

une méme chose ou encore qu'elles sont liées par une relation
particuliére.

Toutefois la définition de ces proximités dans les deux espaces est assez
fruste. Des problemes d'échelle de mesure se posent d'emblée : le temps
consacré au sommeil est toujours beaucoup plus important que le temps
passé a la lecture.

Par ailleurs, dans un cadre plus général, comment calculer la distance entre
deux variables si l'une est exprimée en centimétre et l'autre en

kilogramme? Comment interpréter un éloignement moyen dans RF? Est-ce

que deux individus assez proches dans R” ont des valeurs assez voisines
pour chacune des variables, ou au contraire trés proches pour certaines et
éloignées pour d'autres?

L'analyse en composantes principales normée permet de donner des
éléments de réponses a ces questions.

1.2.3  Analyse du nuage des individus

Nous considérons tout d'abord ici le nuage des n individus non pondérés.
Nous voulons, dans 'espace des variables, ajuster le nuage de n points par
un sous-espace a une, puis deux dimensions, de fagon a obtenir sur un
graphique une représentation visuelle la plus fidéle possible des proximités
existant entre les n individus vis-a-vis des p variables.

a — Principe d'ajustement

Ce n'est donc plus la somme des carrés des distances a l'origine en
projection qu'il faut rendre maximum (cf. formule [1.1 - 1]), mais la somme
des carrés des distances entre tous les couples d’individus :

nn

Max d2G,i")
(H) 212 H

1
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Autrement dit, la droite d'ajustement Hy ne doit pas étre astreinte a passer

par l'origine, comme Hg dans I'analyse générale (figure 1.2 - 1)

/
Hy
P .. o ®
espace R’ « et .:. H,
L ] * °
—Te *
[ ]
o >
%/
Figure 1.2 -1

Droite d'ajustement du nuage de n points
Si hj et hj désignent les valeurs des projections de deux points-individus i
et i’ sur Hy, on a la relation classique
Zdz(z i')= Z(h b )? = nth +n2h —22h12h1
i, i’ i,i i 1

Z i’
22(LS W2 2= 203 (1 R
] i

ol h désigne la moyenne des projections des # individus
- 1
==) i

et correspond a la projection sur Hy du centre de gravité G du nuage dont la

jéme coordonnée vaut :
1 n
= - ' rij

Figure 1.2 -2
Projections sur Hy

Par conséquent, on a :
Zdz(z i')= 2n2d2(z G)

ll
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Rendre maximum la somme des carrés des distances entre tous les couples
d'individus revient a maximiser la somme des carrés des distances entre les
points et le centre de gravité du nuage G :

1

Mux(H){Z d[%[ (i, i’)}
i

est équivalent a:

n
Max(H){Z a3, G)}
i

Si l'origine est prise en G, la quantité 8 maximiser sera a nouveau la somme
des carrés des distances a l'origine, ce qui correspond au probléme de

l'analyse générale dans R? (cf. § 1.1.2).

Le sous-espace cherché résulte de l'analyse générale du tableau transformé
X, de terme général :

Xij = 1j T

b — Distance entre individus

La distance entre deux individus i et i’ est la distance euclidienne usuelle
donnée par la formule [1.2-1].

11 peut exister des valeurs de j pour lesquelles les variables correspondantes
sont d'échelles trés diverses, (exemple: temps passé au sommeil, temps
passé a la lecture); on veut que la distance entre deux points soit
indépendante des unités sur les variables. On peut parfois désirer, surtout
lorsque les unités de mesures ne sont pas les mémes, faire jouer a chaque
variable un rdle identique dans la définition des proximités entre
individus : on parle alors d'analyse en composantes principales normée.
Pour cela on corrige les échelles en adoptant la distance :

P ti—ty;
d2,in= Y (L _11)?
j=1 S]’ n
5j désignant l'écart-type de la variable j :

-2
(1 —=7)

w
N
]
R =
-~
L=

Finalement, nous retiendrons que l'analyse normée dans R? du tableau
brut R est I'analyse générale de X, de terme général :

r— T
X = y [1.2-2]
S]' n

Toutes les variables ainsi transformées sont "comparables” et ont méme
dispersion :

Sz(x]') =1
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Les variables sont centrées réduites. On mesure ['écart & la moyenne en
nombre d'écarts-types de la variable j.

¢ — Matrice a diagonaliser

En résumé, I'analyse du nuage des points-individus dans R? nous a amené
a effectuer une translation de l'origine au centre de gravité de ce nuage et a
changer, dans le cas de 'analyse normée, les échelles sur les différents axes.

L'analyse du tableau transformé X nous conduit a diagonaliser la matrice
C=XX

Le terme général Cji de cette matrice s'écrit :

n
= 23y
soit : l
Cji =% ’.I i _r]s)(sr] =
L I°i
c'est-a-dire :
cjjr =cor(j,j')
¢jj- Mest autre que le coefficient de corrélation empirique entre les variables §
et j’ (d'ou l'utilité du coefficient v introduit au dénominateur de la
relation [1.2 - 2]).

La matrice a diagonaliser est donc la matrice de corrélations.

d — Axes factoriels

Les coordonnées des n points-individus sur I'axe factoriel uqg (0i®me vecteur
propre de la matrice C associ€ a la valeur propre 1) sont les n composantes
du vecteur :

Yo = Xug

Le facteur yg est une combinaison linéaire des variables initiales.

Puisque le nuage des individus est centré sur le centre de gravité, la
moyenne du facteur est nulle :

n
D=0
. 1
et sa variance vaut :
var(yy) = Ay

La coordonnée du point-individu 7 sur cet axe s'écrit explicitement :

p p i -7

_ _ j

Voi = X tojtij = X, taj ——
J=1 j=1 ]

By
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1.24  Analyse du nuage des points-variables

L'analyse générale développée dans la section précédente nous a montré
qu'en effectuant un ajustement dans un espace, on effectuait implicitement
un ajustement dans l'autre espace. Nous avons volontairement choisi de
commencer en travaillant dans RP. Dans cet espace, la transformation du
tableau R initial selon la relation [1.2 - 2] avait deux objectifs :

- d'une part obtenir un ajustement qui respecte dans la mesure du possible
les distances entre points-individus ;

- d'autre part, faire jouer des roles similaires a toutes les variables dans la
définition des distances entre individus.

Notons que la formule [1.2 - 2] ne fait pas intervenir de fagon symétrique les
lignes et les colonnes du tableau initial R.

Que signifie, dans R”, la proximité entre deux points-variables j et j’ si l'on
prend comme coordonnées de ces variables les colonnes du tableau
transformé X ?

a — distances entre points-variables

La distance entre variables découle de l'analyse dans RP”. Calculons la
distance euclidienne usuelle entre deux variables j etj":

2, e 2
d (],] )= Zi(xﬁ —x,'}")
i=
soit :
2, n 2 1 2 n
a<(j,j' )= Zx,']- + in]" - Zin}-xl-}-r

i=1 i=1 i=1

Remplagant Xjj par sa valeur tirée de [1.2 - 2] et tenant compte du fait que :

M=

2 1 212
si==2 (ni—7)
P

1

1n 1 1
on obtient : ng = sz =1 etégalement: Y x;x; =cj

i=1 i=1 i=1
D'ou la relation liant la distance dans R” entre deux points-variables j etj’
et le coefficient de corrélation c;;+ entre ces variables :

7
42, i) =2(1- i) [1.2-3]
ce qui implique :
0 <d%,j) <4

Dans l'espace R", le cosinus de l'angle de deux vecteurs-variables est le
coefficient de corrélation entre ces deux variables (c}-}u = cos (j, j')). Si ces deux
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variables sont a la distance 1 de l'origine (i.e. si elles sont de variance unité),
le cosinus n'est autre que leur produit scalaire.

L

Figure1.2-3
Systéme de proximités entre deux points-variables

Le systéme de proximités entre points-variables induit par la relation [1.2 - 3]
est familier au statisticien :

- Deux variables fortement corrélées sont trés proches 1'une de l'autre
(c]']-f = 1) ou au contraire les plus éloignées possible (c]-]-r =-1) selon que la

relation linéaire qui les lie est directe ou inverse :
- Deux variables orthogonales (c]-]-' = 0) sont a distance moyenne.

Les proximités entre points-variables s'interprétent donc en termes de
corrélations.

ij'zl ij'z
. dG.j)=0 d(j,j') =~2 d(j,j) =2
Figure 1.2 -4

Corrélations et distances entre points-variables

b — Distance a l'origine

L'analyse dans R” ne se fait pas par rapport au centre de gravité du nuage de
points-variables, contrairement & celui des points-individus, mais par
rapport a l'origine.

La distance d'une variable j a l'origine O s'exprime par :
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n
d%(0,)= Y xf =1
i=1
Tous les points-variables sont sur une sphére de rayon 1 centrée a l'origine
des axes, la spheére des corrélations.

Les plans d'ajustement couperont la sphére suivant de grands cercles (de
rayon 1), les cercles des corrélations, & l'intérieur desquels se trouveront les
points-variables.

Plan factoriel
"cercle des corrélations”

projection de 4 variables

Figure1.2-5
Représentation de la spheére et du cercle des corrélations

Remarque
La transformation analytique simple [1.2- 2] a dans les espaces R” et R™ des
interprétations géométriques différentes. Considérons par exemple l'opération de
centrage des variables rj — (1; —7;) :

- Dans RP, cette transformation équivaut a une translation de I'origine des axes
au centre de gravité (ou point moyen) du nuage (cf. figure 1.2 - 6).

- Dans R", cette transformation est une projection parallélement a la premiére
bissectrice des axes sur I'nyperplan qui lui est orthogonal! (cf. figure 1.2 - 7).

Figure 1.2 - 6
Transformation dans R?

1La matrice P d'ordre (n,n) associée a cette transformation a pour terme général

Pur =6, —% ol §;, =1 sii=i', et 0 sinon. P est idempotente : P2 =P,
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Figure1.2-7
Transformation dans R"

¢ — Axes factoriels ou composantes principales

Nous avons vu dans l'analyse générale (§ 1.1.4.) qu'il est inutile de procéder
a la diagonalisation de la matrice XX' d'ordre (n,n) une fois connus les
vecteurs propres ug et les valeurs propres A, de la matrice C = X'X.

1 o
Le vecteur vg =TXua est en effet un vecteur propre unitaire de XX',
(¢

relativement a la méme valeur propre 1. Le ai®me facteur dans R” s'écrit :
1

Qo =X'vy = \/}L—X'Xua=uam
o

comme Y, =Xug,ona:

= 1 x'\v
Pu K o
alors les coordonnées factorielles @q; des points-variables sur l'axe o sont

les composantes de X'v, soit encorel de uyAy :
P o oV Mo

o < (T~ ( Vai
Pgj 1=2i ( s]«fﬁ ) (W)
etl'ona:
Poj = cor(j, Wq) [1.2-4]

La coordonnée d'un point-variable sur un axe n'est autre que le coefficient
de corrélation de cette variable avec le facteur y, (combinaison linéaire des
variables initiales) considéré lui-méme comme variable artificielle dont les
coordonnées sont constituées par les n projections des individus sur cet axe.

1 Ce sont en quelque sorte des sous-produits des calculs déja effectués dans l'autre
espace.
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Les axes factoriels étant orthogonaux deux a deux, on obtient ainsi une série
de variables artificielles non corrélées entre elles, appelées composantes
principales, qui synthétisent les corrélations de l'ensemble des variables
initiales.

Remarques

1) L'analyse en composantes principales ne traduit que des liaisons linéaires entre
les variables. Un coefficient de corrélation faible entre deux variables signifie donc
que celles—i sont indépendantes linéairement alors qu'il peut exister une relation de
degré supérieur a 1 (liaison non linéaire).

2) La coordonnée d'un point-variable sur I'axe o est nécessairement inférieure a 1
en valeur absolue :

[oal<1

& 2
et: Y cor’(j, yg)=1

a=1

3) Le nuage de points-variables dans R" n'est pas centré sur 'origine.

1.2.5 Individus et variables supplémentaires

On dispose d'informations complémentaires que l'on veut rapporter a
l'analyse des temps d'activités des hommes actifs regroupés en catégories.
Par exemple, on veut enrichir cette analyse par une série d'indicateurs
d'habitudes de fréquentation-média, constituant des variables continues et
par le niveau d'éducation et I'dge qui sont des variables nominales. On
désire également positionner, dans le nuage analysé, des groupes de femmes
actives, que l'on va mettre en lignes supplémentaires.

Le tableau de données R peut étre ainsi complété en colonne par un tableau
an lignes et p; colonnes R* et en ligne par un tableau R, ang lignes et p

colonnes. Il n'est pas nécessaire de connaitre le tableau R} a ng lignes et p,
colonnes croisant individus et variables supplémentaires (cf. figure 1.2 - 8).

P Ps
[ [
n R R* X Xt
—>
ns R+ R} X+
Figure 1.2 -8

Lignes et colonnes supplémentaires

Les tableaux R* et R, vont étre respectivement transformés en tableaux X* et
X, de fagon a rendre ces nouvelles lignes et colonnes comparables a celles de
X.



1.2 — Analyse en Composantes Principales 43

n . : 4 . A
Dans l'espace R" les p; points-variables supplémentaires peuvent étre
continues ou nominales! .

a — Individus supplémentaires

Pour situer les individus supplémentaires par rapport aux autres dans

l'espace RP il est nécessaire de les positionner par rapport au centre de
gravité du nuage (déja calculé sur les n individus), de diviser les
coordonnées par les écarts-types des variables (déja calculés sur les n
individus), et de faire intervenir le coefficient vn. D'ol1 la transformation :

il

X, =——2
+1f S] /—rz

Les coordonnées des nouveaux points-individus sont donc les n lignes du
vecteur X, u,.

X . : p
En appelant X; le tableau on obtient simultanément les n + ng

X,
coordonnées des individus analysés et supplémentaires en effectuant le
produit Xsug.

b — Variables continues supplémentaires

Dans R", pour que les distances entre variables s'interprétent encore en
termes de corrélations, ces variables doivent étre a valeurs numériques
continues et il est indispensable d'effectuer la transformation :

+ ot
+ 57T
5=
1™ st

On calcule donc les nouvelles moyennes et les nouveaux écarts-types
correspondant aux variables supplémentaires, pour positionner celles-ci sur
la sphére de rayon unité.

X

Les coordonnées des p, variables supplémentaires sur cet axe sont donc les
ps lignes du vecteur X™'vy et correspondent chacune au coefficient de
corrélation entre la variable et le facteur (cf. formule [1.2 - 4]).

¢ — Variables nominales supplémentaires

>

Si la variable 4 mettre en supplémentaire est nominale, on ne peut plus
effectuer la méme transformation.

Dans ce cas, on rameéne la variable nominale ayant m modalités, a m
groupes d’individus définis par les modalités de la variable. On traite

1 Lhomogénéité de nature des variables supplémentaires n'est plus exigée sous réserve
des transformations indiquées.
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ensuite ces m groupes d'individus comme des individus supplémentaires.
Ce sont les centres de gravité de ces groupes d'individus qui vont étre

positionnés dans l'espace R”.

Supposons, par exemple, que l'on mesure la taille et le poids de 10
individus et que l'on désire mettre en supplémentaire la variable sexe.
Nous disposons du tableau de mesures représenté figure 1.2 - 9.

variables variable nominale
continues supplémentaire . "
actives V/ a 2 modalités rrzg(()i;lgee)l n}g}:ﬁie) 2
taille | poidq [sexe taille [poids taille [poids
1]150| 45 (| 2 150 | 45
168| 68 || 1 168 | 68
175 72 ] 1 175 | 72
1781 70 || 2 178 | 70
i [185] 70 ]| 1 : 185 | 70
160| 53 (] 2 160 | 53
165| 49 |] 2 165 | 49
180 90 1 180 | 90
175] 65 ]| 2 175 | 65
10| 174 72 || 2 174 | 72
lignes 177 175
\_wsupplém. 167 | 59 — L7775 | ez ][5 ]

Figure 1.2 - 9

Les modalités de la variable nominale supplémentaire

sont des individus supplémentaires

On calcule alors la taille et le poids moyens des hommes (177; 75) et celui des
femmes (167; 59). Ce sont ces points moyens qui vont étre positionnés parmi
les points-individus.

“Fz ‘Fz o:hom
e o lo o * o k% *: fem
° o o e o o % %
e o ° o o o
. ol oo o o olx °G *
. oo ° o * ‘_.2
e o G| o oo o o G| = *
: T P
e ee - - o .o oo * *
‘ e o e o 1 C;1." ° oo x 1
L3 ) . [ o o ° o ° * * .
. . o *
.. .. ° ° oo *
° o
|

Figure 1.2 -10
Représentation d'une variable nominale supplémentaire

La représentation par deux points G; et G, d'une variable nominale a deux
modalités est esquissée sur la figure 1.2 - 10.
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L'analyse d'une variable nominale supplémentaire ne se fait donc pas dans
R"™ mais dans R?.

La figure 1.2-11 schématise le positionnement des variables
supplémentaires :

4 A, AF, h
éléments actifs
L L] L L
L L L L L
L L L
L L LN L
L LN
L L L L L ) -
L] * o oo’ .. e * Fl
L L o L ] L
[ I . L} [}
L * L * .. * * * ..
L ® 9
L
\. J/
nuage des individus nuage des variables
/ AF2 N\ 4 AF ™
2
f/ sexe \\‘:,‘.
Pl el - - zf ‘“\ Pl -
Frad T : P A ™ v
/l \ E o L\ } E
dge D 4 s
variables nominales variables continues
\_ supplémentaires Y, \_ supplémentaires Y,

Figure 1.2 - 11
Représentation des variables supplémentaires

1.2.6 Représentation simultanée

L'analyse du nuage des variables est déduite de celle du nuage des
individus : la représentation des variables sur les axes factoriels dans R" aide
l'interprétation des axes factoriels dans R? et réciproquement.

a — Représentation séparée des deux nuages

Mais les deux nuages ne sont pas dans le méme repére, ce qui rend
impossible la représentation simultanée des individus et des variables.
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Dans l'espace R” Dans l'espace R”
L'analyse du nuage des n points-| L'analyse du nuage des p points-
individus se fait dans le repére : variables se fait dans le repere :

{G,ul,...,ua,...,up] {O,vi,.-,Vgse-s¥Vn)
[ L.
. ) . V2 @
d .
° [
[ G .
. el . u
[ [

La représentation des individus sur les| La représentation des variables sur les
axes factoriels fournit la meilleure| axes factoriels fournit une synthése
visualisation approchée des distances| graphique de la matrice de corrélations.

entre les individus.

Figure 1.2 - 12 Figure1.2-13
Nuage des individus dans RP Nuage des variables dans R"

Les proximités entre individus s'interprétent en termes de similitudes de
comportement vis-a-vis des variables et les proximités entre variables en
termes de corrélations. Il faut bien se garder d'interpréter la distance
séparant un point-variable d'un point-individu car ces deux points ne font
pas partie d'un méme nuage dans un méme espace : la superposition de ces
deux plans factoriels est dénuée de sens.

b — Justification d'une représentation simultanée

Cependant si l'on considére non plus des points-variables mais des

directions de variables dans RP, on peut alors envisager de représenter
simultanément, dans cet espace, a la fois les points-individus et des vecteurs
représentant les variables.

Dans l'espace R” des n points-individus, aprés transformation du tableau de
données, on dispose de deux systémes d'axes :

- les anciens axes unitaires (e1,e2,...,ej,...ep) correspondant aux p variables
avant l'analyse ou :

ej' =(0,0,...,1,0,...,0)
{ej (j=1, .., p)} est le systétme d'axes de référence pour les coordonnées
inutiales des individus.
- les nouveaux axes unitaires {ug, (o =1, ...,p)} constitués des axes factoriels.

La possibilité d'une représentation simultanée réside alors dans la
projection (en ligne supplémentaire) de l'ancien axe e;j sur le nouvel axe ug.
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La coordonnée de la projection de ejsur ug vaut :

e ug = ugj

individu i[

(n,p)

variablej[0... 0 1 0... 0| ancienaxee; dans R”

Figure 1.2 - 14

Ancien axe dans R” en supplémentaire
La variable j est un individu particulier

Il est ainsi possible de représenter dans R? les directions données par les
variables d'origine sur le plan factoriel du nuage des individus; ces
directions peuvent &tre matérialisées par des vecteurs unitaires. Ces
vecteurs constituent le repére d'origine dans lequel on a construit le nuage
des individus. IIs sont donc orthogonaux deux a deux 1.

Ce qui s'appellera représentation simultanée est donc "l'écrasement” du
repére orthonormé des axes d'origine sur le plan factoriel du nuage des
individus.

Figure 1.2-15
Projection des anciens axes sur le plan factoriel
du nuage des individus

Rappelons que, dans R", la coordonnée de la variable j sur l'axe o est égale
au coefficient de corrélation (cf. formule [1.2 - 4]) entre la variable et le
facteur et vaut :

1 ] apparait donc clairement que cette représentation des variables est distincte du
nuage de variables décrit précédemment.



48 Méthodes factorielles — chapitre 1

Qqj = \/K Ugj

Les deux nuages des variables ne coincident donc pas. lls différent I'un de
l'autre par une dilatation définie sur chaque axe par le coefficient /A, .

Dans le cas de la représentation simultanée, qui est en fait une

représentation dans RP, on n'interpréte pas la distance entre deux variables
en terme de corrélation, puiqu'il s'agit en réalité des extrémités de deux
vecteurs unitaires orthogonaux!. L'interprétation de la distance entre deux

variables (en terme de corrélation) ne peut se faire? que dans R”. En tenant
compte de ces considérations, il est licite de comparer, sur la représentation
simultanée, les positions respectives de deux individus vis-a-vis de
I'ensemble des variables, ou de deux variables vis-a-vis de l'ensemble des
individus.

On dispose ainsi d'une perspective déformée du systéme d'axes originel
tenant compte des liaisons existant entre les variables initiales.

La direction d'une variable définit des zones pour les individus : d'un cbté,
ceux qui prennent des fortes valeurs pour cette variable et, a I'opposé, ceux
qui prennent des valeurs faibles. On s'intéressera a 1'éloignement des
individus dans la direction de la variable. A l'intersection des axes se

trouvent les valeurs moyennes de toutes les variables.

Remarques:

1) Si I'échelle des coordonnées des points-variables a une interprétation en termes
de corrélations, il n'en est pas de méme pour les points-individus. On appliquera a
leurs coordonnées un coefficient de dilatation convenable. La valeur +f1/p assure

souvent un positionnement dans le plan compatible avec la répartition des points-
variables et permet ainsi une représentation équilibrée des deux nuages.

2) Dans la représentation simultanée, il ne peut y avoir de variables continues
supplémentaires (elles ne constituent pas des axes d'origine pour le positionnement
des individus). Il peut y avoir des variables nominales supplémentaires car ce sont
des individus supplémentaires.

1.2.7 Analyse en composantes principales non normée

L'analyse en composantes principales non normée revient & considérer le
nuage de points centré et non réduit. On généralisera l'analyse en faisant
jouer maintenant & chaque point-individu un réle proportionnel a sa masse
{ce que l'on aurait évidemment pu faire & propos de l'analyse normée).

1 Toutes ces distances sont égales a V2 adans l'espace complet.

2 On note toutefois que le nuage projeté des extrémités des vecteurs unitaires dans RV
et le nuage des extrémités des vecteurs variables dans R" ont généralement des allures
voisines, surtout si les valeurs propres sont presque égales, car alors la dilatation est
peu déformante.
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a - Principe de I'analyse et nuage des individus

Plagons-nous dans I'espace R? et considérons le nuage des points-individus
pesants, centré sur le centre de gravité G. L'analyse en composantes
principales revient a effectuer une analyse générale de points pondérés avec
comme origine le centre de gravité du nuage.

Le tableau de données initiales R subit plusieurs transformations: on
construit le tableau X de données centrées et chaque individu i est affecté
d'une masse ou d'un poids! p; éléments diagonaux de la matrice diagonale
N.

Le tableau Z soumis a l'analyse en composantes principales non normée est
par conséquent de la forme :

Z =NV
x = Z =
(np) (np)
données données matrice données
initiales centrées des poids transformées

nj Xij =1~ 7 i R

Figure 1.2 - 16
Transformation du tableau de données
en analyse en composantes principales non normée

La matrice a diagonaliser est la matrice d'inertie autour du centre de gravité
du nuage G:
A=7'Z =X'NX
de terme général :
n
%= Zpilny =7y =)
Si les masses représentent des fréquences, alors la matrice & diagonaliser est
la matrice des covariances.

A partir de 13, on détermine les axes factoriels ug tels que uguy =1. Les
coordonnées factorielles sur ces axes sont données par :

Yo = XUQ
dont les composantes s'écrivent :

p
Vai = 2(77]' - Fj)“ozj
Jj=1

1 Les termes de masse et de poids sont utilisés indifféremment en statistique. 1ls
désignent souvent des fréquences relatives ou des probabilités a priori.
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avec :

3

Epz‘l’za = g
i=1

b — Nuage des variables
L'analyse du nuage des p variables dans R" revient a faire I'analyse générale

du tableau Z :
zj =pi (75 = )
avec :

Epl_l et 7 Eplrl]
i=1

La distance induite entre deux variables s'exprime par :

it
d2(j,§') = ¥ (zj - zj")°
i=1
soit :
d(,j’) = Zzl]+Zzl] ZZzl]zl]

i=1 i=1 i=1
Par conséquent! :

d%(j,j’) = var(j)+ var(j') - 2cov(j,j’) [1.2-5]

>~
.
e
-
..
-
.
.
.
.
~
~

0 j VVar() o j
cov(jj’) >0 cov(jj’) =0 cov(j,j’) <0

Figure 1.2 -17
Distance entre deux variables

La distance entre deux variables s'exprime en terme de covariance et
augmente avec les variances. Elle diminue si la liaison est positive et
augmente si la liaison est négative.

La distance d'une variable a I'origine des axes est sa variance :

d4(0,j) = var(j) = ZZ,, zpl(rl, ~7)?

i=1 i=1

1La formule [1.2 - 3] est un cas particulier lorsque var(j)=var(j')=1, c'est-a-dire lorsqu'il
s'agit d'une analyse en composantes principales normée.
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Par conséquent, pour l'analyse en composantes principales non normée, la
spheére de corrélations n'est plus l'espace de départ!.

1.2.8 Analyses non-paramétriques

Ces méthodes ne different de la précédente que par une transformation
préliminaire des données. Elles sont recommandées lorsque les données de
base sont hétérogénes. Elles donnent des résultats d'une grande robustesse,
se prétant par ailleurs a des interprétations simples en termes statistiques.

a — Analyse des rangs

Le tableau initial des données est transformé en tableau de rangs.
L'observation i de la variable j consiste alors en un classement hE c'est le

rang de l'observation i lorsque les n observations sont classées par ordre de
grandeur. Dans ces conditions, la distance entre deux variables j et j’ est
définie par la formule? :

2y 6 g2
d°(j, j )_n(n—l)(n+1)i=2§(ql/ 4ij )

L'utilisation des rangs sera justifiée dans les contextes suivants :

- Les données de base peuvent étre elles-mémes des classements, auquel
cas ce type d'analyse s'impose.

- Les échelles de mesure des variables peuvent étre si différentes que
l'opération de réduction pratiquée par l'analyse en composantes
principales normée reste insuffisante. De plus cette opération ne remédie
pas par exemple & la dissymétrie des distributions. Il parait enfin plus
justifié de synthétiser une famille de classements qu'un ensemble trés
hétérogéne de mesures.

- Les hypotheses a priori faites implicitement sur les mesures sont plus
faibles et par conséquent moins arbitraires: la loi des distances est
maintenant non-paramétrique; nous disposerons donc de seuils de
confiance qui ne dépendront que de I'hypotheése de continuité des lois
des observations, plus plausible que celle de normalité.

- Enfin, les représentations fournies sont robustes, trés peu sensibles a
I'existence de valeurs aberrantes, ce qui sera souvent une qualité
appréciable.

Les regles d'interprétation se déduisent de celles de l'analyse en
composantes principales puisque c'est cette analyse que l'on effectue aprés

1 Dans une représentation simultanée, les anciens axes (distance 1 de 'origine) seront
toujours dans un cercle de corrélations (cf. § 1.2.6.).

2 On reconnait dans cette formule le complément & 1 du coefficient de corrélation de
Spearman (cf. Kendall, 1962).
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l'opération de transformation en rangs!. La proximité entre deux variables
s'interpréte en terme de corrélation de rangs: deux variables seront trés
proches pour des classements voisins des observations ; au contraire, deux
variables éloignées correspondront a des classements pratiquement
inverses. Deux observations seront proches si elles ont des rangs similaires
pour chacune des variables. Enfin, dans la représentation simultanée, on a
une idée de l'ensemble du classement des observations pour une variable
en examinant les positions respectives de cette variable et de 'ensemble des
observations 2.

b — Analyse en composantes robustes

Le criteére d'ajustement des moindres-carrés est particuliérement bien adapté
a la distribution normale. Dans le cas d'une distribution uniforme (cas de
l'analyse des rangs), il tend a donner une importance excessive aux
observations extrémes. On rendra donc plus robuste I'analyse par une
transformation qui "normalise” la distribution uniforme des rangs.

Considérons la ki¢me¢ observation de n observations rangées et soit F la
fonction de répartition de la loi Normale. On remplacera I'observation de
rang k par la valeur y, tirée de la fonction de répartition inverse de la loi
Normale3 :

k

=F 1 *_
Yk (n+1)

k [ Tarep— F
n+ |
|
—’_—/ I
Y
oy
Figure 1.2 - 18
Transformation suivant la fonction de répartition inverse de la loi Normale

Pour n grand, la transformation est équivalente au remplacement de la
kieme observation par l'espérance de la ki€M¢ observation dans un
échantillon rangé de n valeurs normales.

1 Notons qu'il n'est pas indispensable ici de réduire en terme d'écart-type car tous les
rangs ont la méme variance.

2Ajoutons enfin que le caractére non-paramétrique de la représentation obtenue permet
de procéder a des tests de validité sur les valeurs propres. La loi des valeurs propres
issues de l'analyse d'un tableau de rangs ne dépend en effet que des parameétres n et p,
nombres de lignes et de colonnes du tableau. Il est donc possible de procéder & une
tabulation permettant de connaitre les seuils de signification des valeurs propres.

3 On trouve déja ce type de transformation dans Fisher et Yates (1949).
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1.2.9 Apercu sur les autres méthodes dérivées

De nombreuses techniques sont directement dérivées de l'analyse en
composantes principales. Les variantes non-paramétriques du paragraphe
précédent en sont des exemples.

Certaines présentations de l'analyse des correspondances (cf. section 1.3)
considérent cette méthode comme une analyse en composantes principale
particuliére. Cela est possible si l'on traite les deux espaces (lignes et
colonnes) séparément, ce qui n'est pas l'optique choisie ici. Ce traitement
séparé masque un des apports méthodologiques fondamentaux des analyses
factorielles descriptives. L'analyse en composantes principales, qu'il s'agisse
d'analyse normée ou non-normée, analyse les individus par rapport a leur
centre de gravité et les variables par rapport a l'origine des axes. Cette
dissymétrie de traitement des lignes et des colonnes correspond a des
domaines d'applications spécifiques et induit des reégles d'interprétation
particuliéres. La décomposition aux valeurs singuliéres (ou encore analyse
générale, ou théoréme d'Eckart et Young) est bien le noyau théorique
commun-aux deux méthodes.

Citons parmi les méthodes dérivées l'analyse des corrélations partielles ou
analyse avec wvariables instrumentales (Rao, 1964), qui sera abordée au
chapitre 3, section 3.6. Dans ce cas, on ne se contente plus d'éliminer les
effets de l'hétérogénéité des variables (opérations de centrage et de
réduction) mais on se propose d'éliminer également l'effet d'autres
variables, en procédant & une régression multiple préalable. L'analyse
logarithmique (Kazmierczak, 1985) est une analyse en composantes
principales non-normée du tableau (doublement centré en lignes et en
colonnes) des logarithmes des variables initiales. Cette variante posséde
d'intéressantes propriétés de stabilité et de robustesse.

D'autres techniques enfin, comme la régression sur composantes
principales (§ 3.2.5) ou la classification sur facteurs (section 2.4) sont plutdt
des techniques complémentaires que dérivées.

1.2.10  Eléments pour l'interprétation

Les axes factoriels permettent d'obtenir la meilleure visualisation approchée
(au sens des moindres carrés) des distances entre les individus d'une part et
entre les variables d'autre part. Pour interpréter les facteurs, il faut apprécier
correctement cette approximation. On procédera dans un premier temps a
un examen de l'inertie! de chaque facteur puis on s'intéressera aux
éléments contribuant a construire et a définir les facteurs.

1 Inertie, terme emprunté i la mécanique, est ici synonyme de variance, terme
statistique.
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a — Inertie liée aux facteurs

Rappelons que la valeur propre (ou l'inertie liée & un facteur) est la variance
des coordonnées des points-individus sur l'axe correspondant. C'est un
indice de dispersion du nuage des individus dans la direction définie par
I'axe.

Il n'existe pas de critéres simples et définitifs qui permettent de se prononcer
sur l'importance d'une valeur propre. Les problémes de validité des
résultats communs a l'ensemble des méthodes factorielles seront étudiés
plus systématiquement dans le chapitre 4. On mentionnera ici simplement
les régles pratiques les plus courantes.

Dans une analyse normée, la somme des inerties est égale au nombre de
variables et donc l'inertie moyenne vaut 1. Chaque axe étant une
combinaison particuliére des variables d'origine, on s'intéresse en général
aux axes ayant une inertie "notablement” supérieure a la moyennel. On
observe souvent une décroissance assez irréguliére des premieéres valeurs
propres (Figure 1.2 - 19).

Si les données sont peu structurées (les variables ne sont pas fortement
corrélées entre elles), le nuage a une forme “réguliére”. Dans ce cas, les
valeurs propres sont régulierement décroissantes (Figure 1.2 -20) et
l'analyse factorielle ne fournira pas des résultats intéressants.

+ - + +
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Figure 1.2 - 19 Figure 1.2 - 20
Paliers dans la décroissance Décroissance réguliére
des valeurs propres des valeurs propres

Les pourcentages d'inertie des axes définissent les "pouvoirs explicatifs” des
facteurs : ils représentent la part de la variance (ou inertie) totale prise en
compte par chaque facteur. Son appréciation doit cependant tenir compte du
nombre de variables et du nombre d'individus. Un taux d'inertie (relatif a
un axe) égal a 10% peut étre une valeur importante si le tableau posséde 100
variables et faible s'il n'en a que 10. Comme nous le signalerons a propos de
I'analyse des correspondances (section 1.3) et sur la validité des résultats

1 Cette régle, toute empirique, est adoptée par certains utilisateurs.
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(chapitre 4), l'inertie est une mesure pessimiste du pouvoir explicatif des
facteurs, liée parfois de facon assez arbitraire au codage des données.

L'importance d'un facteur peut dépendre d'informations exogeénes
(variables supplémentaires par exemple).

Il existe d'autres aides a I'interprétation qui permettent d'apprécier les réles
respectifs des lignes, des colonnes, des axes en analyse en composantes
principales.

b — Aides a l'interprétation

On procéde axe par axe pour définir les composantes principales. L'examen
du plan factoriel permet de visualiser les corrélations entre les variables et
d'identifier des groupes d'individus ayant pris les mémes valeurs pour les
mémes variables.

Considérons le cas de I'analyse en composantes principales normée.

- les variables

Nous ne nous plagons pas ici dans le cas de la représentation simultanée
mais dans le nuage des variables (p points de R").

Les variables fortement corrélées avec un axe vont contribuer a la définition
de cet axe. Cette corrélation se lit directement sur le graphique puisqu'il

s'agit de la coordonnée du point-variable j sur l'axe a (formule [1.2 - 4]).

On s'intéresse par conséquent aux variables présentant les plus fortes
coordonnées (ce qui les situent proches du cercle de corrélations) et l'on
interprétera les composantes principales en fonction des regroupements de
certaines de ces variables et de l'opposition avec les autres.

Rappelons que le cosinus de l'angle sous lequel on voit deux points-

variables actives dans R" n'est autre que le coefficient de corrélation de ces
deux variables. Selon la qualité de l'ajustement, cette propriété sera plus ou
moins bien conservée en projection. On se gardera d'interpréter la distance
entre deux variables actives qui ne sont pas proches du cercle de corrélation.

Ainsi I'examen du plan factoriel permet de visualiser les distances réelles et
donc les corrélations entre les variables actives et d'apprécier la qualité de
leur représentation. La figure 1.2 -22 du paragraphe suivant donne un
exemple de cercle des corrélations dans le plan des deux premiers facteurs.

Dans le cas des variables continues supplémentaires, les corrélations n'étant
pas transitives, il est prudent de ne pas interpréter abusivement les
proximités entre variables en terme de corrélation, bien que celles-ci en
soient souvent de bonnes images. Ceci sera commenté plus loin au § 1.2.11.

- Les individus

Si les points-individus ne sont pas anonymes pour I'étude, on s'intéresse a
ceux qui participent a la formation des axes. On calcule la contribution de
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chaque point i (de masse mj) a l'inertie de l'axe a. Celle-ci s'exprime par la
formule :

ou Ay est l'inertie de l'axe o et m[wéi est la contribution de l'individu 7 a
l'inertie de cet axe. On a:

n

Y Cryli)=1

i=1
On s'intéressera surtout aux individus qui ont les plus fortes contributions
relatives aux axes.

Lorsque les n individus sont affectés d'une méme masse égale a 1/n,
l'inertie d'un point varie comme sa distance au centre de gravité. Les
individus qui contribuent le plus & la détermination de 1'axe sont les plus
excentrés et l'examen des coordonnées factorielles ou la lecture du
graphique suffisent a interpréter les facteurs dans ce cas. La représentation
des individus sur le plan factoriel permet d'apprécier leur répartition et de
repérer des zones de densités plus ou moins fortes.

- Possibilité d’apparition de facteur "taille”

L'analyse du nuage des variables se faisant a partir de l'origine, les variables
peuvent étre toutes situées du méme c6té d'un axe factoriel. Une telle
disposition apparait lorsque toutes les variables sont corrélées positivement
entre elles. Si pour un individu, une variable prend une valeur forte, toutes
les autres variables prennent également des valeurs fortes. Cette
caractéristique apparait le plus souvent sur le premier axe, que I'on appelle
alors "facteur taille".

A I=) A P
Cercle des I Positions des
corrélations : individus
*ind8
Varl *ind3
iy eind1
Var2 Fi eindd F
— -
0 0 ind2e
ar3 eind5
*ind6
ind7e

Figure 1.2 - 21
Exemple de Facteur taille

On peut lire, par exemple sur la figure 1.2 - 21, que les individus 4 et 5 ont
des comportements semblables caractérisés par des valeurs faibles pour les
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trois variables, alors que les individus 2 et 8 ont au contraire simultanément
des bons "scores" pour ces mémes variables. L'orthogonalité des axes fait
qu'il ne peut exister qu'un seul facteur taille.

1.2.11 Exemple d'application

Nous présentons ici l'exemple (cf. tableau 1.2 -1) relatif aux temps
d'activités quotidiennes évoqué au paragraphe 1.2.1.

Le CESP (Centre d'Etude des Supports de Publicité) a relevé, dans son
Enguéte Budget-temps Multimédia de 1991/1992 auprés de 17 665 personnes,
des descripteurs de fréquentation de divers médias (radio, télévision, presse)
et des temps d'activités quotidiennes (cf. Boeswillwald, 1992). Ont été
également relevées de nombreuses caractéristiques socio-économiques,
parmi lesquelles 1'dge, le sexe, l'activité, le niveau d'éducation, et le lieu de
résidence de ces personnes, ce qui a conduit a créer 96 catégories en croisant
ces divers critéres.

Nous nous intéressons seulement ici a la sous-population des hommes
actifs, soit 27 groupes qui seront, pour cet exemple, les "individus". On
cherche a connaftre les associations entre les temps consacrés a différentes
activités par les "individus" observés et & étudier les liens entre ces familles
d'activités et les caractéristiques de base des individus.

Enfin, on se propose d'étudier le lien entre les activités quotidiennes et la
fréquentation de divers médias (presse, radio, télévision, cinéma). Pour ce
faire, on fera intervenir les caractéristiques socio-économiques (variables
nominales) et les habitudes de fréquentation des médias (variables
numériques continues) en tant que variables supplémentaires.

Lecture du tableau 1.2 - 1

(16 variables continues actives)

Les 27 "individus" (qui sont en réalité dans le cadre de cet exemple des
groupes d'individus) sont repérés par un identificateur en 4 caractéres :
- le 1er caractére est 'dge du groupe (1=jeune, 2=moyen, 3=4gé)
- le 2éme caractére est ici toujours égal a 1 (car il s'agit ici d'une sélection
d' hommes actifs)
- le 3éme est le niveau d'éducation (1=primaire, 2=secondaire, 3=supérieur)
- le 4éme est le type d'agglomération (1=communes rurales; 2=villes
moyennes; 3=villes importantes; 4=agglomération parisienne;
5,6,7 = groupes mixtes).
(On trouvera des libellés plus détaillés des variables dans le tableau 1.2 - 2
ci-apres.)
On rl)it par exemple sur la premiére ligne du tableau 1.2 - 1 que le groupe
'1111" (jeunes, actifs, peu instruits, ruraux) consacre en moyenne par jour
463.8 minutes au "sommeil", 23.8 minutes a des activités regroupées sous la
rubrique "repos”, 107.3 minutes pour les "repas chez soi’", etc.




Tableau 1.2 - 1: Budget-temps agrégé quotidien de 27 groupes d'hommes actifs

IDENT

1111
1115
1121
1122
1123
1124
1136
1133
1134
2111
2112
2117
2121
2122
2123
2124
2131
2132
2133
2134
3116
3117
3121
3122
3123
3136
3137

Somm  Repo Reps Repr Trar Ména Visi Jard Lois Disg Lect Cour Prom A

463.8 23.8 107.3 4.8 300.0 21.3 51.0 82.3 10.0 1.2 .0 41.3 6.9 7
515.6 58.5 102.7 10.4 208.8 41.9 30.90 32.9 2.1 4.6 .6 33.7 8.3 24.
463.3 34.2 84.8 17.1 298.3 18.1 37.8 55.8 18.4 5.9 2.6 30.7 5.9 8
456.4 43.1 74.2 21.9 239.0 26.0 51.2 59.7 18.4 3.6 4.6 52.2 9.5 10.
478.0 44.2 76.7 15.2 212.3 22.3 42.0 43.7 18.4 2.3 6.4 48.3 14.7 15.
465.1 41.6 85.2 23.7 226.0 37.0 42.5 16.3 10.7 8.7 9.4 44.3 13.7 19.
458.4 47.4 94.7 15.1 314.3 25.3 39.1 42.4 16.9 .9 16.7 34.5 4.6 6
457.2 30.7 82.0 26.2 269.8 52.1 37.6 35.6 25.6 6.0 8.0 42.8 10.4 12.
465.2 40.2 78.6 31.1 268.6 36.3 21.6 4.0 15.4 6.0 14.8 46.9 10.7 21.
449.0 42.1 86.2 7.9 312.5 15.1 16.1 112.9 15.4 .0 2.2 32.1 7.6 8
450.2 63.1 86.7 9.8 249.6 40.4 55.6 83.3 3.0 2.2 .0 45.0 9.4 10.
455.2 47.4 85.6 9.0 250.8 30.4 13.5 57.3 7.9 2.9 7.0 52.2 15.1 15.
461.9 39.3 90.3 8.5 323.5 14.9 21.7 81.8 15.4 1.2 5.3 26.0 3.8 7
453.7 44.7 97.5 18.7 269.0 23 39.6 93.5 3.1 3.4 12.1 42.0 12.1 10.
433.1 49.8 91.7 12.6 283.7 22.4 21.0 62.9 13.1 6.2 7.2 32.1 11.6 11.
438.3 32.8 102.3 11.1 338.3 28.0 6.5 64.8 13.8 1.4 19.8 34.9 7.4 14.
457.7 44.0 87.9 6.9 313.0 24.4 23.2 63.8 9.2 .6 11.8 30.0 7.3 7
455.0 47.0 78.9 31.0 380.6 23.9 7.5 40.0 13.0 .0 10.3 23.3 1.4 9
467.3 37.5 86.9 1.9 264.0 4.8 27.6 33.4 11.9 1.6 10.8 45.3 6.7 10.
433.5 35.6 76.1 17.1 355.0 34.1 13.4 31.7 12.6 3.2 13.2 37.5 8.5 22
473.0 51.5 99.3 6.3 356.3 21.2 27.6 82.1 8.6 0 1.5 35.7 13.4 7
461.9 60.0 103.7 9.1 240.5 35.3 14.5 83.4 1.4 2.0 7.4 16.1 5.7 16.
453.4 45.% 36.2 7.8 358.7 2.9 18.5 54.4 4.2 0 4.9 34.3 3.3 10.
485.1 53.5 86.0 .3 222.1 24.7 23.2 91.9 8.5 0 3.7 2.9 7.1 9
456.7 43.2 94.5 12.1 2€65.13 30.¢ 23.7 61.1 9.1 2.3 11.6 50.1 17.6 13.
444.2 53.6 90.7 7.2 302.4 31.7 i6.4 97.6 4.7 2.4 4.3 36.8 13.6 11.
428.4 50.7 81.0 11 2 306.4 18 3 23.8 10.5 13.4 -0 18.4 67.6 3.3 18.
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L'analyse du tableau de données (tableau 1.2 - 1) nous conduit tout d'abord a
calculer les paramétres descriptifs élémentaires regroupés dans le tableau
1.2 - 2. Les moyennes et écart-types vont servir a transformer les variables de
base et n'interviendront plus directement dans la suite. Il importe donc de
prendre connaissance de ces mesures de niveau et de dispersion. Les valeurs
extrémes sont également utiles pour apprécier la qualité de l'information
recueillie.

Ce tableau donne les mémes parameétres pour les variables continues
supplémentaires. Pour le théme "budget-temps”, trois variables seront
projetées a posteriori : autres activités, total des activités a domicile, total des
activités déclarées en déplacement, ces deux derniéres étant des
regroupements de variables actives ; pour le theme "fréquentation média"
(qui donne lieu & une mesure de durée globale au niveau des variables
actives) six variables décrivent les intensités de contacts avec le cinéma, la
radio, la télévision, les presses quotidiennes et magazines, en isolant dans
celle-ci les hebdomadaires dits "News".

Tableau 1.2-2
Statistiques sommaires des variables continues
effectif total : 27

IDEN — LIBELLE MOYENNE ECART- MINIMUM MAXTMUM
TYPE

Variables actives

Soram — Sommeil 458.91 16.47 433.10 515.60
Repo — Repos 44.863 8.90 23.80 63.10
Reps - Repas chez soi 89.18 8.90 74.20 107.30
Repr - Repas restaurant 13.87 7.82 .30 31.60
Trar - Travail rémunéré 286.27 46.75 208.80 380.60
Ména - Ménage 27.90 9.29 12.90 52.10
Visi - Visite a amis 27 .64 13.26 6.50 55.60
Jard - Jardinage, Bricolage 58.49 27.39 4.00 112.90
Lols - Loisirs extérieur 11.42 5.95 1.40 25.60
Disg - Disque cassette 2.54 2.32 00 8.70
Lect - Lecture livre 7.85 5.47 .00 19.80
Cour - Courses démarches 40.99 9.47 23.30 67.60
Prom - Promenade 9.06 3.88 1.40 17.60
A pi - Déplacement a pied 12.66 5.01 6.40 24.60
Voit - Déplacement en Voiture 58.38 11.29 29.40 81.40
Fréq - Fréquentation Média 140.58 32.56 82.40 225.80

Variables continues supplémentaires

Autr — Autres activités 12.71 5.70 2.10 25.90
Domi — Total Domicile 928.73 49.92 826.00 1034.00
Tdep — Total Déplacement 88.45 14.65 67.50 122.10
Habitudes Cinema .14 .14 .00 .60
Habitudes Radio. 1.92 .23 1.49 2.64
Habitudes Télévision 3.20 .37 2.13 3.90
Habitudes Presse Quotidienne .18 .14 .03 .53
Habitudes Presse magazine 3.56 .74 2.00 5.31

LVHabitudes Hebdomadaires News .31 .18 .00 .67




Tableau 1.2 - 3 : Matrice des corrélations, et valeurs propres correspondantes

Sommeil | 1.00
Repos | .21 1.00
Repas c.| .21 .10 1.00
Repas r.| —.08 -.30 —.53 1.00
Travail | -.52 —.28 —.02 —.01 1.00
Ménage | .20 .08 —-.01 39 —.46 1.00
Visites | .27 —-.08 —-.07 10 —.47 .15 1.00
Jardin. | —.09 .19 43 -.64 08 -.37 —.02 1.00
Loisirs | —-.17 -.61 —.55 52 10 —.01 .12 -.39 1.00
Disques | .07 -.17 —-.15 52 —. 46 50 .30 —.42 25 1.00
Lecture | —. 44 —.21 -.15 38 24 08 —.36 —-.51 27 —.01 1.00
Courses | —.04 .18 -.17 —.03 —.56 23 .24 —.24 .01 .08 .18 1.00
Promen. | .00 .09 .04 —.02 —.45 .27 .18 —.01 —-.05 .40 -.03 .48 1.00
A pired | .17 15 —-.14 .28 —.38 .49 —.18 —.62 —.09 .48 .27 .37 .30 1.00
Voiture | —-.19 —.22 —.55 .21 -.15 .10 .27 .03 .44 —.09 .15 .23 —. 11 —.33 1.00
Fréqg.med| .40 .42 .37 —. 44 —.62 .05 .01 .18 —.45 .07 —.38 .30 .28 .28 —.33 1.00
i Somm Repo Reps Repr Trar Ména Visi Jard Lois Disqg Lect Cour Prom A pi Voit Frég
+ + + + +
{NUMER.| VALEUR |POURCENTAGES|POURCENTAGES | HISTOGRAMME DES 16 PREMIERES VALEURS PROFRES
| | PROPRE | | CUMULES |
| l ‘ 3'871 ‘ 24_20 ‘ 24.20 ‘ EEEEE R EREEE S SRR R R R R R EEEEEEREEE SR SRR SRR RS R R R R R R R R R
| 2 ‘ 3_660 ‘ 22_88 ‘ 47_07 ‘ IR RS EEE RS SRR E R R EE R EEEEEEERREEEEEE SR AR R R R R R R ]
’ 3 ‘ 2_006 1 12'54 ‘ 59.61 1 R R R R S R S R R E R RS R
‘ 4 I 1.514 | 9.47 | 69.08 | R R R R SRR R R RS E AT AR EEEEEE N
| 5 ] 1.126 1} 7.04 | 76.12 | KA E R KRR AR AR KA KR AKX
| 6 [ .837 ’ 5_23 ‘ 81.35 ‘ I EEEEREREREEEEEEE SR
| 7 ‘ '766 ‘ 4'79 ‘ 86_15 ‘ EEEREREEREEEEEEEE]
} 8 | .596 | 3.73 | 89.37 | FEexEExLxaxx
| | 444 | 2.78 { 92.65 | FrAFEx R
|10 i 374 1 2.34 | 94.9¢ [
|11 .246 1 1.54 | 96.53 | oREEEEE
12 L2224 1.39 | 97.92 | Axxx*
|13 | 161 b 1.01 | 98.93 [
14 | L1141 .72 | 99.64 | xxx
I 15 1 L0370 .23 | 99.88 | *
|16 | .019 | 212 [100.00 | *
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La matrice des corrélations (tableau 1.2 - 3) nous fournit des éléments de
description des associations entre variables actives. Sa lecture nous donne
une premiére idée du réseau d'interrelations existant entre les variables,
mais l'analyse en composantes principales va permettre d'obtenir une
synthése de ces liaisons.

Le premier résultat est constitué par la liste des valeurs propres et des
pourcentages de variance (cf. tableau 1.2 - 3). La somme des valeurs propres
est égale au nombre de variables soit 16. Les deux premiers axes fournissent
presque la moitié de l'inertie (47%) mais l'on sait que ces quantités sont
d'interprétation délicate. On note cependant, a la vue de I'histogramme,
qu'il existe une concentration nette du nuage dans un sous-espace a deux
dimensions, le plan factoriel principal.

On lira sur le tableau 1.2 - 4 les coordonnées des points variables sur les trois
premiers axes ainsi que les coordonnées des extrémités des axes unitaires (cf.
§ 1.2.6) destinés a une éventuelle représentation simultanée des individus
et des variables. Les deux premiéres valeurs propres étant voisines (3.871 et
3.660), leurs racines carrées le sont également (1.97 et 1.91) et donc les
nuages bidimensionnels des points variables et des anciens axes unitaires
auront des allures trés voisines (cf. § 1.2 - 6).

Tableau 1.2 - 4
coordonnées des variables actives sur les axes 133

VARIABLES COORDONNEES ANCIENS AXES UNIT.
1 2 3 1 2 3

Sommeil .22 -.52 .18 .11 -.27 .13
Repos .46 -.40 -.17 .23 -.21 -.12
Repas chez so1 .67 -.15 -.23 .34 -.08 -.17
Repas restaurant -.84 .00 -.07 -.43 .00 -.05
Travail rémunéré .05 .88 -.34 .03 .46 -.24
Ménage -.40 ~.57 -.08 -.20 -.30 -.06
Visite a amis -.13 -.33 .73 -.07 -.17 .52
Jardinage, Bricolage .76 .22 .35 .39 .11 .25
Loisirs extérieur -.72 .30 .30 -.37 .16 .21
Disque cassette -.53 -.53 .01 -.27 -.27 .01
Lecture livre -.54 .24 -.50 -.27 .12 -.36
Courses démarches -.21 -.54 .11 -.11 -.28 .08
Promenade -.10 -.58 .04 -.05 -.30 .03
A pied -.37 -.62 -.57 -.19 -.33 -.40
En Voiture -.41 .22 .65 -.21 .11 .46
Fréquentation Média .49 -.68 -.05 .25 -.36 -.03

La figure 1.2 - 22 donne une représentation des variables sur les deux
premiers axes factoriels. Les données étant ici centrées réduites, les
coordonnées des variables sur les axes sont les coefficients de corrélations
entre ces variables et les facteurs.

Le premier axe oppose les activités extérieures ou d'ouverture (lecture,
loisir extérieur, repas restaurant, déplacement en voiture) a des activités
plus intérieures (jardinage, jeux, bricolage, repas chez soi). Le deuxiéme axe
oppose essentiellement l'activité professionnelle (travail rémunéré) aux
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activités de temps disponible ou libre (promenade, disque cassette,
fréquentation média) mais aussi le temps passé au ménage et au sommeil.

F2

Travail rémun.

Loisirs ext

Jardin, Bric.

Repas chez soi

Somimeil
Inade

Depl. a pied

-1

Figure 1.2 - 22
Représentation des 16 variables actives dans le plan des facteurs 1 et 2

Les variables supplémentaires (tableau 1.2 - 5 et figure 1.2 - 23) relatives aux
déplacements et aux médias illustrent ces propos. Les activités "total
déplacement" et "total domicile” caractérisent bien le premier axe. La presse
quotidienne et surtout le cinéma sont corrélés aux activités dites
d'ouvertures, pour lesquelles le temps passé en déplacement est important.
Le temps passé au domicile est pratiquement au centre de gravité des
activités Repos, Jardinage-bricolage, Repas chez soi, Télévision, qui est le
media dominant en durée.
Tableau 1.2 - 5

Coordonnées des variables supplémentaires
(ou illustratives) sur les axes 1 a 3

VARIABLES COORDONNEES

1 2 3
Autres activités .08 .16 .04
Total Domicile .67 -.50 -.21
Total Déplacement -.72 .05 .14
Habitudes Cinema -.87 -.11 -.14
Habitudes Radio. -.27 -.57 .07
Habitudes Télévision .04 ~-.55 .34
Habitudes Presse Quot -.39 .01 -.70
Habitudes Presse mag -.24 -.38 -.26
Habitudes Hebdo-News -.46 .20 -.48
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Hab. News

Autres activités

1 Totl Hab. Presse

- déplacements

: Hab. Cinéma
; Hab. Presse

Magazil :
agazine Total domicile

Hab. Radio Télévision

.~1..

Figure 1.2-23
Positionnement des variables supplémentaires
(plan de la figure 1.2 - 22)

On pressent le rdle de certaines caractéristiques socio-économiques, qui
seront positionnées dans l'espace des individus. Les positions des individus
dans le plan factoriel (tableau 1.2-6 et figure 1.2-24) vont permettre
d'expliquer certaines des corrélations observées.

Ainsi, deux groupes (1133 et 1134) se distinguent a l'extréme gauche du
premier axe: il s'agit de jeunes actifs instruits des grandes métropoles
régionales ou de Paris, qui ont un profil d'activité typé (lecture, repas au
restaurant, ....), expliquant & eux deux 35% de la variance le long de cet axe.

Le second groupe (1115 : jeunes peu instruits habitant dans des communes
de profils variés) se distingue sur le deuxiéme axe (contribution de 26%).
Remarquons aussi que ce méme groupe a une distance a l'origine des axes
(colonne DISTO, c'est-a-dire carré de la distance a l'origine) anormalement
élevée (47.51) qui confirme son atypicité.

On vérifie sur le tableau de données 1.2 -1 que ce groupe a un temps de
travail moyen exceptionnellement faible (208.8, valeur qui est d'ailleurs le
minimum de cette variable donné par le tableau 1.2 -2) et des temps
maxima pour "déplacement a pied" et "fréquentation média" (il s'agit
essentiellement d'écoute télévision).

Souvent, dans les applications en vraie grandeur, les individus sont
beaucoup plus nombreux et les identificateurs renvoient en général a un
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numéro de questionnaire ou d'observation. Les variables nominales sont
alors projetées selon la procédure indiquée au paragraphe 1.2.5.c.

Tableau 1.2 -6
Coordonnées, contributions et cosinus carrés
des individus sur les axes 1 et 2

INDIVIDUS COORDONNEES CONTRIBUT. COS. CARRE
IDENTIF. DISTO 1 2 1 2 1 2
1111 19.89 2.01 .85 3.8 W7 20 .04
1115 47.51 2.26 -5.11 4.9 26.4 11 .55
1121 10.55 -.71 1.01 .5 1.0 05 10
1122 13.29 -1.86 ~-.64 3.3 .4 26 03
1123 14.49 -1.28 ~-1.81 1.6 3.3 11 .23
1124 19.06 -2.72 -2.93 7.1 8.7 39 .45
1136 10.68 -.56 1.97 .3 3.9 03 .36
1133 27.04 -4.21 -.30 17.0 .1 66 00
1134 25.35 -4.29 -.91 17.6 .8 73 03
2111 12.86 1.91 2.12 3.5 4.5 28 35
2112 17.27 1.43 -1.68 2.0 2.8 12 16
2117 10.89 1.03 -2.16 1.0 4.7 10 43
2121 10.96 1.27 2.55 1.5 6.6 15 59
2122 7.92 .62 -.21 .4 .0 05 01
2123 8.33 .30 -.33 .1 .1 01 .01
2124 15.54 -.12 2.06 .0 4.3 00 .27
2131 7.39 .55 2.03 .3 4.2 04 .56
2132 24.45 -1.17 3.53 1.3 12.6 06 51
2133 7.85 ~-1.63 -.11 2.5 .0 34 00
2134 17.19 -2.54 1.36 6.2 1.9 37 11
3116 16.19 2.68 96 6.9 .9 45 .06
3117 15.96 2.43 -1.84 5.7 3.4 37 .21
3121 13.00 1.90 2.11 3.4 4.5 28 34
3122 17.31 2.12 -.95 4.3 .9 26 05
3123 10.26 .56 -1.74 300301 03 30
3136 9.09 1.56 .09 2.3 .0 27 00
3137 21.68 -1.55% .08 2.3 .0 11 00 AJ

Le tableau 1.2 - 7 fournit les coordonnées des modalités (ou catégories) de ces
variables qui sont, rappelons-le, les centres de gravité des individus
concernés.

Ces centres de gravité ont été portés sur la figure 1.2 - 24 et les modalités
contigués d'une méme variable nominale (il s'agit en fait de variables
ordinales) ont été jointes par des lignes polygonales. Dans I'hypothése ou
les groupes correspondant a une modalité particuliére pourraient étre
considérés comme tirés au hasard parmi les 27 groupes, ces centres de
gravité ne devraient pas s'éloigner beaucoup du centre de gravité du nuage
(origine des axes factoriels).

On peut convertir cette distance au centre de gravité en "valeur-test"!, qui
sera alors la réalisation d'une variable normale centrée réduite (deux
premiéres colonnes du tableau 1.2 - 7).

I Ces aides a l'interprétation sont abordées dans un cadre plus général a I'occasion de
l'analyse des correspondances multiples, au paragraphe 1.4.4.a.
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Tableau 1.2-7
Valeurs-test et coordonnées des modalités
supplémentaires sur les axes 1 et 2

MODALITES VALEURS-TEST COORDONNEES

IDEN — LIBELLE EFFECT. 1 2 1 2

. AGE
A-35 - Jeunes 9 -2.3 -1.6 -1.26 -.87
A+35 - Age-Moy 11 .3 1.8 .15 .83
A+50 - Ages 7 2.1 -.3 1.39 -.18

. Education
prim - primaire 7 3.0 -1.5 1.96 ~-.98
seco - secondaire 11 0 -.2 .01 -.08
supe - superieur 9 -2.8 6 -1.54 86

. Agglomération (EXTRAITS)
AGGl - - de 20 000 6 1.6 2.5 1.15 1.78
AGG2 - de 20 a 100 000 5 .3 .0 .23 .01
AGG3 - Plus de 100 000 5 -1.5 -1.1 -1.25 -.86
AGG4 - Paris 4 -2.6 .1 -2.42 -.11

Autrement dit, dans I'hypothése d'un tirage au hasard, la valeur-test d'une
catégorie supplémentaire a 95 chances sur 100 d'étre comprise dans
l'intervalle [ -1.96 et +1.96]'. Comme on le lit sur le tableau 1.2 - 7, la valeur-
test du point "Paris” sur l'axe horizontal est de -2.6. C'est une modalité dont
la position est significativement différente de l'origine.

La figure 1.2 -24, tout comme le tableau 1.2 -7, montrent que les trois
variables nominales permettent surtout d'identifier le premier axe,
opposant les jeunes instruits urbains aux personnes plus agées et moins
instruites. Seules les communes rurales (Agglol) semblent liées au second
axe.

Le lecteur de ces graphiques doit garder a l'esprit le fait qu'il s'agit ici
d'identification passive par des variables nominales d'une analyse réalisée
uniquement a partir des temps d'activité. Il ne s'agit pas d'une étude des
liaisons existant entre ces variables nominales, méme si certaines
proximités peuvent paraitre familiéres.

T Naturellement, l'intervalle de confiance précédent est trop étroit, car le test est répété
sur plusieurs modalités ; il convient de ne le considérer que comme donnant un ordre
de grandeur.



Section 1.3

Analyse des Correspondances

L'analyse des correspondances, présentée sous ce nom et développée par
Benzécri (1969), a un certain nombre de précurseurs, parmi lesquels il faut
citer Guttman (1941), Hayashi (1956).

Comme l'analyse en composantes principales, l'analyse des
correspondances peut étre présentée selon divers points de vue. Il est
d'ailleurs difficile de faire I'historique précis de cette méthode. Les principes
théoriques remontent probablement aux travaux de Fisher (1940) sur les
tables de contingences, dans un cadre de statistique inférentielle classique.
Depuis les travaux de Benzécri (1973) et de Escofier-Cordier (1965), on utilise
surtout les propriétés algébriques et géométriques de l'outil descriptif que
constitue l'analysel. Cette méthode n'est pas un cas particulier de l'analyse
en composantes principales bien que l'on puisse se ramener a cette
technique en faisant des changements de variables appropriés (4 condition
de traiter chaque espace séparément). On peut la présenter comme un cas
particulier de I'analyse canonique (cf. section 3.1) lorsque les données ont un
codage "disjonctif" et également comme un cas particulier de l'analyse
discriminante (cf. section 3.3). On peut enfin montrer qu'il s'agit de la
recherche de la meilleure représentation simultanée de deux ensembles
constituant les lignes et les colonnes d'un tableau de données (cf. § 1.3.3).

1.3.1 Domaine d'application

L'analyse des correspondances a un domaine d'application différent de
I'analyse en composantes principales. Alors que l'on réserve cette derniére
aux tableaux de mesures éventuellement hétérogénes et au traitement de
variables numériques continues, I'analyse des correspondances est une
méthode adaptée aux tableaux de contingence et permet d'étudier les
éventuelles relations existant entre deux variables nominales. Nous
verrons & la section suivante (1.4) qu'elle fournit, par extension, des
descriptions satisfaisantes de certains tableaux de codages discontinus.

Le tableau de contingence (dit aussi de dépendance, ou tableau croisé) est
obtenu en ventilant une population selon deux variables nominales.

1 Les ancétres les plus lointains de I'analyse des correspondances seraient, de fagon
tout a fait indépendante, Richardson et Kuder (1933) et Hirschfeld (1935). Les
premiers auteurs visaient une meilleure sélection des vendeurs de la société Procter and
Gamble, alors que le dernier étudiait une propriété de statistique mathématique. Cette
variété de contextes est caractéristique de I'analyse des correspondances, méthode
aussi utile en pratique que stimulante du point de vue théorique. Cf. les références
historiques de Hill (1974), Benzécri (1982 a).
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L'ensemble des colonnes du tableau désigne les modalités d'une variable et
I'ensemble des lignes correspond a celles de V'autre variable. De ce fait, les
lignes et les colonnes, qui désignent deux partitions d'une méme
population, jouent des rbles symétriques et sont traitées de fagon analogue.

1.3.2 Démarche et principe : une introduction élémentaire

Nous allons utiliser, pour illustrer notre propos, une table de contingence
de faible dimension pour laquelle le recours a I'analyse des correspondances
ne se justifie pas vraiment, mais qui va permettre de présenter de fagon
simple les principes de cette méthode et les propriétés qui en découlent!.
Bien que les lignes et les colonnes jouent un réle similaire, nous
conservons les mémes notations que pour l'analyse générale.

Considérons le tableau de contingence K a n lignes et p colonnes obtenu en
ventilant une population de 592 femmes suivant leurs couleurs des yeux et
des cheveux.

Tableau 1.3-1
Tableau de contingence,
répartition de 592 femmes suivant les couleurs des yeux et des cheveux.

couleur des cheveux
brun chétain roux blond Total
marron 68 119 26 7 220 ]
couleur | noisette 15 54 14 10 93
des vert 5 29 14 16 64
yeux bleu 20 84 17 94 215
Total 108 286 71 127 592

Source  Snee (1974), Cohen(1980)

En lignes est présentée la variable "couleur des yeux" a n = 4 modalités (ou

catégories) et en colonnes est donnée la variable "couleur des cheveux" a
p = 4 modalités.

A lintersection d'une ligne et d'une colonne, nous avons le nombre kij de
femmes ayant simultanément la couleur i des yeux et la couleur j de

cheveux. Le total marginal k; est le nombre de femmes ayant les yeux de
couleur i, alors que le total marginal k_]» est le nombre de femmes ayant les
cheveux de couleurj.

On a les relations suivantes :

r n
ki =2k k; =2k k=X ki
j : i,]

1 Une présentation technique plus détaillée sera I'objet des paragraphes suivants de la
méme section.
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qui, en termes de fréquences relatives, donnent lieu aux relations :
kij p n
fi== fi=Xfy fi=Xf; Xfi=1
] t Lj

Y-a-t-il indépendance entre la couleur des yeux et celle des cheveux ? Sinon
quels types d'associations existent entre ces couleurs ?

a — Transformations du tableau de contingence
Pour analyser un tableau de contingence, ce n'est pas le tableau d'effectifs
bruts qui nous intéresse mais les tableaux des profils-lignes et celui des
profils-colonnes c'est-a-dire les répartitions en pourcentage a l'intérieur
d'une ligne ou d'une colonne.

fij ki

fi ki

On note les profils-lignes :

Tableau 1.3 -2
Profils-lignes (pourcentages-lignes arrondis)

couleur des cheveux
brun chatain roux blond total
couleur | marron 31 54 12 3 100
des noisette 16 58 15 11 100
yeux | vert 8 45 22 25 100
bleu 9 39 8 44 100
profil moyen 18 48 12 22 100
ks
et les profils-colonnes : fi =4
fi ki

Le tableau 1.3 - 2 des profils-lignes (multipliés par 100) indique la répartition
de la couleur des cheveux pour chaque modalité de couleur des yeux. Ce
sont en somme les probabilités conditionnelles d'avoir les cheveux de la
couleur j sachant que les yeux ont la couleur i. Cette répartition sur
I'ensemble de la population étudiée donne le profil moyen :

Tableau 1.3 -3
Profils-colonnes (pourcentages-colonnes arrondis)

couleur des cheveux profil
brun chétain roux blond moyen
couleur | marron 63 42 37 6 37
des noisette 14 19 20 8 16
yeux | vert 5 10 20 13 11
bleu 19 29 24 74 36
total 100 100 100 100 100
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Le tableau 1.3 -3 des profils-colonnes (multipliés par 100) fournit la
répartition de la couleur des yeux suivant chaque modalité de couleur des
cheveux et le profil moyen de la couleur des yeux:

_ki
ﬂ._k

b — Hypothese d'indépendance

On s'intéresse aux liens éventuels entre couleurs des yeux et des cheveux.

On sait qu'il y a indépendance entre deux variables aléatoires i et j prenant
leurs valeurs sur deux ensembles de tailles n et p, dont la loi jointe est pij et
les lois marginales p; et pj.si pour tout i et pour tout j on a (avec les
notations usuelles) :

Pij = Pi.Pj
La traduction de cette relation en termes d'estimations empiriques est la
suivante :

fij = fi.f;

Naturellement, méme sous I'hypothése d'indépendance, une telle relation
n'est qu'approximativement vraie. Le classique test du x? de Karl Pearson
pour les tables de contingence permet précisément d'apprécier 1'écart entre
les lois empiriques f; etf; f;.

Consultons le tableau 1.3 - 4 des fréquences observées fij qui n'est autre que

la tableau 1.3 - 1 divisé par sa somme (592) et multiplié par 100 pour plus de
lisibilité.

Tableau 13-4
Tableau de fréquences observées

couleur des cheveux profil
brun chatain roux blond moyen
cotlleur | marron 11 20 4 1 37
des noisette 3 9 2 2 16
yeux | vert 1 5 2 3 11
bleu 3 14 3 16 36
profil moyen 18 48 12 21 100

Parmi les 37% de femmes aux yeux marrons par exemple, on devrait
observer, sous I'hypothése d'indépendance, 18% de femmes brunes (ce qui
ferait alors 7% de l'ensemble des femmes, au lieu des 11% réellement
observés), 48% aux cheveux chitains (ce qui ferait 18% au lieu de 20%), etc.

Construisons le tableau de "fréquences théoriques" f; f j sous I'hypothése
d'indépendance (cf. tableau [1.3 - 5]) :
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Tableau 1.3 - 5
Tableau de fréquences théoriques

couleur des cheveux profil
brun chatain roux blond moyen
couleur | marron 7 18 4 8 37
des noisette 3 8 2 3 16
yeux | vert 2 5 1 2 11
bleu 7 18 12 8 36
profil moyen 18 48 12 21 100

Cette hypothése s'exprime aussi sur les profils-lignes. En effet, il en découle
que, quelque soit j :

fioy

£
Si tous les profils "couleurs des yeux" sont identiques entre eux, et par
conséquent identiques au profil moyen correspondant, il y a indépendance
entre les couleurs des yeux et celles de cheveux puisque la connaissance

d'une couleur des yeux ne change pas la répartition de la couleur des
cheveux.

1l en est de méme pour les profils-colonnes ol1, quelque soit i :

fi

==k

fj
Ainsi, examiner les proximités entre les profils revient a examiner la
proximité entre chaque profil et son profil moyen, ce qui permet d'étudier la
liaison entre deux variables nominales, c'est-a-dire 1'écart a 1'indépendance.
Sur un tableau de dimension importante, la lecture directe des profils-lignes
et des profils-colonnes est difficile, ainsi que la comparaison de ces profils
avec leur profil moyen.

Nous allons voir comment la construction du nuage, le choix du critére
d'ajustement et celui de la distance, s'imposent de par la nature méme des
données analysées.

¢ — Construction des nuages

Pour l'analyse d'un tableau de contingence, nous raisonnerons en termes de
profils, ce qui permet de rendre comparables les modalités d'une méme
variable. Les proximités entre les points s'interpréteront en terme de
similitude.

- Nuage des n lignes

L'ensemble des profils-lignes forme un nuage de n points dans l'espace des
p colonnes et représente ici le nuage des 4 modalités de couleurs des yeux.

Chaque point i a pour coordonnées dans R?:

fi . _ }
{fi.’] L2,..,p
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1l est affecté d'une masse f; qui est sa fréquence relative.

P f.

Puisque 3, fi: 1, les n points du nuage sont situés dans un sous-espace a
j=1fi.

p-1 dimensions.

Le centre de gravité de ce nuage est la moyenne des profils-lignes affectés de
leurs masses et correspond au profil moyen, c'est-a-dire au profil de la
couleur des cheveux sur l'ensemble de la population. Sa jé"¢ composante
vaut :

noofi

YhE=f

i=1 i
C'est la fréquence marginale des colonnes.

- Nuage des p colonnes

De la méme fagon, I'ensemble des p profils-colonnes constitue un nuage de
p points dans l'espace des n lignes et représente ici le nuage des 4 modalités
de couleur des cheveux.

Les coordonnées dans R" du point j sont données par :

{%;i=1,2,...,n}

Chaque point est affecté d'une masse f i

Les p points du nuage sont situés dans un sous-espace a n-1 dimensions
n f.
puisque Zfi =1
i:]fj
Le centre de gravité du nuage des profils-colonnes est le profil moyen de la
couleur des yeux. Sa i€ composante vaut :

P f
2fj f_] =£.
j=1 " Jj

C'est la fréquence marginale des lignes.

d — Critere d'ajustement

On cherche & représenter géométriquement les similitudes entre les
différentes modalités d'une méme variable, ce qui nous conduit a
représenter les proximités entre les profils et le profil moyen défini sur
I'ensemble de la population!. Ceci nous améne, comme en analyse en

1 Un nuage de points concentré autour de son centre de gravité est un nuage dont les
points-profils sont proches du profil moyen, et donc traduira une certaine
indépendance entre les deux variables nominales.
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composantes principales dans le cas des points-individus, & considérer le
nuage de points centré sur son centre de gravité.

Dans la construction des nuages de R” et de R” (cf. tableaux 1.3 -2 et 1.3 - 3),
le choix des profils comme coordonnées donne a toutes les modalités de
couleur des yeux et celles de cheveux la méme importance. L'importance est
cependant restituée au travers de la masse affectée a chaque point
(proportionnelle & sa fréquence), afin de ne pas privilégier les classes
d'effectifs faibles et de respecter la répartition réelle de la population. Cette
masse interviendra d'une part lors du calcul des coordonnées du centre de
gravité du nuage et d'autre part dans le critére d'ajustement.

Pour le calcul de l'ajustement, la quantité & rendre maximale sera donc la
somme pondérée des carrés des distances entre les points et le centre de
gravité du nuage (c'est-a-dire l'inertie de la droite d'allongement maximum
du nuage) en utilisant une distance entre profils qu'il reste a définir.

e — Choix des distances

La distance euclidienne usuelle entre deux points-lignes exprimée sur le
tableau d'effectifs bruts ne ferait que traduire les différences d'effectifs entre
deux modalités de couleurs des yeux. En revanche, la distance euclidienne
usuelle entre deux profils-lignes traduit bien la ressemblance ou la
différence entre les deux couleurs des yeux sans tenir compte des effectifs
totaux de ces modalités :

P/LFf fo 2
a2(i,i') = z[fi—ﬁ—’J

j=1 fi f
Cependant, cette distance favorise les colonnes qui ont une masse f.]-
importante c'est-a-dire les couleurs de cheveux qui sont bien représentées
dans la population étudiée.
Pour remédier a cela, et aussi pour d'autres propriétés qui seront
développées ci-dessous, on pondére chaque écart par l'inverse de la masse
de la colonne et l'on calcule une nouvelle distance appelée! la distance du

2

2 L1 ﬁ'j ﬁ"j‘z
#o0- S35 .
On définit de la méme maniére la distance entre les profils-colonnes par :
n 7 ey 2
a%(j,j’) = i[fi—fi] [13-2]
i=hi\fi fi

TL'inertie totale des nuages de points lignes (ou de points colonnes) calculée avec cette

distance est proportionnelle au classique x2 de Karl Pearson utilisé pour éprouver
l'indépendance des lignes et des colonnes d'une table de contingence. D'oti le nom de

distance du 2
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i

profili: £

“couleur des {24 ki

©) [ yeux: noisette”  Ji.
profil i’ £

“couleur des {1 Jiy

@ yeux: bleu” .
i| | poids des colonnes f]

Figure 1.3-1
Distance du 2

C'est cette distance pondérée, ainsi que le r6le symétrique joué par les lignes
et les colonnes du tableau de contingence, qui particularisent 'analyse des
correspondances et lui assurent des propriétés remarquables que ne posséde
pas l'analyse en composantes principales : 1'équivalence distributionnelle et
les relations de transition.

f — Equivalence distributionnelle

La propriété d'équivalence distributionnelle permet d'agréger deux
modalités d'une méme variable ayant des profils identiques en une
nouvelle modalité affectée de la somme de leurs masses, sans rien changer,
ni aux distances entre les modalités de cette variable, ni aux distances entre
les modalités de 'autre variable.

Si par exemple les deux profils-lignes i’ et i” sont identiques dans RF, on les
agrége en un profil-ligne i dont la masse sera la somme des fréquences des
deux profils i" et i”. Les deux points i’ et i” étant confondus cela ne modifie

pas la configuration du nuage de points dans R”.

R? rR?
o .0 o .0
) cle

) el 2 . o . *
. /,'g.\(i"; £ * | ’A\(i}fi'ﬂ‘ fi)

° / L4

ok - ol _

Figure 1.3-2
Equivalence distributionnelle : points-lignes confondus
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Mais surtout, les distances entre colonnes restent inchangées. Il en est de
méme pour des profils-colonnes dans R” ayant les mémes propriétés.

Cette propriété est fondamentale puisqu'elle garantit une certaine
invariance des résultats vis-a-vis de la nomenclature choisie pour la
construction des modalités d'une variable, sous condition de regrouper des
modalités aux profils semblables.

On ne perd pas d'information en agrégeant certaines classes et I'on n'en
gagne pas en subdivisant des classes homogénes.

o

n e

i=iH"

Fovge o B0 L B

E

a0

a%j) —m——» d%)

Figure 1.3-3
Equivalence distributionnelle : invariance des distances entre colonnes
vis-a-vis de l'agrégation des lignes

Prenons le cas de deux tables de contingences issues du recensement de la
population, 'une croisant professions et départements, l'autre professions
et régions. Sous I'hypothése d'homogénéité des départements d'une méme
région par rapport aux professions, il sera équivalent de réaliser l'analyse
des correspondances sur les départements et sur les régions. Les
configurations du nuage des professions, pour les deux analyses, seront
semblables (voir la démonstration au § 1.3.3.a).

g — Relations de transition ou quasi-barycentriques

Une des caractéristiques de l'analyse des correspondances est 'existence de
relations de type barycentrique qui lient graphiquement les deux variables
représentées en ligne et en colonne.

L'idée est simple et revient a représenter les histogrammes des profils-
colonnes dans le nuage des profils-lignes et réciproquement.

Supposons fixé le nuage des couleurs des yeux (nuage des profils-lignes)
dans un espace & 2 dimensions comme représenté sur la figure 1.3 -4. Le
centre du graphique représente le profil moyen (la distribution marginale)
des couleurs des yeux.
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axe2
y.MARRON y-BLEU
*
axe 1
Ld
y.NOISETTE
.
y.VERT
Figure 13-4

Nuage des couleurs des yeux

Considérons maintenant I'histogramme décrivant le profil des cheveux
bruns suivant la couleur de yeux (cf. tableau 1.3-3 des profils-
colonnes) représenté figure 1.3 - 5.

cheveux bruns

y. y. y. y.
marron noisette vert bleu

Figure 1.3 -5
Histogramme des cheveux bruns

Cet histogramme va permettre de positionner le point-colonne "cheveux
bruns” dans le nuage des points-lignes (le nuage des couleurs des yeux):
chaque point i représentant une couleur des yeux est pondéré par sa
fréquence relative telle qu'elle est décrite par I'histogramme.

jaxe2
i
y.MARRON y.BLEU
\ ch.brigis
axe 1
barycentre des
points i

'couleurs des yeux

y.NOISETT

y.VERT

Figure 1.3 - 6
Position du point "cheveux bruns"
comme barycentre des points "couleurs des yeux"
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On construit ainsi le barycentre de ces points qui correspond au point
"cheveux bruns". Il est contenu dans une enveloppe convexe constituée par
I'ensemble des points pondérés (cf. figure 1.3 - 6). Cette modalité sera attirée
par les yeux marrons, compte tenu de sa masse plus élevée. Elle sera par
contre éloignée des yeux verts.

Chaque point j “couleur des cheveux” est ainsi un barycentre particulier des
points i "couleur des yeux", le point i étant affecté de la masse "part de la
couleur i des yeux sachant que la couleur des cheveux est j", (c'est-a-dire le
profil-colonne fii /f i)'

axe 2
y.MARRON y.BLEU

. *
brun ch.blon

. axel
ch.chatains

*

ch.roux

y.NOISETTN

Figure 1.3-7
Représentation des points "couleurs des yeux" et positionnement
des points "couleurs des cheveux" en barycentres

y.VERT

Si l'on considére maintenant le nuage des profils-colonnes, c'est-a-dire le
nuage des couleurs des cheveux, il est naturel de procéder de la méme fagon
et de représenter I'histogramme de chaque couleur des yeux dans ce nuage.

On positionne donc chaque point-ligne i "couleur des yeux" comme
barycentre des points j "couleurs des cheveux" pondérés par la part de la
couleur j des cheveux dans la couleur i des yeux, donnée par les profils-
lignes { fij / £} (cf. figure 1.3 - 8).

ch.BRUN

ih.BLOND
axe 1

ch.ROUX

Figure 1.3-8
Représentation des points "couleurs des cheveux” et positionnement
des points "couleurs des yeux" en barycentres
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Les relations barycentriques vont justifier et donner un sens a la
représentation simultanée des deux nuages définis dans les deux espaces.

h — Justification de la représentation simultanée

D'apreés le schéma de l'analyse générale, on pourrait envisager 1'analyse des
deux nuages de points de maniére indépendante et I'interpréter comme une
analyse en composantes principales o toute l'information entre les deux
nuages transite par les facteurs de mémes rangs. Compte tenu des relations
barycentriques, il en est autrement en analyse des correspondances.

Ces relations montrent qu'il existe une possibilité de représentation
particuliére! : il est possible de positionner chaque point d'un nuage parmi
l'ensemble des points de l'autre nuage.

Ainsi, dans le nuage des profils-lignes, chaque profil-colonne est au
barycentre des points du nuage. Projeté sur un plan, nous disposons d'une
premiére représentation simultanée (cf. figure 1.3 -7). De méme, chaque
profil-ligne est barycentre de I'ensemble des profils-colonnes et constitue,
avec les axes de mémes rangs, une deuxiéme représentation simultanée (cf.
figure 1.3 - 8).

Mais nous voulons une seule représentation simultanée des deux nuages
de points et la situation idéale serait de les superposer.

chBRUN Jaxe2
yMARRON y-BLEU
ch.BLOND
axe ]l
ch.CHATAHP
y.NOISETTE
*
ch.ROUX v.VERT
Figure 1.3-9

Représentation simultanée;
Relations quasi-barycentriques

Ceci est a priori impossible par définition méme du barycentre puisque
chaque ensemble devrait alors étre contenu dans l'autre. Il est cependant
possible de forcer cette représentation en dilatant (sur chaque axe) les centres
de gravité (figure 1.3 - 9). On pourra alors représenter sur de mémes axes (et

1 Cette possibilité est due au fait que les coordonnées d'origine (les profils) sont des
nombres positifs dont la somme vaut 1.
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donc sur un méme plan) l'ensemble des lignes et des colonnes afin
d'approcher au mieux la situation idéale. Les relations seront quasi-
barycentriques (cf. § 1.3.3).

Les yeux bleus s'associent aux cheveux blonds, les yeux marrons aux
cheveux bruns. Les cheveux roux sont attirés par les yeux noisettes et verts
qui les caractérisent. La catégorie des cheveux chitains est assez proche de
l'origine du plan représentant le profil moyen et n'est spécifique d'aucune
couleur des yeux!.

Nous verrons que le déroulement de I'analyse des correspondances, compte
tenu des rdles symétriques des lignes et des colonnes du tableau de
contingence et des propriétés de la distance du 2, aboutit naturellement
aux relations barycentriques (2 un coefficient preés qui est le coefficient de
dilatation permettant la représentation simultanée unique).

1.3.3 Schéma général de I'analyse des correspondances

L'analyse des correspondances revient a effectuer l'analyse générale d'un
nuage de points pondérés dans un espace muni de la métrique du z2. On
fera donc référence a l'analyse générale avec des métriques et des critéres
quelconques (cf. § 1.1.6.a).

a — Géométrie des nuages et éléments de base

Contrairement a l'analyse en composantes principales, le tableau de
données subit deux transformations, l'une en profils-lignes, l'autre en
profils-colonnes, a partir desquelles vont étre construits les nuages de points

dans R? et dans R" (figure 1.3 - 10).

Pour faire le lien avec I'analyse générale (cf. section 1.1), nous adopterons
des notations matricielles (figure 1.3 - 11).

Les transformations opérées sur le tableau des données peuvent s'écrire a
partir des trois matrices F, D et Dp qui définissent les éléments de base de
I'analyse.

F d'ordre (n,p) désigne le tableau des fréquences relatives ; D d'ordre (n,n)
est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les marges en
lignes f; ; Dp est la matrice diagonale d'ordre (p,p) des marges en colonnes

£

1 On dispose le plus souvent d'un tableau de données de dimension importante et la
représentation du nuage des points non dilaté et des barycentres correspondants, dans
un des espaces, fournit un graphique confus puisque les barycentres seront souvent
rassemblés prés de l'origine du plan. Une seule représentation simultanée, la
représentation dite quasi-barycentrique, du fait de la dilatation des nuages de points
qu'elle nécessite, offre I'avantage d'une lecture plus facile du graphique.
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Tableau de contingence K
i
i ——k‘ij —
Profils-lignes Fréquences relatives F Profils-colonnes
j7' JI i
i—Lﬁ—1<—i—fij— —>1—-/L—J
Ji. | 1
I I
7] [ T ]
nuage des 7 points nuage des p points
dans R? dans R"
L - . *
. o ® e * * ™ * %
* - . : * *
Rp\lv' . R" 4‘: *
Figure 1.3 -10
Transformations du tableau de contingence
j Marges-lignes D |
¥
Fré T fij AL .
requences ~ Profils-lignes D F
relatives F n
0 (Jiy
fi 0
<
0
0 P —p» Profils-colonnes D’Fl,F '
(i}
Marges-colonnes Dy, fi®

Figure 1.3 -11
Fréquences, marges, profils
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Les deux nuages de points (dans I'espace des colonnes et dans l'espace des
lignes) sont construits de maniére analogue. Nous récapitulons ici les
éléments de base de l'analyse qui vont permettre la construction des
facteurs.

Tableau 13 -6
Les éléments de base de l'analyse : récapitulation

Nuage de n points-lignes | Eléments —, | Nuage de p points-colonnes
dans l'espace RP de base dans l'espace R"
X =D,'F X=Dy'F'
p coordonnées (point-ligne 7 ) Analyse du 1 coordonnées (point-colonne j )
. tableau X i
fi , pour j=1, 2, ..,p. )—{IJ— , pouri=1,2,..,n
fi fj
=Dj! M=D;!
) avec
i)= z ( f_J la métrique M = 2 fl _ﬁ_]
VA7 A
N=D, et le critére N N=Dp,
masse du pointi: f; masse du point j: f;
Remarques

1) La matrice N des masses dans un espace est liée & la métrique M utilisée dans
l'autre espace.

2) Il existe une différence fondamentale avec I'analyse en composantes principales :
les transformations faites sur les données brutes dans les deux espaces sont
identiques (car les ensembles mis en correspondance jouent des rdles analogues).
Elles correspondent a des transformations analytiques différentes : le tableau des
nouvelles coordonnées dans l'espace des colonnes n'est pas le simple transposé de
celui des nouvelles coordonnées dans 1'espace des lignes. En composantes
principales, des transformations trés différentes conduisaient & une méme formule
analytique.

Démonstration de l'équivalence distributionnelle

La distance du x2 a pour effet d'accorder une méme importance, d'une part
aux colonnes quelles que soient leurs fréquences relatives dans le calcul de
la distance entre deux profils-lignes, et d'autre part aux lignes s'il s'agit du
calcul de la distance entre profils-colonnes.

Elle offre I'avantage de vérifier le principe d'équivalence distributionnelle!
(cf. figure 1.3 - 2). Ce principe assure la robustesse des résultats de l'analyse

1 La distance euclidienne usuelle entre profils ne possdde pas la propriété
d'équivalence distributionnelle, mais d'autres distances possédent cette propriété (cf.
Escofier, 1978).
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des correspondances vis a vis de l'arbitraire du découpage en modalités des
variables nominales. Il s'exprime de la fagon suivante dans RP:

si deux points-lignes i1 et i sont confondus dans R?, on a pour tout  :
Joj _Jai _ Sy
fo. fo S

ﬁﬂ' +ﬁ2f _ fl_o]
fotfy  fi

D'ot1, puisque les dénominateurs sont égaux, on a pour tout j :
ﬁlj +ﬁzf =fi0]

Les calculs des quantités f; =3 f; ne sont donc pas affectés et les distances
i
dX( i,i’) données par la formule [1.3 - 1] sont invariantes.

[1.3-3]

On a en particulier :

Montrons maintenant que les distances entre colonnes ne changent pas. La
distance d2(j,j’) donnée par la formule [1.3 - 2] contient entre autres les deux
termes A(i1) et A(iz) correspondant aux indices i et iz :

2 2
Aty Aty =L Il 1oy
Lo 5 Sl B U S

Ces deux termes sont remplacés par un seul terme A(ip) tel que:
2
Alig)=—L foi _fuit
fo Ui fi

Remarquons par exemple que :

2
'flﬂ fiﬁ'

fiufi fufy

A(ip) et A(iz) s'écrivent de la méme fagon et les quantités entre accolades
sont égales, d'aprés la relation [1.3 - 3], & un méme nombre que l'on notera
B. On a donc:

Alip) =,

A(i1)+A(i2)=f,-1.B+fi2.B=f,~O,B=A(io)

D'ou1 l'invariance de la distance d2(j,j’).

b — Critére a maximiser et matrice a diagonaliser

Nous voulons représenter graphiquement les proximités entre profils.
Nous nous plagons donc, dans les deux espaces, aux centres de gravité des
nuages. Cependant, et c'est la une des particularités de l'analyse des
correspondances, il est équivalent de procéder a l'analyse par rapport a
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l'origine ou par rapport aux centres de gravité, & condition de négliger dans
le premier cas 'axe factoriel qui joint l'origine au centre de gravitél.

Nous commencerons par effectuer 'analyse générale par rapport a l'origine,
I'expression des formules étant plus simple, puis nous montrerons, au
paragraphe 1.3.7, I'équivalence avec l'analyse effectuée par rapport aux
centres de gravité,

Plagons-nous dans l'espace des colonnes? R? et cherchons l'axe d'inertie
maximum du nuage des points-lignes passant par l'origine O et engendré

par un vecteur-unitaire u pour la métrique DBI. Ceci nous améne a

maximiser la somme pondérée des carrés des projections sur l'axe (cf.
§1.1.1) c'est-a-dire:

Max(Y £ d%(i,0)}
o
et a rendre maximale la quantité:
-l p-lpp-1
u Dp F'D_ FDp u
avec la contrainte :
P, =
u Dp u=1
u est vecteur propre de la matrice :
-l —1
S=F'D_ FDp
associé a la plus grande valeur propre A différente de 1.

La matrice a diagonaliser est donc la matrice S de terme général :
s o S Jifi
4 iz1fifj
De la méme fagon, on doit rendre maximum dans R", la quantité :
—lrny-1p -1
v'D, FDp F'D_ v
avec la contrainte :
1.
v'D v=1
v est vecteur propre de la matrice :

S |
T=FD,'F'D,

1 Cet axe est associé 2 la valeur propre égale A 1, appelée valeur propre triviale.
2Compte tenu de la symétrie du tableau de contingence, les démonstrations dans
l'autre espace se déduisent par permutation des indices i et j (c'est-a-dire transposition
de F et permutation des matrices Dp et Dy ).
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¢ — Axes factoriels et facteurs

Nous supposons ici que p correspond a la plus petite dimension du tableau
de données. Aprés avoir écarté la valeur propre triviale égale a 1 etle
vecteur propre associé, nous retenons, de la diagonalisation de la matrice,
les p-1 valeurs propres non nulles et les vecteurs propres associés. Nous
obtenons ainsi au plus p-1 axes factoriels.

Tableau 1.3 - 7
Eléments de construction de I'analyse

Dans R? < Eléments de construction — Dans R"
S=F DEIFD};1 Matrice a diagonaliser T= FD;IF' D;l
Suy =Agugy Axe factoriel Tvy =AqVa
Vo = D;lFD;)lua _ Qg = DEIF' D lv,

b g Coordonnées factorielles
Yo = ]E’Ifojuaj L Paj = ZEvaz
Les coordonnées factorielles sont centrées :
%ﬁ Vai = ijfl’a] =0 [1.3-4]
i=
et de variance égalea A :
Zfz wo= Zf 105 = *a [1.3-5]

i=1

d - Relation entre les deux espaces

L'analyse générale a montré que les matrices S et T ont les mémes valeurs
propres non nulles Ay et qu'entre le vecteur propre unitaire ugy de S associé

a Mg et le vecteur propre unitaire vy, de T relatif & la méme valeur propre, il
existe les relations dites de transition :

-1 gppt

Vg = MFDP g, [1.3-6]
1 -1

Ug =WF Dy v, [L3-7]

La comparaison de ces relations avec les expressions des coordonnées
factorielles :

Vo =Dy 'FDG My, [13-8]
et 0o = DElF' D vy [13-9]
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montre que celles-ci sont liées aux composantes des axes de l'autre espace
par les formules :

—1
Vo =yAaDh vy [1.3-10]
-1 -
9n =yAaDyluq [1.3-11]

C'est-a-dire, explicitement :

Vo = I3 Vai
VAq

Poj = 7 Uaj
fj

e — Relations de transition (ou quasi-barycentriques)

Les substitutions dans la relation [1.3 - 9] de vq par sa valeur tirée de [1.3 - 10]
et dans la relation [1.3 - 8] de uq par sa valeur tirée de [1.3 - 11] conduisent
aux relations fondamentales existant entre les coordonnées des points-

lignes et des points-colonnes sur l'axe o, les relations quasi-barycentriques :

1 fJ [1.3-12]
Vel = T; 1 fl
f

T=1 1f] [1.3-13]

Ainsi, au coefficient de dilatation \/71&_ prés, les projections des points

représentatifs d'un nuage sont, sur un axe, les barycentres des projections
des points représentatifs de I'autre nuage.

1.
d'un point i & partir de tous les points j (relation [1.3 - 12]) n'est autre que le
tableau des profils-lignes.

La matrice de terme général [; J permettant de calculer les coordonnées

La coordonnée de la modalité i d'une des variables est la moyenne des
modalités j de l'autre variable pondérées par les fréquences conditionnelles
du profil de i. De méme, la relation [1.3 - 13] montre que la coordonnée de la
modalité j est la moyenne de 'ensemble des modalités i pondérées par les
fréquences conditionnelles du profil de j.

Remarques

1) Toutes les valeurs propres sont nécessairement inférieures ou égales a 1. En effet
puisque :

P £
AaVai= Zfl Paj
j=1/i.

ona:
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minl 9oj ] < \Aa Wai < max{ 9o
(j) (j)
d'oti:
ngz)x{\/ﬂ Vail < "g)x{(l’aj}
De la méme maniére, ona:
T?)x{m(paj} < NZ?)X{Wai}
comme Ay >0
rgﬂdigwwS1%ﬂ¢@]

et finalement:
Ao < I

2) Les relations quasi-barycentriques ne sont pas des cas particuliers des relations
de transitions établies lors de I'analyse générale car les matrices "de passage” ne
sont pas transposées I'une de l'autre.

f - Représentation simultanée

Les relations quasi-barycentriques justifient la représentation simultanée
des lignes et des colonnes. La figure 1.3 - 12 illustre schématiquement le
processus de l'analyse des correspondances.

DA——
colonnes
n lignes tableau é
de
contingence

nuage den pomts nuage de p pomts

dans R” dansR"

¥

A G A Lo
? A :'0‘ .

relations quasi-barycentriques

N A
A*7£*

représentation simultanée

Figure 1.3 -12
Schéma de la représentation simultanée
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Si les méthodes factorielles sont fondées sur le calcul des distances entre
points-lignes et entre points-colonnes, la distance entre un point-ligne et un
point-colonne n'a pas de sens puisque ces points sont dans des espaces
différents. L'analyse des correspondances offre cependant la possibilité de
positionner et d'interpréter un point d'un ensemble relatif & un espace par
rapport a I'ensemble des autres points définis dans l'autre espace.

g — Autre présentation de 1'analyse des correspondances

La recherche de la meilleure représentation simultanée des ensembles
lignes et colonnes, introduite au paragraphe 1.3.2, est une fagon de présenter
l'analyse des correspondances qui conduit directement aux formules de
calculs analytiques des facteurs. Nous cherchons a représenter sur un
méme axe l'ensemble des lignes et 'ensemble des colonnes, pour approcher
la situation idéale suivante :

il Chaque point-colonne j est barycentre des points-lignes i, ceux-ci étant
affectés d'une masse p; proportionnelle a leur importance dans la

modalité j c'est-a-dire de la masse: p; =j:l—]
J
Ces masses constituent, pour chaque colonne j, les profils-colonnes du

n
tableau de données avec Y p; =1.
i=1
[ii] Chaque point-ligne i est barycentre des points-colonnes j, chaque point-
colonne étant affecté de la masse gjreprésentant la part de la modalité j

dans la modalité i c'est-a-dire : g; =j%
[4

Ces masses constituent, pour chaque ligne i, les profils-lignes du tableau

de données avec Y gj=1.
=1
Nous définissons ainsi des relations strictement barycentriques entre les
deux ensembles. Si ; désigne la coordonnée du point-colonne j sur un axe,
et si y; désigne la coordonnée du point-ligne i sur ce méme axe, les
conditions [i] et [ii] s'écrivent respectivement :
n f
; - ]
Dl soit 0j = Z— Vi
¢=D,F'y i
-1 P £.
=D.'F fi
V=50 vi= Zf—f 0
j=1Ji.

Ces relations sont en général impossibles a réaliser simultanément, car elles
impliquent que chaque ensemble soit contenu dans l'autre. (Il existe une
solution triviale, pour laquelle tous les points des deux ensembles sont
confondus avec le point d'abscisse 1).
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Pour approcher cette situation idéale, nous cherchons un coefficient
positif et le plus proche possible de 1, tel que I'on ait les relations :

=B D;)lp v [1.3-14]
y=BD'Fo [1.3-15]
Remarquons que B est nécessairement supérieur (ou égal) a I sinon les
relations [1.3 - 14] et [1.3 - 15] impliqueraient encore que chacun des deux

ensembles recouvre un intervalle de l'axe strictement contenu dans
lintervalle recouvert par l'autre. On est donc conduit a chercher le plus

petit B positif tel que [1.3 - 14] et [1.3 - 15] soient vérifiées.
Dans [1.3 - 14], par exemple, remplagons y par sa valeur tirée de [1.3 - 15] :
“lp - lEe = &
D, F'D_Fo= Bi—q)
Prémultipliant I'équation de 'axe factoriel u dans R” par D;l :
“lpp-lgp-1, — -1
Dp FD_ FDp u—kDp u
On rappelle que les coordonnées factorielles dans R” valent (cf. formule
[1.3-11]): -
9= «fXD;}u
On a donc:
~le e, —
Dp F'D_ Fo=»Xxp
Et par identification, on obtient :

1 1
A=— d'ou =—
B* T
Les relations [1.3 - 14] et [1.3 - 15] ne sont autres que les relations quasi-
barycentriques [1.3 - 12] et [1.3 - 13] définies précédemment?.

On peut étendre la recherche de la meilleure représentation B-barycentrique

sur un axe, a celle de la meilleure représentation (B1,$2)-barycentrique dans
un plan repéré par deux axes orthogonaux, puis généraliser & un sous-espace
de dimension quelconque. On trouve alors la représentation simultanée
fournie par l'analyse des correspondances 2.

1 Puisque le coefficient P doit étre supérieur ou égal & 1, on démontre également de
cette fagon le résultat déja établi au paragraphe (e) ci-dessus selon lequel, en analyse
des correspondances, toutes les valeurs propres sont inférieures ou égales a 1.

2 Nous verrons également au chapitre 3 d'autres présentation de I'analyse des
correspondances (cas particulier des analyses canoniques, discriminantes). D'autres
points de vue complémentaires sont développés par Escoufier (1985, 1988).
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h — Formule de reconstitution des données

Les calculs du paragraphe 1.1.5 s'appliquent également au cas de l'analyse
des correspondances, en notant toutefois que les vecteurs uq et vo sont

maintenant orthonormés pour les métriques D! et D;l. En partant des

p
relations [1.3 - 6] et [1.3-7] (cf. § 1.3.3.d), et en suivant un raisonnement
analogue a celui du paragraphe 1.1.5, on obtient la formule, pour des
vecteurs @, et Y,ynormésal:

p
fi =fifi XAa QajWai (1.3-16]
a=1

qui s'écrit aussi, en faisant intervenir la premiére valeur propre qui vaut 1,
et les facteurs correspondants (voir plus bas, paragraphe 1.3 - 7a) :

14
fi =fifj(1+ YAa 9ajVai) [1.3-17]
a=2

1.3.4 Régles d'interprétation : inertie, formes de nuages

Les nuages de points-lignes et de points-colonnes vont étre représentés dans
les plans de projection formés par les premiers axes factoriels pris deux a
deux. La lecture des graphiques nécessite cependant des régles
d'interprétation, en particulier pour apprécier les proximités, identifier les
éléments responsables de la formation des facteurs et ceux qui en sont des
caractéristiques. Ces régles s'appuient sur le bilan de l'opération de
réduction que constitue la séquence des valeurs propres et des pourcentages
d'inertie, ainsi que sur un ensemble de coefficients classiques: les
contributions absolues et les cosinus carrés, qui seront étudiés au paragraphe
1.3.5.

La valeur de l'inertie globale n'a pas toujours une interprétation
intéressante. En analyse en composantes principales normée (section 1.2) et,
nous verrons, en analyse des correspondances multiples (section 1.4),
l'inertie totale dépend uniquement du nombre de variables. On interpréte,
en revanche, les pourcentages d'inertie de chaque axe les uns par rapport
aux autres.

Les problemes de validité et de portée des résultats seront abordés au
chapitre 4 dans un cadre général. On se bornera dans cette section a quelques
considérations générales.

a — Inertie et test d'indépendance
En analyse des correspondances, nous l'avons vu (§ 1.3.2.¢), la valeur de
I'inertie globale est liée au test classique du y2.

L'inertie totale I du nuage de points par rapport au centre de gravité s'écrit
par définition :
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2 2 ~fifj 2
I= zfd (i,G) = zf,d (j,G) = 22( T A2
j=1i=1 ]
L'effectif total étant k, on reconnait en kI la statistique qui est
asymptotiquement distribuée suivant la loi du x2 a (n-1)(p-1) degrés de
liberté (sous I'hypotheése d'indépendance) :
22=kI
L'inertie s'exprime également par :

p-1
a=1
La somme des valeurs propres non triviales d'une analyse des

correspondances a donc une interprétation statistique simple. On pourra
rejeter I'hypothése nulle d'indépendance des variables en lignes et en

colonnes si la valeur observée 2 dépasse la valeur 22 qui a une probabilité
d'étre dépassée inférieure a un seuil fixé au préalablel.

La valeur de I'inertie est un indicateur de la dispersion du nuage et mesure
la liaison entre les deux variables.

Cependant, on ne s'intéresse pas seulement a la dispersion du nuage mais
surtout & l'existence de directions privilégiées dans ce nuage.

On consulte les inerties de chaque axe (valeurs propres) ainsi que les taux
d'inertie correspondants. Cet examen nous renseigne sur la forme du
nuage : forme "sphérique” (pas de direction privilégiée) ou forme non
sphérique (directions privilégiées).

Tableau 1.3-8
Valeurs propres, pourcentages d'inertie pour la table 1.3-1

NO VALEUR POUR- POURCENT.
PROPRE CENTAGE CUMULE
1 .2088 89.37 89.37 222222222222 2222222222222222
2 .0222 9.51 98.89 *kx
3 .0026 1.11 100.00 *
Trace .2336 ( = INERTIE TOTALE)

Le tableau 1.3 - 8 donne les valeurs des trois valeurs propres non nulles de
l'analyse de la table 1.3 - 1. L'inertie totale (0.2336), somme des trois valeurs
propres, multipliée par l'effectif total de la table (592) donne la valeur 138.29

1 Cette fagon d'opérer un test d’hypothése correspond a l'usage classique des tables

statistiques donnant les valeurs x2 pour chaque degré de liberté et pour certains seuils
conventionnels (0.05 ou 0.01 en général). Souvent les logiciels donnent directement la
probabilité que le y? calculé soit dépassé. 1l suffit alors, sans recours a une table, de
comparer cette probabilité aux seuils précédents.
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qui doit étre une réalisation d'un y2 a2 9 degrés de liberté dans I'hypothese

d'indépendance des lignes et des colonnes de la table. Un tel y2 ne dépasse
21.7 que dans 1% des cas (seuil 0.01) .

L'hypothése d'indépendance des couleurs des yeux et des cheveux est donc
rejetée. C'est dans une telle circonstance qu'interviendra utilement
l'analyse des correspondances, pour décrire cette dépendance entre lignes et
colonnes.

D'une fagon générale, deux variables sont indépendantes si les profils de
leurs modalités: sont identiques (aux fluctuations d'échantillonnage prés)
aux profils moyens (cf. 1.3.3.b) : I'inertie totale est faible et il n'existe pas de
direction privilégiée. Géométriquement, cela signifie que tous les points
sont concentrés autour du centre de gravité du nuage suivant une forme
sphérique. Ceci se traduit par le schéma de la figure 1.3 - 13.

profil-moyen

enveloppe
* proche du centre

Figure 1.3 -13
Situation d'indépendance

Ces indicateurs, portant d'une part sur l'inertie totale et d'autre part sur
I'inertie des axes et leurs taux d'inertie, ont donc un intérét au moment de
l'interprétation.

On schématise les principaux cas sur la figure 1.3 - 14. On remarque que,
dans les situations 2 et 4, les nuages ont des taux d'inertie identiques mais
une inertie totale différente. Par ailleurs, les situations 3 et 4 révélent deux
nuages de méme inertie totale et des taux d'inertie différents.

Le test du y2 permet de détecter ces deux derniéres situations, mais ne
permet pas de mettre en évidence la situation 2 (cf. section 4.1 pour l'étude
de cette question).

Enfin, l'inertie d'un facteur mesure la liaison qu'il met en évidence. Elle ne
peut étre supérieure a 1 (cf. § 1.3.3.f). Une valeur propre qui tend vers 1
indique une dichotomie au niveau des données; on obtient pour chaque
variable deux groupes de modalités séparant le nuage de points en deux
sous-nuages. Cela peut signifier également I'existence d'un groupe de points
isolés des autres points (constituant alors l'autre groupe).
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Directions
Taux d'inerties des axes

”

Nuage Forme "sphérigue” Forme "non-sphérique
i /

Faible f ;\ >

mertte
1- INDEPENDANCE . 2- DEPENDANCE
* faible inertie totale e faible inertie totale
* pas de direction privilégiée e direction privilégiée
Inertie P P 8 P 8
i

Forte -
wmertie

3- DEPENDANCE 4- DEPENDANCE
e forte inertie totale e forte inertie totale
* pas de direction privilégiée ¢ direction privilégiée

Figure 1.3 - 14
Indépendance et dépendances

Lorsque deux valeurs propres sont proches de 1, on obtient trois sous-
nuages et les modalités des variables se décomposent en trois groupes. Si
toutes les valeurs propres sont proches de 1, chaque modalité d'une variable
est en correspondance presque exclusive avec une seule modalité de l'autre
variable.

Cependant des valeurs propres faibles (signifiant que les profils sont proches
du profil moyen) ne doivent pas empécher une interprétation des axes
d'inertie associés. Ceux-ci peuvent révéler une structure intéressante et plus
difficilement perceptible. Ce point sera repris au chapitre 4, § 4.1.3.

b — Quelques formes caractéristiques de nuages de points

Envisageons quelques formes classiques de nuages afin de montrer
comment la configuration du nuage de points projeté permet de réorganiser
le tableau de données, par permutation des lignes et des colonnes et ainsi de
mieux l'interpréter.
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- Le nuage de points est scindé en deux sous-nuages

Le tableau de données peut étre réorganisé en ordonnant les coordonnées
des lignes et des colonnes sur le premier facteur. On obtient de fagon
schématique :

F | Jlm I

0

Figure 1.3 -15
Nuage de points scindé en deux sous-nuages
Il peut étre intéressant d'analyser séparément les deux sous-nuages définis
par les deux tableaux de correspondances (I1,]1) et (I2,]2).

- Le nuage se décompose en trois sous-nuages de points

On réorganise de la méme maniére le tableau de données par permutation
des lignes et des colonnes. Les trois sous-nuages peuvent également faire
l'objet d'analyses séparées.

2 L bk

Figure 1.3 - 16
Nuage de points scindé en trois sous-nuages

- "L'effet Guttman”

On peut aboutir ainsi a la situation ou le nuage de points a une forme
parabolique. Le tableau correspondant est réordonné suivant une diagonale
relativement chargée :

G M

P [ Fl

Figure 1.3 -17
Effet Guttman et structure possible du tableau
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Cette situation met en évidence "l'effet Guttman" qui traduit une
redondance des deux variables: de la connaissance de la ligne i, on en
déduit la colonne j. Toute l'information est quasiment donnée par le
premier facteur.

Pourtant le tableau n'est pas de rang 1 et I'on disposera de p-1 facteurs. Mais
le deuxiéme facteur est une fonction du second degré du premier facteur, le
troisiéme est une fonction du troisieme degré, etc. L'information donnée
par les axes de rang ultérieurs traduit le méme phénomene. Cependant
l'examen du deuxiéme facteur affine l'interprétation du premier axel.

Généralement l'effet Guttman apparait lorsque les variables sont ordonnées
(variables continues transformées en variables nominales). Un axe (souvent
le premier) oppose les valeurs extrémes et un autre axe oppose les valeurs
intermédiaires aux valeurs extrémes. L'effet Guttman met parfois en
évidence une structure triviale qui pourra cependant étre intéressante si la
forme parabolique n'est pas parfaite. Les points de rupture sont alors
intéressants a analyser.

1.3.5 Regles d'interprétation : contributions et cosinus

Deux séries de coefficients apportent une information supplémentaire par
rapport aux coordonnées factorielles :

- les contributions, parfois appelées contributions absolues, qui expriment
la part prise par une modalité de la variable dans l'inertie (ou variance)
"expliquée" par un facteur;

- les cosinus carrés, parfois appelés contributions relatives ou qualité de
‘représentation, qui expriment la part prise par un facteur dans la
dispersion d'une modalité de la variable.

C'est apres l'examen de ces coefficients que l'on pourra interpréter les
graphiques factoriels en tenant compte des relations de transition.

a — Contributions

On cherche a connaitre les éléments responsables de la construction de l'axe

o. Calculons la variance des coordonnées des n points-lignes i sur l'axe o,
chacun d'eux étant muni de la masse f;.

L'origine étant prise au centre de gravité, les coordonnées factorielles sont
centrées (cf. formule [1.3 -4]) et la variance vaut Aq (cf. formule [1.3 - 5]).

Ainsi le quotient :

1 Sur I'effet Guttman en analyse des correspondances, cf. Benzécri (1973, chapitre 1LB-
7 et I1.B-10), Heiser (1986), Van Rijckevorsel (1987) ; Tenenhaus (1994, chapitre 7, §9).
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2
Cra(i)=‘ﬁ'_wﬂ
A

mesure la part de I'élément i dans la variance prise en compte sur l'axe a.

Ce quotient est appelé contribution de 1'élément i a I'axe o et permet de
savoir dans quelle proportion un point i contribue a l'inertie Ay du nuage
projeté sur l'axe o.

On notera que pour tout axe o :

n
Y Cra(i)=1
=1
G i G G i
o o—a o0———»
G i G . G i
-— ———————a -O—————a
Cro (i) < Cro (i') Cry (i) < Cry (i) Cry (i) = Cro(i’)
fi<t Vai < Vo fivhi = frvgi

Figure 1.3 - 18
Contributions a I'axe o : trois cas de figure.

De la méme fagon on définit la contribution de 1'élément j & I'axe o par:

fi9Z;
Cro(j) =2
o) .
avec la relation :
p
Y Cra(j)=1
j=1

Pour trouver une éventuelle signification & un axe, on s'intéresse d'abord
aux points ayant une forte contribution. Ce sont eux qui fixent la position de

l'axe (dans RP pour les points i, et dans R” pour les points j).

b — Cosinus carrés

On cherche & apprécier si un point est bien représenté sur un sous-espace
factoriel.

Les axes factoriels de chaque espace constituent des bases orthonormées. Le
carré de la distance d'un point au centre de gravité se décompose en somme
de carrés des coordonnées sur ces axes.

Pour un point i de R?, on a:
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2 ¢y o pi{,fi_ .f
d°(i,G) ngfj 3 £

On remarque que la distance s'annule lorsque le profil du point est égal au
profil moyen.

Le carré de la projection de la variable i sur 'axe & vaut :
A23,G) = v
Notons que:
Y d%6,G) = d%(i,G)
o
Un point i dans R? est plus ou moins proche de l'axe a.. La proximité entre

deux points projetés sur l'axe o correspond d'autant mieux a leur distance
réelle que les points sont plus proches de l'axe.

Figure 1.3 -19
Projection du point 7 sur I'axe o

La "qualité" de la représentation du point 7 sur I'axe o peut étre évaluée par
le cosinus de I'angle entre l'axe et le vecteur joignant le centre de gravité du
nuage au point i :

da(i,G) _ vy

d*(i,G) d*(i,G)

Cette quantité, appelée cosinus carré, représente la part de la distance au

centre prise en compte dans la direction a. On l'appelle aussi la contribution
relative du facteur a la position du point i.

Cosi(i) =

Plus le cosinus carré est proche de 1, plus la position du point observé en
projection est proche de la position réelle du point dans l'espace (figure 1.3 -
20).

On apprécie la qualité de la représentation d'un point dans un plan en
faisant la somme des cosinus carrés sur les axes étudiés.

Notons que pour tout 7 :
Y Cost(i)=1
[24
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q//:.. a-

Cosk (i)~ 0 Cosi (i) =1

i mal représenté sur l'axe o i bien représenté sur I'axe o

Figure 1.3 -20
Qualité de représentation d'un point i sur l'axe a

Ce qui vient d'étre dit des n points-lignes peut étre transposé aux p éléments

de l'autre ensemble. On mesure la contribution relative du facteur o a la
position du point j par le cosinus carré de j :

2 95
Cosg(j) = ———
=G
et I'on a également pour tout j:
Y Cost(j)=1
o

Pour analyser les proximités entre points, on s'intéresse surtout aux points
ayant un cosinus carré élevé. Les proximités entre ces points, observés dans
le sous-espace factoriel, donnent une bonne image de leurs proximités
réelles.

Remarque

Pour les contributions ainsi que pour les cosinus carrés, il n'y a pas de valeurs
"seuils” a partir desquelles on peut dire que telle ou telle valeur est "forte” ou
"faible". Les appréciations se font empiriquement, en fonction de I'ensemble des
valeurs calculées et varient d'un jeu de données a un autrel.

¢ — Exemple numérique

L'exemple concerne toujours l'analyse des correspondances de la table 1.3 -
1. Les coordonnées sur le premier axe (tableau 1.3 -9) montrent que la
couleur des cheveux "blond" s'oppose a toutes les autres sur le premier axe,
mais surtout a "brun". Le point "blond" a une contribution de 71.7% au
premier axe et un cosinus carré de 0.99 : il est pratiquement sur cet axe et ne
pourra donc pas caractériser les axes ultérieurs. Notons que le point "roux" a
une contribution trés faible sur le premier axe (1.0%).

I Notons qu'il est usuel de multiplier par 200 les contributions, de fagon a exprimer en
pourcentage la participation de chaque point.
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Tableau 1.3 -9
Coordonnées, contributions, cosinus carrés
pour I'analyse des correspondances de la table 1.3 -1
COLONNES COORDONNEES CONTRIBUTIONS COSINUS CARRES
1 2 3 1 2 3 1 2 3
CHEVEUX
Ch.Brun -.50 .21 —.06 22.2 37.9 21.6 .84 .15 .01
Ch.chatain -.15 -.03 .05 5.1 2.3 44.3 86 .04 09
Ch.roux -.13 —-.32 -—.08 1.0 55.1 31.9 .13 .81 .05
Ch.blond .84 .07 —.02 71.7 4.7 2.2 .99 .01 .00
LIGNES COORDONNEES CONTRIBUTIONS COSINUS CARRES
1 2 3 1 2 3 1 2 3
YEUX
Yy -marron —.49 .09 —.02 43.1 13.0 6.7 .97 03 .00
y.noisette -.21 -.17 .10 3.4 19.8 61.1 .54 34 12
y.vert .16 —-.34 -—.09 1.4 55.9 31.9 18 77 .05
y.bleu .55 .08 .00 52.1 11.2 3 98 02 .00

Le second axe (dont on a vu qu'il correspondait a une valeur propre prés de
dix fois plus petite que le premier) est essentiellement construit par la
couleur "roux” (65.1 %) qui s'oppose simultanément a "brun” et "blond". La
couleur "roux" est le seul point bien représenté sur l'axe 2 (cosinus carré de
0.81). Pour les points-lignes, le premier axe est construit presque
exclusivement par les yeux "marrons” et "bleus” (contributions de 43.1% et
52.1%), points situés pratiquement sur l'axe (cosinus carrés de 0.97 et 0.98), le

second axe étant surtout lié aux yeux "verts".

A axe 2 (9.5%)
0.6 1
ch.brun 03
X
y.marron ybleu  cpplond
®  ch.chatain L x >
-0 03 X 0 03 0.6 axe 1(89.4%)
[ ]
y.noisette
X
ch.roux y.:/ert
-0.6 1

Figure 1.3 - 21

Premier plan factoriel pour I'analyse de la table 1.3 -1

On note que la consultation des coordonnées pouvait faire penser que les
yeux "noisettes” et "verts" jouaient un certain réle dans la construction du
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premier axe. La figure 1.3 - 21 qui utilise les deux premiéres coordonnées,
montre le caractére suggestif de la représentation graphique simultanée des
lignes et des colonnes. Elle permet d'interpréter les proximités ou distances
entre points d'un méme ensemble par leur association avec ceux de l'autre
ensemble.

Pourquoi par exemple le point "ch.blond" est-il plus excentré que le point
"y.bleu" sur ce premier axe trés dominant ? Parce que les cheveux blonds
sont beaucoup mieux caractérisés par les yeux bleus que l'inverse : d'aprés le
tableau 1.3 - 3 (profils colonnes), 74% des blonds ont les yeux bleus, alors que
d'aprés le tableau 1.3 - 2 (profils lignes) 44% des personnes ayant les yeux
bleus ont des cheveux blonds.

En d'autres termes, dans la relation quasi-barycentrique qui permet de
positionner le point "ch.blond”, le point "y.bleu” a un poids relatif de 0.74,
alors que dans la relation quasi-barycentrique qui permet de positionner le
point "y.bleu", le point "blond” n'a qu'un poids relatif de 0.44.

1.3.6 Eléments supplémentaires

On dispose par exemple de p, colonnes supplémentaires qui concernent des
modalités de variables nominales, analogues aux colonnes de la table de
contingence.

Il s'agit de situer ces nouveaux points-colonnes par rapport aux p points
analysés. Soit kjj la i€™¢ coordonnée de la j™€ colonne supplémentaire. Son
profil est donné par :

k?]: i=1,2 k+ k
F'l_ ,2,...,np avec 2

gl

On projette ce point j sur I'axe o en utilisant la méme formule de transition
[1.3 - 13] que pour les colonnes du tableau de fréquences :

k+
o5, f
(l] o= 1k+

Pour une modalité i d'une variable portée en ligne supplémentaire, on aura
de fagon analogue (formule de transition 1.3 - 12) :

1 k*
Tz k+ (Pa]

A l'instar des éléments analysés, les modalités supplémentaires se calculent
et s'interprétent comme des quasi-barycentres.
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Remarques

1) Les éléments en supplémentaires, n'intervenant pas dans la construction du
nuage, sont affectés d'un poids nul et leur contribution est donc nulle En revanche,
les cosinus carrés restent des aides a I'interprétation de ces éléments !

2) La somme des cosinus carrés d'un élément supplémentaire sur I'ensemble des
facteurs peut étre inférieure a 1 alors que pour les éléments actifs elle est
exactement égale a 1.

En effet, supposons n>p et plagons-nous dans lI'espace des lignes. Un point-
colonne actif j est défini dans R" mais il est situé, par l'analyse, dans l'espace
factoriel & p — 1 dimensions. 1l suffit de p —1 coordonnées pour positionner cet
élément. Un élément-colonne supplémentaire j* sera positionné dans I'espace a
p — 1 dimensions construit par I'analyse alors qu'il appartient & RP. Les éléments
supplémentaires ne sont donc pas entiérement contenus dans l'espace factoriel?.

1.3.7 Mise en ceuvre des calculs

La distance du y? ne differe en fait de la métrique euclidienne usuelle que
par l'introduction d'une pondération. On peut se ramener a la métrique
euclidienne usuelle par un changement de coordonnées initial. Les calculs
en sont simplifiés et, notamment, la matrice & diagonaliser devient
symétrique. Par ailleurs, I'analyse par rapport aux centres de gravité est

équivalente a l'analyse par rapport a l'origine.

a — Analyse par rapport a l'origine ou au centre de gravité du nuage

Nous raisonnerons, pour fixer les idées, dans R”.

Le centre de gravité G du nuage des profils-lignes a pour j#¢ composante :

" fx

=  _
j T Zﬁ _f_ =f i

i=1 Ji.

L'analyse par rapport au centre de gravité revient a remplacer ; par ;—]— fj
1.
fij —fifj
k.

Remarquons que le nuage est contenu dans un hyperplan H ap-1
dimensions défini pour tout i par la relation :

7
L
=5

c'est-a-dire par

1 Pour une vue d'ensemble sur le réle et I'utilisation des variables supplémentaires en
analyse des correspondances, cf. Cazes (1982).
2 Cette remarque vaut également pour l'analyse en composantes principales.
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Ce sous-espace contient le centre de gravité G et les axes factoriels de
I'analyse par rapport @ G. La somme des composantes de ces facteurs est
nulle.

Analyse par rapport 4 Analyse par rapport au
I"origine des axes tnitiaux centre de gravité du nuage
1 H 4 H

U3
us

Figure 1.3 - 22
Analyse dans R3

Dans l'analyse par rapport a l'origine, la premiére direction ui est l'axe
joignant l'origine au centre de gravité du nuage orthogonalement a #.
L'inertie projetée sur cet axe vaut 1, égale a la distance entre l'origine et le
centre de gravité, puisque la projection des points du nuage sur cet axe est
confondue avec le centre de gravité. Les p -1 axes suivants (u,...,ug,...,up)
contenus dans # constituent une base définissant des directions de droites
d'inertie maximum du nuage. Ils coincident avec les p-1 premiers axes de

I'analyse par rapport au centre de gravité (ug,...,ug,..., up_1).

Le pieme axe correspond & uj et n'indique aucune direction dans # puisqu'il
n'est pas contenu dans F£. Son inertie (valeur propre) associée, est nulle.

S étant la matrice a diagonaliser du nuage non centré et 8° celle du nuage
centré, on a les relations :

sii = sj' = fj
etpour I<a<p-1:
u, =ug g et A=A
u°p=u1 et 7\."p=0 et Ay =1

Ainsi dans RP (et il en est de méme dans R"), il est équivalent de réaliser
I'analyse des correspondances sur le tableau de données centrées de terme
général :

ou sur le tableau de données non centrées de terme général :
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E
J;
On peut donc diagonaliser la matrice S de l'analyse par rapport a l'originel,
en prenant soin d'éliminer le premier vecteur propre reliant l'origine au
centre de gravité du nuage et la valeur propre associée égale a 1.

b — Symétrisation de la matrice a diagonaliser

La matrice 4 diagonaliser S = F' D;IFDI;I, dans RP, n'est pas en général

symétrique. Son terme général s'écrit :

=
&
=

Considérons la matrice A = F' D;lF symétrique et la matrice D}‘)1 diagonale.

On exprime alors S de la maniére suivante :
- AD 2D 2
S Dp p
Partant de la relation Su = Au, il vient:
AD D u = hu
Prémultiplions les deux membres par D;/z et en posant D;/zu =w, on

obtient :
V2A Y2y —
DP ADp w = Aw
La matrice A est symétrique :
D VAD Y - - V2p p-lpp 12
A Dp ADp Dp F'D, FDp

et:
Aw = Aw

Les matrices S et A ont mémes valeurs propres A. Leurs vecteurs propres
sont liés par la relation :

u=D_"w
11 est plus facile de diagonaliser la matrice A de terme général:
Sl

=& T

! Compte tenu du critére d'ajustement, on considére l'inertie totale du nuage centré,
égale & la trace tr(S") de S* etl'ona: (S )=tr(S)-1.
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Remarque :

C'est la matrice a diagonaliser si I'on choisit de prendre comme coordonnées
initiales du point i, les p quantités :

Ji
xl..= (j=1,...,p)
4 fi.;}f.j

Dans ce cas, la distance du xz entre deux points i et i’ devient, avec les nouvelles
coordonnées, la distance euclidienne usuelle :

£ fios
d2i,i') = Z VLY |
=\ NN
Cette transformation du tableau des fréquences relatives conduit a la
diagonalisation d'une matrice symétrique.

Notons que les coordonnées du centre de gravité G sont alors :

G,~=Jf7-

et les coordonnées du point iaprés recentrage :

5 -4

s

1.3.8 Exemple d'application

2

L'exemple concerne l'analyse d'un tableau de contingence qui croise §
professions et catégories socioprofessionnelles (PCS) et 6 types de médias
pour un échantillon de 12 388 “"contacts média” relatifs a 4433 personnes
interrogées. L'individu statistique sera pour nous le "contact média" et non
la personne interrogée dans l'enquéte. Comme ce fut le cas pour l'exemple
traité au paragraphe 1.2.11, les données sont extraites de I'Enquéte Budget-
temps Multimédia 1991-1992 du CESP.

Afin d'interpréter plus efficacement les représentations obtenues, on
projettera en éléments supplémentaires certaines autres caractéristiques de
la population enquétée telles que le sexe, 1'dge, le niveau d'instruction.

Nous disposons des tables de contingence suivantes {cf. tableau 1.3 - 10).
Pour le premier blocs K de 8 lignes (lignes actives) on trouve, a
l'intersection de la ligne i et de la colonne j le nombre kjj d'individus
appartenant a la catégorie i et ayant eu la veille (un jour de semaine) au
moins un contact avec le type de média j. Les blocs suivants (lignes
supplémentaires) s'interpreétent de fagon analogue. Une personne
interrogée pouvant avoir des contacts avec plusieurs médias, les sommes en
ligne représentent des "nombres de contacts"l.

111y a 12 388 contacts pour 4433 individus concernés. Les chiffres publiés ici ayant
été arrondis aprés un redressement, les totaux relatifs aux différentes partitions de la
population peuvent ne pas coincider.
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Tableau 1.3 -10
Tables de contingence croisant les types de contacts-média (colonnes)
avec professions, sexe, ige, niveau d'éducation (lignes).

Radio Tél. Quot.N. Quot R. P.Mag. P.TV
Professions
Agriculteur 96 118 2 71 50 17
Petit patron 122 136 11 76 49 41
Prof. Cad. S. 193 184 74 63 103 79
Prof. interm 360 365 63 145 141 184
Employé 511 593 57 217 172 306
Ouvrier qual 385 457 42 174 104 220
Ouvrier n-g 156 185 8 69 42 85
Tnactif 1474 1931 181 852 642 782
Sexe
Homme 1630 1900 285 854 621 776
Femme 1667 2069 152 815 683 938
Age
15-24 ans 660 713 69 216 234 360
25-34 ans 640 719 84 230 212 380
35-49 ans 888 1000 130 429 345 466
50-64 ans 617 774 84 391 262 263
65 ans ou + 491 761 70 402 251 245
Education
Primaire 908 1307 73 642 360 435
Secondaire 869 1008 107 408 336 494
Techn. prof. 901 1035 80 140 311 504
Supérieur 619 612 177 209 298 281

On cherche a décrire les éventuelles affinités entre les groupes
socioprofessionnels et les différents types de médias.

L'analyse des correspondances de la table K conduit aux valeurs propres
consignées dans le tableau 1.3 - 11.

Tableau 1.3 -11
Valeurs propres, pourcentages d'inertie pour la table K
"Professions-Contacts média" (8 premiéres lignes de la table 1.3 - 11)

NUM. VALEUR POURCENT. PQURCENT.

PROPRE CUMULE
1 .0139 62 20 61.20 kA ARk AR K AN R A A F AR E R AR AT kA Rk L Lk kX
2 _0072 30,37 94.56 AAEE KA KRR AR A A KA
3 .0008 3.70 98.26 **
4 L0003 1.36 99.63 *
5 .0001 .37 100.00 *

SOMME  .0223

Le produit de la trace ¢ = 0.0223 par l'effectif total k = 12 388 vaut :
kt = 276.25
Dans I'hypothese d'indépendance des lignes et des colonnes de la table, cette

quantité serait une réalisation d'un y2 a 35 degrés de liberté (noté 7(%5)
[35=(8-1) (6-1) ].
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Lorsque le nombre de degrés de liberté n dépasse 30, on considére que la
2

n
variable u = X"T- est une variable normale (de Laplace-Gauss) centrée
n

réduite. Ici, u = 28.8 (28.8 écarts-types de la moyenne). L'hypothése
d'indépendance est évidemment rejetée.

Deux facteurs sont dominants et représentent prés de 95% de l'inertie totale.
Les coordonnées et les aides a l'interprétation correspondants figurent dans
le tableau 1.3 - 12. Celui-ci donne également les coordonnées et les cosinus
carrés des lignes supplémentaires.

Tableau 1.3 - 12
Poids relatifs (P.REL), Distances a l'origine (DIS), coordonnées, contributions et
cosinus carrés des éléments sur les trois premiers axes

FREQUENCES COORDONNEES CONTRIBUTIONS COSINUS CARRES
LIBELLES P.REL DIS 1 2 3 1 2 3 1 2 3
COLONNES ACTIVES
Radio 26.61 .00 —.01 .02 —.05 .4 1.8 70.4 .08 .17 75
Télévision 32.04 .00 .05 .00 .02 6.6 0 10.5 .85 .00 08
Quotidien natio 3.54 .29 —.54 -.01 .02 74.6 .0 1.8 .99 .00 00
Quotidien regio 13.46 .02 11 —.11 .01 11.5 22.4 .4 .49 .49 00
Presse Magazine 10.52 .03 —-.09 -—.13 .02 6.8 25.6 4.5 .32 .62 01
Presse Mag. T.V. 13.84 .03 .01 .16 .03 .1 50.1 12.4 .00 96 03
LIGNES ACTIVES
Agriculteur 2.86 .13 17 —-.31 —-.07 5.7 38.0 17.9 21 74 04
Petit patron 3.51 .03 07 —-.14 -.06 1.2 10.0 17.7 15 .67 14
Prof. Cadre Sup 5.62 .19 —.43 —.06 .00 75.0 2.9 .1 98 .02 00
Prof. interm 10.15 .01 -.11 .03 -.03 8.3 1.5 11.8 80 .08 07
Employé 14.58 .01 .02 .10 —-.01 .3 18.9 .5 03 93 00
Ouvrier gual 11.16 .01 .04 .10 —.02 1.5 15.9 5.1 14 74 03
Ouvrier n—q 4.40 .02 212 .09 -—.04 4.4 5.5 8.4 56 .36 06
Inactif 47.32 .00 .03 -.03 .03 3.6 7.3 38.7 37 .39 24
LIGNES ILLUSTRATIVES {SUPPLEMENTAIRES)
Homme 48.97 .01 -.05 -—.02 -.01 .0 .0 .0 48 .11 02
Femme 51.05 .00 .05 .02 .01 .0 .0 .0 49 .10 02
15-24 ans 18.18 .02 —.02 .10 —.04 .0 .0 .0 02 .56 08
25-34 ans 18.28 .02 —.03 .12 —.01 .0 .0 .0 05 .87 01
35-49% ans 26.30 .00 -.03 .01 -.01 .0 .0 .0 61 .10 a7
50-64 ans 19.30 .01 .02 -—.10 .00 .0 .0 .0 05 80 00
65 ans ou + 17.92 .03 .07 —.14 .07 .0 .0 .0 14 58 16
Primaire 30.07 .03 .13 —-.08 .02 .0 .0 .Q 63 .24 Q2
Secondaire 26.01 .00 .00 .04 00 .0 .0 .0 00 .69 00
Techn. prof. 23.98 .07 -.03 .18 —.04 .0 .0 .0 01 .46 02
L_;?upérieur 17.73 .09 -.29 -—-.02 -.01 .0 .0 .0 99 .00 00

On note que l'élément "Quotidien national" dont la fréquence relative
(colonne P.REL) est trés faible (3.54%) a une distance au point moyen
(colonne DIS) trés élevée : le profil correspondant est donc atypique. I
contribue pour 74.6% a la construction du premier axe, qui en est trés proche
(cosinus carré : 0.99). Ce méme premier axe est caractérisé par la ligne active
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"Prof.Cadre" (profession libérale, cadres supérieurs) et par la ligne
supplémentaire "Supérieur” (niveau d'étude supérieur).

Le second axe sépare la "Presse Magazine de Télévision" (associée aux
catégories employés et ouvriers, et aux classes d'dges plutét jeunes) de la
presse magazine (Presse TV exclue) et de la presse quotidienne régionale,
toutes deux associées aux agriculteurs et aux petits patrons, et a des
catégories d'dge plus élevées.

Les figures 1.3 -23 et 1.3 - 24 résument ce réseau d'associations.

A axe 2 (32.4%)
0.30 J
Pr.Mag TV
0.15 uvriers
X X OQuvriersn.q.
Employés
Prof. Interm, .
Quot.Nat. x Rydio ) Jéléo. axe1(62.2%)
& t + t ) —t— >
- - . X
O.45x 0.30 Q.15 Inactifs 0.15
Prof. Cad. Sup. P ressg Mag

°
-0.15 ngt.Reg.
Petits Patrons

-0.30 4 A%(nculteurs

Figure 1.3 -23
Variables actives dans le premier plan factoriel

Il est clair dans une analyse de ce type que le premier axe correspond a une
interprétation ponctuelle: les contacts média avec la presse quotidienne
nationale sont, de fagon significative, surtout le fait de cadres supérieurs
et/ou de personnes d'un haut niveau d'éducation. Ce résultat n'est
cependant pas d'embiée visible sur le tableau 1.3 - 10.

En revanche, les positions des points sur les deux figures donnent une
interprétation plus nuancée du second axe: les professions salariées, de
niveau d'éducation moyen, composées surtout de jeunes (contact média:
Presse magazine TV), s'opposent aux petits patrons et agriculteurs, en
moyenne sensiblement plus agés et moins instruits (contacts : presse
magazine autre que TV, et presse quotidienne régionale).

Que se passe-t-il si I'on supprime, au sein des colonnes actives, la colonne
"Quot. N." dont le réle est prédominant, pour la positionner en élément
supplémentaire ?
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f Asxe 2 (32.4%)

0.30 7

Techn. prof.
X

25-34 ans x
15-24 a)r(xs

- 0.45 -0.30 35-49 ans Fexmme 0.15 axe 1(62.2%)
. >

——. S —
T T T — Y

0
i X -0.1 X i
Supérieur 5 Homme Secondaxrq )
X X Primaire

50-64 ans
X
65 ans ou +

-0.15 1

-0.30 1

L

Figure 1.3 - 24
Variables supplémentaires ou illustratives dans le premier plan factoriel

On a vu que cette colonne est presque située sur l'axe 1 (cosinus carré de
0.99). Sa suppression enléverait 74.6% de l'inertie dans cette direction
(valeur de la contribution), et donc linertie dans cette direction serait
inférieure a celle du second axe actuel! sur lequel la colonne supprimée a
d'ailleurs une contribution nulle. Donc le nouveau premier axe d'inertie
maximale sera trés voisin de I'ancien second axe. Tous calculs faits, on
trouve, aprés suppression de la colonne en question, une premiére valeur
propre de 0.0074 (la seconde valeur propre valait 0.0072) et des coordonnées
sur ce nouveau premier axe qui different d'au plus de 0.01 de celles de
l'ancien second axe. Le nouveau second axe (sur lequel la colonne
supplémentaire "Presse Quot." a une coordonnée de 0.54 et un cosinus carré
de 0.88) est trés voisin de l'ancien premier axe.

Cet exemple aura illustré le positionnement de lignes supplémentaires et de
colonnes supplémentaires, 1'usage simultané des trois types d'aides a
l'interprétation (valeurs propres, contributions, cosinus carrés) ainsi que le
caractere itératif de l'analyse, qui fait penser a un "épluchage" progressif des
nuages de points profils. L'exemple du paragraphe 2.4.4 illustrera aussi cette
démarche en montrant la complémentarité de l'analyse factorielle avec la
classification automatique.

125.4 %(complément a 100 de 74.6 %) de 0.0139 ( premiére valeur propres A1) est en
effet trés inférieur & 0.0072 (seconde valeur propre A3).



Section 1.4
Analyse des Correspondances Multiples

L'analyse des correspondances introduite dans la section précédente peut se
généraliser de plusieurs fagons au cas ou plus de deux ensembles sont mis
en correspondance. Une des généralisations la plus simple et 1a plus utilisée
est U'analyse des correspondances multiples qui permet de décrire de vastes
tableaux binaires, dont les fichiers d'enquétes socio-économiques
constituent un exemple privilégié : les lignes de ces tableaux sont en général
des individus ou observations (il peut en exister plusieurs milliers) ; les
colonnes sont des modalités de variables nominales, le plus souvent des
modalités de réponses & des questions. Il s'agit en fait d'une simple
extension du domaine d'application de l'analyse des correspondances, avec
cependant des procédures de calcul et des régles d'interprétation spécifiques.

On peut faire remonter les principes de cette méthode a Guttman (1941),
mais aussi a Burt (1950) ou & Hayashi (1956). D'autres types d'extension ont
été proposés par Benzécri (1973), Escofier-Cordier (1965), et par Masson (1974)
qui s'appuie notamment sur les travaux de Carroll (1968), Horst (1961) et
Kettenring (1971)1.

14.1 Domaine d'application

L'analyse des correspondances multiples est une analyse des
correspondances simple appliquée non plus & une table de contingence,
mais a un tableau disjonctif complet. Les propriétés d'un tel tableau sont
intéressantes, les procédures de calculs et les régles d'interprétation des

représentations obtenues sont simples et spécifiques.

L'extension du domaine d'application de l'analyse des correspondances se
fonde sur l'équivalence suivante: si pour n individus, on dispose des
valeurs (réponses) prises par deux variables nominales ayant
respectivement p1et p2 modalités, il est alors équivalent de soumetire a
l'analyse des correspondances le tableau de contingence (p1, p2) croisant les
deux variables ou d'analyser le tableau binaire a n lignes et (p1 + p2)

1 L'analyse des correspondances multiples a été développée également sur le nom
d'Homogeneity Analysis par 1'équipe de J. de Leeuw depuis 1973 (cf. Gifi, 1990) et sous
le nom de Dual Scaling par Nishisato (1980). Une application de I'analyse des
correspondances & un tableau disjonctif complet se trouve dans Nakache (1973).
L'ensemble des résultats et propriétés présentés dans cette section figurent, avec des
programmes et des exemples, dans Lebart et Tabard (1973). Le nom d'analyse des
correspondances multiples figure pour la premiére fois dans Lebart (1975 a). Un exposé
synthétique de ces diverses approches a été réalisée par Tenenhaus et Young (1985).
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colonnes décrivant les réponses. L'analyse de ce dernier tableau est plus
coliteuse, mais plus intéressante, car elle se généralise immédiatement au
cas de plus deux variables nominales.

1.4.2 Notations et définitions

Une partie généralement importante des fichiers d'enquéte se compose de
réponses a des questions mises sous forme disjonctive complete: les
diverses modalités de réponses s'excluent mutuellement et une modalité
est obligatoirement choisie.

Par exemple a la question :

Etes-vous ?
1- célibataire, 2- marié(e) ou vivant maritalement,
3- veuf(ve), 4- divorcé(e), 5- non réponse,

cinqg modalités de réponses (dont une non-réponse) sont possibles.

Une variable continue peut étre transformée en variable nominale par le
découpage en classes des valeurs de la variable. Par exemple, & la question
"dge de l'enquété”, on prévoit § modalités de réponse :

1- moins de 25 ans; 2-de 25 4 29 ans; 3-de 30 a 34 ans;
4- de 35 4 39 ans; 5- de 40 a 44 ans; 6- de 45 & 49 ans;
7- de 50 ans et plus; 8- non-réponse.

Si l'on désigne par s le nombre des questions posées a n individus, on
dispose ainsi d'un tableau de données R ayant 7 lignes et s colonnes mis
sous forme de codage condensé, illustré sur la figure 1.4 - 1 par un tableau
pour lequel s =3 etn =12.

Le terme général rj; désigne la modalité de la question ¢ choisie par le sujet
i. En notant p, le nombre des modalités de réponses a une question g, on a:
rig <pg -

Mais un tel tableau n'est pas exploitable : les sommes en ligne et en colonne
n'ont pas de sens. Il faut recoder les variables.

s=3
P ARE—.

1A

(n5)

Conav a0 e s s

FRTTRE

RPWRNONR WNRPRRWODN
RPNNNRPRERPONNDRREN
N WN R P WO B NWD

Figure 1.4-1

Tableau de données sous forme de codage condensé
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a - Hypercube de contingence

Pour disposer de toute l'information, on peut construire I'hypercube de
contingence H croisant les s questions et dont les éléments constituent
I'éventail des réponses possibles des sujets enquétés. On dispose d'un
ensemble-produit des modalités des s questions dont les éléments sont
constitués des suites de s modalités, chacune étant prise dans une question
différente.

Pour s=3 questions ayant respectivement 3,2 et 4 modalités, il existe 24
combinaisons possibles de réponses selon lesquelles sont réparties les
individus. Dans le cas de deux questions, l'hypertable est le tableau de
contingence. Pour un nombre important de questions, I'hypertable sera en
général presque vide. Si l'on pose a 1000 individus 12 questions ayant
chacune 10 modalités de réponse, le nombre de réponses possibles distinctes

vaut 1012. Au plus une case sur un milliard de I'hypertable ne sera pas vide.

b — Tableau disjonctif complet

On désigne par I I'ensemble des n sujets ayant répondu au questionnaire et
par p le nombre total des modalités des s questions. On a:

S
p=2r,
q=1

On construit, a partir du tableau de données R, le tableau Z a n lignes et p
colonnes décrivant les s réponses des n individus par un codage binaire. Le
tableau Z est la juxtaposition de s sous-tableaux :

Z=12,2,Zq -, Z]

5=3 p=9
< -« >
1 2 2 4 010 01 0001
2 1 3 010 10 0010
301 2 D01 10 0100
1 2 4 100 01 0001
1 2 3 100 01 0010
=12 2 3 |:> =l 010 01 0010
me) | 3 1 1 mp) [ 001 10 1000
1 1 1 100 10 1000
2 1 2 010 10 0100
2 2 3 010 01 0010
3 2 2 001 01 0100
n 1 1 4 100 10 0001

Figure 1.4-.2
Construction du tableau disjonctif complet Z

Le sous-tableau Zg, a n lignes et pg colonnes, est tel que sa ™€ ligne contient
pq -1 fois la valeur 0 et une fois la valeur 1 dans la colonne correspondant &
la modalité de la question g choisie par le sujet i. Autrement dit le tableau
Zq décrit la partition des n individus induite par les réponses a la question 4.
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Le tableau Z est appelé tableau disjonctif complet dont le terme général
s'écrit :
zij=1 ou zj=0
selon que le sujet i a choisi la modalité j de la question g ou non.
Les marges en ligne du tableau disjonctif complet sont constantes et égales

P
au nombre s de questions : z; = Zij =5
j=1
n
Les marges en colonne : z;= Zzij correspondent au nombre de
i=1

sujets ayant choisi la modalité j de la ciuestion q.

On vérifie que, pour chaque sous-tableau Zg, I'effectif total est bien :

z, = Zz. j=n
j€q
La somme des marges donne I'effectif total z du tableau Z soit :
n p
z= Y z; = ns
i=1 j=1

¢ — Tableau des faces de I'hypercube de contingence ou tableau de
contingence de Burt

L'ensemble des p; modalités de réponse & une question permet de
partitionner 1'échantillon en au plus p, classes. La donnée de deux
questions mises sous forme disjonctive compléte permet de réaliser deux
partitions de I'ensemble des individus enquétés et l'on obtient un tableau
de contingence. L'analyse du tableau croisant les deux partitions peut étre
généralisée au cas de s partitions, s étant un entier supérieur a 2.

On construit, a partir du tableau disjonctif complet Z, le tableau symétrique
B d'ordre (p,p) qui rassemble les croisements deux & deux de toutes les
variables :

B=227
B est appelé tableau de contingence de Burt! associé au tableau disjonctif
complet Z.

_

Le terme général de B s'écrit : bjj' = LZZ
i=1

B est une juxtaposition de tableaux de contingence.

T Sir Cyril Burt a été un incontestable innovateur au point de vue méthodologique (cf.
son article précité de 1950, dans lequel il préconise le calcul de B, et sa diagonalisation
aprés une normalisation qui correspond a celle de I'analyse des correspondances
multiples). Il est peut-étre encore plus célébre pour les falsifications d'observations et
les graves fraudes scientifiques et déontologiques dont il a été I'auteur.
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Les marges sont pour tout j <p :

et 'effectif total b vaut:
b= s2n

Le tableau B est formé de s2 blocs ou l'on distingue :

- le bloc Z'qu' indic§ par (4.9 ’), d'ordre (pg p4°) .qui n'est allutre que la table
de contingence croisant les réponses aux questions g et g'.

- le gféme bloc carré Z'qZq obtenu par le croisement d'une variable avec
elle-méme. C'est une matrice d'ordre (pg, py), diagonale puisque deux
modalités d'une méme question ne peuvent é&tre choisies
simultanément. Les termes diagonaux sont les effectifs des modalités de
la question g.

P, P, P,
‘r P, Py Py
Py
Z=\|Z Z Z n B=Z2'Z= PV
(np) T :> ®p) i p
U S .
0100 1100 {00001 |
\7
B —
P

Figure 1.4-3
Construction du tableau des faces de I'hypercube (tableau de Burt) B
a partir du tableau disjonctif complet Z

Nous désignerons par D la matrice diagonale, d'ordre (p,p) ayant les mémes
éléments diagonaux que B ; ces éléments sont les effectifs correspondant a
chacune des modalités (cf. figure 1.4 - 4):

dj= bj= z;
djy= 0 pourtout j'#j
La matrice D peut étre également considérée comme formée de s blocs.

Seules les s matrices diagonales Dq = Z'qZq (4 =1,..s) constituant les blocs
diagonaux de B sont des matrices non nulles.
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Figure (1.4-4)
Tableau de Burt B et matrice diagonale D associée
(données des figures 1.4-1et 1.4 -2)

1.4.3 Principes de I'analyse des correspondances multiples

L'analyse des correspondances multiples est l'analyse des correspondances
d'un tableau disjonctif complet.

001010010

tableau disjonctif complet

analyse des
correspondances

nuage des individus(/ \) nuage des modalités

(points-lignes) (points-colontnes)

Figure 1.4-5
Analyse des correspondances multiples

Ses principes sont donc ceux de 'analyse des correspondances & savoir :
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- mémes transformations du tableau de données en profils-lignes et en
profils-colonnes;

- méme critére d'ajustement avec pondération des points par leurs profils
marginaux;
- maéme distance, celle du y2.

L'analyse des correspondances multiples présente cependant des propriétés
particuliéres dues a la nature méme du tableau disjonctif complet. Nous
allons énoncer les principes de cette analyse a partir du tableau disjonctif
complet puis nous montrerons l'équivalence avec l'analyse du tableau de
Burt.

a - Critére d'ajustement et distance du 2
Les individus sont tous affectés d'une masse identique égale a m; = ! et
n
%
chacune des modalités j est pondérée par sa fréquence m; = —.
ns

La distance du x2 appliquée a un tableau disjonctif complet conserve un
sens. En effet, dans R”, la distance entre modalités s'écrit :

1 Z.. Z..,
d(j,j') = Tn| L -
i=1 \%j Zj
Ainsi deux modalités choisies par les mémes individus coincident. Par
ailleurs, les modalités de faible effectif sont éloignées des autres modalités.

Dans R?, la distance entre deux individus i et i' s'exprime par :
.. 1&n 2
aa,i)==Y"21(z. -z,
(i,i") SEIZ;'(ZU 25

Deux individus sont proches s'ils ont choisi les mémes modalités. Ils sont
éloignés s'ils n'ont pas répondu de la méme maniére!.

b — Axes factoriels et facteurs

En reprenant les résultats de 'analyse des correspondances et les notations
adoptées (cf. § 1.3.3.b), on pose? :

F= —1—Z de terme général fi= i

ns 8 7 ms

1 On note qu'une modalité j intervient d'autant plus dans le calcul de la distance entre
deux individus que sa masse est plus faible.

21, est la matrice identité d'ordre (n,n) et dij est tel que :
61']':1 si i=j et 6,'j=0 si i #j
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= _1 —_— Z‘j

Dp = D de terme général f]. = 6ij =
p =11 de terme général = i
n” ,'n 8 -

Pour trouver les axes factoriels ug on diagonalise la matrice :
S = F'D,'FD} = Z' zp!

de terme général (attention, s [sans 1nd1ce] désigne le nombre de questions
dans ce chapitre):

Zl]
]lI

Dans RP, I'équation du ai®me axe factoriel ug est:
1

1 -1 _
~Z'ZD7y, = AUy [14-1]
L'équation du oléme facteur Qg = D'lua s'écrit :
151
;D Z'Zg, =A,0, [14-2]
De méme, l'équation du aieme facteur Yy dans R” s'écrit :
1,41
;ZD Z' vy, =A v,
Les facteurs @g et yg (de norme Ag) représentent les coordonnées des
points-lignes et des points-colonnes sur 1'axe factoriel a.
Les relations de transition entre les facteurs @g et yg sont :

1 1
= Dz
Pq m’ Vo

u—sm Pa

¢ — Facteurs et relations quasi-barycentriques

La coordonnée factorielle de I'individu i sur I'axe « est donnée par :
Zl]
Vi = r Z
c'est-a-dire :

S\/ﬂ_o; Z(pa' [14-3]

jep(i)
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ol p(i) désigne l'ensemble des modalités choisies par l'individu 1.

Au coefficient \/— prés, l'individu i se trouve au point moyen du nuage

des modalités qu'il a choisies.

E
2“ . *

/
individu i
G E

Figure 1.4-6
Projection d'un individu
au point moyen des modalités choisies

De méme, la coordonnée de la modalité j sur I'axe o est donnée par :

nzl

\/_1212 Vi

c'est-a-dire :

va [1.4-4]
Z]‘/—a iel(j) o

ol I(j) désigne l'ensemble des individus ayant choisi la modalité j.

Avant la dilatation sur 'axe &, la modalité j se trouve au point moyen du
nuage des individus qui l'ont choisie comme réponse.

le

" ® o 0
modalité

B B

Figure 1.4-7
Projection d'une modalité
au point moyen des individus concernés

Dans le calcul des relations quasi-barycentriques [1.4 - 4], les individus ne
sont pas pondérés. 1l s'agit de simples calculs de moyennes arithmétiques de
coordonnées.
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d - Sous-nuage des modalités d'une méme variable

Le nuage des modalités dans R” peut étre décomposé en s sous-nuages, le
géme correspondant a I'ensemble des pg modalités de la variable 4. Ces sous-
nuages ont méme centre de gravité G qui est celui du nuage global.

En effet, les coordonnées des points du sous-nuage relatif a la variable g sont
les colonnes de ZqD(']1 et les éléments diagonaux de %Dq sont les masses
relatives des pg points de ce sous-nuage. Puisque :

2zj=1

jerq
alors la i¢me composante du centre de gravité du sous-nuage vaut :

jepg © 5l

ou il apparait que G4 ne dépend pas de 4.
Les composantes ¢q des modalités d'une variable g (relatives aux facteurs

non-triviaux @) sont centrées puisque ces facteurs correspondent a une
analyse du nuage aprés translation de l'origine en G. Les facteurs opposent
les modalités d'une méme variable.

!

Figure 1.4 -8
Composantes centrées
Remarques

1) Si le tableau disjonctif n'est pas complet (c'est-a-dire si, pour au moins un
individu, aucune modalité de réponse a une question n‘a été choisie), les modalités
d'une méme variable ne sont plus centrées sur le centre de gravité du nuage global.

2) Le codage disjonctif complet permet de transformer une variable continue en une
variable nominale dont les modalités sont des classes ordonnées. Il est alors utile
de tracer la trajectoire qui relie les classes, trajectoire qui peut suggérer des liaisons
non linéaires entre cette variable et les axes.

e — Support du nuage des modalités

Les coordonnées des modalités dans R” sont les colonnes de ZD"!. Elles

engendrent un sous-espace dont la dimension est le rang de ZD, donc le
rangde Z = [2,,2;,...,.Z¢,...,.Zs |.
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Tous les sous-espaces engendrés par les Zq ont en commun la premiére
bissectrice notée A. Le rang maximum de Z est donc :

pr+pa-D+..+p;-1) = p-5+1

Le rang maximum de la matrice a diagonaliser D'Z'Z sera donc p-s+1

Mais dans l'analyse du nuage par rapport a l'origine O, la premiere
bissectrice est vecteur propre correspondant a la valeur propre 1 (le nuage

est contenu dans le sous-espace D'l-orthogonal aA).

Dans l'analyse par rapport au centre de gravité G, on trouvera donc p - s
valeurs propres non nulles. En choisissant une base dans le support du
nuage, on pourra se ramener a la recherche d'éléments propres d'une
matrice d'ordre p-s.

f — Meilleure représentation simultanée

La présentation de l'analyse des correspondances peut étre formulée ici de
fagcon particuliére en raison du codage spécifique du tableau disjonctif
complet.

Nous cherchons sur un méme axe les coordonnées des n individus et des p

modalités de facon que:

- la coordonnée d'un individu i soit la moyenne arithmétique des
coordonnées des modalités qu'il a choisies (& une dilatation B pres, que
I'on s'efforcera de rendre minimale).

- la coordonnée d'une modalité j soit la moyenne arithmétique des
coordonnées des individus qui l'ont choisie (& une méme dilatation 8
pres).

Bien entendu, on obtient les relations dite quasi-barycentriques issues de

l'analyse du tableau disjonctif complet Z avec, pour le coefficient de

dilatation B, la valeur minimale B = % :

151
=—=Dz'
Tt
1
=—Z
V=72

La représentation simultanée des individus et des modalités est importante
pour l'interprétation des résultats. Cependant elle n'est pratiquement pas
utilisée, d'une part pour des raisons d'encombrement graphique (on dispose
souvent de plusieurs centaines voire de plusieurs milliers d'individus) et
d'autre part parce que les individus sont, dans la plupart des applications,
anonymes. Ils ne présentent de l'intérét que par l'intermédiaire de leurs
caractéristiques. On peut cependant vouloir projeter les individus sur un
plan factoriel afin d'apprécier leur répartition et les zones de densité.
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g — Inertie du nuage des modalités et conséquences pratiques

On rappelle que la distance du %2 dans R” est la métrique D;ll.

La distance entre la modalité j et le centre de gravité du nuage G, dont toutes

1 .
les n coordonnées valent —, s'écrit :
n

2
n .
dz(j,c)=nz(zi—1] =g

i=1 Z.]' n Z.]'

La distance d'une modalité au centre de gravité est d'autant plus grande que
I'effectif est plus faible.

- Inertie d'une modalité
L'inertie I(j) de la modalité j vaut :

1(j) = m;d?(j,G)
avec:

m; =
1™ ns

rG)=1a-2)
S n

La part d'inertie due & une modalité de réponse est d'autant plus grande que
l'effectif dans cette modalité est plus faible.

Le maximum %serait atteint par une modalité d'effectif nul. En

conséquence, on évite, au moment du codage, les modalités a faibles effectifs
susceptibles de perturber les directions des premiers axes factoriels.

- Inertie d'une question

L'inertie de la question g, notée I(g), vaut:

Pq 1
I(q)= YI(j)==(pg-1)
ISR

Ainsi la part d'inertie due & une question est fonction croissante du nombre
de modalités de réponse.
La part minimale -g— correspond aux questions & 2 modalités. D'ol1 l'intérét

d'équilibrer le systéme des questions, c'est-a-dire le découpage des variables
en modalités, si on veut faire jouer le méme role a toutes les questions.
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- Inertie totale

On en déduit que l'inertie totale I vaut:

p Z.]' 2,.
1= 1(g) =Y —4d°(j,G)
q =1 ™

En particulier, elle vaut 1 dans le cas ot toutes les questions ont deux
modalités de réponse (cas ol p=2s). On verra au paragraphe 1.4.7.a que dans
ce cas, analyse des correspondances multiples et analyse en composantes
principales donnent des résultats équivalents.

L'inertie totale dépend uniquement du nombre de variables et de modalités
et non des liaisons entre les variables. C'est une quantité qui, dans le cadre
de l'analyse des correspondances multiples (comme dans celui de l'analyse
en composantes principales normée), n'a pas de signification statistique.

h — Régles d'interprétation

Dire qu'il existe des affinités entre réponses, c'est dire aussi qu'il existe des
individus qui ont choisi simultanément toutes ou presque toutes ces
réponses.

L'analyse des correspondances multiples met alors en évidence des types
d'individus ayant des profils semblables quant aux attributs choisis pour les
décrire. Compte tenu des distances entre les éléments du tableau disjonctif
complet et des relations barycentriques particuliéres, on exprime :

- g proximité entre individus en terme de ressemblances :
deux individus se ressemblent s'ils ont choisi globalement les mémes
modalités.

- la proximité entre modalités de wvariables différentes en terme
d’association :
ces modalités correspondent aux points moyens des individus qui les ont
choisies et sont proches parce qu'elles concernent globalement les mémes
individus ou des individus semblables.

- la proximité entre deux modalités d'une méme variable en terme de
ressemblance :
par construction, les modalités d'une méme variable s'excluent. Si elles
sont proches, cette proximité s'interpréte en terme de ressemblance entre
les groupes d'individus qui les ont choisies (vis-a-vis d'autres variables
actives de l'analyse).

Les régles d'interprétation des résultats (coordonnées, contributions, cosinus
carrés) concernant les éléments actifs d'une analyse des correspondances
multiples sont sensiblement les mémes que celles d'une analyse des
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correspondances simple (cf. § 1.3.5). On calcule la contribution et la qualité
de représentation de chaque modalité et de chaque individu, si ceux-ci ne
sont pas anonymes pour l'analyse.

Cependant, la notion de variable doit étre prise en compte au moment de
l'interprétation, ceci au travers de ses modalités. Compte tenu de la
décomposition de l'inertie du nuage des modalités, on calcule la

contribution d'une variable au facteur o en sommant les contributions de
ses modalités sur ce facteur :

Cro(q) = 3.Cry(j)
jeq
On repére ainsi, en plus des modalités responsables des axes factoriels, les
variables qui ont participé a la définition du facteur. On obtient un
indicateur de liaison entre la variable et le facteur [cf. Escofier, 1979 c].

En revanche, les régles d'interprétation des valeurs propres et des taux
d'inertie sont différentes (on a vu que la trace n'avait plus d'interprétation
statistique). On se reportera au chapitre 4 sur la validité et portée des
résultats pour plus de détails.

i — Principes du découpage en classes

Les variables continues, pour étre actives dans une analyse des
correspondances multiples, doivent étre soit rendues nominales (découpées
en classes), soit recodées selon deux colonnes numériquesl.

Lorsque l'on cherche ainsi & découper une variable en classes, on est
confronté a plusieurs problémes : combien de classes choisir et comment les
choisir ? Ou placer les bornes des classes d'une variable continue ? La
consultation de la distribution de chaque variable (tris-a-plat et
histogrammes) est indispensable pour effectuer ces choix.

Certains principes, déduits des propriétés de l'analyse des correspondances
multiples (cf. § 1.4.3.g), peuvent étre utilisés pour guider la phase de
recodage : constituer des modalités d'effectifs semblables, découper les
variables de maniére a avoir un nombre comparable de modalités. Pour
donner un ordre de grandeur, un découpage entre 4 & 8§ modalités convient

dans la plupart des applications.

Il s'agit par conséquent de trouver un compromis entre un découpage
techniquement acceptable selon ces principes et un découpage qui exhibe au
mieux l'information a retenir. On ne peut généralement pas avoir recours a
des algorithmes aveugles pour élaborer un découpage satisfaisant 2. On

1 Cf. le recodage préconisé par Escofier (1979 b) présenté au § 3.8.5.c.

2 L'algorithme de Fisher (1958) fournit une partition optimale exacte (critére variance
inter/variance totale maximal), mais ce critere rend trés mal compte des mélanges de
distributions ayant des variances trés inégales et ne sépare donc pas des classes
qu'une inspection visuelle d'histogramme distinguerait sans hésiter.
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retiendra par exemple une modalité de faible effectif si celle-ci est
importante pour 1'étude. De méme pour sélectionner les bornes des classes
d'une variable continue, on respectera un ou plusieurs seuils naturels dans
le contexte de 1'étude, ou significatifs aprés examen de l'histogramme (le
découpage en classes d'amplitudes égales est parfois inapproprié).

Ces principes sont moins rigoureux pour une variable supplémentaire.
N'intervenant pas dans la formation des facteurs ou des classes, on a parfois
intérét a effectuer un découpage fin pour les variables supplémentaires.

La transformation de variables continues en variables nominales
occasionne une perte de l'information brute mais présente certains
avantages : exploiter simultanément des variables nominales et continues
en correspondances multiples ; valider a posteriori les données en
permettant d'observer l'éventuelle contiguité des classes voisines ; et mettre
en évidence les éventuelles liaisons non linéaires entre variables continues.

Pour un exposé de synthése sur les méthodes de codage, on consultera Cazes
(1990), Grelet (1993). L'article précité de Cazes et les travaux de Gallego
(1982), van Rijckevorsel (1987) portent en particulier sur l'utilisation du
codage flou en analyse des correspondances.

1.4.4 Eléments supplémentaires

L'utilisation des éléments supplémentaires en analyse des correspondances
multiples permet de prendre en compte toute l'information susceptible
d'aider a comprendre ou a interpréter la typologie induite par les éléments
actifs.

Ceci est particulierement intéressant lorsque l'ensemble des variables se
décompose en théme, c'est-a-dire en groupes de variables homogénes quant
a leur contenu.

Dans l'analyse du tableau disjonctif complet, on fera intervenir des
éléments supplémentaires pour :

- Enrichir l'interprétation des axes par des variables n'ayant pas participé a
leur construction. On projettera alors dans l'espace des variables les
centres de groupes d'individus définis par les modalités des variables
supplémentaires.

- Adopter une optique de prévision en projetant les variables
supplémentaires dans l'espace des individus. Celles-ci seront
"expliquées" par les variables actives. On peut projeter des individus
supplémentaires dans l'espace des variables, pour les situer par rapport
aux individus actifs ou par rapport a des groupes d'individus actifs dans
une optique de discrimination (cf. section 3.3).

Suivant la nature des variables supplémentaires, nominales ou continues,
on interpréte différemment leur position sur les axes factoriels.
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Figure 1.4-9

Représentation des variables supplémentaires
en analyse des correspondances multiples

a - Valeurs-test pour les modalités supplémentaires

Tout comme pour l'analyse des correspondances simples, il n'est pas
nécessaire de projeter en supplémentaire toutes les modalités d'une

variable nominale.

La coordonnée factorielle ¢gjd'une modalité j sur un axe o (que cette
modalité figure parmi les variables actives ou qu'elle soit supplémentaire)

est le produit par le coefficient ﬁ— de la moyenne arithmétique des

coordonnées Wy des individus ayant choisi cette modalité j de réponse :

o

1 n
Qo = PR
Y 2jAa i)



124 Meéthodes factorielles __ chapitre 1

ot I() est I'ensemble des individus ayant choisi la modalité j. Ceci suggere
alors le test d'hypothése suivant.

Supposons qu'une modalité supplémentaire j concerne #;individus
(nj = z.j). Si ces n; individus sont tirés au hasard (hypothése nulle Ho) parmi
les n individus analysés (tirage supposé sans remise), la moyenne de #;

coordonnées tirées au hasard dans l'ensemble fini des »n valeurs yy est une
variable aléatoire Xg; :

Xaj = ni 2V
7 iel(j)
avec pour espérance :
E(Xg)=0
et pour variance! :
Varg, (Xo)) = nn _nl] —/}1&

]

La coordonnée ¢qj de la modalité supplémentaire est liée a la variable
aléatoire Xq; par la relation :

— 1 X .
q’a]_m aj
On a donc:
E(q’a]):O
et:
n-n; 1
Var(qoa]-): n—lj o
]
La quantité g :
ty = (‘n ——n_ii
o “v/ I n-m, Py

mesure en nombre d'écart-types la distance entre la modalité j, c'est-a-dire le

quasi-barycentre des n; individus, et l'origine sur l'axe factoriel .. On
appelle cette quantité "valeur-test". D'apres le théoréme de la limite
centrale, sa distribution tend vers une loi de Laplace-Gauss centrée réduite.

Ainsi, la position d'une modalité est intéressante dans une direction a
donnée si le sous-nuage qu'elle constitue occupe une zone étroite dans cette
direction et si cette zone est éloignée du centre de gravité du nuage.

La valeur-test est un critére qui permet d'apprécier rapidement si une
modalité a une position "significative" sur un axe. On considére
généralement comme occupant une "position significative” les modalités
dont les valeurs-test sont supérieures a 2 en valeur absolue, correspondant
approximativement au seuil 5%.

11l s'agit de la formule classique donnant la variance d'une moyenne lors d'un tirage
sans remise de 7; objets parmi 7, en fonction de la variance totale Aq.
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Le calcul simultané de plusieurs valeurs-test ou de plusieurs seuils de
probabilités se heurte a 1'écueil des comparaisons multiples, bien connu des
statisticiens.

Supposons que l'on projette 100 modalités supplémentaires qui soient
vraiment tirées au hasard. Les valeurs-test attachées 4 ces modalités sont
alors toutes des réalisations de variables aléatoires normales centrées
réduites indépendantes.

Dans ces conditions, en moyenne, sur 100 valeurs-test calculées, 5 seront en
dehors de l'intervalle [-1.96 , +1.96], et 5 dépasseront la valeur 1.65 (test
unilatéral ). Le seuil de 5% n'a de sens en fait que pour un seul test, et non
pour des tests multiples. On résout de facon pragmatique cette difficulté en
choisissant un seuil plus sévérel.

On note que les valeurs-test n'ont de sens que pour les modalités
supplémentaires ou encore pour les modalités actives ayant des
contributions absolues faibles, c'est-a-dire se comportant comme des
modalités supplémentaires2.

Lorsque l'on dispose d'un nombre important de modalités
supplémentaires, les valeurs-test permettent de repérer rapidement les
modalités utiles a l'interprétation d'un axe ou d'un plan factoriel.

b — Variables continues supplémentaires

Il est possible de positionner des variable continues en élément
supplémentaire (sans transformation au préalable en variable nominale par
découpage en classes).

On calcule, comme dans l'analyse en composantes principales normée, le
coefficient de corrélation de ces variables avec le facteur. Celui-ci fournit la
coordonnée de la variable continue sur l'axe factoriel (cf. la schématisation
de la figure 1.4 - 9). Les carrés des coefficients obtenus sont 1'équivalent des
cosinus carrés.

La position d'une variable sur un plan définit donc la direction o1 se
situent les fortes valeurs de la variable. Ceci est d'autant plus vrai que la
variable est proche du cercle des corrélations (de rayon 1): il existe dans ce
cas une liaison forte et linéaire entre la variable et les facteurs 3.

1 Les valeurs-test permettent surtout de classer les modalités supplémentaires par
ordre d'intérét décroissant, ce qui constitue une aide précieuse a l'interprétation des
facteurs.

2 Les coordonnées sur un axe des individus correspondant 4 une modalité active ne
peuvent étre considérées comme tirés au hasard, puisque cette modalité aura contribué
a construire 1'axe.

3La lecture de la trajectoire des classes d'une variable continue transformée en variable
nominale apporte souvent plus de précision que la seule position de la variable
considérée comme continue {(détection éventuelle de liaisons non linéaires).
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14.5 Analyse du tableau de contingence de Burt:
Equivalence avec I'analyse du tableau disjonctif complet

Le tableau B de correspondance multiple, obtenu a partir d'un tableau
disjonctif complet, est un assemblage particulier des tableaux de contingence
qui sont les faces de I'hypercube de contingence.

L'analyse des correspondances appliquée & un tableau disjonctif complet Z
est équivalente a l'analyse du tableau de Burt B et produit les mémes
facteurs.

L'analyse des correspondances du tableau de Burt B, tableau symétrique
d'ordre (p,p), se raméne a l'analyse d'un nuage de p points-modalités dans
RP.Les marges de ce tableau, en ligne comme en colonne, sont les éléments
diagonaux de la matrice s D.

Compte tenu de l'équation [1.4 - 2] donnant le ai®me facteur @ de l'analyse
du tableau disjonctif complet Z, la matrice a diagonaliser est :

1 1

s=-D7'z7z=-D7'B
S S

Pour l'analyse du tableau de B associé a Z, le tableau des fréquences relatives
F s'écrit:

et

On diagonalise la matrice :

s*=L1p7BD7B
S

ce qui donne :
S+ =8?
En prémultipliant les deux membres de [1.4 -2] par 1D_1B, on obtient :
]

1 Slpy-l 2
?D BD "By, =A50q
Les facteurs des deux analyses sont donc colinéaires dans R? mais les
valeurs propres associées différent. Celles issues de l'analyse de B, notées Ap,
sont le carré de celles issues de l'analyse de Z :

Ag =A? [1.4-5]

Les facteurs @y issus de l'analyse de Z, représentant les coordonnées
factorielles des modalités, ont pour norme A, alors que le facteur
correspondant de l'analyse de B, noté pg, aura pour norme A2,
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D'oit la relation liant les deux systémes de coordonnées factorielles :
OBa = PoAa [14-6]

1.4.6 Cas de deux questions

Dans le cas de deux questions q; et gy, le tableau disjonctif complet s'écrit :
Z =74, Zy]
et nous ramene directement & I'analyse du tableau de contingence.

Il est alors équivalent, au point de vue de la description des associations
entre modalités, d'effectuer :

[1] V'analyse des correspondances du tableau Z d'ordre (n,p);
[2] I'analyse des correspondances du tableau B d'ordre (p,p);

[3] I'analyse des correspondances du tableau K =ZjZ, d'ordre (py1, p2).
L'équivalence entre l'analyse des correspondances du tableau disjonctif

complet Z et celle du tableau des correspondances multiples B a été donnée
dans le cas général de plusieurs questions.

9 9
00100| 010 4
n
q
Z,)Zy
tableau disjonctif tableau de tableau de
complet, Z Burt, ZZ contingence, Z'Z ,

Figure 1.4-10
Equivalence des trois analyses des correspondances

Intéressons-nous maintenant a l'équivalence entre l'analyse des
correspondances du tableau disjonctif complet Z = [Z;, Z;] d'ordre (n,p) et
celle du tableau de contingence K =Z1Z, d'ordre (p1, p2) avecp=p1 + p2 .
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Montrons que, pour tout couple de facteurs (yq, Qg relatifs a une méme
valeur propre pgq issus de l'analyse du tableau de contingence ZiZ,, il
correspond un facteur ®y de l'analyse de Z (ou celle de B), avec:

Vg
b, =
* [‘Pa]

Rappelons que l'on note Dy =Z1Z et D =Z5Z, et que:

D; 0
D=
7 o
Les éléments diagonaux de D; et D, sont respectivement les marges en ligne

et en colonne du tableau Z1Z,.

L'analyse de ce tableau nous conduit aux relations de transition :

1
Vo = Dy" 21259 [14-7]
a \/;L: [+
1 o,
Qg = Dy 252,y -
o {—"ua o [1.4 -8]

On peut écrire ces relations sous la forme du systéme :
DT’ (D1¥q +ZiZy0q) = (1+lq)Va

D3 (D29y + Z5Z1Wy) = (1++/1g)0q

soit encore :

1 ,
D; 0 Dy 217 || yq o

Y
= (I+lg)

0 Dy Z5Z; Dy || 9q [0

Cette équation s'écrit de fagon plus condensée :
DIZZ®, = (1++fig) Py [1.4-9]
Apreés multiplication des deux membres par 1, soit ici % , il vient:
s

1

1+
Iplzz ¢, = (Ve
S

2

)@y

On y reconnait la relation [1.4 - 2] avec:

It
o” 2

Si g est la ai®me plus grande valeur propre issue de I'analyse du tableau de
contingence Z{Z,, alors A est la aiéme plus grande valeur propre issue de
l'analyse de Z.



1.4 __ Analyse des Correspondances Multiples 129

Si par exemple p1 <p2, I'analyse de Z conduit a:

1+4/
- p1 facteurs du type Ii:g“], correspondant a la valeur propre Fota lea ;
a

1-4 ’
- p1 facteurs du type [_\'(’p“ ], correspondant a la valeur propre — al ;
[0

- p2-p1 facteurs du type? [F,O ], correspondant a la valeur propre % .
[0

Les résultats relatifs aux trois analyses équivalentes sont rassemblés dans le

tableau 1.4 - 1.

Tableau 1.4-1
Equivalence des analyses des trois tableaux
dans le cas de deux questions

Tableau analysé Dimension Facteur Valeur propre
2 dans RP1
217, ‘ (p1, p2) Y dans "
tableau de contingence ¢ dans RP2
Z= (2, 2)) (p.1) o Y Lt
tableau disjonctif oup=p1+p2. - ¢ 2
complet
B=2'Z = 2
Tableau de Burt (p.p) @z @A X
Remarques :

1) Les analyses de correspondances appliquées a ces trois types de tableaux,
reposant sur la méme information brute, donnent les mémes axes factoriels, mais
avec des valeurs propres différentes, donc des taux d'inertie différents. Les
relations existant entre les taux d'inertie nous montrent que ceux-ci seront toujours
plus élevés pour l'analyse du tableau de contingence ZjZ; que pour l'analyse du
tableau disjonctif complet Z.

Ainsi, la somme des valeurs propres non triviales issues de l'analyse de Z vaut :

P1+p2 -1
2
Comme les valeurs propres sont inférieures ou égales a 1, aucun facteur ne peut
avoir un taux d'inertie supérieur en pourcentage a :
2x100
p1tp2=2

Prenons l'exemple du tableau de contingence croisant les 8 professions et les 6
médias (cf. § 1.3.8). Le premier facteur prend en compte 50% de l'inertie totale. La
remarque ci-dessus montre que l'analyse du tableau disjonctif correspondant ne

1 Les axes &g completent la base des yq dans R?
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200 o
5162 16,6%. Les taux
d'inertie sont donc dépendants du codage préliminaire de I'information brute. 1l
faut donc éviter de les interpréter en termes "d'information”. On reviendra sur ce
point & la section 4.1.

peut pas donner un premier facteur expliquant plus de

2) Dans l'analyse du tableau disjonctif complet Z, les points représentant les
diverses modalités de réponses aux deux questions sont les éléments d'un méme
ensemble, I'ensemble des colonnes de Z.

Au contraire dans I'analyse du tableau de contingence ZiZ,, ils se scindent en
points-lignes et en points-colonnes (cf. figure 1.4 - 11).

Tableau Tableau de
disjonctif contingence
(np) ®.r,)

q 4, 172

N jest au barycentre des p
d(j;’) dans R modalités de l'autre variable

Figure 1.4 -11
Proximité entre deux modalités de variables différentes

Le fait que les représentations obtenues dans I'espace des premiers facteurs
soient identiques (& une dilatation prés, due au fait que les valeurs propres
ne sont pas les mémes) montre que la représentation simultanée des points-
lignes et des points-colonnes en analyse des correspondances n'est pas un
simple artifice graphique.

L'interprétation de la position de deux modalités relatives a deux variables
différentes dépend du tableau d'analyse. Dans le tableau disjonctif complet,
cette position s'interpréte en terme de distance. Dans le tableau de
contingence, la distance entre une ligne et une colonne n'a pas de sens et
une modalité est au "quasi-barycentre" des modalités de l'autre variable.
L'analyse de ces deux tableaux fournit des représentations similaires.

1.4.7 Cas particuliers

Dans le cas ol toutes les variables ont deux modalités, l'analyse des
correspondances multiples se rameéne a l'analyse en composantes
principales des variables caractérisées par une seule de leurs modalités. Dans
le cas ou I'ensemble des questions peut étre partitionné en deux groupes a
l'intérieur desquels les questions sont indépendantes, l'analyse des
correspondances multiples se rameéne & l'analyse de la correspondance entre



1.4 __ Analyse des Correspondances Multiples 131

les deux groupes : juxtaposition de tables de contingences constituant un
sous-tableau du tableau de Burt.

a — Toutes les questions ont deux modalités

Les variables n'étant représentées que par une seule de leurs modalités
p-s= %, on obtient directement la matrice & diagonaliser qui n'est autre que
la matrice des corrélations entre variables (Nakhlé, 1976). Rappelons que
d'aprés [1.4-2]:

-s:l-D_lB(I) =D [14 -10]

Explicitons cette relation oti D désigne la matrice diagonale ayant les mémes
éléments diagonaux que B et ou [ et j désignent deux modalités :

1% b L, = [1.4-11]
S jepbu
L'ensemble p des p modalités est partitionné en deux sous-ensembles p! et
p2 formés respectivement des premieres et des deuxieémes modalités de
chacune des s questions :
p=plup?
Pour toutqe s:
_pl o2
Pq = iq/iq)
avec jcl1 e plet jc21 e p2. Notons les relations, pour tout q € s:
b.i+b,.2 =b” pour tout le P
i i

Cette relation exprime que ceux qui ont choisi la réponse ! et I'une ou
l'autre des deux modalités de la question Jq sont simplement ceux qui ont
choisi la réponse I.

bii+br2=n e by P1= -b,2

jaia ~ i I F
La premiere relation exprime que tous les individus doivent choisir au
moins une modalité de réponse pour chaque question, et la seconde traduit
le fait que les coordonnées sont centrées pour chaque question.

Il suffit donc de restreindre la sommation de la relation [1.4 - 11] au seul
ensemble pl, dont I'élément courant sera désormais noté j :

(b” - blj )b”
——— )P, =4
Ce qui peut s'écrire :
2 M =1q [14-12]
18 (n-by) by

jep
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Calculons les moments empiriques centrés du second ordre des s variables
caractérisées par leurs premiéres modalités :

L1 byb;;
Cov(l,j)==(b;; - —*+
ov( ]) n( Ij "

2
L1 b3
Var(j) = ~(b; —-L
ar(j) =—(bji=—")

Le terme général de la matrice des corrélations des s variables s'écrit :

n blj - bll b]]

Cor(l,7)=
/ (n-bj) by; (n-by) by

1l est clair que si (@, A) est la solution de I'équation [1.4 - 12] alors (@*, A*) est
la solution de :

. * *® *

2’1 Cor(l, P =A'd
Jep
avec :
e
] ] }
b]]
et:
A= hs

Les facteurs et les valeurs propres d'une analyse des correspondances
multiples de s variables a deux modalités (p = 2s) sont bien reliés par une
relation simple a ceux d'une analyse en composantes principales normées

effectuées sur les premiéres (ou les secondes) modalités de chacune des s
questions (sélection de s colonnes du tableau disjonctif complet).

b — Sous-tableau d'un tableau de correspondances multiples

Lorsque l'ensemble des s questions est partitionné en au moins deux sous-
ensembles s; et sp totalisant respectivement pj et p» modalités (avec
p1 + p2 =p), on peut vouloir analyser le sous-tableau By croisant ces deux
sous-ensembles obtenu a partir du tableau de correspondances multiples.

- Analyse du sous-tableau

L'analyse du tableau des correspondances multiples B permet d'étudier les
liaisons entre toutes les questions.

L'analyse du sous-tableau B12 permet d'étudier les relations existant entre
les éléments de s et ceux de sz sans tenir compte des dépendances internes a
s1, ni des dépendances internes a sy. Le groupe de questions s est caractérisé
par ses associations avec les questions de sy et réciproquement (cf. Leclerc,
1975).
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51 2

Sous-tableau B |,

Tableau de Burt B

Figure 1.4-12
Sous-tableau B,; du tableau de contingence de Burt B

Lorsqu'un des groupes est réduit a une seule question q, le tableau de

données est une bande du tableau des correspondances multiples croisant la
variable g, avec un groupe de variables ne contenant pas q

C'est aussi le tableau des barycentres des groupes d'individus définis par les
modalités de q

Nous verrons (§ 3.3.8.b) que l'analyse d'une bande d'un tableau de
correspondances multiples constitue une méthode de discrimination
appelée analyse discriminante barycentrique.

Les résultats obtenus par l'analyse des correspondances du tableau de Burt B
et celle de la tranche B12 sont en général différents (les nuages relatifs a ces
tableaux ne sont pas dans le méme espace). Ce sont les objectifs de 1'étude
qui doivent guider le choix du tableau a analyser.

59

A
Y

Figure 1.4-13
Bande du tableau
des correspondances multiples

Cependant, si les variables de chaque sous-ensemble sont indépendantes
entre elles, les analyses réalisées & partir des tableau B et B12 sont
équivalentes et celles de chaque sous-ensemble s et sp ne présentent pas
d'intérét.
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- Cas ou U'analyse multiple se ramene a une correspondance binaire

Le cas d'une correspondance binaire s'est révélé particuliérement
intéressant du point de vue des calculs & mettre en ceuvre. En effet,
l'analyse du tableau des correspondances multiples d'ordre (p,p) est
équivalente a I'analyse des correspondances du tableau de contingence
croisant les modalités des deux questions, ce qui conduit a diagonaliser une
matrice dont I'ordre est déterminé par le plus petit des nombres p; et p;.

Nous retiendrons la propriété suivante. Si a l'intérieur des deux sous-
ensembles sq et s les questions sont indépendantes, I'analyse des s questions
se ramene a celle d'une correspondance binaire, et donc a la diagonalisation
d'une matrice d'ordre Inf (p1, p2).

Nous dirons ici que deux questions g et 4’ sont indépendantes si la table de
contingence correspondante vérifie la relation! :
Z,Z —ld d
99’ =7, %9’

ol les vecteurs dq et dg' ont respectivement pour composantes les éléments

7

diagonaux de ZgZ, et Zg'Zy (c'est-a-dire les éléments diagonaux de Dq et
Dg' par définition de ces matrices).

Ecrivons de nouveau la relation [1.4 - 10] en partitionnant ® en deux blocs
D, et @,; on découpe également les matrices B et D en quatre blocs, de

fagon a faire apparaitre la partition s =sy U sp :

B11 Blz] [Dl 0 ]
B= D=
[321 By 0 D

On obtient les deux relations :

11 -1 _
E(Dl ]311‘1’51 +D; Blz‘bsz)“)“bs1

1.1 1 _
S0 By @ +D; By ) =20,

Remarquons que les s; (respectivement s;) blocs diagonaux de DIIB11

(respectivement DEIBZZ) sont des matrices unité dont les ordres
correspondent aux cardinaux de chacune des questions .

On a d'autre part, pour k{1, 2} :
_ 1.1
es;’s;#’::»DlZ’Z/=—Ddd’/
q€skiq €5k/q*q q %q%q' = Pq %%

En désignant par eq un vecteur dont les 4 composantes valent I :

1 Bien entendu, I'indépendance théorique entre les deux questions n'implique pas que
cette relation soit exactement vérifiée sur 1'échantillon.
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1y 1. o
DyZqZy = _eqdy

Les relations dg®g- =0 (centrage des modalités relatives a chaque question)
impliquent finalement :

-1 _ -1 —
DI'B;® =® et D;'Byd =0

Le systeme ci-dessus s'écrit alors :
D'By, @, =(As - 1) @,

D;'By @, =(As—1) ¥,
D'olt par substitution :
D3'B;1D7'Byy®s, = (As - 12,

Ainsi ®@;, est obtenu par diagonalisation d'une matrice d'ordre (s, 52). On
en déduit facilement @, .

Remarquons que B2 est obtenu par juxtaposition des tableaux de
contingence croisant l'ensemble des modalités des questions du premier
groupe avec celles relatives au second groupe. Les marges du tableau B3
sont les éléments diagonaux de s2B1 et 57B>.

Les facteurs issus de l'analyse des correspondances directe du tableau B2
considéré comme un tableau de contingence vérifient la relation :

1 1 -1
—D;'By D] 'B,¥ =AY
1%2

Ils sont donc proportionnels aux facteurs trouvés précédemmentl.

1.4.8 Exemple d'application numérique

L'exemple qui va suivre concerne un petit sous-échantillon (105 individus,
9 questions) de l'enquéte "Conditions de vie et aspirations des Franqais" 2.

Le tableau 1.4-2 est le tableau de données proprement dit, en codage
condensé (cf. section 1.4.2 ci-dessus), a I'exception de la variable V2 (age) qui
est numérique.

1 Ces propriétés concernant les sous-tableaux de tableaux de Burt ont été étudiées par
A. Leclerc (1975), puis généralisées par P. Cazes (cf. Cazes, 1977, 1980, 1981).

2 Pour une présentation générale, des références relatives a cette enquéte et des
exemples d'application en vraie grandeur, cf. § 2.4.4.
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Tableau 1.4-2
Tableau de données R en codage condensé

V3 V4 V5 v6e V7 VB V9

vl v2

n°

V3 V4 V5 V6 V7 v8 V3§

vl v2

n°

]

54
48
30
50
21

54

55
56

57

58

47
51

59

60

27
37
67
30

61

62
63
64

54
57
33

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

40
67

65

66
67

65

51

35
24
34

68
69
70
71

33
37

46
30

55
41

72
73
74

64

32

64

35
27

e}

41

21

75
76

56
21

22
23

22
31

77
78
79
80

49
60
63

24

35

ca

25

33
39

26

46
53
29

27

21
51

81

28

82
83
84

29
3o

35

59
48
19
56
30
66
30
39
52
23

58
54
21

31

85
86
87

32
33
34

29
32

88
89

35
36
37

40

33

91

38

82

92
93

39

69

52
47
47
71

40
41

38
80
39
61

94

95
96
97

42
43
44

64

™

67

98

37

45

24
43

99

3

62

46
47
48
49
50

100
101
102
103
104
105

45
26

54
76

40
23

45
24
80

28
40
40

51

2

2

52

53

Les libellés des questions figurent dans le tableau 1.4 -3, les libellés des

modalités correspondantes se retrouveront dans les listages de résultats plus

bas. Les libellés abr

4 caractéres seront utilisés pour les

z

égés en

Les 4 variables actives servent a calculer les

iques.

ions graph

tat

2

représen
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distances et les axes, les 4 variables illustratives et la variable continue
illustrative servent a interpréter a posteriori les axes et les proximités.

Tableau 1.4 -3
Description des libellés des 9 questions

4 questions actives 10 modalités associées
-V3- La famille est le seul endroit ou I'on se sent bien (2 modalités )
FAO1 = oui, FAQO2 =non.
-V4- Les dépenses de logement sont pour vous une charge (4 modalités )
DLO1 = négligeable, DLO2 = sans gros probléme,
DL03 = une lourde charge, DL04 = Une tres lourde charge.
-V7- Avez-vous souffert récemment de mal au dos (2 modalités )
MAQ1 = oui, MAQO2 = non.
-V8-Vous imposez-vous réguliérement des restrictions (2 modalités )
REOQ1 = oui, RE02 = non.
4 questions illustratives 10 modalités associées
-V1- Sexe de l'enquété(e) (2 modalités )
MASC = masculin, FEMI = féminin.
-V5 Disposez-vous d'un magnétoscope (2 modalités )
MAGI1 = oui, MAG2 = non.
-V6- Avez-vous souffert récemment de maux de téte (2 modalités )
MT01 = oui, MT02 = non.
-V9- Regardez-vous la télévision ? (4 modalités )
TVO1 = tous les jours, TV02 = assez souvent,
TV03 = pas trés souvent, TV04 = jamais.
1 variable continue illustrative
-V2- Age de I'enquété(e) (continue)

Les tableaux disjonctifs complets correspondant aux variables nominales ne
sont pas présentés et ne sont jamais développés tels quels dans les calculs. Le
tableau de Burt (tableau 1.4 - 4) est calculé directement & partir du codage
condensél. Le tableau 1.4 - 4 ne représente que la moitié inférieure du
tableau de Burt relatif aux 4 questions actives. On trouve dans ce tableau les
6 tableaux de contingence croisant les 4 questions actives deux a deux. Sur la
diagonale se trouvent les questions croisées avec elles-mémes, et donc les
effectifs correspondant & chaque modalité.

On vérifie ensuite (tableau 1.4 -5) qu'il y a 6 valeurs propres non nulles
(6 =p - s), et on peut constater que les taux d'inertie correspondant a chaque
valeur propre sont modestes, malgré la petite taille de cet exemple
pédagogique. 1l s'agit la d'une propriété propre a cette méthode : les taux
d'inertie sont toujours des mesures trés pessimistes de l'information
extraite, car le codage disjonctif induit une orthogonalité artificielle des
colonnes du tableau. Plusieurs indicateurs de remplacement ont été
proposés.

1 Cette procédure divise le nombre d'opérations par le coefficient (s/p)Z, s étant le
nombre de questions actives et p le nombre total de modalités correspondantes. Dans
le cas d'applications courantes (p > 100, n > 1000, n étant le nombre d'individus) ce
gain est trés appréciable.
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Tableau 1.4 - 4
Tableau de Burt des s =4 questions actives

| FAO1 FAO2 | DLO1 DL02 DLO3 DLO4 | MAO1l MAO2 | REO1 REO2 |
————— B ittt T e e
FAOL | 72 0 |
FAO2 | 0 33|
————— B e et T
DLO1 | 9 2| 11 0 0 0 |
pLo2 | 37 20 | 0 57 0 o |
DLO3 | 21 9 | 0 0 30 o |
DLO4 | 5 2 | 0 0 0 7 |
----- R et Dt e D e LTS 3
MAOL | 38 12 | 7 24 16 3 | 50 0 |
MAQ2 | 34 21 | 4 33 14 4 | 0 55 |
----- B e e e D e L L L 3
REOL | 42 22 | 4 29 25 6 | 31 33| 64 o |
RE0O2 | 30 11 | 7 28 5 1| 19 22 | 0 41|
————— B et e L L e L L
| FAO0l FAO2 | DLO1l DLO2 DLO3 DLO4 | MAO1 MAO2 | REO1 REO2 |

On peut considérer les carrés des valeurs propres, qui sont les valeurs
propres de l'analyse des correspondances du tableau de Burt considéré
comme tableau de données (cf. § 1.4.5) et qui fournissent des taux d'inertie
un peu moins pessimistes. On peut également prendre en compte des
fonctions particulieres des valeurs propres comme mesures de l'inertie
(Benzécri, 1979)1.

Tableau 1.4 -5
Valeurs propres et taux d'inertie

NUMERO VALEUR POURCENT. POURCENT.

PROPRE CUMULE
1 .3416 22.77 22.77 ek ko k ok ko ko k ok e e
2 .3175% 21.17 43 .94 ek ke ke ok ke ok ke kK ok ko ke k kK kK ke Kk
3 .2520 16.80 60.74 ek ke ok ok kK ek ok
4 .2232 14.88 I I
5 .2075 13.84 89 .46  xxxrraaxakxxax
6 .1582 10.54 100.00 ERk Ak kK
Total 1.5000 100.00

Le tableau 1.4 - 6 fournit les indicateurs nécessaires pour interpréter les
positions des modalités actives.

Les regles de lecture sont semblables a celles du tableau 1.3 -12 relatif a
l'analyse des correspondances simple. Seuls les calculs de contributions
cumulées pour les modalités de chaque question ont été ajoutés. Leur
interprétation est immédiate. Il est clair, par exemple, que les deux questions
relatives aux dépenses de logement et aux restrictions définissent
entierement le premier axe.

1 Benzécri a proposé la quantité p(i)=( %)2( A-1)2 qui est voisine de A2 si le nombre
- S5

de questions s est grand, et qui correspond, dans le cas s = 2, a la valeur propre u de
l'analyse des correspondances de la table de contingence croisant les deux questions
[dans ce cas, en effet, p(A) = p = (2A -1 )2]. (voir aussi § 4.1.5.a).



Tableau 1.4.6

Coordonnées, contributions et cosinus carrés des modalités actives sur les axes 143

- négligeable 2.62 8.55 |

- sans ¢gros probléme 13.57 .84 |

- une lourde charge 7.14 2.50 |

- trés lourde charge 1.67 14.00 | -1.11 -.05 3.45
+

MODALITES

~ la famille est le seul endroit ou l'on se sent bien

- - oui - 17.14 .46 | .14 -.42 .12
- - non - 7.86 2.18 | -.31 .91 -.26
———————————————————————————————————— Fommmmmm - CUMUL

- les dépenses de logement sont pour vous une charge

1.32 -1.32 .33
.41 .52 -.11

- avez-vous souffert récemment de mal au dos

- - oui - 11.90 1.10 | .03 -.73 -.14
- - non - 13.10 .91 -.02 .66 .13
———————————————————————————————————— Fommmmmmm CUMUL

- vous imposez-vous régulierement des restrictions

- - oui - 15.24 .64 | -.66 -.06 .01
- - non - 9.76 1.56 | 1.03 .10 -.01
———————————————————————————————————— +---------  CUMUL

CONTRIBUTIONS
3
1.0 9.3 .9
2.3 20.4 2.1
3.3 29.7 3.0
13.4 14.4 1.2
6.7 11.8 .6
21.1 5.7 14.8
6.0 .0 78.7
47.2 31.9 95.2
.0 19.8 .9
.0 18.0 .8
.0 37.9 1.86
19.3 .2 .0
30.2 .3 .0
49.5 .5 .0

+ —+ —

COSINUS CARRES

saydyny saouvpuodsaiio) sap ashipuy — ¥'1

6¢€1



140 Méthodes factorielles __ chapitre 1

Le tableau 1.4 -7 donne les valeurs-test (cf. section 1.4.4.a ci-dessus) et les
coordonnées des modalités supplémentaires sur les trois premiers axes. On
note que les seules coordonnées significatives sur le premier axe sont
relatives a la possession d'un magnétoscope (valeurs-test de 2.8). Les
mentions de maux de tétes et 'écoute de la télévision - toutes deux liées &
I'age - sont caractéristiques du deuxiéme axe.

na

Le tableau 1.4 - 8 est relatif & la variable continue "dge". On y lit sa moyenne,
son écart-type, et ses coefficients de corrélation avec les trois premiers axes.

La structure du nuage des modalités actives est décrite par le plan factoriel
de la figure 1.4 - 5, qui résume donc les 6 tables de contingence.

Le petit nombre de questions et le faible nombre d'individus limitent
l'intérét des résultats, mais permettent en revanche de comprendre le
mécanisme de la méthode. Les deux questions les plus liées (dépenses de
logements et restrictions) emportent le premier axe, la question relative aux
dépenses de logement intervenant avec un poids double compte tenu du
nombre de ses modalités (cf. § 1.4 .3-g). Les deux questions restantes, plus
faiblement liées, caractérisant le deuxieme axe.

La représentation simultanée des lignes et des colonnes liée a 'analyse des
correspondances n'est pas utilisée sur la figure 1.4 - 5. Les 105 points-lignes
correspondent a des individus anonymes; seules leurs caractéristiques
présentent de l'intérét. Les individus n'interviennent donc que par le
truchement des variables supplémentaires.

Les positions des modalités supplémentaires doivent &tre tempérées par
leurs valeur-tests. Dans les études en vraie grandeur oit ces modalités
peuvent &tre trés nombreuses, seules celles ayant des valeurs-test
significatives sont portées sur les graphiques. Ainsi, la variable sexe
(valeurs-test 0.5 et 0.4 sur les axes 1 et 2) pourrait ne pas figurer dans ce plan
factoriel. De méme, la modalité TvO4, (ne regarde jamais la télévision)
malgré sa position relativement excentrée a gauche, n'est pas non plus
significative (valeur-test = -1.0) car elle ne concerne que 3 individus.

Remarquons que la seule phase du processus permettant de procéder a une
inférence statistique est précisément le calcul des valeurs-test relatives aux
modalités supplémentaires. Malgré la taille modeste de 1'échantillon et le
petit nombre de variables, on peut rejeter I'hypothése d'indépendance entre
la possession d'un magnétoscope (point MAG2) et l'aisance financiére telle
qu'elle est décrite par les modalités (DL01, DL02, RE02).

La variable continue AGE est représentée comme un axe, en pointillé. Cette
direction a une certaine cohérence, malgré la faible taille de I'échantillon
(les individus plus dgés ont des idées plus traditionalistes sur la famille,
sont plus souvent propriétaires de leur logements, plus fréquemment
téléspectateurs).



Tableau 1.4.7

Coordonnées et valeurs-test des modalités illustratives sur les axes 1 a 3.

MODALITES | VALEURS-TEST | COORDONNEES
————————————————————————————————————————————— Rl el B
IDEN - LIBELLE EFF P.ABS | 1 2 3 | 1 2 3 | DISTO
————————————————————————————————————————————— e e et e E L L e e
-sexe de 1'enquété(e)

MASC - masculin 53 53.00 | .5 .4 2.1 | 05 04 .21 98
FEMI - feminin 52 52.00 | -.5 -.4 -2.1 | -.05 ~-.04 -.21 1.02
————————————————————————————————————————————— B e R e e R L e P T

- disposez-vous d'un magnétoscope

MAGlL - oui - 22 22.00 2.8 7 5 | 54 .13 09 | 3.77
MAG2 - non - 83 83.00 | -2.8 -.7 -.5 | -.14 -.03 -.02 | 27
————————————————————————————————————————————— Dl ittt e ettt it kb
- avez-vous souffert récemment de maux de tete

MT0l - oui - 33 33.00 | .0 -3.1 -1.3 | .01 -.45 -.19 | 2.18
MT02 - non - 72 72.00 | .0 3.1 1.3 | .00 .21 .09 | .46
————————————————————————————————————————————— D et e it e TP e e P
- regardez-vous la télévision ?

TV0l - tous les jours 53 53.00 | .7 3.4 -.2 | 07 -.33 -.02 | .98
TV02 - assez souvent 27 27.00 | .1 3.3 -.9 | 02 56 ~.16 | 2.89
TV03 - pas treés souvent 22 22.00 | -.6 .3 .4 | -.11 07 .08 | 3.77
TV04 - jamais 3 3.00 | -1.0 .7 1.9 | -.56 .39 1.11 | 34.00

Tableau 1.4.8
Coordonnées (corrélations) de la variable continue illustrative sur les axes 1 a 3.

VARIABLE CONTINUE } CARACTERISTIQUES ! CORRELATIONS
_______________________________ @ m o e
(IDEN) LIBELLE COURT | EFFECTIF MOYENNE EC.TYPE | 1 2 3
_______________________________ B m o e o

-(age ) age de 1'enguete(e) | 105 43.89 15.50 | 23 -.23 15
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Figure 1.4.5

Position des modalités actives et illustratives sur le premier plan factoriel.

Les modalités "consécutives” des questions actives sont jointes par des lignes polygonales. On vérifie que l'origine est bien un
centre de gravité pour les modalités de chaque question, ce qui implique un alignement avec l'origine pour les questions a 2
modalités. Les variables "restrictions” (RE02 = ne s'impose pas de restriction) et "dépense de logement” (DL01 = négligenbles, DL02 = sans
gros probleme) déterminent le premier axe, illustré a posteriori par la position du point MAG2 (possession d"un magnétoscope). La
variable continue AGE est repérée par ses coefficients de corrélation avec les axes (fléche en pointillé).
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Introduction

Les techniques de classification automatique sont destinées a produire des
groupements de lignes ou de colonnes d'un tableau. Il s'agit le plus souvent
d'objets ou d'individus décrits par un certain nombre de variables ou de
caractéres. La classification est une branche de l'analyse des données qui a
donné lieu a des publications nombreuses et diversifiées. Les ouvrages
spécialisés (notamment, en langue frangaise, le tome 1 du traité d'analyse
des données de Benzécri, 1973) contiennent en général d'importantes
considérations historiques et de rigoureux développements formels sur la
notion de classification. L'ouvrage de base, historique, est celui de Sokal et
Sneath (1963). Les premiers manuels publiés furent ceux de Lerman (1970),
Anderberg (1973), Benzécri (1973), Hartigan (1975), Lerman (1981) et Gordon
(1981) auxquels nous ne pouvons que renvoyer le lecteur pour des
préalables fondamentaux!. Nous nous bornerons ici aux principes de base
des méthodes les plus largement utilisées.

Les circonstances d'utilisation sont sensiblement les mémes que celles des
méthodes d'analyse factorielle descriptive présentées au chapitre 1:
l'utilisateur se trouve face a un tableau rectangulaire de valeurs
numériques. Ce tableau peut étre un tableau de valeurs numériques
continues (valeur de la variable j pour l'individu i, & l'intersection de la
ligne i et de la colonne j du tableau), un tableau de contingence (croisant
deux partitions d'une méme population), ou encore un tableau de présence-
absence (valeurs 0 ou 1 selon que tel individu ou objet posséde tel caractére
ou attribut). Dans certaines applications, l'utilisateur peut disposer d'un
tableau carré symétrique de similarités ou de distances.

Le recours aux techniques de classification automatique est sous-tendu par
quelques idées générales concernant le champ d'observation. On suppose
que certains regroupements doivent exister, ou au contraire on exige que
certains regroupements soient effectués. Autrement dit, on ne se satisfait
pas d'une visualisation plane et continue des associations statistiques et 1'on
manifeste, implicitement ou explicitement, un intérét pour la mise en
évidence de classes d'individus ou de caractéres. Les représentations
synthétiques se manifestent soit sous la forme de partitions des ensembles
étudiés (lignes ou colonnes du tableau analysé), soit sous la forme de
hiérarchie de partitions que nous définirons de fagon plus précise
ultérieurement. Quelquefois, il s'agira d’arbres au sens de la théorie des

1 Une des premidres synthése historique sur le sujet est celle de Cormack (1971). Une
synthése de travaux plus récents en classification hiérarchique a été faite par Gordon
(1987). Cf. également les manuels généraux de Chandon et Pinson (1981), Jambu et
Lebeaux (1978), Murtagh (1985), Roux (1985), Kaufman et Rousseeuw (1990).
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graphes, arbres dont les sommets sont les objets a classer. Enfin on pourra
rechercher des classes empiétantes ou simplement mettire en évidence des
zones 4 forte densité, laissant de nombreux individus ou caractéres non
classés.

A une méme famille de résultats correspond parfois des démarches et des
interprétations différentes. Il peut s'agir de découvrir une partition ayant
une existence réelle (cette existence étant conjecturée avant l'analyse
statistique ou étant révélée a l'issue des calculs) ou I'on veut au contraire
utiliser les partitions produites comme des outils ou des intermédiaires de
calculs permettant une exploration des données?.

Pour I'essentiel, les techniques de classification font appel a2 une démarche
algorithmique et non aux calculs formalisés usuels. Alors que les valeurs
des composantes des axes factoriels, par exemple, sont la solution d'une
équation pouvant s'écrire sous une forme trés condensée (méme si sa
résolution est complexe), la définition des classes ne se fera qu'a partir d'une
formulation algorithmique: une série d'opérations est définie de fagon
récursive et répétitive. Il en découle que la mise en ceuvre de la plupart des
techniques de classification ne nécessite que des notions mathématiques
relativement élémentaires.

Il existe plusieurs familles d'algorithmes de classification : les algorithmes
conduisant directement a des partitions comme les méthodes d'agrégation
autour de centres mobiles; les algorithmes ascendants (ou encore
agglomeératifs) qui proceédent a la construction des classes par agglomérations
successives des objets deux a deux, et qui fournissent une hiérarchie de
partitions des objets; enfin les algorithmes descendants (ou encore divisifs)
qui procedent par dichotomies successives de l'ensemble des objets, et qui
peuvent encore fournir une hiérarchie de partitions. On se limitera ici aux
deux premiéres techniques de classification :

- les groupements peuvent se faire par recherche directe d'une partition,
en affectant les éléments a des centres provisoires de classes, puis en
recentrant ces classes, et en affectant de facon itérative ces éléments. Il
s'agit des techniques d'agrégation autour de centres mobiles, apparentées
a la méthode des "'nuées dynamiques”, ou méthode "k-means", qui sont
particuliérement intéressantes dans le cas des grands tableaux (section
2.1)

- les groupements peuvent se faire par agglomération progressive des
éléments deux a deux. C'est le cas de la classification ascendante
hiérarchique qui est présentée ici suivant plusieurs critéres d'agrégation.
Nous envisagerons d'une part la technique "du saut minimal" (single
linkage) équivalente, d'un certain point de vue, a la recherche de l'arbre
de longueur minimale, et d'autre part la technique d'agrégation "selon

1 Cette derniére démarche généralise en quelque sorte la construction d'histogrammes
de la statistique unidimensionnelle : en vue d'une étude plus aisée, les observations
sont regroupées par paquets homogenes, méme si la construction de ces paquets
implique un découpage quelque peu arbitraire d'un ensemble continu.
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la variance”, intéressante par la compatibilité de ses résultats avec
certaines analyses factorielles (section 2.2).

Ces techniques présentent des avantages différents et peuvent étre utilisées
conjointement. Il est ainsi possible d'envisager une stratégie de
classification basée sur un algorithme mixte, particuliérement adapté au
partitionnement d'ensembles de données comprenant des milliers
d'individus a classer (section 2.3).

Un des avantages des méthodes de classification est de donner lieu a des
éléments (les classes) souvent plus faciles a décrire automatiquement que
les axes factoriels. Les outils de description seront évoqués a la section 2.3.

Enfin, la pratique montre que l'utilisateur a intérét a utiliser de fagon
conjointe les méthodes factorielles et les méthodes de classification. Les
aspects théoriques et pratiques de la complémentarité entre ces deux
familles de méthodes exploratoires seront abordés a la section 2.4



Section 2.1

Agrégation autour des centres mobiles

Bien qu'elle ne fasse appel qu'a un formalisme limité et que son efficacité
soit dans une large mesure attestée par les seuls résultats expérimentaux, la
méthode de classification autour de centres mobiles est probablement la
technique de partitionnement la mieux adaptée actuellement aux vastes
recueils de données ainsi que la plus utilisée pour ce type d'application.
Produisant des partitions des ensembles étudiés, elle est utilisée aussi bien
comme technique de description et d'analyse que comme technique de
réduction, généralement en association avec des analyses factorielles et
d'autres méthodes de classification.

L'algorithme peut étre imputé principalement & Forgy (1965), bien que de
nombreux travaux (parfois antérieurs : Thorndike, 1953), le plus souvent
postérieurs (MacQueen, 1967; Ball and Hall, 1967) aient été menés
parallélement et indépendamment pour introduire des variantes ou des
généralisations. Cette méthode peut étre considérée comme un cas
particulier de techniques connues sous le nom de nuées dynamiques
étudiées dans un cadre formel par Diday (1971).

Elle est particulierement intéressante pour les gros fichiers numériques car
les données sont traitées en lecture directe : le tableau des données, conservé
sur une mémoire auxiliaire (disque, CD-ROM), est lu plusieurs fois de fagon
séquentielle, sans jamais encombrer de zones importantes dans la mémoire
centrale de l'ordinateur. La lecture directe permet également d'utiliser au
mieux les particularités du codage des données, ce qui réduit le temps de
calcul dans le cas des codages disjonctifs.

2.1.1 Bases théoriques de l'algorithme

Soit un ensemble I de n individus a partitionner, caractérisés par p

caractéres ou variables. On suppose que l'espace R? supportant les n points-
individus est muni d'une distance appropriée notée 4 (souvent distance

euclidienne usuelle ou distance du %2). On désire constituer au maximum g
classes. Les étapes de l'algorithme sont illustrées par la figure 2.1 - 1.

Etape 0: On détermine g centres provisoires de classes (par exemple, par
tirage pseudo-aléatoire sans remise de g individus dans la

population a classifier, selon une préconisation de MacQueen).
Les g centres :

{d....cl....c}
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cd . . R .
s . o« o Tirage au hasard
?0 . . S des centres
° 2 . . * ° C? et Cg

Constitution des classes
I? et 15’

Nouveaux centres
cletc}

et nouvelles classes
111 et I%

Nouveaux centres
C et C3

et nouvelles classes
7 et I3

Etape I:

Figure 2.1-1
Etapes de l'algorithme

induisent une premiere partition PO de I'ensemble des individus I
en g classes :
0 0 0
{4t 10}

Ainsi l'individu i appartient a la classe I ,(() s'il est plus proche de
¢ que de tous les autres centresl.

On détermine g nouveaux centres de classes :
1 1 1
{cl,‘..,ck,‘..,cq}

en prenant les centres de gravité des classes qui viennent d'étre

obtenues :
g1l 10}

Ces nouveaux centres induisent une nouvelle partition Pl del
construite selon la méme régle que pour PO,

T Les classes sont alors délimitées dans I'espace par les cloisons polyédrales convexes
formées par les plans médiateurs des segments joignant tous les couples de centres.
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La partition Pl est formée des classes notées :
1 1 1
{4141

Etape m: On détermine g nouveaux centres de classes :

fer,..cp....crl

en prenant les centres de gravité des classes qui ont été obtenues
lors de I'étape précédente,

{11’”‘1,...,1;"‘1,. . .,1,;”—1}

Ces nouveaux centres induisent une nouvelle partition P de
l'ensemble I formée des classes :

iy

Le processus se stabilise nécessairement (voir paragraphe suivant) et
l'algorithme s'arréte soit lorsque deux itérations successives conduisent a la
méme partition, soit lorsqu'un critére convenablement choisi (par exemple,
la mesure de la variance intra-classes) cesse de décroitre de fagon sensible,
soit encore parce qu'un nombre maximal d'itérations a été fixé a priori.

Généralement, la partition obtenue finalement dépend du choix initial des
centres.

2.1.2 Justification élémentaire de 1'algorithme

On va montrer que la variance intra-classes ne peut que décroitre (ou rester
stationnaire) entre 1'étape m et l'étape m + 1. Des regles d’affectation?
permettent de faire en sorte que cette décroissance soit stricte et donc de
conclure a la convergence de l'algorithme puisque l'ensemble de départ I est
fini2.

S

Supposons que les n individus de l'ensemble a classer I soient munis de

masses relatives p, (leur somme vaut 1) et soit dz(i,C;'C") le carré de la
distance entre l'individu i et le centre de la classe k a l'étape m. Nous nous
intéressons a la quantité criteére :

q n
om)=Y 4 ¥ pd?,cl)
k=1 iel}}

1 Ces régles sont des conventions de programmation propres a chaque variante ou
spécification de l'algorithme.

2 Bien entendu ce n'est pas la convergence, mais la vitesse de convergence qui
justifierait en pratique l'utilisation de la méthode.
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Rappelons qu'a 1'étape m, la classe I’ est formée des individus plus proches
de C{" que de tous les autres centres (ces centres étant des centres de gravité
des classes If"~! de I'étape précédente).

La variance intra-classes a I'étape m est la quantité :

q n
Vim)=3.1 Spddi,cp
k=1| iell"

ott CJ'*! est le centre de gravité de la classe If". A l'étape m + 1, la quantité

critére s'écrit :

q n
wm+D=3 1 ¥pd’G,cpt)
k=1 ieI,’("”
On va montrer que:
v(m) 2 V(m) 2 v(m+1)
ce qui établira la décroissance simultanée du critére et de la variance intra-

classes. En notant px la somme des p; pour i€ I}, remarquons tout d'abord
d'apres le théoréme de Huygens :

i
o(m)=Vim)+ Y ppd®(CP1,Cl)
k=1
ce qui établit la premiére partie de I'inégalité.
La seconde partie découle du fait qu'entre les accolades qui apparaissent
dans les définitions de V(m) et v(m+1), seules changent les affectations des

points aux centres. Puisque I7*1 est l'ensemble des points plus proches de

C,'("” que de tous les autres centres, les distances n'ont pu que décroitre (ou
rester inchangées) au cours de cette réaffectation.

2.1.3 Techniques connexes

Il existe de nombreux algorithmes dont le principe général est voisin de
l'algorithme d’agrégation autour de centres mobiles mais qui en différent
cependant sur certains pointsl.

Ainsi, dans la technique des nuées dynamiques (Diday, 1972, 1974), les
classes ne sont pas caractérisées par un centre de gravité, mais par un certain

nombre d'individus a classer, dénommés "étalons”, qui constituent alors
un "noyau" ayant pour certaines utilisations un meilleur pouvoir descriptif

1 Pour des informations plus détaillées sur les techniques d'agrégation autour des
centres mobiles, on pourra consulter les ouvrages de Benzécri (1973) et Anderberg
(1973).
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que des centres ponctuels. Ce formalisme a permis plusieurs généralisations
de la méthode.

La méthode dite des k-means (k-moyennes) introduite par MacQueen (1967)
commence effectivement par un tirage pseudo-aléatoire de centres
ponctuels. Cependant la régle de calcul des nouveaux centres n'est pas la
méme. On n'attend pas d'avoir procédé & la réaffectation de tous les
individus pour modifier la position des centres: chaque réaffectation
d'individus entraine une modification de la position du centre
correspondant. En une seule itération, cette procédure peut ainsi donner
une partition de bonne qualité. Mais celle-ci dépendra de l'ordre des
individus sur le fichier, ce qui n'est pas le cas pour la technique exposée
précédemment !,

2.1.4 Formes fortes et groupements stables

Les algorithmes d'agrégation autour de centres mobiles convergent vers des
optima locaux. Le probléme de la recherche d'une partition optimale en g
classes (en prenant comme critére la variance intra-classes, qu'il faut alors
rendre minimale sur I'ensemble des partitions possibles en g classes) n'a pas
jusqu'a présent donné lieu a un algorithme satisfaisant?. Les partitions
obtenues dépendent en général des premiers centres choisis.

La procédure de recherche de groupements stables (ou encore formes fortes),
suggérée pour l'essentiel par E. Diday (1972), permet de remédier au moins
partiellement a cet inconvénient. Elle a surtout I'avantage de nuancer les
résultats souvent trop frustes que l'on obtient dans le cadre rigide d'une
seule partition, en mettant en évidence les zones & forte densité du nuage
des points-individus. Cette technique consiste a effectuer plusieurs
partitions a partir de plusieurs ensembles différents de centres, et a retenir
comme groupements stables les ensembles d'individus qui ont toujours été
affectés a une méme classe dans chacune des partitions (cf. figure 2.1-2).

Supposons que 1'on effectue s partitions {Py, Py, ..., Ps} en g classes chacune.
Dans la partition-produit, la classe indexée par {ky, ko, ..., ks} contient les
individus ayant appartenu a la classe k; de Py, puis a la classe k de Py, etc.,
enfin a la classe ks de Ps. Les classes contenant plus d'un individu de la
partition-produit constitueront les groupements stables.

1 D'autres méthodes différent par le choix initial des centres (individus équidistants
pour Thorndike (1953), par l'introduction de seuils ou de protections destinés a modifier
éventuellement le nombre des classes. Ainsi la technique proposée sous le nom Isodata
par Ball et Hall (1965) met en jeu plusieurs paramétres destinés a piloter 1'élaboratior
de la partition.

2Dans le cas ot les individus ne sont décrits que par un seul parametre, le calcul d'une
partition optimale exacte est possible car il existe une relation d'ordre entre les
individus, ce qui limite considérablement 1'éventail des partitions & examiner (cf. W.D.
Fisher, 1958).
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En pratique, le nombre de groupements stables ayant un effectif notable sera

trés inférieur a ¢°.

Premiere partition
—
[113] | [38 3540

[30 51 25] 0

Deuxiéme

partition 43 30 8 >

40 3] 2135
Partition-produit

Figure 2.1 -2
Groupements stables dans la partition-produit

Sur les 38 individus de la classe 1 de la partition 1, on en retrouve 30 dans la
classe 2 de la partition 2.

Pour fixer les idées, on obtient sur 1000 individus une premiére partition en
6 classes autour de centres mobiles (15 itérations ont été nécessaires pour
assurer une stabilité des groupes). On répéte deux fois cette procédure. Le
tableau 2.1 -1 donne les effectifs des 6 classes des 3 partitions de base
successives.

Tableau 2.1-1
Trois partitions de base en 6 classes

1 2 3 4 5 6
Partition 1 127 188 229 245 151 60
Partition 2 232 182 213 149 114 110
Partition 3 44 198 325 99 130 204

Ces 3 partitions sont, & I'étape suivante, croisées entre elles et l'on obtient
63= 216 classes. Les individus de chacune de ces 216 classes sont ceux qui ont
toujours été regroupés ensemble dans les 3 partitions de base. Ils constituent
les groupements stables. En fait seulement 50 groupes ne sont pas vides et
seulement 10 ont plus de 15 individus.

La distribution de ces individus est donnée dans le tableau 2.1-2.
Tableau 2.1-2

Groupements stables
rangés par effectifs décroissants

Groupes 1 a 10 168 118 114 107 88 83 78 26 22 16
Groupes 11 a 20 15 14 12 12 12 11 10 7 7 7
Groupes 21 a 30 6 6 3 3 3
Groupes 31 a 40 3 3 3 2 2 2 2 2
Groupes 41 a 50 1 1 1
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Remarque

La recherche des groupements stables constitue une exploration des
zones de fortes densité dans l'espace, mais ne fournit pas une partition
utilisable en pratique, car le nombre de classes est en général trop élevé,
et corrélativement les effectifs de certaines classes sont trop faibles (cf. les
50 groupements du tableau 2.1-2). De fagon pragmatique, on peut
utiliser les premiers groupements stables pour définir une partition de la
fagon suivante : le nombre de classes pourra étre suggéré par le nombre
de groupements d'effectifs notables : ainsi, les 7 premiers groupements
du tableau 2.1 -2 ont des effectifs importants (il y a de plus un écart
important entre 78 et 26). Les classes seront obtenues par réaffectation des
individus restants aux groupements retenus les plus proches (affectation
des individus des groupements 8 & 50 autour des centres des 7 premiers
groupements pour notre exemple). Mais nous verrons que les méthodes
mixtes de la section 2.3 permettent de perfectionner cette démarche.



Section 2.2

Classification hiérarchique

Les principes généraux communs aux diverses techniques de classification
ascendante hiérarchique sont également extrémement simples. Il est
difficile de leur trouver une paternité car ces principes relévent plus du bon
sens que d'une théorie formalisée. Les exposés les plus systématiques et les
plus anciens sont peut-étre ceux de Sokal et Sneath (1963), puis de Lance et
Williams (1967). Pour une revue synthétique, cf. Gordon (1987).

2.2.1 Principe

Le principe de l'algorithme consiste & créer, a chaque étape, une partition
obtenue en agrégeant deux a deux les éléments les plus proches. On
désignera alors par élément a la fois les individus ou objets a classer eux-
mémes et les regroupements d'individus générés par l'algorithme. Il y a
différentes maniéres de considérer le nouveau couple d'éléments agrégés,
d'ott un nombre important de variantes de cette technique.

L'algorithme ne fournit pas une partition en g classes d'un ensemble de n
objets mais une hiérarchie de partitions, se présentant sous la forme
d’arbres appelés également dendrogrammes et contenant n - 1 partitions.
L'intérét de ces arbres est qu'ils peuvent donner une idée du nombre de
classes existant effectivement dans la population.

S

Figure 2.2-1
Dendrogramme ou arbre hiérarchique

Chaque coupure d'un arbre fournit une partition, ayant d’'autant moins de
classes et des classes d'autant moins homogénes que l'on coupe plus haut.
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a — Distances entre éléments et entre groupes

On suppose au départ que l'ensemble des individus a classer est muni d'une
distance!. Ceci ne suppose donc pas que les distances soient toutes calculées
au départ: il faut pouvoir les calculer ou les recalculer a partir des
coordonnées des points-individus, celles-ci devant étre accessibles
rapidement. On construit alors une premiére matrice de distances entre tous
les individus.

Une fois constitué un groupe d'individus, il convient de se demander
ensuite sur quelle base on peut calculer une distance entre un individu et
un groupe et par la suite une distance entre deux groupes. Ceci revient a
définir une stratégie de regroupements des éléments, c'est-a-dire se fixer des
regles de calcul des distances entre groupements disjoints d'individus,
appelées criteres d'agrégation. Cette distance entre groupements pourra en
général se calculer directement a partir des distances des différents éléments
impliqués dans le regroupement.

Par exemple, si x, y, z sont trois objets, et si les objets x et y sont regroupés en
un seul élément noté /1, on peut définir la distance de ce groupement a z par
la plus petite distance des divers éléments dehaz:

dhz) = Min {d(x,z), d(y,2) }

Cette distance s'appelle le saut minimal (single linkage) (Sneath,1957 ;
Johnson,1967) et constitue un critére d'agrégation.

On peut également définir la distance du saut maximal (ou diameétre) en
prenant la plus grande distance des divers éléments de haz:

d(hz) = Max {d(x,z), d(y,z) }

Une autre régle simple et fréquemment employée est celle de la distance
moyenne ; pour deux objets x et y regroupés en b :

{d(x,z)+d(y,z))

2
Plus généralement, si x ety désignent des sous-ensembles disjoints de
I'ensemble des objets, ayant respectivement ny et ny éléments, I est alors un
sous-ensemble formé de ny + fy éléments et on définit :

d(h,z)=

(ned(x,z) +n,d(y,2)]

d(h,z)=
N+,

b — Algorithme de classification

L'algorithme fondamental de classification ascendante hiérarchique se
déroule de la fagon suivante :

11l s'agira parfois simplement d'une mesure de dissimilarité. Dans ce cas, l'inégalité
triangulaire d(x,y) < d(x,z) + d(y,z) n'est pas exigée).
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Etape 1: ilyan éléments a classer (qui sont les n individus);

Etape 2: on construit la matrice de distances entre les n éléments et l'on
cherche les deux plus proches, que I'on agrége en un nouvel
élément. On obtient une premiére partition a n-1 classes;

Etape 3: on construit une nouvelle matrice des distances qui résultent de
l'agrégation, en calculant les distances entre le nouvel élément et
les éléments restants (les autres distances sont inchangées). On se
trouve dans les mémes conditions qu'a l'étape 1, mais avec
seulement (n-1) éléments a classer et en ayant choisi un critére
d'agrégation. On cherche de nouveau les deux éléments les plus
proches, que I'on agrége. On obtient une deuxiéme partition avec
n-2 classes et qui englobe la premiére;

Etape m : on calcule les nouvelles distances, et l'on réitére le processus
jusqu'a n'avoir plus qu'un seul élément regroupant tous les
objets et qui constitue la derniére partition.

Nous illustrons cette procédure en prenant comme objets a classer cinq
points (figure 2.2 - 2).

| Etape 4 Etape 5

Figure 2.2-2
Agglomération progressive de 5 points

Les regroupements successifs peuvent étre représentés par un arbre ou
dendrogramme, comme le montre la figure 2.2-3 ott l'on a porté en
ordonnée les valeurs des indices ou encore distances correspondant aux
différents niveaux d'agrégation.

¢ — Eléments de vocabulaire

Quelques remarques vont nous permettre d'introduire les notions et la
terminologie habituellement utilisées en classification ascendante
hiérarchique. Le fonctionnement de l'algorithme nous montre que les
distances (avec ces régles de calcul) n'interviennent que par les inégalités
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qui existent entre elles. Le méme arbre (4 une dilatation prés des ordonnées)
aurait été obtenu & partir d'un simple classement des couples d'objets dans
l'ordre des distances croissantes. Un tel classement s'appelle une
ordonnance (une préordonnance s'il y a des distances égales). Dans ce cas on
tracera conventionnellement l'arbre avec des niveaux équidistants.

La famille H des parties de I'ensemble I des objets construite a partir
d'algorithmes ascendants forme ce que l'on appelle une hiérarchie. Cette

famille a pour propriété de contenir I'ensemble tout entier (I € H) ainsi que
chacun des objets pris isolément (i € I => (i} € H). Les autres couples de
parties h, h" de H sont alors soit disjointes (h N k" = &), soit incluses 1'une

dans l'autre (h < h’). En effet lors du fonctionnement de l'algorithme,
chaque fois qu'une classe se forme & partir d'éléments disjoints, elle est elle-
méme considérée comme un nouvel élément, donc strictement incluse
dans une classe ultérieure (cf. figure 2.2 - 2).

Les objets ou individus (1, 2, 3, 4, 5) sont les éléments terminaux de l'arbre
(ou de la hiérarchie). Les classes 6,7, 8, 9 sont les nceuds de l'arbre : ce sont
des classes issues de regroupements de deux éléments (terminaux ou non)
numérotés a la suite des éléments terminaux et dont chacune détermine
une nouvelle partition. On appelle arbitrairement ainé et benjamin, les
deux éléments groupés constituant un noeud (cf. figure 2.2 - 3).

=S N T

. . 8 J|RR |3

arbre hiérarchique indice E 28 3 E

ou dendrogramme = E

""" NEHEE

_____________ @B 13|46

{21512

® 231

o 6 @ @ @

éléments terminaux |

Figure 2.2-3
Arbre hiérarchique et éléments de vocabulaire

On a une hiérarchie indicée si a toute partie & de la hiérarchie est associée
une valeur numérique v(h) = 0 compatible avec la relation d'inclusion au
sens suivant:

sihch’ alors u(h) <uv(h’)

La hiérarchie de la figure 2.2 - 3 est indicée de fagon naturelle par les valeurs
des distances correspondant a chaque étape d'agrégation (ces distances sont
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portées en ordonnées). L'indice est la distance déterminant le
regroupement.

En "coupant” l'arbre de la figure 2.2 -3 par une droite horizontale, on
obtient une partition, d'autant plus fine que la section est proche des
éléments terminaux. Si par exemple l'indice est supérieur a 4 et inférieur a
9, on obtient une partition en deux classes {1,3,4} et {2,5}. Si il vaut 3, on
obtient trois classes {1,3}, {¢} et {2,5]. Une hiérarchie permet donc de fournir
une chaine de n partitions ayant de 1 a n classes.

2.2.2 Classification ascendante selon le saut minimal et arbre de
longueur minimale

Ce mode de classification hiérarchique, présenté lors de l'illustration du
paragraphe précédent, est particuliérement simple & mettre en ceuvre et
posséde des propriétés intéressantes que nous allons énoncer et étudier.

a — Définition d'une ultramétrique

Nous allons montrer que la notion de hiérarchie est étroitement liée & une
certaine classe de distances entre individus, que l'on appelle les distances
ultramétriques. Pour la hiérarchie produite par l'algorithme du saut
minimal, on montrera que la distance ultramétrique correspondante est,
dans un certain sens, la plus proche de la distance initiale. Ce sera
V'ultramétrique inférieure maximale, appelée encore sous-dominante. On
montrera ensuite que l'application de cette méthode est pratiquement
équivalente a la résolution d'un probléme classique de recherche
opérationnelle : la mise en évidence de l'arbre de longueur minimale sur
un graphe. Rappelons qu'un ensemble E est muni d'une métrique ou
distance d, si d est une application a valeurs positives ou nulles obéissant
aux conditions suivantes :

1. dixy) =0 si et seulementsi x =y.
2. d(xy) = d(yx) (symétrie)
3. d(xy) < d(x,z) + d(y,z)  (inégalité triangulaire)

Cette distance sera dite ultramétrique si elle vérifie la condition suivante,
plus forte que 1'inégalité triangulaire :

4.  d(xjy) <Max {d(x,2), d(y,2) ]

b — Equivalence entre ultramétrique et hiérarchie indicée

Il est équivalent de munir un ensemble fini E d'une ultramétrique ou de
définir une hiérarchie indicée de parties de cet ensemble. Montrons tout
d'abord que toute hiérarchie indicée permet de définir une distance entre
éléments ayant les propriétés requises. On prendra comme distance d(x,y) la
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valeur de l'indice correspondant a la plus petite partie contenant a la fois x
ety.

En remplissant ainsi le tableau des valeurs de d correspondant a la
hiérarchie de la figure 2.2 - 3, on obtient la matrice des distances du tableau
2.2 -1. On peut noter que l'inégalité 4 ci-dessus est vérifiée par toutes les
distances de ce tableau. Ainsi par exemple :

d(1,2) < Max { d(1,5), d(2,5) }

Tableau 2.2 1
Matrice des distances

M@ @6

mlolo|1]|4a]o9

Montrons plus généralement que l'on a toujours :
d(x;y) £ Max { d(x,z) + d(y,2) }

Rappelons que deux parties de la hiérarchie H sont soit disjointes, soit liées
par une relation d'inclusion. Appelons h(x, z) la plus petite partie de H
contenant x et z (dont l'indice est par conséquent d(x, z)). Puisque h(x, z) et
h(y, z) ne sont pas disjointes, on a par exemple I(x, z) c h(y, z). Etx, y, z
étant tous trois contenus dans /i(y, z), on a obligatoirement :

hix, y) chly, z) don dxy) <d(y,z)
ce qui établit l'inégalité.
Réciproquement, a toute ultramétrique d on peut faire correspondre une
hiérarchie indicée dont d soit l'indice associé. Il suffit d'appliquer
l'algorithme du saut minimal au tableau des distances correspondant. On

s'apergcoit alors qu'il est inutile de procéder au calcul des distances & chaque
étape : il suffira de rayer 1'un des deux éléments agrégés.

En effet, si x et y sont agrégés en ¢, il faut en principe calculer les distances au
nouvel élément ¢ (cf. figure 2.2 - 4). Or on a obligatoirement, pour tout
élément z non encore agrégé, d(z,x) 2d(xy) et d(z,y) >d(x,y), sinon (z,x) ou
(z;y) auraient été agrégés a la place de (x,y).

B

Pour une ultramétrique, cela implique a la fois d(z,x) 2d(z,y), et
d(z,y) 2d(z,x) c'est-a-dire d(z,x) = d(z,y), ce que I'on exprime de facon imagée
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en disant que, pour une ultramétrique, tous les triangles sont isocéles, avec
le plus petit coté pour base (figure 2.2 - 4).

Figure 2.2-4
Agrégation de x et y en un nouvel élément ¢

Il est en effet facile de montrer que si une distance est ultramétrique, tous les
triangles sont isoceéles.

On ales inégalités :
d(z, x) <Max{d(xy), diy,z)} donc d(z,x)<d(y, z)
De la méme fagon:
dly, z) SMax{ d(xy), d(z,x)} donc d(y, z)<d(z, x)
Il s'ensuit que:
d(z, x) = d(y, z)

Le calcul des distances de z at est finalement inutile puisque les deux
distances mises en cause sont égales. Ceci nous montre comment
l'algorithme du saut minimal a opéré sur la matrice des distances: il a
transformé la métrique initiale en ultramétrique en diminuant certaines
distances a chaque étape.

¢ — L'ultramétrique sous dominante

Le passage d'une métrique & une ultramétrique (ou, de fagon équivalente, &
une hiérarchie) s'est effectué par diminution des valeurs de certaines
distances. On peut se poser la question suivante: existe-t-il une
ultramétrique plus proche (en un sens & préciser) de la métrique ?

On peut donner l'élément de réponse suivant. On dira qu'une métrique d,
est inférieure! a une métrique d, si, pour tout x et tout y :

di(xy) <dy(x, y)

La plus grande ultramétirique inférieure & une métrique d, au sens
précédent, est appelée ultramétrique inférieure maximale ou sous-
dominante. C'est elle qui est fournie par l'algorithme du saut minimal.

Pour le démontrer nous allons successivement :

1 Cette définition permet de munir l'ensemble des métriques définies sur un ensemble E
d'une relation d'ordre partiel.
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1. définir, & partir d'une distance d, une nouvelle distance dite du
plus petit saut maximal;

2. montrer que cette distance est une ultramétrique;
3. montrer que cette ultramétrique est la sous-dominante;

4. montrer enfin que cette distance correspond & l'ultramétrique
fournie par 1'algorithme du saut minimal.

1. La distance du plus petit saut maximal :

Soit un ensemble E muni d'une distance d. Soit x et y deux éléments de E.
Le couple (x,y) sera appelé aréte de longueur d(x,y) du graphe complet?
dont les sommets sont les éléments de E. Toujours en utilisant le
vocabulaire de la théorie des graphes, on appelle chemin de x a y une
succession d'arétes de types (x, t1), ,(t1, £2), (t2, £3,) ..., (tk-1, th)s (b, i), ol
t1, ..., tk sont des éléments de E. Etant donné un chemin de x a y, on
appelle saut maximal la longueur de la plus grande aréte du chemin de x
ay.

A tout chemin joignant x a y correspond un saut maximal. L'ensemble
des sommets étant fini, il existe un plus petit saut maximal sur
I'ensemble des chemins allant de x a y ; nous le noterons d*(x,y).

2. Le plus petit saut maximal entre x et y est une ultramétrique :

Il est clair que les deux premiers axiomes d'une distance sont vérifiés par
d*. Pour vérifier que cette distance est une ultramétrique, considérons
trois éléments quelconques x, y, z de E (figure 2.2 - 5). Le plus petit saut
maximal de x a y, en s'astreignant a passer par z est Max {d*(x, z), d*(z, y)}.
Le plus petit saut maximal de x a ¥ sans la contrainte de passer par z ne
peut qu'étre inférieur ou égal a cette quantité, d'ots :

d*(x,y) < Max {d*(x,z), d*(y,z)}
et d* est donc bien une ultramétrique.

Figure 2.2-5
Chemin de x & y contenant z

3. La distance d* est la sous-dominante :

Pour montrer que d* est la sous-dominante, on montrera que d* est
inférieure a d, et que d* est supérieure a toute ultraméirique inférieure a

d.

1 L'appellation graphe complet est due au fait que tout couple de sommets est joint par
une aréte.
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Tout d'abord, il est clair que 1'aréte (x,y) est un chemin particulier allant
de x ay, donc d*(x,y) <d(x,y) et d* est inférieure & d.

Soit maintenant dj une ultramétrique inférieure a d. On a évidemment
pour tout triplet x7, x,, x5

di(x7,x3) < Max {d1(x1, x2), d1(x3, x3)}
En appliquant de fagon successive cette inégalité a un chemin :
(x1, Xp)s (X X3)s vy (X7, Xp)

on obtient :
dl(xl,xp) < Iﬁi)x{dl(lexj*-l)}

Puisque d;<d, ona:

dy(x7,x,) < I\(I<ax{d(xj,xj+1)}
J<p

Cette inégalité est valable pour tout chemin joignant x; a x,. Pour I'un
au moins d'entre eux, on a par définition de d*:

Max{d(x;,x; 1)} =d*(x;,x;,1)

J<p
Cette derniére relation établit l'inégalité annoncée.

4. La distance ultramétrique dy produite par 1'algorithme du saut minimal
n'est autre que la distance d* du plus petit saut maximal :

Soit dy(x, y) la valeur de la distance a I'étape ou les points x et y sont
réunis pour la premiere fois. Auparavant ces deux points étaient dans des
classes distinctes (éventuellement réduites aux points eux-mémes). Le
mode de calcul des distances a chaque agrégation nous assure que d,(x, y)
est la plus petite distance entre deux éléments appartenant chacun & une
classe. Les distances a l'intérieur des classes sont inférieures a d(x, y)
puisque l'agrégation est antérieure ; et les distances avec des éléments
n'appartenant pas aux deux classes sont supérieures puisque ceux-ci
seront agrégés a une étape ultérieure. Les chemins joignant x et y auront
donc des arétes internes aux deux classes, de longueur inférieure a d,(x, y)
et des arétes externes nécessairement supérieures ou égales a d,(x, y).
Ainsi dy(x, y) est bien le plus petit saut maximal d* (x, y).

d - Arbre de longueur minimale : définition et généralités

L'ensemble des n objets a classer peut étre considéré comme un ensemble de
points d'un espace. Cette représentation est classique si les objets sont décrits
par une série de p variables : on a n points dans l'espace R?. On peut alors
calculer une distance pour chaque paire de points. Plus généralement, si
l'on ne dispose que des valeurs d'un indice de dissimilarité (ne vérifiant pas
obligatoirement tous les axiomes d'une distance), on peut représenter les
objets par des points (d'un plan par exemple), chaque couple d'objets étant
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joint par une ligne continue, a laquelle est attachée la valeur de l'indice de
dissimilarité.

On représente ainsi l'ensemble des objets et des valeurs de l'indice par un
graphe complet valué'. Mais si le nombre d'objets dépasse quelques unités,
ce type de représentation devient inextricable. On cherchera alors a extraire
de ce graphe un graphe partiel (ayant les mémes sommets, mais moins
d'arétes) plus aisé a représenter, et permettant néanmoins de bien résumer
les valeurs de l'indice.

Parmi tous les graphes partiels, ceux qui ont une structure d'arbre? sont
particuliérement intéressants, car ils peuvent faire 1'objet d'une
représentation plane. Un arbre est un graphe connexe (il existe un chemin
reliant tout couple de sommets) sans cycle (un cycle est un chemin partant
et aboutissant au méme point sans emprunter deux fois la méme aréte). On
peut définir de fagon équivalente un arbre 4 n sommets soit comme un
graphe sans cycle ayant n—1 arétes, soit comme un graphe connexe ayant
n—1 arétes3. La longueur d'un arbre sera la somme des "longueurs"
(valeurs de l'indice) de ses arétes. Parmi tous les graphes partiels qui sont
des arbres, l'arbre de longueur minimale a retenu depuis longtemps
l'attention des statisticiens en raison de ses bonnes qualités descriptives, qui
ne sont pas étrangéres a sa parenté avec les classifications hiérarchiques. Si
l'on désire par exemple déceler rapidement sans ordinateur les traits de
structure que peut cacher une matrice de corrélations relative a une
trentaine de variables, c'est probablement la plus aisée des procédures a
mettre en ceuvre. Nous allons tout d'abord présenter les algorithmes de
recherche de l'arbre de longueur minimale, puis nous montrerons les
équivalences avec la classification selon le saut minimal. Nous supposerons
que toutes les arétes du graphe ont des longueurs différentes (valeurs de
l'indice ou de la distance) car dans ces conditions l'arbre cherché est unique
et ceci simplifie I'exposé des algorithmes.

e — Arbre de longueur minimale : algorithme de Kruskal (1956)

On range les n(n - 1)/2 arétes dans l'ordre des valeurs croissantes de l'indice.
On part des deux premiéres arétes, puis on sélectionne successivement
toutes les arétes qui ne font pas de cycle avec les arétes déja choisies. On
interrompt la procédure dés que l'on a n~1 arétes. De cette fagon, on est sGr
d'avoir obtenu un arbre (graphe sans cycle ayant n—1 arétes).

I Les objets a classer sont alors les nceuds du graphe (non orienté); les lignes continues
joignant les paires de points sont les arétes; et les indices, les valuations de ces arétes.
20On ne confondra pas un tel arbre, entendu au sens de la théorie des graphes, et dont
les sommets sont les objets a classer, avec l'arbre des parties d'un ensemble
(dendrogramme) produit par les techniques de classification hiérarchique, dont les
sommets sont des parties (a I'exception des éléments terminaux qui sont les objets a
classer eux-mémes).

3 On trouvera la démonstration de ces propriétés dans les manuels classiques tels que
ceux de Berge (1963, 1973).
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Montrons en effet que si Vi dénote le graphe obtenu & I'étape k, aprés avoir
sélectionné les arétes vy, v2, ..., Vg, alors Vn.1 est de longueur minimale.
Supposons qu'il existe un arbre distinct U, de longueur minimale (figure
2.2 - 6). Soit vg la premiére aréte sélectionnée dans la construction de Vn.1 et
qui n'appartienne pas a U (les arétes de V.1 sont donc également des arétes
de U). En ajoutant cette aréte & U on crée nécessairement un cycle (car U est
connexe) et un seul (car U est sans cycle). Il existe donc une aréte u de ce
cycle qui n'appartient pas a V.1 (puisque Vi1 n'a pas de cycle). Alors l'arbre
U* obtenu a partir de U en ajoutant v et en supprimant u est plus court
que U. En effet, le graphe obtenu en ajoutant u a V.1 est sans cycle (c'est
une partie de U); donc u est plus long que vg, par définition de vy, et par
conséquent U* est plus court que U. Mais ceci contredit le définition de U.
Donc Vn-1 est bien de longueur minimale.

Figure 2.2 -6
Représentation de 'arbre U

f — Arbre de longueur minimale : algorithme de Prim (1957)

On part d'un objet quelconque (sommet du graphe). L'étape 1 consiste a
chercher I'objet v7 le plus proche, c'est-a-dire 1'aréte la plus courte. L'étape k
consiste a adjoindre au recueil d'arétes déja constitué Vi.1 la plus courte
aréte vy qui touche un des sommets de Vy.;. Il y a n-1 étapes. Cet algorithme
est plus rapide que le précédent. L'arbre obtenu est de longueur minimale
car Vi est a tout moment un arbre de longueur minimale sur les k sommets
concernés.

g — Arbre de longueur minimale :
algorithme de Florek (1951)

A la premiére étape, on joint chaque sommet a son voisin le plus proche.
Cela revient a prendre la plus petite distance dans chaque ligne du tableau
des distances. Cette opération rapide produit une forét F; (famille d'arbres,
c'est-a-dire simplement : graphe sans cycle). A l'étape k, chaque arbre de la
forét Fi.1 (chaque composante connexe du graphe sans cycle) est joint a son
plus proche voisin en prenant comme distance entre arbres la plus petite
distance entre un sommet quelconque de I'un et un sommet quelconque de
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l'autre. Le processus s'arréte dés que le graphe Fx est connexe. Cet
algorithme est plus rapide & mettre en ceuvre manuellement sur des
tableaux de distances assez grands. En général, il n'y a que 2 ou 3 étapes.

Montrons que l'on obtient un arbre, ce qui se raméne & prouver que la
premiére étape fournit bien une forét. Il n'y a pas de sommet isolé car
chaque sommet admet effectivement un plus proche voisin. Montrons par
I'absurde que 1'on ne peut pas créer de cycle. Supposons qu'il en existe un et
orientons les arétes de chaque sommet vers son plus proche voisin. Si les
arétes du cycle sont toutes orientées dans le méme sens, le résultat est
absurde, car celles-ci seraient nécessairement de plus en plus courtes. Sinon
la figure serait également absurde, car deux arétes partiraient d'un méme
sommet, alors que chaque sommet n'a qu'un seul plus proche voisin.

I reste & montrer que cet arbre est de longueur minimale. Notons que toute
aréte tracée a la premiere étape appartient a l'arbre de longueur minimale
V. En effet, s'il n'en était pas ainsi, il existerait y, plus proche voisin de x, tel
que l'aréte (x,y) n'appartienne pas a V. En ajoutant cette aréte a V, on crée
un cycle. En supprimant l'autre aréte du cycle issue de x, on obtient un
nouvel arbre plus court que V, ce qui contredit la définition de V. De la
méme fagon, toute aréte tracée a I'étape k appartient a V, sachant que la forét
Fi-1 est une partie de V. Le raisonnement est en tout point analogue au
précédent.

h — Lien entre I'arbre et le saut minimal (Gower et Ross, 1969)

Soit V un arbre de longueur minimale construit & partir du tableau des
distances entre n objets. V étant connexe et n'ayant pas de cycle, il existe un
chemin et un seul joignant deux sommets x et y. Appelons dy(x, y) la
longueur de la plus grande aréte rencontrée sur ce chemin. Nous allons
montrer que dy(x, y) n'est autre que d’(x, y), la distance ultramétrique du
plus petit saut maximal entre x et y.

En effet, soit v la plus grande aréte rencontrée entre x et y. La suppression de
v entraine la division de V en deux composantes connexes séparées. S'il
existe un chemin (n'empruntant pas obligatoirement des arétes de V) de x a
y dont la plus grande aréte est plus courte que v, il existe une aréte u
distincte de v, et plus courte qui joint les deux composantes connexes. Le fait
de remplacer v par u donnerait un arbre de longueur inférieure a celle de V,
ce qui contredit la définition de V. Ainsi dy(x, y), longueur de v, est bien le
plus petit saut maximal.

Le raisonnement fournit un mode de construction de la hiérarchie associée
au saut minimal, & partir de l'arbre de longueur minimale V. Cette
construction, descendante, s'opére de la fagon suivante. On rompt la plus
grande aréte de V; on obtient ainsi les deux groupes les plus éloigné, l'indice
correspondant a leur fusion étant la longueur de cette aréte. On rompt
ensuite successivement les arétes par ordre de grandeur décroissantes, ce qui
fait descendre dans la hiérarchie jusqu'aux éléments terminaux qui sont les
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objets eux-mémes. La derniére aréte rompue correspond aux deux objets
agrégés en premier dans l'algorithme ascendant.

On peut représenter simultanément la hiérarchie et l'arbre de longueur
minimale en perspective comme le montre la figure 2.2 - 7.

)

Figure 2.2 -7
Représentation simultanée de la hiérarchie
et de I'arbre de longueur minimale

Quelques informations complémentaires sont apportées a la représentation
de la figure 2.2 - 3 (cf. Benzécri et Jambu, 1976). En particulier les positions
relatives des points sont mieux respectées. Pour le praticien de l'analyse
factorielle, il sera souvent intéressant de porter l'arbre de longueur
minimale sur les plans factoriels de fagon & remédier, dans une certaine
mesure, aux possibles déformations imputables a 'opération de projection.

2.23 Critére d'agrégation selon la variance

Les techniques de classification selon le saut minimal ont l'avantage de
conduire a des calculs simples (pas de recalcul numérique des distances) et
possédent des propriétés mathématiques intéressantes.

Pour certaines applications les résultats sont cependant critiquables. En
particulier, le saut minimal a le défaut de produire des "effets de chaine".

L, ° o.'

o ¢ ° d :o o :.
L] L4 [} [ 24
..o..:.’oo..::::.'. ¢ °
) . hd
.

(A) (B) ©

Figure 2.2 -8

"Effets de chaine"
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Ainsi pour le nuage de points représenté par la figure 2.2 - 8 les groupes A et
B ne seront pas facilement discernables dans l'arbre hiérarchique; de plus,
les quelques sommets qui les relient seront agrégés au niveau le plus bas.

D'autres critéres d'agrégation donnent éventuellement des résultats plus
fiables, par exemple la distance moyenne (cf. également Wishart, 1969).

Les techniques d'agrégation selon la variance cherchent a optimiser, a

chaque étape, selon des critéres liés & des calculs d'inertie, la partition
obtenue par agrégation de deux éléments. Cette technique est
particuliérement aisée a mettre en ceuvre lorsque l'agrégation est effectuée
aprés une analyse factorielle, les objets a classer étant repérés par leurs
coordonnées sur les premiers axes factoriels.

a — Notations et principe

Nous considérons ici les 1 objets a classer comme un nuage de points (le
nuage des individus) d'un espace a p dimensions (espace des variables).

Chaque point x; (vecteur & p composantes) est muni d'une masse ;. On
note mt la masse totale du nuage :

i
m=y m;
i
Le carré de la distance entre les points x; et x; est notée :
2
"X,’ - Xi'" = dz(xi,xi')

L'inertie totale I du nuage est la quantité :
n
I=3mx; gl
!
ou g désigne le centre de gravité du nuage:
1 n
g = E ;mi X

Sl existe une partition de l'ensemble des éléments en s classes, la gi¢me
classe a pour masse :
My = ., mj
ieq
et pour centre de gravité :

g, = ! > m; x
qg= i
My jca

La relation de Huygens fournit une décomposition de la quantité I en
inerties intra-classes et inter-classes suivant la formule :

I=3my ”gq - g“z +y Zmi”x,- - gq"2 [2.2-1]
il g teq



2.2 __Classification hiérarchique 169

Xi

Inertie totale = Inertie inter—classes + Inertie intra classes

Figure 22 -9
Décomposition de I'inertie selon la relation de Huygens

La qualité globale d'une partition est liée a I'homogénéité a l'intérieur des
classes (et donc a l'écartement entre les classes). I étant une quantité
constante, il s'agit par conséquent de minimiser la quantité relative a
l'inertie intra-classes :

Lintra = 2 Zmi“xi - gqnz
q ieq

soit encore & maximiser celle relative a l'inertie inter-classes :

Lister = qu"gq - g"z
q

Inertie intra-classes faible Inertie intra-classes élevée

Figure 2.2 -10
Qualité globale d'une partition

A l'étape initiale, l'inertie intra-classes est nulle et l'inertie inter-classes est
égale a l'inertie totale du nuage puisque chaque élément terminal constitue
a ce niveau une classe. A l'étape finale, c'est l'inertie inter-classes qui est
nulle et l'inertie intra-classes est équivalente a l'inertie totale puisque l'on
dispose a ce niveau d'une partition en une seule classe (cf. I'étape 5 de la
figure 2.2 - 2). Par conséquent, au fur et a mesure que l'on effectue des
regroupements, l'inertie intra-classes augmente et l'inertie inter-classes
diminue.

Le principe de l'algorithme d'agrégation selon la variance consiste a
rechercher a chaque étape une partition telle que la variance interne de
chaque classe soit minimale et par conséquent la variance entre les classes
soit maximale.
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b - Perte d'inertie par agrégation de deux éléments :
le critere de Ward généralisé

Faire varier le moins possible l'inertie intra-classes a chaque étape

d'agrégation revient a rendre minimale la perte d'inertie inter-classes
résultant de l'agrégation de deux éléments.
Soit x; et x;; deux éléments de masses m; et m; appartenant a une partition
P, a s classes, que l'on agrége en un seul élément x de masse m, = m; + m;’,
produisant la partition P51 as -1 classes, avec:
X = mZXI + milxi:

ml + mi;
x est le centre de gravité de x; et x;.
On peut décomposer l'inertie I;- de x; et x; par rapport a g suivant la
relation de Huygens :

2 2 2 2 2
L = miuxi - g” + mir"xl-' - g” = mi“xi - x” + mz-:”xl-, - x" +myx— g

Seul le dernier terme subsiste si x; et x; sont remplacés par leur centre de
gravité x. La perte d'inertie inter-classes Al;; due au passage de la partition a
s classes a la partition as - I classes équivaut a:

AS = Alii’ = IinteT(Ps) B Iinter(Ps'l)
et vaut donc:

Al =myx; ~ xh2 +my|x; - x||2

En remplacant x par sa valeur en fonction de x; et x; il vient, tous calculs
faits :
mim,-

Al = Ixi = x| = =2 a2 (x;, x;7)

m; + m;- ny + my

La stratégie d'agrégation fondée sur le critére de la perte d'inertie minimale,
dit critere de Ward généralisé, est donc la suivante: au lieu de chercher les
deux éléments les plus proches, on cherchera les éléments x; et x;
correspondant a Al minimale. Ainsi a4 chaque étape l'inertie inter-classes
diminue de la quantité Al;- (et l'inertie intra-classes augmente de cette
méme quantité). Ceci revient a considérer les Al comme de nouveaux
indices de dissimilarités! appelés aussi "indices de niveau".

On vérifie que la somme des indices de niveau dans la hiérarchie est égale a
l'inertie totale du nuage I:

n n
ZZAS = 22 Tinter(p,) - Tinter(p, ;) = 1 [2.2-2]
§= s=

! Par cette transformation de la matrice des distances, les points les plus légers seront
plus facilement agrégés.
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Si l'on travaille sur les coordonnées des points, on effectuera les calculs des
centres de gravité (x pour x; et x;:). Par contre si l'on travaille sur les
distances, il est commode de pouvoir calculer les nouvelles distances a
partir des anciennes (comme cela était le cas pour les techniques
précédentes). Le carré des distances entre un point quelconque z et le centre
de classe x s'écrit, en fonction des distances a x; et x; :

1 .
d2(x, Z) = m[mldz(xi,Z) + mirdz(xi',Z) —mdz(xi,xi:)]

i i’ i i

Xi (m;)

Figure 2.2 -11
Théoréme de la médiane

Cette formule (théoréme de la médiane) s'établit en décomposant l'inertie
du doublet (x;, xj» ) par rapport & z en inertie par rapport a x, et en inertie de
x par rapporta z :

mil; =+ myfi =2 = G+ my 2 + xi x|

ml +m
L'expression de d’(x, z) s'en déduit immédiatement. On réitére le processus
sur les éléments restants et le nouvel élément construit par agrégationl.

2.24 Algorithme de recherche en chaine des voisins réciproques

La principale difficulté dans la construction d'un arbre hiérarchique est le
nombre important d'opérations. A chaque étape de l'algorithme est
construit un nceud regroupant deux éléments, ce qui nécessite des calculs et
des comparaisons de distances entre tous les éléments restant a classer. Le
nombre d'opérations a effectuer est de l'ordre de n3 s'il y a  objets a classer.

111 existe des variantes de cette méthode qui font appel a des formules de calcul
légérement différentes. On peut par exemple rechercher les classes ayant une inertie
interne minimale; on peut aussi utiliser le critére de la variance interne minimale, en
désignant par variance l'inertie divisée par la masse. On trouvera des précisions sur
ces techniques dans Benzécri (1973).
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a

Les nouveaux algorithmes réunissent a chaque étape non plus deux
éléments mais plusieurs couples d'éléments. Ceci réduit considérablement
le nombre des opérations qui passe de n3a nZ permettant ainsi la
classification de plusieurs milliers d'objets en un temps raisonnable.

Ces algorithmes utilisent le concept de voisins réciproques introduits par
McQuitty (1966) : deux éléments x; et xj sont voisins réciproques si x; est le
plus proche voisin de x; et si x; est le plus proche voisin de x;.

Ils utilisent également la propriété d'une agrégation hiérarchique selon
laquelle, & une étape donnée, deux éléments agrégés pour constituer un
nceud sont nécessairement des voisins réciproques (sinon, ils ne
constitueraient pas la paire a distance minimale).

Enfin ils utilisent la propriété plus forte (valable seulement si le critére
d'agrégation vérifie le critere de la médiane, explicité plus loin) selon
laquelle tous les voisins réciproques, & une étape donnée, seront
ultérieurement des nceuds de la hiérarchiel.

A chaque étape de l'algorithme, au lieu d'agréger seulement les deux plus
proches voisins, il y a donc autant de nceuds créés qu'il y a de voisins
réciproques. A I'étape finale, tous les éléments sont regroupés en une seule
classe et I'arbre est construit.

Le probleme de l'algorithme est alors ramené a une recherche efficace des
voisins réciproques. Nous allons décrire l'algorithme de cette recherche qui
s'effectue en chaine (Benzécri, 1982 c).

a — Algorithme

Le principe des voisins réciproques peut s'énoncer de la maniére suivante:
si x; est plus proche voisin de x; (x; = x;') et si x; est plus proche voisin de
x; (xp = x; ) alors x; et xq sont voisins réciproques (x; <> x;1)

Etape 1: on part d'un objet quelconque x; et on cherche son plus proche
voisin, noté xp puis le plus proche voisin de x5, noté x3, etc.. On
crée ainsi une chaine d'éléments successifs:

X]=2Xp—=2X3 ... 2X{2 2 Xj-] >X{ ...
Une telle chaine s'arréte nécessairement lorsque deux éléments
successifs sont voisins réciproques :
s X > X ] 9 X

a chalne s'arré ici sur I'élément xy si xy.1 est aussi le plus
La chaine s'arrétera I'él t xy sixp_q est le pl
proche voisin de xy. xi_1 et xg sont voisins réciproques et sont
agrégés pour former un nceud.

1 Le critere de la médiane assure qu'ils resteront toujours voisins réciproques.



2.2 __ Classification hiérarchique 173

Etape 2: sik =2 alors la chaine commence avec un élément qui posséde un
voisin réciproque:
X1 © X2
Nous choisissons un nouvel élément a partir duquel une chaine
est construite et qui s'arréte sur de nouveaux voisins réciproques
dont l'agrégation fournit un nceud.

Etape 3: si k > 2, on continue la recherche des voisins réciproques par
extension de la chaine commengant & I'élément xy_ 5.
L'algorithme se termine lorsque n - 1 nceuds ont été créés.

b — Critere de la médiane

Afin de pouvoir utiliser cet algorithme, la chaine doit pouvoir étre
prolongée au dela de xy_, lorsque les voisins réciproques xy_q et xy ont été
agrégés. Il est indispensable que cette agrégation ne détruise pas la relation
du voisin le plus proche qui existait au préalable entre x;.; et x; avec
i=2,3,.., k2. Cette propriété est assurée si le critére d'agrégation utilisé
pour construire l'arbre ne crée pas une inversion.

Il n'y a pas inversion si le nceud n, créé par agrégation de a et b, ne peut étre
plus prés d'un quelconque autre élément ¢ que ne le sont 'élément a ou
I'élément b. Cette condition! dite de "la médiane” s'écrit:

si d(a, b) <inf {d(a, ¢), d((b, ¢) } alors inf {d(a, c), d(b, ¢)} < d(n, ¢)
Cette propriété est vérifiée par plusieurs critéres d'agrégation? :

- Saut minimal : d(a,b) =inf {d(u,v) |u € a,ve b}
- Saut maximal : d(a,b) = sup {d(u, v) |u €aveb}
- Distance moyenne : d(a,b)= ! Y ¥ mm,d(u,v)
aMh yea veb
m,m
- Critére de Ward : d(a,b)=—2"L _4(g_,
ritere de War (a,b) m, +mp (82-8p)

ou g, et g, sont les centres de gravité des groupes a et b.

2.2.,5 Exemple numérique d'application

L'exemple d'application qui suit comprend deux classifications
hiérarchiques effectuées sur les lignes et les colonnes de la table de

1 Cette condition a été présentée par Bruynooghe (1978) sous le nom d'axiome de
réductibilité. Elle permet en effet la mise d'un oeuvre d'un autre algorithme, dit des
voisinages réductibles, qui permet d‘accélérer 1'algorithme de base de la classification
hiérarchique par l'utilisation de seuils de distances.

20On désignera ici a la fois par a (ou b) un élément ou un neeud 2 une certaine étape de
l'agrégation, et I'ensemble des éléments constituant ce nceud.
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contingence 1.3 - 10 présentée a la section sur l'analyse des correspondances

(cf. § 1.3.8). Les distances entre éléments sont les distances du y? entre
points-profils et I'agrégation se fait en utilisant le critére de Ward généralisé
présenté au paragraphe 2.2.3. Seuls les éléments actifs de l'analyse des
correspondances ont été retenus: il s'agit d'une table (8,6) croisant 8
catégories socioprofessionnelle et 6 types de médias, I'unité statistique étant
le "contact média".

Comme ce fut le cas pour 'analyse des correspondances de cette méme table,
la fonction de ce traitement n'est pas la réduction d'un tableau de données
trop grand et complexe (fonction principale des techniques d'analyse
descriptive multidimensionnelle) mais une présentation pédagogique des
différentes étapes de calcul.

a — Classification des lignes (professions)

Les principales étapes de la classification des lignes sont résumées sur la
figure 2.2 -12, qu'il faut lire de la fagon suivante : la premiére colonne
(NUM) donne les numéros des nceuds, qui sont donc des nouveaux
éléments a classer et prennent la suite des 8 éléments a classer. La
terminologie Ainé et Benjamin (deuxiéme et troisiéme colonnes)
s'applique aux deux éléments qui sont agrégés & une étape donnée (c'est-a-
dire les plus proches a cette étape au sens de l'indice d'agrégation retenu).

CLASSIFICATION HIERARCHIQUE : DESCRIPTION DES 7 NOEUDS (de 9 a 15)

NUM. AINE BENJ EFF. POIDS INDICE HISTOGRAMME DES INDICES DE NIVEAU

9 6 7 2 1927 .00024 *

10 9 5 3 3783 .00038 *x

11 2 1 2 789 .00064 el

12 10 4 4 5041 .00208 ol

13 8 11 3 6651 .00276 FAK KA KAk Ak Ak

14 12 13 7 11692 .00493 [T SR T T TR T T T ST

15 3 14 8 12388 .01125 EEE R RS RS RS R RS SRS SR EER SRR RS EREREIEEEREEE SR
SOMME DES INDICES = .02228

Figure 2.2 - 12
Description des étapes de la classification hiérarchique
(lignes actives de la table de contingence 1.3 - 10, section 1.3)

On lit ainsi sur la premiére ligne que le nceud n°9 est formé des éléments
terminaux 6 et 7, il est donc formé de 2 éléments (colonne : EFF.) dont le
poids total (colonne POIDS) est de 1927. La valeur de l'indice d'agrégation
correspondant est de 0.00024. Les valeurs croissantes de l'indice seront
illustrées par une esquisse d'histogramme a droite des colonnes
numériques!. On vérifie que la somme des indices est égale a la somme des
valeurs propres issues de l'analyse des correspondances de la méme table
(tableau 1.3 - 11 du § 1.3.8).

1 Comme l'indiquait la figure 2.2 - 3, ces histogrammes peuvent donner une idée du
nombre de classes d'une bonne partition, qui correspond a un saut important de
l'indice.
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Le dendrogramme de la figure 2.2 - 13 donne en fait la méme information,
présentée de fagon plus suggestive, car la composition des nceuds & partir
des éléments terminaux est maintenant lisible. On note la grande
homogénéité des ouvriers (N.Q. et Qual.) et employés (indice trés bas), les
agriculteurs, petits patrons et inactifs constituant un deuxiéme groupe
moins homogeéne, alors que les professions intermédiaires occupent une
position médiane. Enfin les cadres supérieurs et professions libérales ne se
rattachent & I'ensemble des autres catégories que beaucoup plus tard.

N° IND. IDEN DENDROGRAMME (INDICES EN POURCENTAGE DE LA SOMME DES INDICES)
1 2.88 Agricult. --~--- +
2 12.39 Pet. Pat  ------ -I, ,,,,,,,,,,,,,, .
8 22.13 Inactifs  -------meoomemooooo 'I —————————————— T
4 9.32 Prof Inter --------------- T :
5 1.71 Employés —"T : :
6 1.07 Ouvr. Qual "T: : :
7 50.50 Ouvr. N.Q ~=%%-oo—- R e F e +
3 e Prof/CSUp  — o m e m e e l
Figure 2.2 - 13
Dendrogramme

(lignes actives de la table de contingence 1.3 - 10, section 1.3)

On retrouve donc les regroupements visibles sur la figure 1.3 - 23 (section
1.3.8)%. Notons ici que le plus grand indice correspond au premier facteur de
l'analyse de la section 1.3.8 (opposition des cadres supérieurs et de
l'ensemble des catégories), et que le second plus grand indice correspond au
second facteur (opposition entre les deux groupes ouvriers/employés et
agriculteurs/ petits patrons). Cette correspondance entre nceuds et facteurs
n'est pas générale, mais fréquente 2.

b — Classification des colonnes (médias)

La méthode d'agrégation est la méme et conduit évidemment a la méme
somme des indices (inertie totale). Les régles de lectures des figures 2.2 - 14 et
2.2 - 15 sont les mémes que précédemment.

Les deux plus grands indices correspondent encore aux principales
oppositions visibles sur les deux premiers facteurs de l'analyse des
correspondances.

1 La complémentarité entre les deux approches sera développée section 2.4.

20n note également que les deux plus grands indices (0.0112, 0.0049) sont ici
inférieurs aux deux plus grandes valeurs propres (0.0139, 0.0072). La section 2.4
précisera quelques relations et inégalités entre ces grandeurs.
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La structure observable sur le dendrogramme est celle d'un effet de chaine,
ou de classe absorbante: l'agrégation se fait en ajoutant un élément
terminal a la classe de l'étape précédente. Il ne s'agit pas d'un artefact de la
méthodel. Cela traduit plutdt les diffusions trés inégales des différents
médias considérés.

CLASSIFICATION HIERARCHIQUE : DESCRIPTION DES 5 NCEUDS (de 7 a 11)

NUM. AINE BENJ EFF. POIDS INDICE HISTOGRAMME DES INDICES DE NIVEAU
7 2 1 2 7266 .00135  ***
8 4 7 38933 .00251  EExaaxx
9 5 8 410236 .00323  rkxxsemerass
10 6 9 5 11950 .00439 LR AR R SRR R LR E RS
11 3 10 6 12388 .0107¢ R R R R R R TR
SOMME DES INDICES = .02228
Figure 2.2 - 14
Description des étapes de la classification hiérarchique
(colonnes de la table de contingence 1.3 - 10, section 1.3)
N° IND. IDEN DENDROGRAMME (INDICES EN POURCENTAGE DE LA SOMME DES INDICES

2 11.27 Tele ——*-—mmommomoo +

4 14.51 QUOR  —--=-——mommemmm *‘ 7777777 T

5 19.71 Pmag —---—-mmmmmmmmmm e K N

6 48.43 T *l ___________________________________________ +
 J— QUON s s m e e .

Figure 2.2 -15
Dendrogramme
(colonnes de la table de contingence 1.3 - 10, section 1.3)

Notons que si la classification apporte (dans le cas de tableaux en vraie
grandeur) certaines informations supplémentaires par rapport a l'analyse
des correspondances (les distances sont ici calculées dans tout l'espace),
l'absence de représentation simultanée des lignes et des colonnes limite
cependant les possibilités d'interprétation.

1 Contrairement a l'agrégation suivant le saut minimal, I critere de Ward généralisé ne
provoque pas facilement d'effets de chaine.




Section 2.3

Classification mixte et
description statistique des classes

2.3.1 Stratégie de classification mixte

Les algorithmes de classification sont plus ou moins bien adaptés a la
gestion d'un nombre important d'objets & classer. La méthode d'agrégation
autour des centres mobiles offre des avantages incontestables puisqu'elle
permet d'obtenir une partition sur un ensemble volumineux de données a
un faible cofit, mais elle présente l'inconvénient de produire des partitions
dépendant des premiers centres choisis et celui de fixer a priori le nombre de
classes. Au contraire, la classification hiérarchique est une famille
d'algorithmes que l'on peut qualifier de "déterministes” (i.e. qui donnent
toujours les mémes résultats a partir des mémes données). De plus, ces
algorithmes donnent des indications sur le nombre de classes a retenir mais
sont mal adaptés aux vastes recueils de données.

La classification autour des centres mobiles peut en fait étre utilisée comme
auxiliaire d’autres méthodes de classification. En fournissant des partitions
de vastes ensembles de données, elle permet de réduire la dimension de
I'ensemble des éléments a classer en opérant des regroupements préalables.
De ce fait, l'algorithme de classification qui parait actuellement bien adapté
au partitionnement d'un ensemble comprenant des milliers ou des dizaines
de milliers d'individus est un algorithme mixte. L'idée repose sur la
combinaison des deux techniques de classification présentées
précédemment. Cette idée, qui releve du bon sens, a été mise en ceuvre
spontanément par de nombreux praticiens ; elle se trouve, par exemple,
sous le nom de /iybrid clustering dans Wong (1982).

a - Les étapes de l'algorithme

L'algorithme de classification mixte procéde en trois phases: l'ensemble des
éléments a classer subit un partitionnement initial (centres mobiles) de
fagon & obtenir quelques dizaines, voire quelques centaines de groupes
homogénes ; on procede ensuite a une agrégation hiérarchique de ces
groupes, dont le dendrogramme suggérera éventuellement le nombre de
classes finales a retenir ; et enfin, on optimise (encore par la technique des
centres mobiles) la ou les partitions correspondant aux coupures choisies de

l'arbre.

La figure 2.3 -1 schématise les différentes étapes de l'algorithme de
classification mixte.
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Données
avant la classification

%% 1, Partition préliminaire :
% ﬂ - cenires mobiles
% - groupements stables

2. Classification ascendante

hiérarchique sur les centres

3 a. Partition finale en 3 classes
par coupure de l'arbre

3 b. "Consolidation”
par réaffectation

Figure 2.3 -1
Schéma de la classification mixte

1 - Partitionnement initial

Cette premiére étape vise a obtenir, rapidement et a un faible coiit, une
partition des n objets en k classes homogenes, ol k est largement plus
élevé que le nombre s de classes désiré dans la population, et largement
plus petit que n. Nous utilisons, pour ce partitionnement initial en
quelques dizaines de classes, l'algorithme d'agrégation autour de
centres mobiles. Cette procédure augmente l'inertie entre les classes a
chaque itération et produit une partition en un nombre fixé au
préalable de classes mais qui dépend du choix initial des centres.
L'optimalité ne peut étre atteinte, mais la partition obtenue peut étre
améliorée a partir de groupements stables (section 2.1). Ces groupes
d'individus ou d'éléments qui apparaissent toujours dans les mémes
classes seront les éléments de base de l'étape suivante.

2 - Agrégation hiérarchique des classes obtenues

La seconde étape consiste a effectuer une classification ascendante
hiérarchique ou les éléments terminaux de l'arbre sont les k classes de
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la partition initiale. Quelques uns de ces groupements peuvent étre
proches les uns des autres. Ils correspondent & un groupe "réel" qui
aurait été coupé artificiellement par l'étape précédente. D'autre part, la
procédure crée, en général, plusieurs petits groupes ne contenant
parfois qu'un seul élément. Le but de I'étape d'agrégation hiérarchique
est de reconstituer les classes qui ont été fragmentées et d'agréger des
éléments apparemment dispersés autour de leurs centres d'origine.
L'arbre correspondant est construit selon le critére de Ward qui tient
compte des masses au moment des choix des éléments a agréger.

3 - Partitions finales

La partition finale de la population est définie par coupure de l'arbre de
la classification ascendante hiérarchique. L'homogénéité des classes
obtenues peut étre optimisée par réaffectations.

b — Choix du nombre de classes par coupure de I'arbre

Le choix du niveau de la coupure, et ainsi du nombre de classes de la
partition, peut étre facilité par une inspection visuelle de l'arbre (cf. figures
23-1 et 23-2): la coupure doit étre faite apres les agrégations
correspondant a des valeurs peu élevées de l'indice, qui regroupent les
éléments les plus proches les uns des autres, et avant les agrégations
correspondant a des valeurs élevées de l'indice, qui dissocient les groupes
bien distincts dans la population.

D'une maniére générale, plus on agrege des éléments, autrement dit plus
on se rapproche du sommet de I'arbre, plus la distance entre les deux classes
les plus proches est grande et plus l'indice de niveau est élevé. En coupant
I'arbre au niveau d'un saut important de cet indice, on peut espérer obtenir
une partition de bonne qualité, car les individus regroupés auparavant
étaient proches, et ceux regroupés aprés la coupure sont nécessairement
éloignés, ce qui est la définition d'une bonne partition.

En pratique, la situation n'est pas aussi clairement définie que le montre la
figure 2.3 -2. L'utilisateur pourra choisir entre deux ou trois niveaux de
coupure possibles et donc entre deux ou trois partitions finales.

|

I M

Figure 2.3-2
Coupure visuelle de I'arbre
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La coupure de l'arbre peut étre facilitée par I'examen de I'histogramme des
indices croissants de niveau et 1'on coupera au niveau pour lequel cet
histogramme marque un palier important. Toute barre de cet histogramme
indique la valeur de l'indice d'une agrégation c'est-a-dire la perte d'inertie
obtenue en passant d'une partition en s classes a la partition en s - 1 classes.

La situation idéale est montrée par la figure 2.3 -3.a ou l'on observe un
palier évident entre le 4éme et le 52me indices suggérant ainsi une bonne
partition en cinq classes. La figure 2.3 - 3.b est typique de la situation ot il est
difficile de décider d'un nombre "réel" de groupes dans la population. Mais
une telle partition, en s classes par exemple, n'est pas la meilleure possible,
car l'algorithme de classification hiérarchique n'a pas la propriété de donner
a chaque étape une partition optimale.
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Figure 2.3-3

Histogrammes des indices de niveau

Cela tient en particulier a la contrainte imposée pour la construction de
l'arbre : la partition en s classes contient la partition en s-1 classes et est
contenue dans la partition en s + 1 classes, l'algorithme ne remettant jamais
en cause une agrégation effectuée. On peut donc améliorer encore la
partition obtenue si on s'affranchit de cette contrainte.

¢ — Procédure de consolidation

Pour améliorer la partition obtenue, on utilise de nouveau une procédure
d'agrégation autour des centres mobiles dont on sait qu'elle ne peut
qu'augmenter l'inertie entre les classes a chaque itération.

Au départ, les centres de classes sont ceux obtenus par coupure de l'arbre. A
la premiére itération, on affecte les éléments a leur centre de gravité le plus
proche, ce qui crée de nouvelles classes dont on calcule les centres. A la
deuxiéme itération et aux suivantes, on réaffecte les éléments a leur centre
le plus proche. Aprés un certain nombre d'itérations, il n'y a plus de
réaffectation a opérer et le calcul est arrété. En pratique, la procédure est
arrétée dés que l'inertie entre les classes cesse de croitre de fagon sensible.

Cette procédure de consolidation a pour effet d'optimiser, par réaffectation,
la partition obtenue par coupure de l'arbre hiérarchique. Malgré la relative
complexité de la procédure, on ne peut toujours pas &tre assuré d'avoir
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trouvé la "meilleure partition en k classes” mais on s'en approche
vraisemblablement dans beaucoup de situations courantes.

2.3.2 Description statistique des classes

Les éléments d'une méme classe se ressemblent vis-a-vis de l'ensemble des
critéres choisis pour les décrire. Il reste maintenant & préciser quels sont les
critéres qui sont a l'origine des regroupements observés. On procéde a une
description automatique des classes qui constitue en pratique une
indispensable étape de toute procédure de classification 1.

Les aides a l'interprétation des classes sont généralement fondées sur des
comparaisons de moyennes ou de pourcentages a l'intérieur des classes avec
les moyennes ou les pourcentages obtenus sur I'ensemble des éléments a
classer?. Pour sélectionner les variables continues ou les modalités des
variables nominales les plus caractéristiques de chaque classe, on mesure
I'écart entre les valeurs relatives a la classe et les valeurs globales. Ces
statistiques peuvent &tre converties en un critere appelé valeur-test
permettant d'opérer un tri sur les variables, et de désigner ainsi les variables
les plus caractéristiques (cf. Morineau, 1984).

Parmi les variables figurent également celles qui n'ont pas contribué a la
construction des classes mais qui peuvent participer a leur description sur le
méme principe que les variables supplémentaires dans une analyse
factorielle. Ces variables permettent a posteriori d'identifier et de
caractériser les regroupements établis a partir des variables actives.

a— Valeurs-test pour les variables continues

Pour caractériser une classe par les variables continues, on compare Yk, la
moyenne d'une variable X dans la classe k, a la moyenne générale X et on
évalue l'écart en tenant compte de la variance sf(X) de cette variable dans la
classe. La valeur-test est ici simplement la quantité :

X, -X
£ (X)="k
k Sk(X)
avec :
- 2(X)
SZ(X =n_ﬂ S__
k ) n—1 e

111 existe également des possibilités purement graphiques de représentation des
classes (graphiques de densité, arbres, dendrogrammes) qui peuvent compléter les
descriptions statistiques de ce paragraphe. Sur ce point, cf. Ohsumi (1988).

2 Ce qui est équivalent  comparer moyennes (ou pourcentages) dans la classe et hors
de la classe.
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ot1 s2(X) est la variance empirique de la variable X. On reconnait en s]%( X) la

variance d'une moyenne dans le cas d'un tirage sans remise des k éléments
concernés.

Interprétation en termes de probabilités (variables supplémentaires)

Sous l'hypothése "nulle” d'un tirage au hasard sans remise des nyg
individus de la classe k, la variable X représentant la moyenne dans la

classe a pour espérance X et pour variance théorique sZ(X).

La valeur-test f;(X) suit donc approximativement une loi de Laplace-Gauss
centrée et réduite (théoréme de la limite centrale). Elle évalue la distance
entre la moyenne dans la classe et la moyenne générale en nombre d'écarts-
types d'une loi normale.

Il va de soi que cette interprétation n'a de sens que pour une variable X
supplémentaire, c'est-a-dire n'ayant pas participé a la construction des
classes. On ne peut en effet stipuler une indépendance entre les classes
d'une partition et une des variables ayant servi a définir cette partition.

On calcule ensuite la probabilité que la variable dépasse la valeur absolue de
la différence observée. Plus la valeur-test est forte (plus la probabilité est
faible), plus 1'hypothése d'avoir les ng valeurs de la variable X tirées au
hasard parmi les valeurs possibles est discutable. Dans ce cas, la moyenne
dans la classe differe de la moyenne générale, et la variable est
caractéristique de la classe. Le classement des variables par probabilités de
dépassement croissantes est le méme que le classement par valeurs-test
décroissantes. Du point de vue de la désignation des variables les plus
caractéristiques, les deux informations sont équivalentes.

Extension aux variables actives

S'il n'est pas licite d'interpréter de fagon probabiliste les valeurs-test
calculées sur les variables actives, il est possible de les utiliser pour obtenir
un clagssement de celles-ci en vue de caractériser chaque classe. Les valeurs
absolues des valeurs-test constituent alors de simples mesures de similarité
entre variables et classes.

b - Valeurs-test pour les variables nominales

Une modalité (ou catégorie) d'une variable nominale est considérée comme
caractéristique de la classe si son abondance dans la classe est jugée
significativement supérieure a4 ce qu'on peut attendre compte tenu de sa
présence dans la population. En notant ng; le nombre d'individus ayant la
modalité j parmi les ng individus de la classe k, #; le nombre d'individus
ayant la modalité j et n l'effectif total, 'abondance de la modalité j est
définie, en premier lieu, en comparant son pourcentage dans la k ®me classe :

My n
K . .

—L 4 son pourcentage dans la population —.

n n
k
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La valeur-test prend en compte tous les éléments du tableau 2.3 - 1.

Tableau 2.3-1
Modalités de variables nominales et classes d'individus

classe k autres classes | population
modalité j ngj * nj
autres modalités * * *
population nk * n

Sous I'hypothése "nulle"! ou les ng individus de la classe k sont tirés au
hasard sans remise parmi la population des n individus, le pourcentage
d'individus de la classe k ayant la modalité j d'une part, et le pourcentage
d'individus ayant la modalité j dans la population d'autre part, devraient
coincider aux fluctuations aléatoires prés:

i

ny n

C'est I'hypothése d'indépendance sous laquelle le nombre N d'individus de
la classe k ayant la modalité j est une variable aléatoire qui suit une loi
hypergéométrique dont les trois parametres apparaissent dans les marges du
tableau 2.3 -1. On calcule donc la probabilité d'obtenir une valeur N
supérieure a n; :

pi(j) = Prob(N 2 "kj)

Plus cette probabilité? pi(j) est faible, plus I'hypothése d'un tirage au hasard
est difficile a accepter. On se sert de cette probabilité pour ranger les
modalités caractéristiques de la classe (la plus caractéristique correspondant a
la plus petite probabilité).

Cette probabilité est souvent trés faible. Il est commode de lui substituer la
valeur {,(N) de la variable de Laplace-Gauss correspondant a la méme
probabilité. C'est la valeur-test. Elle mesure 1'écart entre la proportion dans
la classe et la proportion générale, en nombre d'écarts-types d'une loi
normale. La valeur-test, pour une modalité d'une variable nominale, est

1 Comme dans le cas des variables continues, cette hypothése nulle n'a de sens que
pour des variables nominales supplémentaires. Mais les valeurs-test que l'on va
calculer pourront encore jouer le réle d'indices de similarités entre modalités actives et
classes et donc servir a ranger ces modalités par ordre d'intérét pour chaque classe.
2 Si I'on désigne par C? le nombre de parties distinctes de b éléments que 1'on peut
extraire d'un ensemble de a éléments, la probabilité Prob (N = x) s'écrit ici :
ny =X

: n—n x=n,

Prob(N =x) =—’C,,T’- et la probabilité pk(j) vaut alors :p,(j)= Y Prob(N =x)

n x=ty
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donc un critére statistique associé a la comparaison des effectifs dans le cadre
d'une loi hypergéométriquel.

¢ — Variables caractéristiques d'une classe

a

La valeur-test revient a effectuer un changement de mesure en
transformant la probabilité d'une distribution quelconque en nombre
d'écart-types d'une loi normale centrée réduite.

Que ce soit pour la recherche des variables continues ou des modalités des
variables nominales caractéristiques d'une classe, la valeur absolue de la
valeur-test est l'analogue de la valeur absolue d'une variable normale
centrée réduite.

Les variables sont d'autant plus intéressantes que les valeurs-test associées
sont fortes en valeur absolue. On peut alors ranger ces variables suivant les
valeurs-test décroissantes et ne retenir que les éléments les plus significatifs,
ce qui permet de caractériser trés rapidement les classes.

En sélectionnant, pour chaque classe, les variables les plus caractéristiques,
et en calculant leur moyenne ou leur pourcentage dans la classe, on
constitue ainsi le "profil-type" de la classe. Rappelons que la valeur-test ne
correspond a un vrai test d'hypothése® que si la variable & laquelle elle est
associée est supplémentaire.

Mentionnons enfin, comme cela a été fait a la section 1.2 a propos de
l'analyse en composantes principales, que le fait de calculer simultanément
plusieurs valeurs-test met l'utilisateur dans une situation de "comparaisons
multiples”, qui impose de prendre des seuils de signification plus sévéres
que ceux mis en ceuvre lors d'un test unique.

1 Notons qu'une estimation approchée de la valeur-test peut étre obtenue de fagon plus
simple en prenant en compte 'espérance de N :

n —n, 1 n
E(N)=n,—L etlavariance de X s{(N)=n, —— % —1[1——1}

n n-1 n n
N-E(N)

5.(N)

réduite et normale si I'on peut appliquer I'approximation de Laplace-Gauss de la loi
hypergéométrique Cette approximation est suffisante dans les applications qui ne
mettent pas en jeu des effectifs faibles.
2Dans le cadre de tests classiques, on dira qu'elle est significative au seuil usuel 5% si
elle dépasse la valeur 1,96 : Thypothese "nulle” est rejetée et la moyenne ou la
proportion d'une variable sur la population globale et celle dans la classe différent
significativement.
3 Ici on a I'hypothese qu'une variable continue ou une modalité d'une variable nominale
est indépendante de la partition.

et en calculant la quantité £ (N)= qui donne directement la variable centrée,



Seclion 2.4

Complémentarité entre
analyse factorielle et classification

Les méthodes factorielles (notamment l'analyse des correspondances
multiples) sont particuliérement bien adaptées a l'exploration de grands
tableaux de données individuelles tels que ceux produits par les enquétes.
Mais elles ne suffisent pas toujours a fournir une vue satisfaisante de
I'ensemble des données. Non seulement les visualisations ne véhiculent
qu'une partie de l'information, mais elles sont parfois elles-mémes trop
complexes pour étre interprétées facilement.

Dans ces circonstances, les techniques de classification peuvent compléter et
nuancer les résultats des analyses factorielles. La complémentarité entre
analyse factorielle et classification concerne la compréhension de la
structure des données et celle des aides pratiques dans la phase
d'interprétation des résultats.

Dans une premiére partie, on justifiera cette utilisation conjointe du point
de vue de l'utilisateur confronté & un ensemble complexe de données. Puis
on examinera quelques aspects techniques et théoriques de cette
complémentarité.

2.4.1 Utilisation conjointe de I'analyse factorielle
et de la classification

Face a de trés grands tableaux de données, il est indispensable de disposer
d'une vue d'ensemble de la base d'information. De ce point de vue, les
méthodes factorielles sont certainement les techniques exploratoires les
mieux adaptées.

a - Nécessité... et insuffisance des méthodes factorielles

Mais, les représentations graphiques issues des méthodes factorielles
présentent certains inconvénients, dont certains sont d'ailleurs
interdépendants :

- 1- Difficultés d’interprétation

1l est toujours difficile d'interpréter les axes ou plans factoriels au dela du
plan principal. Le plan (3,4), engendré par les axes factoriels 3 et 4, décrit
des proximités qui sont des termes correctifs par rapport aux proximités
principales observées sur les deux premiers axes. L'interprétation de ces
proximités est donc assez délicate.
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2- Compression excessive et déformations

Les visualisations sont limitées a deux, ou en général a trés peu de
dimensions, alors que le nombre d'axes "significatifs" peut étre bien
supérieur. Cette compression excessive de l'espace peut entrainer des
distorsions ficheuses et des superpositions de points occupant des
positions distinctes dans l'espace.

3 - Manque de robustesse

Les visualisations peuvent manquer de robustesse. Un point-profil
aberrant peut notablement influencer le premier facteur et par la toutes
les dimensions suivantes, puisque ces dimensions sont reliées au
premier axe a travers la contrainte d'orthogonalité des axes.

4 - Graphiques factoriels inextricables

Les visualisations peuvent concerner des centaines de points et donner
lieu & des graphiques chargés ou illisibles.

Pour remédier a ces lacunes, montrons, point par point, quels peuvent étre
les apports d'une classification menée simultanément.

Difficultés d'interprétation et compression excessive des données (points
Tet2):

On complete I'analyse factorielle par une classification réalisée sur
l'espace tout entier ou sur un sous-espace défini par les premiers facteurs
les plus significatifs. Les classes prennent en compte la dimension réelle
du nuage de points. Elles corrigent donc certaines déformations dues a
l'opération de projection.

Une classe peut aussi étre typique d'un axe de rang élevé et aider a
l'interprétation de ce sous-espace particulier difficilement observable
autrement.

Robustesse imparfaite (point 3) :

La plupart des algorithmes de classification, et particuliérement les
algorithmes d'agglomération, sont localement robustes au sens ou les
parties basses des dendrogrammes produits (nceuds correspondant aux
plus petites distances) sont indépendantes des éventuels points
marginaux isolés.

Allegement et description automatique des sorties graphiques (point 4) :

Lorsqu'il y a trop de points-individus sur un plan factoriel, il parait utile
de procéder a des regroupements d'individus en familles homogeénes. Il
faut donc a ce stade faire appel aux capacités de gestion et de calcul de
l'ordinateur pour compléter, aider et clarifier la présentation des
résultats. Les classes peuvent étre utilisées pour aider l'interprétation des
plans factoriels en identifiant des zones bien décrites. 1l est en effet plus
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facile de décrire des classes qu'un espace continu, méme a deux
dimensions. La notion de classe est élémentaire et accessible a
l'intuition. Les descriptions de ces classes peuvent étre fondées sur
d'élémentaires comparaisons de moyennes ou de pourcentages. Les
nombreux points sont ainsi remplacés par quelques centres de gravité de
classes. Comme les algorithmes utilisés pour ces regroupements
fonctionnent de la méme fagon que les points soient situés dans un
espace a deux ou a dix dimensions, on allége les sorties graphiques tout
en améliorant la qualité de la représentation (points 1 et 2 ci-dessus).

Mais les méthodes factorielles sont nécessaires, malgré leurs insuffisances :
la faculté descriptive des axes, les descriptions sous forme de continuum
géométrique restent irremplagables.

La classification ne réussit pas toujours a montrer l'importance de certaines
tendances ou de facteurs latents continus. Pour observer l'organisation
spatiale des classes, le positionnement des classes sur les axes factoriels
s'avére indispensable. La classification peut évidemment aider & découvrir
l'existence de groupes d'individus. L'analyse factorielle peut mettre en
avant des facteurs latents inattendus. La découverte de tels phénoménes ou
dimensions cachées est l'objectif de ces deux familles de méthodes et
certainement le plus ambitieux. Leur utilisation complémentaire est
souvent indispensable pour atteindre cet objectif.

b - Mise en ceuvre pratique dans le cas de la classification mixte

Pour décrire un ensemble de données de grande taille, principale
circonstance dans laquelle l'usage complémentaire des techniques
factorielles et de classification est utile, la mise en ceuvre conjointe de ces
techniques s'opére de la fagon suivante.

- Etape 1: L'analyse factorielle

L'analyse factorielle est utilisée comme une étape préalable a la
classification pour deux raisons: pour son pouvoir de description,
présenté dans les chapitres précédents, et pour son pouvoir de filtrage,
qui permettra éventuellement de travailler sur des coordonnées
factorielles moins nombreuses que les variables de départ.

- Etape 2 : Classification a partir des facteurs

Il est équivalent d'effectuer une classification des individus sur un
ensemble de p variables ou sur l'ensemble des p facteurs. Mais on peut
aussi ne prendre en compte qu'un sous-espace factoriel de dimension ¢
(g < p) et réaliser une classification sur les g premiers axes. Cela
présente l'avantage d'éliminer des fluctuations aléatoires qui
constituent en général l'essentiel de la variance recueillie dans les
directions des p-q derniers axes (variations non systématiques
contenues dans les données). Le fait d'abandonner les derniers facteurs
revient a effectuer une sorte de "lissage" des données, ce qui en général
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améliore la partition en produisant des classes plus homogeénes. Les
distances entre points sont calculées dans l'espace des premiers axes
factoriels avec la distance euclidienne usuelle. Le calcul est simple et la
classification peut étre menée sur des grands ensembles d'individusl.
La difficulté réside parfois dans le choix du nombre d'axes a retenir {cf.
§4.2.3).

Etape 3: Description automatique des classes

Une fois les individus regroupés en classes, on a vu (§ 2.3.2) qu'il est
facile d'obtenir une description automatique de ces classes. On calcule,
pour les variables numériques comme pour les variables nominales,
des statistiques d'écarts entre les valeurs internes a la classe et les
valeurs globales. Les valeurs-test permettent de les ranger par ordre
d'intérét.

Etape 4: Positionnement des classes dans le plan factoriel

La division en classes opére un découpage plus ou moins arbitraire
d'un espace continu. L'analyse en axes principaux préalable permet
alors de visualiser les positions relatives des classes dans l'espace et
peut mettre en évidence certaines "trajectoires” masquées par la
discontinuité des classes. Il est intéressant de projeter les centres de
gravité des classes au sein des variables ou des modalités actives sur le
premier plan factoriel (figure 2.4 - 1).
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Figure 2.4-1

Positions relatives des classes dans l'espace factoriel

Le support visuel permet d'apprécier les distances entre les classes. Par
ailleurs, la position de chaque individu repéré par le numéro de sa
classe permet de représenter la densité et la dispersion des classes dans
le plan (cf. figure 2.4 - 2).

1 Une technique de classification hiérarchique tel que l'algorithme des voisins
réciproques (et particulierement l'algorithme de recherche en chaine) peut étre réalisée
sans garder la matrice des distances en mémoire centrale. Les distances entre couples
de points sont recalculées a la demande dans l'espace réduit des g premiers facteurs.
La mise en mémoire de la matrice (n,4) construite a partir des g principales
coordonnées des n observations est souvent beaucoup moins encombrante que le
tableau des n(n-1)/2 distances.
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Figure 2.4-2
Densité et dispersion des classes dans l'espace factoriel

L'utilisation conjointe de 1'analyse factorielle et de la classification permet
de se prononcer non seulement sur la réalité des classes, mais également sur
leurs positions relatives, leur forme, leur densité et leur dispersion. Les
deux techniques se valident mutuellement.

¢ — Autres aspects de la complémentarité

A propos des liens entre les méthodes d'analyse par axes principaux et les
méthodes de classification, il faudrait évoquer des méthodes que l'on peut
qualifier d'hybrides, c'est-a-dire qui produisent simultanément des axes et
des classes. Ainsi, le lien existant entre le haut de I'arbre et les premiers axes
factoriels peut suggérer d'utiliser ceux-ci pour construire un arbre a partir
des plus grands indices (classification descendante ou divisive, cf. par
exemple Reinert, 1986). On peut également chercher des axes principaux
susceptibles de représenter au mieux une classification (Art et al., 1982 ;
Gnanadesikan et al., 1982). Certaines de ces méthodes (projections
révélatrices, analyses de contiguité) seront briévement présentées au § 3.7.4
du chapitre 3. Dans un autre esprit, van Buuren et Heiser (1989), pour
classer des individus décrits par des variables nominales, cherchent
simultanément des classes et un codage des variables qui optimise un critere
de qualité de la classification.

2.4.2 Aspects techniques et théoriques de la complémentarité

La complémentarité entre l'analyse des correspondances et la classification
ascendante hiérarchique présente des avantages pratiques pour l'utilisateur.
On examinera dans ce paragraphe certains aspects plus techniques de cette
complémentarité.

a — Classification des lignes ou colonnes d'un tableau de contingence

La classification ascendante hiérarchique agrége des groupes d'éléments
suivant différents critéres d'agrégation. Parmi ceux-ci, le critére de Ward
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généralisé apparait compatible avec l'analyse des correspondances puisqu'il
est fondé sur une notion d'inertie similaire. On a montré en particulier {cf.
§ 2.2.3.b formule [2.2 - 2]) que la somme des valeurs propres (inertie totale du
nuage) est égale la somme des indices de niveau. Aussi, malgré des classes
sphériques que ce critére a tendance a produire, il y a une certaine cohérence
a utiliser le critere d'inertie de Ward sur un tableau de coordonnées
factorielles elles-mémes issues d'un calcul d'inertie. Si I'arbre de la
classification est construit sur les 4 premiers axes factoriels, on vérifiera que
la somme des indices de niveau est égale a la somme des g premiéres plus
grandes valeurs propres retenues.

Une propriété importante de I'analyse des correspondances va dans le sens
d'une bonne compatibilité avec la classification: 1'équivalence
distributionnelle (cf. § 1.3.2.f et 1.3.3.a) qui garantit la stabilité des résultats
quand on regroupe les éléments ayant des profils semblables.

Agréger les lignes et les colonnes d'un tableau de contingence est naturel
dans le sens ou il s'agit de remplacer des classes par des classes au lieu de
remplacer des individus par des groupes d'individus ou des variables par
des groupes de variables!.

b — Un exemple de coincidence entre les deux approches

Considerons la table de contingence Kj; (tableau 2.4 - 1). Elle a, nous allons le
vérifier, la propriété de donner des résultats similaires lorsqu'elle subit une
analyse des correspondances et une classification hiérarchique utilisant le
critére d'agrégation de Ward (cf. § 2.2.3.b).

Tableau 2.4 -1
Table de Contingence Kyj

CoL7 COoL2 COL3 COL4 COLS COL6 COL1 COL8
LIG1 2 18 12 12 2 2 30 2
LIG4 2 12 21 27 2 2 12 2
LIGS 14 2 2 2 24 20 2 14
LIG2 2 30 12 12 2 2 18 2
LIG6 14 2 2 2 20 24 2 14
LIG7 23 2 2 2 14 14 2 21
LIG3 2 12 27 21 2 2 12 2
LIGS8 21 2 2 2 14 14 2 23

En fait, un réarrangement des lignes et des colonnes montre que cette table
n'est pas anodine. Elle contient de forts traits structuraux (tableau 2.4 - 2).
Elle est symétrique et semble formée de blocs et de sous-blocs particuliers. Ce
réarrangement, on va le voir, est un sous-produit de Il'analyse des
correspondances.

1 La classification des éléments d'un tableau de contingence fondée sur le
regroupement de catégories homogenes a été abordée par Benzécri (1973), Jambu et
Lebeaux (1978), Govaert (1984), Cazes (1986), Gilula (1986), Escoufier (1988),
Greenacre (1988).
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Tableau 2.4 -2
Table de Contingence Kjjréordonnée

LIG1
LIG2
LIG3
LIG4
LIGS
LIG6
LIG7
LIGS

COL2 COL3
18 12
30 12
12 27
12 21

2 2
2 2
2 2
2 2

COL4

12
12
21
27

2

2
2
2

COLS COL6

2 2
2 2
2 2
2 2
24 20
20 24
14 14
14 14

2 2
2 2
2 2
2 2
14 14
14 14
23 21
21 23

Cette table de contingence fait en fait partie d'une famille plus large de
tableaux décrits dans Benzécri (1973, vol. 2, chapitre 11) qui seront
brievement évoqués plus bas.

Une classification ascendante hiérarchique utilisant le critére de Ward
produit le dendrogramme représenté sur la figure 2.4 - 3, oit les indices de
niveaux figurent entre parenthéses prés des nceuds correspondants.

LIG1 (.023)
LIG2 (.090)
LIG3 1 (.006)
LIG4 (.640) |}
LIGS — (.003)
LIG6 (.040)
LIG7 —1 (.001)
LIGS8 ——[
Figure 2.4-3

Esquisse du dendrogramme décrivant la classification
hiérarchique de la table de contingence (8,8) Kyj

Les valeurs propres issues de I'analyse des correspondances de Ky figurent
dans le tableau 2.4 - 3. Elles coincident avec les indices d'agrégation.

Tableau 2.4-3
Valeurs propres issues de I'analyse des correspondances de Kyy

Al
A2
A3
A
A5
A6
A7

[T (I { I [ TS TR 1

. 640
.090
.040
.023
.006
.003
.001

(80.
(11.
(5.
( 3.
(
(
(

de la trace)

0
0
0
0
7
4
1
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Le tableau 2.4 - 4 donne les coordonnées factorielles des points lignes (qui
sont les mémes que celles des points colonnes au signe prés, puisque la
matrice de départ est symétrique). La fagon dont sont organisés ces vecteurs
propres permet de comprendre le processus de construction de la table de
contingence : on part des facteurs structurés de cette fagon et on utilise la
formule de reconstitution des données.

Chaque vecteur oppose deux blocs. Il est orthogonal au vecteur précédent et
les coordonnées sont égales a l'intérieur de chaque bloc. Tous les vecteurs
sont centrés et orthogonaux a la premiére bissectrice.

La figure 2.4 - 4 donne la représentation des points-profils dans le plan des
deux premiers axes factoriels.

Tableau 2.4 -4
Coordonnées factorielles issues
de I'analyse des correspondances de Kj;

Axes 1 2 3 4 5 6 7
LIGNE1l -.80 .42 0.00 .30 0.00 0.00 0.00
LIGNE2 -.80 .42 0.00 -.30 0.00 0.00 0.00
LIGNE3 -.80 -.42 0.00 0.00 -.15 0.00 0.00
LIGNE4 -.80 -.42 0.00 0.00 .15 0.00 0.00
LIGNES .80 0.00 =-.28 0.00 0.00 .10 0.00
LIGNE6 .80 0.00 -.28 0.00 0.00 ~.10 0.00
LIGNE7 .80 0.00 28 0.00 0.00 0.00 06
LIGNES .80 0.00 28 0.00 0.00 0.00 -.06

On constate que cette figure bi-dimensionnelle permet de distinguer les
deux grands blocs (axe 1), puis, a l'intérieur de I'un d'eux, deux sous-blocs
(axe 2) , mais qu'elle est moins riche d'information que la figure 2.4 - 3, elle
aussi bidimensionnelle.

Let o axe2 A 119

LIG2
LIGS5
LIG6 Axe 1

03 o -

0 LIG7 80%
LIG8
-0.4
LIG3
LIG4 o
Figure 2.4 - 4

Premier plan factoriel de 'analyse de Ky
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La figure 2.4 -3 du dendrogramme a en effet 'avantage de montrer
simultanément tous les blocs et tous les niveaux de la hiérarchie.

Décrivons briévement ces tableaux de correspondances hiérarchiques en
renvoyant a Benzécri (1973, op. cit.) et Cazes (1984, 1986 a) pour une
présentation systématique et des généralisations de ces notions.
D'une maniére générale, dans une hiérarchie binaire H sur un ensemble I a
n éléments chaque élément non terminal & € H peut étre partitionné de
fagon unique en deux éléments a(l) et b(h) :

h =a(h) v b(h) aveca(h)e Hetb(h)e H

On suppose cette hiérarchie indicée (cf. § 2.2.1.c). On suppose également que
Iindice A(h) prend ses valeurs dans (0,1) et qu'il est nul pour les éléments

terminaux. Chaque élément i€ I est d'autre part muni d'une masse p;
strictement positive avec:

n
dpi=1
P

Pour chaque nceud h de la hiérarchie, on peut associer une fonction sur I a
valeurs réelles f;, de moyenne nulle, c'est-a-dire telle que :

n
zip,'fh(i) =0
i=

Cette fonction est nulle en dehors de h (i ¢ h = f,(i) = 0) et constante sur
chacun des deux noeuds a(h) et b(h) qui constituent h.

Ces constantes sont définies par les formules suivantes, en notant py, p; et
pb les masses respectives des éléments h, a(h) et b(h) :

fu(i) = pp; pour i € a(h)
hPa

fuli) = - p”; pour i€ b(h)
hPb

Si I'on munit l'espace des fonctions f, du produit scalaire :
1]
< fu o >= 2 pifu(Dfi (D)
i=1

On vérifie facilement que les fonctions f, sont de norme (ou de variance) 1
et que les n-1 fonctions correspondant aux nceuds de la hiérarchie
constituent une base orthonormée de l'ensemble des fonctions sur I.

La formule de reconstitution des données en analyse des correspondances
(cf. § 1.3.3.h) permet alors de générer un tableau de correspondances
symétrique C de terme général ¢;; .

n-1
G = mpz{“ Z\/Ef/,(i)fh(i’)]
h=1
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les n-1 nceuds repérés par h étant supposés numérotés par ordre d'indices

d'agrégation Ay décroissants. La table de contingence Kjj ci-dessus a été
générée! de cette fagon.

2.4.3 Valeurs propres et indices de niveau

Hormis des cas trés particuliers, comme ceux constitués par les
correspondances hiérarchiques étudiées au paragraphe précédent, les
relations entre analyse des correspondances et classification opérés sur une
méme table de contingence sont difficiles a étudier.

Dans le cas de la classification hiérarchique utilisant le critére de Ward, on
peut mettre en évidence certaines inégalités et étudier certaines structures
particuliéres.

a - Quelques inégalités

Notons tout d'abord que pour une table de contingence quelconque (si l'on
excepte les tables symétriques), la classification hiérarchique donnera des
indices différents selon que l'on agrége les lignes et les colonnes, alors que
l'analyse des correspondances ne fournit qu'une série de valeurs propres.

La plus grande valeur propre issue de I'analyse des correspondances est
supérieure ou égale au plus grand indice d'agrégation (lignes ou colonnes)
donné par la classification. Cet indice est en effet une mesure de variance
externe (dite variance "inter", par opposition a la variance "intra",
mesurant la dispersion a l'intérieur des groupes) entre les deux derniers
groupes agrégés. Cette variance externe est inférieure a la variance totale
mesurée sur la droite qui joint les centres de gravités des deux groupes, elle-
méme inférieure a la meilleure variance totale possible sur une droite
quelconque, ce qui est la définition de la plus grande valeur propre?.

Plus généralement, Benzécri et Cazes (1978) ont montré que la somme des r
plus grandes valeurs propres est supérieure ou égale a la somme des r plus
grands indices d'agrégation.

Enfin, ces auteurs ont donné un intéressant contre-exemple montrant qu'il
n'existe pas de borne inférieure positive pour le quotient entre le plus grand
indice d'agrégation et la plus grande valeur propre: on peut trouver des
distributions de densité telles que le plus grand indice soit une fraction
arbitrairement petite de la plus grande valeur propre.

10On trouvera la preuve de la non-négativité des termes c;;- dans Benzécri (1973, Tome
IIB, Chapitre 11).

2 Notons bien, sur la figure 2.4 - 4 précédente, le cas de coincidence pour lequel les
variances "intra" sur l'axe sont nulles, et pour lequel le meilleur axe factoriel est
précisément celui qui relie les deux centres de classes.
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b — Le cas des tables de contingence structurées par blocs

Cette structure déja évoquée en section 1.3.4 (cf. les figures 1.3 - 15 et 1.3 - 16)
est aisément reconnue par l'analyse des correspondances car k blocs
engendrent k valeurs propres égales a 1 (y compris la valeur propre triviale,
qui correspond au cas usuel d'un seul bloc).

Cette structure n'est cependant pas systématiquement reconnue par la
classification hiérarchique utilisant le critetre de Ward, comme l'ont montré
par un contre-exemple Kharchaf et Rousseau (1988, 1989).

¢ - Une étude empirique du lien entre valeurs propres et indices

Ces inégalités et contre-exemples ne donnent que peu d'information sur les
liaisons entre valeurs propres et indices, et les liaisons fonctionnelles du
paragraphe 2.4.2 ne concernent que des cas d'école. Les liaisons stochastiques
entre indices et valeurs propres (dans le cas d'une famille de tables de
contingence aléatoires) sont certainement trop complexes pour faire 1'objet
d'une étude analytique.

Tableau 2.4-5
Moyennes et écart-type des valeurs propres
et des indices d'agrégation.
1000 tables de contingence pseudo-aléatoires (8,8).
Pour chaque table, k = 1000.

Identificateur Moyenne Ecart Ecart
type type de la moyenne
Valeurs propres
VP1 * 02130 * 00560 * 00018
VP2 01282 * 00353 * 00011
vP3 00772 * 00234 * 00007
A7 T 00442 ¥ 00156 * .00005
VP55 ¥ 00214 * 00100 * .00003
VP6  * 00070 * 00050 * 00002
vpP7 % 00010 * 00014 * .00000

Indices des lignes (INLi) et des colonnes (INCi)
INL1 = 01692 * 00452 * .00014

INL2 * 01063 * 00289 * 00009
INL3 * 00733 * 00197 *  .00006
INLA * 00537 * 008 * 00005
INL5 * 00891 * 00117 *  .00004
INL6 * 00280 * 00090 *  .00003
INL7 * 00183 * 00074 *  .00002
INCI * 01679 * 00450 * 00014
INC2 * 01061 * 00291 * 00009
INC3 * 00739 * 00202 *  .00006
INC4 * 0055 * 00151 *  .00005
INC5 * 0039 * 00118 *  .00004
INC6 * 00280 * 00091 *  .00003
INC7 * 00182 * 00075 * 00002
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Une exploration par simulation pourra cependant donner une idée des
liens stochastiques existant entre indices et valeurs propres.

Pour procéder a cette exploration, des tables de contingence a 8 lignes et 8
colonnes ont été simulées sous l'hypotheése d'indépendance selon un
schéma de remplissage multinomial (les marges théoriques sont supposées
égales, l'effectif total de chaque table simulée est k = 1 000).

1 000 simulations ont été réalisées, donnant lieu chacune a une analyse des
correspondances, et a deux classifications hiérarchiques (selon le critére de la
variance) : une sur les lignes et une sur les colonnes.

Le tableau 2.4 -5 donne les moyennes des 7 valeurs propres, des 7 indices-
lignes et des 7 indices colonnes, calculées sur 1 000 observations. Les indices
d'agrégation des lignes suivent évidemment la méme loi que ceux des
colonnes, cette propriété permettant de vérifier la cohérence de la
simulationl.

0,025 1
——=—— Valeur propre
-
0,02 A —0— Indice d'agrégation
0,015 |
0,01
0,005 {
0
1 2 3 4 5 6 7
Figure 2.4 -5

Séquences des valeurs propres et des indices

La figure 2.4 - 5, qui représente graphiquement les éléments de la premiere
colonne du tableau 2.4 - 5, met en évidence l'intervalle de variation plus
réduit des indices dans l'hypothése d'indépendance des lignes et des
colonnes. Il est intéressant de compléter ces mesures de niveau par une
analyse des corrélations entre valeurs propres et indices.

La figure 2.4 - 6 présente le diagramme de la distribution jointe de la

premiére valeur propre A1 = VP1 et du plus grand indice-ligne de
classification INL1, chacun des 1000 couples (VP1, INL1) correspondant a une
méme matrice pseudo-aléatoire.

1 Remarquons que ces résultats sont cohérents avec le test usuel d'indépendance du y?
(la somme t des différentes valeurs propres vaut 0.0492, le x? usuel moyen valant
1000xt = 49.2 pour 49 degrés de libertés. Les approximations connues de la loi des
valeurs propres (loi des valeurs propres d'une matrice de Wishart (7,7)) sont
également vérifiées ici (cf. § 4.1.2).
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Le coefficient de corrélation! entre VP1 et INLI est de 0.91. La contrainte
théorique INL1< A1 définit de fagon claire le demi-plan contenant le nuage
de 1000 points. On voit que les écarts entre valeurs propres et indices
peuvent étre notables, ceux-ci pouvant parfois &tre de 30% inférieurs a
celles-1a.

Plus grand indice d'agrégation INL;
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Figure 2.4 -6
Corrélation entre la plus grande valeur propre VP,
et le plus grand indice d'agrégation INL;,
(Chacun des 1000 points correspond & une matrice pseudo-aléatoire (8,8))

L'étude du systéme complexe des corrélations entre valeurs propres et
indices sera l'occasion de présenter ci-dessous une application
méthodologique de l'analyse en composantes principales.

1 Le coefficient de corrélation entre VP1 et INC1 a la méme valeur.
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Les résultats de cette expérience peuvent étre présentés dans un tableau X
ayant 1 000 lignes (les 1 000 tableaux simulés) et 21 colonnes (les 7 valeurs

propres et les 2 X7 = 14 indices d'agrégation).

On a choisi ici de procéder a une analyse en composantes principales avec
comme variables actives les 7 premiéres colonnes, les indices étant projetés
en variables illustratives. On privilégie donc la structure des corrélations
interne a l'ensemble des valeurs propres, et l'on situe ensuite les indices par
rapport a cette structure.

La figure 2.4 -7 représente le premier plan factoriel ainsi obtenu, qui
correspond a environ 60% de la variance totale.

0.60% 19%
0.404
0.20}
0 0.20 "0.90
INL4
LEGENDE

VPi Valeur propre i
INLi Indice-ligne i
INCi Indice-colonne i

Figure 2.4-7
Structure des corrélations entre valeurs propres et indices
Plan Principal d’une analyse en composantes principales de la matrice (1000,7)
contenant les 1000 observations (en lignes) des 7 valeurs propres VP1,..VP7.
Les 7 indices-ligne INL1, ...INL7 et les 7 indices-colonnes INC1,...INC7
sont projetés en éléments supplémentaires dans ce plan.
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Les principaux éléments d'interprétation sont les suivants :

- On note tout d'abord que le premier facteur est un facteur de taille :
tous les points-variables sont situés dans le demi-plan des points dont
les coordonnées sont positives sur cet axe. Bridvement, cela signifie
qu'il y a des tables pour lesquelles toutes les valeurs propres sont
grandes, et d'autres pour lesquelles elles sont toutes petites, et que ce
facteur d'échelle général est la principale source de variabilité!.

- On note ensuite, en remarquant que les 7 valeurs propres forment une
trajectoire réguliere, qu'il existe une corrélation entre valeurs propres
consécutives : la premiére valeur propre est plus liée a la deuxiéme
qu'a la troisiéme, etc. Inversement, les couples de valeurs propres de
rangs éloignés (1,6), (1,7), (2,7) sont corrélés négativement.

- Les indices lignes et colonnes, sensibles eux aussi a l'effet-taille, ont des
trajectoires trés voisines, dont les positions et la forme font penser a
celles des valeurs propres, avec cependant un décalage trés net du coté
des plus grandes valeurs propres. Les premiers (plus grands) indices et
les premiéres valeurs propres sont donc fortement liés entre eux (on a
vu précédemment que vP1 et INL1 avait un coefficient de corrélation de
0.91), mais les derniers indices sont peu corrélés avec les dernieres
valeurs propres.

En fait, cette structure est en accord avec l'expérience des praticiens de ces
méthodes. 11 existe trés souvent des relations entre les premiers facteurs et
les ultimes nceuds du dendrogramme correspondant aux plus grandes
valeurs de l'indice.

En revanche, les premiers nceuds du dendrogramme fournissent souvent
de précieuses informations sur des groupements ou des structures locales
qui correspondent & des facteurs de rangs moyens, mais non aux derniers
facteurs. Ceux-ci rendent plutdt compte d'un bruit rarement identifiable.

2.4.4 Lacomplémentarité en pratique : un exemple

Cet exemple d'enchainement résume certaines étapes d'une application "en
vraie grandeur”. Il est extrait de traitements de l'enquéte sur les conditions
de vie et aspirations des Frangais?2

L'objectif poursuivi ici est double : donner une description d'ensemble des
principales attitudes et opinions relevées dans le systéme d'enquétes
précité ; montrer dans quel cadre factuel s'inscrivent les attitudes et
opinions.

1 Ce premier facteur est évidemment trés ié 2 la somme ¢ des valeurs propres, donc au
22 (ici 2= 1000¢).

2 Cf. Lebart et Houzel (1981), Babeau et Lebart (1984), Lebart (1987b) pour des
informations générales sur cette enquéte.
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Le fichier partiel correspondant a cette application comprend 14 variables
nominales actives et en fait plusieurs centaines de variables nominales
supplémentaires. Les 14 000 individus correspondent a 7 vagues de 2000
individus (de 1978 a 1984), chaque vague étant représentative de la
population de résidants métropolitains agés de 18 ans ou plus. Un des
intéréts de cet exemple est que les structures observées pourront étre
validées par les échantillons indépendants annuels. Il s'agit d'une situation
exceptionnellement favorable pour éprouver la stabilité des résultats d'une
analyse exploratoire.

14 questions actives pour décrire les perceptions des conditions de vie
et du cadre de vie (60 modalités)

Deux questions sur la perception de I’ évolution des conditions de vie
Trois questions sur le theme «Famille»

Trois questions sur I'environnement physique et technologigue

Trois questions sur la santé et I'mnstitution médicale

Une question sur 'attitude vis-3-vis des équipements collectifs

Deux questions sur Ia justice et In société

a - Les étapes

L'enchainement de méthodes décrit ici est une formulation plus détaillée
de la procédure d'utilisation conjointe des méthodes factorielles et de la
classification exposée au § 2.4.1.b. Cette procédure est présentée du point de
vue du praticien.

- Etape 1: Analyse factorielle
L'étape 1 (analyse factorielle), comprend les trois phases suivantes :

- Choix d'un théme actif

Choisir un théme, c'est-a-dire une batterie homogéne de variables
actives, c'est adopter un point de vue particulier pour la description. On
peut décrire les individus du point de vue de leurs caractéristiques de
base, mais aussi a partir d'un théme particulier de 'enquéte par exemple
les habitudes de consommation, les durées d'activité (budgets-temps), les
contacts-médias, les déplacements, etc. Ici, le théme choisi est: la
perception des conditions de vie et du cadre de vie (cf. encadré ci-dessus).

- Description graphique de la population

Les graphiques résultant des analyses factorielles (ici: correspondances
multiples) fournissent une description de l’échantillon des individus
interrogés. La proximité entre individus est fonction de la similitude des
réponses aux questions du théme actif.

- Positionnement des éléments illustratifs sur les plans factoriels

On s'intéresse aux questions ne faisant pas partie du théme actif pour
aider a interpréter les proximités entre individus. Lorsque la lecture des
résultats est génée par l’abondance des éléments illustratifs, les seuls
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éléments pertinents pour l'interprétation seront sélectionnés par leurs
valeurs-test. Ceci permet d'envisager des explorations systématiques,
avec de nombreux croisements de variables.

Comme au § 2.4.1 b, les trois phases suivantes sont :
- Etape 2 : Partition de l'ensemble des individus
- Etape 3 : Descriptions statistiques du contenu de chaque classe

- Etape 4 : Positionnement des centres des classes en éléments
supplémentaires dans les plans factoriels

Cet enchainement est souvent utilisé sous le nom de thémascope. C'est
donc un outil qui permet de décrire un théme (actif), multidimensionnel
par nature, en utilisant la conjonction des deux techniques disponibles
(réduction de dimension d'une part, regroupement d'autre part). Il situe
ensuite ce théme dans le contexte global de l'enquéte, grace aux techniques
de projection de variables supplémentaires sur les plans factoriels et de
description automatique des classes. La sélection automatique des éléments
les plus significatifs sur les plans factoriels et lors de la description des
classes fournit au lecteur une information filtrée et lisible.

b — L'espace des variables actives (Figure 2.4 - 8)

La figure 2.4 - 8 est I'esquisse du premier plan factoriel d'une analyse des
correspondances multiples du tableau (14 000, 60). Les 14 réponses aux
questions actives (60 modalités) répartissent les individus interrogés de
facon continue dans l'espace. Il n'existe pas de regroupement trés net
d'individus dans ce continuum, mais il est toujours possible de le découper
en grandes zones de la fagon la moins arbitraire possible; les cloisons
entoureront ainsi les régions de forte densité et seront disposées de fagon a
ce que la dispersion des individus soit minimale a l'intérieur des zones.
C'est l'arbre hiérarchique de la figure 2.4 - 9 qui est schématiquement tracé
sur le plan factoriel (coupure correspondant & § classes). Pour limiter le
nombre de graphiques, le résultat de 1'étape 4 figure d'emblée sur la figure.

¢ — Exemples de description automatique de trois classes

On va maintenant illustrer la description automatique des classes (cf. § 2.3.2)
en caractérisant de fagon plus détaillée trois classes (ou zones) sélectionnées
parmi les huit précédentes. On distinguera successivement les opinions et
perceptions (éléments actifs, et pour certains d'entre-eux, supplémentaires),
puis les caractéristiques de base (éléments toujours supplémentaires dans
cette analyse).

Chaque pourcentage interne a la zone sera suivi, entre parenthéses, du
pourcentage moyen dans l'ensemble de la population. Les valeurs-test (cf.
§2.3.2.b) qui ont permis de sélectionner et de classer ces variables
caractéristiques sont des fonctions de I'écart entre ces deux pourcentages.
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choisies parmi les plus caractéristiques. Les centres des zones sont positionnés comme des modalités supplémentaires.
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Zone 7 : «Modérés (+) » (12 %)
___I Zone 1 : «Modernistes» (18 %)

Zone 2 : «Insatisfaits| Exclus»(11 %)

Zone 3 : «Modérés (-) » (16 %)

Zone 6 : «Conservateurs» (13 %)

Zone 4 : «Traditionalistes» (15 %)

Zone 5 : «Ne sait pas» (8 %)

Zone 8 : «Non-participants» (S %)

Figure 24 -9
Classification hiérarchique des 14 000 individus en 8 zones
Guide de lecture du dendrogramme :

L’algorithme de classification mixte de la section 2.3 permet de mettre en évidence huit
zones 1, positionnées en éléments supplémentaires sur le plan factoriel de la figure 2.4 - 8, et
comme éléments terminaux du dendrogramme de la figure 2.4 - 9. Cette figure permet donc
de compléter la figure 2.4 - 8 . Ainsi, contrairement & ce que I'on observe sur la figure 2.4 - 8
qui ne donne qu’une approximation plane de I'espace, et donc qui déforme les distances, la
zone 2 est, d'aprés le dendrogramme, plus proche des zones 1 et 7 que de la zone 8.

Description de la zone 1 (Modernistes) [droite de la figure 2.4 - 8]

Cette zone stable représentant en moyenne 18% des personnes interrogées
se distinguent par une certaine distance vis-a-vis de la famille
traditionnelle.

Variables actives

- 87% pensent que «la famille n'est pas le seul endroit ou1 I'on se sent bien et
détendu» (ce pourcentage n'est que de 35% pour I'ensemble de la population)

- 84% déclarent que «Je mariage est une union qui peut étre dissoute sur simple
accord» (35%)

- 83% estiment que «les femmes devraient travailler dans tous les cas o elles le
désirent» (37%)

- 86% jugent que «préserver 'environnement est une chose trés importante» (65%)

1 On parie de zones et non de classes ou de groupes pour rappeler qu'il s'agit de
portions d'espace et non d'entités sociologiques ou de catégories ayant une existence
indépendante de la batterie des questions actives utilisées ici. Les libellés de ces zones
sont purement mnémotechniques.
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Variables supplémentaires (signalétique) : jeunes, instruits, parisiens
- 52% n'ont jamais eu d'enfant (28%)

- 32% habitent la région parisienne (15%)

- 78% ont moins de 40 ans (47%)

- 67% sont des locataires (51%)

- 20% sont diplémes d'université ou de grande école (8%)

.....

- 31% se couchent apreés 23 h (13%)
- 35% fréquentent un cinéma (17%)
- 57% participent aux activités d'au moins une association (44%)

Description de la zone 2 (Insatisfaits / exclus) [haut de la figure 2.4 - 8]

Cette zone est probablement la seule a mériter le statut de «classe» au sens
statistique du terme dans la mesure ou elle réapparait chaque année (de 1978
a 1985) avec un effectif remarquablement constant qui oscille entre 9% et
13%.

Opinions et perceptions : niveau et cadre de vie non satisfaisants

- 69% pensent que leur «niveau de vie personnel va beaucoup moins bien» (13%)

- 62% estiment que leurs «conditions de vie vont beaucoup se détériorer au
cours des cinq prochaines années» (12%)

- 61% considérent que «la justice fonctionne trés mal» (26%)

- 85% déclarent «s'imposer régulierement des restrictions» (61%)

- 17% ne sont «pas du tout satisfaits de leur cadre de vie quotidien» (5%) ; 21%
en sont «peu satisfaits» (14%)

- 90% pensent que «la société a besoin de se transformer» (74%)

Variables supplémentaires (signalétique) : des ressources faibles 1

- 38% souffrent d'un handicap, d'une infirmité ou d'une maladie chronique (26%)

- 38% n'ont aucun élément de patrimoine (27%)

- 15% sont chdmeurs (en 1983 et 84) (6%)

- 53% sont locataires (44%)

- 22% habitent en HLM ou ILN (16%) 9% sont séparés ou divorcés (5%)

Autres variables supplémentaires :

- 55% ont déclaré «avoir souffert de nervosité au cours des quatre derniéres
semaines» (37%).

- 28% ont dit avoir souffert d'«état dépressif» (15%),

- 38% d'«insomnie» (25%),

- 49% de «mal au dos» (38%),

- 45% s'estiment «beaucoup inquiets de I'éventualité du chdmage» (25%).

Description de la zone 5 (réponses "ne-sait-pas") [gauche de la figure 2.4 - 8]

Cette zone a priori peu intéressante du point de vue des opinions exprimées
joue cependant un réle méthodologique important.

1 Cette zone n'a pas de caractéristiques socio-démographiques aussi typées que la
zone 1. Elle constitue avant tout une classe de personnes aux ressources faibles, au
niveau de vie bas, qui subissent des tensions ol font face a des difficultés variées. On
a affaire ici typiquement une «classe polythétique», c'est-a-dire une classe qui peut étre
définie non par une combinaison fixe d'attributs, mais par la possession d'un certain
nombre d'attributs dans une liste : il y a dans ce cas cumul de handicaps d'origines
variées.
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Alors que les refus ou les dissimulations entachent la qualité des enquétes
socio-économiques usuelles, les réponses du type «ne sait pas» viennent
s'ajouter aux défections précédentes dans le cas des mesures de perceptions
ou d'opinions.
Variables actives
- 65% répondent NSP (pour «ne sait pas») a la question «la société a-t-elle
besoin de se transformer ?» (9%)
- 53% répondent NSP a la question sur «le fonctionnement de la justice» (7%) ;
8% refusent de répondre a cette question (2%)
Variables supplémentaires (signalétique) : femmes dgées peu instruites
- 67% sont des femmes (53%)
- 46% n'ont aucun dipléme (26%)
- 43% habitent des communes de moins de 2 000 habitants (29%)
- 75% n'appartiennent a aucune association (56% ).

d - Projection de variables signalétiques (en supplémentaires)
sur le plan principal de la figure 2.4 - 8 (figure 2.4 - 10)

Les descriptions zones par zones donnent déja une idée de I'«ancrage
factuel» des perceptions, mais un positionnement direct des caractéristiques
de base a le mérite de montrer a quel point l'espace des perceptions est un
continuum 2. Les modalités des différentes variables s'ordonnent en effet
réguliérement dans le plan de la figure 2.4 - 10.

Il n'y a pas de discontinuité entre les «traditionalistes» agés, ruraux, peu
instruits situés dans la partie gauche de la figure 2.4 - 10 et les «modernistes»
jeunes, instruits, urbains, situés a l'extrémité droite de l'axe horizontal.

Il y a de méme une certaine continuité entre les «conservateurs» et les
«modérés + » d'dge moyen situés dans la partie basse de la figure 2.4 - 10 et
les insatisfaits dans la partie haute. Le nombre d'équipements et d’'éléments
de patrimoine jalonne réguliérement cette direction verticale, tout comme
le nombre d'affections déclarées (petites affections au cours des quatre
derniéres semaines), indicateur dont les liens avec l'insatisfaction sont
connus.

1 Le fait qu'il s'agisse surtout de femmes Agées peu instruites habitant en milieu rural,
alors que les questions «non répondues» sont peut-étre les plus politiques de ce
questionnaire (les transformations de la société, la justice) confirme les résultats de
travaux de méthodologie d'enquéte (cf. par exemple Michelat et Simon, 1985).

2 ['étude complete comporte une description beaucoup plus détaillée de I'ensemble des
classes, une étude de I'évolution des trajectoires des points-modalités et des classes
dans les plans factoriels au cours du temps, et ['utilisaion systématique de croisements
de variables supplémentaires (cf. Lebart, 1986; 1988). La sélection automatique des
catégories provenant de croisements de variables supplémentaires par leurs valeurs-
test (avec des seuils prenant en compte les comparaisons multiples) est un outil
efficace de détection d'interactions.
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Introduction

Ce chapitre fait le lien entre les approches exploratoires présentées dans les
chapitres 1 et 2 et les approches inférentielles et confirmatoires qui
constituent le volet le plus ample et le plus classique de la science
statistique.

Rappelons brievement les caractéristiques de ces deux familles de méthodes,
qui correspondent & des approches complémentaires.

- La statistigue descriptive et exploratoire : elle permet par des résumés et
des graphiques plus ou moins élaborés de décrire des ensembles de données
statistiques, d'établir des relations entre les variables sans faire jouer de role
privilégié a une variable particuliere. Les conclusions ne portent dans cette
phase de travail que sur les données étudiées, sans étre inférées a une
population plus large. L'analyse exploratoire s'appuie essentiellement sur
des notions élémentaires telles que des indicateurs de moyenne et de
dispersion, sur des représentations graphiques et sur les techniques
descriptives multidimensionnelles abordées dans la premiére partie
(analyse en composantes principales, analyse des correspondances,
classification).

- La statistique inférentielle et confirmatoire : elle permet de valider ou
d'infirmer, a partir de tests statistiques ou de modeles probabilistes, des
hypothéses formulées a priori (ou aprés une phase exploratoire), et
d'extrapoler, c'est-a-dire d'étendre certaines propriétés d'un échantillon a
une population plus large. Les conclusions obtenues & partir des données
vont au dela de ces données. La statistique confirmatoire fait surtout appel
aux méthodes dites explicatives! et prévisionnelles destinées, comme leurs
noms l'indiquent, a expliquer puis & prévoir, suivant des régles de décision,
une variable privilégiée & I'aide d'une ou de plusieurs variables explicatives
(régressions multiples et logistiques, analyse de la variance, analyse
discriminante, segmentation, etc.).

Les démarches sont complémentaires, l'exploration et la description devant
en général précéder les phases explicatives et prédictives. En effet, une
exploration préliminaire est souvent utile pour avoir une premiére idée de
la nature des liaisons entre variables, et pour traiter avec prudence les
variables corrélées et donc redondantes qui risquent de charger inutilement
les modeéles.

1 La statistique n'explique rien mais fournit des éléments potentiels d'explication.
Aussi le terme de variable explicative ou variable & expliquer n'est sans doute pas le
plus judicieux. On dit aussi indépendante et dépendante, ou exogeéne et endogeéne. Ces
deux derniers termes sont peut étre les plus adéquats mais ne sont pas assez
évocateurs. L'adjectif indépendant est, en revanche, source de confusions.
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Cependant, les démarches elles-mémes ne sont pas toujours faciles a
discerner, a identifier. L'exploration pure est trés rare, et correspond a une
situation limite et irréaliste, un peu comme les gaz parfaits en physique...
car il existe toujours des informations et des connaissances a priori sur le
tableau de données, et donc des hypothéses générales, des attentes de la part
de l'utilisateur 1.

D'ou l'intérét d’éclaircir cette relation entre instruments d’observation et
modeles, en insistant sur l'insertion, théorique et pratique, des outils
exploratoires dans I'arsenal des techniques statistiques disponibles.

Les méthodes explicatives usuelles

Les méthodes explicatives présentées dans les sections 3.1 a 3.5 recouvrent
les utilisations les plus courantes. Elles comprennent 1’analyse canonique, la
régression linéaire et ses variantes, l’analyse discriminante, les modéles log-
linéaires, les méthodes de segmentation par arbre binaire.

- Parce que l'analyse canonique joue un réle théorique important dans les
méthodes multidimensionnelles et permet de jeter un pont entre les
formalismes des méthodes explicatives et descriptives, nous commencerons
ce chapitre par exposer ses principes (section 3.1). On verra que l'analyse
canonique, qui étudie les liaisons entre deux groupes de variables, contient
comme cas particuliers la régression multiple si l'un des deux groupes est
réduit a une seule variable y numérique, l'analyse discriminante lorsque les
variables de l'un des deux groupes sont les variables indicatrices d'une
partition des individus (ce qui revient a dire que la variable y est nominale),
enfin ['analyse des correspondances si les deux groupes sont constitués par
les variables indicatrices des deux partitions.

- La régression multiple (section 3.2) se situe directement dans le cadre
théorique du modeéle linéaire, lorsque la variable a expliquer y est une
variable continue (ou numérique). Les variables explicatives sont
généralement continues. Lorsque les variables explicatives sont toutes
nominales, on parle plutdt d’analyse de la variance, alors qu'on réserve le
nom d’analyse de covariance au cas mixte (variables explicatives nominales
et continues).

- L'analyse factorielle discriminante (section 3.3) est, schématiquement,
l'analogue de la régression multiple lorsque y est nominale. Dans ce cas, la
variable a expliquer définit les classes d’une partition a priori de la
population. L'objet est alors d'étudier les liaisons entre les variables
explicatives et les classes de cette partition. On définit ainsi des fonctions

discriminantes qui vont permettre, dans une phase décisionnelle, d'affecter

! Les instruments d'observation correspondent d’ailleurs eux-mémes 4 des modeles
généraux : ainsi, les axes factoriels de l'analyse en composantes principales sont
proches de ceux de I'analyse factorielle classique des psychologues (cf. section 3.2.9)
qui représentent les variables latentes d'un modele a priori. Inversement, la régression
multiple, méthode explicative par excellence, peut aussi étre utilisée pour explorer des
structures de corrélation.
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de nouveaux individus & ces classes. D'autre méthodes de discrimination
sont briévement évoquées.

- Bien qu'extérieurs a ce cadre formel général, les modeles log-linéaires
(section 3.4) sont utilisés dans des circonstances voisines. Ce sont des
techniques d'analyse des tableaux de contingence multidimensionnels qui
se rapprochent de la régression multiple dans leur problématique. Les
modeles log-linéaires peuvent d'ailleurs étre considérés comme une
extension du modéle logistique également abordé dans cette section.

- Les techniques de segmentation par arbre binaire (section 3.5) sont
intéressantes & présenter dans le cadre de ce chapitre pour diverses raisons.
D'une part, elles s'appliquent & toutes les variables quel que soit leur statut
ou leur nature, et d'autre part elles integrent simultanément la phase
explicative et de décisionnelle. Elles constituent de ce fait une méthode de
prévision & part entiére, trés accessible, dont les résultats sont faciles a
communiquer.

Les analyses de données structurées

Les sections 3.6 a 3.8 contiennent une série de présentations, souvent
bréves, de méthodes qui occupent une position intermédiaire entre les
outils purement exploratoires des deux premiers chapitres et les méthodes a
vocation plus explicative présentées dans les sections précédentes.

Les méthodes exploratoires de base posent un modeéle trés général qui
distingue, pour chaque application, deux familles d'éléments : les éléments
actifs (variables ou individus, ligne ou colonnes) qui servent a établir des
espaces de visualisation complétés par des classifications, et les éléments
supplémentaires, qui jouent un role passif, et interviennent a posteriori
pour illustrer, identifier, caractériser les représentations obtenues a partir
des éléments actifs.

En général, le tableau des éléments actifs est amorphe et homogéne : il ne
doit pas exister de structure a priori (dépendance fonctionnelle, relations
comptables, etc.) entre les variables et les individus, et les distances entre
éléments doivent avoir un sens pour l'utilisateur.

Or, il est fréquent que le tableau des données actives soit déja structuré.
C’est le cas par exemple des données géographiques ou temporelles ou la
structure intervient au niveau des observations (individus voisins ou
consécutifs). Il peut exister des groupes d'individus ou des groupes de
variables connus a priori. Le tableau peut ne pas se ramener de fagon
univoque a la forme rectangulaire (tables de contingences multiples, séries
chronologiques de tableaux).

Il est souvent possible d'aborder ces problémes dans le cadre du modele
exploratoire de base, mais la tentation est forte, dans le cas ol les
applications se présentent de fagon répétitive, de proposer des variantes
adaptées aux types de tableaux ou de structures rencontrés. Il reste que I'on
doit envisager une économie de l'analyse des données, en ce sens que la



212 Meéthodes explicatives ou dérivées __ Chapitre 3

panoplie des méthodes disponibles ne peut s'accroitre indéfiniment, sous
peine de voir le rendement de ces méthodes décroitrel.

A propos des méthodes de classification pour lesquelles il estime le nombre
de publications a prés de mille par an, Cormack (1971) remarque que
"lorsque la technique (de classification) échoue, la réaction de l'auteur est de
modifier la technique, au lieu d'utiliser une technique plus standard ou de
remettre en question tout le traitement”. Cette attitude comporte un certain
danger. Si la panoplie des techniques est trés étendue, le risque
d'adéquation accidentelle de la technique aux données est augmenté. Ce
probleme est récurrent lorsqu'il s'agit d'articuler exploration et inférence, et
se rapproche du probleme plus classique des comparaisons multiples, déja
évoqué a propos de la description des classes par les valeurs-test, et dont on
reparlera a propos du modéle log-linéaire. Un défi auquel est confrontée la
statistique multidimensionnelle est précisément la gestion de cette
diversification, nécessaire pour la recherche, mais source de difficultés au
niveau des applications en vraie grandeur. Précisons, dans ce contexte
méthodologique, quelles sont les méthodes d'analyses de données
structurées qui feront I'objet des trois derniéres sections de ce chapitre.

Les méthodes d'analyses partielles ou projetées (section 3.6) concernent les
situations pour lesquelles les individus ou observations (lignes d'un
tableau X d'ordre (n, p)) peuvent étre décrits par p variables (colonnes de X)
mais peuvent aussi étre dépendants de g variables : colonnes d'un tableau Z
d'ordre (n, g) dont on désirerait, dans la mesure du possible, soit prendre en
compte, soit éliminer 1'effet.

Les techniques d'analyses locales, mettant en jeu des structures de graphes
(section 3.7) sont appropriées lorsqu'il existe des informations a priori ou
externes sur les couples d'individus ou d'observations (existence d'une
relation binaire symétrique ou structure de graphe non orienté décrivant
des proximités temporelles ou géographiques). Sera évoqué ici le cas d'une
variable nominale externe (partition a priori des individus donnant lieu a
des analyses dites intra et inter), qui entre a la fois dans le cadre des sections
3.6et3.7.

Enfin les méthodes de traitement de tableaux multiples ou de groupes de
variables 2 (section 3.8), qui correspondent a une famille quasi-illimitée de
techniques, seront évoquées au travers d'une sélection des approches qui
nous paraissent les plus utiles en pratique : analyse procrustéenne, méthode
STATIS, analyse factorielle multiple, analyse canonique généralisée.

1 Faut-il, pour un utilisateur dont la recherche statistique n'est pas l'activité principale,
investir dans une méthode complexe qui ne servira qu'une fois? Vaut-il mieux utiliser
une méthode de description un peu grossiére, mais parfaitement dominée
conceptuellement, en raison d'expériences accumulées, qu'une méthode plus subtile
dont les résultats laissent perplexes ? Le temps disponible, les possibilités de
formation, les budgets d'acquisition de logiciels ne sont pas des ressources
inépuisables.

2 Notons que la section 3.6 traite un cas particulier de tableaux multiples: le couple
(X, Z) est en effet un tableau avec deux groupes de variables.



Section 3.1

Analyse Canonique

La méthode d'analyse canonique développée par Hotelling (1936) constitue
un cadre théorique général important dont la régression multiple et
I'analyse discriminante, qui seront exposées plus loin, ainsi que l'analyse
des correspondances, sont des cas particuliers. Sous sa forme générale,
I'analyse canonique ne présente cependant qu'un intérét assez limité pour
les applications, car elle conduit a de grandes difficultés d'interprétation.

L'analyse canonique cherche a synthétiser les interrelations existant entre
deux groupes de variables, en mettant en évidence les combinaisons
linéaires des variables du premier groupe les plus corrélées a des
combinaisons linéaires des variables du second groupe.

3.1.1 Formulation du probleme et notations

Le tableau de données R, a n lignes et p+4 colonnes, est partitionné en deux
sous-tableaux X et Y, ayant respectivement p et q colonnes.

R=[X,Y]

Les lignes représentent les individus ou observations: les p premiéres
colonnes sont les variables du premier groupe et les g suivantes sont celles
du second groupe.

Figure 3.1 -1
Tableau des données R

Nous supposerons, sans perte de généralité, que les variables sont centrées,
ce qui signifie que chaque colonne de R est telle que la somme de ses
éléments vaut 0.

Alors la matrice des covariances expérimentales des p + q variables s'écrit:

VR)=1RR
n
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Elle a pour terme général :
1
U=, Xty
1
soit, en faisant apparaitre les blocs :
V(R 1/ XX XY
=alyx vy

Considérons l'individu i, caractérisé par la i#™e ligne de R :

(X1, X270 Xip Vit Yizr o1 Yug)

Soient a et b deux vecteurs a p et g composantes, définissant deux
combinaisons linéaires a(i) et b(i):

P q
a(l) = Za]-x,-j b(l)= Zb]yl] .
j=1 1=1
Les n valeurs de a(i) pour tous les individus i sont les composantes de Xa.
De méme, les n valeurs de b(i) sont les composantes de Yb. Les vecteurs Xa

et Yb représentent aussi deux points de R” appartenant aux sous-espaces V
et Vy engendrés par les colonnes de X et Y.
] I = k= b(i)

X a Y b
(np) (1) (ng (1)

Figure 3.1 -2
Variables canoniques a(i) et b(i)

Nous nous proposons de chercher les deux combinaisons linéaires a(i) et
b(i) les plus corrélées sur l'ensemble des valeurs de i. Puisque les variables
initiales sont centrées, leurs combinaisons linéaires sont également
centrées.

Comme le coefficient de corrélation ne dépend pas de I'échelle des variables,
nous imposerons aux deux combinaisons linéaires d'avoir une variance
unité. La variance de l'ensemble des valeurs de a(i) pour i=1,2,..., n sera
notée var(a); elle s'écrit :

19 2,0 1y 1 iy
var(a) ==Y a“(i) =—(XayXa==a'X'Xa
nig n n

de la méme fagon :

var(b) = Lb’Y'Yb
n
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Dans ces conditions, le coefficient de corrélation entre les combinaisons
linéaires a(i) et b(i) s'identifie avec la covariance :

cov(a,b) = 1 Y a(i)b(i)
n,_q
soit :

cov(a,b)= la’X'Yb
n

Figure 3.1-3
Représentation géométrique des sous-espaces Vy et Vy

Finalement le probléme de la recherche de la corrélation maximale s'écrira,

A . - 1 )
apres s'étre affranchi des coefficients = (rappelons que X et Y sont centrés) :
n

- trouver a et b qui rendent maximal : a’X"Yb

L traintes a’X'Xa=1
- avec les contraintes : bYYb < 1

Les données étant centrées, le coefficient de corrélation n'est autre que le
cosinus de l'angle entre les sous-espaces Vx et Vy. La recherche des

coefficients a et b revient donc a minimiser I'angle @ entre les sous-espaces
VxetVy.

On appellera variables canoniques le couple (a,b) ayant respectivement p et g
composantes.

3.1.2 Les variables canoniques

a — Calcul des variables canoniques

La démonstration est analogue a celle rencontrée lors de l'analyse générale

(§ 1.1.7). Deux multiplicateurs de Lagrange A et u interviennent. Il faut
rendre maximal :

L=a’X'Yb-A(a’X'Xa-1)-u(b’Y’Yb-1)
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L'annulation des dérivées de ce lagrangien par rapport aux vecteurs a et b
conduit au systéme :

XYb-24XXa=0
YXa-2uYYb=0

Prémultiplions les membres de ces deux relations respectivement par a' et
b'. En tenant compte des contraintes :

a’X'Xa=b'YYb=1
Elles se simplifient en:

a’X'Yb=21
b'Y'Xa=2u

Par conséquent A = u. Nous poserons dorénavant :

B=21
On remarquera que f est la valeur du coefficient de corrélation maximal
recherché. Le systéme précédent s'écrit alors :
X'Yb = fX'Xa [3.1-1]
Y'Xa=pY'Yb [3.1-2]
La résolution est immédiate quand les matrices X'X et Y'Y sont inversibles.

En reportant la valeur de a tirée de [3.1-1] dans la relation [3.1 - 2] par
exemple, on obtient :

Y'X(X'X)"IX"Yb = 8% Y'Yb [3.1-3]

Ceci montre que b est vecteur propre de la matrice :

M = (YY) LY Xoex)yixy
relatif a la plus grande wvaleur propre notée B2, carré du coefficient de
corrélation entre les combinaisons linéaires a et b et carré du cosinus
maximum entre les sous-espaces Vy et Vy. Cette valeur B2 est la premiére
racine canonique, ou carré du premier cocfficient de corrélation canonique
entre les deux variables.

De facon analogue, on calcule a a partir de la relation [3.1-1] ou en
considérant directement a comme vecteur propre de:

N = (XX XY (YY) lyx [3.1-4]
Si X est de plein rang, alors X'X est inversible et la relation [3.1 - 1] permet
d'écrire :
a= é(x'X)'lx'Yb

Un raisonnement analogue a celui fait lors de l'analyse générale nous
permettrait de généraliser le résultata la recherche des r variables
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canoniques, r étant le plus petit des deux entiers p et g : les r vecteurs
propres successifs, dans l'ordre des valeurs propres décroissantes,
correspondent aux couples de combinaisons linéaires de chaque ensemble
les plus corrélées entre elles, les combinaisons linéaires successives relatives
a un méme ensemble étant assujetties a étre non corrélées.

b — Interprétation géométrique
Les relations [3.1 - 1] et [3.1 - 2] peuvent s'écrire :
a= %(x'xrlwa, et b= %(Y’Y)"l Y'Xa

Prémultipliant les deux membres de chacune d'elles respectivement par X
et Y on obtient :

Xa = éX(X’X)_lx’Yb [3.1- 5]
Yb = éY(Y’Y)_lY’Xa [31-6]

Figure 3.1-4
Interprétation géométrique de I'analyse canonique

Les matrices symétriques et idempotentes :
Px =XXX)IX et Py=Y(YYVY

sont les opérateurs de projection orthogonale respectivement sur les sous-
espaces Vy et Vy.

Autrement dit les relations [3.1 - 5] et [3.1 - 6] expriment que chacun des
vecteurs Xa et Yb est colinéaire a la projection de l'autre.

Les vecteurs Xa et Yb étant unitaires, les formules montrent en effet que :

B = cos{ @) = cos { Xa, Yb)
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Il apparait que la premiére racine canonique f? est le carré du cosinus du
plus petit angle! entre les sous-espaces Vy et Vy.

¢ — Cas de matrices non inversibles

Examinons le cas ol les matrices X'X ou Y'Y sont singuliéres. Prenons Y'Y
pour fixer les idées. Cela signifie que la matrice Y d'ordre (n, g) a un rang
inférieur a q : soit 4 - s son rang.

Il y a deux fagons de procéder pour résoudre le systéme des équations
matricielles [3.1-1] et [3.1 - 2] :

- on prend dans R" une base du sous-espace Vy a g-s dimensions
engendrée par Y, base décrite par les g- s colonnes d'une matrice? Y; 2 Yb
on substitue dans les calculs Yb ot b est un vecteur a g-s composantes.
La matrice Y'Y est maintenant inversible.

- Comme cela est fréquent dans le cas du modéle linéaire général, on
construit une matrice Y, de plein rang d'ordre (n, q), telle que Vy c Vy,,.
Pour retrouver le sous-espace Vv, il est alors nécessaire d'imposer a b
une contrainte, a savoir : Yob devra appartenir 8 Vy. Si Y; désigne une
matrice d'ordre (n,s), telle que Y;Y =0 et que Y;b € Vy,, la contrainte sur
b s'écrira :

YiYb=0

Remarque :

Cette situation se présentera également en analyse discriminante dans un contexte
simple : la matrice Y d'ordre (n, g) est singuliere, alors que la matrice initiale Y,
(avant centrage) est de plein rang. Ceci résulte du fait que le sous-espace Vy,

engendrée par Y, contient le vecteur e, de R” dont toutes les composantes valent 1.
On travaillera alors avec la matrice Y, sachant que b est assujetti a vérifier :

e;IYOb =0
relation qui s'écrit :
q
Zy. ]b] =0
=1

(v désignant la somme de la colonne j de la matrice Yo).

1 Notons que ces considérations géométriques nous auraient permis d'écrire directement
les formules [3.1-5] et [3.1-6], et donc de procéder au calcul des variables
canoniques : on remplace, par exemple dans la relation [3.1 - 6], Xa par sa valeur tirée
de la relation [3.1 - 5].

20On choisira de préférence une base orthogonale, obtenue, par exemple, par le procédé
d'orthogonalisation de Gram-Schmidt, ou une base issue d'une analyse générale de Y.
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3.1.3 Liens avec I'analyse des correspondances

L'analyse canonique contient comme cas particulier l'analyse des
correspondances et peut se généraliser au cas de plus de deux variables
nominales.

En reprenant les notations de l'analyse des correspondances multiples
(section 1.4), le tableau de données R [Zl, qr sZs| an lignes et p

colonnes est le tableau disjonctif complet juxtaposant s sous-tableaux.
Chaque sous-tableau Zq correspond a une question g totalisant p; modalités

de réponse et engendre, dans l'espace R”, un sous-espace Vz,apy
dimensions!.

a — Le cas de l'analyse des correspondances simples

L'analyse des correspondances du tableau de contingence croisant deux
variables g et q" revient & étudier les positions relatives des sous-espaces qu

et qu.. C'est 1'analyse canonique du tableau [Zq,qu].

Soit @q le vecteur dont les p; composantes sont les coordonnées d'un point
mqgde Vz q dans la base définie par les colonnes de Z4. Les coordonnées de

mq dans R” sont les composantes de mq = Zq 9q.

Le carré de la distance de ce point mg & l'origine, selon la norme euclidienne
usuelle, n'est autre que:

04ZqZq®q = P3Pq%
Les relations de double transition [1.4-7] et [1.4- 8] s'écrivent ici (en
omettant l'indice o de I'axe pour alléger les notations) :
1
®q f Dq aZq®q
WF q,Z Z 1%
On en déduit le systéme suivant:

_ 1 1,

Zq@q—ﬁZquZq %
-1y,

Zq,(pq TZq Dq Zq,Zq(p

soit :

1 Rappelons que les s sous-espaces ont en commun au moins la premiére bissectrice. Le
rang de R estdonc au pluségal ap-s+ 1.
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1

mq = qumq, [3.1 - 7]
1

mq, = qu/mq [31 - 8]

— 7 —1 ’ - ’ ~1,
P =Z(Z(2)7'Z) et Pu=Z,(Z,Z,)'Z

Les matrices Pq et Py représentent respectivement les opérateurs projection
sur les sous-espaces Vz q etVy q-

Les relations [3.1-7] et [3.1 - 8] expriment que la projection orthogonale de
mgq sur Vz q est colinéaire & my (et semblablement pour mq sur V7 q).

Présentée comme la recherche des plus petits angles entre deux sous-espaces
Vz_ etVz q" l'analyse canonique ne se généralise pas facilement au cas de

plus de deux questions!.

Figure 3.1-2
Projections sur qu et Vy g

Mais une autre formulation va permettre de présenter l'analyse des
correspondances multiples comme une analyse canonique généralisée
particuliére.

b — L'analyse des correspondances multiples

L'analyse canonique du tableau [Zq,qu] peut aussi se formuler de la fagon
suivante :

1 On reviendra sur ce lien entre analyse de correspondances et analyse canonique au
paragraphe 3.3.4.b, & propos de l'analyse factorielle discriminante, qui est elle aussi
une analyse canonique particuliere.
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trouver deux points mgq et mg tels que la somme des carrés de
leurs distances a l'origine soit constante :

0qDq®q + 9q'Dgoq = 2n [3.1-9]

et tels que la distance a l'origine du point m = mgq + mg soit
maximale.

En effet, cette distance a pour carré :
2 ’ ’ ’ ’
[ml” = 93Dq0q + ©qDg9q' +203Z5Zq 9
soit :

2 1.,
"m" =2n(1+ ;(pqzqzq’(pq’)

Rendre maximale |m|® avec la contrainte [3.1-9], ou avec les deux
contraintes :

PqDq0q = ¢q'Dqoq' = 7
conduit au méme résultatl.

Avec la contrainte unique [3.1 - 9], le probléme se généralise aisément au cas
de plus de deux questions.

On désigne par ¢y, ..., Qg s Ps respectivement les vecteurs des composantes
de s points my, ..., mg, ..., mg dans les bases Z1, ..., Zq, ..., Lg et soit
m =mj+ mg + Mms.

On cherchera a rendre maximale la quantité :
2 ’ 4
Im|* =% 3 04 ZgZg 0g’
qes g’es
avec la contrainte :

Y (pleq(pq =s5n
ges

Si @ désigne le vecteur a p composantes défini par :
O ={p1,...,9g,-- 9}
le probléme revient & rendre maximal :
o’'B O
avec la contrainte :
O’DO =s5n

ou l'on rappelle que B est le tableau de contingence de Burt obtenu a partir
du tableau disjonctif complet.

1 En effet, les multiplicateurs de Lagrange relatifs & ces deux derniéres contraintes sont
égaux.
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Les facteurs @ cherchés sont donc les vecteurs propres de D !B relatifs aux
plus grandes valeurs propres.

Il s'agit d'une généralisation simple de l'analyse canonique au cas de plus de
deux ensembles : elle conduit a une diagonalisation de matrice symétrique,
opération classique et maitriséel.

Les autres méthodes (introduction de s contraintes au lieu d'une seule)
demandent des algorithmes itératifs assez coliteux et ne conduisent pas a
des régles d'interprétation simples.

1 Cette extension de l'analyse canonique sera présentée a nouveau dans un cadre plus
général au paragraphe 3.8.5.



Section 3.2

Régression multiple, modéle linéaire

La régression multiple vise & expliquer ou prédire une variable continue
(dite variable dépendante ou & expliquer ou encore endogéene) a l'aide d'un
ensemble de variables dites explicatives (ou exogenes). On réserve en
général le nom de régression multiple au cas ol les variables explicatives
sont continues. Lorsque celles-ci sont des variables nominales, on parle
d'analyse de la variance et pour un ensemble de variables mixtes, d'analyse
de la covariance. La théorie statistique qui englobe ces diverses techniques
constitue le modele linéaire.

La régression constitue sans doute la méthode statistique la plus utilisée
bien que sa portée et ses limites ne soient pas toujours bien connues. De ce
fait, elle n'est pas toujours pratiquée a bon escient. La littérature sur la
régression et le modele linéaire est extrémement abondante. C'est en
économétrie, champ d'application privilégié du modele linéaire, que l'on
trouve les premiers manuels généraux en langue frangaise exposant les
méthodes et les principaux types de résultats (Malinvaud, 1964; Fourgeaud
et al., 1978). On citera également l'ouvrage de Tomassone et al. (1983),
exposé complet, simple et opérationnel sur tous les aspects de la régression.
Pour un exposé plus concis, on renverra a Saporta (1990). Mais ces quelques
titres! ne sauraient rendre justice de la profusion des excellents manuels sur
ce sujet.

3.2.1 Formulation du probleme : le modéle linéaire

On dispose d'un ensemble de n observations sur lesquelles ont été
effectuées p+1 mesures des variables y, x1, x2, ..., xp. On veut expliquer ou
prévoir y a l'aide des variables explicatives ou prédicteurs, x1, x2, ..., Xp,
lesquels sont supposés connus sans erreur.

1 La littérature en anglais sur le modele linéaire est particuliérement vaste : on trouvera
une bibliographie commentée (déja ancienne) de plusieurs centaines d'articles et
ouvrages dans Harter (1974 -1975). Searle (1971) et Seber (1977) traitent de fagon
extensive les problemes d'analyse de la variance et de covariance; Theil (1971) situe le
modele linéaire dans un cadre économétrique général; 1'ouvrage de Rao (1973),
réédition d'un manuel classique, est consacré a I'opération d'induction statistique sur le
modéle linéaire. Un autre manuel classique est I'ouvrage de Draper et Smith (1981).
Mosteller et Tukey (1977), Besley et al (1980), Atkinson (1985) présentent des points
de vue un peu plus modernes, incluant diverses méthodes de sélection de variables,
alors que Chatterjee et Price (1991) insistent sur la mise en oeuvre pratique.
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Supposons par exemple qu'une personne désire acquérir un magasin ayant
une surface S dans une zone olt la population environnante est P. Des
études antérieures montrent que le chiffre d'affaires d'un magasin dépend
linéairement de la surface et de la population, et les données relatives a 30
magasins du méme type sont disponibles. Quel chiffre d'affaires peut
espérer l'acheteur ? Le chiffre d'affaires est la variable a prévoir et les
variables explicatives ou prédicteurs sont la population et la surface. Ce type
de probléeme trouve une solution dans le cadre de la régression, technique
de prévision linéaire, qui consiste tout d'abord a procéder a une estimation
d'un modele, puis a utiliser le modéle estimé pour le calcul de la valeur
attendue.

X] e xp
1
. Ajustement du X
t modéle linéaire
n
-e——prévision 1

Figure 3.2-1
Prévision linéaire

On cherche a approcher y par une combinaison linéaire des variables
explicatives x1, x2, ..., xp. Pour cela, on pose le modéle! :
Yi= O+ O Xi] + 0 Xig +...+ Op Xip + &

ou &, &1, 07 ,..., Gp sont les coefficients inconnus du modele. Le terme
constant o peut étre considéré comme coefficient d'une variable explicative
particuliere artificielle xy dont les valeurs xj, seraient toujours égales a 1. g
est le résidu représentant I'écart entre la valeur observée y; et la partie
"expliquée” de l'observation (o + o xij7 + 0 xi2 +...+ ap Xip)-

On suppose dans la plupart des spécifications du modele que tous les
résidus & sont des quantités aléatoires indépendantes.

Ce modele s'exprime sous forme matricielle :

y = X o + €
(n,1) (ptDp+11) (n1)

1 La linéarité des relations par rapport aux coefficients a,,a7,0 s, Op peut
n'apparaitre qu'aprés transformations des données. Par exemple :

y=ogx x5 (1+¢)
deviendra linéaire apreés la transformation logarithmique :
log(y) = azlog(x1) + oylog(x,) +log( a3 ) +1log(1+ ¢)
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X o €

Figure 3.2-2
Schématisation du modéle linéaire

On dispose, pour évaluer les coefficients inconnus du modeéle, d'un systeme
de n équations linéaires ayant n + p + I inconnues. Le systéme admet donc
une infinité de solutions.

Soient ag,41,42,..., 4p les coefficients correspondant a une des solutions
possibles. On cherchera la solution qui minimise globalement, suivant un
critére a définir, I'ensemble des écarts a la linéarité, c'est-a-dire :

choisir (ay,41,4;,...,4,) qui minimisent I' ensemble des e;

avece; =y; —(ag +a1x;; +apXp +...+ 4, X;)
Parmi les critéres possibles de minimisation, citons la méthode des
moindres carrés min{Zei2 } (norme dite "L,") celle des moindres valeurs
absolues min{y |e;|} (norme dite "L;"), celle du minimax min{ max e; } (norme

1

dite "Leo")l. Le critére des moindres carrés s'avere conduire a des calculs

algébriques simples, se préter a une interprétation géométrique claire, et
donner lieu a des interprétations statistiques intéressantes?.

3.2.2 Ajustement par la méthode des moindres-carrés

On appelle ajustement du modele linéaire toute solution du systéme
d'équations :
Yi=ao+aixi1 +a2xi2 +...+ dp Xip + & (i=1,2,...,n)

ce qui correspond sous forme matricielle a:

y = X a + e
m1 Mp+Dp+l1) (n1)

L Plus généralement, la norme Ly correspond au critére min{ Z|e,~|k}

2 La norme L;, qui privilégie moins les écarts importants, est & la base de méthodes de
régression plus robustes (cf. Huber, 1981; 1987). Sur le rdle de cette norme en analyse
descriptive des données, cf. Fichet (1987), et Le Calvé (1987). L'utilisation de la norme
L, dans le cas de la regression linéaire remonte a Laplace (1793). Une étude historique
de l'utilisation des normes L, et L., a été réalisée par Farebrother (1987).
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Pour la i#me observation, la valeur prédite par le modele est :
]71' =dg +4a1X;1 +a2xi2+...+apxip
le résidu du modéle correspondant vaut donc! :
e =Yi~Yi
D'une maniere générale, on cherche ¥ le plus proche possible de y :
y =Xa =apxg +4axq + apxp+...+apXp

L'ajustement par la méthode des moindres carrés est celui qui fournit les
coefficients ag, a1, az,..., ap conduisant au minimum de la somme des
carrés des écarts :

min{y ef}

Dans la suite, nous allons supposer que les variables sont centrées, ce qui
implique a9 = 0. Une des propriétés de la régression multiple est que les
estimations des coefficients autres que ap sont les mémes, que les variables
soient centrées a priori ou pas.

a - Calcul et propriétés de I'ajustement des moindres-carrés

Il s'agit de déterminer le vecteur a des coefficients qui minimise :

ce=Yef =[y-3f’
Le vecteur de coefficients a doit vérifier la condition d'extremum? :
X'Xa=X'y [3.2-1]
qui est un systéme de p équations a p inconnues.

Si n est supérieur ou égal a p (plus d'équations que d'inconnues) et si X est
de plein rang (c'est-a-dire de rang p), alors X'X est inversible.

On tire de la relation [3.2 - 1] 1a solution :

a=XXylxy [3.2-2]

11e vocabulaire et les notations distinguent les résidus définis par le modele théorique
€, =y, -YouXx, etlesécarts définis par un ajustement e, =y, - Ya,x,
k k

2 La quantité scalaire e'e étant une fonction des inconnues (a1, a,..., ap), une
condition nécessaire d'extremum est I'annulation des dérivées partielles premiéres ,
soit :

0
—(ee)= 0
da (ee) P
ona: e’e=(y—Xa)(y—Xa)=yy-2a’X'y+a’X'Xa
d'olr: —a@—(e'e) =-2X'y+2X'Xa
a

on en tire la condition d'extremum :  X’Xa=X’y
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Le vecteur a est le vecteur des coefficients de régression multiplel.

Il reste a vérifier que l'extremum atteint par e’e est bien un minimum.

Soit 4 une autre solution et € le vecteur correspondant des écarts :
e=y-Xa=(y-Xa)+(Xa-Xd)=e+X(a-a)

et
@é=e'e+2(a-a)X(y-Xa)+(a-ayX'X(a-4a)

Dans le membre de droite, le terme central est nul d'aprés [3.2 - 1]; il reste

donc :

&8 = e’e +(X(a-2)) (X(a-3))
1l est clair que le dernier terme est une somme de carrés et ne peut étre que

positif ou nul. Par conséquent e’e est bien la plus petite somme de carrés
d'écarts.

b — Approche géométrique dans R"

Les propriétés algébriques de l'ajustement vont nous permettre
d'interpréter géométriquement l'opération effectuée.

Plagons-nous dans l'espace R" oitn est le nombre des observations
effectuées sur p+1 variables : y, x1, X2, ..., Xp-

La recherche de y comme combinaison linéaire des x1, x2, ..., Xp revient a
définir y dans le sous-espace engendré par les variables explicatives V. La
technique d'ajustement des moindres-carrés consiste alors a approcher y par
sa projection orthogonale y sur le sous-espace Vy.

Figure 3.2-3
Projection de y sur Vy

En remplagant a par sa valeur obtenue dans [3.2 - 2], on obtient :

§ =Xa =X(XX)"'X'y = Py

1 La régression simple correspond au modele y = ox + € (une seule variable explicative,
y et x centrés). La formule [3.2 - 2] devient a = x'y/x'x ou a = couv(x,y)/var(x).
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avec:

P, = X(X'X)1x’ [3.2-3]
ol la matrice Pxdésigne l'opérateur de projection orthogonale! sur V.
Comme le montre la figure 3.2 - 3, le modele théorique y = Xo+ € définit une
décomposition de y en deux termes inconnus, I'un Xo. dans Vx et l'autre €

dans R"™. La technique des moindres-carrés propose pour solution la
décomposition y = Xa+ e qui minimise la "longueur” de e en projetant

orthogonalement y en Xa sur Vy et € en e sur le sous-espace orthogonal a
Vx dans R". Les deux vecteurs Xa et e sont orthogonaux.

¢ — Le coefficient de corrélation multiple

Remarquons que les variables étant centrées, les longueurs dans l'espace R”
s'interprétent en termes de variances. Le théoréme de Pythagore appliqué
au triangle rectangle de la figure 3.2-3 dont les c6tés sont e et Xa et
I'hypoténuse y, peut s'écrire :

y'y = e'e + a'X'Xa

En divisant par n chacun de ces termes, on obtient la relation :

1 2_ 1 2 I, y2

=Dy )T ==y —H) + =)

n n n
varignee variance variance
totale résiduelle  expliquée

Afin d'avoir une idée globale de la qualité de l'ajustement, on définit le

coefficient de corrélation multiple R comme le cosinus de l'angle @ entre y
et Xa qui n'est autre que le coefficient de corrélation entre les valeurs
initiales et les valeurs ajustées :

R=cor(y,y) = cor(y,Xa).
Son carré peut s'exprimer sous différentes formes :

R2 = covz(y,y) _ var(y) - Z(?i)z _ variance expliquée
var(yyoar(y) var(y) Y(y;)®  variance totale

De fagon explicite en fonction des données initiales X et y, R? s'écrit :
_a'X'Xa_ yX(xXX)xy

Y’y Yy
Ce coefficient décrit donc le partage de la variance totale en variance
"expliquée” et "résiduelle” :

RZ

N 2

1 Cet opérateur, symétrique et idempotent, a déja été rencontré a propos de l'analyse
canonique (cf. § 3.1.2.b).
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variance expliquée szar(y) = var(y)
variance résiduelle  (1- Rz)var(y) = var(e)
variance totale var(y) = var(y)+ var(e)

Ainsi, en minimisant Ze,-z, on maximise RZ. En d'autres termes,
l'ajustement des moindres-carrés détermine la combinaison linéaire des
variables explicatives ayant une corrélation maximale! avec la variable a
expliquer y.

3.2.3 Lien avec l'analyse canonique

La régression multiple est un cas particulier de l'analyse canonique quand la
matrice Y n'a qu'une colonne y (g = 1), et donc le sous-espace Vy est réduit a
une droite. La variable canonique b n'a alors qu'une composante notée b. Le
produit y'y étant maintenant un scalaire, la relation [3.1-3] (cf. §3.1.2.a)
devient :
2 _ yXXX Xy
ﬂ = 7,
yy

L'unique racine canonique f? est le carré du coefficient de corrélation
multiple entre la colonne y et les colonnes de X c'est-a-dire entre la variable
a expliquer et les variables explicatives.

Compte tenu de la relation [3.1-1], la variable canonique a s'écrit :

b 1y
a=—(X'X)""X
ﬁ y

Cette relation montre que le vecteur a est proportionnel (au coefficient %

prés) au vecteur des coefficients de la régression multiple expliquant la
variable y par les p variables colonnes de X.

Le coefficient b est d'ailleurs facile a calculer puisque, d'aprés la contrainte

N 1
de normalisation, b=—.

7’

Yy

1 On remarquera par ailleurs que l'introduction dans le modéle d'une nouvelle variable
explicative quelconque ne peut que diminuer la somme des carrés des écarts et par
conséquent augmenter R. En ajoutant en effet une dimension & Vy, on ne peut que
diminuer la distance de y a ce sous-espace. Dans ces conditions, la valeur prise par R
ne peut étre un critére absolu pour apprécier la qualité de I'ajustement.
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3.24 Qualité de I'ajustement

Jusqu'a présent, on s'est borné a résoudre un probléme purement
numérique d'ajustement, avec une mesure globale de qualité fournie par le
coefficient de corrélation multiple. Il s'agit maintenant de tester la qualité de
cet ajustement et la signification statistique des coefficients de régression, ce

qui nécessite de faire des hypothéses sur y et €.

a - Spécification du modéle

On suppose que le résidu ¢; est l'effet résultant d'un grand nombre de causes
non identifiées, et a ce titre, on le considérera comme une perturbation
aléatoire. Ce point de vue étendu aux = relations du modéle introduit un

vecteur aléatoire de résidus € (ayant n composantes) et, par _cet
intermédiaire, définit y = Xa+ ¢ comme vecteur aléatoire.

Le tableau 3.2 -1 résume les caractéristiques des différents éléments du
modele :

Tableau 3.2-1
Caractéristiques des éléments du modéle

y=Xote Observé Non observable
Aléatoire y £
(#,1) (n,1)
Non aléatoire X o
(n,p) (p.1)

On supposera que les résidus & ont une espérance nulle, qu'ils ont tous
méme variance o? et sont deux a deux non corrélés :

E(e)= 0 et Var(e) = E(eg') = o1
(&) (1Ln) (&) (ee") (n,n)

ce qui implique les relations :
E(y)= Xa et Var(y)=Var(e)= oI [3.2 - 4]
(1n) (n,n)

Sous ces hypothéses, les coefficients de régression ag, (k=1,...,p), fournis pas
la technique des moindres-carrés sont les meilleurs estimateurs! des

coefficients inconnus .

L1l s'agit plus précisément d'estimateurs & variance minimale sur I'ensemble des
estimateurs linéaires, celte propriété étant connue sous le nom de théoréme de Gauss-
Markov. On renvoie aux ouvrages cités au début de ce chapitre pour plus de détails
sur ce théoréme et ses généralisations.
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b — Moyenne et variance des coefficients

Le vecteur a = (X’X)"1 X’y des coefficients de régression étant une fonction
de y, est lui méme un vecteur aléatoire. La formule [3.2 - 4] nous montre

immédiatement que son espérance mathématique s'écrit : E(a) = o
Un calcul élémentaire! montre que la matrice des covariances des
coefficients s'écrit :

V(@)=a?(X'x)!

Notons que o?est la variance théorique des résidus et n'est donc pas

connue. On peut estimer o2 par ns?/(n-p), proche de la variance empirique s2
des écarts calculés apres l'ajustement.

Si I'on désigne par V la matrice des covariances empiriques des variables

N . c 1., .
explicatives supposées centrées (V= ;X X), on a la relation :

2
V(a)=2_v-1
n

On remarque la dualité qui existe entre les variables explicatives et les
coefficients de ces variables dans le modéle. Des variables explicatives non
corrélées (matrice V diagonale) conduiront a des coefficients de régression
non-corrélés. Ce lien entre structure des prédicteurs et structure des
coefficients sera précisé dans le paragraphe 3.2.5 consacré a la régression sur
composantes principales.

¢ — Tests sous I'hypothése de normalité des résidus

Les résultats précédents (coefficient de corrélation multiple, matrices des
covariances des coefficients) permettent d'imaginer des procédures de
validation sous des hypothéses assez générales. Le fait de spécifier la loi des
résidus autorise des épreuves de validation classiques que 1'on rappelle ici,
sans démonstration.

1- Test sur les coefficients de régression

Pour savoir si une variable explicative xx a une influence réelle sur la
variable a expliquer y, on procéde a un test d'hypothése sur le coefficient de

régression oy.

1 La variance de a s'écrit V(a) = E [(a - a)(a- OL)'].

Or, a-o=Xx)"1 Xy -«

d'out: a-a=XX)"X'Xa+e) -o

soit : a-a=(XX)1Xxe

On obtient donc : E[(a-a)a-o)']= X)X’ E(eg”)X(X'X) !

Finalement : V(a)=o? (X'x)1
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L'hypothése nulle (Hp) est I'éventuelle non-influence qui se traduit par:

(Ho) or=0 (les autres coefficients sont quelconques)
On écrit alors la statistique de Student :
p= 2k
5k
ol sk est 1'estimation de l'écart-type du ké™e coefficient de régression ay :
| Jy - Xa}f2 . - ; . 1
e \j ——-——ay. , ouay désigne le k¢ élément diagonal de (X'X)™.
n-p
Si (Hp) est vraie, la statistique suit une loi de Student a (n-p) degrés de

libertél. Soit p.la probabilité tirée de la distribution de Student
correspondant a la valeur ¢ prise par ¢ :

pe = P(H| > t)

Si cette probabilité est jugée "trop faible”, on rejette? I'hypothése (Hp). On
peut étendre la procédure de ce test a une combinaison linéaire quelconque
des coefficients.

2- Test sur un sous-ensemble de coefficients

On vient de voir comment tester ['un aprés ['autre la nullité de chaque
coefficient. Cependant, les réponses & des questions telles "o7 = 0 sans rien
supposer sur o"? puis "o = 0 sans rien supposer sur o7 ?" ne déterminent

pas la réponse a cette autre question: "ay = 0 et simultanément oy =0 ?"
D'ou l'utilité de savoir tester la nullité simultanée de plusieurs coefficients
de régression.

On se place ici, sans perte de généralité, dans le cas ot les q coefficients sont
les premiers des p coefficients. L'hypothése Hy se traduit par :

- (Ho) ar=0p=.=0=0 (les autres oy quelconques)

- (Hj) un au moins des g premiers ax n'est pas nul
Convenons de noter Xpy, les p - g derniéres colonnes de X et ay  lesp - g
derniéres composantes de a. L'écriture matricielle des modeéles sera :

mod éle (complet) sous Hy : y=Xa+¢
modéle (réduit) sous Hy : Yo = Xg,0H, +€

1 Le modele contient p + 1 coefficients a estimer : le terme constant et les coefficients
des p variables explicatives.

2 On effectue par exemple le test au seuil de confiance 0,05 : si p¢ < 0,05 on rejette
I'hypothese selon laquelle la variable xi n'a pas d'influence réelle (avec moins de 5
chances sur 100 de se tromper) ; alors que si pc > 0,05, on ne peut pas rejeter cette
hypothése.
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On considere la statistique F qui suit une loi de Fisher! a g et n - p degrés de

liberté :
- 112 -
(ly- ol ~Iy-51°)/a

ly -1 fn—p)

On note les sommes des carrés des écarts :

[32-5]

So=ly-Fol* et si=|y-3]’
Si la différence entre les deux quantités Sg et S1 est grande (F grand) alors
l'effet des 4 premiéres variables est important et on devra rejeter
I'hypothéses nulle; les g variables xy,..., Xq ont simultanément une influence
sur y. On effectue donc deux ajustements successifs? pour calculer d'une part
S1 sur le modele complet et d'autre part Sg sur le modéle pour lequel sont
exclues les g variables explicatives en cause.

3.2.5 Régression régularisée
et régression sur composantes principales

On a vu que la structure du tableau a 7z lignes et p colonnes X des variables
explicatives (structure décrite par la matrice des covariances) avait des
répercussions sur la qualité des coefficients de régression (§ 3.2.4.b). Le calcul
des coefficients de régression requiert une matrice X'X inversible et donc
des vecteurs x1, X2, ..., Xp linéairement indépendants.

Si les variables explicatives sont fortement corrélées (autrement dit si
certains des vecteurs xi, x2, ..., xp ont des directions voisines) alors
l'inversion de la matrice X'X est difficile. Le vecteur a dont les composantes
sont les coordonnées de la projection de y dans la base de Vy formée par
X1, X2, -.., Xp €st mal spécifié. Les résultats de la régression seront instables?.

1Le principe de tous ces tests est trés simple : les statistiques F sont des quotients de
%2 indépendants. Les x2 sont indépendants car ils correspondent 3 des composantes
normales orthogonales du vecteur résiduel (ici: c6té de l'angle droit du triangle
rectangle (y, ¥, ¥o) dont I'hypothénuse est (y, ¥4) ).

2D'un point de vue numérique on peut passer d'une somme de carrés a l'autre sans étre
obligé de refaire un ajustement complet.

4

3 La décomposition en éléments propres de X'X s'écrit : X' X = UAU'= ¥ Aqugul, ot A
R a=1

est la matrice diagonale dont le o#®™¢ élément est la valeur propre 4, et U le tableau

des vecteurs propres unitaires correspondants. On a donc également:

P
xx) 1 =uAlU = ¥ —ugu,.
o=! la
L'estimation de la matrice de covariances du vecteur a des coefficients vaut :

4
Var(a)=s*(XX)1=s? ¥ %uau{,
a=]"a
Sous cette forme on voit comment une ou plusieurs valeurs propres presque nulles
rendent imprécis I'ajustement.
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On a également évoqué le fait que la méthode des moindres carrés pouvait
donner un poids excessif & des points éloignés (pouvant parfois étre erronés
ou aberrants).

X

On a vu d'autre part a la section 1.2 que l'analyse en composantes
principales décrit la structure d'un tableau X en mettant en évidence les
interrelations entre variables (colonnes de X); elle permet également de
visualiser les points-observations (points-lignes de X) et donc d'aider a
repérer d'éventuelles anomalies dans leur distribution. Enfin, on a vu que
l'analyse fournit une base orthogonale hiérarchisée du sous-espace de R”"
appelé Vy.

Il est clair dans ces conditions qu'une analyse en composantes principales
préalable permettra d'apprécier l'existence de colinéarités entre les variables
explicatives, de détecter les redondances et compétitions entre prédicteurs;
de repérer les individus occupant des positions aberrantes ou simplement
suspectes. Il s'agit 1a d'une phase descriptive qui doit précéder la régression.

L'analyse peut également fournir des variables artificielles orthogonales (les
coordonnées des points-observations sur les nouveaux axes) comme
nouveaux prédicteurs: c'est la régression sur composantes principales,
recommandée lorsque les variables explicatives sont nombreuses ou
fortement corrélées entre elles. L'analyse factorielle joue donc un double
role : un rdle d'exploration préalable et un role de régularisation!.

a — Principe de la régression régularisée

Le principe revient a remplacer les p variables explicatives x1, x, ..., xp par
leurs p composantes principales qui engendrent le méme sous-espace Vy ap
dimensions. S'il existe r relations linéaires entre les variables explicatives,
alors la transformation des p variables fournira g =p-r composantes
principales. Il est possible ensuite d'exprimer les résultats de la régression en
fonction des variables initiales. Nous nous plagons dans R” o un point y
est projeté sur le sous-espace Vx engendré par les vecteurs xq, x2, ..., Xp .

Les p vecteurs propres uy auxquels correspondent p composantes
principales constituent une base orthonormée du sous-espace Vy sur lequel
on veut projeter y.

On élimine le probléme posé par la quasi-colinéarité si on supprime de cette

base les p - r vecteurs uy correspondant & des valeurs propres Ay nulles ou
trés faibles.

1 Les techniques de régularisation, largement utilisées en analyse discriminante,
participent a la résolution de problémes mal posés (ici : cas de colinéarité entrainant
une singularité de la matrice X'X, et donc une impossibilité de calcul de a) ou de
problémes pauvrement posés (ici: cas de quasi-colinéarité, entrainant une instabilité

numérique de (X'X)™" et du vecteur a des coefficients de régression). Pour une revue
des traitements de la colinéarité dans le cas de la régression, cf. Palm et Iemma (1995).
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Autrement dit on ne retient que les g premiéres composantes principales de
variances non négligeables.

VX o e Xl

Figure 3.2-4
Régression sur composantes principales

Les variables étant centrées, nous sommes dans le cas de I'analyse générale
de la section 1.1. Le tableau X est reconstitué sur les g premiers axes factoriels
(cf. [1.1-7] du § 1.1.5.b) par la formule (vq et ug sont unitaire) :

. J
X' = zlvlava“& = VquclfUZ] (avecg<p)
o=

olt Vq et Uq sont les matrice respectivement d'ordre (n,4) et (p,q) contenant

en colonne les vecteur propres vq et ug et Aq la matrice diagonale (4,9) des
valeurs propres.

On calcule! a partir de ce nouveau tableau le vecteur de coefficient a” :

r_ 1

a"= ) ——uyvhy [3.2-6]
a=1V*a

Remarquons que a* n'est plus unique, puisque tout vecteur de la forme

a" + ¢ (avec ¢ tel que U'c = 0) satisfait aux équations [3.2 - 1].

Pour que la relation E( a") = o soit vérifiée, il faut, dans le cas de l'estimation
précédente, que le modéle théorique spécifie que o soit de la forme UB, B
étant un vecteur quelconque a g composantes.

1 Les équations [3.2-1] s'écrivent X’Xa=X’y, c'est-a-dire, en abandonnant
provisoirement les indices 4 :
UAU’a = UA2VYy
Le vecteur a n'ayant que 4 composantes indépendantes peut s'écrire sous la forme : a =
Ub
d'ot1 puisque U'U = I (matrice unité (g,9) ) :
UAb = UAY?v’y
Prémultipliant les deux membres par U’, on obtient b :
b=A"VYy, donc a=UAYivy
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) . . . . *
Dans ces conditions, l'estimation de la matrice des covariances de a (de
rang g) sera:

q
Var(a*) = s 3‘1— uyuy
a=1"vx

Notons que X =X" s'il y a exactement g valeurs propres différentes de 0.
q y q prop

b - Variables supplémentaires et régression

La procédure de mise en éléments supplémentaires dans une analyse en

composantes principales constitue une variante descriptive de la régression

multiple. D'un point de vue géométrique, les deux situations sont tres

similaires :

- les p variables explicatives engendrent un sous-espace Vy ayant au plus p
dimensions sur lequel est projetée la variable a expliquer;

- les p variables actives de l'analyse engendrent aussi un sous-espace a au
plus p dimensions que l'on réduit a g facteurs pour le visualiser et c'est
sur ce sous-espace réduit a g dimensions que l'on projette les variables
supplémentaires pour les situer par rapport aux variables actives.

La formule [3.2 - 6] précédente permet d'expliciter ce lien. Calculons a partir

d'elle la nouvelle estimation §* dey en utilisant la formule [1.1-4] du
§1.1.4:

7 =Xa'= Tvaviy
o=1

On a ainsi obtenu une expression de l'opérateur-projection P, . sur l'espace

des g premiers axes factoriels.

Le dernier membre rappelle clairement que la coordonnée (vgy) de §* sur

l'axe unitaire v, correspond au positionnement classique de y en variable

supplémentaire dans l'analyse dont les variables actives sont les colonnes
de X.

¢ - Expression des coefficients dans la nouvelle base

Désignons par z, le vecteur des nouvelles coordonnées des points sur 1'axe
uy. Rappelons que l'on a les relations :

zo =X uy = Xuy =Aq Vg (a=12,...,9)
L'ajustement sur la nouvelle base (u;, uy,...,uq) s'écrira:

y=Zc+e
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ol Z est le tableau (n,9) des vecteurs orthogonaux zy et ¢ le vecteur des g
nouveaux coefficients de régression cherchés.

Puisque Z'Z = A , matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les
valeurs propres, on a :

c=(ZZylzy=NzZy
Cette situation idéale pour laquelle les variables explicatives sont

orthogonales revient d'ailleurs a faire g régressions simples, car chacun des
p coefficients peut étre estimé séparément.

On a en effet :

=z{,t_y= cov(zgy, y)

‘a Ao, var(z,,)

La matrice des covariances des coefficients ¢ sera estimée par :

Var(c) = sz(Z’Z)'1 =s2A71
autrement dit ces coefficients sont non corrélés et ont pour variances les
quantités :
2
5
var(cy) =—
¢ )Va

3.2.6 Régression sur variables nominales :
I'analyse de la variance

Lorsque les variables explicatives sont nominales, la régression multiple
n'est autre que [’analyse de la wvariance, technique liée aux plans
d'expériences et aux traitements statistiques des données expérimentalesl. Il
est courant d'opposer données d'observation et données expérimentales, en
réservant les méthodes exploratoires pour les premiéres, et les méthodes
inférentielles ou confirmatoires pour les secondes. La distinction n'est pas si
nette en pratique : d'une part, nous l'avons vu, beaucoup de concepts et
d'outils sont communs ; d'autre part, les champs d'application peuvent
fréquemment se recouvrir, et une attitude méthodologique trop rigide
pourrait étre néfaste. D'oir l'intérét de connaitre les principes et les
possibilités des outils de l'analyse des données expérimentales.

1 C'est R.A. Fisher qui est & l'origine de l'analyse de la variance et des plans
d'expérience, dans une série d'articles datant des années vingt, repris dans I'ouvrage
historique "The Design of Experiments" (Fisher, 1935). Citons également sur ce sujet les
traités de Cochran et Cox (1957), de Cox (1958). Bailey (1981) et Steinberg et Hunter
(1984) présentent des exposés synthétiques plus récents. En langue frangaise, on
pourra consulter les chapitres consacrés a ce thdme dans les ouvrages de Dagnélie
(1981) et Tomassone ef al. (1993).
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a - Codage des variables nominales

Supposons que l'on dispose sur une variable y de n observations classées
selon p variables nominales xy,..., x|, ..., Xp a respectivement my,..., my, ..., mp
modalités.

Le tableau des variables explicatives X se présente maintenant sous la forme
d'un tableau disjonctif complet [Xl,...,Xl,...,Xp].

Cependant, pour chaque sous-tableau X], la somme des colonnes vaut 1.1l
existe donc p relations linéaires entre les colonnes de X. Le tableau X n'est
pas de plein rang et la matrice X’X n'est pas inversible.

Le probléme peut étre résolu par une régularisation de la régression (cf. §
3.2.5). Mais le fait que la nature des relations linéaires entre variables
explicatives soit connue a priori (structure disjonctive compléte du tableau)
suggere d'autres possibilités de solutions.

Pour éliminer la multicolinéarité, on peut ne retenir que my -1 modalités
pour chaque variable x| & m; modalités. La modalité supprimée se recalcule
évidemment a partir des autres. Une autre possibilité est également de
supprimer une colonne de chaque sous-tableau mais aprés I'avoir
retranchée aux colonnes restantes. Nous retiendrons ce deuxiéme codage
mieux adapté au modeéle linéaire avec interaction entre les variables
explicatives.

Le tableau des variables explicatives ainsi recodé X est de plein rang :

N p
rang (X)= Y (m;—1)
I=1
Pour simplifier I'exposé, on se placera par la suite dans le cas ot I'on dispose
de deux variables nominales u et v ayant respectivement g et r modalités.

Notons ug et vj, les indicatrices des variables u et v avec 1 <k < g et
1<j<r [UV] le tableau disjonctif complet correspondant de dimension

(n,q+r) et [U,V] le tableau disjonctif complet de plein rang et de
dimension (n, g+ r - 2) obtenu aprés recodage.

uy Vj uy VJ
1000(001 100 | -1-1
1000[(100 100 10
0100]100 010 10
X=| U |V X=| 0 v
0001j001 1-1-1 | -1-1
0001]010 -1-1-1 1 01
Tableau disjonctif Tableau de plein
complet initial rang associé
Figure 3.2- 5

Tableaux des variables explicatives initial et recodé
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La généralisation se fera sans difficulté.

b — Modéle linéaire sans interaction

On cherche a déterminer s'il existe un effet dfi a la variable u et un effet dii
a la variable v, autrement dit, si u et v ont une influence sur y.

Les variables sont ici considérées sans interaction et l'on dispose d'un
modeéle linéaire ot les effets sont par conséquent additifs :

Yikj = U + O + P + Eikj
aveci=1,..,n;k=1,.,9-1etj=1,..,r-1 Ce modele s'exprime sous forme
matricielle par :

y= [ll + (alul.. +oguy...+ aq_luq_l) + (ﬁlvl.. + ﬁ]V] R ﬁ,_lv,_l) +€
soit encore :
y=pul+Uo+VB+e
ol1 1 est un vecteur de n composantes égales a 1 et ¢t un coefficient scalaire.

Rassemblons dans un tableau L de dimension (n, g + r - 1) I'ensemble des
variables explicatives artificielles et dans le vecteur 8 a (g +r- 1)

composantes les coefficients g, ﬁj et 4 du modele. Il prend la forme
matricielle :

y=Lo+¢
1w ug1vg v
1]10...0 [-1-1...-1 i
1{10..0 | 10..0 o
1101..0 1 10..0
= o e x | 01 (4
U A\ B
A-1..-1]-1-1..1
1|1-1..-1f01...0 Br1
y L o
Figure 3.2- 6

Modéle de I'analyse de la variance :
cas de deux variables u et v sans interaction

Le probleme est de tester si les o (puis les B;) sont égaux entre eux,
I'hypothese alternative étant que I'un au moins des coefficients dans chaque
groupe differe des autres!.

On teste en d'autres termes les effets des variables u et v.

1 La spécification du modéle est la méme que lors de la régression multiple (résidus
indépendants entre eux, de méme variance). Pour procéder aux tests statistiques, il est
nécessaire de supposer la normalité de la distribution des résidus.
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On réalise alors le test de nullité simultanée des coefficients ag,
k=1,...,9-1)(cf. §32.4.0).
Pour cela, on effectue successivement deux ajustements pour calculer d'une

part S(u, o, B) sur le modéle complet y = L + € et d'autre part S(u, B) sur le
modele réduit obtenu en supprimant dans L les g-1 colonnes correspondant

aux of. La statistique du test sera d'apres [3.2-5]:

r= CWP-Sap)/q-1

S, a,B)/(n—gq—r+1)
On rejettera I'hypothése nulle d'absence ‘d'effet de la variable u sila
probabilité de dépasser la valeur F, pour une variable de Fisher a (g-1) et
(n-g-r+1) degrés de liberté, est jugée trop petite.

Pour tester 'existence d'un effet dt a la variable v, on procédera de fagon
analogue.

¢ — Modgéle linéaire avec interaction

Si I'on pense maintenant que l'effet de la modalité k de u peut étre différent
selon la modalité j de v, il faut ajouter au modele 'effet d'interaction entre
les deux variables u et v.

Cela peut se faire en juxtaposant au tableau disjonctif complet [U,V] le
sous-tableau UxV des interactions. On obtient Ux V en faisant le produit
terme & terme des colonnes uk par les colonnes vj.

Puisque 1 <k<g-1etl<j<r-1,on engendre ainsi (§—1)x(r—1) colonnes
contenant les produits de deux indicatrices correspond a la conjonction des
présences d'effet. On vérifie que le nouveau tableau ainsi construit

[0,V, 0 x V] est bien de plein rang qx . Le modele s'exprime alors par :
y=ul+UOa+VB+(UxV)y+e

ol y est un vecteur a (g—1)x(r—1) composantes.

- Test de l'effet de la variable u et de 'effet de la variable v

Pour tester 'effet de la variable u on pose I'hypotheése nulle :

(Hop) ar=10 (k=1,..,q9-1)
On effectue, comme pour le modele sans interaction, le test de nullité
simultanée des coefficients o.

On calcule donc les sommes des carrés d'écarts des ajustements sur le
modéle complet et sur le modeéle réduit, notées respectivement S(u, o, B, y)
et S(u, B, v). On calcule ensuite la statistique F de Fisher a (4—1) et (n-pr)

degrés de liberté d'aprés [3.2 - 5]. On agira de {agon analogue pour tester
l'effet de la variable v.
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- Test de l'interaction entre u et v

Pour tester maintenant l'effet dQ a l'interaction entre les deux variables u et
v, on effectue le test de nullité simultané des coefficients %; en calculant les

quantités S(y, a, B, v) correspondant au modéle complet et S(u, o, B) associé
au modele réduit ou l'on a supprimé les (g—1)x(r—1) colonnes

correspondant aux ¥%;. On calcule, toujours d'apreés [3.2 - 5], la statistique de
Fisher a (g—1)x(r—1) et (n—qr) degrés de liberté.

Remarques :

1) 1l faut souligner que le choix du codage du tableau des variables explicatives
pour avoir un tableau de plein rang est primordial ici alors qu'il était indifférent
dans le modéle sans interaction.

2) La procédure développée dans le cas d'une interaction entre deux variables
nominales peut étre généralisée & des modeles comprenant plus de deux critéres (u,
v, w, ...), des interactions d'ordre 1 (uv, uw, vw,...), des interaction d'ordre 2
(uvw,...), etc. Cependant une certaine prudence s'impose pour plusieurs raisons.
Tout d'abord, il est de plus en plus difficile d'apprécier et d'énoncer clairement la
nature des hypothéses testées. D'autre part les interactions d'ordre élevé peuvent
conduire a des tests "en chaine” d'interprétation délicate (uv significatif, vw non
significatif, uvw significatif, etc.). Enfin, on peut montrer qu'une interaction (surtout
d'ordre élevé) peut n'étre due qu'a la présence d'une observation légérement
aberrante (la procédure n'est pas robuste).

3.2.7 Régression sur variables mixtes : analyse de la covariance

Dans un modéle d'analyse de la variance, la valeur de la variable a

expliquer est déterminée, a l'aléa € pres, par les classes dans lesquelles sont
faites les mesures ou observations. On peut cependant imaginer un modele
olt cette valeur est, a l'intérieur de chaque classe k, fonction également
d'une ou plusieurs variables explicatives continues. On dira par exemple
que la dépense individuelle en habillement est fonction du sexe u et pour
chaque sexe fonction du revenu x de I'individu i.

yA

classe 2

ar-o) |
effet de la classe

Y

Figure 3.2-7
Un modéle d'analyse de la covariance :
variable nominale sans effet sur la pente de la régression
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La figure 3.2 - 7 illustre un modele ou l'observation i dans la classe k serait
déterminée par :

Yik=H + O+ 1) Xik + Eik
En donnant la méme pente 1 aux deux droites passant par les centres de
classe, on suppose ici que le revenu a le méme effet quel que soit le sexe; la
distance (a7 - or2) entre les deux droites mesure "l'effet du sexe". On aurait

pu supposer un effet du revenu différencié suivant le sexe en tragant des
droites non paralléles.

De tels modeéles, ou interviennent des variables nominales et des variables
continues, sont appelés modeéles d'analyse de la covariance. Ils vont se
traduire par :

y=L*+¢

ou L* est le tableau de plein rang des variables explicatives.

a - Modéles d'analyse de la covariance

Plagons-nous, pour simplifier 1'exposé, dans le cas ol le modele contient
une variable nominale u a ¢ modalités et une variable continue x.

Le modele le plus général correspondant au modéle complet suppose a la
fois un effet dG a la variable nominale u et un effet x différencié pour
chaque catégorie k, 1 <k <g -1, ce qui s'exprime par :

Yik = (U + o) + (n + Br) xik + &k B2-7]

Le tableau L est construit en deux parties: les g4 premiéres colonnes
correspondent a l'analyse de la variance a un critére; les g-1 colonnes
suivantes expriment de fagon analogue l'effet différencié de x suivant la
catégorie k de la variable u, mesuré autour de l'effet général représenté par
la derniére colonne.

1 1 x1 AX-L
L=| |1 1 X %
1 ﬂ x;; x$

Figure 3.2-8

Tableau des variables explicatives :
cas d'une variable nominale u & 3 modalités et d'une variable continue x

On remarquera que l'on obtient les g derniéres colonnes comme une
interaction entre la variable nominale u et la variable continue x, c'est-a-
dire par multiplication terme & terme des q premiéres colonnes par x.

On notera S(u, a, n, B) la somme de carrés d'écarts des ajustements sur le
modele complet [3.2 - 7].
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b — Test d'un effet différencié de x dans chaque classe k
Pour tester l'existence d'un effet différencié de x dans chaque classe k, on
effectuera un deuxiéme ajustement sur le modele :

Yik = (1L + o) + 1 Xik + €ik

Ce modele est la réduction du modele complet [3.2-7], obtenu par
introduction de I'hypothése nulle :

{ﬂk=0 (k=1,....4-1

(Ho) K,1,0; quelconques

La statistique du test s'obtient par application de la formule [3.2 - 5] :
o Bom -5 e nB)(g-1)
S(p, o, n,B)/(n - 2q)

On rejettera 1'hypothése nulle si la probabilité de dépasser la valeur de F
calculée, lue dans la table de Fisher-Snedecor a (q-1) et (n-2q) degrés de
liberté, est jugée trop petite.

¢ — Test de l'effet de 1a variable u

Pour tester l'existence de l'effet de la variable nominale u (tout en
supposant cependant un effet différencié de x dans les classes), on calculera

S(u, 1, B) sur le modéle :
Yik = 1+ (n+ i) xix + €ik
pour le comparer a S(i, &, 11, f). Ce modéle est la réduction du modele
complet [3.2 - 7] obtenu par introduction de I'hypothése nulle :
o =0 (k=1..,49-1)
i, n, B quelconques

La statistique du test fait référence a la formule [3.2 - 5] pour laquelle les
degrés de liberté sont (g-1) et (n-2q).

(Ho)

d - Test d'un "effet classe global"

On testera l'existence d'un "effet classe globale" a l'aide de S(u, n) calculé sur
le modele :

Yik = 1L + 1 Xik + Eik

pour le comparer a S(i, o, 1, B). Ce modéle est la réduction du modele
complet [3.2 - 7], obtenu par introduction de I'hypotheése nulle :

{ak=0 et B=0  (k=1..,9-1)

(Ho) 1,m quelconques

La statistique du test renvoie a la formule [3.2 - 5] ayant (29-2) et (n-2gq)
degrés de liberté.
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Elle permet de répondre a la question : est-ce que la valeur de y dépend de la
classe, soit par des centres de classe distincts, soit par des pentes en x
différentes ?

e — Généralisation de I'analyse de la covariance

L'introduction de plusieurs variables continues (xj, x3,...) ne présente
aucune difficulté. Le déploiement de chacune d'elles se fait dans L comme le
déploiement de la colonne x effectué précédemment. Les calculs de sommes
de carrés d'écarts et les constructions de tests s'effectuent selon les mémes
principes.

Il est plus délicat de généraliser la procédure au cas de plusieurs variables
nominales. On rencontre en particulier les difficultés déja évoquées en
analyse de la variance lorsque l'on veut introduire un terme d'interaction
entre les variables. Le probléme est compliqué encore, dans la pratique, par
la nécessité de choisir au départ le modeéle a priori qui est censé représenter
correctement le phénomeéne et qui servira de référence dans la construction
des tests.

3.2.8 Choix des variables, généralisations du modele

L'exposé qui précéde ne fait que situer les principes de base du modéle
linéaire par rapport aux méthodes descriptives de la premiére partie. Les
méthodes présentées correspondent a une part notable des applications les
plus courantes, mais a une part infime de la littérature théorique et
technique sur le sujet, pour laquelle nous renvoyons le lecteur a la
bibliographie citée au début du chapitre.

On évoquera brievement deux points dans ce paragraphe de conclusion: le
probléme de la sélection des variables dans les modéles et celui de la
généralisation du modéele.

a — Sélection et choix des variables explicatives

La qualité de l'ajustement dépend également du choix des prédicteurs et il
est souhaitable de retenir un nombre limité de variables, non redondantes
et ayant un pouvoir prédictif.

Une technique souvent utilisée pour sélectionner les variables explicatives
est la méthode pas-a-pas ou stepwisel. Elle consiste a effectuer une premiére
régression simple sur une variable puis a ajouter successivement celles qui

! La méthode de Furnival et Wilson (Furnival, 1971 ; Furnival and Wilson, 1974)
permet de calculer les meilleures régressions pour 1, 2, ..., p variables explicatives, par
une exploration optimisée de toutes les possibilités. En pratique, p ne doit pas
dépasser 40 pour que le volume de calcul reste raisonnable. Une telle procédure est
recommandable car elle ne fait pas intervenir de critéres externes (peu ou mal justifiés)
pour inclure ou exclure des variables dans le modéle.
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font augmenter le plus le coefficient de corrélation multiple R2, avec
éventuellement remise en question des choix antérieurs. A chaque étape
sont réalisés des tests sur les coefficients de régression ou sur des sous-
ensembles afin de rejeter la variable ou d'éliminer éventuellement
certaines variables introduites dans les étapes précédentes. Les critéres
d'Akaike (1973), de Mallows (1973), sont fréquemment utilisés pour
sélectionner les modéles lors de ces procédures. Une revue des critéres
usuels se trouve dans Atkinson (1981). L'exploration des résidus est
également trés utilisée pour choisir ou compléter les variables du modele,
en général par des procédés graphiques (cf. Cook et Weisberg, 1982, 1994).

Les modeles graphiques (cf. par exemple : Whittaker, 1990 ; Wermuth et
Cox, 1992 ; Fine, 1992) permettent, lorsque le nombre de variables
explicatives n'est pas trop élevé, d'étudier les liaisons conditionnelles entre
variables. Variables et liaisons sont représentées respectivement par les
sommets et les arétes de graphes de liaisons conditionnelles qui ont le
mérite de conduire l'utilisateur a réfléchir sur la pertinence et les
implications des modeéles possibles.

Enfin on a vu qu'une analyse en composantes principales de tout ou partie
des variables explicatives xi, avec positionnement de la variable a expliquer
y en élément supplémentaire, permet de positionner la ou les estimations
y dey parmi les xi. Il est également possible de positionner différents
changements de variables, voire de nouvelles variables fonctions de
plusieurs prédicteurs, et donc de porter une appréciation critique sur les
redondances et complémentarités au sein du modéle et de ses extensions.

b Modeéles linéaires généralisés

Ces modeles, présentés pour la premiere fois sous ce nom par Nelder et
Wedderburn (1972), exposés de facon compléte par McCullagh et Nelder
(1989), généralisent le modeéle linéaire de base sur deux points :

1- La combinaison linéaire notée @, = agx;g + a1 xj1 +...+ ap xip des variables
explicatives n'est pas nécessairement I'espérance mathématique E(y,) de
la variable y, mais peut étre plus généralement une fonction g(.) de E(y;)
(appelée fonction lien) et notée :

w; =glE(y)]
Pour le modéle linéaire classique :
w; = E(y;)

2-La loi des composantes de y appartient a la famille des lois
exponentielles! (dont la loi normale est un cas particulier). Elle fait

intervenir deux parameétres 6 et ¢, et trois fonctions a(.), b(.), et c(.).

1¢t un exposé général dans : Dempster (1971) ; Berk (1972).
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{yB—b(B)
Fr(y.0,p)=el AP

On voit que I'on obtient la fonction de densité de la loi normale :

+c( y,fp)}

{(y—#) }

2

fr (.01 ==l *
2no

pour les spécifications suivantes des parameétres et des fonctions :
0=u; ¢=0%; alg)=0; b(O)=67/2; cly,0)=-12{(y?/0?)+log(2n07)}

D'autres valeurs des paramétres et des fonctions conduisent aux lois
binomiales, de Poisson, gamma.

L'ajustement du modéle se fait par la méthode du maximum de
vraisemblance!, qui coincide avec les moindres carrés dans le cas de la loi
normale.

En faisant varier la loi de y et la fonction lien, le modéle linéaire généralisé
inclut comme cas particulier une famille de modéles mettant en jeu des
variables nominales, parmi lesquels les modéles log-linéaires (cf. section
3.4).

3.2.9 Modéles de variables latentes

Les modéles de variables latentes n'entrent pas dans le cadre du modéle
linéaire général, mais ils sont apparentés a des modeles qui interviennent
dans un cadre plus général, qui sont les modeles a erreurs sur les variables
(exogénes) 2.

Ces modéles ont été essentiellement développés en économétrie, ol l'on
distingue habituellement les modeles fonctionnels, ou a effet fixes (comme
la régression multiple et le modele linéaire dans son ensemble), et les
modeéles structurels ou a effet aléatoires (modéles de variables latentes).
L'analyse factorielle en facteurs communs et spécifiques (factor analysis) est
probablement le modéle le plus ancien 3. Il est utilisé principalement par les
psychologues et psychométriciens. Les développements auxquels il donne
lieu sont complexes et diversifiés. On pourra consulter sur ce point les
ouvrages de Harman (1967), Mulaik (1972).

1 La méthode numérique de résolution est une méthode des moindres carrés pondérés
itératifs treés voisine de la méthode de Newton-Raphson.

20n trouvera un exposé des modeles et une note historique dans Malinvaud (1964).

3 A Torigine des principes de la méthode se trouvent Spearman (1904) (analyse
monofactorielle), puis Garnett (1919) et Thurstone (1947) (analyse multifactorielle).
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a — Le modele

Cette méthode se propose de reconstituer, & partir d'un petit nombre g de
facteurs, les corrélations existant entre p variables observées. On suppose
I'existence d'un modele a priori :

Xi = r fi + € [32-8]

(p,1) (p,g9)(q,1) (p,1)

Dans cette écriture x; représente le ime vecteur observé des p variables; T
est un tableau (p, g) de coefficients inconnus (avec g < p); fj est la jieme
valeur du vecteur aléatoire et non observable de g facteurs communs; et e;
la #me yaleur du vecteur non observable de résidus, lesquels représentent
l'effet combiné de facteurs spécifiques et d'une perturbation aléatoire.

Ainsi par exemple, dans le cas des facteurs communs "f; = intelligence” et
"f> = mémoire" que cherchaient les psychologues, le systétme [3.2 - 8] s'écrit
pour le i#me individu :

Yifir + vi2fi2 + ei

Yorfir+ Y2 fi2 + €2

X1
Xi2

Xip = Yp1fi1 + Yp2fiz + epp

Chaque observation de chaque variable est considérée comme une
réalisation d'une variable aléatoire déterminée, par addition au résidu
aléatoire spécifique, des deux variables aléatoires que sont les facteurs
communs (avec des pondérations qui dépendent de chaque variable) 1.

Désignons par X le tableau (n,p) dont la ##me ligne est le vecteur transposé
Xj qui représente l'observation i. De méme F désigne le tableau (1,4) non
observable dont la i#™¢ ligne est f/; et E le tableau (n,p) non observable dont
la jiéme ligne est e]. Le modele liant I'ensemble des observations aux
facteurs hypothétiques s'écrit :

X =F I+ E [3.2-9]
(np) (ng)gp) (np)

Dans cette écriture, seul X est observable, et le modéle est par conséquent
indéterminé. Son identification et I'estimation des parametres posent des
problemes complexes, sources d'une abondante littérature 2. Une cascade
d'hypothéses a priori supplémentaires va permettre d'écrire le probléme
sous une forme simplifiée, la seule que nous aborderons ici.

1 Ainsi, on reconstitue approximativement les p notes d'un individus i dans p matiéres
scolaires & partir de ses 2 notes factorielles, et de coefficients qui ne dépendent que
des matiéres.

2 Voir par exemple la synthése et les références trés complétes de Fine (1993). Il existe
de nombreuses variantes de la méthode : axes obliques, rotations selon différents
critéres (varimax, quartimax, oblimax), recherches de structures simples, pour
lesquelles on peut citer globalement I'ensemble des parutions de la revue Psychometrika.
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Sans perte de généralité, nous supposerons centrées les variables dont les
observations sont les colonnes de X, ainsi que les variables aléatoires que
constituent les facteurs communs et les facteurs spécifiques. Nous
utiliserons les notations suivantes:

- W matrice (p,p) des covariances théoriques entre variables;
- & matrice (g,9) des covariances théoriques entre facteurs communs;
- A matrice (p,p) des covariances théoriques entre facteurs spécifiques.

Appelons S la matrice des covariances empiriques des observations X, que
nous supposerons également centrées. Par définition et en vertu de [3.2-9],
ona:
1 r 1 ! ’ ’
S=—XX=—FI"+E)(FI"+E)
n n
c'est-a-dire :
] ’ ’ 1 ’ 1 ’ ’ ] ’
S=-TFFI"+-TFE+-EF"+-FE [3.2 - 10)
n n n n
Aux hypothéses du modéle, nous ajouterons I'hypothése a priori que les
facteurs résiduels sont non corrélés aux facteurs communs; la matrice des
covariances théoriques correspondantes étant nulle, nous considérerons

comme négligeables dans [3.2 - 10] les matrices lFF’E et lE’FF’ dont les
n n

espérances doivent étre nulles. Ainsi la relation [3.2-10] prend la forme
simplifiée :
S= lI“F’FI“’ + lE’E
n n

correspondant a la relation théorique suivante pour le modeéle :
W=TOI"+A [3.2-11]

Le probléme d'estimation consiste a ajuster sur [3.2 - 11] une matrice W qui,
au regard d'un critére choisi par ailleurs, soit proche de la matrice des
covariances empiriques S. Mais afin d'obtenir une solution unique pour les
paramétres de I', @ et A, il est nécessaire d'introduire des contraintes
supplémentaires dans le modéle.

On suppose en général que les facteurs spécifiques sont non corrélés, c'est-a-
dire que la matrice A est diagonale. On impose de plus généralement que les
facteurs communs soient orthogonaux et de variance unité, autrement dit
la matrice @ est la matrice identité I d'ordre 4. La relation [3.2 - 11] du
modéle s'écrit alors :
W=IT"+A

Sur cette relation le lien avec l'analyse en composantes principales apparait
clairement. Il s'agit dans ce cas de décomposer la matrice des covariances
empiriques S sous la forme:

S =UAU’
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oll A est la matrice diagonale des valeurs propres (rangées) et U le tableau
des vecteurs propres unitaires correspondant. Cette relation s'écrit encore :

S = (UA/*UA?y = UU’
olt U est le tableau des vecteurs propres multipliés par les racines carrées
des valeurs propres correspondantes.

Avec ce point de vue, 'analyse en facteurs communs et spécifiques suppose

qu'en retranchant une matrice diagonale a éléments positifs (A estimant A),
on obtient une décomposition de la matrice des covariances empiriques
sous la forme :

S—-A=IT’

ot ' ne contient que g colonnes alors que dans S=UU’ le tableau U
contenait p colonnes. On voit au passage qu'une analyse en composantes
principales oii les p-g derniéres valeurs propres sont proches et voisines de
0, donnera des résultats trés voisins de ceux d'une analyse a g facteurs
communs orthogonaux.

b- Estimation des parametres inconnus

On n'insistera pas ici sur les problémes posés par un tel modéle, qui font
I'objet d'une abondante littérature. On donnera seulement quelques
moyens pratiques de calcul.

Le probleme essentiel est d'estimer A, matrice diagonale des variances des

résidus spécifiques. Une fois A estimée par A, il suffit de chercher les

composantes principales (vecteurs propres) de (S - A); on ne doit
normalement trouver qu'un petit nombre de composantes différentes
(statistiquement) de 0.

Nous allons examiner ici une spécification particuliere du modele, puis
donner un algorithme de calcul dans le cas général.
- Cas de variances spécifiques égales
On suppose a priori que les facteurs spécifiques ont tous méme variance
théorique o2 ; autrement dit par hypothése A = 62 1:
W =TT’ + 6’1
et, si on note s2 une estimation de o?, la relation [3.2 - 8] devient :
X = Ffi +5€;
On obtiendrait une estimation de I' en cherchant les composantes
rincipales de la matrice (S - s2 I). En effet, effectuant 1'analyse de S, on écrit :
princip y
S = UAU’

et par conséquent :
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S-s2 = UAU - 2UU’ = U(A—SZI)U’

Les valeurs propres de (S -s21) sont celles de S diminuées de s2 (les
vecteurs propres étant identiques). Puisque (S - s2 I) doit étre de rang g, il est
nécessaire que s2 soit valeur propre multiple d'ordre p-g pour S.

En particulier si, dans une analyse en composantes principales, les petites
valeurs propres sont sensiblement égales, on peut considérer que les
données sont engendrées par un modéle factoriel a variances spécifiques
égales 1.

-Une méthode de calcul dans le cas général

La méthode que nous donnons ici est simple 2. Elle procéde de fagon

itérative, en posant au départ A = 0. On calcule les vecteurs propres
unitaires de S rangés dans le tableau U :

S =UAU’ = UU’
Si l'on veut retenir g facteurs communs, on ne garde que les 4 premiéres
colonnes de U, tableau que l'on notera ﬁl. On devrait pouvoir écrire :

S=U,U;+A
On estimera donc provisoirement A par les éléments diagonaux A; de
(S-U;UY), et on calculera les g premiers vecteurs propres U, de (S —Ay).

A litération suivante on estime A par les éléments diagonaux A, de
(S-U,U%) et l'on poursuit les opérations jusqu'a observer une convergence
raisonnable du processus. On aura alors obtenu la décomposition cherchée :

S=TT"+A.
Mentionnons pour conclure ce bref apergu les travaux d'Anderson et Rubin

(1956) et de Lawley et Maxwell (1963) qui ont placé l'analyse factorielle en
facteurs communs et spécifiques dans un cadre inférentiel classique.

1 Ce modele a variances spécifiques égales peut étre justifié lorsque les p variables sont
mesurées avec le méme instrument (exemples : mensurations anthropométriques), et
donc avec la méme erreur.

2 Cette procédure est parfois appelée analyse en facteurs principaux. Pour une
premigre estimation de A, on peut également prendre (Joreskog, 1963), lorsque S est

une matrice des corrélations, §;. =1- R]Z,
corrélation multiple de la variable j avec toutes les autres. Ainsi, une variable trés peu
corrélée avec les autres aura une variance spécifique forte. Une variable qui peut

s'exprimer comme combinaison linéaire des autres aura une variance spécifique nulle.

ou la quantité RlZ est le coefficient de

Notons que 1 - RI2 est l'inverse du ¢ élément diagonal de S-1.



Section 3.3
Analyse factorielle discriminante

On désigne sous le nom d'analyse discriminante une famille de techniques
destinées a classer (affecter a des classes préexistantes) des individus
caractérisés par un certain nombre de variables numériques ou nominales.

L'origine de cette méthode remonte aux travaux de Fisher (1936) ou, de
facon moins directe, a ceux de Mahalanobis (1936). Elle est une des
techniques d'analyse multidimensionnelle les plus utilisées en pratique
(Credit-scoring, diagnostic automatique, controle de qualité, prévision de
risques, reconnaissance des formes).

L analyse factorielle discriminante ou analyse linéaire discriminante, est
une méthode a la fois descriptive et prédictive, qui donne lieu, comme les
méthodes factorielles présentées au chapitre 1, a des calculs d'axes
principaux. Elle peut étre considérée comme une extension de la régression
multiple dans le cas ou la variable & expliquer est nominale et constitue la
variable de partition. Ces deux techniques constituent d'ailleurs des cas
particuliers de l'analyse canonique (cf. section 3.1).

Nous ne présenterons pas toutes les techniques d'analyse discriminante qui
donnent lieu & une littérature presqu'aussi étendue que la régression et le
modéle linéaire. Nous renvoyons le lecteur a des ouvrages spécifiques sur la
question, notamment l'ouvrage de Tomassone et al. (1988) et les ouvrages
édités par Celeux (1990) (discrimination a partir de variables continues) et
Celeux et Nakache (1994) (discrimination a partir de variables qualitatives)!.

3.3.1 Formulation du probléme et notations
On dispose de n individus ou observations décrits par un ensemble de p

variables (x1, x2, ..., xp) et répartis en g classes définies a priori par la variable
y nominale & g modalités?.

1 Signalons dans la littérature de langue anglaise l'ouvrage de synthése (riche de plus
de 1200 références) de McLachlan (1992) et les articles, également de synthése, de
Lachenbruch et Goldstein (1979), de Gnanadesikan (1989) ; parmi les manuels
classiques généralistes qui traitent de I'analyse discriminante, Anderson (1958, 2nd ed.
1984), Cacoullos (1973), Krishnaiah et Kanal (1982); parmi les manuels plus
spécialisés, Goldstein et Dillon (1978), Hand (1981). Dans le domaine des méthodes
statistiques de la reconnaissance des formes, outre 'ouvrage précité de McLachlan, les
ouvrages de base sont Fukunaga (1972), Duda et Hart (1973), Devijver et Kittler
(1982). Agrawala (1977) contient des réimpressions de références historiques.

2 Dans ce chapitre, le vecteur y a des composantes entiéres donnant les numéros des
classes, et Y désigne le tableau disjonctif d'ordre (1,4) correspondant.
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L'analyse discriminante se propose dans un premier temps de séparer au
mieux les g classes a l'aide des p variables explicatives. Dans un deuxiéme
temps, elle cherche a résoudre le probleme de l'affectation d'individus
nouveaux, caractérisés par les p variables, a certaines classes déja identifiées
sur l'échantillon des n individus (appelé échantillon d'apprentissage).

On distingue par conséquent deux démarches successives, d'ordre descriptif
puis décisionnel :

- chercher des fonctions linéaires discriminantes sur 1'échantillon
d'apprentissage de taille n qui sont les combinaisons linéaires des
variables explicatives (x1, x2,..., xp) dont les valeurs séparent au mieux les
g classes.

- connaitre la classe d'affectation de n’ nouveaux individus décrits par les
variables explicatives (x1, x2,..., xp). Il s'agit ici d'un probléme de
classement dans des classes préexistantes, par opposition au probléme de
classification (traité au chapitre 2) qui consiste a construire des classes les
plus homogeénes possibles dans un échantillon.

Xl e Xp L

T

n observations Foncti &
(échantillon X . . oncuons e
d'apprentissage) discriminantes —> k
215

n' observations . [
(supplémentaires) affectation—» ?

Figure 3.3 -1
Principe de I'analyse discriminante

Considérons pour fixer les idées le tableau de données (200, 30) qui contient,
pour t = 200 malades, les valeurs de p = 30 variables issues d'analyses
biologiques et d'examens cliniques. Il existe par ailleurs une partition de ces
200 malades selon g =3 catégories de diagnostics réalisés aprés des
interventions beaucoup plus cotiteuses que les 30 mesures précédentes. On
se pose la question suivante : étant donné des patients supplémentaires (en
nombre n°) sur lequel on réalise les 30 analyses et examens, peut-on prévoir
leurs catégories de diagnostic ? La question répond ici & un besoin pratique! :

1 Les exemples les plus classiques d'analyse discriminante appartiennent sans doute
au domaine médical (aide au diagnostic, aide a la décision en matiére d'intervention)
mais de nombreuses applications se développent dans le domaine du scoring bancaire
(prévision de I'éventuelle défaillance d'un débiteur), du contrdle de qualité (prévision
de qualité d'un produit en agro-industrie a partir de mesures externes) et surtout de la
reconnaissance des formes (reconnaissances de caractéres manuscrits ou d'images-
radar, etc.).
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est-ce-que des mesures nombreuses mais d'acceés facile peuvent contenir
une information sur un phénomeéne ou un état plus difficile a identifier ?

Soit le tableau des données X a n lignes (individus ou observations) et p
colonnes (variables), de terme général xjj. Les n individus sont partitionnés
en g classes. Chaque classe k caractérise un sous-nuage Ix de ny individus i
avec:

g
Yng=n
k=1

Par Xj; on désigne la moyenne de la variable xj dans la classe k. Cest la jeme
coordonnée du centre de gravité G du sous-nuage Ik :

o 1
Xij =— 2% =Cyj
nk iEIk

0

b

Figure 3.3 -2
Représentation du nuage des individus partitionnés

La moyenne de la variable x;j sur I'ensemble des individus qui correspond a
la jeme coordonnée du centre de gravité G du nuage des individus vaut :
- 1 n 1 ng —
x]' =;inj = 2 7xkj =G]'
i=1 k=1

3.3.2 Fonctions linéaires discriminantes

L'analyse factorielle discriminante consiste a rechercher les combinaisons
linéaires de p variables explicatives (x1, x2, ..., xp), généralement continues,
qui permettent de séparer au mieux les g classes.

La premiére combinaison linéaire sera celle dont la variance entre les classes
(inter-classes) est maximale, afin d'exalter les différences entre les classes, et
dont la variance a l'intérieur des classes (intra-classes) minimale pour que
I'étendue dans les classes soit délimitée. Puis, parmi les combinaisons
linéaires non corrélées & la premiére, on recherchera celle qui discrimine le
mieux les classes, etc.
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Ces combinaisons linéaires seront les fonctions linéaires discriminantes.

Désignons par a(i) la valeur, pour l'individu i, d'une combinaison linéaire a
des p variables préalablement centrées :

p
a(i)= Y a;(x;j—X;)
j=1

La variance var(a) de la nouvelle variable synthétique a(i) vaut, puisque a(i)
est centrée :

n
var(a)=’—112a2(i)— 2[2 aj(xj - 7)1
i= bi=1 j=1

var(a) = — z z Zzl]](;\,] Xj)xjj = %j0)
n= 1j=1;=1

En intervertissant les sommations et en posant :
Z(x,j \’])(AU -X; )—cov(;\j,,] :)
la variance de la combinaison des variables a peut s'écrire :

p P
var(a)= Y, .’thjajfcov(xj,xj') =a'Ta
J=1j=1
ou a désigne le vecteur dont les p composantes sont ay, ..., apetT désigne la
matrice des covariances des p variables, de terme général ¢j;".

Nous allons montrer que la variance de a se décompose en variance intra-
classes et en variance inter-classes, ce qui correspond a une décomposition
analogue de la matrice des covariances T.

a - Décomposition de la matrice de covariance

La covariance totale entre deux variables xj et xj' s'écrit :

cov(xj, x; )——Z[Z(\U Xj)x0 X)] =t
=1 rel}

Comme en analyse de ln variance, nous allons décomposer cov(xj,xj-) en

somme de covariances infra-classes (a l'intérieur des classes) et covariances
inter-classes (entre les classes).

Pour cela nous partirons de l'identité, pour i, j, k :
(x[j —l_’j)Z(X,j —Q_ij)+(fkj —l_‘j)

La somme entre crochets dans la formule de la covariance se décompose
alors en quatre termes, dont deux sont nuls.
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En effet, par définition de Xj; :

IZ(Xij "ykj)(xkj’ - fj’) = (xk}" - yj')_z(xij —ij) =0
el lely

de fagon analogue, les sommes ci-dessous s'annulent :
‘Z(ij - f])(x,] - fk]) =0
13
Il reste la formule dite formule de décomposition de Huyghens (ou
équation d'analyse de la variance) :
i =dj + g
avec:

13 _ -
d]]=;2 .Z(x,-j—xkj)(xij'—xkj')
k=1 lelk

I n
I —k—' —Y:HxX:ir =X,
6‘]] k§+1 - (X =X N(xgj = %)

Ces p? relations se notent sous forme matricielle! :
T=D+E [3.3-1]

Ainsi, la variance d'une combinaison linéaire a des variables se décompose
d'apres la relation [3.3-1] en variance interne et variance externe :

a'Ta=a’Da+a’Ea [3.3-2]
Rappelons que, parmi toutes les combinaisons linéaires des variables, on
cherche celles qui ont une variance intra-classes minimale et une variance
inter-classes maximale. En projection sur l'axe discriminant a, chaque sous-

nuage doit étre, dans la mesure du possible, a la fois bien regroupé et bien
séparé des autres sous-nuages.

Il s'agit donc de chercher a tel que le quotient a’Ea/a’Da soit maximal (ou
a’Da/a’Ea minimal).

D'apres la relation [3.3-2] il est équivalent de minimiser a’Ta/a’Ea ou de
rendre maximal f(a) tel que :
a’Ea

f =
@) a’Ta

b — Calcul des fonctions linéaires discriminantes

La fonction f(a) 8 maximiser est le rapport de la variance inter-classes a la
variance totale. Cette fonction étant homogeéne de degré 0 en a (invariante si

1 La matrice des covariances Totale T se décompose en une matrice d'inertie intra-
classes D (Dans les classes) et une matrice d'inter-classes E (Entre les classes).
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a est changé en £ a, £ étant un scalaire quelconque), il est équivalent de
chercher le maximum de la forme quadratique a’Ea sous la contrainte
quadratique a’Ta = 1.
Ceci conduit a la relation! :

Ea=ATa [3.3-3]

Lorsque la matrice des covariances T est inversible, on obtient :
T 'Ea=Aa

a est vecteur propre de T 1E relatif a la plus grande valeur propre A.

En prémultipliant les deux membres de [3.3 - 3] par le vecteur a' on constate
que a'Ea, le maximum cherché, n'est autre que A.

La plus grande valeur propre 4, quotient de la variance exferne de la
fonction discriminante par la variance totale, est inférieure a 1 d'aprés la
relation [3.3-1]. On l'appelle quelquefois pouvoir discriminant de la
fonction a.

Remargue
En rendant maximum le quotient b’Eb/b’Db les combinaisons linéaires
discriminantes b seraient alors les vecteurs propres de la matrice D'E ot la matrice
D! définit 1a métrique de Mahalanobis. La valeur propre p correspondant , solution
de D7YEb = ub est reliée a 4 par la formule :
A

T1-%

On a évidemment y > A4, puisque la variance interne est toujours inférieure a la
variance totale.

Le vecteur b est comme a solution de I'équation [3.3 - 3] mais doit respecter la
contrainte b'Db =1

Les vecteurs a et b sont liés par la relation? :

a:( 1—1] b

u

¢ — Diagonalisation d'une matrice symétrique

La matrice T 1E n'est pas symétrique. Mais il est possible de se ramener a la
diagonalisation d'une matrice (g,9) symétrique. (Rappelons que p est le
nombre de variables et g le nombre de classes avec dans la plupart des
applications g < p).

1 Comme en analyse générale (section 1.1) ou en analyse canonique (section 3.1), nous
sommes conduits & annuler le vecteur des dérivées partielles du lagrangien
£=a’Ea- A (a'Ta-1) par rapporta a, ce qui donne la relation : 2Ea -2 ATa = 0, d'ot
finalement Ea = ATa.

2 Posant a = b, les deux relations a'Ea = 4 et b'Eb = u conduisent a la relation

EPEb=A,doi: E2u=A et £ = V1-2
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En effet la matrice E, de terme général :
il Ny — — V= -
ejir = ’Z,l?(xkj - % N(Xy - %)

est le produit d'une matrice C a p lignes et g colonnes par sa transposée; cette
matrice C a pour terme général :

ny _ —
Cjk =\/%(xkj—x]') [3.3-4]

Avec la décomposition E=CC’, la relation [3.3 - 3] s'écrit :

CC'a=ATa
Posons :
a=TCw [3.3-5]
cette relation s'écrit alors :
CC'T ICw=ACw [3.3-6]

Il est clair que tout vecteur propre w relatif & une valeur propre A (différente
de 0) de la matrice symétrique C'T~XC d'ordre (g, g) vérifie également [3.3-6].

Le vecteur a et le scalaire A vérifient alors la relation [3.3 - 3]. 1l suffit en
pratique d'effectuer la diagonalisation de cette matrice symétriquel, puis
d'en déduire a par la transformation [3.3 - 5].

3.3.3 Cas de deux classes :
équivalence avec la régression multiple

Lorsque la variable y ne prend que deux valeurs, chacune caractérisant une
classe, des simplifications apparaissent. L'analyse discriminante est alors un
cas particulier de la régression multiple.

On repérera les deux classes par les indices 1 et 2. La matrice des covariances
E entre classes a pour terme général :

=M R X Ty =)+ L (o — X )Ty e — T
e = " (X1; x])(xlj Xj)+ " (X2j = Xj (X5 — Xj°)
avec:
— ny_ ny
Xj=—X1i+—=X);
P T
En remplagant X; par sa valeur et en tenant compte du fait que ny +nz =1,
on trouve:

1De plus cette matrice symétrique d'ordre (g, ) sera en général notablement plus petite
que la matrice non-symétrique T-1E d'ordre (p, p).
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L U N R V.
¢ = 2 (%1 =~ %2j )Xy = %j0)

La matrice symétrique E d'ordre (p,p) et de rang 1, peut étre considérée
comme le produit d'une matrice colonne ¢ par sa transposée :

E=cc’
avec :
_Nm
C']' = " (XI] - x2])
La relation [3.3 - 3] s'écrit alors :
T lec’'a=2a

Prémultiplions les deux membres par ¢’ :
[c’T_lc]c’a =Ac’a

La quantité entre crochets est un scalaire, égal par conséquent a 4 qui est ici
une valeur propre unique car E est de rang 1.

Cette valeur propre vaut donc: A= T

A est appelée distance généralisée entre les deux classes ou encore "Distance
de Mahalanobis”. Le vecteur propre correspondant :

a=T
est l'unique fonction discriminante.
Considérons un vecteur w a n composantes, défini par:

_ | Jng/ny silindividu i est membre de la classe 1
*7 |- /ny/n, silindividu{ est membre de la classe 2

La régression multiple expliquant w par les colonnes de X conduit au
vecteur de coefficients noté ici b :

b=(X'X)"'X'w, avec: Iyx=T
n

On vérifie que :

1X’w =c

n
d'our :

b=T ¢
Le vecteur des coefficients de régression b coincide par conséquent avec le

vecteur des composantes de la fonction discriminante a calculé
précédemment 1.

1 Notons cependant que les tests et autres procédures statistiques seront d'une autre
nature.
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3.3.4 Lien avec d'autres méthodes

L'analyse factorielle discriminante est un cas particulier de l'analyse
canonique lorsque l'un des deux ensembles de variables est formé par les
indicatrices d'une partition. Lorsque les deux ensembles sont formés de
variables indicatrices, on retrouve I'analyse des correspondances, qui est
une double analyse discriminante (cf. aussi § 3.1.3). On peut également
présenter la méthode comme une analyse en axes principaux du nuage des
points moyens dans une métrique particuliére.

a — L'analyse canonique

Comme en analyse des correspondances multiples, la variable nominale a g
classes sera représentée par un codage disjonctif complet. On construit ainsi
une matrice Y a n lignes et g colonnes de terme général y;x valant 1 si
l'individu i appartient a la classe k ou 0 sinon. Autrement dit, nous
ajoutons aux variables initiales X des variables artificielles Y qui indiquent
l'appartenance aux diverses classes.

< p > q >
i k
n X Y

X Xy ..%,[00010

Figure 3.3-3
Tableau de données [X,Y]

Les p colonnes des variables observées du sous-tableau X seront centrées et
notées X. Nous poserons :

%j = % %
Notons qu'a la différence de I'analyse canonique, les colonnes de Y ne sont
pas centrées : la somme des éléments de la k€€ colonne vaut ng.

L'analyse canonique du tableau [X, Y] conduit & chercher le vecteur propre a
de la matrice N (formule [3.1-4] du § 3.1.2.a) :

N =(XX)" XY (YY) ly'x
Explicitons les différents éléments de la matrice N en tenant compte de la

nature particuliére des colonnes de Y :

Y . . -
- la matrice =X’X n'est autre que la matrice des covariances empiriques
n

désignée précédemment par T.
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-la matrice D=Y'Y est diagonale et son k®"¢ élément diagonal vaut g,
effectif de la ke classel.

- la matrice a p lignes et g colonnes H = XY a pour terme général :
1 n
hi = X &y = L% — Xy = Xxij = 1) = m(Fyg ~ %)
1=1 i=1 iely
En vertu de la relation [3.3 - 4], on peut écrire :
hjp = Jnng Ciy

soit :

H=XY=+/nC (YY)
Ces derniéres remarques nous permettent d'écrire :

XYYY)'YX=nCC' =nE
puisque :
1

XXy l==11
1

la matrice N devient finalement: N=TE
et le vecteur a cherché vérifie bien la relation [3.3 - 3] :

Ea=A1Ta

Nous pouvons également noter que l'on a, pour les deux types d'analyse, la
méme contrainte de normalisation :

a'Ta=1

Il y a donc coincidence entre variable canonique et fonction discriminante.
L'analyse discriminante apparait ainsi comme un cas particulier de l'analyse
canonique (sans centrage préalable des variables indicatrices) lorsque l'un
des deux ensembles est constitué de vecteurs booléens décrivant la partition
de I'ensemble des individus.

b — L'analyse des correspondances

Lorsque le sous-tableau X décrit lui aussi une partition en p classes, les
résultats du paragraphe précédent montrent immédiatement que l'analyse
des correspondances est un cas particulier de l'analyse factorielle
discriminante.

1 En effet, on a la relation ZJ,AJ,A =81 car l'individu 1 appartient soit & la classe k,

soit a la classe k', =1 si k k” et vaut 0 sinon. Pour k=k’, il y aura autant de termes
non nuls dans la somme que d'individus dans la classe k.
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p q
<><i—>

n X Y
0100(00010

Figure 3.3 -4
Tableau de données [X,Y]

Les deux sous-tableaux X d'ordre (n,p) et Y d'ordre (n,q) de la matrice des
données [X,Y] sont formés de variables indicatrices et jouent maintenant
des rdles analogues. Dans ce cas, les matrices X'X et Y'Y sont diagonales et
ont pour ktme glément les effectifs de la classe k de chacune des partitions ;
la matrice X'Y n'est autre que le tableau de contingence d'ordre (p,4) croisant
les deux partitions Py et Py.

Conformément aux conventions adoptées en analyse des correspondances,
on noteral:

- f., le kéme élément diagonal de la matrice %X’X (=Dp), (k<p)
- f.kr, le k’éme élément diagonal de la matrice Lyy (=Dg), (k'sq)
n

- fkk’, 'élément générique de la matrice lX’Y (=F), d'ordre (p,q)
n

Rappelons les formules établies au paragraphe 3.1.2 reliant les variables
canoniques :

=LoxxIxyb et b=l(yy)ly'Xxa
A A
Leurs composantes s'écrivent :

Q= Z ﬁ(k et bk' f—a
M fe 7» k=1 Sk’
On reconnait, sous cette forme, les relations barycentriques de l'analyse des
correspondances [1.3 - 12] et [1.3 - 13] reliant les coordonnées des deux nuages
sur un méme axe factoriel.

Cette identité suffit a établir qu'une analyse des correspondances est une
analyse canonique particuliere ou les tableaux X et Y contiennent les
variables indicatrices de deux partitions2.

1 5 est ici l'effectif global alors qu'il était désigné par k a la section 1.3.

2 La premiére racine canonique A2 est 'homologue de la premiére valeur propre, notée
A précédemment pour l'analyse des correspondances.
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Les sous-espaces Vy et Vy ont maintenant en commun la premiére
bissectrice! de R”; leur plus petit angle est donc nul.

Son cosinus (=1) est la valeur propre triviale déja rencontrée en analyse des
correspondances lorsque l'analyse est faite par rapport & l'origine et non par
rapport au centre de gravité.

On a alors A =1,4;=1etbj=1, pour tout i et tout j dans les relations écrites

ci-dessus. Le fait de centrer le tableau X revient a projeter les points-
colonnes sur le sous-espace orthogonal a la premiére bissectrice.

Cette opération ne modifie donc pas les variables canoniques non triviales.

L'analyse des correspondances apparait comme une double analyse
discriminante car chacun des blocs dans [X,Y] décrit une partition et aucun
d'entre eux n'est privilégié. Les fonctions linéaires discriminantes
coincident avec les facteurs de l'analyse des correspondances? du tableau de
contingence d'ordre (p,q) croisant les deux partitions.

¢ — Une analyse en axes principaux avec une métrique particuliére

L'analyse factorielle discriminante peut étre considérée comme une analyse
générale du nuage des g centres de gravité des classes k munis des masses

1y /n et avec la métrique T ou la métrique D! dite de Mahalanobis.

Le nombre d'axes discriminants est égal a g - 1 dans le casotin>p > ¢.

Il suffit en effet de se reporter au paragraphe 3.3.2.c précédent ol est
intervenu pour la premiére fois le tableau C des moyennes centrées.
L'analyse générale de ce tableau C avec la métrique T, selon les résultats
du paragraphe 1.1.6.a du chapitre 1 (analyse générale avec une métrique

quelconque : ici, X=C, M = T et N = I) conduit, pour trouver l'axe
factoriel u, a la relation:

C'CT u=Au
Posant T lu=a, o1 a est le facteur (opérateur projection) correspondant &
I'axe factoriel u :
C'Ca=ATa
De la méme fagon, avec la métrique p! , on obtient :

C’Ca=ADa

1 La somme des colonnes de X et la somme des colonnes de Y constituent le vecteur
dont toutes les composantes valent 1.

2 Cette présentation permet de montrer directement que les valeurs propres de
l'analyse des correspondances, étant des coefficients de corrélation canonigue (ou des
pouvoirs discriminants) sont inférieures ou égales a 1. De plus on pourra interpréter les
valeurs propres de l'analyse des correspondances en terme de pouvoir discriminant des
facteurs (axes factoriels) vis-a-vis des partitions étudiées.
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Choisir la métrique D! pour analyser le nuage des points-moyens, c'est
considérer comme équidistantes du centre j (par exemple) des zones
équiprobables (au sens des ellipsoides de densité) d'équation :

(x-X; yD 1(x~ X;) = constante
Grace a cette métrique, la distance est interprétée en terme de
"vraisemblance d'appartenance”.

Ainsi, sur la figure 3.3 - 5, ol sont représentées trois classes ayant mémes
ellipsoides de densité (équation ci-dessus , D étant la matrice des covariances
interne commune a chaque groupe), les points A et B sont équidistants

(selon la métrique D_l) du centre de classe Gj.

A B

I

Figure 3.3-5
Illustration de la métrique D-1

Avec la métrique euclidienne usuelle, B serait affecté plutdt a la classe 3 qu'a
la classe 1. On voit donc l'intérét de faire intervenir cette métrique dans
l'analyse des centres'. Nous reviendrons sur cette question au paragraphe
suivant dévolu aux régles d'affectation.

3.3.5 Principes des régles d'affectation (ou de classement)

Une fois trouvées les fonctions discriminantes qui séparent au mieux les
individus répartis en g classes, on veut trouver la classe d'affectation d'un
nouvel individu, pour lequel on connait les valeurs des variables
(x1, x2, ..., xp). Une regle simple et géométrique d'affectation est de choisir la
classe dont le centre de gravité est le plus proche du point-individu. La

111 est clair que cette métrique prend en compte une certaine anisotropie (orientation
préférentielle) de la densité. Elle n'a cependant de sens que si les ellipsoides de densité
sont les mémes a l'intérieur de chaque classe. C'est précisément ce qui caractérise
I'analyse discriminante linéaire, par opposition & l'analyse discriminante quadratique,
qui autorise des densités de formes différentes, et donc des métriques différentes pour
chaque classe.
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métrique généralement utilisée dans les applications les plus courantes est

celle de Mahalanobis globale (D_l), ou locale ( Dil, out Dy est la matrice des
covariances internes au groupe I).

Cette approche purement géométrique ne prend cependant pas en compte
les probabilités a priori des différentes classes, qui peuvent étre trés inégales
dans certaines applications (prévision de défaillance par exemple, ou
diagnostic d'un événement rare). Le modéle bayésien d'affectation permet
d'enrichir ce point de vue.

a - Le modeéle bayésien d'affectation

Au moment de l'apprentissage, nous savons que l'individu i appartient au
groupe Ik (appartenance codée par la valeur: y; = k) et nous calculons une

estimation de la probabilité P(x;j |I), c'est-a-dire la probabilité de x; sachant
que I est réalisé.

Au moment de l'affectation d'un individu nouveau noté x, on peut
calculer les différents P(x|Ik) pour k=1,2,..,q. Il parait raisonnable

d'affecter x a la classe Ix pour laquelle P(x | Ii) est maximale.

Cependant, ce ne sont pas les probabilités P(x|1}) qu'il faudrait connaitre
mais les probabilités P(Ik| x), c'est-a-dire la probabilité du groupe Ix sachant
que x est réalisé.

Le théoréme de Bayes! permet de procéder a cette inversion des probabilités.
11 exprime P(Ik| x) en fonction de P(x | L), Py) et P(x) :

P(x | 1)P(I)

P(I| %) = P

P(Ix) est la probabilité a priori du groupe k. P(x) s'exprime en fonction de
P(x | I) et de P(Ix) ; d'ol1 la formulation classique du théoréme de Bayes :
P(x |} )P(1
P(L) %) = : (xTOP()

3 P(x|1,)P(1y)
k=1

Le dénominateur est le méme pour toutes les classes. La classe d'affectation

de x sera celle pour laquelle le produit P(ink)xP(Ik) est maximal. Si les
probabilités a priori P(Ix) des classes sont égales pour toutes les valeurs de k,

les classements selon P(Ik| x) et P(x|Ik) sont identiques.

1 Pour un exposé de I'approche bayésienne qui donne un cadre conceptuel spécifique 2
la théorie de I'estimation et de la décision statistique, voir Robert (1992).
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Pour tester l'efficacité des régles d'affectation, on mesure les erreurs de
classement par des méthodes de rééchantillonnage, notamment la
validation croisée ou le bootstrap (cf. § 4.2.2). Comme dans le cas du modéle
linéaire, le choix des variables explicatives est une opération délicate.
L'étude de la stabilité des fonctions discriminantes est difficile. Les régles
d'affectation ainsi que l'estimation des taux d'erreur de classement
dépendent souvent de la taille de I'échantillon d'apprentissage.

b — Le modéle bayésien dans le cas normal

Notons fx(x) la densité de probabilité de x connaissant Ix dans le cas

multinormal, g et 2 désignant respectivement la moyenne et la matrice
des covariances théoriques a l'intérieur du groupe I :

1 '2_1
——(x~-p X -
i = LTl T S
(2m)P/2Z

que l'on préférera écrire :

-p/2 -1/2 "5 -

et =2 PSR Pexp{ L (i) Zil(x -}

L'affectation se fera selon la regle :

choisir k tel que fi(0P(;)= Tgx{fk( x)P(Iy )}
<q

ce qui est équivalent & trouver le minimum sur k de la fonction scx(x)
appelée score discriminant :

sc (%)= (x — b)) ZRM(x —pu) + Log|Ey| - 2LogP(Iy) [33-7]

Dans le cas ot les distributions dans chaque classe ont méme matrice des
covariances (cas illustré par la figure 3.3 - 5), la densité s'écrit :

— -1/2 i
St =@y PP el - L (x - i) T x - )}
11 suffit alors de prendre pour score discriminant :

sep(x) = (x =) Z7H{(x -y ) - 2LogP(Ty ) [3.3-8]

Si de plus les probabilités a priori P(Ix) sont égales, le score discriminant
coincide avec la distance de Mahalanobis :

sep(x) = (x =g ) Z7H(x ~py) [3.3-9]

et la régle bayésienne d'affectation devient la recherche du centre le plus
proche selon cette distance.

Le score discriminant donné par la formule [3.3 - 7] correspond a I’analyse
discriminante quadratique. Les cloisons interclasses données par l'équation
sci(x) = sck’(x), (k #k’), sont en effet des hyperquadriques.
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Les scores discriminants donnés par les formules [3.3-8] ou [3.3 - 9]
correspondent a ['analyse discriminante linéaire. Dans l'équation
scr(x) = sck'(x), (k #k’), les termes du second degré en x disparaissent et les
cloisons interclasses sont dans ce cas des hyperplans.

Ces hyperplans ont une équation de la forme :
X' 7Yy —py) = constante

Notons que le calcul suppose connus les paramétres théoriques ik et 2.

Ils suggérent de substituer en pratique les estimations empiriques aux
paramétres théoriques. Cette substitution est également encouragée par
l'approche descriptive développée au début de cette section, dans laquelle
les distances de Mahalanobis sont apparues de facon naturelle, en cherchant
a maximiser le rapport variance externe sur variance interne, sans recours a
I'hypothése de normalité.

Les scores discriminants utilisés en pratique!, lorsque 1'hypothése de
normalité est plausible, sont donc ceux présentés ici avec utilisation des
estimations empiriques des parametres.

¢ — Autres régles d'affectation

Il existe d'autres méthodes de discrimination que celles apparentées a
l'analyse factorielle discriminante ou au modele multinormal. Elles
impliquent d'autres regles d'affectations.

Citons, parmi les méthodes les plus utilisées? : les méthodes d'estimation
non-paramétriques de la densité, connues également sous le nom de
méthodes des noyaux (de Rosenblatt ou de Parzen), et les méthodes
d'affectation (également non-paramétriques) utilisant les m plus proches
v0isins.

- Estimation de la densité par noyaux

Une méthode simple de discrimination consisterait a diviser l'espace
multidimensionnel de I'échantillon d'apprentissage en cellules de volumes
comparables vy puis de compter, a l'intérieur de chaque classe k, (k <g) , les
nyx observations contenues dans chaque cellule r.

La fréquence n,x/nk est une estimation de la probabilité qu'une observation
de la catégorie k appartienne a la cellule v,. La régle de Bayes permet alors
d'affecter une observation supplémentaire x a une catégorie k, aprés avoir
déterminé la cellule v, qui la contient.

T Tl n'est cependant pas aisé de démontrer 'optimalité de cette démarche intuitive, sauf
dans des contextes asymptotiques assez particuliers (cf. Anderson, 1958 ; Friedman,
1989).

2 D'autres techniques de discrimination seront évoquées plus loin (méthodes
neuronales, régression logistique).
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Cette méthode est malheureusement impossible a mettre en oeuvre car le
nombre de cellules devient vite prohibitif dans un espace a p dimensions et
les échantillons n'ont pas une taille suffisante pour permettre une
estimation de fréquence a l'intérieur de chaque cellule.

On peut, pour la classe k, entourer d'une cellule chaque point observé, de

fagon a décrire la densité dans l'espace R”. Si le point a affecter x tombe 2
l'intersection de trois cellules de la classe k par exemple et en dehors des
cellules relatives aux autres classes, cela signifiera qu'il est dans une zone de
forte densité pour la classe k et donc qu'il a plus de chance d'appartenir a
cette classe qu'aux autres. Cette idée, présentée ici de fagon intuitive, est celle
des noyaux de Rosenblatt (1956).

Au lieu d'entourer les points de cellules de volumes fixes, on peut les
entourer d'une sorte de halo, une zone de densité qui décroit lorsqu'on
s'éloigne du point, de fagon a procéder a un lissage de cette densité dans
I'espace multidimensionnel. C'est la méthode d'estimation directe de la
densité par noyaux a laquelle on attache le nom de Parzen (1962).

La méthode des noyaux consiste a estimer la densité de probabilité a
l'intérieur de la classe k dans l'espace R” par une formule du type :

1 %% (x—x;
S _WEzK(—h ‘) [3.3 - 10]

La fonction K(z) doit vérifier les relations K(z) >0, et J'K(z)dz=1. Elle

pourra étre choisie parmi les densités de probabilité usuelles. On note que
l'on a bien dans ces conditions :

J Se(x)dx=1.
On utilise souvent la densité de la loi normale sphérique :

K(z)= (Zn)_P/zexp{—%z’z}

Le parametre h qui intervient dans la formule [3.3 - 10] est la dimension de
la fenétre. Dans le cas des noyaux normaux sphériques, il correspond a
l'écart-type de la densité locale autour de chaque point. Si h est petit, le
lissage risque d'étre mauvais; si h est trop grand, il risque d'étre excessif. Le
choix de la dimension de la fenétre est une des difficultés de ces méthodes
d'estimation directe de densitél.

- Régle des m plus proches voisins (Fix et Hodges, 1951)

Cette technique, utilisée surtout en reconnaissance des formes, résout d'une
autre fagon le probléme des cellules a densité trop faible: on étend le
voisinage autour du point x jusqu'a ce qu'il contienne m points de

1 Cf. Tomassone et al. (1988), Silverman (1986), Delecroix (1983), Hand (1982). Le
paramétre h, supposé unique dans la formule [3.3 - 10] peut avoir, dans des modéles
plus généraux, une valeur différente pour chacune des p variables et également pour
chacune des g classes.
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I'échantillon d'apprentissage. On affecte x & la classe la plus représentée dans
ce voisinage.

Cette méthode est particuliérement simple & mettre en ceuvre, surtout dans
un processus d'apprentissage progressif, car il n'y a pas de fonctions
complexes a recalculer pour prendre en compte les nouveaux individus qui
enrichissent 1'échantillon d'apprentissage.

Elle nécessite cependant des effectifs importants, des calculs d'affectation
coliteux (pour les exigences de la reconnaissance des formes, ot le
classement s'effectue souvent en temps réel) si les parameétres m ou p sont
grands!.

d — Qualité des régles de classement

IS

Il existe un cadre inférentiel paramétrique, apparenté a [’analyse
multidimensionnelle de la variance, qui permet de tester I'hétérogénéité

des classes (test de I'égalité des moyennes [, test de I'égalité des matrices de
covariances internes Dy). Ces tests (mentionnés dans la plupart des manuels
de référence cités au début de la section 3.3) dont la robustesse est difficile a
établir, sont moins utilisés depuis l'avénement des méthodes non-
paramétriques de rééchantillonnage qui seront évoquées a la section 4.2 du
chapitre 4.

On esquissera ici, pour les besoins des développements qui suivront, la
méthode dite de validation croisée.

La validation croisée

La mesure de la qualité d'une discrimination se fait a partir des
pourcentages de bien classés (ou de mal classés) dans chaque classe, et du
pourcentage global de bien classés. Cette mesure peut également, dans
certaines applications, faire intervenir des cofits de mauvais classement.

On peut calculer un pourcentage de bien classés sur l'échantillon
d'apprentissage, ce qui donnera une idée optimiste de la qualité de la
discrimination. Ce pourcentage de bien classés augmente avec le nombre de
parameétres du modéle, et peut étre excellent si le nombre de paramétres est
considérable, sans pour cela assurer que le modéle permet de réaliser une
prévision correcte. Le pourcentage de mal classés dans ces conditions est
appelé le taux d’erreur apparent ou encore le taux d'erreur par
resubstitution.

111 existe des ponts théoriques entre la méthode des m plus proches voisins et
l'estimation directe de densité dans le cas de variables binaires (cf. Fix et Hodges,
1951; Aitchison et Aitken, 1976). 1l est également possible, on I'a évoqué, de travailler
avec des noyaux adaptatifs, en faisant varier la dimension de la fenétre /i ou en
tenant compte des distances des m plus proches voisins. Pour une discussion de ces
diverses variantes, voir McLachlan (1992). Sur les divers algorithmes de m plus
proches voisins utilisés en reconnaissance des formes, cf. Dubuisson (1990). Sur les
problémes posés par des probabilités a priori inégales, cf. Chateau (1994).
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La méthode des échantillons-tests! recommande d'effectuer la
discrimination sur une partie seulement de I'échantillon d'apprentissage
(disons 80%) et de tester les régles de discrimination sur les 20% non
utilisés.

On peut améliorer le calcul du taux d'erreur en divisant 1'échantillon
d'apprentissage en m parties égales, en calculant la régle sur un échantillon
partiel formé de m-1 parties, et le taux d'erreur sur la partie restante, ce qui
peut étre fait de m fagons différentes. Ceci permet donc de calculer un taux
d'erreur moyen sur un échantillon aussi important que l'échantillon
d'apprentissage.

Plus m est proche de n, plus on se rapproche de la situation réelle de
classement. La validation croisée? correspond au cas m = n, autrement dit,
au cas pour lequel on effectue n discriminations en excluant a chaque fois
une observation. Cette méthode est évidemment cofiteuse en calcul mais
on peut parfois mettre en ceuvre des algorithmes évitant des recalculs
complets des fonctions discriminantes3.

La minimisation du taux d'erreur par validation croisée peut &tre utilisée
comme critére pour calculer les paramétres de certains modéles de
discrimination.

3.3.6 Régularisation en analyse discriminante

Comme la régression multiple (dont elle est un cas particulier dans le cas ol
la variable nominale & prédire n'a que deux catégories, cf. § 3.3.3), I'analyse
factorielle discriminante nécessite l'inversion d'une matrice des
covariances des prédicteurs (la matrice totale T ou la matrice intraclasse D).

Dans le cas de l'analyse discriminante quadratique, le calcul des distances de
Mahalanobis locales demande d'inverser les matrices de covariances
internes & chaque classe Dy (dont D est une moyenne pondérée).

Ces matrices D ou T, et surtout les matrices Dy, calculées sur un effectif ng
plus petit que 1, peuvent étre mal conditionnées ou méme singuliéres.

C'est systématiquement le cas en analyse discriminante qualitative lorsque
les prédicteurs sont des variables nominales codées sous forme disjonctive
comme en analyse des correspondances multiples ou en analyse de la
variance (cf. § 3.3.7).

1 On peut faire remonter cette pratique & Highleyman (1962), mais elle a probablement
da étre utilisée antérieurement, tant son principe releve du bon sens. Elle a été pronée
notamment par Romeder (1973).

2 Attribuée & Lachenbruch et Mickey, 1968, cette méthode (ctoss-validation) aurait été
utilisée dés 1964 par des chercheurs russes, selon Toussaint (1974). Ses propriétés ont
été étudiées par Stone (1974) et Geisser (1975). Une revue est faite par Hand(1986).

3 Cf. par exemple, Celeux (1990) pour le cas des fonctions linéaires discriminantes.
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On présentera briévement ci-dessous une méthode de régularisation
proposée par Friedman et la méthode de régularisation par axes principaux
déja proposée pour la régression (§ 3.2.5). Cette méthode a l'avantage de
fournir une description préalable de l'espace des prédicteurs et des
possibilités ultérieures de filtrage et de sélection de l'information.

a— Analyse régularisée de Friedman (1989)

Dans cette méthode de régularisation, une nouvelle estimation D (A,7) est
calculée pour chaque matrice des covariances locales Dy , qui devient une
moyenne pondérée des matrices des covariances globales et locales (role du
poids 1) et de la matrice unité (rdle du poids y) :

Dy(A,7)=(1- y)Dk<A)+%tr[Dk<A)]1

avec :
(1-A)Dj + AD

D)= (1-A)y+An

Le scalaire tr[Dk(l)] est la trace de la matrice Dy (A).

La détermination des parameétres A et ¥ se fait en optimisant les
pourcentages de bien classés obtenus par validation croisée.

Ces techniques donnent des résultats intéressants dans le cas de tableaux de
données petits ou moyens, lorsque le probléme initial est mal posé (n <p)
ou pauvrement posé (n > p, mais encore comparable & p)L.

Dans le cas de grandes matrices clairsemées cependant, l'échelle du
phénoméne crée de nouveaux problemes. Il est alors nécessaire de
comprendre ce qui se passe dans les espaces de dimension élevée.

Est-il vraiment nécessaire de garder tous les axes principaux ? Est-il possible
de filtrer I'information de base caractérisée parfois par un haut niveau de
bruit ? L'analyse par axes principaux répond a ces préoccupations.

b — Analyse régularisée par axes principaux

Du point de vue numérique, la diagonalisation est une opération plus siire
que l'inversion des matrices. La théorie de la perturbation® nous apprend
que la stabilité des vecteurs propres est une fonction croissante des
différences entre valeurs propres consécutives. Dans ce contexte, s'il est
nécessaire d'éliminer les dimensions correspondant a des valeurs propres
nulles, il peut étre aussi avantageux d'éliminer les dimensions

1 Voir aussi Callant (1991) pour une technique d'estimation des parametres A et .

2 Cf. par exemple : Wilkinson (1965); Kato (1966) et les travaux de Escofier et Leroux
(1972) utilisant les résultats de ces théories en analyse factorielle.
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correspondant aux petites valeurs propres, qui sont trés sensibles aux
perturbations du tableau de donnéesl.

- Axes principaux de l'échantillon total

La technique de réduction qui sera utilisée durant la premiere étape dépend
de la nature et des propriétés statistiques des données de base2. Une simple
décomposition aux valeurs singuliéres suffit pour une régularisation
numérique, si I'on ne désire pas de description de l'espace des prédicteurs.

Les nouvelles coordonnées de l'individu i sur l'axe principal r issu de
l'analyse de I'échantillon total sont désignées par z,; ,

Zr = ug(Xj —X)
ol ici u, est le 7°™Me vecteur propre normalisé de T matrice des covariances
totales correspondant 2 la valeur propre o ; u_est aussi la r2™€ colonne de la
matrice U d'ordre (p, max) (OU ryax est le nombre de valeurs propres
retenues).

La distance euclidienne usuelle dans R” de tout point i au point-moyen Gy
de la classe k (le point i peut ne pas appartenir a la classe k ni a 1'échantillon
d'apprentissage) peut s'écrire :

14

d2(i,Gy) = '21(xij -%)° [3.3-11]
]:

si tmax = p’ (p’ désignant le rang de la matrice de données X), cette méme
distance s'écrit, pour la nouvelle base :

Tmax
d2(i,G) =Y (2 —Zk,)? [33-12]
r=1
avec Zj, =ty (X3 —%).

La distance de tout point i au centre Gy de la classe k dans la métrique T
(intervenant en analyse discriminante linéaire, cf. 3.3.4.c) est telle que :

Tma YA
D2(i,Gp)= 3 Cir ~Z)” (33 -13]
r=1 r

On a toujours ryzxy <p’. La distance Dz(i,Gk ) est dite régularisée si rmax <p’
ou si tpuy =p' avec p’ <Min (n,p).

1 Cf. Les travaux de Wold (1976). Benzécri (1977 a) recommande que les analyses
discriminantes soient réalisées sur les axes d'une analyse factorielle préalable.

2 Analyse en composantes principales dans le cas ol les prédicteurs sont des variables
continues, situation retenue au cours des développements qui précédent ; mais cette
réduction pourra aussi étre une analyse des correspondances dans le cas de fréquences
ou des correspondances multiples dans le cas de variables nominales.
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- Axes principaux de l'échantillon projeté

Si I'on substitue a la matrice de données X, de terme général x;jj, la matrice
X de terme général J?ij = xjj = Xpj ou k est l'indice de la classe Iy & laquelle
appartient 'observation i et oul X;; désigne la moyenne de la variable j dans
cette classel, on est conduit a diagonaliser la matrice D (au lieu de T). Les
valeurs propres de D sont notées @, et les coordonnées des observations sur
les nouveaux axes principaux 4, sont notées Z;, .

La distance de tout point i au centre G de la classe k dans la métrique D!
(distance de Mahalanobis globale) est telle que :

haax (5. 3, )2
DGy =S Gir— %) [33-14]
r=1 r
ﬁz(i,Gk) est régularisée si rpax = p” (ol p” désigne le rang de la matrice

transformée X) quand p”"<Min (n,p) ou si rpax <p”.

- Axes principaux dans les groupes

Pour chaque classe Ik, les matrices de covariances d'ordre (fmgx ,finax ) sont

calculées séparément. On les exprimera ici a partir des coordonnées de
l'analyse globale précédente.

Les nouvelles coordonnées de l'individu i sur I'axe principal s de l'analyse
réalisée a l'intérieur de la classe Ik (il s'agit donc dans ce cas d'une simple
analyse en composantes principales non normée) sont? :

Wi = Vik (2; — Zk)
ol vk est le s¢M¢ vecteur propre normalisé de U'Dy U correspondant a la
valeur propre fBsk (Bsk est également valeur propre de Dy).

Avec ces coordonnées, on peut évidemment retrouver les distances
usuelles, calculées cette fois dans chacune des g nouvelles bases (pour tout
point 7 et tout point-moyen Gg), lorsque le nombre spyx (k) d'axes retenus a
ce stade pour la classe k, vérifie : syax (k) = gy

2 Snmx(k) 2
d°(i,Gy) = z (Wi — W) [3.3-15]
s=1
avec: Wy = Vis(Zy — Z)
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