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Vorwort

. [...] sodass diejenigen, die gerade noch die romi-
sche Sprache ablehnten, bald deren Beredsamkeit
begehrten. [...] Und dies wurde von den Unkundi-
gen ,Zivilisation‘ genannt, wihrend es in Wahrheit
ein Teil der Sklaverei war.*

Tacitus, Leben des Agricola

Die Modellierung von Epidemien ist im Jahre 2020 mit der durch ein Co-
ronavirus verursachten Pandemie ein aktuelles Thema geworden. Technische
Begriffe wie der Parameter % sind im Diskurs von politischen Entschei-
dungstriagern aufgetaucht. Die Frage der Saisonalitit stellte sich auch bei der
zweiten Epidemiewelle. Die Schwierigkeit, verldssliche Prognosen zu erhal-
ten, war nicht zu iibersehen.

Es gibt im Wesentlichen zwei Vorgehensweisen zur Modellierung von
Epidemien. Die erste basiert auf relativ einfachen mathematischen Modellen.
Diese Modelle haben zwei Vorteile. Der erste Vorteil ist, dass sie mathema-
tisch analysiert werden konnen, so dass man versteht, was fiir alle Parameter-
werten passiert. Der zweite Vorteil ist, dass die Parameter, von denen es ei-
ne kleine Anzahl gibt, aus den Epidemiedaten verniinftig geschitzt werden
konnen. Dies kann genutzt werden, um Vorhersagen zu treffen oder sich die
Folgen verschiedener Malnahmen im Bereich der 6ffentlichen Gesundheit
vorzustellen, zwischen denen man sich nur ungern entscheidet. Diese Vor-
gehensweise ist die dlteste: siehe z. B. die Kapitel 5, 14 und 18 von [4], in
denen jeweils das Daniel-Bernoulli-Modell fiir Pocken, das Ross-Modell fiir
Malaria und das allgemeine Modell von Kermack und McKendrick vorge-
stellt werden. Sie kann durch Computersimulationen begleitet werden, was
aber bei diesen historischen Beispielen offensichtlich nicht der Fall war.

Die zweite Vorgehensweise stiitzt sich auf ,,komplexe* Modelle, die zwar
simuliert werden konnen, von denen aber nichts mit Sicherheit gesagt werden
kann. Erst das Aufkommen von schnellen Computern hat diese Vorgehens-
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weise moglich gemacht. Einige dieser Modelle haben eine groe Anzahl von
Gleichungen und Parametern, die sie zunehmend realistischer machen. Aber
man ist gezwungen, viele Parameter, die oft nur sehr approximativ bekannt
sind, a priori festzulegen, bevor man versucht, einige andere Parameter aus
den Daten zu schitzen. Die Gleichungen selbst haben manchmal eine ,,mathe-
matische* Form wie Differentialgleichungen, manchmal eine ,,rechnerische®
Form wie Regeln, die von ,,Agenten* befolgt werden. Diese Unterscheidung
ist aber nicht wesentlich, da die mathematischen Gleichungen auch in einem
Computerprogramm kodiert sind. Beachten Sie, dass die Ergebnisse des Mo-
dells im Allgemeinen nicht reproduzierbar sind, es sei denn, das Computer-
programm selbst ist frei verfiigbar. Einige dieser Modelle haben nur eine klei-
ne Anzahl von Parametern, aber ihr stochastischer und raumlicher Charakter
macht ihre Analyse sehr schwierig: man begniigt sich mit Simulationen.

Dieses Buch ist eine Einfithrung in die mathematische Modellierung von
Epidemien im Sinne der ersten Vorgehensweise. Der Schwerpunkt liegt meist
auf der mathematischen Analyse, aber es gibt auch einige Parameterschétzun-
gen fiir Epidemien mit direkter Ubertragung (Coronavirus, Masern...) oder
mit Ubertragung durch einen Insektenvektor (Pest, Leishmaniose, Chikun-
gunya...). Nur wenige Biicher in franzosischer Sprache sind der Modellie-
rung von Epidemien gewidmet!. Es gibt nur wenige isolierte Kapitel, zum
Beispiel in [2, 3, 4, 17, 22, 31, 32, 35, 44, 66, 76]. Die erste Arbeit zur ma-
thematischen Modellierung einer Epidemie, die von Daniel Bernoulli, war
jedoch auf Franzosisch verdffentlicht worden. Fiir die Vorgehensweise mit
,.komplexen* Modellen kann man z.B. [68] konsultieren.

Ein ziemlich zentraler Begriff ist der der ,,Basisreproduktionsrate®, be-
zeichnet mit %y. Vereinfacht gesagt, ist es die durchschnittliche Anzahl der
Sekundérfille, die von jedem der Erstfille zu Beginn einer Epidemie infiziert
werden. Bei %) = 2 beispielsweise steckt eine Person zwei andere an, die
wiederum jeweils zwei andere anstecken usw., was zu einer geometrischen,
d.h. exponentiellen Progression der Fallzahl fiihrt. Da es sich um einen Mittel-
wert handelt, ist die Zahl %, normalerweise keine ganze Zahl. Die Epidemie
kann nur entstehen, wenn %y > 1.

In der Demographie gibt es eine dhnliche Vorstellung: Geburten sind die
Analoga von Infektionen, Todesfille die Analoga von Heilungen. Die Zahl
P ist dann das Verhiltnis der Geburten in zwei aufeinanderfolgenden Ge-
nerationen. Der Vergleich zwischen dieser demographischen %), die auf die
Arbeit von Bockh in den 1880er Jahren zuriickgeht, und ihrem epidemiologi-
schen Analogon begann erst in den 1970er Jahren. Aus mathematischer Sicht
kann man auch % mit dem kritischen Parameter der Verzweigungsprozes-

'In deutscher Sprache sind einige Kapitel in [1, 53, 60] zu finden.
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se oder Bienaymé-Galton-Watson-Prozesse vergleichen. Das Studium dieser
Prozesse hat eine gewundene Geschichte [4].

Die inzwischen klassische Notation % geht auf Lotka (1880-1949) zu-
riick. Er nannte %, die Reproduktivitit* (genauer die Netto-Reproduktivitit)
in seinem 1939 in Paris in franzosischer Sprache erschienenen Buch zur ma-
thematischen Demographie [46]. Dieser seltene, von ,,reproduktiv* abgelei-
tete Begriff tauchte um 1832 auf und bezeichnete damals die ,,Eigenschaft,
andere, sich selbst dhnliche Korper zu erzeugen, die lebenden Korpern in-
newohnt® [64]. Lotka modifizierte also die Bedeutung ein wenig, indem er
die Zahl, die diese Eigenschaft quantitativ misst, als Definition nahm. Man
beachte, dass Lotka im Jahre 1937 auf dem Internationalen Bevolkerungs-
kongress in Paris noch von ,,Bockh’schem Index % [45] sprach. Der Be-
griff ,,Reproduktivitit™ erscheint in Littrés Worterbuch und im Trésor de la
langue francaise, aber nicht in den meisten aktuellen Worterbiichern. Wir
hielten es fiir angemessen, sie anstelle der in der Epidemiologie verwendeten
,.Basisreproduktionsrate* oder der in der Demographie verwendeten ,,Netto-
reproduktionsrate‘ zu verwenden. Das Wort ,,Rate* ist in der Tat nicht richtig.
In den meisten Fillen bezieht es sich auf eine Grofle, deren Dimension der
Kehrwert einer Zeit ist, wie z. B. die Wachstums-, Geburten- oder Zinsrate,
die pro Jahr angegeben werden; diese Raten nehmen einen anderen Wert an,
wenn die Zeiteinheit geidndert wird. Die Zahl % entspricht jedoch nicht die-
sem Fall: Sie ist eine dimensionslose Zahl, die groBer oder kleiner als 1 sein
kann. Aus diesem Grund bevorzugen einige Autoren den Ausdruck ,,Basis-
reproduktionszahl®. Der Ausdruck ,,Basisreproduktionsrate ist dennoch weit
verbreitet, besonders in Frankreich. Die vorherrschende sprachliche Verfrem-
dung begiinstigt zudem die terminologische Reflexion nicht. Dies ist die Ge-
legenheit in diesem Buch, um zu versuchen, diese Situation zu korrigieren,
zumal wir einen wohlgeformten Begriff haben, der zusitzlich den urspriing-
lichen Begriff ist. Im Folgenden werden wir daher mit ,,Raten* nur einen Pa-
rameter bezeichnen, dessen Dimension der Kehrwert einer Zeit ist, wihrend
% die ,,Reproduktivitit” sein wird.

Zur Anekdote: Lotka war amerikanischer Nationalitit, war aber in Frank-
reich aufgewachsen. Franzosisch war seine Muttersprache, seine Mutter war
elsassischer Herkunft. Zum Leben von Lotka kann man [74, 78, 79] oder [4,
Kapitel 17 und 24] konsultieren.

Das Interesse an diesem Begriff der Reproduktivitt ist ein zweifaches.
Zum einen wird gezeigt, dass fiir mehrere relativ einfache Modelle mit kon-
stanten Koeffizienten die endgiiltige Grofe einer Epidemie, d.h. die Anzahl
der schlieBlich von der Krankheit betroffenen Menschen, im Wesentlichen

2 Auf Franzésisch: la reproductivité.
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nur von zwei Parametern abhingt: der GroBe der Population und dieser Re-
produktivitdt. Da die Reproduktivitdt vom Beginn einer Epidemie an abge-
schitzt werden kann, entsteht der theoretische Eindruck, die Grofie einer Epi-
demie vorhersagen zu kénnen, zumindest fiir den schlimmsten Fall, dass nichts
dagegen unternommen wird. In der Praxis ist es natiirlich viel komplizierter
[38], wobei der Hauptfehler zweifellos die Annahme einer homogenen Mi-
schung der Population ist.

Die Reproduktivitit % steht auch im Zusammenhang mit dem Aufwand,
der notig ist, um eine Epidemie zu verhindern oder eine endemische, d.h.
eine dauerhaft vorhandene Krankheit auszurotten. In vielen Modellen erfor-
dert dies die Teilung der Kontakte durch mindestens % oder die Teilung der
suszeptiblen Bevolkerung durch %, was durch die Impfung eines Bruchteils
1 —1/% der Bevolkerung erreicht werden kann. Zum Beispiel finden wir bei
Ho = 2,5 dass 1 — 1/%y = 60 %. Die Kenntnis von %, ermoglicht also eine
Abschitzung der minimalen Anzahl von Impfstoffdosen, die notwendig sind,
um eine kollektive Immunitét zu erreichen. Die Reproduktivitit hilft, quali-
tativ zu erkldren, warum einige Krankheiten schwieriger auszurotten sind als
andere, selbst mit einem Impfstoff: Thre Reproduktivitit ist besonders hoch.
Dies ist bei Masern der Fall, fiir die Schitzungen zufolge %, zwischen 15
und 20 liegt, was eine Mindestimpfquote in der GroBenordnung von 95 %
bedeutet, eine Zahl, die nur schwer zu erreichen ist.

Aus mathematischer Sicht erkennt man schnell, dass die Reproduktivitit
o, hinter der scheinbaren Einfachheit ihrer Definition in den trivialsten Mo-
dellen, nur in Modellen mit realistischerer Struktur sinnvoll als Eigenwert ei-
ner bestimmten Matrix oder eines Operators definiert werden kann. Die Insta-
bilitdt der Population in Bezug auf die Einfiihrung einiger weniger infizierter
Fille ist in der Tat typischerweise ein Eigenwertproblem. Der Ausgangspunkt
unserer Arbeit in der mathematischen Epidemiologie war die Feststellung der
Verwirrung bei der Definition der Reproduktivitit in dem sehr hdufigen Fall,
in dem Saisonalitit bei der Ubertragung eine Rolle spielt, insbesondere bei
Winterkrankheiten in Europa und bei durch Insekten tibertragenen Krankhei-
ten in Afrika. Die Experten waren dann grob in zwei Gruppen eingeteilt.

Auf der einen Seite gab es diejenigen, die eher mathematisch veranlagt
waren und genau wussten, dass in einem Modell mit periodischen Koeffizi-
enten die Stabilitdt nur von einer Zahl abhéngt, zum Beispiel dem dominan-
ten Floquet-Multiplikator im Fall von Systemen von Differentialgleichungen.
Nun hiéngt die ,,Durchschnittszahl der Sekundérfille natiirlich von der Jah-
reszeit ab. Der Rat war daher, den Begriff % in der periodischen Einstellung
aufzugeben.

Auf der anderen Seite gab es diejenigen, die mehr zu Statistik und An-
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wendungen in der Epidemiologie neigten. Sie zogerten nicht, von einem %
oder Z zu sprechen, das tiglich, wochentlich oder monatlich variiert, um es
durch Einfrieren der Werte der Parameter zu berechnen (so dass die Tech-
nik auch fiir Systeme gilt, deren Koeffizienten in der Zeit variieren, ohne
periodisch zu sein), um sie als Funktion der Zeit darzustellen (z. B. fiir die
Coronavirus-Epidemie von 2020) oder um monatliche Risikokarten darzu-
stellen, insbesondere fiir vektoriibertragene Krankheiten im Zusammenhang
mit dem Klimawandel. Wir werden jedoch im Abschnitt 18.2.4 ein Beispiel
zeigen, bei dem das System zu jedem Zeitpunkt auf die Ausloschung der Epi-
demie zuzusteuern scheint, wenn wir seine Koeffizienten einfrieren, bei dem
aber trotzdem eine Epidemie auftritt.

Wir haben daher versucht, diese Kollegen davon zu iiberzeugen, dass die
Reproduktivitit fiir periodische Modelle definiert werden kann, ohne dass es
an mathematischer Strenge mangelt:

* A, ist der Eigenwert eines bestimmten Operators auf einem Raum von
periodischen Funktionen;

* %, ist eine Zahl, die nicht von der Zeit abhéngt;

e Wenn wir einen Index fiir das Epidemierisiko wollen, der mit den Jah-
reszeiten variiert, dann ist die Wahrscheinlichkeit der Ausloschung bes-
ser geeignet als das, was bisher vorgeschlagen wurde.

Scheint die erstgenannte Gruppe nun groBtenteils iiberzeugt zu sein, so fah-
ren die meisten Spezialisten der zweiten Gruppe mit ihrer, wie man sagen
konnte, mathematisch fehlerhaften Verwendung von % fort. Diese Verwen-
dung scheint auch einen etwas tautologischen Charakter zu haben: ist es nicht
besser zu sagen, dass die wochentliche Anzahl der Fille um so und so viel %
gegeniiber der Vorwoche gestiegen ist, was unmissverstiandlich ist und was
jeder verstehen kann, als zu sagen, dass %, oder Z so und so viel mehr wert
ist als 1 an einem bestimmten Tag? Diese zweite Aussage hat nicht nur ei-
ne zweifelhafte mathematische Grundlage, sondern wird oft von einer iiber-
triebenen Genauigkeit von zwei Nachkommastellen begleitet, ein Fehler, den
[42, S. 234] als ,,pseudowissenschaftlich* bezeichnet.

Die verschiedenen Kapitel dieses Buches entsprechen Artikeln, die in den
letzten fiinfzehn Jahren verdffentlicht wurden. Die genauen Referenzen fin-
det man unter www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer. Es wurden auch einige Er-
innerungshilfen eingefiigt, insbesondere in den ersten Kapiteln. Eine Zusam-
menfassung am Anfang jedes Kapitels gibt einen Uberblick iiber den Haupt-
punkt. AuBler im ersten Teil war es vor allem eine Gelegenheit, einige klas-
sische Fragen der mathematischen Epidemiologie wieder aufzugreifen, aber
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in einem periodischen Rahmen und im Licht der neuen Definition, die fiir
die Reproduktivitit %y vorgeschlagen wurde. Es handelt sich also nicht um
einen Kurs im herkommlichen Sinne. Zwischen den Kapiteln gibt es einige
Wiederholungen. Der Vorteil ist jedoch, dass jedes Kapitel relativ unabhén-
gig von den anderen gelesen werden kann. Das Material ist auch ziemlich neu
und wird in keinem anderen Buch zu finden sein. Die Bibliographie wurde be-
schnitten, um nur das zu behalten, was fiir das Verstindnis des Textes wirklich
niitzlich ist. Es wurden besondere Anstrengungen unternommen, um Quellen
in franzosischer Sprache anzugeben. Der Fortschritt der automatischen Uber-
setzung ermdglicht es bereits, von der derzeitigen sprachlichen Uniformitit
wegzukommen. Die Kapitel sind nicht in chronologischer Reihenfolge, son-
dern nach Themen gruppiert. Einige Kapitel sind in einem mathematischen
Stil mit gut definierten Sitzen und Beweisen geschrieben; andere sind weni-
ger streng.

Der erste Teil betrifft Modelle mit konstanten oder stiickweise konstan-
ten Koeffizienten. Dieser Teil kann als Einfithrung in die Epidemiemodel-
lierung verwendet werden, da er z. B. das S-I-R-Modell von Kermack und
McKendrick, die Untersuchung der endgiiltigen Grofle der Epidemie und das
S-E-I-R-Modell enthilt. Die ersten beiden Kapitel befassen sich mit dem
vernachléssigten Problem der Abschitzung des Datums des Epidemiehohe-
punkts. Im Kapitel 3 wird eine Definition der Reproduktivitit % als asym-
ptotische Wachstumsrate pro Generation vorgeschlagen. Das Kapitel 4 kon-
zentriert sich auf den Beginn der Coronavirus-Epidemie in Frankreich, wobei
versucht wird, allgemeine Formeln zu erhalten, wenn die Kontaktrate einen
plotzlichen Sprung nach einer Eingrenzung erfihrt. Das Kapitel 5 dient als
Einfithrung in stochastische Epidemiemodelle.

Aus diesen Grundbausteinen kann man sich eine Vielzahl von Modellen
vorstellen, deren Verfeinerungsgrad von der praktischen Fragestellung, der
Verfiigbarkeit von Daten und den biologischen und sozialen Eigenschaften
der Infektionskrankheit abhéngt. Beispiele sind die Schichtung der Bevolke-
rung nach Alter, Geschlecht (bei sexuell iibertragbaren Krankheiten), Risiko-
gruppen oder Region. Im Folgenden wird der Rolle der Saisonalitit besondere
Aufmerksamkeit geschenkt.

Der zweite Teil beschiftigt sich mit deterministischen Modellen mit pe-
riodischen Koeffizienten. Die Saisonalitiit ist in der Tat bei vielen Epidemien
offensichtlich. Es wird eine detaillierte Untersuchung des Parameters %, im
periodischen Fall gegeben. Auflerdem gibt es Studien zu Chikungunya auf
der Insel Reunion, zu Leishmaniose in Marokko und zu einer historischen
Pestepidemie in Indien. Die letzten drei Kapitel dieses Teils befassen sich mit
der endgiiltigen Grofle einer Epidemie, noch im periodischen Fall.
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Der dritte und letzte Teil beschéftigt sich mit stochastischen Modellen
mit periodischen Koeffizienten. Im Mittelpunkt der Diskussion steht die Be-
rechnung der Wahrscheinlichkeit der Ausloschung einer Epidemie. Es wird
eine Anwendung auf den Fall von Masern in Frankreich vorgestellt. Das letz-
te Kapitel beschiftigt sich mit der Zeit, die es braucht, bis eine Epidemie
ausstirbt. Es ist zu beachten, dass diese beiden Themen auch fiir den Fall un-
tersucht wurden, dass die Umgebung nicht periodisch, sondern stochastisch
ist [6,7, 8,9, 10].

Ich bin den Kollegen dankbar, ohne die viele dieser Kapitel nicht existie-
ren wiirden: Souad Guernaoui und El Hadi Ait Dads in Marrakesch, Rachid
Ouifki in Stellenbosch, Siidafrika, Xamxinur Abdurahman in Uriimqi, Chi-
na, Gabriela Gomes, Carlota Rebelo und Alessandro Margheri in Lissabon,
Hisashi Inaba in Tokio, Claude Lobry in Nizza, Tewfik Sari in Montpellier,
und Frederic Hamelin in Rennes. Einige dieser Kooperationen wurden durch
die Forderung des Institut de recherche pour le développement ermoglicht.
Einige Teile des Buches wurden in Marrakesch, Tlemcen in Algerien und To-
kio gelehrt, wofiir ich auch Ali Moussaoui, Hiroshi Nishiura und wiederum
Hisashi Inaba danke.






Teil I

Epidemiemodelle mit
konstanten Koeffizienten



Kapitel 1
S-I-R Modell

In diesem Kapitel ist eine Epidemie durch ein Differentialsystem
vom Typ S-I-R modelliert. Wir nehmen an, dass die Population
grof3 ist. Wir untersuchen das asymptotische Verhalten der Zeit,
die die Epidemie bendtigt, um ihren Hohepunkt zu erreichen.

1.1  Gleichungen

Sei eine Population der Grofle N, die von einer ansteckenden Krankheit be-
troffen ist:

* sei S(¢) die Anzahl der Personen, die zum Zeitpunkt 7 infizierbar sind;
in diesem Zusammenhang spricht man gewohnlich von ,,Suszeptiblen®;

* sei I(¢) die Anzahl der infizierten Personen;

* sei R(¢) die Anzahl der Personen, die durch Eindimmung, Genesung
oder Tod nicht mehr infizierbar und nicht mehr infektios sind; bei ge-
nesenen Personen wird angenommen, dass sie immun sind und die Im-
munitét ohne zeitliche Begrenzung beibehalten.

Die Gesamtbevolkerung ist also
N=S()+1(t) +R(z).

Die verschiedenen Klassen von Individuen werden auch als Kompartimente
bezeichnet (Abb. 1.1), was aber nicht bedeutet, dass sie physisch getrennt
sind: Sie bleiben innerhalb derselben Population in Kontakt.

Die Gesamtpopulation wird als konstant und grofl genug angenommen,
dass es sinnvoll ist, die Epidemie durch ein Differentialsystem und nicht
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durch einen stochastischen Prozess zu modellieren. In der Tat, wenn die An-
zahl der Individuen grof genug ist, kann man irgendwie vergessen, dass diese
Anzahl eine ganze Zahl sein muss und so tun, als ob sie kontinuierlich variiert.
Wir vergessen auch fiir den Moment die Auswirkungen des Zufalls zu Beginn
der Epidemie, wenn die Zahl der Infizierten noch gering ist. Wir werden auf
diese Punkte im Kapitel 5 und im dritten Teil des Buches zuriickkommen.

Abbildung 1.1: Die Klassen des S-I-R-Modells.

Sei a die effektive Kontaktrate (a > 0). Sie ist das Produkt aus zwei Zah-
len: der Anzahl der Kontakte pro Zeiteinheit und der Ubertragungswahrscheinlichkeit
bei einem Kontakt zwischen einer infizierbaren Person und einer infizierten
Person. Die Einheit der Rate a ist also der Kehrwert einer Zeit.

Sei b die Rate, mit der Individuen die Klasse I verlassen und die Klas-
se R betreten (b > 0). Mit anderen Worten: Jedes Individuum in der Klasse
I hat eine Wahrscheinlichkeit bdt, sich wihrend jedes kleinen Zeitintervalls
dt in die Klasse R zu bewegen. Dies impliziert, dass die in dieser Klasse ver-
brachte Zeit eine Zufallsvariable ist, die nach einem Exponentialgesetz des
Parameters b verteilt ist, mit dem Mittelwert

oo 1
—bx

dx=—.

/0 =

Dies mag unrealistisch erscheinen, aber es vereinfacht die Darstellung. Der
Fall allgemeiner Verteilungen wird an mehreren Stellen behandelt, beginnend
mit dem Abschnitt 3.2.

Kontakte werden als zufillig angenommen, so dass, wenn eine nicht infi-
zierte Person auf eine andere Person trifft, die Wahrscheinlichkeit, dass diese
Person infiziert ist, gleich I/N ist. Das ist der Anteil der infizierten Personen
in der Population. Jede Person in der Klasse S hat also eine Wahrscheinlich-
keit a x (I/N) x dt wihrend eines kleinen Zeitintervalls dt infiziert zu werden.

All diese Annahmen fithren zu dem beriihmten S-I-R-Modell von Ker-



mack und McKendrick (1927) [4, Kapitel 18] fiir eine Epidemie :

ds I

=4S — 1.1
7 aSg (1.1)
dl 1

dR

— =bhl 1.3
7 (1.3)

Dies ist eigentlich eine vereinfachte Version des Originalmodells. Letzteres
erlaubt eine beliebige Verteilung fiir die in der Klasse I verbrachte Zeit.
Seien die Anfangsbedingungen

mit 0 < Ip < N. Die Zahl Ij ist im Allgemeinen sehr klein vor N, was mit
Ip < N notiert wird.

Ein Beispiel ist in der Abbildung 1.2 dargestellt. Wir benutzten die Soft-
ware Scilab und ihre Funktion der numerischen Losung von Differentialsy-
stemen mit Iy = 1, @ = 1/2 pro Tag und b = 1/4 pro Tag. Zu Beginn der Epi-
demie steckt eine infizierte Person also durchschnittlich alle zwei Tage eine
Person an (1/a). Die durchschnittliche Dauer der Infektion 1/b betrigt 4 Ta-
ge. Die Reproduktivitét ist in diesem sehr einfachen Fall die durchschnittliche
Anzahl der Sekundirfille, die eine infizierte Person zu Beginn der Epidemie
ansteckt, also das Produkt a x (1/b). So ist

a
%0 - b’
was Zp = 2 ergibt.

Beachten wir, dass A = a — b die Wachstumsrate der Epidemie zu ihrem
Anfang ist, da man dann S(¢) ~ N hat und

7~ (a—b)L

Die Zahlen I(r) und R(z) wachsen also zunichst wie e*’. Die Rate kann aus
epidemiologischen Daten geschitzt werden, z. B. durch Auftragen der Da-
ten im logarithmischen Mafstab und Messen der Steigung. Ist die mittlere
Infektionsdauer 1/b bekannt, entweder weil es sich um eine bereits erfasste
Erkrankung handelt, oder im Falle einer neuen Erkrankung durch sorgfil-
tige Beobachtung einer Anzahl von Fillen, bei denen das Infektionsdatum
ermittelt werden konnte, so kann die effektive Kontaktrate a = A + b und die
Reproduktivitit 2y = a/b = 1 + A /b schiitzen.
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Abbildung 1.2: Eine Simulation des S-I-R-Modells mit Zeit ¢ in Tagen auf der hori-
zontalen Achse.

Anmerkung 1.1. Die Proportionen

x(t) =S@)/N, y(t) =1(t)/N,  z(t) =R(1)/N

sind Losungen des Systems

dx dy dz
- —axy, I =axy—by, o =by,
mit x(0) = S(0)/N =1—1y/N, y(0) = Ip/N und z(0) = 0. Dies zeigt zum
Beispiel, dass einige Eigenschaften des Modells wie der Zeitpunkt des Epi-
demiehdhepunkts von den Parametern Iy und N nur durch das Verhiltnis Iy /N
abhingen.

1.2 Endgiiltige GroBe der Epidemie

Proposition 1.2. Das System (1.1)-(1.4) hat eine eindeutige Losung, die fiir
alle t > 0 definiert ist. Auflerdem ist S(t) > 0, 1(z) > 0 und R(t) > 0 fiir alle
t>0.

Beweis. Der Satz von Cauchy-Lipschitz [52, Theorem 16.5.5] sichert die Exi-
stenz und Eindeutigkeit einer Losung des Systems (1.1)-(1.4) auf einem maxi-



malen Intervall [0; T[. Nach der Gleichung (1.1) haben wir fiiralle 0 < ¢ < T,

S(1) = S(0) exp (—;’I /Otl(u) du) >0,

weil S(0) > 0. Da die Gleichung (1.2) so geschrieben werden kann

dl
— =(aS/N—-b)1I
= (@S/N=b)L

haben wir auch
a t
I(1) = 1(0) exp (/ S(u)du —bt) >0,
N Jo
weil I(0) > 0. SchlieBlich ist

R(1) :b/oll(u)du>0

fiir 0 <t < T. AuBBerdem ist

d

7 (S+I+R)=0,

also S(¢) +1(¢) +R(¢) = S(0)+1(0) +R(0) = N. Wir haben also 0 < S(¢) <N,
0 <I(r) <N und 0 < R(t) <N fiir alle 0 < ¢ < T. Da die Losungen auf
dem maximalen Intervall [0; T[ beschrénkt bleiben, folgt, dass T = oo [15,
Korollar 3.34]. Das System (1.1)-(1.4) hat also eine eindeutige, fiir alle # > 0
definierte Losung. O

Sei log(+) der Nepersche Logarithmus.

Proposition 1.3. Die Funktion S(t) ist streng abnehmend und konvergiert
gegen einen Grenzwert Se.. Die Funktion R(t) ist streng steigend und konver-
giert gegen einen Grenzwert Re.. Die Funktion 1(t) konvergiert gegen 0 fiir
t — —oo. Wir haben S. + R = N. Sei xg = S(0)/N. Die endgiiltige Grife
der Epidemie ist so, dass X. = Se /N ist die eindeutige Losung im Intervall
10, 1] der Gleichung

Def

021 x4 Ziog X — 0. (1.5)
a X0

Wenn a > b, dann liegt diese Lisung im Teilintervall |0; b/al.
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Beweis. Gemil der Proposition 1.2 haben wir S(¢) > 0 und I(r) > 0. Daher
ist

dS I

— =—-aS - <0.

a~ PN
Die Funktion S(¢) ist also streng abnehmend und minorisiert durch 0. Sie

konvergiert gegen einen Grenzwert S.. fiir # — 4-co. Auf dieselbe Weise ist

dR
— =bI>0.
dt >

Die Funktion R(#) ist also streng steigend und durch N begrenzt. Sie konver-
giert gegen einen Grenzwert R., fiir t — 4-co. Mit den Gleichungen (1.1) und
(1.3), stellen wir fest, dass

dR bN dS
=bl

dr 7 aSdr’
Also ist
DN . S(r)
R(t) =——I1 . 1.6
(r) « °2500) (1.6)
Im Grenzwert folgern wir S, > 0 und
bN Se
Re=——1 .
a %5(0)

Da I(t) = N — S(7) — R(z), konvergiert auch die Funktion I(z) gegen einen
Grenzwert I, fiir t — +o0. Aber wenn wir I, > 0 hitten, wiirden wir

R(1) :b/otl(u)du oo

t—oo

ableiten, was unmdglich ist, da R(#) < N. Also ist Io = 0 und Se +Rw = N.
So ist
bN Se
See =N—Ree =N+ —log——.

%500
Diese Gleichung bestimmt S.. und damit auch die endgiiltige Grofle der Epi-
demie R... Dividiert man durch N, so erhélt man mit der Definition (1.5) der
Funktion ¢ (x): ¢ (xe) =0 und 0 < xe < 1. Jetzt ist

0(x) = 142

ax’



Wir wollen zwei Fille unterscheiden. Nehmen wir zunichst a < b an. Dann ist
¢’ (x) > 0 auf dem Intervall ]0; 1. Die Funktion ¢ (x) ist auf diesem Intervall
streng steigend. AuBerdem gilt ¢ (x) — —oo fiir x — 0" und

b 1

¢(1)=—-log— >0
a X0

da 0 < xp < 1. Es gibt also ein eindeutiges x* € ]0; 1], so dass ¢ (x*) = 0.

Somit ist Xe = x™.

Nehmen wir nun an, a > b. Dann ist ¢’(x) > 0, wenn 0 < x < b/a, und
¢’(x) <0, wenn b/a < x < 1. Die Funktion ¢ ist streng steigend auf dem
Intervall |0; b/a[ und streng fallend auf dem Intervall |b/a; 1[. Wir haben

b b, b b b b

¢(bja)=1— 7+710g£ >1—=+-log-.

a a ° xo a a “a
Sei x(x) = 1 —x+xlogx. Wir haben x'(x) =logx < 0, wenn x € |0, 1] und
x(1) =0. Also ist x(x) > 0, wenn x € |0, 1[. Somit ist ¢ (b/a) > x(b/a) >
0. Wir haben noch ¢(x) — —eo fiir x — 07 und ¢(1) > 0. Es gibt also ein
eindeutiges x* € ]0,, 1], so dass ¢ (x*) = 0. Wir haben auch x* € ]0; b/a[ und
Xoo = X" O

Anmerkung 1.4. Die Gleichung (1.5) kann auch so geschrieben werden,

a
X = Xo exp (_E(l —x)) ,
odermitz=1—ux,
a
1 —z=1xpexp (_EZ) .

Wenn a > b, dann ist zee = R /N =1 —x > 1 —b/a.
Anmerkung 1.5. Die Losung x.. hdngt von den Parametern a und b nur durch

das dimensionslose Verhiltnis %y = a/b ab. Durch Ableitung der Gleichung
(1.5) finden wir

_dxoo_ 1 o x;.o_’_ 1 dxm_o
d%o (%0)2 £ X0 <@0xo0 d%o e
Also ist .
e 8 <0.

A% Ro(1/xe — Ro)
Da Zew = Rw/N = 1 — xo,, sehen wir, dass der endgiiltige Anteil, der die In-
fektion durchlaufen hat, eine streng steigende Funktion von % ist. Je hoher

die Reproduktivitit %, ist, desto hoher ist die endgiiltige GroBe der Epidemie
(Ro).
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Proposition 1.6. Wenn a < b, dann ist

o< 0
l—a/b

und Re. /N — 0 fiir Iy /N — 0.
Beweis. Da S(t)/N < 1, haben wir aus der Gleichung (1.2)

dl
— < (a—b)I<O.
n (a—b)I<

Also ist I(r) < I(0)el@ )" und

b1(0)

. O
b—a

o0
R.. = b/ I(u)du <
0

Anmerkung 1.7. Angenommen Iy < N. Wenn a < b, dann ist z.. = Re. /N2 0
aus der vorherigen Proposition. Wenn a > b, dann ergibt die Anmerkung 1.4
mit xg ~ 1

a
1 — 2z = €Xp (—Ezoo)

und z., # 0. Abbildung 1.3 veranschaulicht diese Formeln, indem sie zeigt,
wie Z. in Abhingigkeit von %y = a/b variiert. Wenn %, < 1, gibt es kei-
ne wirkliche Epidemie. Wenn % > 1 und % = 1, dann ergibt eine Taylor-
Formel des Exponentials

R0 70)?
l—zw% 17%02m+w7
2
daher
Zoo R 2 (% — 1). (L.7)

Zum Beispiel fiihrt eine Reproduktivitit Zy = 1,05 zu einer Endgrofie der
Epidemie R../N nahe 10 % (genauer 9,4 %).

1.3 Epidemischer Hohepunkt

Wir haben im Beweis der Proposition 1.6 gesehen, dass die Funktion I(¢)
abnehmend ist, wenn a < b. In diesem Fall gibt es keinen Epidemieh6hepunkt
und die Endgrofle der Epidemie ist sehr klein vor der Gesamtpopulation N,
wenn die Anfangsbedingung I(0) selbst sehr klein vor N ist, was in der Praxis
meist der Fall ist.
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Abbildung 1.3: Der endgiiltige Anteil der von der Epidemie betroffenen Bevolkerung,
Zeo = R /N, in Abhingigkeit von der Reproduktivitit Zy = a/b bei Iy < N.

Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf den Fall, in dem a > b oder
genauer gesagt auf den Fall, in dem a (1 — I /N) > b, was fast gleich ist, wenn
Iy/N <« 1. Am Rande sei bemerkt, dass

a 1
Ry=—>——>1.
0= 5 7 T-1y/N
‘Wir haben dann dl
E(O):[a(l—lo/N)fb]Io>0.

Die Funktion S(¢) ist streng abnehmend. Sie sinkt von S(0) =N—-Ip =N (1 —
Iy/N) > Nb/a bis S. auf dem Intervall [0; +oo[. Nun ist Sec < Nb/a gemiB
der Proposition 1.3. Es existiert also ein eindeutiges 7 > 0, so dass

S(t) =Nb/a.
Da dl
7 = (aS/N—-b)I (1.8)

und da I(z) > O fiir alle 7 > 0, sehen wir, dass d1/dt > 0 und dass die Funktion
I(¢) auf dem Intervall ]0; 7[ streng steigend ist. Dann ist dI/dt < 0 und die
Funktion I(¢) ist auf dem Intervall | 7; +oo[ streng abnehmend. Der Hohepunkt
der Epidemie ist also

1(7) = maxI(r).
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Die Hohe ist leicht zu bestimmen. In der Tat haben wir mit der Bezie-
hung (1.6)

Nb _Nb,S(1)

; 7= ng’ N =S(7)+1(7) +R(7).

Das Ergebnis ist

I(7) S(z) R(7) b b N b
o2 2 2 D og [ —— 2 ).
N N N a2\ N 4
Wenn Ip/N < 1, dann ist

I(7) b b, b 1 +1log %
1 =24 %10g 2 =1 - 080
N a+a0ga X

Wenn aulerdem % = 1, dann ergibt eine Taylor-Formel zur Ordnung 2 des
Logarithmus
I(7) 1+ (%o—1)— (%o—1)/2  (%o—1)?

7#\/1_ ~
~ ~

Ro 2

1.3.1 Datum des Epidemiehohepunkts

Das Datum des Hohepunkts ist schwieriger zu untersuchen. Wir folgern aus
der Beziehung (1.6)

as s

B XN-s-R)= —a% (N—S+ I\Z’mg[S(r)/S(O)}) .

Da S(¢) streng monoton ist, haben wir

-rd "Nb/a ds
T= t= .
/0 ./s(o) —a% (N—S+Ntlog[S/S(0)))
Sei s = S/N. Dann ist

_h

1 N ds
T:a/“; s(1—s+ Zlog[s/(1—1Io/N)]) (1.9)

Wir werden das asymptotische Verhalten dieses Integrals fiir N — 4o unter-
suchen, wihrend alle anderen Parameter fest sind, einschlieBlich Ij.
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Proposition 1.8. Das Datum t des Epidemiehdhepunkts ergibt sich fiir N —
~+oo aus der Formel

1 N b a logf —14e "4y
T=——<log—+1lo 1——|log-— +/ ——du y+o(1
Rl () i e P R

die auch so umgeschrieben werden kann

1 N

wobei Xy =a/b > 1.

Beweis. Sei b
€ =——log(l —1Ip/N).
a

Wir haben € > 0. Dann ist T = 71 + 7> mit

Ll
: _1/ N 1 - 1 ds
Tal l+e—s+2logs e—(1-L)logs) s’

a

a

. 1/1—113 ds
*Tal s[s—(l—%)logs]'

Durch Reduzierung auf den gleichen Nenner ist

. 1/1_IN0 —1+s—logs ds
1= b [e—(1—2)logs] (1+87s+§logs) s
Es gilt
ENEEHO

fiir N — +o0. Beachten wir, dass das Integral, das beim formalen Ubergang
zum Grenzwert N — oo eingreift,

/1 —1+s—logs ds
b —(logs) (1 —s—l—glogs) s

a priori ein verallgemeinertes Integral in s = 1 ist. Aber die integrierte Funk-
tion erstreckt sich durch Kontinuitét denn

12
( 21) +o((s—1)?%)

logs=s—1—
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in der N#he von s = 1, so dass

—1+s—logs R 1
—(logs) (l — 5+ Zlogs)s s=1 2(1—=b/a)’

Insbesondere ist dieses Integral konvergent. Fiir b/a < s < 1, seien

(s) = —1+s—logs
v 7—(a—b)(logs)(l—s—f—glogs)s
1 —1+s5—logs
MO S

a [e—(1—2)logs] (1+€&—s+L2logs)s

Es gilt 0 < yn(s) < y(s) und yn(s) — y(s) fir N — 4-c0. Da

gwwm

ein konvergentes Integral ist, zeigt das Theorem der dominierten Konvergenz
[52, Theorem 10.1.34], dass

) WN (s) dSNjw , (s)ds
Auflerdem ist
1 1
< y l//N(s)dsg/l_L (s)dsNI)MO
Also ist
177 1 1
Tl—./ ds-/ UN(s ds—/ W ( )dsI\H—+>0o » y(s)ds
und
-1 -1 d
/ +s—logs j+0(1), N — oo,
Ca-b (logs) (1—s+2logs) s
Mit der Substitution s = e~ * erhilt man
log ¢ —1 u
/ ’ e —|—bu du+o(1).
a-b (1—e—Lu)
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Auflerdem kann das Integral 7, explizit berechnet werden:

1 llog{s— (1- 2)logs}] ¥
—(1-2) b

oo (1)) e (1))

log N 4-log [(1—2)log 4
_ogq ga[(b 2) gb]—i—o(l).

T =

Q|

Addiert man die beiden Ergebnisse, erhilt man die Formel der Proposition.
O

Abbildung 1.4 zeigt, wie gut diese Formel das durch das Modell gegebene
Datum 7 des EpidemiehShepunkts approximiert. Fiir die numerische Berech-
nung der Integrale verwendeten wir die freie Software Scilab. Der Parame-
ter b wurde so gewihlt, dass die infektiose Periode im Durchschnitt 1/b = 4
Tage dauert.

140,
1201
1001
801
60

40+

20 1 M
log N

0

4 6 810 1I2 1I4 1I6 18 Zb

Abbildung 1.4: Das Datum des Epidemiehohepunkts im S-I-R-Modell, in Tagen seit
Beginn der Epidemie, als Funktion von logN gemif} der exakten Formel (1.9) [durch-
gezogene Linien] und gemif der approximativen Formel (1.10) [kleine Kreise]. Para-
meterwerte: [o = 1, b = 1/4 pro Tag, Zy = a/b € {1,5;2; 3}.

Anmerkung 1.9. Die Formel (1.10) bleibt unverindert, wenn wir von der An-
fangsbedingung S(0) =N —i—r, 1(0) = i und R(0) = r ausgehen, mit i > 0,
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r>0,i+r<Nunda(l—5) > b.In der Tat, seien N=N—r=N(1—r/N),
R(t) =R(¢) —rund @ = aN/N = a(1 — r/N). Dann ist

ds I dl I dR
7:*/\57, 7:/\577171, 7:b1,
dt “ N dt “ dt

mit $(0) = N —i,1(0) = i und R(0) = 0. Damit sind wir wieder bei dem oben
behandelten Fall angelangt. Also ist

1 N o

Da aber N — oo fiquivalent zu N — oo ist, da logN = logN + O(1/N) und
daa=a+O(1/N), fallen wir zuriick auf

1

T= a_b{loglj+f(a/b)}+o(1), N — +oo.

1.3.2 Untersuchung der Funktion /(%)

Abbildung 1.5 zeigt, wie die Funktion f(%) der Proposition 1.8 in Abhén-
gigkeit von % variiert:

* die Funktion f(%y) scheint steigend zu sein; das ist nicht offensicht-
lich, auch nicht durch Berechnung der Ableitung;

* wir haben f (%) = 0 fir Zp ~ 2,1.

* Fiir Werte von %, die nicht zu nahe an 1 liegen, sagen wir zwischen
1,5 und 10, was ein verniinftiger Bereich fiir eine grole Anzahl von
Infektionskrankheiten ist, scheint der zweite Term f (%) recht klein im
Vergleich zum ersten Term log(N/Ip) der Formel (1.10). BeiIp = 1 und
beispielsweise einer Population N = 10> haben wir log(N/Ip) ~ 11,5,
wihrend | f(Z)| kleiner als 2 bleibt.

Proposition 1.10.
f(%o)zlog[%%—l)z} +o(l), %y—17. (1.11)

Beweis. Fir Zy — 17 giltlog %y = (%o —1)(1+0(1)) und

log [(1 - 9120) log%o] =log [(%o — 1)*] +0(1) = 2log(%o — 1) +o(1).
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-84

Abbildung 1.5: (%) in Abhingigkeit von % [durchgezogene Linie] und die Ap-
proximation (1.11) in der Nachbarschaft von % = 1 [gestrichelte Linie].

In der Nihe von u = 07 ist

—14+e ™ 4u _ M2/2+0(M2)
u(l—eu—u/Ry)  u(u—u2/2+o0(u)—u/%y)
_ 1+o(1)
- 2(1-1/%0) —u+to(u)’
Aber
log Z du og 7
/0 20—1/%)—u [_log{z(l—l/ﬂo)—u}}o
_ 2(1—1/%y) —log %o
= —log 00— 1/7)
— IOge%()
= —log [1 — 2(]_1/%0)]
o~ loa(1/2) = log2
Sei

_ —l+et4u 1
SW) = e i) 30— 1) -

Es bleibt zu zeigen, dass

log Zo
/0 Cw)du —s 0.

Ro—11
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Reduziert auf den gleichen Nenner, stellen wir fest, dass

e —1+u—u?/2
(—e“—u/)(1—1/%—u)2)

Sl = (1= 1/480)

Nach der Taylor-Lagrange-Formel existiert fiir alle # > 0 ein 6 €]0; 1] derart,
dass

2 3
u u
U ‘% —6u
e u+ 5 6e
Also fiir alle u > 0 ist
2 3
u u
-1 - =< —,
€ “+u )
2 3
1—e*“—u/%o:u—%—l—%e*e“—u/%’o

2
>u—%—u/%0:u(l—l/%0—u/2).

Wir stellen fest, dass fiir 0 < u < log %y,
1—1/%’0—u/2> 1—1/%0—(10};%0)/2 ~ (%0—1)/2>0.
Ro—11

Fiir % nahe 1 haben wir 1 — 1/%y — (log%)/2 > 0. So ist

log % 1— 1/%0 log %o
J e < b 6
~ 1—1/% (log %)
T 1= 1/% — (log %) /2P 12
Ho— 1

~J .
Ro—1+ 3 Ryt

1.3.3 Anmerkung

Das Datum des Epidemiehthepunkts ist keine monoton abfallende Funktion
der effektiven Kontaktrate a, wie man a priori annehmen kdnnte. Abbildung
1.6 veranschaulicht dies anhand einiger numerischer Beispiele.

Um diese Abbildung zu verstehen, ohne wirklich streng zu sein, nehmen
wir an, dass N groB ist und %, nahe bei 1, aber mit N(%Z — 1 )2 nicht zu klein.
Durch Kombination der Ndherungsformeln (1.10) und (1.11) ergibt sich

log [%2(41/% )2
T~ .
a—b
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Abbildung 1.6: Das Datum des Epidemieh6hepunkts gemil der exakten Formel (1.9)
in Abhingigkeit von der effektiven Kontaktrate a fiira > b/(1 — 'NO), wenn Iy =1 und
N € {100; 1.000; 10.000}. Wir haben die Zeiteinheit so gewihlt, dass b = 1 ist.

Also ist

or 2—log [%2(01/1? - 1)2]
da (a—b)?

Man bemerkt, dass % ~ (0 wenn

a I()
7%] —
b —I—e\/2 ,

wobei die Zahl e die Basis der neperschen Logarithmen ist. Mit diesem Wert
von a, notieren wir ihn als a*, ist der entsprechende Wert des Maximums von
T
. 2 2 /2N

™ T T he Vo
Der Zeitpunkt des Epidemiehohepunkts ist also nicht immer eine abnehmen-
de Funktion der Kontaktrate. Dies wird nur fiir Werte von %, nahe 1 beob-
achtet.

1.4 Anniherung, wenn die Reproduktivitiit nahe bei 1 liegt

Betrachten wir wieder den Fall, in dem %y = a/b ~ 1 mit %, > 1. Wir neh-
men an, dass die Anfangsbedingung Iy /N klein ist. Nach der Approximation
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(1.7) ist die endgiiltige GroBe der Epidemie R./N ebenfalls klein. Da die
Funktion R(z) steigend ist, bedeutet dies, dass die Funktion R(z)/N fiir alle
t > 0 klein bleibt. Die Gleichung (1.6) zeigt nun, dass

S(t) = S(0) e~ R/ (Nb),

Also ist

dR

_— = = — — = — 7aR/(Nb)_
- =bl=b(N-S—R) b[N S(0)e R}.

Eine Taylor-Formel des Exponentials e ¥ = 1 —x +x? /2 + o(x?) fiihrt zu

dR aR  a?R?
b |IN=S(O)[1-—+——]—R]|.
dt { ()( Nb+2N2b2> }

Da S(0) =N —1Io, ist

dR aS(0) S(0)a* .,
— =~ bl — —b )R- R 1.12
7 0+< N ) (1.12)

2pN?

Seien cosh(-) und tanh(-) der hyperbolische Kosinus und der hyperbolische
Tangens.

Lemma 1.11. Seien a <0, B > 0 und y > 0. Seien

A=p*—4ay, t= % argtanh (\55) .

Dann ist die Losung der Riccati-Gleichung

dR
— =aR*+BR
” +BR+y

mit der Anfangsbedingung R(0) =0

 —B—VA tanh (\/K(z—r)/z)

2a

R(7)

)

so dass
dR —-A/(4a)

dr cosh? (\/Z(t — 1)/2) .
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Beweis. Die Hypothesen implizieren A > 0. Seien

_ —BEVA

R
* 20

, R(t) =R_+r(t).

Dann ist

dr dR 2
E—E—a(R,+r) +BR_+71)+Y

=aR 24+ BR_+y+(B+2aR )r+or?
=(B+2aR_)r+oart= —VAr+or.

Seien § = vAund p = 1/r. Dann ist

dp  ldr 6 B

A T
Dies fiihrt zu o

p(t):p(O)e&—i—g(l—eé’).

Zuriick zu den Variablen r(¢) und R(¢) und unter Beriicksichtigung von R(0) =
0 erhalten wir

R(t)=R_+ !
T St .
Frg(-)
Wir ersetzen R_ durch seinen Ausdruck, was zu
—-B—-6 o/a
R(r) = & /

2a l—i—%e&

fiihrt. Eine Formel der hyperbolischen Trigonometrie [52, Abschnitt 8.5.3]
ergibt nun

1::% argtanh (g) _ ;1og<ig;§) _ %log (gfg).

Also ist

_ —B-6 o/ B 1)
R = 179~ 2a 20 \! T1es09

Die Ableitung von R(r) wird sofort hergeleitet. O
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Kehren wir zur Niherungsgleichung (1.12) zuriick. Wir haben

S(0)a? a$S(0)
O‘:_szz <0, B=—>~-b>0, y=0bly>0.
Also ist
1dR N [N/S(0)](A/a?)
I(t)=-——~ = .
bdt 2 co5p2 (\/K (t—r)/Z)
mit
as(0) \* ., >SO)10) 2 b
A:(N—b> 20 =5 = argtanh NT :

Diese Approximation fiir I(7) ist eine symmetrische Glockenkurve mit einem
Maximum bei t = 7, was a posteriori die Verwendung des Buchstabens 7 im
Lemma 1.11 rechtfertigt. Kermack und McKendrick erzielten diese Ndherung
1927 - siehe [4, Kapitel 18].

Nehmen wir genauer an, %y = a/b ~ 1, %y > 1 und Iy/N < (%o — 1).
Da wir auch Iy/N < %y — 1 haben, finden wir

2

a a
———(1-Ty/N) ~ — —
Io/N

B=(a—b) (1— 1—b/a> ~a—b,
A=[a(1—To/N) =b]” +2a*(Iy/N)(1 —Ty/N)
2

(a—b)?+2ab(Iy/N) ~ (a—b)>.

o =

Q

Also ist
_1dR N (a/b—1)?

I t — ~~ .
) b dt 2 cosh’[(a—b)(r—1)/2]
Man findet, wie im Abschnitt 1.3, dass I(t) /N ~ (%o — 1)? /2. AuBerdem ist

(1.13)

Io/N

B | A Ip/N Io/N
h AT ) =—~n ———— 7~ 11— ~l-—.
tanh (VAe/2) = 2 T R R A T

Wir leiten ab, dass der hyperbolische Tangens nahe bei 1 liegt, so dass

tanh (\/Z’L’/Z) ~1—2e VAT
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So ist | 5

N
~ 1 — —1)%).
4 a—>b og(IO(a/b 1))

Dies ist derselbe Ausdruck wie der im Abschnitt 1.3.3, so wie es sein sollte.




Kapitel 2
S-E-I-R Modell

Wir untersuchen eine Epidemie, die durch ein Differentialsystem
vom Typ S-E-I-R modelliert wird. Wenn die Population grof} ist,
vermuten wir, dass der Hohepunkt der Epidemie zum Zeitpunkt T
mit T~ (logN) /Ay auftritt, wobei A der grifite Eigenwert des
linearisierten Systems ist.

2.1 Gleichungen

Das S-E-I-R-Modell beinhaltet eine Latenzphase, bevor infizierte Personen
infektios werden. Sei E die Anzahl der Personen in der latenten Phase (E fiir
»exponiert”). Angesichts dessen, was im Kapitel 1 gesehen wurde, bedeutet
dies

% =—aS %, 2.1
Z—Ij :aS%—cE7 2.2)
g =cE-bl, (2.3)
dR

I =bl, 2.4)

wobei die Parameter a und b die gleichen sind wie beim S-I-R-Modell des
1. Kapitels und wobei der Parameter ¢ die Rate ist, mit der in der latenten
Phase infizierte Personen infektios werden (¢ > 0). Die Anfangsbedingungen
sind

S(0)=N—ng—n;, E(0)=ng>0, 1(0)=n >0, R(0)=0, (2.5)
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mitng >0, ny > 0und 0 < ng +n; < N.

Zu Beginn einer Epidemie wird eine Person, die sich gerade angesteckt
hat, im Durchschnitt noch %, Sekundirfille infizieren, bevor sie in die Klas-
se R eintritt, mit

trotz der Latenzphase. Die anfdngliche Anzahl der infizierten Personen ng +
ny ist in der Regel sehr klein im Vergleich zur Gesamtbevolkerung N. Zu
Beginn einer Epidemie haben wir also S(¢) ~ N, so dass

dE dl
— ~al—cE, — ~cE-Dbl
a CETE g Te

l+t

Die Funktionen E(¢) und I(z) steigen oder fallen mit e*+', wobei A der grofite

Eigenwert der folgenden Matrix ist:

M=( 55,

Proposition 2.1. Das System (2.1)-(2.4) hat eine eindeutige Losung, die fiir
alle t > 0 definiert ist. Auferdem sind S(t) >0, E(¢) > 0, I(t) > 0 und R(¢) >0
fiir alle t > 0.

Beweis. Wie fiir das S-I-R-Modell sichert der Cauchy-Lipschitz-Satz die Exi-
stenz und Eindeutigkeit einer Losung des Systems (2.1)-(2.4) mit Anfangs-
bedingungen (2.5) auf einem maximalen Intervall [0; T[. Wir haben auch

S(t) = S(0)exp (—;/Otl(u)du> >0

fiir alle 0 <z < T. Seien
E(r) —c aS(t)/N
X(t):< 1(t) ), F(t):< c h )

dX

e F(r) X(¢).
Im Folgenden bedeuten die Ungleichungen < und > zwischen Vektoren oder
zwischen Matrizen, dass eine Ungleichheit fiir alle jeweiligen Komponenten
besteht. Wir haben X (0) > 0 und X(0) # 0, da ng + sy > 0. Da die nichtdiago-
nalen Terme der Matrix F(¢) positiv sind, gilt die Proposition 2.8 im Anhang:

fiir jedes t € ]0; T[, E(f) > O und I(z) > 0. Da

R(1) = b /0 1) du

Wir haben
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haben wir auch R(r) > O fiir alle € ]0; T[. Da

d
—(S+E+I+R)=0
dt(+++)

haben wir

S(r)+E(r) +1(r) + R(r) = S(0) +E(0) +1(0) + R(0) =N (2.6)
und

0<S(t)<N, O0<E(r)<N, 0<I(t)<N, O<R()<N

fiir alle 0 < ¢ < T. Es folgt wie im Beweis der Proposition 1.2, dass T = +oo :
das System hat tatsdchlich eine eindeutige Losung, die fiir alle # > 0 definiert
ist. O

Proposition 2.2. Die Funktion S(t) ist streng abnehmend und konvergiert
gegen einen Grenzwert S, der mit der Proposition 1.3 iibereinstimmt. Die
Funktion R(t) ist streng steigend und konvergiert gegen einen Grenzwert Ro
mit Seo + Reo = N. Auferdem gilt E(t) — 0 und I(t) — O fiir t — oo,

Beweis. Wie fiir das S-I-R-Modell gilt auch hier

dS I

— =—-aS <= <0.

dt “ON
Die Funktion S(¢) ist also streng abnehmend und minorisiert durch 0. Sie
konvergiert gegen einen Grenzwert S, fiir # — +oo. Auf dieselbe Weise,

dR
— =bI>0.
dt

Die Funktion R(¢) ist also streng steigend und durch N beschrinkt. Sie kon-
vergiert gegen einen Grenzwert R., fiir 1 — 4-oo. Wir haben

d

—(I+R)=cE>0.

i (I+R)=c

Die Funktion I(r) +R(#) ist also steigend und durch N beschrinkt. Sie konver-
giert gegen einen Grenzwert. Also konvergiert auch I(¢) gegen einen Grenz-
wert L... Aber

b/otl(u)du _R(1) <N.
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Also I, = 0. Die Funktion E(t) = N —S(r) —I(r) — R(¢) konvergiert ebenfalls
gegen einen Grenzwert E... Da

t
¢ / E(u) du = 1(1) + R(1) = 1(0) < N
0
haben wir E., = 0. Mit der Gleichung (2.6) erhalten wir fiir die Grenzwerte

Seo +Ree = N.

Aus den Gleichungen (2.1) und (2.4) erhalten wir

dR __bNdS
dt  aSdt’
Wie fiir das S-I-R-Modell gilt auch hier
N SO)

0g ——. 2.7

R =—7 S(0)

Die endgiiltige GrofBe der Epidemie R.. ist weiterhin durch die Proposition 1.3
gegeben. 0

2.2 Epidemischer Hohepunkt

Lassen Sie uns die Definition der Epidemiehdhepunkts klédren, die wir anneh-
men werden. Wir haben
d
E(EJrI) = (aS/N-b)L (2.8)
Nehmen wir an
S(0)/N=1—(ng+n1)/N>b/a.

Wenn a > b, ist diese Ungleichung wahr, sobald N grof3 genug ist. Wir haben
I(¢) > O fiir alle # > 0. Die Funktion S(¢) ist streng abnehmend und fillt auf
dem Intervall [0; +eo[ von S(0) > Nb/a auf S.. ab, mit Se. < Nb/a gemih der
Proposition 1.3. Es existiert also ein eindeutiges T > 0, so dass

S(t) = Nb/a.

Nach der Gleichung (2.8) ist die Funktion E(¢) +1(¢) auf dem Intervall [0; 7]
streng steigend und auf dem Intervall [7; +oo[ streng fallend. Das Datum 7
entspricht dem Hohepunkt der Epidemie. Es entspricht im Allgemeinen we-
der dem Maximum von I(¢) noch dem von E(z).
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GemiB der Gleichung (2.7) haben wir auch

E(7)+1(t) =N—S(7) —R(7) =N—-S(1) + Tlogzggi.
Da S(7) = Nb/a, haben wir
E(1) +1(1) N(lz+zlog als\l(bo)), 2.9)

was die Grofle des EpidemiehShepunkts angibt.

Lemma 2.3. Sei M eine quadratische Matrix der Ordnung 2 mit reellen Ko-
effizienten. Angenommen, die beiden Eigenwerte Ay und A, dieser Matrix sind
verschieden. Dann ist

Liet — Lreh el —eh

exp(M) = R I+ R M,

wobei ¥ die Identititsmatrix der Ordnung 2 ist.

(A0
D—(O A2).

Nach dem Cayley-Hamilton-Theorem [52, Satz 3.2.7] ldsst sich die Matrix
D? und damit auch die héheren Potenzen von D als Linearkombination aus
der Identititsmatrix .# und der Matrix D schreiben. Fiir exp(D) ist es also
dasselbe. Wir suchen nach Zahlen x und y, fiir die gilt: exp(D) = x.¥ +yD.
Dies fiihrt zu dem System

Beweis. Sei

M =xtyd, M =x+yl,

dessen Losung

Aiet — deh et —eh
X=—— =

M-t 0T A—h
ist. Es existiert eine invertierbare Matrix P derart, dass M = P~'DP. Daher
—+oo M”
exp(M) = }° — =P 'exp(D)P =P (x.# +yD)P=x.7 +yM. [
= n!

Der folgende Satz gibt eine untere Schranke fiir das Datum des Epidemie-
hohepunkts.



28

Proposition 2.4. Es existiert eine Konstante K € R, die von a, b, ¢, ng und ny
(aber nicht von N) abhdngt, so dass

1
T> OgN+K.
Ay
Beweis. Da S/N < 1 haben wir
E dl
< cEtal, & =cE—bL
dt chta dt ¢

- (). (5 5) wo-on(3)

Man erinnert sich daran, dass die Ungleichungen < und > zwischen Vektoren
oder zwischen Matrizen bedeuten, dass eine Ungleichheit fiir alle jeweiligen
Komponenten besteht. Wir haben

dx dy

T MX(), S =MY(), X(0)=Y(0).

Die nichtdiagonalen Terme der Matrix M sind nichtnegativ. Nach der Korol-
larie 2.6 des Anhangs ist X(r) < Y(¢) fur alle > 0, d.h.

Nach dem Lemma 2.3 wird das Matrixexponential exp(t M) explizit mit den
Eigenwerten der Matrix M berechnet, die sind

—b—cE+/(b—c)*+4dac
Ay = > .

Die Matrix exp(t M) is also gleich

el et b—c Al _ehot a(e}“r’felf’)
2 \/(b—c)2+4ac 2 (b—c)2+4ac
c(e}”r’—e)‘*’) el perot c—b it _ht

(b—c)%+4ac 2 \/(b—c)2+4ac 2
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fiir alle ¢ > 0. Also ist

E(T)+1(7) < (1 1)e™ ( ng )

ny
e)L+T _,'_e)LT b+c e)L+T _ e)LT
< + ng
2 (b—c)?+4ac 2
eMT per-T 2a+c—b eMT_ehT
n
2 (b—c)?+4ac 2 !

Da A_ < A, gibt es eine Konstante k > 0, die von a, b, ¢, ng und ny (aber
nicht von N) abhingt, so dass

E(7) +1(1) < ket
Aber die Gleichung (2.9) fiir die GroBe des Epidemiehdhepunkts und die Un-
gleichung S(0)/N < 1 zeigen, dass

N (1 - g + Z 10g(b/a)> <E(7)+1(7) < kM.

Die untere Schranke der Proposition ergibt sich daraus. O
Diese untere Schranke legt die Vermutung nahe

logN
T~ 8

N — +oo,
P +

Als Beispiel nehmen wir ¢ = 1/3 pro Tag, b = 1/4 pro Tag, ng = 1, n; =0,
und drei Werte der effektiven Kontaktrate, so dass a/b € {1,5; 2 ; 3}. Aufei-
ne durchschnittlich 3 Tage dauernde Latenzphase folgt also eine durchschnitt-
lich 4 Tage dauernde infektiose Phase. Wir haben verschiedene Werte fiir die
Gesamtpopulation N zwischen 10% und 10® angenommen. Wir haben das S-
E-I-R-System mit der freien Software Scilab numerisch gelost und das Da-
tum 7 des Hohepunkts gefunden, das dem Maximum von E 4 I entspricht.
Die Abbildung 2.1 zeigt, wie T in Abhédngigkeit von logN variiert. Wir ha-
ben auch (logN) /A, aufgetragen. Die Steigungen scheinen zusammenzufal-
len, was der Fall wire, wenn die Vermutung wahr wire. Die Abbildung zeigt
auch, dass der nichste Term in der asymptotischen Expansion von 7 immer
noch eine Konstante ist, die negativ ist, wenn %y = a/b nahe bei 1 liegt,
und die positiv wird, wenn %, steigt. Es scheint schwierig, diese Konstante
anhand der Parameter des Modells zu bestimmen.
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Abbildung 2.1: Das Datum 7 des Epidemiehohepunkts im S-E-I-R-Modell als Funkti-
on von logN aus numerischen Simulationen [durchgezogene Linien] und (logN)/A+
[kleine Kreise].

2.3 Anhang: Kooperative lineare Differentialsysteme

Die Ungleichungen < und > zwischen Vektoren bedeuten, dass eine Un-
gleichheit fiir alle jeweiligen Komponenten besteht.

Proposition 2.5. Seien m > 2 eine ganze Zahl, J ein Intervallvon R, M : ] —
R™*™ eine stetige Funktion, so dass

Vi#£ j,vtel, M;;t) =0,
und G : ] — R™ eine stetige Funktion, so dass
Viel, G()=0.

Seien to € J und Xo € R™ so, dass Xo > 0. Sei X : J — R™ die Losung des
linearen Differentialsystems

dlf — M(1)X+G(1)

mit X(t9) = Xo. Dann ist X(t) > 0 fiir alle t € J mit t > 1.

Ve e,

Beweis. Erinnern wir uns daran, dass die Losung X(¢) = (X (¢),...,Xm(?))
fiir beliebige ¢ € J wohldefiniert ist [15, theorem 2.3]. Nehmen wir zunédchst
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an, dass alle Komponenten der Anfangsbedingung Xy positiv sind. Die Kom-
ponenten der Losung X(¢) bleiben alle zumindest iiber ein kleines Zeitinter-
vall enthaltend 7 positiv. Lassen Sie uns durch das Absurde argumentieren.
Angenommen, die Menge

E={tel|t>1, 3, 1 <i<m, X;(t) =0}

sei nicht leer. Sei 7y = inf&. Dann ist 7y > fy und es existiert i so, dass
Xi(t+) = 0. AuBerdem gilt fiir 1 < j <mund ¢ € Jto;14[, X;(zr) > 0. Also
istfirs € Jro; 14,
dX;
dt

=M, (1)Xi(1) + ) My (1) X(t) + Gi(r) = My (1)Xi(1),
J#i

4 [exp -/ Mi,i<s>ds) i) 20
exp (= [ )5 ) X0 > Xi)

Indem wir ¢ gegen 7 konvergieren lassen, erhalten wir 0 > X;(#), was un-
moglich ist, da X;(79) > 0. Also ist X;(z) > 0 fiir 1 < j <mund fiiraller € J
so, dass 1 > 1.

Wenn wir nur X > 0 haben, dann betrachten wir zum Beispiel die Folge
von Losungen X (t) desselben Differentialsystems, aber mit der Anfangs-
bedingung XS") (to) = Xo,i+ 1/n fiir 1 <i<m. Aus dem oben Gesagten folgt
XE") () > 0 fiir alle i und alle r € JN]ty; +oo[. Die Stetigkeit einer Losung
beziiglich der Anfangsbedingung [15, theorem 3.39] zeigt, dass fiir beliebige
i und beliebige 7 € Jto; +oo],

Xi(t) = lim X" () > 0. 0
Korollar 2.6. Seien m > 2 eine ganze Zahl, J ein Intervall von R, M : J —
R™ ™ eine stetige Funktion, so dass

Vi#j,Vtel, M;;(t) >0,
und H:J — R™ eine stetige Funktion. Angenommen, X :J - R" und Y:J —
R™ sind stetige und ableitbare Funktionen, so dass

dX dyY
ZZ<SM@O)X (1) +H(r),
Ve el, ” ()X (1) +H(r) oz

und X(to) < Y(to). Dann ist X(¢) < Y(t) fiir allet € J mitt > 1.

>M(1)Y(¢) +H(r)
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Beweis. SeiZ(t) =Y(¢t) —X(¢) und

G(t) =M(1)X(r) +H(r) — % + % —M(#)Y(r) — H(z).
Dann ist Z(#9) > 0, G(z) > 0 und
dZ dY dX
P M(1)Z(t) + G(¢).

GemiB der Proposition 2.5 ist Z(¢) > 0 und damit X(¢) < Y(¢) firalle t € J
mit ¢ > tg. O

Definition 2.7. Eine quadratische Matrix M mit M; ; > O fiir alle i # j heifst
irreduzibel, wenn es fiir alle i und j eine ganze Zahl p > 1 und eine Folge ky,
ki, ..., ky derart gibt, dass ko =i, k, = j, k¢ # ki1 fiir alle 0 < £ < p—1 und

Mko’kl X Mk1~k2 X -+ X My > 0.

p*lvkp
Proposition 2.8. Gleiche Annahmen wie in der Proposition 2.5. Nehmen wir
weiter an, dass Xo # 0 und dass die Matrix M(to) irreduzibel ist. Dann ist
X;(t) > 0 fiir alle t € Y mit t >ty und fiir alle 1 <i < m.

Beweis. Nach dem Satz 2.5 ist X(¢) > 0 fiir jedes t € J mit 7 > 5. Wir haben
fiir alle  und alle ¢ € J mit ¢ > ¢,

M%) = T M 0% (0) + Gilt) > T M6, 0).
! i7i 7
Also ist

% [exp (- /tot M; ;i (u) d“) Xi(t)}

> exp (— /z(: M;,i(u) du) ;ML,(;)X,(;)

und
Xi(r) > exp < ,(: M,»,,»(u)du) X;(0)

n Z/I exp </t M,»,,»(u)du> M, () X (s) ds.

J#iM
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Per Hypothese existiert jg so, dass X, (fp) > 0. Daher

t
Xjy(t) = exp (/t My, jo () d“) Xj,(0) >0
0

fir alle r € J mitr > 1.

Sei i # jo. Da die Matrix M(zy) irreduzibel ist, gibt es eine ganze Zahl
p = 1 und eine Folge ko, ki, ..., k, derart, dass ko = i, k, = jo, k¢ 7 k¢q1 fiir
alle0< /< p—1und

Mko-,kl (t()) X Mk1 o (l‘()) X oo X Mkp—lakp (lo) > 0.

Jeder der Faktoren dieses Produkts ist positiv. Da die Funktion ¢ — M(¢) stetig
ist, existiert € > 0 so, dass fiir alle ¢ € Jry; 79 + €],

Mko,kl (l) > 0, Mk1 K ([) > O, ce Mkp,l.kp (l‘) > 0.

Also
t t
Xk, (1) > /t exp (/ M, |k, (u)du) My, 1o (s) Xj,(s) ds >0
0 Js

fiir alle r € J mit ¢ > f. Wir folgern auf die gleiche Weise fiir jedes ¢ € I mit
t > 1o, dass Xy, , (1) >0, X, (t) > 0 und schlieBlich Xy, (r) = X;(#) > 0. O
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Die Reproduktivitiit

Fiir Epidemiemodelle mit mehreren Klassen und einer konstan-
ten Umgebung erscheint die Reproduktivitiit % oft als der spek-
trale Radius einer sogenannten Matrix der ndichsten Generation.
Dieser Begriff erstreckt sich auch auf Modelle, die nach der Zeit
seit der Infektion strukturiert sind.

3.1 Systeme von Differentialgleichungen

Viele mathematische Modelle von Epidemien haben die Form eines Systems
von nichtlinearen gewo6hnlichen Differentialgleichungen, wie in den Kapiteln
1 und 2. Zu Beginn der Epidemie stellen die infizierten Individuen, die von m
verschiedenen Typen sein konnen (m > 1), z.B. E und I im S-E-I-R-Modell,
einen vernachlissigbaren Anteil der Population dar, so dass man das Modell
linearisieren kann, um ein lineares System nur fiir die infizierten Klassen zu
erhalten. Dieses System ist normalerweise von der Form

%: (A-B-C)I, (3.1)

WO

o der Koeffizient I (t) des Vektors I = (Iy, ..., I,,) die Anzahl der infizier-
ten Personen vom Typ k ist;

¢ der Koeffizient
Ai;j >0

der Infektionsmatrix A die Rate ist, mit der eine infizierte Person des
Typs j neue infizierte Personen des Typs i produziert;
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¢ die Matrix B eine Diagonalmatrix ist und
Bjj=0

ist die Rate, mit der eine infizierte Person vom Typ j aufhort, infiziert
Zu sein;

+ die Ubertragungsmatrix C so ist, dass
Vi#£j, —Cij=0

ist die Rate, mit der sich eine infizierte Person vom Typ j in eine infi-
zierte Person vom Typ i verwandelt und

Cjj==3Ci;>0;
iZ)

* alle Eigenwerte der Matrix
D=B+C

haben einen positiven Realteil.

Fiir eine beliebige Matrix M, sei Sp(M) ihr Spektrum, d.h. die Menge
ihrer Eigenwerte. Sei

p(M) = max {|4] : A € Sp(M)}
ihren Spektralradius. Sei
oc(M) =max{Re(1): 1 € Sp(M)}

ihr Stabilitdtsmodul.
Das asymptotische Verhalten des linearen Differentialsystems (3.1) hdngt
von dem Spektrum der Matrix

M=A-D
ab. Die Losung I = 0 ist asymptotisch stabil, genau wenn
ocM) <0

[15, Theorem 6.13]. Zum Beispiel reduziert sich das System in Abwesenheit
von Infektionen (A = 0) auf

dr

— =-DL
dt
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Da 6(—D) < 0, konvergieren die Losungen des letzteren Systems gegen 0.

Sehr oft ziehen es Epidemiologen vor, einen anderen Index als Schwel-
lenwert zu verwenden als das Stabilitdtsmodul, ndmlich die Reproduktivitét
X, die wir im Rahmen des linearisierten Modells (3.1) zu erkldren versuchen
werden.

Angenommen, die infizierte Population zum Anfangszeitpunkt ¢t = 0 ge-
hért zur Generation 0. Sei I”)(¢) die infizierte Population, die zum Zeitpunkt ¢
zur Generation n gehort. Sie ist fiir alle # > 0 und alle n > 0 gegeben durch

(0)

19(0) =1(0), ‘”7 = -DIV(@), (32
(n+1)

11(0) = 0, dld; = AT (1) = DI (7). (3.3)

Diese letzte Gleichung bedeutet, dass infizierte Individuen, die zur Generati-
on n+ 1 gehoren, von Individuen der Generation 7 infiziert wurden.

Proposition 3.1. Fiir alle n > 0 und alle t > 0,

t
1) () — / e AT (1 — x) dx.
0

Beweis. Mit der Gleichung (3.3), haben wir

52(6D1@+U(0)::aD DI“*”(Q—%d%ZH)]::éDAI“Hﬂ.
Da I**1)(0) = 0, ergibt eine Integration
140 () = / "o (-9ID A 1) (4 . 0
0
Sei || - || eine Matrixnorm, die einer auf die gleiche Weise notierten Vek-

tornorm untergeordnet ist.

Proposition 3.2. Es existieren o« > 0 und > 0, so dass fiir alle n > 0 und
allet >0,

n n n tn —
@) < oAl e P1L(0)].

Beweis. Da o(—D) < 0ist, zeigt [15, Lemma 6.15], dasses & > Ound 8 >0
gibt, so dass fiir alle x > 0,

le™P|| < ace P,
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Wir haben
1O @) = le™P1(0)]| < [le ™| I1(0) ]| < ace™P*||1(0)

und die Ungleichung der Proposition ist wahr fiir n = 0. Nehmen wir durch
Rekursion an, dass es auf Rang n — 1 mit n > 1 wahr ist. Dann

@] < [ e AT (e x
< [l P IANIe D - dx

t _ \n—1
<lal [ ae o jalt I b o)) ax
0

(n—1)!
-~ 4 tf)c)"’1
g an A n+1 ﬁl‘/ (761 1(0
Il e ) CEn x[[10)]
=o' [|A"* e g ||I( - O

Mit dieser Proposition ist die Serie

Y 1)

n=0

tatsdchlich konvergent und ihre Summe I(7) ist die Losung des Systems (3.1)
mit der Anfangsbedingung 1(0).

Proposition 3.3. Seien

WO (1) = AT o),
K(x) = Ae™P.

Dann gilt fiir alle n > 0 und alle t > 0,

n+1 d/ K; )d X,

[LRIOIES "“IIAH"“H e P 1(0)]

und K% (r) = K (1) 1(0).

Der Vektor 4" (1) ist der Vektor der Neuinfektionen pro Zeiteinheit durch
die Generation n zum Zeitpunkt ¢, also die Inzidenz.
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Beweis. Wir haben
t
R (1) = AT (1) = A/ e AT (¢ — x) dx
0
t
- / Ae ) (1 — x) dx.
0
Andererseits,
hO () = A10 (1) = Ae~™P1(0). m

Die Definitionen einer nichtnegativen Matrix und eines nichtnegativen
Vektors werden im Anhang 3.3 in Erinnerung gerufen. Wir nehmen I(0) > 0
an.

Proposition 3.4. Fiir alle x > 0 sind die Matrizen e P, K(x) = Ae P, D!
und AD™! nichtegativ und

—+oo
/ e Pdx=D"".
0

Auferdem ist K (t) = 0 fiir alle n > 0 und alle t > 0.
Beweis. Seix > 0und Q(x) = e*P. Dann ist

dQ
dx DQ)
und Q(0) = .# (die Identititsmatrix). Da —D; ; = —C; ; > 0 ist, wenn i #
J, zeigt die Proposition 2.5 angewandt auf jeden der Einheitsvektoren, dass
Q(x) > 0 fiir alle x > 0 ist. Da A > 0 ist, ist auch die Matrix K(x) = AQ(x)
nichtnegativ.
Durch Integrieren finden wir

QW - Q) = QW -7 =-D | QW) dy.

Da o(—D) < 0 gilt Q(x) — O fiir x — 4o [15, Lemma 6.15]. Das Integral ist
also konvergent und

+oo
«ﬂ:D_/O Q(y)dy.

Da Q(x) > 0, haben wir
~+oo

D= Q(x)dx > 0.
0

Die Nichtnegativitiit des Vektors A" (¢) folgt aus der Proposition 3.3. 0
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Proposition 3.5. Seien

Dann gilt fiir alle n > 0,
H(n) = 2"11(0).

Der Vektor H(n) ist der Vektor der Inzidenzen aufgrund der Generation
n. Die nichtnegative Matrix % wird als die Matrix der nidchsten Generation
bezeichnet.

Beweis. Gemil der Proposition 3.3,
H(n+1) = / R0 (1) de

_/+w/ K(x ~x)dx dt

Foo oo
- / K(x) ") (1 — x) dr dx
0 x

_ ( /0 +°°K(x)dx> ( O+°°h<">(t)dt> — # H(n).

Zusitzlich,

+oo +oo
H(0) = RO (t)dr = K(1)1(0)dr = #°1(0). O
0 0
Definition 3.6. Die Reproduktivitit % ist der spektrale Radius der Ma-
trix X :
By = p(H) = p(AD).

Proposition 3.7. Nehmen wir an, dass die Matrix M = A — D irreduzibel ist
und dass A # 0. Dann ist die Funktion r : |0, +oo[— R definiert durch

r(A) = 6(A/A —D)

eine stetige und streng abnehmende Funktion. Wenn % > 0 ist, dann ist %
die einzige Losung der Gleichung r(A) = 0.
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Beweis. Es existiert k € R so, dass die Matrix —D + k.# nichtnegativ ist.
Dann ist die Matrix A/A —D+k.# positiv fiir alle A > 0. Also

r(A)+k=0(A/A—D+k5) =p(A/A—D+k5)

(Korollar 3.18). Die Stetigkeit des Spektralradius [65, Theorem 3.16] impli-
ziert also die der Funktion r(1).

Seien 0 < A} < A,. Da die Matrix A nichtnegativ ist, haben wir A/A; >
A/2,. Also A/A —D > A/A; —Dund r(A;) > r(A,) angesichts der Propo-
sition 3.26. Die Matrix A — D ist irreduzibel. Die Matrix A/A; — D ist also
auch irreduzibel, weil fiir alle i # j,

A,‘.’j/l—D,'J >0& [A,’A’j > 0 oder —D; ; >O] & A;j—D;;>0.

Angesichts des Satzes 3.27 wiirde die Gleichheit #(1;) = r(A,) auch A/A; —
D = A/A; — D implizieren, was unméglich ist, da A # 0. Daher ist r(4;) >
r(A2).

Nehmen wir an, % > 0. Die Matrix ¢ = AD ! ist nichtnegativ. Gemif
der Proposition 3.17 gibt es einen Vektor u # 0, so dass AD™'u = Zou und
u>0.Seiv=D""u. Dannist v+ 0und Av = %,Dv. AuBerdem ist v > 0, da

'>0und u > 0. Da %, > 0 ist, haben wir: (A/%y — D)v = 0. Die Matrix
A/Zy — D ist irreduzibel. Also 6(A/%y—D) = 0 (Proposition 3.25).

O

Korollar 3.8. Nehmen wir an, dass die Matrix M = A — D irreduzibel ist und
dass %o > 0. Dann ist

6(A-D)<0s % =p(AD ) < 1,
6(A-D)=0& % =1,
6(A-D)>0& % > 1.

Beweis. Wir haben r(1) = (A — D) und (%) = 0. Die Funktion r(A4) ist
streng abnehmend. Daher

r(l) <O—r(%0)<:) 1 > %,
r(1)=0=r(%) = 1 =%,
r(1)>0—r(%0)<:>1<<@0 O

Anmerkung 3.9. Sei H(n) = (H;(n),...,Hp(n)) und

— Y Hiln)

i=1
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Dies ist die gesamte Inzidenz bei Generation n. Wenn die Matrix ¢ primitiv
ist (Definition 3.23), dann zeigt die Proposition 3.24, dass H(n)/(%)" bei
n — +oo gegen einen Eigenvektor mit positiven Komponenten der Matrix %2
konvergiert. Also ist %, die asymptotische Wachstumsrate pro Generation:

lim +/g(n) = Z%o.

n—r+o0

Genauer gesagt, wir haben

gln+1)
n—te g(n)

Anmerkung 3.10. Wenn die Infektionsmatrix A durch eine Zahl k > 0 geteilt
wird, dann wird auch die Reproduktivitit Zy = p(AD~!) durch diese Zahl k
geteilt. Insbesondere wird die neue Reproduktivitit streng kleiner als 1 sein,
genau wenn k > %. Die Reproduktivitit ist also der minimale Faktor, durch
den die Infektionsmatrix A, also die Kontaktraten, geteilt werden miissen, um
ein stabiles krankheitsfreies Gleichgewicht zu erreichen, d. h. eine Epidemie
zu vermeiden.

Anmerkung 3.11. Wenn es nur einen Typ von infizierten Personen gibt (m =
1), dann ist

H(n+1) = %oH(n).

In diesem speziellen Fall ist %, nicht nur die asymptotische Wachstumsrate
pro Generation, sondern auch die durchschnittliche Anzahl von Sekundarfil-
len, die von einem Erstfall infiziert werden. Dies ist die tibliche Definition
von Reproduktivitit.

Anmerkung 3.12. Wenn die Struktur der infizierten Population nicht durch
die Menge {1,...,m}, sondern durch das Intervall [0; +oo[ wie in einigen
altersstrukturierten Epidemiemodellen dargestellt wird, dann ist die Theorie
sehr dhnlich: % ist der spektrale Radius eines Integraloperators der nichsten
Generation mit nichtnegativem Kern . (x,y) und

+oo
H(n+1,x) = A H (x,y)H(n,y)dy.

Das Theorem von Krein-Rutman 7.26 zeigt unter bestimmten Bedingungen,
dass die Folge H(n,-)/(%)" gegen eine nichtnegative Eigenfunktion des In-

tegraloperators konvergiert. Auch hier ist %, die asymptotische Wachstums-
rate pro Generation.
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Beispiele.

1. Fir das S-I-R-Modell in Kapitel 1, haben wir: m =1, A =a, B=bund
C=0. Also ist Zy = a/b.

2. Fiir das S-E-I-R-Modell in Kapitel 2, haben wir: m = 2,

(0a) e (88) e (5 8)

Also ist

o =(o e (5 h)
(5 ) (1o )= (0 %)

und wir haben noch %y = a/b.

3.2 Eine partielle Differentialgleichung

Nehmen wir an, dass es nur einen Typ von Infizierten gibt, dass dieser Typ
aber durch die Zeit seit der Infektion strukturiert ist. Sei I(¢,x) die Dichte der
seit x Zeiteinheiten infizierten Personen zum Zeitpunkt ¢. Sei a(x) die effek-
tive Kontaktrate und b(x) die Rate, mit der infizierte Personen die Infektion
nicht mehr iibertragen. Die Funktionen a(x) und b(x) werden als stetig, be-
schriankt und positiv angenommen. Es wird weiterhin angenommen, dass es
B > 0 gibt, so dass b(x) > B fiir jedes x groB genug ist. In der linearen Ap-
proximation zu Beginn einer Epidemie haben wir fiir alle x > O und # > 0,

I(va) = IO(x)> (34)
o0
1(,0) = /0 a(x)1(t,%) dx, (3.5)
FIE)

Diese partielle Differentialgleichung wird manchmal als McKendrick-von-
Foerster-Gleichung bezeichnet [4, chapitre 18].
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Sei 1(z,x) die infizierte Population, die zur Generation n zum Zeit-
punkt ¢ gehort. Sie ist fiir # > 0 und x > 0 gegeben durch

( x) (
©(z,0)
oIl

(0)

o1

ot | ox

und fiir alle n > 0 durch

= —b(x)19(1,x)

n+1 ( ) 0,

~+oo
171 (2,0) = / x)dx,
0

91+ grlnt1)
ot ox

= —b(x) 1"V (¢, x).

Infizierte Personen, die zur Generation n + 1 gehdren, wurden von Personen
der Generation n infiziert. Mit diesen Definitionen ist

:ZI(") t,x

n=0

tatsichlich eine Losung des Systems (3.4)-(3.6) mit der Anfangsbedingung
1(0,x).

Proposition 3.13. Seien

A0 =17 0(00). K = (o) exp (~ [b0)ay ).

Dann gilt fiir alle n > 0,

A /K —x)dx

1O (1) = /, 7 a(x) exp (- / :b(y) dy> To(x—1)dx

Der Vektor 7" (r) ist die Inzidenz durch die Generation n zum Zeit-
punkt ¢.

und
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Beweis. Wir haben
A (1) =101 (2,0)
~+oo
:/ a(x) 1" (1, x) dx
0
t Joo
:/ a(x)1 (1, x) dx+/ a(x)1" (¢, x) dx
0 t
! X
:/ a(x) exp (—/ b(y) dy) 1t — x,0) dx
0 0
+oo X
+/ a(x) exp <—/ b(y)dy) 1(0,x—1)dx.
t x—t
Also ist
r+-oo X
O (1) = / a(x) exp (- / b(y) dy> To(x—1) dx
t x—t
und fiirallen > 1,

W) (1) = /0 "K() A" D (1 — x) d. O

exp < /0 xb(y) dy>

ist die Wahrscheinlichkeit, nach x Zeiteinheiten noch infiziert zu sein. Somit
konnen die unterschiedlichsten Verteilungen fiir den Infektionsperiode mo-
delliert werden.

Das Glied

Proposition 3.14. Seien

oo +oo
H(n) = K () dt, Ry = K(x)dx.
0 0

Dann gilt fiir alle n > 0,
H(n+1) = ZyH(n).

Beweis. Genau wie im Beweis der Proposition 3.5, finden wir

Hin+1) = ( /O R dx) H(n). O
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Anmerkung 3.15. Wenn die Funktionen a(x) und b(x) konstant sind (notieren
wir sie @ und b), dann ist

—+oo
9?02/ ae P dx="2
0 b

und

ist eine Losung der Gleichung

dl
L -
5 = (a=0b)
In der Tat,
dl +e d1 + d1 e
pranl A E(r,x)dx: ~, g(t,x)dx—b/o I(t,x)dx

=1(¢,0) — b1(t) = al(r) — bI(¢).

3.3 Anhang: Nichtnegative Matrizen

Definition 3.16. Eine Matrix M heift nichtnegativ, wenn M; ; = 0 fiir alle i
und j. In gleicher Weise heifst ein Vektor v nichtnegativ, wenn v; > 0 fiir alle i
ist.

Fiir die Beweise der folgenden Eigenschaften der nichtnegativen Matri-
zen, sieche zum Beispiel [65, Kapitel 4] und auch [73, Kapitel 5] fiir die Pro-
positionen 3.17 und 3.22.

Proposition 3.17. Sei M eine nichtnegative quadratische Matrix. Dann ist
der spektrale Radius p(M) ein Eigenwert der Matrix M und es gibt einen
nichtnegativen zugehorigen Eigenvektor:

W=0,v#0, Mv=pM)v.

Korollar 3.18. Sei M eine nichtnegative quadratische Matrix. Dann ist p(M) =
oc(M).

Theorem 3.19. (Perron-Frobenius). Sei M eine nichtnegative irreduzible qua-
dratische Matrix. Dann ist p(M) > 0 und p(M) ist ein einfacher Eigenwert
der Matrix M. Auflerdem gibt es einen zugehorigen Eigenvektor, dessen Ele-
mente alle positiv sind.



46

Proposition 3.20. Eine nichtnegative irreduzible quadratische Matrix kann
nicht zwei nichtnegative, linear unabhdngige Eigenvektoren haben.

Fiir zwei Matrizen M und N schreibt man M < N, wenn M; ; <N, ; fiir
alle i und ;.

Proposition 3.21. Seien M und N zwei nichtnegative quadratische Matrizen.
Wenn M < N, dann ist p(M) < p(N).

Proposition 3.22. Seien M und N zwei nichtnegative quadratische Matrizen.
Angenommen, die Matrix N ist irreduzibel. Wenn M < N ist und p(M) =
p(N), dann ist M = N.

Definition 3.23. Eine nichtnegative quadratische Matrix M heifst primitiv,
wenn es eine ganze Zahl p > 1 gibt, so dass alle Elemente der Matrix MP
positiv sind.

Proposition 3.24. Sei M cine nichtnegative primitive quadratische Matrix.
Es existieren Vektoren v und w, deren Elemente positiv sind und so, dass

Mv=pM)v, Mw=pM)w, Yw=1.
Zusditzlich gilt VY
i (5o) =
Aus diesen Sitzen konnen wir leicht einige Eigenschaften von quadrati-

schen Matrizen ableiten, bei denen nur die Koeffizienten auflerhalb der Dia-
gonalen nichtnegativ sind.

Proposition 3.25. Sei M eine quadratische Matrix mit M; ; > 0 fiir alle i # j.
Nehmen wir an, M sei irreduzibel. Dann sind die folgenden Behauptungen
dquivalent:

e es gibt einen Vektor v#0, so dass Mv =0undv >0 ;
* o(M)=0.

Beweis. Es gibt k € R so, dass M+ k.7 eine nichtnegative Matrix ist. Mit der
Proposition 3.20 und dem Korollar 3.18 haben wir die Aquivalenzen:

* es gibt einen Vektor v£0,sodass Mv=0undv >0
* es gibt einen Vektor v #£ 0, so dass (M+k#)v=kvundv>0;
* p(M+kI)=k;
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s o(M+kS)=k;
* o(M)=0. O

Proposition 3.26. Seien M und N quadratische Matrizen gleicher Ordnung,
so dass M; j = 0 und N; j > 0 fiir alle i # j. Wenn M < N, dann ist c(M) <
o(N).

Beweis. Es existiert k € R so, dass M+ k.7 eine nichtnegative Matrix ist. Wir
haben M + k. < N+k.#. GemiB der Proposition 3.21 gilt p(M+ k%) <
p(N+ k7). Mit dem Korollar 3.18, haben wir c(M+k.¥) < o(N+k.%).
Also ist c(M) < 6(N). O

Proposition 3.27. Seien M und N zwei quadratische Matrizen der gleichen
Ordnung, so dass M; ; > 0 und N; ; > 0 fiir alle i # j. Angenommen, die
Matrix N ist irreduzibel. Wenn M < N und (M) = o(N), dann ist M = N.

Beweis. Es existiert k € R so, dass M+ k. eine nichtnegative Matrix ist. Wir
haben M+ k. < N+ k.. GemiB der Korollarie 3.18 haben wir

PpM+k5) =c(M+ks) = (M) +k
=0(N)+k=0(N+k?)=p(N+k5).

Angesichts des Proposition 3.22, haben wir M+k.¥ = N+k.Z. Alsoist M =
N. O
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Beginn der Coronavirus-Epidemie in Frankreich

Es wird ein zweiphasiges mathematisches S-E-I-R-Modell unter-
sucht, das von der Coronavirus-Epidemie im Jahr 2020 inspiriert
ist. Wenn die Kontakte ab einem bestimmten Datum T, das nahe
am Beginn der Epidemie liegt, auf Null reduziert werden, liegt die
endgiiltige Grofle der Epidemie nahe bei dem Wert, den man er-
hdilt, wenn man die kumulative Anzahl der Fiille R(T) zu diesem
Datum mit der Reproduktivitit %o der Epidemie multipliziert.
Allgemeiner ausgedriickt: Wenn die Kontakte zum Zeitpunkt T
durch q > 1 geteilt werden, so dass %o/q < 1, dann ist die end-
giiltige Grifle der Epidemie nahe bei R(T)%o(1 —1/q)/(1 —
Ho/q). Die Parameter des Modells wurden néherungsweise an
die Daten zum Beginn der Epidemie in Frankreich angepasst.

4.1 Ein Modell

Abbildung 4.1(a) zeigt die kumulative Anzahl der bestitigten Fille wihrend
der Coronavirus-Epidemie in Frankreich zwischen dem 25. Februar und dem
29. Mirz 2020. Diese Daten umfassen sowohl Daten aus medizinischen La-
boratorien als auch Daten von hospitalisierten Patienten [71]. Es ist notwen-
dig, das Datum des 15. Mérz zu unterscheiden, ab dem plotzlich drastische
MaBnahmen ergriffen wurden, um die Epidemie zu stoppen: SchlieBung von
Schulen, Restaurants usw. Fiir diese drei Daten stieg die kumulative Anzahl
der bestitigten Fille von 13 auf 5.423 bis 40.174. Abbildung 4.1(b) zeigt die
gleichen Daten mit einer logarithmischen vertikalen Skala und linearen Re-
gressionslinien. Drei Perioden konnen unterschieden werden: in der ersten
Periode, die bis zum 6. Mirz lduft, ist das Wachstum schnell, aber eher unre-
gelmifig; in der zweiten Periode, die bis zum 15. Mirz lduft, ist das Wachs-
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tum etwas weniger schnell, aber regelméBig; in der dritten Periode, ab dem
16. Mirz, ist das Wachstum verlangsamt, aber immer noch regelmifig. Passt
man eine gerade Linie iiber den gesamten Zeitraum der ersten beiden Peri-
oden an, der vom 25. Februar bis zum 15. Mirz reicht, stellt man fest, dass
die kumulative Anzahl der Fille wie e*’ mit einer Rate A ~ 0,31 pro Tag
wichst [gestrichelte Linie mit langen Linien]. Die Verdopplungszeit betragt
(log2)/A 2,2 Tage. Wenn wir uns dagegen auf die zweite Periode beschrin-
ken, mit Daten, die besonders gut im logarithmischen Maf3stab ausgerichtet
sind, erhalten wir A = 0,225 pro Tag und eine Verdopplungszeit von 3,1 Ta-
gen [durchgezogene Linie]. Da die Daten vom Beginn der Epidemie durch
einen groflen Anteil neuer importierter Félle und durch stochastische Effekte
gestort sind, ist die zweite Schitzung wahrscheinlich die zuverléssigste. Fiir
die dritte Periode, nach der Umsetzung drastischer Mafinahmen, erhoht sich
die Verdopplungszeit auf 4,9 Tage [gestrichelte Linie].

log(Fall 20°
40 000 10 log(Falle) 00°°
30 000 8
20 000 6
10 000 4
& 6. Marz 15. Méarz
15. Mérz °
0 b 2
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Abbildung 4.1: a) Kumulative Anzahl der bestitigten Fille in Frankreich zwischen
dem 25. Februar und dem 29. Mirz 2020, gemél Santé publique France. b) Neperi-
scher Logarithmus dieser Anzahl und lineare Regressionslinien.

Wir werden ein mathematisches Modell untersuchen, das von dieser Epi-
demie inspiriert ist. Unterteilen wir die Population in fiinf Klassen geméaf
einer Variante des S-E-I-R-Modells aus Kapitel 2 :

* suszeptibel (S),
* infiziert in der Latenzphase, d.h. noch nicht infektios (E),
¢ infektios ohne Schutz (1),

« aus der Ubertragungskette entfernt, indem die Person als bestitigter
Fall (Ry) gezihlt wird,
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+ aus der Ubertragungskette entfernt, ohne gezihlt zu werden (Ry).

Jedes dieser beiden letzten Klassen umfasst daher sowohl diejenigen, die noch
infektios, aber isoliert sind, als auch diejenigen, die nicht mehr infektios sind,
weil sie sich erholt haben oder gestorben sind. Einige Patienten haben Sym-
ptome von geringem Schweregrad und bleiben zu Hause, ohne getestet zu
werden, andere leben in Altersheimen und sind trotz Komplikationen oder
sogar Tod nicht getestet worden; das sind die Kategorien, die in der Klasse
R, zu finden sind. Dieses Modell kann natiirlich bis ins Unendliche verfei-
nert werden, um es realistischer zu machen, aber wir haben hier versucht, die
Anzahl der unbekannten Parameter so weit wie moglich zu begrenzen. Das
Hauptziel ist auch, ein theoretisches Ergebnis iiber die endgiiltige Grofie der
Epidemie in dem sehr optimistischen Fall zu erhalten, in dem eine besonders
strenge Eindimmung es erlaubt, sofort in das unterkritische Regime iiberzu-
gehen, ein Fall, der dem in China gesehenen dhnlicher ist.
Sei N die Gesamtbevolkerung, die als grofl angenommen wird, so dass

N=S()+E()+1(t) + Ry () + Ra(1).

Sei a die effektive Kontaktrate, ¢ die Rate, mit der latent infizierte Individuen
infektios werden, und b die durchschnittliche Rate, mit der infektiose Indivi-
duen isoliert und damit aus der Ubertragungskette entfernt werden. Sei f der
Anteil der infektiosen Individuen, die zum Zeitpunkt der Isolierung zu den
bestitigten Fillen gezihlt werden (0 < f < 1); dieser Anteil kann im Laufe
der Zeit variieren, wird aber der Einfachheit halber als konstant angenommen.
Das Modell ist

% = —aS%, 4.1

62—1;2 :aS%—cE, 4.2)

%zcE—bI, (4.3)
mit

% = fbI, (4.4)

dR

7;2 =(1—f)bl. 4.5)

Um die Verbindung mit den Daten in Abbildung 4.1 herzustellen, entspricht
die Zahl R; () der kumulativen Anzahl der bestitigten Fille zum Zeitpunkt 7.



Kapitel 4 51

Wenn wir R(r) = R (¢) + Ra(¢) setzen, stellen wir fest, dass
dR
dr

Mit R; (0) = R»(0) = 0 folgern wir

Ri(t) = fR(1), Rp(t) = (1-/)R()

bl. (4.6)

fiir alle t > 0.

Zu Beginn der Epidemie bleibt die Anzahl der Fille im Vergleich zur
Gesamtbevolkerung sehr klein, so dass S(7) ~ N, was zu der folgenden Li-
nearisierung fiihrt

dE dl

— =~al—cE — ~cE—-bL

7 ar =€
Die Klassen E und I, aber auch die Klassen R; und R, haben die Tendenz,
exponentiell wie e*’ zu wachsen, wobei A der groBte Eigenwert der folgenden

Matrix ist
- a
< e —b ) 4.7

Das charakteristische Polynom ist

A2+ (b+c)d+c(b—a)=0. (4.8)
Also ist
. —(b+c)+/(b+c) —de(b—a) _ —(b+c)+/(b—c)*+4ac
2 2 ‘
(4.9)

Sansonetti [69] gibt an, dass die Inkubationszeit, d.h. die Zeit bis zum
Auftreten der Symptome, 5 bis 6 Tage betriigt. Die Latenzperiode kann etwas
kiirzer sein, da man infektios wird, etwas bevor man Symptome zeigt. Die
durchschnittliche Dauer der Latenzperiode wird auf 4 Tage festgelegt; daher
¢ = 0,25 pro Tag.

Die durchschnittliche Zeit in der Klasse I vor der Isolierung, die 1/b be-
trigt, ist schwieriger zu schitzen, da sie von vielen Faktoren abhingt. Sie
hingt von den biologischen Eigenschaften des Virus ab, von den Merkma-
len der Personen, wie z. B. ihrem Alter, aber auch von der Schnelligkeit, mit
der die Fille isoliert werden, was von Land zu Land unterschiedlich ist. Die
Epidemie in Frankreich begann zu einem Zeitpunkt, als die Menschen be-
reits von der Existenz der Pandemie wussten; es dauerte nicht lange, bis die
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Patienten isoliert wurden. Einige waren iiberhaupt nicht infektios, andere wa-
ren mehrere Tage infektios, bevor sie isoliert wurden. Nehmen wir an, dass
der Mittelwert in der GroBBenordnung von 1 Tag liegt, wobei die Form des
Modells impliziert, dass die Verteilung exponentiell ist. In einem verfeiner-
ten Modell hitten wir einen Durchschnitt dieser Gro3enordnung, wenn z. B.
80 % der infizierten Personen O Tage lang infektios blieben und 20 % 5 Ta-
ge lang infektits blieben, bevor sie isoliert wurden. Zusammenfassend haben
wir b = 1 pro Tag gewihlt.
Aus der Formel (4.9) kénnen wir ableiten, dass

a_(2),+b+c)2_(b—c)2_(}L_Fb)(l_i_i). (4.10)

4c

Damit liefe sich die effektive Kontaktrate @ numerisch aus der beobachteten
Wachstumsrate A berechnen.

Angenommen, die MaBBnahmen des 6ffentlichen Gesundheitswesens kon-
nen die effektive Kontaktrate durch eine Zahl ¢ teilen, die groBer als 1 ist.
Welche Zahl ¢ muss mindestens vorhanden sein, um die Epidemie zu stop-
pen? Diesen Wert, der die Reproduktivitit %, darstellt, erhélt man einfach,
indem man feststellt, dass wenn a durch ¢’ = a/%y ersetzt wird, muss die
neue Wachstumsrate der Epidemie Null sein, was gemél der Gleichung (4.8)
zub—a/%y = 0 fiihrt. Also ist

a A A

wenn der numerische Wert A =~ 0.225 pro Tag verwendet wird, der von der
Epidemiekurve in Abbildung 4.1 kommt. Angesichts der Unsicherheiten bei
den Parametern b und ¢ kann dies nur ein Ndherungswert sein. Wie im Ka-
pitel 3 hitte man auch feststellen konnen, dass %, der Spektralradius der

folgenden Matrix ist :
0 a c 0\
0 0 —c b '

Kehren wir zum S-E-I-R-Modell (4.1)-(4.6) zuriick. Gemif3 der Proposi-
tion 2.2 und der Bemerkung 1.4, ist die endgiiltige Groe der Epidemie bei
volliger Abwesenheit von Intervention so, dass

N —R() = S(0) exp (—Z R;}‘”)) .
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Zu Beginn der Epidemie gibt es nur wenige Infizierte in der Bevolkerung, also
S(0) ~ N. Die implizite Gleichung fiir die endgiiltige GroRe der Epidemie
kann so geschrieben werden:

R°° Roo
l—i\l)zexp<—%’0 1(\I)> 4.11)

Mit %y ~ 2,3 (genauer 2,33), finden wir numerisch R(ee) /N = 87 %. Nur ein
Bruchteil f dieser Fille wire gezidhlt worden.

4.2 Zweite Phase mit einem drastischen Eingriff

Stellen wir uns vor, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt T drastische Maf3-
nahmen ergriffen werden, damit die neue effektive Kontaktrate auf O reduziert
wird, wenn es R (T) kumulative bestitigte Fille gibt. Zum Beispiel gab es in
Frankreich bis zum 15. Mirz, als die Mallnahmen fiir Schulen und 6ffentli-
che Orte in Kraft traten, 5.423 kumulativ bestitigte Fille. Konnen wir dann
vorhersagen, was unter diesen idealen Annahmen die neue endgiiltige Grof3e
der Epidemie R(eo) oder zumindest die bestitigte R () gewesen wiire?

Solange ¢+ < T und die Gesamtzahl der Fille noch ein kleiner Bruchteil
der Gesamtpopulation ist, haben wir S(¢) ~ N und

dsS I dR
— =—aS—~—al=—-%bl=—-%)—.
7 aSN a Ro Ro 7

Also, durch Integration,
S(#) = S(0) — ZoR(z).

Wenn aber das Datum T nicht zu nahe bei 0 liegt, ist die anfangliche Anzahl
der Infizierten, N — S(0), bereits vernachlédssigbar im Vergleich zur Anzahl
R(T) der Fille zum Zeitpunkt T, so dass

E(T)+I(T)+R(T) =N—-S(T) = N—S(0) + ZyR(T) = ZyR(T). (4.12)
Dariiber hinaus haben wir
E(t) ~ue®, 1) ~ve!, R()~we,

wobei (u,v) ein Eigenvektor ist, der dem groRten Eigenwert A der Matrix (4.7)
zugeordnet ist. Also ist
—cu+av=~Au.
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Mit der Gleichung (4.10), finden wir

Also

A+b 43, A+b 1dR A
~ I I(t))=-—~— .
e L), 1) =5 —=~ L R()

E(1) ~ 4.13)

Diese Gleichungen ergeben insbesondere Néherungen von E(T) und I(T) in
Abhingigkeit von R(T).
Wenn die Kontakte dann auf Null reduziert werden, haben wir fiir t > T
ds dE
_— = O’ _— =
dt dt
wihrend die anderen Gleichungen (4.3), (4.4) und (4.5) identisch bleiben.

Ohne dieses System l6sen zu miissen, ist klar, dass die endgiiltige Grof3e der
Epidemie

—CE, (4.14)

R(e0) = E(T) + I(T) + R(T)

sein wird, da es E(T) + I(T) infizierte Individuen gibt, die sich zum Zeit-
punkt T noch nicht in den R-Klassen befinden. So ist

R(0) ~ ZoR(T)

nach der Formel (4.12). Da zu jedem Zeitpunkt R; () = fR(z) ist, folgern wir
auch Ry (o) ~ Zy R (T).

Wenn also Kontakte ab einem Datum nahe dem Beginn der Epidemie auf
Null reduziert werden — nahe genug, dass die lineare Néherung noch giil-
tig ist, aber nicht so nahe, dass die anfingliche Anzahl der infizierten Fille
vernachlédssigbar wird —, dann liegt die endgiiltige (bestitigte oder gesamte)
GroBe der Epidemie nahe bei derjenigen, die man erhélt, wenn man die ku-
mulative Anzahl der Fille (bestitigt oder gesamt) zu diesem Datum mit der
Reproduktivitit 2y der Epidemie multipliziert. Ein dhnliches Ergebnis erhlt
man auf die gleiche Weise fiir ein S-I-R-Modell. Im Anhang 4.5 stellen wir
jedoch fest, dass es nicht mehr % ist, das das Verhiltnis R(e<)/R(T) in Mo-
dellen bestimmt, in denen die infektiose Periode nicht exponentiell verteilt
ist, sondern ein komplizierterer Ausdruck.

Mit Ry (T) = 5.423 und %y = 2,33, ergibt dies R (e0) ~ 12.600. Betonen
wir noch einmal die Unsicherheit um die Parameter b und ¢, die sich in dem
Wert von R (e0) wiederfindet, sowie den offensichtlich viel zu optimistischen
Charakter einer Reduzierung der Kontakte auf 0.
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Am Rande sei auf die Analogie zum Konzept des Bevolkerungswachs-
tumspotenzials in der Demografie hingewiesen [59, S. 176]. Es ist der Quo-
tient zwischen der endgiiltigen stationdren Bevolkerung und der Bevolke-
rung zu einem bestimmten Zeitpunkt, wenn die Fertilitit zu diesem Zeitpunkt
plotzlich durch die Reproduktivitit %y geteilt wird, so dass die Bevolkerung
am Ende eine asymptotische Wachstumsrate von Null hat. Ahnlich wie bei
unserer Berechnung hat Keyfitz durch die Annahme, dass die Population zu
diesem Zeitpunkt stabil im Sinne von Lotka ist (d. h. durch den ersten Eigen-
vektor gegeben), eine relativ einfache Formel fiir das Wachstumspotenzial
erhalten, eine Formel, die auch % beinhaltet, wenn auch auf kompliziertere
Weise als fiir unser S-E-I-R-Modell [59, S. 179].

Beachten wir auch, dass die Schiitzung von E(T) +I(T) + R(T) aus den
Daten R(T) allein analog zu dem Problem ist, das zu Beginn der HIV-Epidemie
auftrat, die Anzahl der seropositiven Personen aus der Anzahl der gemeldeten
AIDS-Fille zu schitzen.

Abbildung 4.2 veranschaulicht dieses Zweiphasenmodell. Wir haben N =
65 x 10 (die Gesamtbevolkerung Frankreichs) genommen, mit den Anfangs-
bedingungen

S(0)=N—1, E(0)=1, I(0)=0, R(0)=0. (4.15)

Der Parameter a ist durch die Formel (4.10) mit A = 0,225 pro Tag gegeben,
wie in Abbildung 4.1. Uber den Parameter f liegen nur wenige Informationen
vor, auBBer dass viele Todesfille durch das Virus in Pflegeheimen zu Beginn
der Epidemie nicht zu den bestitigten Féllen gezidhlt wurden; setzen wir zur
Veranschaulichung f = 0,5. Wir haben T = 43,2 Tage genommen, so dass
R;(T) ~ 5.438 nahe an den Daten 5.423 vom 15. Mirz liegt. Wenn wir die
Simulation etwas ldnger als in der Abbildung fortsetzen, finden wir numerisch
Rj(e0)/Ry(T) = 2,3 &~ Z. Beachten wir auch, dass die Anzahl der Fille et-
wa fiinfzehn Tage nach dem Datum T des drastischen Eingriffs braucht, um
sich zu stabilisieren. Diese Zeit bezieht sich auf den Kehrwert des grofiten
Eigenwerts der Matriz
—c 0
(&%)

was in unserem Zahlenbeispiel —c ist.

Abbildung 4.3 zeigt, wie der Quotient R (o) /R; (T) in Abhiingigkeit von
der Zeit T variiert, wenn die Kontaktrate auf Null reduziert wird. Tatsdchlich
wird ein Plateau beobachtet, bei dem dieser Quotient nahe bei % liegt. Fiir
T — 0 gilt R;(T) — 0 und Ry (e0) — f(E(0) +1(0)) > 0, so dass der Quoti-
ent Ry (o) /R (T) gegen unendlich konvergiert. Der Quotient néhert sich %,
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Abbildung 4.2: Beispiel fiir eine Simulation des Zweiphasenmodells. Das Datum T
des drastischen Eingriffs ist durch eine senkrechte gestrichelte Linie dargestellt.

wenn T von der GréBenordnung der Inversen der Differenz zwischen den
beiden Eigenwerten der Matrix (4.7) ist. Fiir T — +oo greift dagegen die In-
tervention zu spit ein. Die Epidemie ist bereits vorbei und R (eo) /R (T) — 1.
Fiir N — o0 erwartet man, dass die Breite des Plateaus, in dem R (e0) /R (T)
nahe bei % liegt, wie (logN)/A wichst. Das wire das gleiche Verhalten wie
die Zeit bis zum Epidemiehdhepunkt im S-E-I-R-Modell mit konstanten Ko-
effizienten (siehe Kapitel 2).

4.3 Eine Verallgemeinerung

In der Realitit kann die effektive Kontaktrate fiir # > T natiirlich nicht Null
sein. Der fiir R(e0) erhaltene Wert kann dennoch als untere Schranke des rea-
len Wertes betrachtet werden, da es sicher ist, dass die endgiiltige Grofe der
Epidemie mit Nicht-Null-Kontakten hoher sein wird als mit Null-Kontakten
fiir t > T. Es ist jedoch zu bedenken, dass Epidemiemodelle vom Typ S-I-
R oder S-E-I-R mit einer variablen Kontaktrate nicht ,,monoton® sind: Eine
Verringerung der Kontaktrate kann manchmal zu einer groBeren Endgrofie
der Epidemie fiihren (siche Kapitel 13).

Betrachten wir den Fall, dass die Kontaktrate nicht auf O reduziert wird,
sondern einfach durch eine Zahl g > 1 geteilt wird. Die Reduktion auf O ent-
spricht dem Grenzfall, bei dem g gegen unendlich konvergiert. Wir haben fiir
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Abbildung 4.3: Der Quotient R (o) /R (T) als Funktion von T.

t>T,
dsS a_1 dE a1
T __s—-. =Z=IS__¢E 4.16
dt g N dt g N N (4.16)
wihrend die Gleichungen (4.3), (4.4) und (4.5) identisch bleiben. Wir haben

firt >T
1dS a dR

Sdr ¢gbNdt’

Durch Integrieren zwischen t = T und ¢ = +oo leiten wir ab

S(=) % R()—R(T)
eSm Ty N

wo %o =a/b > 1.Da S(ee) = N —R(e0), haben wir

| _RE=) S (4% W) 4.17)

Nehmen wir wie im Abschnitt 4.2 an, dass die Zeit T weder zu klein noch
zu grofB} ist, d.h. dass sie im Plateau der Abbildung 4.3 liegt. In einer ersten
Niherung ist S(T) ~ N und R(T) noch klein vor N. Es ergeben sich dann
zwei Fille.

Wenn 1 < g < %y, dann zeigt ein grafisches Argument, das darin besteht,
das erste und zweite Glied der Gleichung (4.17) als Funktion von R(ee)/N
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aufzuzeichnen, dass die Losung R(e0)/N nicht klein ist, sondern nahe der
positiven Losung der Gleichung

R(eo) Ko R(>)
1—T~exp <_qN)' (4.18)

Wenn im Gegenteil g > %, dann ist die Losung R(e0) /N der Gleichung
(4.17) klein. Da S(T) =~ N — %y R(T), fiihrt ein Niherungspolynom erster
Ordnung des Exponentials in Gleichung (4.17) zu

RE) o [1- B [, SR -RD)]

Behilt man nur die Terme niedrigster Ordnung bei, findet man

|_R(e) | FR(T)  AoR(es) ~R(T)
N N q N
SchlieBlich,
1-1/q
R(e0) = R(T) %y ————. 4.19
(o) ~ R(T) %o § —o/a (4.19)
Fiir ¢ — oo finden wir R(e0) 2 R(T) %, wieder. Wir bemerken auch, dass
1-1/q
—— 1 -,
1—Zo/q

wie es sein sollte. Eine mit der Formel (4.19) identische Beziehung verbindet
R1 (00) und R1 (T)

Die Formel (4.19) ist leicht zu interpretieren. Infizierte Personen zum
Zeitpunkt T, die sich noch nicht in den R-Klassen befinden, infizieren im
Durchschnitt %/ q suszeptible Personen und jede dieser letzteren wird ihrer-
seits Zo/q suszeptible Personen infizieren usw., gemif einer geometrischen
Reihe mit dem Quotient Zy/q < 1. Also ist

R = R(T) ) 107 14504 (B0) ()7

q q q

E(T) + (T)
1-%/q

Nun haben wir mit der Formel (4.12) gesehen, dass

~R(T)+

E(T) + 1(T) ~ R(T)(%y — 1).
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Wir finden gut

X — 1

R(s0) ~ R(T) {1 e

~ 1-1/q

} ~R(T) %o 1-%/q

Abbildung 4.4 zeigt in Abhingigkeit vom Reduktionsparameter ¢ die end-
giiltige GroBe der Epidemie im logarithmischen MaBstab, log(R(e)/N), er-
halten durch numerische Simulation des Systems (4.1)-(4.6) fiir # < T mit
Anfangsbedingungen (4.15), dann des Systems (4.16) fiir t > T. Wie in Ab-
bildung 4.2, die Gesamtpopulation ist N = 65 x 10° und der Parameter a ist
durch die Formel (4.10) mit A = 0,225 pro Tag gegeben; wiederum haben wir
S =0,5und T = 43,2 Tage genommen, so dass R;(T) ~ 5.438. Die Abbil-
dung zeigt auch, was die Formel (4.19) fiir ¢ > % ergibt. Sie zeigt schlieBlich
die positive Losung der Gleichung (4.18) fiir ¢ < %y. Wir sehen, dass beide
Niherungen in der Nihe von g = %, authoren, giiltig zu sein.

Abbildung 4.4: Der Logarithmus der endgiiltigen infizierten Fraktion, log(R(ee)/N),
als Funktion des Reduktionsparameters ¢ [durchgezogene Linie], verglichen mit der
Formel (4.19) [kleine Kreise], die fiir ¢ > % gilt, und mit der Losung der Gleichung
(4.18) [kleine Rauten], die fiir ¢ < % gilt.

Die endgiiltige GroBe der Epidemie variiert um mehrere Gré8enordnun-
gen, wenn der Parameter ¢ nahe bei % liegt. Da dieser schwer zu quanti-
fizieren ist, ist auch die Vorhersage der endgiiltigen Grofle der Epidemie in
diesem Bereich schwierig. Nur wenn der Parameter deutlich groBer als %y
ist, wird die Vorhersage mit der Formel (4.19) unempfindlicher.
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4.4 Schitzung des Reduktionsparameters

Versuchen wir, den Parameter ¢ zu schitzen, indem wir eine Modellsimu-
lation an die Daten vom 15. Mirz bis 15. April 2020 anpassen. [71] warnt
dennoch, dass ,,die Zahl der bestitigten Fille in Frankreich die Dynamik der
Epidemie nicht mehr zufriedenstellend widerspiegelt®, da ,,Patienten mit An-
zeichen von COVID-19 nicht mehr systematisch durch einen biologischen
Test bestitigt werden*.

Wir beginnen mit den Daten R (T) = 5.423 und den Beziehungen R(T) =
R (T)/f und Ry(T) = (1 — f)R(T). Da die Daten fiir die letzten 8 Tage be-
sonders gut iibereinstimmen, starten wir die Modellsimulation mit

R(T—6) ~e *R(T)

wobei A = 0,225 pro Tag und 6 = 8 Tage, mit den entsprechenden Schitzun-
gen (4.13)

A+b
C

S| >

(T-6)~—-R(T-0), E(T—-0)=~ I(T—0),
und mit

S(T—6) =N—E(T—6)—I(T—68) —R(T—6).

Fiir ¢+ > T ist die effektive Kontaktrate a/q und es wird versucht, Ry ()
an die Daten bis zum 15. April anzupassen. Die beste Anpassung liegt bei
g = 1,7 (Abb. 4.5). Da dieser Wert niedriger ist als die Reproduktivitidt Z,
scheint es, dass die MaBBnahmen unzureichend waren. Die allerletzten Punkte
in der Abbildung zeigen, dass die Abweichung vom Modell in Richtung einer
Verlangsamung der Epidemie wichst. Es kann sein, dass der gewihlte Wert
von f nicht angemessen ist oder sich im Verlauf der Epidemie verindert hat.
Oder das Modell ist vielleicht etwas zu vereinfacht; insbesondere wiirde man
erwarten, dass eine nicht-exponentielle Verteilung der in den verschiedenen
Kompartimenten verbrachten Zeit den Zeitpunkt beeinflusst, an dem die Kur-
ve zu knicken beginnt.

Zusammenfassend wurde ein Zwei-Phasen-Szenario untersucht, bei dem
die Kontaktrate ab einem bestimmten Datum reduziert wird. Es wurde ei-
ne einfache Niherungsformel fiir die endgiiltige GroBe der Epidemie in Ab-
hingigkeit von der Anzahl der zum Zeitpunkt der Reduzierung festgestellten
Fille gefunden. Dieses Ergebnis muss jedoch noch strenger formuliert und
demonstriert werden, wahrscheinlich indem man es als asymptotisches Er-
gebnis fiir N — 4o erscheinen ldsst.
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Abbildung 4.5: Logarithmus der Anzahl der zwischen dem 7. Mirz und 15. April
erfassten Fille [kleine Kreise, Daten von Santé publique France] und log(Ry(t))
als Funktion der Zeit ¢ in vier Simulationen mit von oben nach unten g €
{1,5;1,7;2;2,5}.

4.5 Anhang: eine nicht-exponentielle infektiose Periode

Betrachten Sie ein S-I-R-Modell mit einer infektiosen Periode, die nicht un-
bedingt exponentialverteilt ist. Sei I(¢,x) die Dichte der seit x Zeiteinheiten
infizierten Personen zum Zeitpunkt ¢. Sei a(x) die effektive Kontaktrate und
b(x) die Rate, mit der infizierte Personen aufhoren, die Infektion zu iibertra-
gen. Zu Beginn der Epidemie haben wir

I(2,0) = /:wa(x)l(t,x)dx

Z) )
5 + i —b(x)I(t,x)
und
dR Feo
il b(x)I(¢,x)dx

Wir folgern, wie in der Theorie der stabilen Populationen von Lotka [4, Ka-
pitel 24], dass
1(t,x) ~ ke* e Ao by
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wobei k eine Konstante ist und wobei die Wachstumsrate A die eindeutige
Losung der folgenden Gleichung ist

1:/+wa( Ye Ao b)Y gy
0
Sei
v oo
1) = / (7, %) dx.
0
Das Problem besteht darin, I(T) +R(T) aus R(T) zu schitzen. Aber

~ dR +°°b( )I(T,x)dx

N/*“’ AT oA [§b0)dy gy

Wir leiten ab, dass

AR(T)e™

k ~
Jor b(x) e Ao b0 dy gy

SchlieBlich,

I(T)+R(T) A fy"e P lb0)drgy .
R(T) [ b(x)e 2 Jb0)dy gx

Das zweite Glied hat keinen besonderen Grund, mit der Reproduktivitit
e S b(y)dy
Ry = / a(x) e JobO)dy gy
0
zusammenzufallen (Proposition 3.14). Im Spezialfall, in dem die Raten kon-
stant sind, mit a(x) = a und b(x) = b, hat man jedoch A = @ — b und damit

I[(T)+R(T) A _a
WNZ_FI_E_%O.
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Stochastische Modelle

Zundchst wird eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit der Aus-
loschung einer Epidemie, die durch einen Verzweigungsprozess
mehrerer Typen modelliert wird, vorgestellt, wenn dieser Pro-
zess aus Kompartimentmodellen konstruiert wird, die Systeme
von Differentialgleichungen sind. Dann wird die durchschnittli-
che Dauer einer Epidemie in einem stochastischen S-1-S-Modell
untersucht, wenn die Population grofs ist.

5.1 Wahrscheinlichkeit der Ausloschung von Epidemien

5.1.1 Verzweigungsprozesse

Zu Beginn einer Epidemie sind die stochastischen Effekte wichtig und kon-
nen auch bei %y > 1 zur Ausloschung der Epidemie fithren. Man kann sich
also Modelle vorstellen, die Verzweigungsprozesse mit m Typen in kontinu-
ierlicher Zeit sind und die mit den Koeffizienten der Matrizen A, B und C aus
dem Abschnitt 3.1 gebildet werden. Die Frage ist nun, wie hoch die Wahr-
scheinlichkeit der Ausloschung in diesen Modellen ist, wenn wir bei t = 0
mit n; infizierten Personen vom Typ j fiir 1 < j < m beginnen. Die n; sind
ganze Zahlen. Diese Wahrscheinlichkeit hat die Form eines Produkts

0)1”1 ... a)m”m

[47, §3.7]. Gesucht ist eine allgemeine Formel, die die Wahrscheinlichkeiten
®; und die Matrizen A, B und C miteinander verkniipft.

Wir werden zeigen, dass der Vektor (a)j) der Wahrscheinlichkeiten der
Ausloschung, wenn % > 1, die eindeutige Losung in [0; l[m des folgenden
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Fixpunktproblems ist

_ LiAi o+ B — Yy Cij o

; 5.1
! LiAij+B;+Cj; oD

mit 1 < j < m. Wie wir noch sehen werden kann dies auch so geschrieben
werden

Z(l—wi)(Ai’j(l)j—Bi,j—Ci,j):0 (5.2)

l

mit 1 < j <m. Sei [1 — o;] der Zeilenvektor (1 — @y, ..., 1 — ®,). Sei diag[ ]
die Diagonalmatrix mit @; auf der Diagonale. So erhilt das System eine kom-
paktere Form:

[l — @;](Adiag[ay] —B—C) =0. (5.3)

Die Formel (5.2) kann fiir den Fall einer periodischen Umgebung verallge-
meinert werden (siehe Kapitel 17).

Beweis. Lassen Sie uns das stochastische Modell konstruieren, das natiirlich
mit dem deterministischen Modell (3.1) verbunden ist. Wir nehmen an, dass
mit einer Rate A;; jede infizierte Person vom Typ j auf eine Weise durch
zwei Personen ersetzt wird, eine vom Typ i, die andere vom Typ j: es hat
eine Neuinfektion gegeben. Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses A; ;dt + o(dt) wihrend eines infinitesimalen Zeitintervalls d ist.
Mit einer Rate B; ; hort jede infizierte Person vom Typ j auf, infektids zu
sein. Mit einer Rate —C; ; fiir i # j wird jede infizierte Person vom Typ j zu
einer infizierten Person vom Typ i. Schematisch,

j—itj, j=—0, j—i (i#)).
Aij Bjj —Cij

Da —Y,.;C; j = C; j, erleidet jede infizierte Person vom Typ j eines der drei
obigen Ereignisse mit der Gesamtrate

Aj=Y Aij+Bj;+Cj.
1

Sei gj(x1,...,x,) die Erzeugungsfunktion der Anzahl der Personen verschie-
dener Typen, die von einer Person des Typs j nach obigem Schema erzeugt
werden, wenn wir den Prozess nach einem Ereignis anhalten. Wir haben

1
gj(xl,...,xn) = T (ZA,‘JX,‘X]'-FB}"J'-FZ(—Ciyj)x,') .
i \7 iZ]
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Nach der Theorie der Verzweigungsprozesse mit mehreren Typen [47, Theo-
rem 3.7. 5], die eine Verallgemeinerung der Theorie der Bienaymé-Galton-
Watson-Prozesse [4] ist, wissen wir, dass wenn %, > 1 (d.h. im iiberkriti-
schen Fall, in dem 6(A —B —C) > 0 gemiB dem Korollar 3.8), sind die
Wahrscheinlichkeiten (@, ..., @,) die eindeutige Losung in [0; 1[™ des Fix-
punktproblems

gi(or,...,0n) = 0;

fiir I < j < m. Nun wird auch dies geschrieben

ZAljwle+Bjj+Z Cij) o= wﬂjZ“’/(Z‘,Ai,ﬁB/’,ﬂrCm)-
i#j i

Daher, durch Umordnen,
_ch}j w;+Bj,;(1 wJZAl/ — ).
i
Da};C; ; = 0ist, wollen wir diesen Term zum ersten Glied hinzufiigen:
ZC,, — ;) +B; (1 a)/ZA,j — @)

Dies ist tatsichlich identisch mit der Gleichung (5.2), da B;; = 0 fiir i #
Jj. O
5.1.2 Beispiele

Fiir das S-I-R-Modell des ersten Kapitels gibt es nur ein infiziertes Kompar-
timent, das I-Kompartiment. Die Gleichung (5.3) reduziert sich auf

(1-w)(aw—>) =0,

so dass

wenn %y > 1.

Als zweites Beispiel betrachten wir eine Variante des S-E-I-R-Modells
mit Demografie. Sei N(¢) = S(¢) + E(¢) +1(¢) + R(¢) die Gesamtbevolkerung,
v die Anzahl der Geburten pro Zeiteinheit, a die effektive Kontaktrate, u die
natiirliche Sterblichkeit, ¢ die Rate, mit der Personen in der latenten Phase in-
fektios werden, b die Rate, mit der sich infektiose Personen erholen, und € die
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Ubersterblichkeit wihrend der infektiosen Periode. Dann kann das folgende
Modell vorgeschlagen werden:

% :v—aS%—uS,
cjl—]j :aS%—(u—i—c)E,
%:cE—(queer)I,
% =bl—uR.

In Abwesenheit von Krankheit ist der stationire Zustand S = N* = v/u. Zu
Beginn einer Epidemie besteht die Population fast ausschlieBlich aus suszep-
tiblen Individuen, so dass S ~ N ~ N*. Wir erhalten also das linearisierte
Modell

Fx (u+c)E+al
ar W TaETal,

dl

— ~cE— e+b)1.

5 S cE-(utetd)

Unter Verwendung der Notationen aus dem vorherigen Abschnitt ergibt sich

(0 a ([ u 0 ([ ¢ 0
A_(O 0)’ B_(O u+e+b>’ C_<—c 0)'

Also e .
A(B + C)fl _ (c+u)(u+e+b)  u+e+b
0 0
und ae
R = .
*T (ctu)(ute+b)

Man beachte, dass ¢/(c+ ) die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine Person, die
gerade das Kompartiment E betreten hat, das Kompartiment I erreicht, ohne
in der Zwischenzeit zu sterben. Nehmen wir an, %y > 1. Das System (5.3)
wird

o mf(35)(2 ) s )oe

Wir finden also die beiden Gleichungen

—(c+u)(1—a)+c(1—am) =0, am(l—wo)—(u+e+b)(1—a,)=0.
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Daher ist die Losung in [0; 1]2

_ M+c /%o . 1
ptc iz

Auf die gleiche Weise berechnen wir die Wahrscheinlichkeiten der Aus-
16schung fiir ein Malariamodell (siehe Kapitel 9). Sei a die Stichrate, b, die
menschliche Heilungsrate, b, die Miickensterblichkeit, N; die Anzahl der
Menschen und N, die Anzahl der Miicken. Wenn I; die Anzahl der infizier-
ten Menschen und I, die Anzahl der infizierten Stechmiicken ist, dann hat das
linearisierte Modell die Form

_ 0 a (b O _
A_<aN2/N| 0)’ B‘(o bz)’ =0
Wir finden
_No/Ny
%o—a b1b2 .
Das System (5.3) wird
0 a o O by 0 _
oo e[, 6) (% 0 )= (5 0 )]0

Am Ende der Berechnungen finden wir

b b Ko)?
o=y 2+2a ~ @Z*THI/( 0) .
2(%0)* +a by+a

Nichtsdestotrotz fiihrt das System aus zwei Gleichungen zweiten Grades
(5.2) im Allgemeinen zu einer Polynomgleichung vom Grad 4 fiir jede der
Wabhrscheinlichkeiten @;, selbst wenn es nur zwei Arten von Infizierten gibt.
Da 1 immer eine Wurzel ist, sind wir auf eine Gleichung vom Grad 3 redu-
ziert, die im Allgemeinen nicht weiter reduziert werden kann. Dies ist z. B.
bei einem S-I-S- oder S-I-R-Modell mit Wanderungen zwischen zwei Stand-
orten der Fall, so dass das linearisierte System fiir infizierte Individuen (I;,15)
an beiden Standorten die folgende Form hat

. aq 0 o b1 0 o C1l —C2
A(O a2>’ B(O b2>’ C(—Cl (&) >

Erst das Vorhandensein vieler Nullen in den Matrizen A, B und C erlaubt im
Falle des S-E-I-R- oder Malaria-Modells relativ einfache explizite Berech-
nungen. Wenn man sich mit numerischen Berechnungen begniigt, dann erhilt
man statt des Systems (5.3) den Fixpunkt in [0, 1[" des Systems (5.1) durch
einfache Iterationen ausgehend von (xi,...,x,) = (0,...,0).

()]



68

5.2 S-I-S Modell

Das stochastische S-I-S-Modell, bei dem infizierte Individuen wieder sus-
zeptibel werden, wenn sie sich erholen, ist ein Spezialfall eines Geburts- und
Sterbeprozesses, bei dem die ,,Geburtenrate* quadratisch und die ,,Sterberate*
linear ist. Sie wurde eingehend untersucht, wenn die Umgebung als konstant
angenommen wird. Sei a die effektive Kontaktrate und b die Erholungsrate.
Sei N die GroBe der Population. Wenn es zum Zeitpunkt ¢ n infizierte Perso-
nen gibt, dann gibt es N — n suszeptible Personen:

 die Wahrscheinlichkeit, dass zum Zeitpunkt ¢ + df n+ 1 Personen infi-
ziert sind, mit dr infinitesimal, ist an (1 —n/N)dt + o(dr);

 die Wahrscheinlichkeit, dass zum Zeitpunkt ¢ 4+ df n — 1 Personen infi-
ziert sind, ist bndt + o(dt).

Abbildung 5.1 zeigt eine Simulation dieses Modells. Alle Simulationen er-
reichen schlieBlich den absorbierenden Zustand n = 0, in dem es keine in-
fizierten Individuen mehr gibt und die Epidemie stoppt [72, section 2.13].
Eine grundsitzliche Frage ist, nach welchem Zeitraum dies im Durchschnitt
geschieht. Dies ist in gewisser Weise analog zu dem Problem der Fixierung
eines Gens durch genetische Drift [4, Kapitel 20].

—

Abbildung 5.1: Simulationsbeispiel mit a = 10, » = 5 und N = 15 [fluktuierende Kur-
ve]; Losung des deterministischen Modells d1/dt = al(1 —1/N) — b1 [glatte Kurve].

Die Wahrscheinlichkeit P,(¢), zum Zeitpunkt ¢ n infizierte Personen zu
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haben, ist so dass

dP,
dt

=a(n—1)[1—(n—1)/N|P,_;
—[an(1 —n/N)+bn]P,+b(n+1)P,1; (5.4)

fir 1 <n <N-—1, wihrend

dP,
=0 —pp .
T bPy, (5.5)
‘%:a(N_1)[1_(N_1)/N]PN,1—bNPN.

Ohne ins Detail zu gehen, da die Berechnungen in einem periodischen Rah-
men im Kapitel 19 wieder aufgegriffen werden, erwartet man, dass P, (1) — 0
fiir + — o0 und fiir beliebige 1 < n < N gilt, wihrend Py(z) — 1. Genauer
gesagt,

P,(t) ~eM'm,

fir 1 <n<NmitA; <O0und 7w, > 0. AuBerdem gilt Py(¢) ~ 1 + ey mit

o < 0 und
N

Y m=o. (5.6)
Fiir die Zahlen 7, gilt

M, =a(n—1)[1—(n—1)/N]m,_,
—lan(1—n/N)+bn|m,+b(n+1)m, . (5.7

Analytische Ergebnisse konnen erhalten werden, wenn die Population N
grof} ist. Wir werden in diesem Abschnitt @ > b annehmen: dies ist der iiber-
kritische Fall, der interessanteste. Abbildung 5.2 zeigt, wie die Losung P, (¢)
in einem Beispiel mit N = 100 vor der Konvergenz gegen den konzentrierten
MaB in n = 0 aussieht: Sie nihert sich einem metastabilen Zustand, der qua-
sistationdren Verteilung (7,);<,<n. Numerisch ist der Eigenwert A;, der die
Konvergenzgeschwindigkeit angibt, extrem klein (etwa —4 x 10~%). Die Er-
wartung der Zeit bis zur Ausléschung der Epidemie, selbst wenn man von ei-
ner einzigen infizierten Person ausgeht, ist in der Grofenordnung von —1/24,
und damit extrem grof3. Denn wihrend die Epidemie in einem Bruchteil der
Simulationen aufgrund der Kleinheit dieser Anfangsbedingung schnell aus-
16schen kann, ist die Zeit bis zur Ausloschung im komplementédren Bruchteil
sehr grofB3, so dass auch die Erwartung 7 sehr grof} ist.
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0069 1 (1)
0.05 4
0.04 1

0.03 1
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Abbildung 5.2: Losung des Systems (5.4) zur Zeitt =20, wenna = 10,5 =5, N =100
und wenn wir von N/2 infizierten Personen bei 7 = 0 ausgehen.

Verwenden wir die WKB-Niherung (nach Wentzel, Kramers und Bril-
louin), die in der Physik klassisch ist. Sei

x=n/N, 0<x<l1.
Wenn N grof} ist, haben wir
T, ~ efNS(x)

fiir I < n < N und fiir eine bestimmte Funktion S(x). Wenn man

dsS
T e M) o exp (—Ns<x> - dx(x)> ,

Ty—1 & €Xp (—NS(x) + jbsc(x))

in Gleichung (5.7) einsetzt und den Term A7, wegen der Kleinheit von A;
vernachléssigt, erhélt man die stationdre Hamilton-Jacobi-Gleichung

dS
H(x,dx) =0 (5.8)
mit dem Hamiltonian
H(x,p) =ax(1—x)(e’ — 1)+ bx(e ™ —1)
=x(l—e P)[a(l —x)e” —b]. 5.9)



Kapitel 5 71

Der nicht-triviale Zweig der Niveaumenge H = 0, derjenige mit a(1 — x)e” —
b = 0, fiihrt zu der Formel

S(x) = xlog(b/a) +x+ (1 —x)log(1 —x) + Konstante. (5.10)

Diese Funktion hat ein Minimum (Abb. 5.3), wenn x =x* =1—b/a.

0.31
0.21

0.11

0 O.'2 0.'4 0.'6 0.'8 1
Abbildung 5.3: Die Funktion S(x), so dass S(0) = 0 ist, mita = 10 und b = 5.

SchlieBlich folgt aus den Gleichungen (5.5) und (5.6), dass

V5 T
M=bt— _p T (5.11)
To ZS:I Ttn
efNS(l/N)

be—N[S(0)—min($)]

~ _ ~ _

b 2,17:1 e—NS(n/N)
Mit T & —1/A; erhalten wir

1
98T, Def§(0)—S(x*) = b/a—1—log(b/a) > 0. (5.12)
N Notow

oder T ~ eN. Die Zahl c ist die Hohe zwischen dem Boden und dem Rand x =
0 des Potentialtopfes S(x). Der Erwartungswert der Zeit bis zur Ausléschung
wichst exponentiell mit der Gro3e der Population.

Aquivalent dazu hat das Hamilton-System

dx JH

_— = = — P _ -pr

& ap ax(1 —x)e? —bxe™”, (5.13)
dp _ M =—a(l-2x)(e? —1)=b(e™? —1), (5.14)

dr— dx
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einen heteroklinen Orbit (Abb. 5.4), der die Gleichgewichtspunkte
(X*a()):(l_b/avo) und (Oap*):(()alog(b/a))

miteinander verbindet. Dies ist der oben erwihnte Zweig der Niveaumenge
H = 0. Zusitzlich,

0 0 4S
C:/X*pdx:/X* de:S(O)fS(x*),

wo das erste Integral entlang diesem Orbit aufgenommen wird.

0 01 02 03 04 05 06 07

Abbildung 5.4: Das Hamiltonsche System (5.13)-(5.14) in der (x, p)-Ebene mit ins-
besondere dem heteroklinen Orbit, der (x*,0) mit (0, p*) verbindet, wenn a = 10 und
b=>5.

Anmerkung 5.1. Genauere Schitzungen konnen mit der folgenden verfeiner-
ten WKB-Losung erzielt werden

7, ~ e NSo(n/N)=S1(n/N)
Durch Einfiigen von

dSo 1 d*Sg 1.dS,
Tin1 =2 €XP (NSO(X) - a(x) - ﬁﬁ(x) =Si(x)— ﬁa(ﬂ

und von einem dhnlichen Ausdruck fiir 7, in der Gleichung (5.7) und durch
die Abtrennung der Terme hoheren Grades, erhalten wir die Hamilton-Jacobi-
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Gleichung (5.8) fiir Sp(x) und die Gleichung

ax(l—x)ex S0 —bxex _ 450 | 451
P\ ax P dx dx
dSy x(1—x) d*Sg dSo x d*Sg
= 20 112 SO0 i hexp (-0 ) [—1 42520
“Xp<dx> { AR I il e 3w
fiir Sy (x). Somit ist So(x) durch die Formel (5.10) gegeben und die Gleichung
fiir Sy (x) fiihrt zu

Si(x) =1log (xﬁ) + Konstante.

Also
e7N80 (n/N)

N

fiir eine Konstante k. Wenn 7 Kklein ist,

T, ~k

7, o KN o NSo(0)-n5(0) _ KN Nso(0) (5)" (5.15)
n n b

Aber fiir n klein kann das System (5.7) durch die folgende Rekursionsglei-
chung approximiert werden

an—1)m,—y —n(a+b)m, +b(n+1)mp 1 =0, n>=1,

was zu
_m1—{(a/b)"
" n 1—alb
fiihrt. Fiir n — 4o ist dieser Ausdruck dquivalent zu
m (a/b)"
nalb—1

die mit der Formel (5.15) iibereinstimmt, genau wenn
T~ kNe N9 (q/b—1).
Mit der Laplace-Methode [55] ergibt die Formel (5.11) schlieBlich

3y e T/ UN) N(ba)x*W\/W:_(a—b)z\/gl

- 1 ¢—NSg(x) J - eNSo(0)=So (") /2 1 aeN
/0 xv1—x *

Wenn zum Beispiel a = 20, b = 5 und N = 50, dann liegt diese Abschitzung
nur 2 % iiber dem Wert von A;, den man mit einer Software erhilt, die die
Eigenwerte grofler Matrizen berechnet.
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Kapitel 6

Periodische Matrixmodelle

In diesem Kapitel werden einige Aspekte der periodischen Ma-
trixmodelle erirtert. Die Reproduktivitit %y ist das asympto-
tische Verhdltnis zwischen Neuinfektionen in zwei aufeinander-
folgenden Generationen des Infektionsbaums. Wir erhalten eine
Formel fiir die Empfindlichkeit der Wachstumsrate A und eine
Ungleichung zwischen A und .

6.1 Die Reproduktivitit

Auch wenn zeitdiskrete Modelle eher in der Demographie oder Okologie als
in der Epidemiologie verwendet werden, ist dieses Kapitel dieser Art von Mo-
dellen gewidmet. Dies ermoglicht es uns, die Definition der Reproduktivitit
im periodischen Fall mit den elementaren Methoden der linearen Algebra
besser zu verstehen.

Proposition 6.1. Seien m > 1 und T > 1 ganze Zahlen. Seien

(A(t))o<e<t—1,  (B())ose<T—1

quadratische, nichtnegative Matrizen der Ordnung m. Wir setzen, fiir alle t €
Z,
A(t+T)=A(r), B(+T)=B(r), M()=A®)+B(@).

Seien Ip € R™ ein nichtnegativer Vektor und ty eine ganze Zahl, so dass 0 <
to < T — 1. Angenommen, fiir allet >ty und n > 0,

19(10) =Ty, 19 4+1) =B)1(r), (6.1)
170 10y =0, 1D +1) = AT (1) +B@) 1" (1), (6.2)
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Sei

Dann haben wir
I(r+1) =M(1)1(r) (6.3)

und I(to) =Ip.

Der Vektor 1) (¢) ist die infizierte Population, die zur Generation n zum
Zeitpunkt ¢ gehort. Die Ausgangspopulation gehort zur Generation 0. Die
Matrix A(z) stellt die infektiosen Kontakte dar. Die Matrix B(#) steht fiir die
Erholung oder den Transfer.

Beweis. Summiert man die Gleichungen, erhélt man

Y1+ ) =A0+B0) Y170, Y1) =L O

n=0 n=0 n=0

Lemma 6.2. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir die Proposition 6.1.
Es wird ferner angenommen, dass

p(B(T—1)---B(1)B(0)) < 1.

Sei
-B(O) # 0 - 0
0 —B(l) :
%: E '.. '.. '.. 0 5 (6.4)
0 . . 54
I 0 - 0 -B(T-1)

wobei . die Identitiitsmatrix bezeichnet. Dann ist die Matrix 9 invertierbar.

Die Bedingung bedeutet, dass die infizierte Population ausstirbt, wenn es
keine neuen Infektionen gibt.

Beweis. Fiirjedes 0 <i,j <T—1, sei

S wenni=j+1
B*(i, j) = oder (i,j) = (0,T—1),
BIIZN B(i—1)B(i—2)---B(j+1) wenni > j+1,

B(i—1)B(i—2)---B(j+1-T) wenni<j,(i,j)# (0,T—1).
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Mit der Konvention, dass ein Produkt von Matrizen wie B(i —1)B(i—2)---B(j+
1) die Identitdtsmatrix ist, wenn der letzte Index j+ 1 streng grofer ist als der
erste Index i — 1, konnen wir einfacher schreiben

B*(i, j) — B(i—1)B(i—2)---B(j+1) wenni > j+1,
D) Z U B(i—1)B(i—2)---B(j+1—T) wenni<j.

Sei B* die Blockmatrix (B*(i, j))o<i,j<T—1. Seien (i, j) die Blocke der Ma-
trix . Dann ist

T-1 “(i, j :
>
ZB*(U‘) +B*( -1) wenn]./l,
J ,0)B(0)+B*(i,T—1) wenn j=0.
Wenn i < jist,dannisti < j—1 und

—B*(i,/)B(j)+B*(i,j—1) = —B(i— 1)B(i—2)---B(j+ 1 —T)B(j — T)
+B(i—1)B(i—2)---B(j—T) =0.

Wenn i > jund j > 1 sind, dann ist

—B*(i,/)B(j) +B*(i,j —1) = =B(i—1)B(i—2) ---B(j + 1)B(/)

Wenn i > j und j = 0 sind, dann ist

—B*(i,0)B(0) + B*(i, T— 1) = —B(i— 1)B(i — 2) ---B(1)B(0)

Wenn i = j > 1, dann ist
—B*(i,i))B(i{)+B*"(i,i—1)=—-B(i—1)B(i—2)---B(i+1-T)B(i—T) +.7.
Wenn schlieBlich i = j = 0 ist, dann ist

—B*(0,0)B(0)+B*(0,T—1) =B(T—1)B(T—2)---B(1)B(0) + ..
Deshalb gilt

B*%#= diag [#—B(i—1)B(i—2)---B(i—T)].
0<i<T1
Das Produkt B(i — 1)B(i —2)---B(i — T) ist eine kreisformige Permutation
des Produkts B(T —1)---B(1)B(0). Diese beiden Matrizen haben also das-
selbe charakteristische Polynom [65, Ubung 1.3], dieselben Eigenwerte und



78

denselben Spektralradius, der per Hypothese streng kleiner als 1 ist. Die Ma-
trix # —B(i—1)B(i—2)---B(i —T) ist also invertierbar [65, Theorem 3.17]
und

[.7 —B(i— 1)13(1'—2)~~-B(i—T)]’1 = :Zo’;[B(i_ B(i—2)---B(i—T)J.

Die Matrix % ist also ebenfalls invertierbar und
B = ( diag [J—B(i—l)B(i—Z)---B(i—T)]]>B*. O
0<i<T—1

Die folgende Proposition ist das Analogon in einer periodischen Umge-
bung der Proposition 3.5.

Proposition 6.3. Gleiche Annahmen wie im Lemma 6.2. Fiirn > 0, t > ty und
0<s<T—1, seien

W(1) = A1 (), 6.5)
)y _ (n) — wenn fo<s<T—1,
H"(s) _kgk R (s+kT) mit ks = { | wemn 0<s<io_1. (6.6)
0
H™(0) :
H(1 R 0
H = A .
: 0
H®(T—1) :
0
wobei 1y den to-ten Block modulo T ist und wobei O Nullvektoren sind. Sei
A(0) 0 - 0
o — 0 A(l) (6.7)
: . 0
0 ‘e 0 A(T-1)

Dann haben wir fiir alle n > 0, H® = T mit # = of B

Der Vektor 4" (1) stellt die Neuinfektionen durch die Generation n zwi-
schen dem Zeitpunkt 7 und  + 1 dar. Der Vektor H (s) stellt die Neuinfektionen
durch die Generation n in der Jahreszeit s dar. Der Vektor H® ist der Vektor
der Neuinfektionen durch die Generation #n, strukturiert nach den Jahreszei-
ten, in denen die Infektionen auftreten.
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Beweis. Furallen >0und 0 < s<T—1, sei

= Y 10(s+kT)
k=>ks

wobei k; durch die Beziehung (6.6) definiert ist.
Nehmen wir 0 < s <1y — 2 oder g < s < T —2 an. In beiden Fillen ist
ks+1 = ks. Mit der Gleichung (6.2) erhalten wir

Fril(s+1)= Y 10D (s 14+4T)

k>k_y+l

-y [A(s +KT)I™ (s 4+ KT) + B(s + kT) IV (s + kT) | .
k=>kg

Da A(s+kT) = A(s) und B(s+kT) = B(s) sind, haben wir
FU ) (s 1) = A(s)F? (5) +B(s) F" 1 (s) .

Mit I"+1)(1y) = 0 erhalten wir auf die gleiche Weise fiir s = fo — 1 und s =
T —1, dass

F D (10) = Ato — 1)F™ (1o — 1)+ B(tg — 1)F"* V(29— 1) wenn 7y # 0,
F D (0) = A(T— 1) F"(T—1) +B(T— )F" (T —1).
Zusammengefasst haben wir
—B(s) F" 1 (5) + F" D (s 1) = A(s) F"(s)
—B(T—1)E" (T — 1) + F"1(0) = A(T— 1) E")/(T—1) .

‘Wenn wir also

F)(T—1)
setzen, dann haben wir ZF 1) = o7 F"), Aber

H" (s) = Y A(s+KT)I" (s +KT) = A(s) F")(s) .

k=ks

Also gilt H? = o7 F") = 2F 1) Deshalb ist H" 1) = o7 Ft1) = o7 -1 H®)
fiir alle n > 0.
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Es bleibt, H®O zu bestimmen. Nehmen wir an, 0 < s < T-2. Mit der
Gleichung (6.1) ergibt sich

~B(s)FO(s) + FO(s+1) = = ¥ B(s+AT)IO (s +-4T) + FO (s + 1)

k>ks
== Y 1O6+iT+1)+ Y 19 +4T+1)
k>ks k>kgy 1

[ 0 wemn s#1f—1,
"1 Ip wenn s=1fy—1.

In dhnlicher Weise erhalten wir fiirs =T — 1

0 wenn 9 #0,

_B(T_l)F(O)(T—1)+F(O)(0):{ Ip wenn 1 =0

~

Also ist ZF®) =Tund H® = &7 FO) = o7 7. O

Die Matrix ¢ kann somit als eine Matrix der nichsten Generation inter-
pretiert werden, wobei die Jahreszeit der Infektion als zusitzlicher Struktu-
rierungstyp dient.

Man erinnert sich, dass (-,-) das iibliche Skalarprodukt von reellen Vek-
toren bezeichnet:

(w,vy = Zw,-vi.
l

Fiir einen reellen Vektor w von beliebiger Grofie sei
Il =Y wil.
i
Korollar 6.4. Mit den selben Annahmen wie in der Proposition 6.3, sei

g = [HO |y = X I ()]

t>tg
die gesamte Inzidenz in der Generation n. Sei
Ry =p(HX).

Wenn die Matrix J¢ primitiv ist, wenn V und W Eigenvektoren der Matrix
J bzw. der transponierten Matrix "¢ sind, die zum Eigenwert % gehoren,
und wenn 1y # 0, dann gilt
TW (n+1)
H(n) ~ (%0)n+1 < ) > V u 8 N
n—+o0 <V7W> g(”) n—y-oo
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Beweis. Dies folgt aus der Proposition 3.24. O

Die Reproduktivitit % kann somit als das asymptotische Verhéltnis der
Infektionen in zwei aufeinanderfolgenden Generationen interpretiert werden.
Sie ist unabhingig von der Anfangsbedingung und dem Anfangszeitpunkt 7.

Proposition 6.5. Dieselben Annahmen wie in der Proposition 6.3. Wenn die
Matrizen A(t) und B(¢) fiir 0 <t < T — 1 nicht von der Zeit t abhiingen (nen-
nen wir sie A und B), dann ist

Ro=p (A(F-B)").
Beweis. Wir haben ¢ = of -, wobei <7 die Blockdiagonalmatrix
of =diag(A,...,A)

ist und
BT—l BT—2 I
1 . T\ —1 T\ —1 g BT_1
B :dlag((f—B ) ... (# =B )
: . i BT*Z
BT—2 7 BT—]

Sei 7o = p(A(.# —B)~!). Nehmen wir zunichst an, dass die Koeffizienten
der Matrix A positiv sind. Die Koeffizienten der Matrix

A(S—-B) '=A+AB+AB* + ..

sind ebenfalls positiv. Gemi dem Perron-Frobenius-Theorem (Theorem 3.19)
gibt es einen Eigenvektor v dieser Matrix, dessen Koeffizienten positiv sind
und der zum Eigenwert ry gehort. Sei V = (v,...,v), wobei der Vektor v T
mal wiederholt wird. Dann gilt 2"V = (w...w) mit

w=A(# BT (#+B+ - +BT)y=A(s —B) v=ryu.

Dabher ist ZV =gV und ry = %, da % der einzige Eigenwert der Ma-
trix 2# mit einem Eigenvektor mit positiven Koeffizienten ist (Propositi-
on 3.20)

Hat die Matrix A Koeffizienten, die nicht positiv sind, so betrachtet man
die gleich groBe, aber mit 1 gefiillte Matrix E und die Matrizen A(®) = A+ ¢E
fiir € > 0 klein genug. Definieren wir .@ég) und r(()'€> auf die gleiche Weise wie
o und rg, auBer dass die Matrix A durch die Matrix A®) ersetzt wird. Dann
ist r(()g) = %’(()S) aus dem oben Gesagten. Durch die Stetigkeit des Spektral-
radius [65, Theorem 3.16] erhalten wir ry = %, indem wir den Grenzwert
€ — 0 nehmen. 0
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Beispiel. Das einfachste Beispiel ist, dass der Vektor 1(¢) und die Matrizen
A(#) und B(¢) Skalare sind und T = 2. Dann ist

)
1(303” ) . (6.8)

Eine in Jahreszeit O infizierte Person infiziert im ersten Zeitschritt durch-
schnittlich A(1) Personen, im néchsten Zeitschritt A(0)B(1) Personen, da
B(1) die Wahrscheinlichkeit der Nichtheilung in Jahreszeit 1 ist, dann noch
A(1)B(0)B(1) Personen, dann A(0)B(1)B(0)B(1) Personen, usw. Diese Per-
son infiziert also

A(0)B(1)+ A(0)B(1)B(O)B(1) +- - — %
Menschen in Jahreszeit O und
A(1)+A(1)B(0O)B(1)+---= IBA((OI))B(I)

Menschen in Jahreszeit 1. Dies wird durch die erste Spalte von £ angezeigt.
In dhnlicher Weise konnen wir nachweisen, dass eine in Jahreszeit 1 infizierte
Person

A(0)
1—-B(0)B(1)
Menschen in Jahreszeit O und
A(1)B(0)
1—-B(0)B(1)

Menschen in Jahreszeit 1 infiziert, wie in der zweiten Spalte von %~ angege-
ben.

Die Matrix .2 gibt die durchschnittliche Anzahl der Infizierten in der
nichsten Generation in Jahreszeit O und Jahreszeit 1 (erste und zweite Zeile)
pro eine in Jahreszeit 0 oder Jahreszeit 1 infizierte Person (erste und zweite
Spalte) an usw.

Was die Interpretation von %, anbelangt, so stellen wir uns beispielsweise
vor, dass wir mit einem Individuum, ,,Patient Null®“, beginnen, das zur Jahres-
zeit 0 infiziert ist; daher ist 7o = 1 und I(#y) = 1. Er infiziert g(0) Menschen,
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die Summe der ersten Spalte von J#", d.h.

—~
—
N
+
>
~
—
N

A(0)B
$O=—"goma)
Die nichste Generation, g(1), ist die Summe der ersten Spalte von %~ 2 usw.
Die Proposition 6.3 zeigt, dass g(n+ 1)/g(n) gegen %y, den Spektralradi-
us der Matrix ¢, konvergiert: der Infektionsbaum wéchst asymptotisch wie
(%0)". Wire der Patient Null in Saison 1 infiziert worden, hitte g(n+1)/g(n)
gegen den gleichen Grenzwert %, konvergiert.

Anmerkung 6.6. Die Matrix der nichsten Generation .#" und ihr Spektral-
radius %, hingen linear von der Familie der Matrizen A(¢) ab: wenn wir
() und Zy(p) die Matrix der nichsten Generation und die Reproduktivi-
tit des Modells bezeichnen, bei dem alle Matrizen A(z) durch u geteilt wur-
den, dann ist # () = ¢/ und Zo(u) = Zo/u. Somit ist Zo(u) < 1 nur
dann, wenn y > Z,. Die Reproduktivitit % kann als der minimale Kontroll-
aufwand auf die Infektionskoeffizienten interpretiert werden, um die infizierte
Population zum Verschwinden zu bringen. Gerade wegen dieser Eigenschaft
wird % in der Epidemiologie so hiufig verwendet.

Proposition 6.7. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir die Proposition
6.3. Sei h(t) = A(t)1(t). Dann ist

I(r) = iﬁ(t,x)h(t—x)+/3(t,t+1)1(0), (6.9)
h(r) = iK(t,x)h(z—x)JrK(t,er 1)1(0) (6.10)

fiir alle t > 0 mit

B(t,x)=B(t—1)B(t—2)---B(t+1—x), x>2,
B(t,1) =7,
K(t,x) =A@)B(t,x), x=>1,

wobei ¥ die Identitiitsmatrix ist.

Die Gleichung (6.10) ist eine Erneuerungsgleichung.

Beweis. Die Beziehung (6.9) ist trivial, wenn t = 0. Nehmen wir durch Re-



84

kursion an, dass diese Beziehung fiir # > 0 gilt. Dann ist
I(r+1) = A()I(r) + B(1)I(z)

t

(1)) B(r,x x) +B(1)B (1,1 +1)1(0)

x=1
=Ble+1,1)h +HZIB Bt,x—1)h(t+1—x)+B(t+ 1,1 +2)1(0)
:Hzlﬁ(t"'17x)h(l‘—|—1—x)+[3(t—|—1,t—|—2)1(0).

x=1

Die Beziehung (6.9) ist also wahr fiir # 4+ 1 und schlieBlich fiir alle > 0. Die
Beziehung (6.10) wird unmittelbar abgeleitet. O

Proposition 6.8. Mit den selben Annahmen wie in der Proposition 6.3, dann
ist Zy der Spektralradius des linearen Operators
~+oo
u(t) — Y K(t,x)u(t —x) (6.11)
x=1
auf dem Raum der T-periodischen Funktionen u : Z. — R™.
Beweis. Setzen wir t mit 0 <t < T — 1 fest. Fiir jede T-periodische Funktion
u(t),
+oo T-1
Y Kt x)u(t—x)=A(1) ). O su(s), (6.12)
x=1 s=0

wobei

—+o0
©s=Y B(t—1)---B(s+1—kT), 0<s<r—1,

@, = JiOB(t— 1)-B(s+1—kT), t<s<T-—1.
k=1
Da B(t) T-periodisch ist, haben wir
@, =[#-B(t—1)---B(t—T)] 'Br—1)---B(s+1)
wenn 0 < s <¢t—1und

@,=[F—B(l—1)---Bt—T)] 'Br—1)---B(s+1-T)
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wenn t < s < T— 1. Aber %, ist der Spektralradius des linearen Opera-
tors (6.11) auf dem Raum der T-periodischen Funktionen u(f) mit Werten
in R™. Dieser Raum kann mit der Menge der Vektoren (#(0),...,u(T—1)) €
R™ x --- x R™ identifiziert werden. Die Beziehung (6.12) zeigt also, dass %
auch der Spektralradius der Produktmatrix <7 ® ist, wobei ® die Blockmatrix
(®r.5)o<r,s<T—1 ist. Der Beweis des Lemmas 6.2 zeigt nun, dass ® = B
Daher ist % der Spektralradius der Matrix .7 %~ O

Anmerkung 6.9. In einer konstanten Umgebung kann der Matrixkern K(z,x)
wie folgt geschrieben werden

K(x) = AB* !
Der Spektralradius des Operators (6.11) ist der Spektralradius % der Matrix

der ndchsten Generation

fK(x):A(ﬂ—B)’l.

x=1

Dies ist die Verallgemeinerung der Leslie-Formel fiir % in altersstrukturier-
ten Matrixmodellen auf stufenstrukturierte Matrixmodelle [4, Kapitel 21].

6.2 Empfindlichkeit der Wachstumsrate
Leslie [4, Kapitel 21] hat zeitdiskrete Modelle untersucht
I(z+1)=MI(¢), r=0,1,2...

mit einer nichtnegativen und primitiven Matrix M. Die Proposition 3.24 zeigt,
dass der Vektor 1(r) dazu neigt, exponentiell mit A’ zu wachsen, wobei A =
p (M) der Spektralradius der Matrix M ist. Primitive Matrizen sind Spezial-
fille von irreduziblen Matrizen (Definition 2.7 und [65, §4.4]). Gemafs dem
Perron-Frobenius-Theorem (Theorem 3.19) ist der Eigenwert A = p(M) ein-
fach. Seien w ein Eigenvektor der transponierten Matrix ‘M und v ein Eigen-
vektor der Matrix M, die zum Eigenwert A gehoren:

Mw=Aw, Mv=Av

Fiir die Empfindlichkeit des einfachen Eigenwerts A gegeniiber den Koeffizi-
enten der Matrix M haben wir gemif [61, Theorem 5.4]
8/1 - WiVj
8M,;J~ B <W, V> '

(6.13)
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Diese Formel ist in der Populationsbiologie gut bekannt [34, §8.2.2]. Der
Vektor v wird als ,,stabile Bevolkerung* und der Vektor w als ,,ReprodAuktions-
wert“ bezeichnet. Skizzieren wir einen Beweis. Die Matrix M 4 €M mit |g|

klein hat einen Eigenwert A + e+ o(€) und einen zugehorigen Eigenvektor
v+ ev+o(€) so, dass

[M + eﬁ} v evto(e)] = A +eA+o(e)][y+ v+ o(e)].
Die Gleichheit der Terme der Ordnung € ergibt
Mv+ My = A7+ Av.

Man betrachte das Skalarprodukt mit dem Vektor w:

~

(W, MP) + (w, Mv) = A (w, D) + A (w, ).

Aber (w,Mv) = (‘Mw,?) = A(w,7). Damit verbleibt nur noch (w,Mvy) =
A{w,v), d.h.

~ M

7= My (6.14)

(w,v)
Die Eartielle Ableitung der Formel (6.13) erhdlt man, indem man als Ma-
trix M die Matrix wihlt, die bis auf eine 1 in Zeile i und Spalte j voll von 0
ist.
Betrachten wir nun zeitperiodische Matrixmodelle.

Proposition 6.10. Seien m > 1 und T > 1 ganze Zahlen, (M(t))o<i<T—1 qua-
dratische Matrizen der Ordnung m und

A=p(M(T—=1)---M(1)M(0)). (6.15)

Sei A der Spektralradius der Blockmatrix

0 0 0 M(T—1)
M(©0) 0 0 0
=1 o M1 - 0 0 . (6.16)
0 0 M(T —2) 0

Dann gilt
AT=A. (6.17)
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Beweis. Setzen wir M(z +T) = M(¢) fiir alle ¢ in Z. Eine einfache Berech-
nung zeigt, dass €T eine Blockdiagonalmatrix ist,

%1 = diag[M*(0),...,M*(T—1)], (6.18)
M*(1) =M(t —1)---M(t —T) (6.19)
=M(r—1)---M(O)M(T —1)---M(r).

Die Produkte M*(¢) sind zyklische Permutationen von einander. Diese Ma-
trizen haben also das gleiche charakteristische Polynom [65, Ubung 1.3], die
gleichen Eigenwerte und den gleichen Spektralradius A wie M*(T). A ist al-
so der Spektralradius der Matrix 4’T. Dieser Spektralradius ist nun ebenfalls
gleich AT. Daher gilt A = AT. O

Proposition 6.11. Es gelten die gleichen Annahmen wie in der Proposition
6.10. Nehmen wir weiter an, dass die Matrizen M(t) alle nichtnegativ sind
und dass die Matrix € irreduzibel ist. Seien W = (w(0),...,w(T — 1)) ein
Eigenvektor der transponierten Matrix ‘¢ und V = (v(0),...,v(T —1)) ein
Eigenvektor der Matrix €, die zum Eigenwert A = p(€) gehoren. Erweitern
wir die Definitionen von M(t), w(t) und v(t) auf alle t € Z, indem wir M(t +
T) =M(t), w(t +T) = w(t) und v(t +T) = v(t) setzen. Dann gilt fiir alle
teZ,

ME)w(t+1)=Aw(t), M()v(t)=2Av(t+1), (6.20)

(w(t),v(t)) = (w(0),v(0)). (6.21)
Die Zahl A ist die Wachstumsrate.

Beweis. Dadie Matrix ¥ irreduzibel ist, gibt es gemifl dem Perron-Frobenius-
Theorem (Theorem 3.19) einen Eigenvektor W der Matrix '4” und einen Ei-
genvektor V der Matrix %, die zum Eigenwert A gehdren, wobei beide Vek-
toren alle ihre Komponenten positiv haben:

‘CW=AW, €V=AV. (6.22)

AuBerdem ist A > 0 und die Vektoren W und V sind bis auf eine multiplika-
tive Konstante eindeutig. Es gilt

W+ 1),Av(t+1)) = (w(t 4+ 1),M(¢) v(¢))
= (M) w(r + 1),9(0)) = A w(e), (1))

(
Da A > 0 ist, folgern wir, dass (w(r+1),v(t+1)) = (w(z),v(z)) fiir alle t €
Z. O
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Proposition 6.12. Mit den gleichen Annahmen wie in der Proposition 6.11,
nehmen wir weiter an, dass die Matrix M(T — 1) ---M(1)M(0) primitiv ist.
Sei 1(¢) so, dass fiir alle t > 0,

I(r+1) =M()1(z),

wobei die Anfangsbedingung 1(0) ein nichtnegativer Vektor ist. Dann gilt

A W) o

Beweis. Sei Q die primitive Matrix in dieser Proposition. Es gilt [(nT) =
Q"1(0) fiir jede ganze Zahl n > 1. Die Beziehungen (6.20) zeigen nun, dass

Qv(0) = M(T —1)---M(1)M(0)»(0) = ATv(T) = AT(0),

Qw(0) = 'M(0)'M(1)--- ‘M(T — 1)w(T) = ATw(0).

Somit sind v(0) und w(0) Eigenvektoren der Matrizen Q und 'Q, die zum Ei-
genwert AT = A gehoren, welcher der Spektralradius der Matrix Q ist. GemiB
der Proposition 3.24 gilt

Q"1(0) v(0)'w(0)1(0)
AT e 5(0) w(0)

d.h.
1(nT) (w(0),1(0))

—
AT 1ot (w(0),v(0))
Fiir alle 0 < k < T —1 gilt also auch

v(0).

I(nT+k)  MnT+k—1)---M(uT)I(nT)

AnT+k - AnT+k
_ M(k—1)---M(0)I(T)
- ;LnTJrk
(w(0).1(0)) M(k—1)--M(0)v(0) _ {w(0).1(0))
W= (w(0),v(0)) 25 = w0y "W

Proposition 6.13. Mit den gleichen Annahmen wie in der Proposition 6.11
gilt
ar

wi(t+1) vi(1)
V() T0) 0]

)

(6.23)
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Beweis. Da die Matrix % irreduzibel ist, ist ihr Spektralradius A gemiB dem
Perron-Frobenius-Theorem ein einfacher Eigenwert. Fiir 1 < o, f < mT gilt
gemdl [61, Theorem 5.4]
ar WaV
B (6.24)
0Cap (W,V)
wobei Wq, das a-te Element von W und Vg das -te Element von V ist.
Aber wenn o = (1 + 1)m~+i (modulo mT) und B =tm+ jmit 0 <t < T—1,
I<i<mund 1< j<m, dann gilt G, g = M; ;(t), We = wi(t + 1) und
Vg =v;(t). AuBerdem zeigt die Proposition 6.11, dass
T-1
(W,V) = Y (w(t),v()) = T (w(0),v(0)). (6.25)
1=0 O
Anmerkung 6.14. Es gilt
Wt 1)1 +1)) = (wl(t +1),M(1)1(z))
= (M) w(t+1),1(1)) = A (w(r),1(r))-
Daher gilt
(w(1),1(1)) = A" (w(0),1(0)). (6.26)
Der gesamte Reproduktionswert wichst exponentiell (sieche Abschnitt 11.6).

Anmerkung 6.15. Da A = AT gilt, gibt es eine sehr einfache Verbindung zwi-
schen der Empfindlichkeitsformel fiir A und der fiir A:

dA T—1 OdA

ML, (1) TA EROR (6.27)
Anmerkung 6.16. Die Interpretation der Formel (6.23) ist eine einfache Ver-
allgemeinerung derjenigen fiir die Formel (6.13): die Empfindlichkeit von A
gegeniiber der Anzahl der ,Nachkommen® M; ;(¢) im Zustand i zum Zeit-
punkt 7 + 1, die ein Individuum im Zustand j zum Zeitpunkt ¢ erzeugt, ist
proportional zur stabilen Population im Zustand j zum Zeitpunkt ¢, v;(t), und
zum Reproduktionswert im Zustand i zum Zeitpunkt 7 + 1, w;(¢ + 1). Bei die-
sen Matrixmodellen spricht man eher von einem Zustand als von einer Klasse.

6.3 Ungleichheiten zwischen Reproduktivitit und Wachs-
tumsrate

Proposition 6.17. Gleiche Annahmen und Bezeichnungen wie in der Propo-
sition 6.3. Sei A = p(€) der Spektralradius der Matrix (6.16). Dann ist

Hy>21=1<A< A, 0<Z<l=>% <AL,
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Beweis. Sei
% = subdiag(M(r))

0<r<T—-1

die Matrix (6.16). Wir nehmen zunéchst an, dass diese Matrix irreduzibel ist.

Wir haben %y = p(o/ %#~") = p(%~'.o7). Wir haben im Beweis des Lem-

mas 6.2 gesehen, dass die Matrix B nichtnegativ ist. Daher ist die Ma-

trix 2~ .o/ ebenfalls nichtnegativ. Gemi der Proposition 3.17 gibt es einen
nichtnegativen und von Null verschiedenen Vektor ® = (¢(0),...,¢(T—1))

sodass B~ !.o7 & =%, ®. Daherist o ® =Ry BP,d. h. A(t)p(t) = Zo[-B(t)d(t) +
o(r+1)] fiiralle 0 <7 < T— 1, wobei wir ¢(T) = ¢(0) gesetzt haben. Neh-

men wir an, %y > 0. Dann ist

[A(r) /%o +B(1)]o(t) = ¢(r+1). (6.28)
Die Matrix % ist nach der Hypothese irreduzibel. Jetzt ist
Ai,j(l‘) +B,‘,j(l‘) >0& [A,’l’j(l‘) > (0 oder B,'J(l‘) > 0]

A1)
= %0

+Bi7j(l) > 0.

Die Matrix A
t

subdiag <() + B(t))

0<r<T-1 \ %0
ist daher ebenfalls irreduzibel. Die Gleichung (6.28) zeigt, dass @ ein nicht-
negativer Eigenvektor der letztgenannten Matrix ist, der zum Eigenwert 1 ge-
hort. Nach dem Perron-Frobenius-Theorem und der Proposition 3.20 sind die
Komponenten des Vektors ® positiv und

P (subdiag (A(t) +B(t)>) =1.
o<i<T—1 \ %0

Nehmen wir zunédchst Zy > 1 an. Gemél der Proposition 3.21,

1= (iS5 +200)) < o g (00 +50)) =2

< (g () im0
A(r)

=% p (subdiag (? +B(t)>) =%.

0<t<T—1 0

Alsoist 1 <A < Z. Der gleiche Beweis funktioniert fiir den Fall, dass 0 <
P < 1, aber mit allen < Zeichen durch > ersetzt, was 1 > A > %, ergibt.
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Ist die Matrix € nicht irreduzibel, seien E die Matrix voller 1 und fiir alle
>0,

AO @) =A()+€eE, MO () =AE () +B(1), %' = subdiag(M® (r)).
0<r<T—-1

Die Matrix €€ ist irreduzibel. Sei %és) die zugehorige Reproduktivitit und
A8 die zugehorige Wachstumsrate.

Angenommen %, > 1. Dann %((]8) > %y > 1 weil A®) (1) > A(r). Nach
dem, was vorausgeht, ist 1 < A8 < ,%’ég). Die Stetigkeit des Spektralradius
der Matrizen [65, Theorem 3.16], wenn € — 0 gibt 1 < A < %.

Wenn %y < 1, dann ist %(()8) < 1 fiir € klein genug, immer wegen der
Stetigkeit des Spektralradius. Nach den obigen Ausfiihrungen ist 1 > A(8) >

%ég) und im Grenzwert 1 > A > %,. O

Proposition 6.18. Es gelten die gleichen Annahmen und Notationen wie fiir
die Proposition 6.3. Nehmen wir an, dass die Matrix €, die durch die Formel
(6.16) gegeben ist, irreduzibel ist und dass die Matrizen A(t) nicht alle null
sind. Wenn %o > 0, dann ist % die einzige Zahl x > 0, fiir die gilt

p([MT_l)JrB(T—l)}-[AiO)JFB(O)D =1 (6.29)

X

Beweis. Sei A(x) die linke Seite der Formel (6.29) und sei A (x) der spektrale
Radius der Matrix

% (x) = subdiag (A(t) +B(t)> .

0<t<T—1 X

Nach der Proposition 6.10, ist A(x) = A (x)T. Angenommen 0 < x; < x;. Dann
ist €(x1) = € (x2) und A(x1) > A(x2) (Proposition 3.21). Man beachte, dass
die Matrix % (x;) ebenfalls irreduzibel ist, weil
A; it
A,‘J(I) +B,‘7j(t) >0& 717;1( ) +B,‘7j(t) > 0.

Hitten wir A (x1) = A(x2), so hitten wir €'(x;) = %'(x2) (Proposition 3.22);
dies ist jedoch unméglich, da die Matrizen A(#) nicht alle Null sind. Daher ist
A(x1) > A(x2). Die Funktionen x — A(x) und x — A(x) sind also fiir x > 0
streng abnehmend.
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Sei #(x) die Reproduktivitit, die mit den Matrizen (A(f)/x)o<i<T—1 und
den Matrizen (B(f))o<;<T—1 verbunden ist. Wir haben Z(x) = %y /x. Insbe-
sondere ist Z(%o) = 1. GemiR der Proposition 6.17 haben wir A (%) = 1
und damit A(%) = 1.

O

6.4 Eine monotone Funktion

Proposition 6.19. Gleiche Annahmen und Notationen wie in der Proposition
6.11. Sei I(¢) so, dass fiir alle t > to, 1(t + 1) = M(z)I(¢) gilt. Die Anfangsbe-
dingung I(to) ist ein nichtnegativer Vektor. Seien
wy(2) L (2
m(t) = # 7

A= (1(10), w(t0))
" -+ )M, My (01,0

Pi,j(t) - %7 Qi,j(t) YAV AT
Awi(t) Avi(t+1)
Dann sind 7n(t) und ®(t) Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die mit einer pe-
riodischen inhomogenen Markovkette verbunden sind.:
n(t+1)=n({)P(t), oit+1)=0()P@E), o()=o(+1)Q(r).

Beweis. Die Anmerkung 6.14 zeigt, dass

Zﬂk(t) =1.
k

Die Formel (6.21) ergibt
Z(J)k(l‘) =1.
k

Die Beziehungen (6.20) sind dquivalent zu
YPi)=1, Y Q)=1
J J

Auflerdem ist

_ wi(t) 1i(r) wj(t + 1) M;i(t)
z,-"m(t)PiJ(t) = ZI‘, Ai=10(I(to), w(to)) ’ Aw;(r)

wi(t+1)
= WH*’OJU(IO),w(tO)) ZL’(I)MJ‘J(I)

i

. Wj(l'i‘ I)Ij(t+ ])
- A (I(t), wlto)

Zﬂj(l‘—f—l).
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Mit den Beziehungen (6.20), ist

b o v viOwi()  wi(t+1)M;i(r)
Zi',w,(t)P,,/(t) _Z,." i) o)) ] le(t)/
w; 1
Tt iy LOM0)
_ vi(t+1)wi(t+1)

0
<V(t0)7 W(t0)>

= (Oj(l"f‘ 1)

und

vi(t wi(t+1) My j (1) v;(r)
Zwt Qlj Zl: t0)> Avl(t-f‘jl)

B m?wmw i)

_ vi()w;(r) _ o;(1). O

B (v(t0),w(t0))

Proposition 6.20. Wenn F : [0,+oo[— R eine konvexe Funktion ist, dann ist

die Folge
t—s Z o;(t)F <Z)l,((tt)) )

fiir t > to abnehmend.

Beweis. Da w(t+ 1) = m(t)P(¢), gilt

mt+1)\ @;(t)P;(t) m;(t)
F(@@+n)_F<; QQLU @UJ'

Aber o(t +1) = o(t) P(r) zeigt, dass

O (1P(1)
Loty

Die Konvexitit der Funktion F impliziert also

W, (OP1) 1(0) \ _ v @,O0Psl0) | [ 7,(0)
F<Z o+ 1) w’,(t)><2 o+ 1) F(w’;(r))'

J J
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Nun ist die Matrix P(¢) stochastisch. Deshalb gilt

Yo+ 1F (”’ i_ﬂ) EY00p

“Lot) F(wj




Kapitel 7

Periodische Modelle in kontinuierlicher Zeit

Das asymptotische Verhalten linearer periodischer Systeme in
kontinuierlicher Zeit mit verschiedenen Typen von infizierten Per-
sonen wird untersucht. Die Reproduktivitit % ist das asymptoti-
sche Verhdltnis zwischen Neuinfektionen in zwei aufeinander fol-
genden Generationen des Infektionsbaums. Es wird festgestellt,
dass eine bestimmte nichtnegative Funktion, die aus den mit der
Wachstumsrate verbundenen Eigenfunktionen konstruiert wird,
monoton abnehmend ist.

7.1 Die Reproduktivitit

In diesem Abschnitt ist die Periode T eine positive reelle Zahl.

1. Beispiel. Betrachten wir den Fall des Abschnitts 3.1 erneut, aber in einem
periodischen Rahmen. Sei m > 1 eine ganze Zahl. Sei A(¢) eine Funktion mit
Werten in quadratischen Matrizen der Ordnung m und mit

Vi, j, A () > 0.

Sei B(t) = (B;;(¢)) eine diagonale Matrixfunktion mit
Vj, Bji(t) > 0.

Sei C(t) = (C; ;(¢)) eine Matrixfunktion mit

Vi7éja Ci,j(t)<07 VJ, ijj(t)zizcivj(t)'
i#j
Seien
D(t) =B(z)+C(r), M(t) =A(r) —D(¢).
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Alle diese Matrixfunktionen werden als T-periodisch und stetig angenom-
men. Der Vektor 1(7) der infizierten Bevolkerung ist (in linearer Néherung)
eine Losung des Systems

dl

dr
mit der Anfangsbedingung I(zy), die zum Zeitpunkt 7y (0 < 79 < T) nichtnega-
tive Komponenten hat. Dann ist 4(t) = A(¢)I(z) der Vektor der Neuinfektio-
nen pro Zeiteinheit. Es wird angenommen, dass das periodische Matrixsystem

M(1)1(7) (7.1)

az

= = —D(#)Z(¢)

mit der Anfangsbedingung Z(0) = .# (die Identitéitsmatrix) so ist, dass
p(Z(T)) < 1.
Mit anderen Worten: Die infizierte Population wird schlie8lich verschwinden,

wenn es keine Neuinfektionen gibt. Wir fithren das Resolvent X(¢,s) so ein,
dass fiir alle (¢,5) € R?,

2 (.5) = ~DOZ(e.) 1.2
und X(s,s) = .. Es gilt
X(t,5) =Z(t)Z(s) " (7.3)

[15, Korollar 2.22].

Sei ®(r) die Losungsmatrix des Systems (7.1) mit ®(0) = .# (die Identi-
tatsmatrix). Die Losung I = 0 des Systems (7.1) ist asymptotisch stabil, genau
dann, wenn p(®(T)) < 1 [15, Theorem 9.20]. Um diese Bedingung anders
auszudriicken, werden wir den Begriff der Reproduktivitit an den periodi-
schen Fall anpassen.

Angenommen, die Ausgangspopulation zum Zeitpunkt #y gehort zur Ge-
neration 0. Sei I(") () die infizierte Population, die zum Zeitpunkt 7 zur Gene-
ration n gehort, gegeben fiir alle # > 7y und alle n > 0 durch

(0)
1) =10),  T~() = -DOIV () (7.4
41+
1)) =0, 0 =AOIO@) DO ). (15

dt
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Es gilt

fiir alle ¢ > #¢. Sei

R (1) = A@) 17 (1)
der Vektor der Neuinfektionen pro Zeiteinheit durch die Generation n zum
Zeitpunkt 7.

Lemma 7.1. Fiir die Funktion h\" (1) gilt

h("+])(t) _ t—1oy
0

K(t,x) h"™ (t — x) dx,

mit dem nichtnegativen Kern
K(t,x) = A(t) Z(t,t — x).

Beweis. Die Matrix Z(¢) ist immer invertierbar [15, Proposition 2.26]. Durch
Ableitung der Beziehung Z(¢)Z(t) ™! = .7, erhilt man

d -1 1 dZ -1
— |Z(t =—-Zt)"" —Z()"".
7 1207] (1) —-Z(1)
Mit der Gleichung (7.5) erhilt man also

d

T [Z(l)fl I<"+l)(f)} =—Z(t)""! dfzz(l)fl 1D (1) +2(0) A1 (1)

dt
—Z@)"' D) 1" (1)

=7 AO) I (1).

Wir integrieren zwischen #y und ¢ :

2 1) = | "Z5)"" As) T (5) ds.

fo

Also gilt
00 = [ 20076) AP ) ds = [ 2.9)h" () ds.
o 0
SchlieBlich gilt
A (1) = A(r) /OHO (1,1 —x)h™ (1 — x) dx.

Die Elemente auBerhalb der Diagonalen der Matrix —D(¢) sind alle nichtne-
gativ. Daher ist die Matrix X(¢,s) mit 7 > s nichtnegativ (Proposition 2.5). Die
Matrix K(z,x) mit x > 0 ist ebenfalls nichtnegativ. O
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2. Beispiel Seim > 1 eine ganze Zahl. Seien A(z,x), B(¢,x) und C(¢,x) fiir
t € R und x > 0 stetige, T-periodische Funktionen in Bezug auf #, die Werte in
quadratischen Matrizen der Ordnung m haben. Angenommen, B(7,x) ist eine
Diagonalmatrix. Nehmen wir weiter an, dass fiir alle 1 < i, j < m,

Ai,j(trx) 207 Bj.,j(t7x) 2()’ Ci,j(t7x) gOSll#J? (7.6)

mit fiir alle j,

ZCi,j(t,x) =0.

Sei
D(t,x) = B(t,x) + C(¢,x).

Fithren wir die Matrixfunktion X(¢, s) so ein, dass

1)
vt >, 5 = —D(t,t —s5)X(¢,s), (1.7)
und X(s,s) = .#, wobei .# die Identititsmatrix der Ordnung m ist. Es wird
angenommen, dass es positive Konstanten ¢,  und v gibt, so dass fiir jedes
t > s> 0undjedes x >0,

A <o, |Z(t,s)]| <ye PO, (7.8)

wobei || - || eine Matrixnorm ist. Sei I;(¢,x) die Anzahl der Personen vom
Typ k (1 < k < m) zum Zeitpunkt 7, die seit x Zeiteinheiten infiziert sind.
Nehmen wir an, dass I = (I, ...,I,) eine Losung des folgenden Systems von
partiellen Differentialgleichungen ist

Jdl  dl

—+—+D 1 = .
Vx>0, Vr >0, 8t+8x+ (t,x)I(t,x) =0, (7.9)

mit der Anfangsbedingung Ip(x) fiir x > 0 und der Randbedingung
~+oo

V>0, I(z,0) = A(t,x)1(2,x) dx. (7.10)
0

Der Einfachheit halber haben wir o = 0 angenommen. Sei I (z,x) die seit
x Zeiteinheiten infizierte Population, die zum Zeitpunkt ¢ zur Generation n
gehort. Fiir sie gilt fiir# > 0 und x > 0

10 (0,x) =Tp(x),
19(:,0) =0,

10 910
ar (0)
% T ox D(t,x) I (t,x)
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und firallen >0
17+1)(0,x) =0,
—+o0
10 (1,0) = / Al )17 (1,%) dx,
0

al(n+1) al(n+1)
o ox

Mit diesen Definitionen ist

= —D(r,x) 1" (¢, x).

1(t,x) = ¥ 1(1,x)

n=0

tatsdchlich eine Losung des Systems (7.9)-(7.10) mit der Anfangsbedingung
Ip(x). Sei

A (1) =10 (1, 0).
Es kann wie im ersten Beispiel gezeigt werden, dass fiir alle n > 0,
15
R () = / K(1,x) A (1 —x) dx
0
mit dem Kern

K(t,x) = A(t,x) Z(t,t — x). (7.11)

Das System (7.7) ist ein lineares und kooperatives Differentialsystem. Daher
ist die Matrix X(¢,s) mit 7 > s nichtnegativ (Proposition 2.5). Unter den Hy-
pothesen (7.6) ist die Matrix K(#,x) ebenfalls nichtnegativ.

Wenn die Matrizen A(#,x), B(#,x) und C(z,x) nicht von x abhéngen (nen-
nen wir sie A(t), B(¢) und C(¢)), dann ist

(1) = /O ex) d

die Losung des Systems

dl
o= A0 =D

wie im 1. Beispiel. In der Tat, wie in der Anmerkung 3.15,

dl te 1 te 1 e
@i E(t,x)dx——./o a(t,x)dx—D(t)/o I(¢,x)dx

=1(z,0) = D(¢)1(z) = A(¢)I(t) — D(¢) I(¢).
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Verallgemeinerung. Seim > 1 eine ganze Zahl. Ist w € R” und ist M eine
quadratische Matrix der Grofe m, setzt man

m m
[Iwlls :i;lwz‘lv [MI|1 = lglj?gmizzllMt,jl -

|IM||; ist die Matrixnorm, die der Vektornorm ||w||; untergeordnet ist. Also
gilt [Mw|[1 < [[M[fi[|wl]1.

Definition 7.2. Sei & der Banachraum der T-periodischen stetigen Funktio-
nen von R in R™ mit der Norm

m
= T = ilT)| .
V]l OrélggT\IV( M o?%i;'v’( )l

Die folgende Proposition ist analog zu der Proposition 6.3.

Proposition 7.3. Sei K(¢,x) eine nichtnegative quadratische Matrix der Ord-
nung m, die eine stetige, T-periodische Funktion in Bezug auf t ist. Nehmen
wir weiter an, dass es o > 0 und B > 0 gibt, so dass fiir alle t und x > 0,

Kl < e P,

Istv e P, dann gilt

mit

Z K(t,t—x+¢T) wenn 0<x<r1,
4>0

Z K(t,t —x+4¢T) wenn 1<x<T.

q=1
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Beweis.

+oo t
K(z,x) v(t—x)dx:/ K(z,r —y)v(y)dy

:K(m— @+z/ K(1,1 =) v(y) dy

¢=0 q+1

:[ﬁqup-) ¢@+§:/ K.t —y+ (q+ DT) v(y)dy

q=0

dy+/

0

Y K(t,t —y+4T)
>0

K(t,t —y+4T) | v(y)dy

_ /()Tﬁ(z,y)v(y) dy. O

Proposition 7.4. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir die Proposition

7.3. Sei & der Integraloperator, definiert durch
r oo
(AV)(1) = K(#,x)v(r —x) dx (7.12)
0

auf dem Raum 2. Dann ist & ein kompakter Operator.
Beweis. Es gilt

K (2,0 v( =)l < K@)l vt =)l < oce ™|y

Die Stetigkeit der Funktion 7 — (_#v)(r) ergibt sich also aus dem Stetigkeits-
satz durch dominierte Konvergenz [52, Theorem 10.3.1]. Diese Funktion ist
T-periodisch. Auflerdem gilt

1A V) D)l < /OMHK(t,x)V(t*x)Illdx < %

V]l

und

(04
1 v]|eo = max [[(A£v) (@)l < EIIVII«»-

Der Operator % ist also beschrinkt und

1 ]| <

‘m\sz

wobei ||| die Operatornorm im Raum .#(.%?) der beschrinkten linearen
Operatoren auf & ist. Firalleve &2 und 0 <7 < T, gilt

T .
= / K(z,x) v(x)dx
0
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wobei K(,x) wie in der Proposition 7.3 ist. Fiir jedes (,x) € [0,T]? und jede
ganze Zahl g gilt

0 < ||K(t,t —x+¢T)|| < e PU—+1) L gre=Pla—1)T,
Die Funktion K(7,x) ist also stetig auf der Menge
{(#,x) € [0, T] x [0, T]; £ 7 x}

und beschréinkt auf der Menge [0, T] x [0, T]. Daher ist K(7,x) ein ,,schwach
singuldrer Kern und der Integraloperator %" ist kompakt [39, Theorem 2.22].
O

Definition 7.5. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir die Proposition 7.3.
Die Reproduktivitit % ist der Spektralradius des Operators ¥ .

Proposition 7.6. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir die Proposition
7.3. Angenommen, dass h") : [ty ;+oo[— R™ fiir jede ganze Zahl n > 0 und
Jjedes t > ty so ist, dass

1 —1
h(}’H—l) (t) — 0 K(t,.x) h(n) (t — x) dx. (713)
0

W)y — ) . _ 0 wenn f<7<T
H"(7) q;;h (t+4T) mitgs {1 wenn 0<T<1

(7.14)

Erweitern wir die Funktion H?") (T) durch Periodizitiit auf alle reellen Werte
von T. Dann gilt fiir alle n > 0, dass

HO) = 7H™

Der Vektor H™ (7) ist der Vektor der Anzahl der Infektionen pro Zeitein-
heit durch die Generation n zum Zeitpunkt T modulo T, d. h. zur Jahreszeit 7.

Beweis. Nehmen wir zunichst 7o < 7 < T an. Aus (7.13) und (7.14) ergibt
sich, dass

T+qT—ty
HO D (1) = Z/ K(7,2) h™ (¢ + ¢T — x) dx.
¢>070
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Wenn man die doppelte Summe umrechnet, erhilt man

T—to+pT
H("“)(r):Z/ Y K(7,x) A" (7 44T —x)dx
p=07pT q>p

T+pT
+) / Y K(z,x) A" (T 4 ¢T —x)dx.
p207 T 0t PT g2 pit

Mit den Substitutionen y = x — pT und r = ¢ — p kommen wir zu

HO+H) ( / Y K(z,y+ pT) AW (c+rT—y)dy (715
ﬁ>0

r=0

T
+Z/ Y K(t,y+pT) A" (t+rT—y)dy.  (71.16)
p=077

—l0 r>1

In den Integralen (7.15) haben wir 0 <y <7 —1p, alsofp < 7—y< 1< T.
In den Integralen (7.16) unterscheiden wir den Fall 7 —#y <y < 7 (fiir den
0<t—y<ty)vondemFall t<y<T(fiirdenty <t<TH+7—y<T). Mit
der Definition (7.14) von H" (1) kommt man zu

HO Z/ K(t,y+pT)H" (T —y)dy
p=0
T
+Y | K(ry+pD)H"(r—y)dy
p=077"10
+ Z/ K(t,y+ pT)H" (T +1—y)dy.
p=0

Mit der Substitution ¢ = 7 —y erhilt man

T

H<n+1>(f):/ K(r,0)H" (c)do (7.17)
JO

mit 12(7, o) wie in der Proposition 7.3. Wenn 0 < T < £, fiihrt eine vollig
analoge Berechnung ebenfalls zu der Beziehung (7.17). Da H(")(‘L') durch
Periodizitét auf beliebige T erweitert wurde, gilt auerdem

T oo
/ R(1,0)H" (c)do = [ K(z,x)H™(t —x)dx. 0
0 0
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Proposition 7.7. Es gelten die gleichen Annahmen wie fiir die Proposition
7.3. Man betrachte das Skalarprodukt auf dem Raum 2 :

m T
<u,v>:i§i /0 wi(1) vilt) dt

Fiir alle v € &, sei
~+oo
() (1) = K(r +x,x) v(t +x) dx,
0
wobei 'K(t,x) die transponierte Matrix von K(¢,x) ist. Dann gilt
V(u,v) € P2, (Hu,v) = (u, #*v).

Der Operator J#* ist die Transponierte des Operators % . Er ist auch ein
kompakter Operator [24, §2.5.2.3] und sein Spektralradius ist gleich dem des
Operators % .

Beweis. Mitu € &2, der Proposition 7.3 und dem Satz von Fubini erhilt man

<J£/u,v>:lz%/ /+wiK,/tx Yuj(t —x)dx vi(r)dt

:ii/ / K,]txuj x)dx vi(t)dt

i=1j=1
m m T T _

“Y Y [ [ Rieomiodiuar
i=1j=170 J0

Das Integrationsintervall wird in zwei Teile unterteilt:

(Hu,v) = ii//Kdtxv, (t)dt uj(x)dx

i=1j=1

—I—ii// j(t,x)vi(t)dt uj(x)dx

i=1j=1

m.m T X
=¥ 1/0 ;/0 Ki (. —x+ sT)vilt) dt u;(x) dx

m m T T
+ZZ Z(,)/ K; j(t,t —x+sT)vi(t)dt uj(x)dx.
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Die Substitution y = —x+ 5T, die Periodizitiit von K(¢,x) in Bezug auf 7 und
die Hypothese v € & ergeben

(Huyw) = ii/ [ Ki j(x+y,y)vi(x+y)dy uj(x)dx

i=1j=1 s>17—x+sT
m.m —x+(s+1)T
+ZZ/ / Ky (x+y,y) vi(x +y) di uj(x) dx
5s>0
+

1:11: b

- / Kij(x+y,y)vi(x+y)dy uj(x)dx
i= 1/ 1
+oo m
- Z/ / Y Kij(x+y,y)vilx+y)dy uj(x)dx. O
j=170 70 iy

Ein Operator heilit ,,stark positiv*, wenn er zu jeder Funktion v # 0 mit
v 2 0 (d.h. v;(r) > 0 fiir alle i und alle ¢) eine Funktion assoziiert, deren Kom-
ponenten positiv sind. Der folgende Korollar ist analog zum Korollar 6.4.

Korollar 7.8. Dieselben Annahmen wie bei der Proposition 7.6. Es wird an-
genommen, dass der Operator J stark positiv ist. Sei

~+oo
/ IHO@lhde= [ A @) s (7.18)
fo

Wenn die Funktion h\0)(t) nicht identisch Null ist, dann gilt

gln+1)
g(n) e

R .
Die Zahl g(n) ist die Gesamtzahl der Infektionen durch die Generation n.

Beweis. Verwenden wir das Krein-Rutman-Theorem (Theorem 7.26). Der
spektrale Radius des stark positiven kompakten Operators %  ist ein einfa-
cher Eigenwert mit einer Vektor-Eigenfunktion #(7) mit positiven Kompo-
nenten. Dieser Eigenwert dominiert alle anderen Eigenwerte. Es existiert also
eine Konstante ¢ > 0, so dass |[H")(-) /(%) — cu(-)||. — 0, wenn n — +-oo,
Deshalb

o fllh(l O [ huoan

und g(n+1)/g(n) = %. O
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7.2 Differentialgleichungssysteme

Proposition 7.9. Sei m > 1. Seien A(t), B(t) und C(t) Matrizen wie in Bei-
spiel I des Abschnitts 7.1. Sei D(t) = B(t) + C(¢).

* Nehmen wir an, A # 0. Dann ist w(t) eine Eigenfunktion des transpo-
nierten Operators ¢ *, die zum Eigenwert A gehirt, genau dann, wenn
w # 0 eine T-periodische Losung des folgenden Systems ist:

&~ (v - A2 )i 1.19)

* Nehmen wir A = 0 an. Wenn w(t) eine Eigenfunktion des Operators
" ist, die zum Eigenwert A gehért, dann ist "A(r)w(t) = 0 fiir alle t.

Beweis. Sei w(t) eine Eigenfunktion des Operators .#*, die zum Eigenwert
A gehort. Gemih der Proposition 7.7 gilt

—+oo
/ K (1 +x, ) w(t +x) dx = Aw(t)
0
mit
K(t,x) = A(t) 2(t,t — x)
(Lemma 7.1). Dies ergibt

/0+m (4 x,1) At +x) w(t +x)dx = Aw(t).

Leiten wir diese Gleichung ab:

+ 9 ) ¢
/0 3 [‘(t +x,0) At +x)| w(t +x)dx

ey t ’ dw

+/ Z(1+x,0) Al -+ )W+ 0)dx =2
0
Integrieren wir das zweite Integral durch Teile:
= 9
/ = (45,0 Al + )] wle+ ) dx
0
tee & t t
—/ Tt +,0) A +x)] wit +x) dx
0

ox
+ [rz(r+x,,)tA(z+x)w(t+x)H°° _ ;%V.
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GemiiB der Formel (7.3), gilt £(¢ +x,t) = Z(t +x)Z(t)~'. Daher X(t +x,t) —
0 fiir x — +c0 und

/()+m (i [‘E(t+x,1)] - % [‘Z(t+x,t)}> ‘A(r +x)w(r +x)dx

—"A(t)w(t) = )L%V.
Aber
%Z(ﬂrx,t) Z(t4+x)Z(1) " —Z2(t+x)Z(t) ' Z (1) Z(t) !
—D(t+x)Z(t+x)Z(t) "' +Z(t +x)Z(t) "' D(r)
—D(t +x)X(t +x,1) + 2(t +x,t) D(2),
%Z(H—x,t) Z/(t+x)Z(t)"!
“D(t+x)Z(t +x)Z(t) ' = —D(r +x) Z(t +x,1).
Also gilt 5
EZ(r +x,t) — aZ(terJ) =X(t+x,t)D(¢t)
und
'D(¢) /0+wt2(t+x,t)‘A(t +x)w(t+x)dx—"Al)w(t) = /I%V.

Es folgt
ADE)w() —"'Al)w(t) = /I%V.

Ist umgekehrt w(r) eine T-periodische Losung des Systems (7.19) und ist
A #0, dann gilt

VseR, A [ I + 'D(s)w(s )] ="A(s)w(s).
Wir multiplizieren auf der linken Seite mit "X (s, ):
t dw t t t
A {— Z(s,t)g +'%(s,1) D(s)w(s)} = "2(s,1) 'A(s)w(s).
Mit der Gleichung (7.2) folgt, dass

l% [—Z(s,0)w(s)] = E(s,1) ' As)w(s).
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Wir integrieren zwischen ¢ und +-oo:

~+o0

x[—tz(s,t)w(s)} — Aw(r) = /t T (,0) A (s)w(s) ds

t
—+o0
_ / (¢ +x,1) At 4+ x)w(t +x) dx. O
0
Die folgende Proposition verkniipft die fundamentale Losung eines Sy-

stems mit der seiner Adjungierten [67, p. 127].

Proposition 7.10. Sei P: R — R™*™ eine stetige Funktion. Seien X(t) und
Y (¢) die Losungen der Matrixsysteme
ax
dt

ay

P(t)X(1), i —'P(1) Y (1), (7.20)

mit den Bedingungen X(0) = . und Y(0) = .. Dann gilt

-1
X(1)=["Y(1)]
fiirallet € R.
Beweis. SeiZ(t) = X(¢)"'Y(¢). Dann gilt

dz  dX,
dr — dr d
=P(1)X(1)"Y(t) - X(1)
=P(t)Z(t) —Z(t)P(¢).

Y(t)+X(1) " [dﬂ
Y (1)P(t)

Die Funktion Z(¢) ist also eine Losung dieser Differentialgleichung und Z(0) =
. Fiir dieses Problem gibt es genau eine Losung. Offensichtlich ist .# auch
eine Losung. Daher ist Z(r) = .# fir allet € R. O

Proposition 7.11. Dieselben Annahmen wie in der Proposition 7.9. Sei M(t) =
A(t) —D(t). Fiir alle A > 0, sei ®(t; ) die Losung des periodischen Matrix-
systems
X
dt
mit der Anfangsbedingung X(0) = .#. Sei r(A) der Spektralradius der Ma-
trix ®(T; A). Dann gilt :

[A(r)/A —D(1)] X(¢) (7.21)

* die Funktion A — r(A) ist fiir A > 0 abnehmend;
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* wenn %o > 0 und wenn die Matrix M(0) irreduzibel ist, dann ist %
die einzige Losung der Gleichung r(A) =1 mit L > 0.

Beweis. Sei

M, (t) = A(t) /A —D(r).

Die Koeffizienten auBerhalb der Diagonale der Matrix M, (¢) sind nichtnega-
tiv. GemdB der Proposition 2.5, die auf jeden der Einheitsvektoren

(0,...,0,1,0,...,0)

als Anfangsbedingung angewendet wird, hat die Matrix ®(z; A1) nichtnegative
Koeffizienten fiir alle ¢ > ¢j.

Wir nehmen an, dass 0 < A; < A,. Sei v € R\ {0}. Sei X, (¢) die Lo-
sung des Systems (7.21) mit A = A; und der Anfangsbedingung X;(0) = v.
Analog dazu sei X, () die Losung des Systems (7.21) mit A = A, und der
Anfangsbedingung v. Fiir alle t > 19, X; (1) = ®(£; A1 )v € (Ry)™ und X, (¢) =
®(t;A2)v € (R4)™. Dariiber hinaus,

ax,
— =M, (1) X
dt lz() 2

— = MM(” X > Mlz(t) X1,
und X (0) = X2(0). GemiB des Korollars 2.6, X;(7) > X,(¢) fiir alle 7 > 0.
Wenn wir dies auf Einheitsvektoren anwenden, erhalten wir die Ungleichung
zwischen nichtnegativen Matrizen

Vi1, P(t4) =P A).

Insbesondere ist ®(T; A1) > ®(T; A,). Daher r(A;) > r(A;) aus der Propositi-
on 3.21.

Nehmen wir an, %y > 0 und die Matrix M(0) sei irreduzibel. GemifB
dem schwachen Satz von Krein und Rutman (Theorem 7.27) existiert eine
Funktion w € & mit w # 0 und w(¢) > O fiir jedes ¢ € %, so dass 2w =
How. Gemil der Proposition 7.9 gilt

> <‘D(t) Al )> w(t) (7.22)

fiir alle ¢ € R mit A = Z. Sei ¥(¢;A) die Matrixlgsung dieses Systems mit
der Anfangsbedingung .# zum Zeitpunkt # = 0. Dann ist

p(¥(T;%4)) = 1
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gemil der Proposition 7.25. Aber dieses System ist der Adjungierte des Sy-
stems (7.21) mit A = Z. Deshalb gilt

O(T; %) = [“P(T;%o)]*1

(Proposition 7.10) und

1 1
r(%o) = p(®(T; %)) = p("¥(T; %)) - p(¥(T; %)) =1

Um zu zeigen, dass %, die einzige Losung der Gleichung r(A) = 1 ist,
wollen wir das Absurde herleiten. Angenommen, 0 < A; < A; und r(A4;) =
r(A2) = 1. Da die Funktion A — r(A) abnehmend ist, haben wir r(1) = 1 fiir
alle 4 € [A;; A2]. Deshalb gilt

VA€ i dl, p(W(T:A) = 1/p(@(T:A)) = 1/r(A) = L.

Da die Matrix M(0) irreduzibel ist, zeigt die Proposition 7.25, dass es eine T-
periodische Losung XA R — R™ des Systems (7.22) gibt, mit X®*) = 0und
X®*) (1) > 0 fiir alle 7 € R. Mit der Proposition 7.9 leiten wir ab, dass X*)(z)
eine Eigenfunktion des Operators ¢ * ist, die zum Eigenwert A gehért, dies
fiir alle A € [A;; A;]. Dies ist unmoglich, weil die Menge der Eigenwerte des
kompakten Operators .2 * endlich oder abzihlbar ist [18, Theorem VI.8]. [

Anmerkung 7.12. Diese Proposition bietet eine praktische Methode zur Be-
rechnung der Reproduktivitit Zy. Es geniigt, eine Software wie Scilab zur
Berechnung von r(A) und eine Dichotomiemethode zur Losung der Glei-
chung r(A) = 1 zu verwenden.

Korollar 7.13. Dieselben Annahmen mit einer irreduziblen Matrix M(0).
A > Ry genau dann, wenn r(A) < 1;
A = Ry genau dann, wenn r(A) = 1;
A < %o genau dann, wenn r(A) > 1.
Im Besonderen,
Ry < 1 genau dann, wenn r(1) < 1;
Ho = 1 genau dann, wenn r(1) =1;

Ry > 1 genau dann, wenn r(1) > 1.
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Sonderfall. Seien a(¢) und b(r) positive T-periodische Skalarfunktionen.
Betrachten wir das Modell
d1
— = la(t) —b(z)|I(z
& = fal) b)),

wobei a(t)I(¢) wiederum die Anzahl der Neuinfektionen pro Zeiteinheit ist,
mit der Anfangsbedingung I(fy). Dies ist nur ein Sonderfall des ersten Bei-
spiels aus dem vorherigen Abschnitt. Es gilt

t

K(t,x) = a(t) exp <

Proposition 7.14. Wenn m = 1 und der Kernel K(t,x) durch die Formel (7.23)
gegeben ist, dann sind die Eigenwerte des Operators J#*

b(s) ds> . (7.23)

t—x

a
_7’ EZ’
b+2nin/T

wobei

1 /T = 1T
é:f/o a(s)ds, b:T/O b(s)ds.

Der Spektralradius ist B
RHo=ajb. (7.24)

Die Eigenfunktionen des Operators J*, die zum Spektralradius %y gehoren,
sind proportional zu

) =exp (= [ lat0)/ 80 - b(5)ds ).

Beweis. Sei w(t) eine Eigenfunktion des Operators £ *, die zum Eigen-
wert A gehort. GemiR der Proposition 7.9 ist A # 0, denn sonst hétten wir
a(t)w(t) = 0 fiir alle 7, was w(¢) = 0 fiir alle ¢ implizieren wiirde, da die
Funktion a(t) positiv ist. AuBerdem gilt

%V = (b(t) - a?) w(t).

w(t) = w(0) exp (— | /0 la(s)/A — b(s)]ds) .

Diese Funktion ist genau dann T-periodisch, wenn w(0) = w(T), d.h. wenn

Dann ist

/O "a(s)/A — b(s))ds = 2nix
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mit n € Z. Dies ergibt

A= m

Da der Modulus dieses Eigenwerts
___a
b2+ (2nm/T)?

ist, entspricht der Spektralradius n = 0. O

Anmerkung 7.15. Die Eigenwerte liegen alle in der komplexen Ebene auf
dem Kreis mit dem Durchmesser OM, wobei O der Ursprung ist, M die Ko-
ordinaten (%,0) hat, und %, durch die Formel (7.24) gegeben ist (Abb. 7.1).
Wenn némlich | - | den Modulus einer komplexen Zahl bezeichnet, dann ist

_a a
b+2nin/T 2b

2ab—a(b+2nin/T) ‘ _a

b—2nin/T| a
2b(b+2nin/T) | 2b B

b2nin/T| 25

Die Eigenwerte bilden eine Folge, die gegen 0 konvergiert, wie es bei kom-
pakten Operatoren oft der Fall ist [18, Theorem VI.8]. Die Epidemieschwelle
(%o > 1) hingt in diesem Fall nur von den Mittelwerten der Funktionen a(7)
und b(z) ab.

Abbildung 7.1: Die Eigenwerte des Operators .#* in der komplexen Ebene.
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Proposition 7.16. Dieselben Annahmen. Die Eigenfunktionen des Operators
J, die zum Spektralradius X%y gehdren, sind proportional zu

u(t) = a(t) exp ( /0 "lals) /%0 — b(s)]ds) .

Beweis. Leiten wir die Gleichung fiir einen von Null verschiedenen Eigen-
wert A ab:

a(t) /()+°°exp (— t b(s) ds> u(t—x)dx=Au(t).

r—x

Daraus folgt
400
2 (1) = d (1) / e Hoxb6)s (1 — ) dx
0
oo
Jra(t)/ e I PO (1 — x) dx
0
oo
+alr) / e Heb S [y — x) — b(e)] u(t — x) dx
0
Integrieren wir den zweiten Term des zweiten Glieds durch Teile:

A (1) =d (1) Ault) _ a(t) +°°b(z —x)e POy — x)dx
—a(t) {effftth(s)d“' u(t —x)} Zm

a(t) 0

+oo ot
+alr) / & Wb (b1 — x) — b(1)] u(t —x) dx
0
_d@)
a(n)
Diese Gleichung kann auch wie folgt geschrieben werden

W) d@) a(r)
a0 " a7

Au(t)—b(t) Au(t)+a(t)u(r)

Eine Integration fiihrt zu

u(t) =calt) exp < /Otb(s)ds+ % /Ota(s) ds) , (7.25)

wobei ¢ eine Konstante ist. Die so erhaltene Funktion u(z) ist T-periodisch,
wenn u(0) = u(T), d.h. wenn

A=a/(b+2nin/T). O
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Proposition 7.17. Wenn m = 1 und wenn 1) (t) die Lisung des Systems (7.4)-
(7.5) ist, dann gilt fiir alle n > 0 und t > to,
t n
/ a(s)ds) I(0).
fo

1 (1) = exp (—'/I:b(s) ds) % (

Beweis. Es gilt

19 (19) = 1(to), "f) 1) = —b() 1),
dI(n+1)
1 (10) =0, = —(1) = a(®)1") (1) =b(n) 1"V (o).

Die Formel in der Proposition ist also wahr fiir n = 0. Durch Induktion neh-
men wir an, dass die Formel fiir n wahr ist. Wir haben im Beweis des Lemmas
7.1 gesehen, dass

17D (1) = /tt exp (— /fb(u) du) a(s) 1" (s)ds.

Wir erhalten ein Integral, das explizit berechnet werden kann:

1D (1) = exp (_ tolb(u) du) /t:a(S) </t:a(u)du> ' ds %

— exp ( tolb(u)du) ( /to Ia(u)du>n+1 (HIE?])) 3 0

Anmerkung 7.18. Die Theorie der positiven Operatoren und die Propositi-
on 7.6 zeigen, dass

H(n)(r) ~ (ﬁo)n f(;FH(O)(t) W(t) dt u

S a0

wobei die Eigenfunktion u durch die Proposition 7.16 und die Eigenfunkti-
on w durch die Proposition 7.14 gegeben sind. Da aber

1© (t) =exp (—

() ds) 1),

fo

ist es einfach zu tiberpriifen, dass

HO (1) = (#°8,) () 1(10),
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wobei 3\,0 die T-periodische Erweiterung des Dirac-Malles in ¢ = #y ist. Des-
halb

T T —~
/ w(tyHO (1) dr = / (W) (1) 8 (1) dt 1(t0) = Zow(to) 1(to)-
0 0
Zusammenfassend zeigt die Formel (7.26), dass

a(z) exp ([Fla(e) /%o — b(1)] di
HO(1), o ()" ( jOTa(t)dtO )

I(to) ,

was bedeutet, dass

( ) (% >n+1 f(;ra(r) eXp (ﬁg[a(t)/%O*b(t)]do drt
gln) ~ 0

ntes Jo a(t)dT

I(t) . (7.27)

Dieses letzte asymptotische Ergebnis kann in numerischen Beispielen iiber-
priift werden: Es geniigt, die Formel fiir 1) (¢) aus der vorhergehenden Pro-
position zu verwenden und sich daran zu erinnern, dass

g(n) = /t ()10 (1) .

0

7.3 Wachstumsrate

Proposition 7.19. Dieselben Annahmen wie bei der Proposition 7.3. Fiir je-
des { > — betrachte man den beschrinkten linearen Operator J; auf dem
Raum 2, definiert durch

() (1) = /0 e K (1) v(t — x) di.

Sei p(£) der Spektralradius dieses Operators. Angenommen, es gibt o > —f3,
so dass p(Ly) > 1. Dann gibt es eine einzige Zahl A > —, so dass p(A) = 1.

Diese Zahl wird als Wachstumsrate bezeichnet.

Beweis. Wie in der Proposition 7.4 konnen wir zeigen, dass der Operator .7}

kompakt ist und dass
o

B+¢°
Monotonizitit der Funktion s — p(¢). Die Komponenten des Matrixkerns
K(#,x) sind nichtnegativ, also ist auch der Operator .#; nichtnegativ: Wenn

[l < (7.28)
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v; > 0 fiir alle i, was wir mit v > 0 bezeichnen, dann ist #;v > 0. AuBBerdem
impliziert £y < {5, dass ¥}, > J#;,. Die Monotonizitit des Spektralradius fiir
nichtnegative und kompakte Operatoren zeigt, dass die Funktion ¢ — p(¢)
abnehmend ist [80, Proposition 3].

Stetigkeit der Funktion { — p(¢). Die Funktion ¢ — .%; von | — 3, +oo[ in
Z(2) ist stetig, da

~+o0
| = Al < gmax [l = e K (0) 1
0

0<s<T

+oo ,
< a/ le ™ —e e Prax — 0.
0 =L

Der spektrale Radius ist stetig auf dem Raum der kompakten linearen Opera-
toren [26]. Daher ist die Funktion £ — p({) stetig.

Existenz von A. Die Ungleichung (7.28) zeigt, dass ||| — O fiir £ —
+o0. Da p(¢) < || #]| [24, §2.3.3], gilt auch p(¢) — 0 fiir s — +o0. Die Ste-
tigkeit von £ — p(¢) und die Hypothese p (o) > 1 implizieren, dass es A > £y
gibt, so dass p(A) = 1.

Logarithmische Konvexitiit der Funktion £ — p (). Angenommen —f3 <
£y < ¥> und
C=rli+(1—=r)ty

mit 0 < r < 1. Wir mochten zeigen

p(L) <p(t) p(l) ™"

Dank der Stetigkeit des Spektralradius auf dem Raum der kompakten linearen
Operatoren und unter Beriicksichtigung des mit dem modifizierten Kernel
verbundenen Operators

Kf;(t,x) = K; (z,x) +ee Px

reicht es aus, die logarithmische Konvexitét mit der zusitzlichen Annahme zu
beweisen, dass #; stark positiv ist. Gemal dem Krein-Rutman-Theorem gibt
es positive Eigenfunktionen v(!)(¢) und v(?)(¢) der Operatoren .%;, und .%;,,
die zu den Eigenwerten p(¢;) und p(¢;) gehoren. Sei
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Gemil der diskreten Version der Holderschen Ungleichung [52, Korollar
8.3.171mitp=1/rundg=1/(1—r) gilt

(w)i(t) = /0+°°Ze%"K,-7j(t7x) w(t —x) dx
J
o0 , r
= /0 ;{{eé“‘K,-yj(Lx)v;l)(t—x)]
X [642" Ki j(t,x) v§2> (r— x)} o }dx
Foo r
< /0 [;eMKL,(z,x)vg.”(t—x)]

1-r
X [Z e 2K, (1,x) v§2> (t— x)] dx.
J

GemiB der kontinuierlichen Version der Holderschen Ungleichung [18, Theo-
rem IV.6] gilt

Daraus folgt

1—r

)0 < [p(e)vV 0] [pev@ @] =p(0) p(e2) " wito).

SchlieBlich zeigt Theorem 2.4 von [27] (obere Schranke von Collatz und Wie-
landt), dass p(¢£) < p(¢1)" p (&) .

Eindeutigkeit von A. Angenommen, es gibt A; < Ay, so dass p(A;) =
p(A2) = 1. Dadie Anwendung ¢ — p () abnehmend und (log-)konvex ist, ha-
ben wir p(¢) = 1 fiir alle £ > A;. Dies widerspricht der Tatsache, dass p(¢) —
0 fiir £ — +-o0. Es gibt also ein einziges A > —f3, so dass p(A) = 1. O

Korollar 7.20. Mit den selben Annahmen, sei %y = p(0). Dann gilt:

A > 0 genau dann wenn %y > 1,
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A =0 genau dann wenn %y = 1,

A < 0 genau dann wenn %y < 1.

Beweis. Wir haben bei dem Beweis der Proposition 7.19 gesehen, dass die
Funktion £ — p(A4) entweder streng abnehmend auf dem Intervall | — 3 ; +oo]
oder streng abnehmend auf einem Intervall | — B ; Ap[ mit p(A) = O fiir alle
€= Apist. Nunist p(A) = 1 und %y = p(0). Daraus ergibt sich das Korollar.

O

Anmerkung 7.21. Wenn m = 1 und wenn der Kernel K(7,x) durch die Formel
(7.23) gegeben ist, dann kann man mit der Gleichung

teo
/ e MK (1,x) w(t —x) dx = v(1),
0
wie bei dem Beweis der Proposition 7.16 zeigen, dass
v(t) = calr) e M= [ob(s)ds+ [jals)ds

Diese Funktion ist nichtnegativ und T-periodisch, genau dann, wenn ¢ > 0
und
T
T/ dt——/ b(r)dr. (7.29)

7.4 Eine monotone Funktion
Nehmen wir das Beispiel 2 aus dem Abschnitt 7.1. Seien 'A(z,x), '‘B(¢,x) und
'K (¢,x) die transponierten Matrizen der Matrizen A(z,x), B(,x) und K(¢,x).

Proposition 7.22. Es gibt eine eindeutige Triplettlosung (A,v,w) des dualen
Eigenwertproblems

%(r,x)+%(I,x)+7tv(t,x)+B(t,x)v(t,x)=0, Vi, Vx>0, (7.30)
~+oo

W(t,0) = / At %) v(t, %) dx (7.31)
0

T p+4o
v(t+T,x) =v(t,x), v(t,x)>0, Z/ / vi(t,x)dxdt =1,
~Jo Jo

_ %V(t,x) - %V(t,x) +Aw(t,x)+'B(t,x) w(t,x) = "At,x) w(t,0)
(1.32)

—+o0
w(t+T,x) =w(t,x), w(t,x) >0, Z/ vi(t,x)wi(t,x)dx=1.
~Jo
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Beweis. Schreiben wir £v = A v die Gleichung (7.30) und .Z*w = A w die
Gleichung (7.32). Eine Integration durch Teile ergibt

_ / / - ,‘?: ‘”: tB(t,x)w>dxdt— /O T[<v(t,x),w(t,x)>]:°°dt
+<x, T
/ / ,§+7_ B(t,x)w>dxdt+/0 (v(t,0), w(t,0))dt
+°° ow  ow
_/ / s +—x—tB(t,x)w>dxdt
+/0 /+°°<A(t,x)v(t,x),w(t,0)>dxdt
_ /OT/O+°°< " ?;: + aa: B(r,x)w(t,x) + 'Alt,x)wi(t,0)) dx dr

T [+eo
:/ / (v, L*w)ydx dr.
0 Jo

Die Gleichungen (7.30)-(7.31) einerseits und (7.32) andererseits reduzieren
sich auf die dualen Eigenwertprobleme

2
v(t,O):/ e K(t,%) v(t —x,0) dx
0
oo
w(t,0) :/ e ™M K(r +x,x) w(t +x,0) dx,
0

deren Eigenschaften sich aus der Proposition 7.19 und dem Krein-Rutman-
Theorem ergeben. O

Die folgende Proposition ist das zeitkontinuierliche Analogon der Propo-
sition 6.20.

Proposition 7.23. Sei F: R — R eine konvexe Funktion. Nehmen wir an, dass
I(¢,x) eine Lisung des Systems (7.9)-(7.10) ist. Sei

o0 —At
Z/+ i(2,%) v; tx)F(I(\t)ECt)i) )dx. (7.33)

Dann ist % < 0 fiir alle t > 0.
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Beweis. Seien

1(e,x)e M

vj(t,x)

A j(t,x)vj(t,x)

i j(2,x) = W, 0;(t,x) = (7.34)

Wir werden zeigen, dass

%:Z (;0v,t0{ (/ Z“lf¢fdx> / Z“” o }

1

+Z/ wiB; v {F(¢, + (i — ¢;)F (¢s) } dx, (7.35)

wobei wir der Einfachheit halber nicht wiederholen, dass die Funktionen von
(t,x) abhingen. In der Tat ist die Ableitung der Funktion (7.33)

w5 ()

Le M\ [9] L dv;] e M
Vi |2 — AL dx.
Wi < U ) |:at ! Vi ot 2\ o

Ersetzt man d1;/dt, dv;/dt und dw;/dt durch (7.9), (7.30) und (7.32), erhilt
man fiir d.% /dt den Ausdruck
Z/+m awl—l—lw —|—Zw Zw (t,0)A;;| viF Iie_}“
i jBji j Jii | Vi v
0 Le ™
Tvl +)~V,+ZB,’_J'VJ"| F ( li' )

1
_W'V'I/ M
Vi Vi

ZBJI}

1
TLe At p] —)Lt
+wiviF/< teV‘ ) [ Vi ZB”V}} - }dx.
L 1

Fiihrt man die Notation ¢; von (7.34) ein, gruppiert man die Terme, die Ab-
leitungen nach x enthalten, auf der einen Seite und Terme, die B; ; enthalten,
auf der anderen Seite und tauscht man die Indizes i und j in den Summen, die
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B;; und A;; enthalten, so erhilt man
o0
— z—Z/ — [wiviF(¢;)]dx — ZW, t,0) A; jviF(¢;)dx

iJ

+Z/ w;B i,jVj {F ‘P/ ¢l (‘pi_(pj)F/((bi)}dx .

Integriert man das erste Integral, so erhidlt man

M_ZW,IOV,(IO){ (¢i(2,0)) / Z ,jVJ }

Vl
+o0
+Z/ wiB; jv; {F (¢;,) —F(¢) (¢i—¢j)F/(¢i)}dx'

Dies fiihrt zu der Beziehung (7.35), wenn wir die Randbedingung (7.10) be-
riicksichtigen, die zeigt, dass

e M Fee (t,x)vi(t,x) Li(t,x)e
(2.0 Aij( J i\
9i(t,0) = v,t() / Z vi(t,0)

vj(t,x)

—At

Kehren wir zum Beweis zuriick. Jensens Ungleichung [19, S. 301] mit

£ (o)

und ihre diskrete Version zeigen, dass

N6 g (i 9 .
F </0 ;.uuj (P]dx> g/o F< Zj”i,j > (;M,J) dx
< [ L mF)a
X i,j j)ax
0 - J J

Die erste Zeile der Beziehung (7.35) ist also nichtpositiv. Die zweite Zeile ist
ebenfalls nichtpositiv, weil der Term mit i = j gleich null ist und weil fiir i # j
die Konvexitit von F zeigt, dass der Ausdruck innerhalb der geschweiften
Klammern nichtnegativ ist, wihrend B; ; < 0, w; > 0 und v; > 0. Deshalb ist
7 0. O
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Proposition 7.24. Sei 1(z,x) die Losung von (7.9)-(7.10) mit der Anfangsbe-
dingung 1(0,x). Sei

c= ;/(:mlk(o,x) wi(0,x) dx.

Dann gilt
x+°o l
Z/ ‘Ik(ux) e ’—cvk(t,x)‘ wi(t,x)dx — 0. (7.36)
k - 0 t—r—+oo

Beweis. Man bemerkt, dass
At
Li(t,x) —cve(t,x) e

auch eine Losung der linearen Gleichungen (7.9)-(7.10) ist. Wendet man die
Proposition 7.23 auf diese Losung mit der konvexen Funktion F(x) = |x| an,
so erhilt man, dass % (¢), die linke Seite von (7.36), mit der Zeit r abnimmt
und somit gegen einen Grenzwert £ konvergiert. Die Tatsache, dass ¢ = 0 ist,
wird mit dhnlichen Argumenten wie bei [50, S.1259] gezeigt. O

7.5 Anhang: Periodische kooperative Systeme

Proposition 7.25. Sei m > 2 eine ganze Zahl, M : R — R™™ ¢ine stetige
T-periodische Funktion, so dass

Vi#j,VteR, M;;(t)>0.

Angenommen, die Matrix M(0) ist irreduzibel. Die beiden folgenden Bedin-
gungen sind dquivalent:

(i) es gibt eine T-periodische Losung X : R — R™ des Systems

dX
— =M(#)X
= MX,

die nicht identisch Null ist und so, dass X(t) > 0 fiir alle t € R;

(ii) die Matrixlosung ®(t) desselben Systems mit der Anfangsbedingung
®(0) = .7 ist so, dass

p(@(T)) = 1.
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Beweis. Da die Matrix M(0) irreduzibel ist, sind alle Komponenten der Ma-
trix @(r) positiv fiir alle 7 > 0 (Proposition 2.8).

Angenommen (i). Da X(0) = X(T), haben wir ®(T)X(T) = ®(T)X(0) =
X(T). Nun ist X(T) > 0 und X(T) # 0. Daher ist X(T) ein positiver Eigen-
vektor der Matrix ®(T), die irreduzibel ist. Die Proposition 3.20 zeigt, dass
der entsprechende Eigenwert, namlich 1, der Spektralradius ist.

Angenommen (ii). Unter Beriicksichtigung des Perron-Frobenius-Satzes
gibt es einen Vektor v mit streng positiven Komponenten, so dass ®(T)v =
p(®(T))v = v. Sei X(t) = P(¢)v. Die Komponenten von X(¢) sind fiir alle
t > 0 positiv. Dariiber hinaus,

dX do
e M(7)®(t)v = M(7)X(r)
und
X(T) =@(T)v=v=2(0)v = X(0).
Daher ist X(7) T-periodisch. O

7.6 Anhang: Krein-Rutman-Theorem

Fiir den Beweis der folgenden zwei Theoreme, siche [25, S. 221].

Theorem 7.26. (Krein-Rutman-Theorem). Sei X ein reeller Banach-Raum.
Sei C C X eine geschlossene Teilmenge, deren Inneres C # O ist, so dass

i 0eC;

(i) VueC,WweC Vo >0 VB >0 au+pveC;

(iii) ueCund —ue C=u=0;

(iv) X=C-C.

Sei # € L (X) ein kompakter und stark positiver Operator:
vue C\ {0}, #ueC.

Dann ist der Spektralradius p(%") ein einfacher Eigenwert von % und es
gibt einen zugehorigen Eigenvektor in C. Alle anderen Eigenwerte sind im
Modulus streng kleiner als p(%).

Theorem 7.27. (Krein-Rutman-Theorem, schwache Version). Sei X ein reel-
ler Banach-Raum. Sei C C X eine geschlossene Teilmenge, die die Bedingun-
gen (i), (ii), (iii) und (iv) des vorherigen Satzes erfiillt. Sei ¥ € £ (X) ein
kompakter Operator, so dass p(#) > 0. Dann gibt es u € C so, dass u # 0
und X u=p(H \u.
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Eine vektoriibertragene Krankheit mit saisonaler
Abhéngigkeit

Die kutane Leishmaniose ist eine Krankheit, die durch Insek-
ten (Sandmiicken) iibertragen wird. In diesem Kapitel wird ein
mathematisches Modell entwickelt, das die Saisonalitcit der Vek-
torpopulation und die Verteilung der Inkubationszeit beim Men-
schen beriicksichtigt. Die Parameter werden an Daten aus der
Provinz Chichaoua in Marokko angepasst. Numerisch finden wir
Ry ~ 1,9. Das Modell legt nahe, dass die Epidemie aufhiren
wiirde, wenn die Vektorpopulation durch (%o)?* geteilt wiirde.
Gerade in dieser Studie wurde unsere Verallgemeinerung der
Definition der Reproduktivitit Xy fiir periodische Umgebungen
vorgeschlagen.

8.1 Eine Leishmaniose-Epidemie in Marokko

Die Leishmaniose ist ein Komplex von durch Vektoren iibertragenen Krank-
heiten, die durch Protozoen der Gattung Leishmania verursacht werden. Der
Parasit wird durch den Stich von weiblichen Sandmiicken auf den Menschen
tibertragen. Die Krankheit ist in vielen Teilen Afrikas, Stidamerikas, Mit-
telamerikas, Stideuropas, Asiens und des Nahen Ostens endemisch. Aus 6ko-
epidemiologischer Sicht gibt es vier Hauptformen der Leishmaniose, je nach-
dem, ob es sich um eine viszerale oder kutane Leishmaniose handelt und
ob die Ubertragung zoonotisch oder anthroponotisch ist. Bei den anthropo-
notischen Formen ist der Mensch die einzige Infektionsquelle fiir die Sand-
miickenvektoren. In zoonotischen Ubertragungszyklen sind Tiere Reservoire,
die die Parasiten behalten und verbreiten. Jedes Jahr gibt es weltweit etwa
500.000 neue Fille von viszeraler Leishmaniose und 1 bis 1,5 Millionen Fil-
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le von kutaner Leishmaniose. Die viszerale Leishmaniose verlduft unbehan-
delt todlich. Die kutane Leishmaniose heilt in der Regel von selbst, kann aber
entstellende Narben hinterlassen.

Nach Angaben des marokkanischen Gesundheitsministeriums [51] war
die kutane anthroponotische Leishmaniose durch Leishmania tropica in den
frithen 2000er Jahren eine neu auftretende Krankheit in der Provinz Chi-
chaoua: 1877 Fille wurden zwischen Anfang 2000 und Ende 2004 offiziell
gemeldet. Abbildung 8.1 zeigt die monatliche Entwicklung der Zahl der ge-
meldeten Fille in der Stadt Imintanoute, die etwa 80 % der Fille in der Pro-
vinz ausmachte, zwischen Anfang 2001 und Ende 2004. Im Jahr 2000 wurden
einige wenige Fille (insgesamt 43) beobachtet, aber ein detaillierter monatli-
cher Bericht liegt nicht vor.
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Abbildung 8.1: Monatliche Anzahl der gemeldeten Fille von kutaner Leishmaniose in
Imintanoute in der Provinz Chichaoua, Marokko zwischen 2001 und 2004 [stufenfor-
mige Kurve]. Entwicklung der Population von Phlebotomus sergenti, gemif3 Souad
Guernaoui [kleine Kreise, Mafstab nicht signifikant].

Eine Feldstudie ergab, dass Sandmiicken der Art Phlebotomus sergenti fiir
die Ubertragung verantwortlich waren und dass die Ubertragung anthropono-
tisch war: Bei diesem speziellen Ausbruch wurde kein tierisches Reservoir
wie etwa Hunde festgestellt. Abbildung 8.1 zeigt auch Schitzungen der Popu-
lation von Phlebotomus sergenti, die mit Fallen ein- oder zweimal pro Monat
von Juni 2002 bis Dezember 2003 erhalten wurden. Die Vektorenpopulati-
on sinkt zwischen Dezember und Mai auf Null. Dies ist auf den besonderen
Lebenszyklus der Sandmiicken in dieser Region zuriickzufiihren: In diesen
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Monaten iiberleben nur Eier und Larven, die im Boden versteckt sind. Wenn
die Temperatur zu Beginn eines jeden Sommers steigt, verwandeln sich die
Larven in fliegende Erwachsene. Die Metamorphose endet, wenn die kalte
Jahreszeit zuriickkehrt.

Ziel dieses Kapitels ist es, ein mathematisches Modell dieser Epidemie
zu entwickeln, bestimmte Parameter des Ubertragungszyklus zu schitzen und
die Reproduktivitit %, abzuschitzen, die den zur Einddmmung der Epidemie
erforderlichen Aufwand misst. Es ist diese spezielle Studie, die zu einer neuen
Definition der Reproduktivitit % in einer periodischen Umgebung als Spek-
tralradius eines Integraloperators (Definition 7.5) und zur expliziten Formel
im besonderen Fall der Proposition 7.14 fiihrte.

Bei dem Modell sind zwei Punkte hervorzuheben. Erstens gibt es sehr
starke saisonale Schwankungen in der Vektorpopulation; die einfachsten Mo-
delle erhélt man, wenn man annimmt, dass die Vektorpopulation periodisch
mit einer Periode von einem Jahr ist. Zweitens gibt es eine Verzdgerung von
mehreren Monaten zwischen der Infektion, die im Sommer oder Herbst er-
folgt, wenn die Vektorpopulation nicht null ist, und dem Auftreten von symp-
tomatischen Fillen, die im Winter und Frithjahr ihren Hohepunkt erreichen
(Abb. 8.1

Abschnitt 8.2 stellt das System von Differentialgleichungen vor, das zur
Modellierung der Epidemie verwendet wird. In Abschnitt 8.3 wird das Mo-
dell analysiert, insbesondere die Stabilitit des infektionsfreien Zustands. In
Abschnitt 8.4 wird eine Simulation mit Parametern vorgestellt, die an die Epi-
demiedaten aus der Stadt Imintanoute angepasst wurden. Die Reproduktivitét
X fiir diese spezielle Epidemie wird dann geschitzt.

8.2 Modell

Seien
* s(t): die Anzahl suszeptibler Sandmiicken zum Zeitpunkt ¢;
* i(t): die Anzahl der infizierten Sandmiicken;

* S(#): die Anzahl suszeptibler Menschen;

I(#,x): die Anzahl der zum Zeitpunkt 7 infizierten Menschen, struktu-
riert durch die Zeit x seit der Infektion;

* R(7): die Anzahl der Menschen, die immun sind.
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Zur Vereinfachung des Modells wird die Zeitspanne, in der Menschen oder
Vektoren infiziert, aber noch nicht infektios sind, nicht beriicksichtigt. Die
Gruppe der ,,immunen® Menschen umfasst sowohl Menschen, deren Lisio-
nen vor kurzem aufgetreten und von Gewebe bedeckt sind, als auch Men-
schen, deren Lasionen abgeheilt und die immun sind. Die gemeldeten Fille
sind die Personen, die die Klasse R betreten. Es wird davon ausgegangen,
dass Lasionen abgedeckt werden, sobald sie auftreten; dies ist natiirlich eine
Vereinfachung der realen Situation. Die Gesamtzahl der infizierten Menschen
betragt

oo
1) = / (¢, %) dx.
0
Seien

* N=S(r) +1I(s) + R(#): die Gesamtbevolkerung;

p(t) = s(t) +i(¢): die Gesamtpopulation der Sandmiicken;

* A(t): die Auftauchrate von Sandmiicken;

L]

U die Sterblichkeit von Sandmiicken;

a: die Frequenz der Sandmiickenstiche;

b(x): die Geschwindigkeit des Ubergangs von der Infektion zur Immu-
nitidt beim Menschen;

vY: die Rate des Verlusts der Immunitit;

L]

g: die Wahrscheinlichkeit der Ubertragung der Leishmaniose von einer
Sandmiicke auf einen Menschen durch einen Stich;

g: die Wahrscheinlichkeit der Ubertragung der Leishmaniose von ei-
nem Menschen auf eine Sandfliege wihrend eines Stichs.
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Das Modell besteht aus den folgenden Gleichungen:

B A0 w0 - st 2 ®.1)
& g™ i, 52
B aqit® 1 yr0), (83)
1(1,0) = aqi(t) % %(I,x) + %(t,x) = —b(x)1(t,x), 84
‘;if _ /0 T Bt x) dx— YR(1). 8.5)

mit den Anfangsbedingungen s(0), i(0), S(0), 1(0,x) und R(0). Man beachte,
dass fiir

die Gleichung
dp
o
gilt, und dass N = S(#) +1(r) + R(r) konstant bleibt.

Wenn y(x) die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zeit von der Infektion
bis zum Auftreten von Symptomen beim Menschen ist und wenn o (x) die
Wahrscheinlichkeit ist, dass x Zeiteinheiten nach der Infektion keine Sym-
ptome auftreten, dann gilt

A(t) —pp(t) (8.6)

o(x) :1—/()xw(y)dy:eXp (—/Oxb(y)dy>- 8.7

Daher ist
_ v
P == Jow(y)dy’

8.3 Analyse

Nehmen wir an, dass A(#) eine periodische Funktion der Periode T ist. Dann
hat das System (8.1)—(8.5) eine periodische krankheitsfreie Losung, gegeben
durch s(¢) = p(¢), i(t) =0, S(r) = N und I(r) = R(r) = 0, wobei p(¢) die
einzige periodische Losung der Gleichung (8.6) ist. Ihre Stabilitéit wird durch
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Linearisierung des Systems untersucht. Wir erhalten

di . I(t) .

ENOMIP(I)W—WU% (8.8)
ol dl

1(z,0) = aqi(t), E(l,x) + a(r,x) = —b(x)I(t,x). (8.9)

Dieses System umfasst sowohl eine lineare Differentialgleichung als auch ei-
ne lineare partielle Differentialgleichung. Um die Diskussion symmetrischer
zu gestalten, fithren wir die Funktion i(z,x) ein, wobei x die Zeit ist, die seit
der Infektion der Sandmiicken vergangen ist. Sei

J(t,x) = (i, %), 1(2,x)).

Schreibt man = anstelle von = fiir das linearisierte System, so erhilt man

aJ aJ -u 0
at(t,x)+8x(t,x)_< 0 —b(x) )J(t,x)
J(2.0 0 (XﬁNp(t) +°°J d
(t’ )_ ( oq 0 >/0 (I7X) *
So ist
o 0 %efféb(y)dy
3.0 = | ( B . J(t —x,0)dx
400 0 % e~ Fiib(y)dy
_|_/t ( gt 0 J(0,x—1t)dx.
Sei

h(t) = J(t,0).

Dies ist die Vektorfunktion, deren Komponenten die Anzahl der Neuinfek-
tionen pro Zeiteinheit, d. h. die Inzidenz, darstellen. Dann ist die obige Glei-
chung eine Erneuerungsgleichung der Form

h(r) = /O "K(t) ht —x)dx+ ho (1), (8.10)

wobei K(z,x) T-periodisch in # ist und % (¢) eine gegebene Funktion ist. Man
beachte, dass der Koeffizient K; ;(,x) in Zeile i und Spalte j der Matrix
K(z,x) der Erwartungswert der Anzahl von Individuen des Typs i (Vektoren
sind Typ 1, Menschen sind Typ 2) ist, die ein infiziertes Individuum des Typs
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J pro Zeiteinheit zum Zeitpunkt ¢ infizieren wird, wenn es zum Zeitpunkt r —x
infiziert wurde.

Sei & die Menge der stetigen T-periodischen Funktionen mit Werten in
R?. Wir haben in Kapitel 7 gesehen, dass

h(t) ~e*v(t), t— oo,

wobei A eine reelle Zahl ist und v € &2 eine positive Funktion ist, die nicht
identisch Null ist und fiir die

V(1) = /()+me_7“XK(t,x)v(t —x)dx (8.11)

gilt. Genauer gesagt, es gibt eine einzige reelle Zahl A, fiir die wir ein solches
Element von &\ {0} finden konnen, das nichtnegativ ist.

Sei %, der Spektralradius des linearen Operators %", der jedem v € &
die Funktion

n+oo

()0 = /0 K (1,x) (i — x) dx

auch in & zuordnet. Gemifl dem Krein-Rutman-Theorem gibt es u € &7 mit
streng positiven Komponenten, so dass
~+oo
K(#,x)u(t —x)dx = Zou(t). (8.12)
0
AuBerdem hat %, die Eigenschaften einer Epidemieschwelle: A > 0 wenn
o > 1, withrend A < 0 wenn % < 1.

Wenn die Funktion p(¢) eine Konstante p ist, dann ist K(¢,x) nicht von ¢
abhingig. In diesem Fall ist die konstante Funktion u(r) gleich einem positi-
ven Eigenvektor der positiven Matrix

~+oo
K(x)dx,
0
die die Matrix der ndchsten Generation ist. Wir sehen, dass % der Spektral-
radius dieser Matrix ist. Genauer gesagt, erhalten wir die Formel

2,5 +oo
T = \/O‘qq x ﬁ/ o (x) dx, (8.13)
0

N

die das Produkt aus der durchschnittlichen Zahl der von einer infizierten
Sandfliege infizierten Menschen (ag/ 1) und der durchschnittlichen Zahl der
von einem infizierten Menschen infizierten Sandfliegen

e
24p / o(x)dx
N Jo
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ist .
Wenn die Funktion p(¢) nicht konstant, sondern T-periodisch ist, sei u =
(u1,uz). Dann wird das Eigenwertproblem (8.12) wie folgt geschrieben

aq Foo
q”()/ o) ur(t —x)dx = Bous (1)
—+o0
aq/ B uy (t —x) dx = Rouy(1).
Setzen wir die zweite Gleichung in die erste ein. Wir sehen, dass wenn ry

so ist, dass es eine positive und nicht-identisch-null T-periodische Funktion
u (r) gibt, so dass

oo oo
p(t)/ G(x)/ e M u(t —x—y)dydx=rou (1), (8.14)
0 0
dann ist
=
Ry = O‘l\?q X ro. (8.15)

Die Formel (8.15) verallgemeinert die klassische Formel (8.13) fiir Vektor-
krankheiten mit einer periodischen Population von Vektoren. Man beachte,
dass ry eine komplizierte Funktion von p(¢), o(x) und p ist. Offensichtlich
ist rg eine abnehmende Funktion von pt. Wenn auBerdem p(¢) durch € p(¢) er-
setzt wird, dann wird ry durch € ry ersetzt. Die klassische Schlussfolgerung,
dass eine Vektorkrankheit ausgerottet werden kann, wenn die Vektorenpopu-
lation durch (%)? geteilt wird, die a priori nur fiir eine konstante Vektoren-
population gilt, bleibt also wahr, wenn die Vektorenpopulation periodisch ist,
sofern man die obige Definition von %, verwendet.

Um Verwirrung zu vermeiden, sei daran erinnert, dass einige Autoren %
notieren, was hier (%,)? wire.

8.4 Simulation und Schitzung der Reproduktivitit

Schitzen wir nun die Parameter des Modells. Die Gesamtbevolkerung von
Imintanoute betrigt etwa 5.000 Einwohner. Einige Stadtteile sind jedoch stér-
ker betroffen als andere, da Sandmiicken Orte bevorzugen, an denen sie ihre
Eier ablegen konnen, z. B. in der Nidhe von Miilldeponien. In unserem Modell
gibt es nur eine homogene Gruppe. Eine Moglichkeit, mit diesem Problem
umzugehen, ist die Annahme, dass die anfiingliche suszeptible Population N
unbekannt ist, aber mit der Einschrinkung N < 5.000, und bei der Anpassung
der Epidemiekurve an die Daten bestimmt werden muss.
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Die Lebenserwartung einer erwachsenen Sandfliege betrigt etwa 10 Tage.
Wir wiéhlen daher pt = 3 pro Monat.

Die Daten in Abbildung 8.1 zeigen die jahreszeitlichen Schwankungen
der Vektorpopulation zwischen Juni 2002 und Dezember 2003 mit der Genau-
igkeit einer multiplikativen Konstante. Fiir die periodische Population unseres
Modells verwenden wir die Daten zwischen Januar und Dezember 2003. Die
Vektorenpopulation zwischen Juni und Dezember 2002 war natiirlich nicht
genau dieselbe wie zwischen Juni und Dezember 2003, da beispielsweise die
monatliche Durchschnittstemperatur von einem Jahr zum anderen leicht un-
terschiedlich gewesen sein kann. Sei ppax die maximale Anzahl von Sand-
fliegen in einem Jahr und sei

ﬁ(t):M, l_\(l‘):&’ j(;):ﬂ’ l_(t):ﬂ

Pmax Pmax Pmax Pmax

Nehmen wir an, dass die Rate des Auftauchens von Sandmiicken A(¢) pro
Monat eine Stufenfunktion ist, wobei die Breite der Stufen der Zeit zwischen
zwei Beobachtungen der Sandmiickenpopulation entspricht. Die Stufenhthen
konnen leicht angepasst werden, so dass j(t) gegeben durch

dp - _

pr = A(t)— 1 p(t) (8.16)

t

mit den Daten tibereinstimmt (Abb. 8.2a und 8.2b). Genauer gesagt, wenn
6 < 641 zwei aufeinander folgende Beobachtungszeitpunkte sind, dann ist

Al = A= p exp( Ok+1) p(Ok+1) —exp(u O;) p(6k) 8.17)

exp(i Bry1) —exp(u )

auf dem Intervall |6 ; 6, [. Diese Wahl erweist sich als mit den Daten ver-
einbar, da wir

A>0
fiir jedes Intervall gefunden haben, aul3er natiirlich fiir das letzte Intervall am
Ende der Ubertragungsperiode, fiir das p(6;) > 0 und p(6;.1) = 0 gilt und
fiir das wir A(f) = 0 angenommen haben.

Nehmen wir an, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0, beispielsweise Anfang 2000,
ein Mensch die Infektion in die suszeptible Bevolkerung einschleppt. Zu die-
sem Zeitpunkt ist die Vektorpopulation gleich Null. Die Anfangsbedingungen
sind: s(0) =0, i(0) =0, S(0) =N — 1, I(0,x) = 8,—¢ (Dirac-Masse in x = 0)
und R(0) = 0.

Um b(x) zu bestimmen, wird angenommen, dass die Wahrscheinlichkeits-
verteilung y(x) der Zeit zwischen Infektion und Symptomen beim Menschen
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Abbildung 8.2: (a): Auftauchrate der Sandfliegen A(z). (b): Population der Sandfliegen
p(t). Die Linie wird anhand der Gleichung (8.16) berechnet.

eine Gamma- Verteilung ist:

y(x) =a"x"" e /T(v). (8.18)
Fiir numerische Berechnungen ist zu beachten, dass fiir x — 4o
bx) v o vl vl
1= [ow(y)dy v(x) x

gilt.
Man betrachte das System (8.1)—(8.5). Teilen wir die ersten beiden Glei-
chungen durch ppax. Wir erhalten

B A -ns-aas" @19

gzaas-( )%—pﬂ(z% (8.20)

% = _aqpmax{(t)¥+'yR(t), (8.21)

1(£,0) = 0tq pmax (1) % (8.22)

%(l,x) + %(mc) = —b(x)I(t,x), (8.23)
chI: - /O b1, x) dx— YR(1). (8.24)

Da A(t) und u bekannt sind, sind also die einzigen unbekannten Parameter:
N, das Produkt o ¢, das Produkt o g pmax, ¥ und die beiden Parameter a und
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Abbildung 8.3: Mit dem Modell berechnete monatliche Anzahl neuer Fille von kuta-
ner Leishmaniose [gepunktete Linie] und Anzahl der gemeldeten Fille [Stufenfunkti-
on]. Ebenfalls dargestellt ist die Sandmiickenpopulation [fett, willkiirlicher Skala].

v, die b(x) definieren. Bekanntlich ist bei der Gamma-Verteilung v/a der
Mittelwert und /v /a die Standardabweichung.

Das System (8.19)—(8.24) wurde mit verschiedenen Parameterwerten si-
muliert. Wir erhalten eine recht gute Ubereinstimmung mit der Anzahl der
monatlich gemeldeten Fille zwischen Januar 2001 und Dezember 2004, d.
h. mit den Daten in Abbildung 8.1, mit N = 800, ag = 1,1 pro Monat,
0 g Pmax = 16230 pro Monat, 1/y = 1,2 Jahr, v/a = 6 Monate und v/V/a =
1,5 Monat (Abb. 8.3).

Anhand dieser Parameterwerte lésst sich die im vorherigen Abschnitt de-
finierte Reproduktivitit %y numerisch berechnen. Um die Gleichung (8.14)
zu vereinfachen, verwenden wir zunédchst den Variablenwechsel 0 = x 4y
und erhalten

p(t)'/0+°°G(x)e"‘x(/x+wef”9u1(t —0)d0dx = roui (7).

Wir integrieren durch Teile und stellen fest, dass der integrierte Term ver-
schwindet. Wir kommen zu

~+oo
p(t)/o gx)ui(t—x)dx=rou(t), (8.25)

wobei
X

g(x) = e_’”‘/o e o(y)dy. (8.26)
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Da u () periodisch mit der Periode T ist, sehen wir, dass
+oo t
| ewum-xjar= [ sle—)m(6)do
0 —oo
t
:/g(t—e)ul(t—e)d9+2/ gt +(n+1)T—0)u (6)d6
0 n=

:/'g(z—e)ul(e)dm/ (= 0+T)u(6)d6,
0 t

wobei
oo
=Y g(x+nT). (8.27)
n=0
Das Eigenwertproblem (8.25) ist also dquivalent zu folgendem Problem

t){/Otg(t—9)M1(6)d6+/tTg(t—6+T)u1(9)d9}:roul(t)7 (8.28)

das leicht angenihert werden kann, da es nur die Werte von u (¢) auf dem
Intervall [0; T] umfasst. In der Tat sei n eine ausreichend grofe ganze Zahl.
Seit; = (i—1)T/nfiri=1,...,n, und sei py der Spektralradius des Matrix-
eigenwertproblems

ﬁ(ti)n{Zg U+Zg —1j+T)U }poU,, (8.29)

das die Form .# U = pyU hat, wobei .# eine Matrix der Ordnung n mit
positiven oder Null-Koeffizienten ist und U = (Uy,...,U,). Betrachten wir
die Beziehung (8.15) zwischen %y und ry. Wir kommen zu dem Schluss,
dass

\/(O‘f/]\) X (O“]PmaX) X P_U/N - %]0-
n—-+oo
Die Ergebnisse sind in Tabelle 8.1 dargestellt.

Tabelle 8.1: Abschitzung der Reproduktivitit % in Abhéngigkeit von der Anzahl n
der Diskretisierungspunkte des Intervalls [0; T], das ein Jahr darstellt.

n 25 50 100 200 400
o 190 193 194 194 1,94

In der Praxis werden die Terme von (8.29) wie folgt berechnet:
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* Fir die normierte Population von Vektoren p(#;) ergibt sich aus der
Gleichung dp/dt = A(t) — p p(z) und der Annahme, dass A(z) eine
durch die Formel (8.17) gegebene Stufenfunktion ist, dass

pt;) = e MmO [5(6) — A/p] + Ar/p

wenn 6, < t; < O.1. Man erinnere sich, dass p(¢) in Abbildung 8.2(b)
dargestellt ist.

* Bei der Funktion g(x) wird die Summe (8.27) abgeschnitten, wobei
nur die ersten beiden Terme erhalten bleiben. Wenn man mehr als zwei
Terme in der Summe nimmt, dndert sich keine der Zahlen in der Tabel-
le 8.1. Fiir die Funktion g(x), die zur Berechnung von g(x) verwendet
wird, verwenden wir die Gleichungen (8.7) und (8.26) und eine Inte-
gration durch Teile, um die folgende bequemere Form zu erhalten:

¢(0) = [“ [ervmaret -t ["yo) dy] m

* Der Spektralradius pg kann mit einer Software wie Scilab berechnet
werden.

SchlieBlich scheint es, dass Zy ~ 1,94 (sagen wir 1,9). Die Epidemie
konnte gestoppt werden, wenn die Vektorpopulation um einen Faktor von
(%,)? ~ 3,8 reduziert wiirde. Es wurde numerisch festgestellt, dass eine Si-
mulation des Systems (8.19)—(8.24) der partiellen Differentialgleichungen
mit dem Produkt & g pmax geteilt durch 3,7 noch eine Epidemie ergibt, wih-
rend es keine Epidemie gibt, wenn dieses Produkt durch 3,9 geteilt wird. Ht-
ten wir statt der etwas komplizierten Methode dieses Abschnitts eine Néhe-
rungsformel (8.13) verwendet, bei der das Symbol p durch den Durchschnitt
von p(t) ersetzt wurde, hitten wir %, ~ 2,8 erhalten, was den zur Eindédm-
mung der Epidemie erforderlichen Aufwand tiberschitzt.

Derzeit gibt es kein prophylaktisches Medikament und keinen Impfstoff,
der zur Vorbeugung der Leishmaniose eingesetzt werden kann. Die Schlupf-
winkel der Sandmiicken sind im Allgemeinen unbekannt. BekdmpfungsmaBi-
nahmen, die sich nur auf die unreifen Stadien konzentrieren, sind im Allge-
meinen nicht durchfiihrbar. Die Bekdmpfung der Leishmaniose beruht daher
auf MafBinahmen zur Verringerung der Dichte der Sandmiicken. Eine solche
Reduzierung kann durch den Einsatz von Insektiziden erreicht werden.
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Approximation der Reproduktivitit

Das Hauptziel dieses Kapitels ist es, eine ungefihre Zwei-Term-
Formel fiir die Reproduktivitiit % einer Vektorkrankheit zu er-
halten, deren Vektorpopulation kleinen saisonalen Schwankun-
gen der Form p(t) = po(1 + € cos(wt — @)) mit |e| < 1 unter-
liegt. Der erste Term dhnelt demjenigen, den man im Falle ei-
ner konstanten Population p erhdlt, wobei p jedoch durch den
Mittelwert po der Vektorpopulation ersetzt wird. Die maxima-
le relative Korrektur aufgrund des zweiten Terms ist €* /16 und
verringert immer %y. Die Reproduktivitit % ist der Spektral-
radius eines Integraloperators. Wir vergleichen vier numerische
Methoden zur Berechnung von %y am Beispiel eines Modells fiir
die Chikungunya-Epidemie auf der Insel Réunion in den Jahren
2005-2006. Die Niherungsformeln und numerischen Methoden
konnen auch fiir viele andere Epidemiemodelle verwendet wer-
den, die die Saisonalitdit beriicksichtigen.

9.1 Eine Chikungunya-Epidemie auf La Réunion

Im Mérz 2005 brach auf der Insel La Réunion im Indischen Ozean erstmals
eine Chikungunya-Epidemie aus. Nach einem anfinglichen Hohepunkt von
mehr als 400 neuen Fillen pro Woche im Mai 2005 verlangsamte sich die Epi-
demie (Abb. 9.1a) aufgrund des kiihleren und regenirmeren siidlichen Win-
ters (Abb. 9.1b), der fiir die Vermehrung von Aedes albopictus, der Miicke,
die das Chikungunya-Virus auf den Menschen iibertrigt, weniger giinstig ist.
Es sei darauf hingewiesen, dass Réunion auf der Siidhalbkugel liegt. Aedes al-
bopictus war auch fiir eine kleine Dengue-Epidemie verantwortlich, die von
April bis Juli 2004, d. h. bis zum Beginn des siidlichen Winters, andauerte
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[57]. Dies veranlasste die Epidemiologen wahrscheinlich zu der Annahme,
dass sich das Szenario der Dengue-Epidemie mit Chikungunya wiederho-
len wiirde und dass eine klein angelegte Miickenbekdmpfungskampagne und
die aktive Suche nach Fillen ausreichen wiirden, um die Epidemie vor En-
de des Winters zu stoppen. Dies war nicht der Fall. Nach einem Tiefstand
von weniger als 100 neuen Fillen pro Woche im September 2005 begann die
Chikungunya-Epidemie wieder zu wachsen und erreichte im Februar 2006
einen Hochststand von 40.000 neuen Fillen pro Woche. Zu diesem Zeitpunkt
war die Epidemie zu einem Gegenstand wissenschaftlicher und politischer
Kontroversen geworden. Warum waren die Epidemiologen nicht in der La-
ge, die Epidemie vorherzusagen? Warum hatte das Gesundheitsministerium
nicht frith genug eine grof} angelegte Vektorkontrollkampagne gestartet? Bis
Juli 2006 hatten sich seit Beginn der Epidemie mehr als 260.000 Menschen
angesteckt, etwa ein Drittel der Inselbevolkerung. In etwa 200 Totenscheinen
wurde Chikungunya als eine der Todesursachen angegeben. Dariiber hinaus
hat die Epidemie erhebliche Auswirkungen auf die Wirtschaft der Insel, ins-
besondere auf den Tourismus, gehabt. Die kombinierte Wirkung des Winters
und der Vektorkontrolle hatte die Anzahl der neuen Fille pro Woche bis Juli
2006 auf unter 1.000 gesenkt.

Eine wichtige Frage war, ob die Epidemie den Winter erneut iiberstehen
und im darauffolgenden Sommer einen weiteren groen Hohepunkt verursa-
chen konnte. Wie in den vorangegangenen Kapiteln erortert, sind Epidemio-
logen an einem Parameter interessiert, der mit der Epidemie zusammenhingt,
der Reproduktivitit %, die hiufig als die durchschnittliche Anzahl der durch
einen ersten Fall zu Beginn der Epidemie verursachten Sekundirfille definiert
wird. Wenn %, > 1, dann entwickelt sich die Epidemie. Wenn % < 1, dann
hort sie auf. Wie in Ronald Ross’ Arbeit tiber Malaria [4, Kapitel 14] lautet
die Formel fiir %y im Fall von durch Vektoren iibertragenen Krankheiten

[ a2 qqp
= .1
%0 N s (9 )

wobei o die Frequenz ist, mit der Vektoren stechen, ¢ und ¢ die Ubertra-
gungswahrscheinlichkeiten pro Stich vom Vektor auf den Menschen und vom
Menschen auf den Vektor sind, p die Vektorpopulation, N die menschliche
Population, 1/b die durchschnittliche Infektionsdauer beim Menschen und
1/u die Lebenserwartung erwachsener Vektoren ist.

Diese Formel zeigt insbesondere, dass %, proportional zu ,/p ist. Wenn
ein Uberwachungssystem in der Lage gewesen wire, die Vektordichte vor
und wihrend der Epidemie zu verfolgen, und wenn der numerische Wert von
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Abbildung 9.1: (a) Geschitzte Anzahl neuer Fille pro Woche, aufgetragen auf zwei
verschiedenen Skalen. Auf der vertikalen Achse links ist die Epidemiekurve fiir das
Jahr 2005 deutlich zu erkennen. Die vertikale Achse auf der rechten Seite zeigt, wie
sie sich 2006 entwickelt hat. Daten des Institut de veille sanitaire. (b) Hochst- und
Tiefsttemperaturen in Grad Celsius [obere und mittlere Kurve, linke Achse] und Nie-
derschlédge in Millimetern pro Monat [untere Kurve, rechte Achse] in der Stadt Sainte-
Marie auf La Réunion. Daten von Météo France.



140

% bekannt gewesen wire, dann hitte man vorhersagen konnen, dass die Epi-
demie aufhoren wiirde, wenn eine Intervention gegen die Vektoren ihre Dich-
te durch (%)? teilen wiirde. Da es jedoch kein Uberwachungssystem zur
Kontrolle der Dichte von Aedes albopictus auf La Réunion gab, konnte die
beschriebene Methode nicht funktionieren. Die Frage, ob die Chikungunya-
Epidemie den Winter erneut tiberqueren wiirde, schien daher einfach nicht
verniinftig beantwortet werden zu kénnen.

In diesem Kapitel wenden wir uns dem eher theoretischen Teil des Pro-
blems zu, ndmlich der Schitzung der Reproduktivitit Zy. Ein auffilliger
Aspekt der Chikungunya-Epidemie ist ihre Saisonabhingigkeit. Die Formel
(9.1) geht davon aus, dass die Bevolkerung p der Vektoren das ganze Jahr
iiber konstant ist. Es stellen sich mehrere Fragen: Wie ist % zu definieren,
wenn Saisonalitit beriicksichtigt wird, z.B. wenn man annimmt, dass die Vek-
torpopulation eine Funktion p(7) ist, die in der Zeit periodisch ist? Wie kann
% berechnet werden? Gibt es spezielle Fille, in denen wir eine einfache
Formel @hnlich wie (9.1) erhalten konnen? Diese Fragen sind natiirlich nicht
spezifisch fiir Chikungunya. Sie ergeben sich beispielsweise beim Auftreten
anderer durch Vektoren iibertragener Krankheiten und allgemeiner bei Pro-
blemen der Populationsdynamik, die durch die Saisonalitit in der Epidemio-
logie, Okologie, Demografie, Immunologie, Populationsgenetik usw. beein-
flusst wird.

In den vorangegangenen Kapiteln wurden einige dieser Fragen bereits be-
antwortet. Sie enthalten eine Definition von % in einer periodischen Um-
gebung als Spektralradius eines linearen Integraloperators auf einem Raum
von periodischen Funktionen. Auflerdem wurde ein Algorithmus zur Berech-
nung von %, auf der Grundlage der Diskretisierung des Integraloperators
vorgeschlagen. Dieser Algorithmus wurde zur Schitzung von %, wihrend
einer Epidemie der kutanen Leishmaniose in Marokko verwendet, fiir die
die Schwankungen der Vektorpopulation dank Felduntersuchungen genau be-
kannt waren.

Dieses neue Kapitel ist wie folgt gegliedert. Im Abschnitt 9.2 erinnern
wir an die Definition von % und zeigen fiir eine bestimmte Klasse von ,,zy-
klischen Modellen, dass sich das Eigenwertintegralproblem in der Dimensi-
on m auf ein eindimensionales Problem reduziert. Im Hauptteil des Kapitels
betrachten wir den Spezialfall, in dem der Kern des reduzierten Problems die
folgende Form hat

K(r,x) = f(t) g(x),
wobei f(¢) eine periodische Funktion ist. Dieser Fall umfasst bereits viele

Modelle von durch Vektoren und direkt tibertragenen Krankheiten.
In Abschnitt 9.3 werden vier numerische Methoden zur Berechnung von
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Z in eindimensionalen Eigenwertintegralproblemen vorgestellt. Die erste
Methode ist die bereits in Abschnitt 8.4 vorgestellte: Es handelt sich um ei-
ne einfache Diskretisierung des Integraloperators. Die zweite Methode ver-
wendet Fourier-Reihen. Beide Methoden funktionieren fiir eine allgemeine
Funktion g(x) und eine periodische Funktion f(¢). Die dritte Methode be-
trifft nur den Sonderfall, in dem f(t) = 1 + ecos(@t — ¢); sie kombiniert
Fourier-Reihen mit einer Stérungsmethode fiir kleines €. Die vierte Metho-
de funktioniert fiir lineare Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen mit
periodischen Koeffizienten.

Im Abschnitt 9.4 betrachten wir Vektorkrankheiten und gehen davon aus,
dass die Vektorpopulation durch

p(t) =po[l+ecos(wt —@)] 9.2)

gegeben ist. Anhand eines einfachen Modells fiir Malaria und der Ergebnis-
se des Abschnitts 9.3.3 zeigen wir, dass die Reproduktivitidt mit denselben
Notationen wie fiir die Formel (9.1) so ist, dass

a4 po bu €
S B L L .
%o buN 0+ (b+p)? 4 ©-3)

wobei € klein ist. Diese Formel verallgemeinert die Formel (9.1). Der er-
ste Term dhnelt dem, den man im Falle einer konstanten Vektorenpopulation
p erhilt, wobei p durch die durchschnittliche Vektorenpopulation pg ersetzt
wird. Die maximale relative Korrektur aufgrund des zweiten Terms ist £2/16
und verringert immer %. AnschlieBend wenden wir uns der Chikungunya-
Epidemie zu und verwenden dabei ein etwas komplizierteres Modell. Die ver-
einfachte Form (9.2) fiir die Vektorbevolkerung scheint nicht allzu unverniint-
tig zu sein, wenn man sich die Temperatur- und Niederschlagskurven auf La
Réunion ansieht (Abb. 9.1b): beide haben nur ein Maximum pro Jahr um den
Februar herum. Nachdem wir die Parameter dieses Modells geschétzt haben,
vergleichen wir die vier numerischen Methoden des Abschnitts 9.3 zur Be-
rechnung der Reproduktivitit %Zy. Allerdings sollte man den auf diese Weise
fiir die Chikungunya-Epidemie erhaltenen numerischen Wert von % nicht
allzu ernst nehmen, da die Werte der Parameter nicht genau bekannt sind und
die Hypothese (9.2) sehr vereinfacht ist. Dies kann als Ubung zum Testen der
verschiedenen numerischen Methoden, als Inspirationsquelle fiir die Weiter-
entwicklung der Theorie oder als erster Modellierungsversuch in Erwartung
von Feldstudien iiber die Fluktuation der Aedes albopictus-Population be-
trachtet werden.

Im letzten Abschnitt wird die Anwendbarkeit der Methode des Abschnitts
9.3.3 erortert, um Niherungsformeln fiir % im Zusammenhang mit anderen
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mathematischen Modellen von Infektionskrankheiten mit periodischen Ko-
effizienten zu erhalten, insbesondere fiir das S-I-R-Modell mit periodischer
Kontaktrate und fester infektioser Periode und auch fiir das S-E-I-R-Modell
mit periodischer Kontaktrate und exponentiell verteilten Latenz- und Infekti-
onsperioden.

9.2 Die Definition der Reproduktivitéit

Fiir alle 7 und x > 0 sei K(,x) eine Matrix der Ordnung m mit positiven oder
Null-Koeffizienten. Angenommen, K(z,x) sei eine periodische Funktion von
¢t mit der Periode T fiir alle x > 0.

Die Idee hinter der Funktion K(z,x) ist die eines Epidemiemodells mit m
infizierten Kompartimenten (I;,1,,...,1L,), die infektios oder latent sein kon-
nen. Der Koeffizient K; j(,x) in Zeile i und Spalte j stellt die Erwartung der
Anzahl der Individuen in Kompartiment I; dar, die ein Individuum in Kompar-
timent I; zu Beginn einer Epidemie pro Zeiteinheit zum Zeitpunkt ¢ erzeugen
wiirde, wenn es sich seit x Zeiteinheiten in Kompartiment I; befindet. Die
Periodizitétsannahme fiir K(z,x) stellt eine periodische Umgebung dar.

Man betrachte den linearen Integraloperator %", definiert durch

~+o0
(AV)(t) = A K(t,x)v(t —x)dx 9.4)
auf dem Raum der stetigen T-periodischen Funktionen mit Werten in R™. Mit
den Hypothesen der Periodizitit von K(z,x) und v(¢) kann die Formel (9.4)
wie folgt geschrieben werden

(V) (1) = /0 "Rie.s)v(s) ds,
wobei

~+oo

Y K(r,t—s+kT) wenn s<t,
K(t,s) =4 K20

Z K(t,t —s+kT) wenn s>t

k=1
(Proposition 7.3). Der Operator %" ist der ,,Operator der ndchsten Generati-
on“und K(¢,x) der zugehérige Kernel. Sei %, der Spektralradius von ¢ . Der
Operator %" ist nichtnegativ. Unter bestimmten technischen Voraussetzungen
(siehe Kapitel 7) zeigt das Krein-Rutman-Theorem, dass % ein Eigenwert
von ¢ ist und dass es eine positive Eigenfunktion u gibt, die zu % gehort:

o0
K(t,x)u(t —x)dx = Zou(t). 9.5)
0
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Im weiteren Verlauf dieses Kapitels betrachten wir ,,zyklische® Modelle,
die die folgende besondere Form haben: alle Elemente K; ;(f,x) des Kerns
sind Null auler K ,,(#,x) und K1 ;(¢,x) fiir 1 < j <m— 1. Dies gilt insbe-
sondere fiir den allgemeinen eindimensionalen Fall m = 1 mit einem beliebi-
gen Kern K(z,x). Sei

u(t) = (1 (1), st (1)).

Das integrale Eigenwertproblem (9.5) lautet

—+oo
Ky (t, %) tm (t —x)dx = FBou (1),

+o0
Kijt1,j(t,x)uj(t —x)dx = Zouj1(t), 1<j<m—1.

Wir ersetzen nacheinander die Gleichung mit j = m — 1, dann die mit j =

m—2, ..., j=11in der ersten Gleichung:
~+oo ~+oo
/0 A Kim(t,x1) K1 (t —x1,%2) - Ko 1 (t —x1 — - — Xpn—1,Xm)
ui(t—xy— - —xp)dxy - -dx,y = (%o)" u(1).

Man beachte eine wichtige Eigenschaft: Wenn ein Element K; ;(z,x), das
nicht Null ist, mit einer bestimmten Konstante multipliziert wird, dann wird
auch (%)™ mit der gleichen Konstante multipliziert. Die Anderung der Va-

riablen (x; =Xx1,...,Xm—1 = Xpm—1,X = X1 + - -+ + X, fiihrt zu
doo
K(t,x)ui(t —x)dx = (%o)" u (¢), (9.6)
0
wobei
IZ(l‘,)C)Z/ Ky (t, 1) Kipm—1 (t =x1,%2) - Ko 1 (£ =x1 =+ = X1, %) d )"
oy
und
ol ={(x1,...,xm) ER™M X1+ +xm=x,x1 20,..., x5 >0}

Damit haben wir das m-dimensionale Eigenwertintegralproblem (9.5) auf ein
eindimensionales Problem (9.6) reduziert.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels, mit Ausnahme des Abschnitts 9.3.4,
betrachten wir den besonderen Fall wo

Kl,'n(t’x):f(t)gm(x)a Kj+],j(tax):gj(x)a 1 gjgm_l 9.7
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Gleichung (9.6) wird

+oo
1) [ sl —x)dx = (@) (1), 9.8)

wobeli
= / g1(x1) - gm(xm)doy". (9.9)
oy

Wenn m = 1, reduziert sich der Kern auf K(7,x) = f(¢) g1 (x), so dass g(x) =
g1(x). Wenn
gi(x)=aje ", 1< j<m, (9.10)

konnen wir (siehe Anhang 9.6) anhand der Beziehung (9.9) zeigen, dass

m e—bjx

=ayay y —————. 9.11
glx)=a “;Hk#(bk—bn 9.11)

Diese Formel, dhnlich der Bateman-Formel in der Kernphysik, gilt fiir m = 1
mit der iiblichen Konvention, dass das Produkt iiber eine leere Menge gleich
1 ist.

9.3 Numerische Methoden zur Berechnung der Reproduk-
tivitit

9.3.1 Diskretisierung des Eigenwertintegralproblems

Diese Methode besteht in der Diskretisierung des Eigenwertintegralproblems
(9.8). Sie wurde in Abschnitt 8.4 vorgestellt; daher wird sie hier nur kurz in
Erinnerung gerufen. Sei n eine hinreichend grofle ganze Zahl und sei #; =
(k—1)T/n, wobei k = 1,2,...,n. Sei

+oo
(x) =Y g(x+kT). 9.12)
k=0

Sei r(()") der Spektralradius der Matrix des Eigenwertproblems

n

—1
~ Y a—1)U Z t—t;+T)U; | =0, (9.13)
=

wobei (U;) ein Eigenvektor ist. Es wird erwartet, dass r(()"> — (%)™ firn —

(n)

+o0. Die numerische Berechnung von r; * kann mit der freien Software Scilab
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durchgefiihrt werden. Wenn g; (x)=a i e b fiiralle 1 < Jj < m, folgt aus der
Beziehung (9.11), dass

_ i e
g =aan )

_e_bJT) Ht;éj(b —b; )

—ij

9.14)

9.3.2 Fourier-Reihen: der allgemeine periodische Fall

Sei @ =21 /T. Betrachten wir die Fourier-Zerlegung der periodischen Funk-

tion f(¢):

Z f ekl(t)f7 fk — / 7](1601‘ dt7 (915)
kEZ T
wobei Z die Menge der relativen ganzen Zahlen ist und i> = —1. Die Koeffi-

zienten fj sind komplexe Zahlen, so dass f_; = f; (der Exponent * bezeich-
net hier die komplex konjugierte Zahl). Gesucht wird eine reelle Losung der
Gleichung (9.8) der Form

=Y o, 9.16)

kEZ

Die Koeffizienten ¢, sind ebenfalls komplexe Zahlen, so dass c_; = c}. Wir
ersetzen die Ausdriicke (9.15) und (9.16) in der Gleichung (9.8):

Z fk eki(})t Z (/g\k Ck ekiﬂ)t _ (%O)m Z Ck ekia)t7 (917)
keZ keZ keZ
wobei .
&= / g(x) e KOx gy (9.18)
0

Aus der Definition (9.9) ergibt sich, dass
+o0 y +oo i
gk = ( A g1(x)e” la’xdx> ( | gm(x)e” lc‘”‘dx) . 9.19)

Wenn g (x) = aie b fiir alle 1 < k < m, dann ist

~ ai---am

8= (b1 +kiw) - (b + ko)

(9.20)

fiir alle k € Z. Die Gleichung (9.17) kann so geschrieben werden:

) (Z fk—jgic./') O = (Zo)" Y cxell®.

keZ \JjeZ keZ
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Diese Gleichheit ist wahr genau dann, wenn

Y fejgici= (%) 9.21)
j€Z
fiir alle k € Z. Man beachte, dass f; — Ound g; — 0, wenn j — F-co. Wenn r(()n)
der Spektralradius der abgeschnittenen quadratischen Matrix ( fy_ j 8j)—n<k, i<n

ist, dann erwarten wir, dass r(()”) — (o)™ fiir n — +oo.

9.3.3 Fourier-Reihen: der sinusformige Fall

Angenommen,
f(t)=1+¢cos(wt—9), (9.22)

mit 0 < € < 1und 0 < ¢ < 2x. Dies nennt man eine sinusférmige Funktion.
Fiir das Eigenwertproblem (9.8) zeigt sich, dass eine Zeitverschiebung von
f(t) keine Anderung von %, bewirkt. Wenn némlich (%)™ der zu f(t) ge-
horende Spektralradius mit der Eigenfunktion vy (¢) ist, dann ist (%)™ immer
noch der zu f(t) = f(t — 7) gehorende Spektralradius mit der Eigenfunktion
v1(t) = vi (¢t — 7). Fiir die Berechnung von % kénnen wir also ¢ = 0 anneh-
men, so dass
f([) =14 E eia)zf + E e—ia)t.
2 2

Offensichtlich haben wir fo =1, fi = f-1 = § und f; = O fiir [k| > 1. Das
System (9.21) wird

ggk—lck—l +gker + §§k+lck+1 = (%0)" ck (9.23)
fiir alle k € Z. Da die Funktion g(x) reelle Werte hat, gilt fiir den durch die
Definition (9.18) gegebenen Koeffizient g : g = g. Daraus folgt, dass die
Gleichung (9.23) mit c_; im zweiten Glied einfach das komplex Konjugierte
der Gleichung (9.23) mit ¢; im zweiten Glied ist. Wir konnen also die Glei-
chungen (9.23) fiir k < 0 vergessen. Es sei daran erinnert, dass c_; = ¢} und
g-1 = g;. Das Eigenwertproblem (9.23) mit k € Z reduziert sich auf

{ $gici 4+ gco +  SZiaa = (%)"co,

S&-1ck-1 + Gk + S&icrr = (%), (k=1).
(9.24)

Die Eigenfunktion v; (z) kann so normiert werden, dass ¢ = 1. Dies ist mog-

lich, weil die Funktion vy (¢) positiv ist, so dass

1 T
C():T/O vi(t)dt > 0.



Kapitel 9 147

Wir suchen nach einer Losung des Systems (9.24) der Form

=Y pie/, a=Y a;e, (9.25)

j=0 720

was zumindest fiir kleine € giiltig sein diirfte. Da ¢y = 1, ist zu beachten, dass
co,0 = 1 und cp ; = O fiir alle j > 1. Wir setzen die Ausdriicke (9.25) in die
erste Gleichung des Systems (9.24) ein und trennen die Potenzen von &/. Wir
erhalten gy = po und

~

81
1,14'2

81

5 cl,j-1 = Pj (9.26)

fur alle j > 1. Setzt man die Ausdriicke (9.25) in die zweite Gleichung des
Systems (9.24) ein, erhélt man in dhnlicher Weise gjcx o = pocip fiir alle
k> 1und

o~

J

Qi— 8k+1

Sl g+ T o = Y peckj— (9.27)
=0

2 2
fur alle k > 1 und j > 1. Somit gilt fiir alle k > 1,
(80— 8k) cko =0.
Daher ist ¢ o = 0, da g(x) nichtnegativ und nicht identisch Null ist, so dass
Foo ,
B-B= [ (1-e ) gx)dr 0.
0
Weil
Po=280, cko=0(k>=1), coo=1, ¢ ;=0(>1),

sehen wir mit den Gleichungen (9.26) und (9.27), dass die Koeffizienten p;
und ¢y ; fiir alle k > 1 und j > 1 rekursiv berechnet werden:

pj=Re(gic1j-1), (9.28)
1 8k-1 Bt iy
Chj= == Chk—1 1+ Chal,j—1— ockj—r|,  (9.29)
=g | 2 ety e Bpey

wobei Re(z) den Realteil der komplexen Zahl z bezeichnet. Genauer gesagt,
wenn die Koeffizienten p, und ¢; ¢ fiir £ < j — 1 und k > 1 berechnet werden,
dann geben die Formeln einen Ausdruck fiir p; und ¢y ; fiir alle k > 1. Dieser
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Algorithmus kann beginnen, weil py und die Koeffizienten ¢y ¢ bekannt sind.
Anhand der Gleichungen (9.28)—(9.29) ldsst sich leicht erkennen, dass ¢ ; =
0 fiir k > j, dass p; = O fiir jede ungerade ganze Zahl j und dass ¢, ; = 0,
wenn k > 1 ungerade wihrend j > 1 gerade ist.

In der Praxis legen wir eine ganze Zahl k > 1 fest und betrachten den Vek-
tor (p;)o< j<x und die rechteckige Matrix (cx,j)o<k<i+1,0<j<x- Seien po = go,
co0 =1, ¢t j = 0 fiir alle k > j in der Matrix und ¢q ; = 0 fiir 1 < j < x. Der
Algorithmus funktioniert folgendermaf3en:

fir j =1 bis k,
Berechnung von p; mit (9.28)
fir k=1 bis j,
Berechnung von ¢ ; mit (9.29)
Ende;
Ende.

Auf diese Weise lisst sich leicht feststellen, dass

N . SN
pL=0, cij=-—2 _ py=-Re (Ag"gA ) (9.30)
2(g0—81) 2 20—28
SchlieBlich finden wir
2 o~ o~
€
(%‘o)”’%goJrRe(AgogA) (9.31)
2 80 — 81

fuir kleine €; dies ist die Korrektur niedrigster Ordnung fiir die Reproduktivi-
tat, wenn kleine saisonale Schwankungen beriicksichtigt werden.

Anmerkung 9.1. Wir bemerken, dass
l—¢gcos(wt—¢)=1+e€cos(w(t+T/2)—9).

Eine Anderung von € zu —& entspricht also einer Zeitverschiebung von f(t).
GemilB der Bemerkung zu Beginn des Abschnitts 9.3.3 muss % also unver-
dndert bleiben. Dies erklért, warum die ungeraden Terme p2;1 (j = 0) in der
Reihenentwicklung von % Null sind.

Anmerkung 9.2. Die sinusformige Funktion (9.22) ist nicht so speziell, wie
es auf den ersten Blick scheint. Fiir jede positive T-periodische Funktion
f(t), deren Mittelwert beispielsweise gleich 1 ist, lauten die ersten Terme
der Fourier-Entwicklung 1 + fj cos(wt) + f{sin(wt), die in die Form 1 +
ecos(wt — @) gebracht werden kann, mit

e=1/(fi)*+(f))* und ¢ =arctan(f{/f1).
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Anmerkung 9.3. Es ist nicht leicht, die Konvergenzradien von den Potenzrei-
hen (9.25) zu bestimmen. Allgemeine Theoreme iiber analytische Stérungen
von linearen Operatoren wiirden zeigen, dass diese Radien positiv sind, da
% ein einfacher isolierter Eigenwert des Operators der nichsten Generation
ist.

Anmerkung 9.4. Die in diesem Abschnitt verwendete Storungsmethode kann
unter einem allgemeineren Gesichtspunkt betrachtet werden. Betrachten wir
zum Beispiel das erste Glied der Gleichung (9.8), wobei die Funktion f(7)
durch die Beziehung (9.22) gegeben ist, als einen linearen Operator .%; auf
dem Raum &7 stetiger reeller und T-periodischer Funktionen. Sei

T
<1I/1,ll/2>:/0 w1 (1) wa(t) dt.

Man betrachte das ungestorte Eigenwertproblem .4y v = A y, d.h..

~+oo
| ewia—ndr=2y0).
Suchen wir nach einer Losung der Form

v = ¥ b

keZ

Wir finden (A — gi) a; = O fiir alle k. Die Eigenwerte sind also durch A; = g
fiir k in Z gegeben und der zu A; gehorende Eigenraum wird durch . (7) =
el erzeugt. Die y; bilden eine Basis. Wir betrachten die duale Basis W () =
e K9 /T mit k € Z, so dass (y;, Yy) = 1 fir j =k und (y;, Yi) = O fiir j # k.
Der Operator .%; hat die Form

L =L+,
wobei oo
(£W)(0) = cos(@1 =) [ g(x) (e~ )d.
Wir untersuchen die Stérung
po+epi+&2prt---

des Eigenwertes Ay = po = go, dessen zugehorige Eigenfunktion yp = 1 po-
sitiv ist. Unter Verwendung der in der Quantenmechanik bekannten Formeln
[21, Kapitel XI], erhalten wir

o [T
P1:<$/l//o,ll70>:g%)/ cos(wr—@)dt =0,
0
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und

Ao — A

80 gk
k#0 80—

Z (Lo, Ui) (L Wi, Wo)
7&
_ 1
T2

! 208
:Re< 0 1)
2 80— &1

die mit der Formel (9.30) identisch ist. Die Ausdriicke fiir die Korrekturen
hoherer Ordnung sind komplizierter: Die Methode und der Algorithmus, die
wir zur Berechnung des p; verwendet haben, scheinen praktischer zu sein.

T .
/ cos(wr — ¢)eli® dr
0

9.3.4 Anwendung der Floquet-Theorie

In diesem Abschnitt betrachten wir das lineare System gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen

T = B (1) + ()10, ©9.32)
dlé“— B OO+ OG0, 1<j<m—1,  (9.33)

wobei alle Funktionen 3;() und «;(t) T-periodisch sind. Dieses System ldsst
sich aus der Linearisierung in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts
eines nichtlinearen Epidemiemodells ableiten. Der Kern des Operators der
néchsten Generation ist

K (1,%) = 0 (1) e~ HrP1 )85
Kj+1,j(t,)€):(Xj(t)e*fttxﬁjﬂ(s)di 1 <‘]<m_17

mit K; ;(¢,x) = O fiir alle anderen Indizes. Es handelt sich also um ein ,,zy-
klisches* Modell im Sinne des Abschnitts 9.2. Eine Bemerkung in diesem
Abschnitt zeigt, dass, wenn z. B. o j(t) mit einer bestimmten Konstante mul-
tipliziert wird, (%)™ mit der gleichen Konstante multipliziert wird.

Die auf das System (9.32)-(9.33) angewandte Floquet-Theorie zeigt, dass
das Null-Gleichgewicht nur dann instabil ist, wenn der Spektralradius der
Monodromiematrix grofer als 1 ist. Damit ist die Reproduktivitidt %y auch
die einzige positive reelle Zahl, bei der der Spektralradius der Matrix X(T)
gleich 1 ist, wobei X(T) die Losung zum Zeitpunkt t+ = T des Differential-
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gleichungssystems
~Bir) 0 .
o) 0
X
75,4
o 0 X(t)
: : 0
0 0 Gl _g (1)

ist, mit der Anfangsbedingung X(0) = .# (die Identititsmatrix der Ordnung
m). So wird %y durch die Kombination einer Dichotomiemethode mit einer
Software wie Scilab berechnet, die gewohnliche Differentialgleichungen nu-
merisch 1ost.

9.4 Durch Vektoren iibertragene Krankheiten

94.1 Malaria

In diesem Abschnitt betrachten wir ein sehr einfaches Modell fiir Malaria,
niamlich eine Variante eines der ersten von Ross [4, Kapitel 14] vorgeschla-
genen Modelle mit einer periodischen Population von Vektoren. Wir werden
die folgenden Notationen benutzen:

* S(z) ist die suszeptible menschliche Bevolkerung;

* I(¢) ist die infizierte menschliche Bevolkerung;

N = S(z) +1(¢) ist die Gesamtbevolkerung;
* s(t) ist die suszeptible Vektorpopulation;
* i(t) ist die infizierte Vektorpopulation;
o p(t) = s(t) +i(z) ist die gesamte Vektorbevolkerung.
Dariiber hinaus werden die folgenden Parameter beriicksichtigt:
* b ist die Heilungsrate des Menschen;
¢ « ist die Rate, mit der die Vektoren stechen;

* g (bzw. q) ist die Wahrscheinlichkeit der Ubertragung durch einen Stich
vom Vektor auf den Menschen (bzw. vom Menschen auf den Vektor);
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* A(t) ist die Anzahl der neuen erwachsenen Vektoren, die pro Zeitein-
heit auftauchen, also eine T-periodische Funktion;

e U ist die Sterblichkeit der Vektoren.

Das Modell ist
a5 _pr—aasn )
o = M) —ags(t) o7 — ps(), (9.34)
di (1) .
i ogs(t) N —ui(t), (9.35)
mit
4SS0
= aqi(t) N +b1(2), (9.36)
ar . S(1)

Durch Addition der Gleichungen (9.34) und (9.35) ergibt sich

P — A0~ p().

Es wird angenommen, dass p(¢) durch

p(t) = po[l + ecos(wt — ¢)]

gegeben ist. Da u bekannt ist, bestimmt dies A(¢). Linearisiert man das Sy-
stem (9.34)—(9.37) in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts, erhilt
man

di I(¢)

. . dl .
o 2 eap(t) 7~ pi(t), o~ aqi(r) = bI(r). (9.38)

Der Kern des zugehorigen Operators der ndchsten Generation ist

0 a‘?{[’(f) e—bx )

9.39
oage M 0 ©-39)

K(t,x) = (

Er ist ,,zyklisch® der besonderen Form (9.7), mit den Funktionen g; (%) (1<
J <2)der Form (9.10) und f(¢) = 14 €cos(@t — ¢). Die Formel (9.20) ergibt

g = a’qqpo
T (b+ jiw) (u + jio)N

(9.40)
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fur alle j € Z. Die Beziehung (9.31) ist schlielich von der Form

2 2
(@0)2%W)<12M"2 8).
buN 0>+ (b+u)? 2

| &2 qqpo bu e
Ty~ —— |1 ————— — . 41
0 buN < 0>+ (b+u)? 4 41

Dies ist die Korrektur niedrigster Ordnung der Formel (9.1). Es gilt die Un-
gleichung

Also ist

bu g2 bu & ¢

05— S B S 2
o>+ (b+p)r 4 " (b+u)?2 4 16
Daraus ergibt sich die folgende Schlussfolgerung:

Der erste Term in der Ndherungsformel fiir % ist der gleiche wie
fiir den Fall einer konstanten Population p von Vektoren, wobei
p durch die durchschnittliche Vektorpopulation pg ersetzt wird.
Die maximale relative Korrektur aufgrund des zweiten Terms ist
€2/16 und verringert immer %.

Da 0 < € < 1 ist, betrigt die relative Korrektur immer weniger als 1/16, also
etwa 6 %.

9.4.2 Chikungunya auf La Réunion

Chikungunya ist eine Viruserkrankung, die zu einer dauerhaften Immunitit
zu fithren scheint. Wenn wir zusitzlich die Latenzperiode bei Menschen und
Vektoren beriicksichtigen wollen, scheint das folgende Modell zu passen:

% — A(t)—ast) % —us(o), (9.42)
9 —as) W - rwet), Ymyew)-pit), 043
B it >, (9.44)
P —ait)®D k). D= k)10, (9.45)
= bi(). (9.46)

Zusitzlich zu den oben genannten Parametern,
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 wir haben g = g angenommen und a = agq gestellt;

* ¢(r) ist die Population der infizierten, aber nicht infektiosen Vektoren;
* E(¢) ist die infizierte, aber nicht infektiose menschliche Bevilkerung;
* R(?) ist die immune menschliche Bevélkerung;

* N=S(¢) +E(t) +1(t) + R(¢) ist die Gesamtbevilkerung;

* 1/yist die durchschnittliche Latenzperiode in Vektoren;

¢ 1/c ist die durchschnittliche Latenzperiode beim Menschen.

Die menschliche Gesamtbevolkerung N ist konstant. Die gesamte Vektor-
bevolkerung p(r) = s(t) +e(t) +i(z) ist so, dass

dp _

L A6 —p0),

Wir verwenden dieses Modell, um die Reproduktivitidt %, fir die Chi-
kungunya-Epidemie von 2005 und 2006 auf der Insel La Réunion zu schit-
zen. Da die Fluktuationen der Vektorpopulation nicht bekannt sind, nehmen
wir die einfache Form p(r) = po(1 + € cos(wr — ¢)), was nicht allzu unver-
niinftig ist, wenn wir die Temperatur- und Niederschlagskurven auf der In-
sel Reunion (Abb. 9.1b) betrachten, die beide ein einziges jahrliches Maxi-
mum um Februar und ein Minimum um Juli aufweisen. Somit ist die Periode
T= % ein Jahr und wir konnen ¢ = % nehmen. Die Funktion s(¢) kann
aus dem System (9.42)—(9.46) eliminiert werden, da s(t) = p(¢t) —e(t) — i(¢).
Die anderen fiir die Simulation verwendeten Parameterwerte sind in der Ta-
belle 9.1 zusammengefasst. So bezieht sich beispielsweise [82, #83] auf die
Frage 83 in den hidufig gestellten Fragen der Website [82], die von Epide-
miologen eingerichtet wurde und sich mit der Chikungunya-Epidemie auf La
Réunion befasst.

Die Inkubationszeit beim Menschen dauert schitzungsweise zwischen 3
und 7 Tagen [28, S. 6] oder zwischen 4 und 7 Tagen [82, #101]. Laut [82,
#156] konnen Menschen jedoch bereits 2 oder 3 Tage vor Auftreten der Sym-
ptome infektios werden. Daher wurden 4 Tage als Latenzperiode gewihlt. Die
Infektionsperiode nach Auftreten der Symptome beim Menschen wird auf et-
wa 5 Tage [28, S. 7] oder 5 bis 7 Tage geschitzt [82, #49,52]. In Anbetracht
der vorangegangenen Bemerkung wird ein Wert von 7 Tagen fiir die gesamte
Infektionsperiode angenommen. Die Latenzperiode bei Vektoren wird auf 9-
14 Tage [82, #83], 4-5 Tage [82, #253] oder 1-2 Wochen [82, #395] geschitzt.
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Wir haben 7 Tage gewihlt. Wenn die Vektoren einmal infiziert sind, scheinen
sie es zu bleiben, bis sie sterben. Die Lebensdauer eines erwachsenen Vektors
betrigt schitzungsweise 4 bis 10 Wochen [82, #83] oder ,,mehrere* Wochen
[82, #404]. Wir haben einen Monat gewéhlt. Der Vektor kann im Laufe sei-
nes Lebens 5 oder 6 Mal zustechen [82, #404]: Es wurde ein Durchschnitt
von einem Stich alle 4 Tage gewéihlt. Es war nicht bekannt, ob der infizier-
te Vektor das Virus auf seine Eier iibertragen kann [82, #83/385/442]: Das
Modell beriicksichtigt diese Moglichkeit nicht. Die Infektion beim Menschen
fithrt zu einer Immunitét [82, #10/385], die wahrscheinlich mindestens meh-
rere Jahre anhilt, da wihrend der Epidemie auf La Réunion offenbar niemand
zweimal an Chikungunya erkrankt ist. Asymptomatische Fille machen nach
Angaben von [82, #385] zwischen 10 und 15 % der Fille aus, scheinen aber
in der Schitzung der Anzahl der Fille in der Abbildung 9.1 nicht enthalten
zu sein; sie werden im Modell nicht beriicksichtigt.

Parameter Symbol  Wert
Latenzperiode in Vektoren 1/y 7 Tage
Lebensdauer des Vektors 1/u 1 Monat
Latenzperiode beim Menschen 1/c 4 Tage
Infektiose Periode beim Menschen 1/b 7 Tage
Zeitraum zwischen zwei Miickenstichen 1/a 4 Tage
Bevolkerung von La Réunion N 785.000
Verschiebung der Saisonalitit () %‘

Tabelle 9.1: Fiir die Simulation verwendete Parameterwerte

Der erste Fall von Chikungunya auf La Réunion wurde am 22. Februar
2005 festgestellt. Wahrscheinlich wurde er von den Komoren importiert, wo
sich bereits mehrere tausend Menschen infiziert hatten. Unter Beriicksichti-
gung der Latenzperiode und der Dauer der Infektion wird fiir die Simulation
angenommen, dass ein Mensch aus der Klasse E zu Beginn der fiinften Wo-
che des Jahres 2005 auf La Réunion eintrifft. Die Modellsimulation wird bis
Anfang Februar 2006 fortgesetzt, d. h. bis zur Durchfiihrung einer grof3 ange-
legten Vektorkontrolle nach dem Hohepunkt; diese Kontrolle wird im Modell
nicht beriicksichtigt. Es wird davon ausgegangen, dass die kleine Vektorkon-
trolle vor diesem Zeitpunkt vernachldssigbar ist.

Die Parameter pg und € fiir die Vektorpopulation sind unbekannt und
miissen anhand der Epidemiekurve geschitzt werden (Abb. 9.1). Seien pyax =
po(1+¢€) und pmin = po(1 — €). Mit Hilfe einer rudimentiren Versuch-und-
Irrtum-Methode wird angesichts der Einfachheit des Modells eine gute An-
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passung an die Epidemiekurve gefunden, mit einer maximalen Anzahl von
Stichen pro Mensch pro Woche gleich apmax /N = 1,2 und einer minimalen
Anzahl von Stichen pro Mensch pro Woche gleich 6 % dieses Maximums, d.
h. Pmin/Pmax = 6% (Abb. 9.2). Daraus leiten Wir pmax, Pmins

Po = (pmax + pmin)/Z» €= (pmax - Pmin)/(pmax +pmin)

ab. Numerisch ergibt sich € ~ 0,887. Es ist leicht zu iiberpriifen, dass A(r) =
dp/dt+ p p(t) nichtnegativ bleibt, weil

e<1/y/1+(0/u).

500 50000

400 4 - 40000

300 | I 30000

200-’ /| 20000

100 4 - 10000
0 0

2005 2006

Abbildung 9.2: Schitzung der Parameter pg und € durch Anpassung der vom Modell
erzeugten glatten Kurve an die Epidemiekurve vor der grof} angelegten Vektorkontrol-
le im Februar 2006. Die gepunktete Kurve zeigt die angenommene Verdnderung der
Vektorpopulation (nicht skaliert).

Da nun alle Parameter dieses Modells festgelegt sind, wenden wir uns der
Schitzung der Reproduktivitit %y zu. Durch Linearisierung der Gleichungen
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(9.43) und (9.45) in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts erhilt man

9 e ap®) Y (4 wye)
o yelt) — (),
9 ~ail)) - cB(),
&~ Bl —b10)

(o ) 0 0  @ebr

e-rtux g 0 0

Kex)=| 7 0 e 0 9.47)
0 0 ce 0

Er ist ,,zyklisch* und hat die besondere Form (9.7) mit f(¢) = 1+ €cos(wr —
¢), wihrend die Funktionen g (x) (1 < j <4) von der Form (9.10) sind. Somit

~

sind g(x), G(x) und g durch die Formeln (9.11), (9.14) und (9.20) gegeben.

Mit den obigen Parameterwerten erhalten wir (%)> ~ 3,4 mit einer der
vier Methoden in Abschnitt 9.3. Die Tabelle 9.2 zeigt die Konvergenz der
ersten drei Methoden.

n | 12 | 25 | 50 | 100 | 200
I Methode: =27 17310 [ 3.40 | 339 | 339 | 3.39
n 0 1 2 3 4
2 Methode: = 13,87 | 3.50 | 3.42 | 339 | 339
k | 0| 2] 4] 10] 12
3 Methode: = 13,87 | 3.46 | 341 | 339 | 339

Tabelle 9.2: Konvergenz der ersten drei numerischen Methoden.

Die erste Methode (Abschnitt 9.3.1) scheint langsamer zu konvergieren
als die anderen. Dies liegt wahrscheinlich daran, dass die Funktion f(¢) durch
eine Stufenfunktion (f(f))1<k<n ersetzt wird, was fiir den besonderen Fall,
dass f(r) sinusformig ist, keine gute Annéherung darstellt.

Die zweite Methode (Abschnitt 9.3.2) verwendet die Fourier-Koeffizienten
fi von f(t), die in unserem speziellen Fall einfach fo =1, fi = f_; = § und
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S =0 fiir || > 1 sind. Aus diesem Grund ist die Konvergenz der Methode
sehr schnell. Beide Methoden erfordern die Berechnung des Spektralradius
einer bestimmten Matrix.

Im Gegensatz dazu erfordert die dritte Methode (Abschnitt 9.3.3) nur ele-
mentare Operationen und kann mit einem einfachen Taschenrechner durch-
gefiihrt werden. Wir erinnern daran, dass k die Anzahl der Terme ist, die wir
im Ausdruck von (%)? in Reihen von Potenzen von € behalten. Wir konnen
feststellen, dass die durch die Formel (9.1) gegebene Anniherung, bei der
p durch den Mittelwert po der Population der Vektoren ersetzt wird, in der
Tabelle k = 0 entspricht. Die Differenz zum exakten Wert von (%) betriigt
14 %. Wenn wir den Term £ wie in der Formel (9.31) einbeziehen, verringert
sich die Differenz auf 2 %, obwohl € nicht sehr klein ist.

Die Konvergenz der vierten Methode (Abschnitt 9.3.4) wird durch die
Diskretisierung der Differentialgleichung bestimmt. Dies wird im Allgemei-
nen durch den Differentialgleichungsloser kontrolliert. Mit Scilab ldsst sich
der richtige Wert (%,)? ~ 3,39 nach einer Reihe von Iterationen der Dicho-
tomie leicht finden.

9.5 Andere Anwendungen

Epidemiemodelle mit m = 1

Betrachten wir ein Epidemiemodell mit einer einzigen infizierten Klasse und
einem Kern der Form

K(z,x) = [1 + € cos(wr — §)] g(x). (9.48)

Dann kann % durch die Formel (9.31) angenéhert werden. Der Kern (9.48)
tritt zum Beispiel in den S-1-S, S-I-R oder S-I-R-S Epidemiemodellen mit
einer sinusférmigen Kontaktrate auf.

Wenn die infektiose Periode exponentiell verteilt ist, dann ist g(x) =ae™
und es ist leicht zu iiberpriifen, dass gy = a/b und dass der Term der Ord-
nung &2 in der Formel (9.31) null ist, so dass % ~ a/b. Die Proposition 7.14
bewies die exakte Formel %y = a/b fiir diesen Fall. Dieses Ergebnis ist na-
tiirlich schon seit langem bekannt, da der Kern (9.48) im Zusammenhang mit
der Gleichung

bx

% =a[l +¢&cos(wt — 9)]1(¢) — bI(1),

auftritt, die explizit gelost werden kann und fiir die sich leicht zeigen ldsst,
dass der Null-Gleichgewichtszustand nur dann instabil ist, wenn a/b > 1. In
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Analogie zum trivialen Fall € = 0 haben mehrere Autoren % = a/b als Defi-
nition genommen; sie haben festgestellt, dass % der zeitliche Mittelwert der
Funktion a[l + € cos(@t — ¢)]/b war, und haben geglaubt, dass diese Mitte-
lungseigenschaft auch fiir kompliziertere Modelle gilt; dies ist nicht der Fall.

Wenn die infektiose Periode eine feste Konstante 7 ist, dann ist g(x) = a
fiir x < 7 und g(x) = 0 fiir x > 7. Deshalb ist

R R 1ie—iwr
=artT =
go=at, g =a o
und die Formel (9.31) ergibt
2a7 sin®(wt/2) ot/2
Ty~ at+e —1]. (949
0N AT (@D + [1 - cos(@)]? | an(@7/2) ©49)

Diese Formel zeigt, dass im Gegensatz zum Malariamodell im Abschnitt 9.4.1
die Saisonalitit die Reproduktivitit % je nach dem Zahlenwert von w7 ent-
weder erhohen oder verringern kann.

Epidemische Modelle mit m =2

Betrachten wir ein Epidemiemodell mit zwei infizierten Klassen, das, wenn
es in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts linearisiert wird, die fol-
gende Form hat

dl dl

7; ~—b11(t)+ax [1 + € cos(wr — (Z))} L(z), d—tz ~arli(t) —byLIr(1).
Das System (9.38) war von dieser Form. Der Kern des Operators der ndchsten
Generation ist

0 [1+¢€cos(wt —¢)]are 2~ > (9.50)

K<t>x) = ( a e—blx 0

Die Formel (9.31) ergibt

faiaz b1 b g2
Ro ~ 1— — . 9.51
0 b1 by < 0)2+(b1+b2)2 4> ( )

Als Beispiel fiir diesen Typ konnen wir ein Modell fiir Malaria mit @ =
2w, € = 15/25, a; = 20 pro Jahr, ap = 20 x 25 pro Jahr, b; = 50 pro Jahr
und b, = 4 pro Jahr finden. Die vier numerischen Methoden in Abschnitt 9.3
ergeben zusammen mit der Niherungsformel (9.51) (%)% ~ 49.4. Der Term
niedrigster Ordnung ist pg = 50.
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Ein weiteres Beispiel ist das epidemische S-E-I-R oder S-E-I-R-S-Modell
mit einer sinusformigen Kontaktrate. Als numerische Werte nehmen wir @ =
1,e=0,8,a; =03,a, =1, by =0,3 und b, = 0,99. Eine numerische Si-
mulation wiirde zeigen, dass sich in diesem Fall keine Epidemie etablieren
kann. Aber mit £ = 0 gilt (%)> = po = (a1a2)/(b1b2) = 1/0,99 > 1. Die
Mittelwertbildung der Kontaktrate ist also nicht der korrekte Weg, um den
epidemischen Schwellenwert zu bestimmen. Die vier numerischen Methoden
im Abschnitt 9.3 ergeben nimlich (%)% ~ 0,973 < 1 fiir € = 0,8. Die Nihe-
rungsformel (9.51) ergibt (F/Z’o)z ~0,974.

9.6 Anhang

Ausgehend von der Definition (9.9) der Funktion g(x) und der Annahme der
Beziehung (9.10) beweisen wir die Formel (9.11) durch Rekursion. Natiirlich
verlieren wir nicht an Allgemeinheit, wenn wir annehmen, dass a; = 1 fiir
alle j. Fiir m = 2 zeigt eine einfache Berechnung, dass

e*h] X efhzx

by — b * by —by’
Angenommen, die Formel (9.11) ist wahr fiir eine ganze Zahl m. Dann ist

X
g = [[ e g =

g(x) — e*blxl*"'*hmxm*bm+1xm+l dcm‘H
0_m+1 X
b X

X
= / / e b1x1——bmxm do—f—xmﬂ e Dttt gy,
0 o

X Xm+1

Gemif der Rekursionshypothese gilt

x [ a=b; (x=xpm41) b
g(x :/ I ——— m+1Xm+1 dx 1
() 0 (121 Hk;éj(bk—bj)> "
k<m

m efbjx /x
— (bj=bm1)xmr1 g
€ Xm4-1
;Hk#(’?k—b/’) 0 "
k<m
_ i e—bjx R i 1 .
ez (bi—by) =1 (bj = b)) Tkzj (b = bj)
k<m+1 k<m

Die zweite Summe in der letzten Zeile ist die Zerlegung in einfache Elemente
der folgenden rationalen Funktion in b, 1:

1
ngjgm(bj - bm+1) .
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Also ist
m+1 efhjx
gxX)= ) ——F—
,:21 Mizs (bx = bj)

<m+1

und die Formel (9.11) ist wahr fiir m+ 1.
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Modelle mit einem einfachen periodischen Faktor

Fiir zeitkontinuierliche Epidemiemodelle mit einem sinusformi-
gen periodischen Koeffizienten wird gezeigt, dass die Wachstums-
rate und die Reproduktivitit die grofiten Losungen von einfa-
chen Gleichungen mit kontinuierlichen Briichen sind. Als Bei-
spiel wird ein S-E-I-S-Modell betrachtet, bei dem infizierte Per-
sonen nach ihrer Genesung wieder suszeptibel werden, mit ei-
ner festen Latenzperiode, einer exponentiell verteilten Infekti-
onsperiode und einer sinusformigen Kontaktrate. Es wird ge-
zeigt, dass die Epidemieschwelle, abgesehen von einigen aufier-
gewohnlichen Parameterwerten, nicht nur von der durchschnitt-
lichen Kontaktrate, sondern auch von der Amplitude der Schwan-
kungen abhdngt.

10.1 Einfithrung

Sei x die Zeit seit der Infektion. Zu Beginn einer Epidemie ist die Anzahl
h(t) der Neuinfektionen pro Zeiteinheit, d.h. die Inzidenz, mit der effektiven
Kontaktrate a(x) und der Heilungsrate b(x) durch eine Gleichung der Form

h(t) = _/0’ K (x) h(t —x) dx + ho(t) (10.1)

verbunden, wobei
K(x) = a(x)e fob0)dy,

ho(t) ist eine Funktion, die von den Anfangsbedingungen abhéngt. Lotka [4,
Kapitel 24] hat gezeigt, dass h(¢) und die infizierte Gesamtpopulation dann
wie e*" wachsen, wobei A die einzige reelle Wurzel der folgenden Gleichung
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ist:
—+oo

1= K(x)e *dx. (10.2)
0

Die zeitdiskreten Analoga von (10.1) und (10.2) sind das Leslie-Matrixmodell
und die charakteristische Gleichung der Leslie-Matrix [4, Kapitel 25]. Euler
hatte bereits einen Spezialfall untersucht, weshalb die Gleichung (10.2) oft
als ,,Euler-Lotka-Gleichung® bezeichnet wird. Lotka definiert Reproduktivi-
tét als

oo
By — /0 K(x)dx. (10.3)

In der Epidemiologie ist %y die durchschnittliche Anzahl der von einer Per-
son wihrend ihrer Infektion infizierten Personen. Die Inzidenz h(z) steigt
asymptotisch (A > 0), wenn %y > 1. Sie nimmt ab (A < 0), wenn % < 1.

In der Demographie ist /() die Anzahl der Geburten pro Zeiteinheit, x ist
das Alter, a(x) die Fertilitdt und b(x) die Mortalitit. Die Reproduktivitit %,
ist dann die durchschnittliche Anzahl der Nachkommen, die ein Individuum
wihrend seines Lebens erzeugt.

Viele Tier- und Pflanzenpopulationen und Infektionskrankheiten weisen
saisonale Schwankungen auf. Diese Schwankungen beeinflussen sowohl die
Wachstumsrate als auch die Reproduktivitit. In diesem Fall ersetzen wir das
Modell (10.1) durch

h(r) = /Ot K (t,x) h(t —x)dx+ ho(r) (10.4)

Dabei ist K(#,x) eine periodische Funktion von 7 mit der Periode T, die stetig
und nichtnegativ ist. Sei .7 der lineare Integraloperator

(v)(r) = /0+°° K(t,x) e v(t —x)dx (10.5)

auf dem Raum der stetigen T-periodischen Funktionen. Die Wachstumsrate
A ist dann die einzige reelle Zahl, bei der der Spektralradius dieses Operators
gleich 1 ist (Proposition 7.19). Die Reproduktivitit %, kann auf die gleiche
Weise definiert werden, als der Spektralradius des Operators %, mit
~+oo
(AZV)(t) = A K(z,x)v(t —x) dx,

auf demselben Raum kontinuierlicher T-periodischer Funktionen. Wie zuvor
ist A >0, wenn %y > 1 und A <0, wenn % < 1. Wenn K(#,x) nicht von 7
abhingt, reduzieren sich diese Definitionen und Ergebnisse auf diejenigen
von Lotka.
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Gehen wir nun davon aus, dass
K(z,x) = [1 + ecos(wt)] g(x), (10.6)

mit @ = 2x/T, || < 1 und g > 0. Sei § die untere Schranke aller reellen
Zahlen s, so dass das Integral

~+oo
/ glx)e ™ dx
0

endlich ist. Angenommen & < 0. Sei

oo _
gn(s) = / g(x)e ™ MOx gy (10.7)
0

fiir alle n € Z und fiir alle reellen Zahlen s > .

In Abschnitt 10.2 zeigen wir, dass fiir ein beliebiges |€| < 1 die Wachs-
tumsrate A und die Reproduktivitit %, die groBten reellen Wurzeln der fol-
genden Gleichungen sind, die Kettenbriiche beinhalten,

L Re e/4 (10.8)
Zo(h) ro ea
a1(A) 1 e2/4
2
74 g2 /4
§0(0)_1:2Re 7 1 &2/4 , (10.9)
£1(0) Ao e’ /4
20

wobei Re(z) den Realteil der komplexen Zahl z bezeichnet. Mit diesen rela-
tiv einfachen Gleichungen mit nur einer Unbekannten konnen wir die Wachs-
tumsrate A und die Reproduktivitit % fiir jedes |€| < 1 numerisch berechnen.
Wenn wir zum Beispiel A (&) schreiben, um die Abhiingigkeit der Wachstums-
rate vom Parameter € zu betonen, dann sehen wir, dass wir im Allgemeinen
die Ungleichung A(€) # A(0) fiir € # 0 haben. Mit anderen Worten: Der
Schwellenwert fiir das Bevolkerungswachstum (A > 0) kann nicht einfach
durch Mittelung des periodischen Koeffizienten 1 + € cos(et) iiber eine Peri-
ode ermittelt werden, da dies gleichbedeutend wire mit € = 0.

Aus den Gleichungen (10.8) und (10.9) zeigen wir in Abschnitt 10.3, dass

Ao+ Ay €
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fiir € klein, wobei Ay implizit und A, explizit durch

1=8(%) wnd A=z X (l/gwo) 1) ’

definiert sind, wobei’ die Ableitung bezeichnet. Wir finden auch das Ergebnis
des Kapitels 9 fiir die Reproduktivitit

(10.10)

o ~Roo+Ro2 e’

fiir € klein wider, wobei

R07() = §0(0) und R072 =

20(0) 21(0) > . (10.11)

Re | — =
2 <go(0)—81(0)
In Abschnitt 10.4 wird das S-E-I-S-Epidemiemodell mit einer festen Latenz-

periode und einer exponentiell verteilten Infektionsperiode als Beispiel ver-
wendet.

10.2 Berechnungen

Der Spektralradius des positiven linearen Operators (10.5) ist eine abneh-
mende Funktion von A, und die Wachstumsrate des Modells (10.4) ist die
einzige reelle Zahl, bei der dieser Spektralradius gleich 1 ist. Gemif3 dem
Krein-Rutman-Theorem ist die Wachstumsrate A daher auch die groBte reel-
le Zahl, bei der es eine nichttriviale periodische Funktion v(¢) mit
~+oo
A K(t,x) e v(t — x)dx = v(r) (10.12)

fiir alle ¢ gibt. Betrachten wir zunichst den Fall

K(r,x) = f(t) 8(x),

wobei f(t) eine T-periodische Funktion ist. Die Fourierreihen-Zerlegungen

sind ‘ ‘
f(f) — Z fn em(x)t7 V(t) — Z Vi emcot7

nez nez

wobei @ = 27 /T. Die Gleichung (10.12) ist dquivalent zu einem unendlichen
System von linearen Gleichungen

Y fenenA)ve=vi (ke ), (10.13)

nez
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wobei g, durch die Formel (10.7) definiert ist.
Betrachten wir nun den besonderen Fall, in dem

f(t) =1+¢ecos(wt).

Da f(t) = 1+ 5€'” + £e71%" kann das System (10.13) auf der folgenden
Weise geschrieben werden:

£ ~ €
Egkfl(/l) Vi—1 +8k(A) v + Eng(M vier=v (keZ). (10.14)

Es handelt sich um ein tridiagonales System. Schreiben wir es so:

1 2—1(A) vi_ 2rs1(A
_ _ :fgkA 1(4) v 1+§ kA+1( )Vk+1' (10.15)
g (A) 2 &(A) w2 &(A) w
Wenn k = 0 ist, lautet die Gleichung
1 £2/4 €2 /4
§0(7L)_1_ = 5l V70+§§0(1)V70 (10.16)
28.4(4) v 28 (A)n

Die Gleichung (10.15) mit k — 1 oder k + 1 anstelle von k zeigt aber auch,
dass

€ Ak(l) Vi 1 82/4

= = -1-— 10.1

2 8-1(A) i1 B-1(4) € 8l (A) vy ! 1017
2 gk2(A) vk

€ gk(l) Vi 1 82/4

= = —1—-— . 10.1

2 8k+1(A) v 8k+1(4) € Bir1(A) vie (10.18)

2 gri2(A) vir2

Wir kombinieren die Gleichungen (10.16) und (10.17)-(10.18) iterativ. Wir
erhalten die Kettenbriiche

Lo €2/4
go) 1 1 e’ /4
(1) L
g-2(4)
e /4
T e e’ /4
21(1) 1 €2 /4
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Da gi(A) und g_x(A) konjugierte komplexe Zahlen sind, erhalten wir die
»charakteristische Gleichung* (10.8), wobei die Wachstumsrate A ihre grofite
Losung ist.

Die Gleichung (10.9) ergibt sich auf dhnliche Weise aus dem Eigenwert-
problem

oo
/ K(t,x)u(t —x)dx = Zou(t). (10.19)
0
X ist die groBte reelle Zahl, so dass diese Gleichung eine nichttriviale Lo-

sung u(z) der Periode T hat. Fiir den besonderen Fall wo K(z,x) = (1 +
ecos(mr)) g(x), fithrt die Gleichung (10.19) zu

—~ ~ €
8i—1(0) ug—1 + 8 (0) ux + igkﬂ(o) w1 = Rou (k€Z),

N M

und, nach @hnlichen Berechnungen, zur Gleichung (10.9).

10.3 Niherungsformeln

Ausgehend von den Gleichungen (10.8)-(10.9) konnen wir die Ndherungen
(10.10)-(10.11) finden. Beginnen wir mit der Wachstumsrate A. Suchen wir
den Beginn einer Serienentwicklung fiir kleine € der Form A ~ A9+ A; € +
A2 €%. Wenn € = 0 ist, verschwindet das zweite Glied der Gleichung (10.8)
und wir erhalten Ay als einzige Losung der Gleichung gp(Ao) = 1, die natiir-
lich mit der Euler-Lotka-Gleichung (10.2) identisch ist. AuBerdem entspricht
die Anderung € — —¢ der Ersetzung f(t) = 1+ €cos(ot) durch f(t —T/2).
Der Operator

+oo
Vi) | K@E=T/2,x) e Myt —x)dx
auf dem Raum der T-periodischen Funktionen hat die gleichen Eigenwerte
wie der Operator (10.5), wobei die Eigenfunktionen um T /2 verschoben sind.
Um die Abhéngigkeit von A in Bezug auf € zu verdeutlichen, notieren wir
A(€). Somitist A(—€) = A(€) und A; = 0. Im Kapitel 9 wurde ein dhnliches
Argument fiir die Nidherung der Reproduktivitit % verwendet.
Wir haben also A &~ Ag+ A» €2 und es bleibt A, zu bestimmen. Die Wachs-
tumsrate A ist eine Losung der impliziten Gleichung (10.8). Da go(4p) = 1,
sehen wir, dass

Bolho) ~8ilho) = | " ey (1 — ekor) gy £
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fiir jede ganze Zahl k > 1, wenn wir zum Beispiel annehmen, dass die Funk-
tion g(x) zumindest auf einem kleinen Intervall, das in [0; +oo[ enthalten ist,
positiv ist. Daher ist gx(Ag) # 1 und 1/g(A9) — 1 # O fiir jede ganze Zahl
k > 1. Um nur den Term der Ordnung & im zweiten Glied der Gleichung
(10.8) beizubehalten, ersetzen wir den Nenner durch seine Niherung nied-
rigster Ordnung: Wir ersetzen g1 (A) durch g;(Ap) und vernachléssigen den
,Rest“ des Kettenbruchs, da er der Ordnung & ist:

1 ~ e’/4
@) —1~2Re (1/@(%)_1). (10.20)

Aber
20(A) ~ 8o(Ao+ A2 €%) ~ 2o(Ao) + A2 €780 (Ao) = 1+ A2 €720 (o).

Wir verwenden die Niherung fiir go(24) und identifizieren die Terme der Ord-
nung €2 in der Beziehung (10.20). Dies ergibt

A= — (10.21)

1 1
— Re — ,
230/ (Ao) (1/g1(lo)1)
was der Beziehung (10.10) entspricht. Man beachte, dass diese Formel auch
in einer etwas anderen Form geschrieben werden kann. In der Tat, seien

~+-o0 —+o0
c1 —/ M0¥cos(wx)dx, s —/ 0% sin(@x) dx.

Wir sehen, dass g1(Ag) = ¢; —is1. Deshalb ist

_ Re( ¢ —is )__ 1 (1—ci)ep —s?
280’ (o) I —ci+is 220" (o) (1—c1)2+s% ‘

A=

In gleicher Weise, sei % ~ Roo+ Ro2 €2 fiir € klein. Wir wissen durch
die Gleichung (10.3) oder durch die Gleichung (10.9) mit € = 0, dass Ry =
20(0). Um nur den Term der Ordnung &> im zweiten Glied der Gleichung
(10.9) beizubehalten, ersetzen wir den Nenner durch seine Ndherung niedrig-
ster Ordnung, wobei wir Ro g = go(0) verwenden und den ,,Rest” des Ketten-
bruchs vernachléssigen, da er der Ordnung €2 ist;

Xy N 2/4
a0 ' © ZR( 2(0)/21(0) 1)

Dies fiihrt zu der Formel (10.11).




Kapitel 10 169

10.4 Ein S-E-I-S-Modell mit einer festen Latenzperiode

Epidemiemodelle mit der Bezeichnung S-E-I-R oder S-E-I-S haben eine La-
tenzperiode und eine Infektionsperiode. Sie wurden Gegenstand zahlreicher
mathematischer oder numerischer Studien, wenn auflerdem die Kontaktrate
periodisch ist.

Gehen wir davon aus, dass die Latenzperiode fest ist, und stellen wir die
verschiedenen moglichen Formulierungen des S-E-1-S-Modells vor. Wir be-
merken, dass das S-E-I-R-Modell zu den gleichen linearisierten Gleichungen
in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts fiihrt; daher hat es die glei-
che Epidemieschwelle.

Die Formulierung mit einer partiellen Differentialgleichung hat drei Klas-
sen:

* S(z) ist die suszeptible Bevolkerung zum Zeitpunkt ¢;

 E(z,x) ist die infizierte, aber noch nicht infektitse Population, die zum
Zeitpunkt ¢ bereits seit x Zeiteinheiten infiziert ist;

* I(r) ist die infektiose Bevolkerung zum Zeitpunkt 7.
Die Parameter des Modells sind

* N: die Gesamtbevolkerung, die konstant bleibt;

» L: die feste Latenzperiode;

e b: die Genesungsrate der infektiosen Personen, so dass die Infekti-
onsperiode exponentiell verteilt ist;

* a(t): die effektive Kontaktrate zum Zeitpunkt ¢, die eine T-periodische
Funktion ist.

Das Modell nimmt die Form

s

e —a(t)S(t)I(r) /N+b1(z),

E(#,0) = a(¢) S(¢) I(z) /N, %—f+3—f =0 (0<x<L),
dl
= =E(s,L) —bI(r),

mit E(z,x) = 0 fiir x > L. Integriert man die partielle Differentialgleichung
entlang der Charakteristiken, so erhélt man E(¢,L) = E( — L, 0). Das System
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kann daher in einer kompakteren Form mit Hilfe von retardierten Differential-
gleichungen geschrieben werden:

dS
) = —alt)S()1()/N+b1(),
dl
E(I) =a(t—L)S(t—L)I(r—L)/N—>bI(z).
Wir linearisieren diese Gleichungen in der Nihe des krankheitsfreien Gleich-
gewichts (S = N,I1=0). Wir erhalten
dl
dt
Sei h(t) = a(r)1(¢) die Anzahl der Neuinfektionen pro Zeiteinheit in diesem
linearisierten Modell. Dann ist

d T b b

I(t } =e”"h(t—L).
e = a1
Wir integrieren zwischen —eoo und # und nehmen einen Variablenwechsel vor.

Wir erhalten die folgende Integralgleichung fiir /(z):

(t)~a(t—L)I(r—L)—bI(z). (10.22)

o) =a) [ o) h(t—x)dx, (10.23)
0
wobei 0
L,
() = { L) e xo L, (10:24)

Der Kern ist K(¢,x) = a(r) ¢ (x).

Nehmen wir wie in der Gleichung (10.6) an, dass a(t) = ao[1+ € cos(or)],
so dass K(7,x) = (1 + ecos(wr)) g(x) mit g(x) = ap ¢ (x). GemiB der Defini-
tion (10.7), haben wir

o0 e—sL—ma)L

gu(s) =ao / e b—L) gmsroniox gy g (10.25)
L

s+b+nio’
Wir 16sen dann die impliziten Gleichungen (10.8) und (10.9) fiir die Wachs-
tumsrate A und die Reproduktivitit %y mit verschiedenen Parameterwerten
unter Verwendung einer einfachen Dichotomie. Man beachte zum Beispiel,
dass der Nenner im zweiten Glied der Gleichung (10.8) durch die komple-
xe Zahl z; angendhert werden kann, die man durch den folgenden iterativen
Algorithmus erhilt:

1 1 e /4
In = =< y lk—1 — =<
2.(2) AN %

(k=n,n—1,...,2).
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Der Fehler ist sehr gering, wenn n grof} genug genommen wird; wir haben
n =20 verwendet, aber das Ergebnis mit n = 2 ist schon sehr nahe. Aulerdem
mussten wir mit der Dichotomie vorsichtig sein, weil die Gleichungen (10.8)
und (10.9) mehrere reelle Wurzeln haben konnen: A und % sind die groRten.
Abbildung 10.1 zeigt die Reproduktivitit % als Funktion der Latenzperiode
L fiir verschiedene Werte von &, aber mit festen Werten fiir T, ag und b. Wir
haben T =1,1log2/b=1/12 und ap/b = 1,2 angenommen.

Ro A\ e=0 '\
1.84 ’I\ ~e=0,25 l\
1.6 1Y ©o05 I
[/ - e=0,75 ik
. ,\|‘ B B :II»\"-
1.4 e e=1 R
B W\ !
1.2 -b’l/ \h i'!'/ AN
I — +
SN e e e e e e o - 7 F _________ -3
v\__ = \ —e - —-/.I
19\ . / - i
N - / \ J \ — -_\ _/.'
0.8 4 - ;
0.6 I

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Abbildung 10.1: Die Reproduktivitit %, als Funktion der Latenzperiode L fiir € €
{0;0,25;0,5;0,75; 1}. Andere Parameter: T = 1, log2/b=1/12 und ap/b = 1,2.

Fiir einen gegebenen Wert der Latenzperiode L kann die Reproduktivitit
je nach € erheblich variieren. Fiir € = 1 liegt ein groBer Teil der Kurve fiir
Zo unter 1, d.h. unterhalb der Epidemieschwelle, wihrend Ro o = ao/b (der
Wert, der € = 0 entspricht) oberhalb dieser Schwelle liegt: eine Mittelung der
Kontaktrate wiirde ein falsches Ergebnis vorhersagen.

Bemerkungen.

* Die Reproduktivitidt %, ist unabhingig von L, wenn € = 0. Mit Hil-
fe der Formel (10.3) oder der Gleichung (10.9) sehen wir, dass %y =
80(0) = ap/b, wenn € = 0. Ohne Periodizitit hat die Latenzperiode
keinen Einfluss auf die Zahl der Sekundirfille, da alle Individuen die
Latenzperiode iiberleben und infektios werden und weil die Kontaktra-
te gleich bleibt.
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* Die Reproduktivitit ist eine periodische Funktion von L, mit der Pe-

riode T. Dies ergibt sich aus der Gleichung (10.9) und der Tatsache,
dass

e—nla)L

8n(0) = a0 s

unverdndert bleibt, wenn L durch L + T ersetzt wird. Intuitiv erlebt ein
infiziertes Individuum die gleiche Umgebung nach einer Latenzperi-
ode L oder nach einer Latenzperiode L + T; es produziert die gleiche
Anzahl von Sekundarfillen.

Die Reproduktivitit %, hingt nicht von € ab, wenn L = 0 und somit
auch, wenn L ein ganzzahliges Vielfaches von T ist. Wenn L = 0, re-
duziert sich das Modell auf ein S-I-S-Modell mit einer exponentiell
verteilten Infektionsperiode. In diesem besonderen Fall wird die Re-
produktivitit durch Mittelung der Kontaktrate bestimmt (Proposition
7.14). In der Tat kénnen wir nachweisen, dass %, = ao/b eine Losung
von (10.9) ist, wenn L = 0, weil

R0/8n(0) — 1 = Ro(b+niw)/ag— 1 = niw/b

ist eine rein imagindre Zahl fiir jede ganze Zahl n > 1: beide Glieder
der Gleichung (10.9) sind Null.

Fiir eine feste Latenzperiode L kann die Reproduktivitit % eine stei-
gende oder fallende Funktion von € sein. Um dies zu verstehen, ver-
wenden wir die Niherungsformel (10.11) fiir € klein. Sie zeigt, dass
Fo ~Ro o+ R01282, wobei

ao ap 1
Roo=20 und Ros= DRe(- .
00 =7 Uhe Rez=oy e(el“’L(1+iw/b)—1)

Fiir € klein ist % eine steigende (oder fallende) Funktion von &, wenn
Rp2 > 0 (oder Ry, < 0). Man beachte, dass Ry, = 0 ist, genau dann
wenn e ®L(1 +iw/b) — 1 eine reine imaginire Zahl ist. Diese Bedin-
gung lautet

cos(wL) —% sin(wL) —1=0.

Sei y €10, 7/2[ die einzige reelle Zahl, fiir die

. /b
COSY = —— = und sinyY = ————
1+ (w/b)? 1+ (w/b)?
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gilt, d.h. v = arctan(@/b). Man beachte, dass y nur von dem Produkt
bT abhingt. Daher ist Rg» = 0 genau dann wenn

cos(wL + y) = cos(wL) cos Y — sin(®L) sin y
1

V14 (w/b)?
d.h. wenn WL+ v = +y + 2kxw mit k € Z. Da ® = 27/T, sehen wir,
dass Rgp =0ist, wenn L =kT oder L = (k— y//x) T mit k € Z. Insbe-
sondere ist bei den Zahlenwerten von Abbildung 10.1 Ry, = 0, wenn
L/T=1-vy/n ~0,794. Aber anders als die Abbildung 10.1 vermu-
ten ldsst, schneiden die vier Kurven, die den verschiedenen Werten von
€ > 0 entsprechen (¢ ist nicht ,,klein*), die horizontale Linie Zy = ag /b
nicht genau bei L/T = 1 — y/x, sondern sehr nahe daran.

In dhnlicher Weise zeigt Abbildung 10.2 die Wachstumsrate A in Abhén-
gigkeit von der Latenzperiode L fiir verschiedene Werte von €, wobei die
Parameter T, ap und b wie zuvor festgelegt sind. Die Wachstumsrate A ist
keine periodische Funktion von L: Bei einer ldngeren Latenzperiode nimmt
A tendenziell ab, wenn auch aufgrund von ,,Resonanzen® zwischen L und T
nicht monoton.

=cosVy,

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Abbildung 10.2: Die Wachstumsrate L in Abhéngigkeit von der Latenzperiode L fiir
€€{0;0,25;0,5;0,75; 1}. Die anderen Parameter sind wie in Abbildung 10.1.

Die Wachstumsrate A ist aber immer noch unabhéingig von €, wenn L ein
Vielfaches von T ist, d.h. L = kT fiir k = 0,1,2... Man erinnert sich daran,
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dass Ay die einzige Losung der folgenden Gleichung ist:
20(ho) =1 age /(2 +b)=1.
Also ist A = Ag auch eine Losung der Gleichung (10.8), denn
1/2,(A) — 1 = (Ao + b+ niw) T Jag — 1 = niw e’ T /aq

eine rein imagindre Zahl fiir jede ganze Zahl n > 1 ist: die linke und die rechte
Seite der Gleichung (10.8) sind Null.

Fiir eine allgemeine Latenzperiode L sehen wir unter Verwendung der
Beziehungen (10.10) und (10.25), dass A ~ A + A, & fiir € klein, wobei Ag
implizit definiert ist durch

g0(ho) =1 age " /(o +b) =1.
Auch fiir A, gelten die Beziehungen (10.10) und (10.25): da

ef)\oLfiwL e*}.()L e oL e—ioL
a =a X = : )

dotbtio CA+b 1+io/(do+b) 1+io/(A+b)

a0 (o) = el ORI DN
& >—‘“°xo+b< *w)“( *w)’

ergibt sich

g1(ho) =

1 1
"2 () (1/51 (o)1 >
= ! Re( - - ! )
2[L+1/(Ag+b)] e[l +iw/ (Ao +b)] -1

A=

10.5 Fazit

Abgesehen von den im vorigen Abschnitt erwihnten S-E-I-S und S-E-I-R-
Modellen reduziert sich die lineare Stabilitét des trivialen Gleichgewichts ei-
niger anderer Epidemiemodelle auf die Gleichung (10.4), wobei K(z,x) durch
die Formel (10.6) gegeben ist. Dies ist insbesondere der Fall fiir Epidemie-
modelle mit m infizierten Klassen 1,15, ..., I, bei denen die Infektion einem
Zyklus folgt (I} — I — ---I,, — I}) und mit nur einer sinusformigen Kon-
taktfunktion (Kapitel 9). Das S-I-S / S-I-R Epidemiemodell mit einer festen
Infektionsperiode L und einer sinusférmigen Kontaktrate entspricht g(x) = ag
fiirx <L und g(x) =0 fiir x > L. Da

Gals) = ao (1= 9L /(s + nieo)
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in diesem Fall konnen wir wie im vorherigen Abschnitt zeigen, dass %, und
A unabhingig von € sind, wenn L ein Vielfaches von T ist. Dies ist ein de-
generierter Fall. Es gibt keinen Grund, dass die infektiose Periode irgend-
eine arithmetische Beziehung zur Dauer des Kontakts hat. Diese Dauer be-
trigt normalerweise eine Woche (weniger Kontakte an Wochenenden) oder
ein Jahr (weniger Kontakte in den Sommerferien bei Kinderkrankheiten, ho-
here Wahrscheinlichkeit der Ubertragung von durch die Luft iibertragenen
Krankheiten im Winter).

Die allgemeinere Bedeutung dieser Ergebnisse besteht darin, dass die
Mittelwertbildung fiir Zp und A, d.h. die Erzielung desselben Ergebnisses
fiir € = 0 und € # 0, als Ausnahme betrachtet werden sollte. Abgesehen von
degenerierten Fillen, wie den bereits erwihnten, ist die einzige Situation, in
der die Mittelwertbildung korrekt ist, die mit einem infektiosen Komparti-
ment, einer exponentiell verteilten infektiosen Periode und keiner Latenzpe-
riode (Proposition 7.14). Andererseits ist sie nicht korrekt fiir zwei infektiose
Kompartimente wie bei vektoriibertragenen Krankheiten oder fiir eine nicht
exponentiell verteilte infektiose Periode oder fiir eine Latenzperiode ungleich
Null.
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Resonanz der Wachstumsrate

Es gibt zahlreiche Studien iiber die Resonanz zwischen der na-
tiirlichen Periode einer endemischen Krankheit und einer peri-
odischen saisonalen Kontaktrate. In diesem Kapitel geht es nicht
um Resonanz bei endemischen Krankheiten, sondern um Reso-
nanz bei neu auftretenden Krankheiten. Die Periodizitdt kann
einen groflen Einfluss auf die anfingliche Wachstumsrate und
damit auf die Epidemieschwelle haben. Resonanz tritt auf, wenn
die Euler-Lotka-Gleichung eine komplexe Wurzel hat, deren Ima-
gindrteil nahe an der Kreisfrequenz der Kontaktrate liegt und
deren Realteil nicht zu weit von der Wachstumsrate entfernt ist.
Dieses Resonanzphdinomen wird anhand mehrerer einfacher Mo-
delle von Epidemien mit periodisch variierenden wiochentlichen
Kontakten veranschaulicht. Die iiberraschenden Unterschiede
zwischen einem periodischen S-E-I-R-Modell mit exponentiell
verteilter Latenzperiode und dem gleichen Modell mit fester La-
tenzperiode werden erkliirt.

11.1 Einfiihrung

Infektionskrankheiten konnen geddampfte Schwingungen in der Nihe eines
endemischen Gleichgewichtszustandes aufweisen. Bei einem einfachen Mo-
dell, das aus einem System gewohnlicher Differentialgleichungen besteht,
konnen die Eigenwerte der Jacobi-Matrix an diesem Gleichgewichtspunkt
komplex sein, was eine bestimmte ,,natiirliche Schwingungsdauer* bestimmt.
Seit den 1970er Jahren und insbesondere seit dem Aufkommen der ,,Chaos-
theorie* haben viele Werke gezeigt, dass die Resonanz zwischen dieser na-
tiirlichen Periode und einer periodischen Kontaktrate oder einem anderen pe-
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riodischen Faktor ein unerwartetes dynamisches Verhalten hervorrufen kann,
selbst fiir sehr einfache nichtlineare Modelle (siche Abschnitt 16.1 und [20]).
Erstens: Wenn die linearisierten Gleichungen in der Nédhe des endemischen
Gleichgewichts einen komplexen Eigenwert x 4 iy mit einem Imaginérteil y
nahe der Kreisfrequenz w der Kontaktrate und mit einem Realteil x nahe
0 haben (,einfache Resonanz‘), dann konnen relativ kleine Schwingungen
der Kontaktrate grole Schwingungen der Privalenz verursachen. Zweitens:
Wenn das Verhiltnis y/@ in der Nihe einer rationalen Zahl p/q # 1 mit klei-
nen ganzen Zahlen p und ¢ liegt und fiir ausreichend grofe Schwingungsam-
plituden der Kontaktrate, kann die Privalenz mit einer subharmonischen Fre-
quenz schwingen. Fiir bestimmte Bereiche von Parameterwerten kann auch
Chaos auftreten. Auf diese Weise konnte die Theorie versuchen, die Zeitrei-
hen fiir das Auftreten bestimmter Krankheiten zu erkldren, wie z. B. der Ma-
sern, die einst endemisch waren, aber in einigen Stidten etwa alle zwei Jah-
re epidemische Hohepunkte aufwiesen und deren ,.natiirliche Periode* der
Schwingungen in der Nihe des endemischen Gleichgewichts daher als nahe
bei zwei Jahren liegend angesehen wurde. Auch in der Okologie gibt es dhn-
liche Resonanzphédnomene zwischen einer fluktuierenden Umwelt und einer
natiirlichen Schwingungsperiode in der Nihe eines Gleichgewichtszustands
ungleich Null.

Unabhingig davon ist seit den Arbeiten von Lotka bekannt, dass die cha-
rakteristische Gleichung (10.2) oder Euler-Lotka-Gleichung fiir lineare Mo-
delle in kontinuierlicher Zeit auch komplexe Wurzeln haben kann, die ,,Be-
volkerungswellen® verursachen. Lotka glaubte, dass es immer unendlich viele
solcher Wurzeln gibt und dass eine von ihnen eine natiirliche Periode hat, die
einer Generation nahe kommt, d.h. zwei oder drei Jahrzehnte fiir menschli-
che Populationen. Coale untersuchte den Fall der periodischen Fertilitidt und
stellte einen signifikanten Anstieg der Wachstumsrate des Modells fest, wenn
die Periode der Fertilitit nahe bei einer Generation liegt. Andere Arbeiten
haben Resonanz in linearen zeitdiskreten Matrixmodellen untersucht: Ange-
sichts der Verbindung zwischen zeitdiskreten und zeitkontinuierlichen Mo-
dellen tritt Resonanz auf, wenn die Matrix, die das Wachstum in einer kon-
stanten Umgebung beschreibt, einen komplexen Eigenwert x+1iy hat, so dass
arctan(y/x) nahe an @ liegt und der Modulus nahe am spektralen Radius der
Matrix ist.

Die Modelle, die durch die Linearisierung nichtlinearer Epidemiemodelle
in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts (nicht in der Nihe des en-
demischen Gleichgewichts) erhalten werden, sind den im vorigen Abschnitt
erwihnten linearen Bevolkerungsmodellen sehr dhnlich; die Altersvariable
wird durch die Zeit seit der Infektion ersetzt. Daher ist zu erwarten, dass die
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Resonanz der anfinglichen Wachstumsrate auch in einer periodischen Um-
gebung auftreten kann, was die Epidemieschwelle erheblich verindert. Dies
kann bedeutende Folgen fiir neu auftretende Krankheiten haben. Es ist je-
doch zu beachten, dass bei vielen durch die Luft iibertragenen Krankheiten
der durchschnittliche Zeitraum zwischen zwei Infektionsgenerationen in der
GroBenordnung von ein bis zwei Wochen liegt; dies hingt von der Latenz-
periode ab. Daher ist a priori nur dann eine Resonanz zu erwarten, wenn die
Kontaktrate mit einer Periode der gleichen Groenordnung schwingt, typi-
scherweise wenn sie wochentlich schwingt. Dies ist nicht unverniinftig, wenn
man bedenkt, dass sich die Kontaktraten zwischen Wochentagen und Wo-
chenenden unterscheiden konnen. Bei Schulkindern diirfte die Kontaktrate
an den Wochenenden sinken.

Abschnitt 11.2 erinnert daran, wie man die Wachstumsrate in linearen,
periodischen und zeitkontinuierlichen Bevolkerungsmodellen berechnet. Fiir
die Storung erster Ordnung wird eine allgemeine Formel angegeben, die den
Begriff des Reproduktionswertes in einer periodischen Umgebung verwendet.
Aber fiir eine kleine periodische Storung eines Modells mit Koeffizienten, die
nicht von der Zeit abhidngen, zeigt diese Formel, dass es notwendig ist, einen
Term zweiter Ordnung aufzunehmen, um die Resonanz der Wachstumsrate
Zu untersuchen.

In Abschnitt 11.3 werden drei verschiedene Methoden zur Untersuchung
der Resonanz vorgestellt. Die ersten beiden Methoden, eine rein numerisch,
die andere teilweise analytisch, beruhen auf den Ergebnissen des Kapitels
10. Die dritte Methode deutet erwartungsgemif3 darauf hin, dass die Wachs-
tumsratenresonanz auftritt, wenn die Euler-Lotka-Gleichung eine komplexe
Wurzel mit einem Imaginirteil nahe der Kreisfrequenz der Kontaktrate und
einem Realteil nahe der Wachstumsrate hat; aulerdem gibt es eine weitere
technische Bedingung.

Abschnitt 11.4 wendet die drei Methoden auf fiinf klassische Epidemie-
modelle mit periodischen Kontaktraten an, um zu zeigen, dass relativ dhnliche
Modelle ganz unterschiedliche Eigenschaften haben konnen:

 ein S-I-R-Modell mit einer exponentiell verteilten infektiosen Periode;
eine Resonanz der anfanglichen Wachstumsrate ist unmdglich. Damit
soll hervorgehoben werden, dass dieses Modell insofern eine Ausnah-
me darstellt, als die anfingliche Wachstumsrate sogar vollig unabhin-
gig von der Frequenz des periodischen Faktors ist.

¢ ein S-I-R-Modell mit einer festen infektiosen Periode, bei dem eine
Resonanz moglich ist. Mit den hier gewéhlten Parameterwerten erweist
sich die Resonanz jedoch als sehr schwach.
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¢ ein S-E-I-R-Modell mit einer Latenzperiode und einer Infektionsperi-
ode, die exponentiell verteilt sind; Resonanz ist nicht moglich (siehe
Kapitel 9), aber die Wachstumsrate hingt im Gegensatz zum ersten S-
I-R-Modell von dem periodischen Faktor ab.

¢ ein S-E-I-R-Modell mit einer festen Latenzperiode und einer exponen-
tiell verteilten infektiosen Periode, bei dem im Gegensatz zu den vor-
herigen Modellen eine starke Resonanz moglich ist, wie im Kapitel 10.

e ein S-E-I-R-Modell mit einer Gamma-verteilten Latenzperiode und ei-
ner exponentiell verteilten Infektionsperiode; dies ist eine Verallgemei-
nerung der beiden vorangegangenen Modelle, die zeigt, wie Resonanz
unmoglich wird, wenn die Verteilung der Latenzperiode allméhlich von
einer Dirac-Masse zu einer exponentiellen Verteilung wechselt.

Ein wichtiger Punkt ist, dass die Euler-Lotka-Gleichung fiir das autonome
Modell keine andere komplexe Wurzel als ihre reelle Wurzel haben kann.
Natiirlich ist seit langem bekannt, dass zwei Epidemiemodelle, die lediglich
eine unterschiedliche Verteilung der in einer Klasse verbrachten Zeit aufwei-
sen, unterschiedliche qualitative Eigenschaften haben kdnnen, beispielsweise
in Bezug auf die Existenz periodischer Losungen fiir autonome Epidemiemo-
delle.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass die a priori biologisch sinnvol-
le Regel, wonach die Resonanz der Epidemieschwelle wichtig ist, wenn die
Frequenz der Umwelt nahe an einer natiirlichen Frequenz der Krankheit liegt,
nicht immer funktioniert. Uberraschenderweise funktioniert es nicht bei den
einfachsten Modellen, den S-I-R- und S-E-I-R-Modellen mit exponentiell
verteilten Latenz- und Infektionsperiodeen. Diese Regel sollte durch eine ge-
nauere Untersuchung der komplexen Wurzeln der Euler-Lotka-Gleichung er-
setzt werden. Ein dhnliches Resonanzphidnomen kann bei der Reproduktivi-
tit Z, auftreten (Kapitel 10). Man sollte daher die Schitzungen von % fiir
Krankheiten, die sich in einer periodischen Umgebung ausbreiten, iiberarbei-
ten.

Der Anhang 11.6 enthilt einen Beweis fiir das exponentielle Wachstum
des Gesamtreproduktionswerts einer Population in einer periodischen Umge-
bung; es ist eine logische Folge unserer Arbeit und eine Verallgemeinerung
eines klassischen Ergebnisses von Fisher fiir autonome Modelle.
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11.2 Storungstheorie: Formeln erster Ordnung

11.2.1 Anfingliche Wachstumsrate als Eigenwert

Bei der Untersuchung der Stabilitéit des krankheitsfreien Gleichgewichts ei-
nes Epidemiemodells beginnt man mit der Linearisierung des Modells in der
Nihe dieses Gleichgewichts. Das sich daraus ergebende lineare System kann
in der Regel als eine Integralgleichung der folgenden Form geschrieben wer-
den

h(t) Z/OIK(t,x)h(t—x)dx-i-ho(t), (11.1)

wobei der Kernel K(#,x) eine positive Funktion ist, die T-periodisch in Be-
zug auf ¢ ist, wenn das Ausgangssystem T-periodische Koeffizienten hat. Da-
bei ist zu beachten, dass A(t) ein Vektor (h;(t),...,hn(t)) sein kann, wobei
der Index i = 1,...,m verschiedene Typen von Infizierten darstellt, wihrend
K(z,x) eine quadratische Matrix der Ordnung m ist. Die Funktion /;(¢) stellt
die Anzahl der neuen Personen dar, die zum Zeitpunkt 7 pro Zeiteinheit in das
infizierte Kompartiment i eintreten. Die Funktion K; j(,x) gibt die durch-
schnittliche Anzahl von Infektionen des Typs i an, die pro Zeiteinheit zum
Zeitpunkt ¢ von einer zum Zeitpunkt ¢ — x infizierten und in das Komparti-
ment j eintretenden Person produziert werden. Somit ist x die seit der Infek-
tion vergangene Zeit. Die Vektorfunktion /g (¢) hingt nur von den Anfangs-
bedingungen ab.

Der Einfachheit halber wird nur der Fall m = 1 betrachtet, da dies fiir die
Beispiele in den folgenden Abschnitten ausreichend ist. Dieser Fall tritt z. B.
ein, wenn eine einzelne Population infizierter Personen mit einer effektiven
Kontaktrate a(t,x) (Produkt aus Kontaktrate und Ubertragungswahrschein-
lichkeit pro Kontakt) und einer Heilungsrate b(¢,x) betrachtet wird, die von
der Zeit ¢ und der seit der Infektion vergangenen Zeit x abhéngen. Die Funk-
tionen a(t,x) und b(¢,x) werden als T-periodisch in Bezug auf r angenommen.
Sei I(¢,x) die seit x Zeiteinheiten zur Zeit 7 infizierte Bevolkerungsdichte. In
der linearen Niherung in der Nihe des krankheitsfreien Gleichgewichts ist
I(¢,x) eine Losung des Systems
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Die Funktion o(7,x) ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zum Zeitpunkt T
neu infizierte Person zum Zeitpunkt 7 4 x noch infiziert ist. Die anfdngliche
Wachstumsrate A der Epidemie ist die einzige reelle Zahl, fiir die die Inte-
gralgleichung

0= [ PR (114)

eine positive, nicht-triviale und T-periodische Losung hat (Kapitel 7). Sie
ist auch die einzige reelle Zahl A, fiir die es eine positive, nichttriviale, T-
periodische Funktion v(#,x) in Bezug auf  gibt, so dass

dv  dv

ot T ox

oo
+b(t,x)v(t,x) = —Av(t,x), v(z,0)= / a(t,x)v(t,x)dx

JO
(11.5)

mit der Normalisierungsbedingung

1 T ptoo
f/ / v(t,x)dxdt = 1. (11.6)
T Jo Jo

Die Wachstumsrate A ist weiterhin die einzige reelle Zahl, fiir die es eine
positive, nicht-triviale Funktion w(¢,x) gibt, die T-periodisch in Bezug auf ¢
ist und so dass die folgende adjungierte Gleichung

8w87w

o + i b(t,x)w(t,x)+a(t,x)w(t,0) = Aw(t,x) (11.7)
mit der Normalisierungsbedingung
1 [Tt
(v,w) = f/ / v(t,x)w(t,x)dxdtr = 1. (11.8)
T Jo Jo

gilt. Das Triplett (A,v,w) ist das der Proposition 7.22.

Wir nennen w(t,x) den Reproduktionswert eines Individuums, das zum
Zeitpunkt ¢ seit x Zeiteinheiten infiziert ist. In demographischen Modellen
wiire a(z,x) die Fertilitdt und b(7,x) die Mortalitit. Abgesehen von der Nor-
malisierung ist diese Funktion w(z,x) die Verallgemeinerung fiir das Modell
mit periodischen Koeffizienten der Fisher’schen Definition des Reprodukti-
onswertes in den zeitunabhingigen Modellen.

Mit dieser Definition von w(¢,x) konnen wir auch eine Bemerkung von
Fisher verallgemeinern: der gesamte Reproduktionswert einer Population, fiir
die System (11.2) gilt, definiert durch

W(r) = /0 L) wle,x) dx. (11.9)

ist gleich W(0)e*' (Anhang 11.6).
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11.2.2 Storungsformeln erster Ordnung fiir die Wachstumsrate

Betrachten wir zunichst den Fall, dass b(¢,x) = bo(z,x) + €b; (¢,x), mit zwei
Funktionen by (¢,x) und by (¢,x), die in Bezug auf ¢ periodisch sind und die
gleiche Periode haben. Schreiben wir die erste Gleichung von (11.5) in der
Form %;v = Av. Dann ist .%; ein linearer Differentialoperator auf einem
Raum von T-periodischen Funktionen (in Bezug auf die Variable ¢), fiir die
die zweite Gleichung von (11.5) gilt. Man sieht, dass % = % + € .4 mit
(V) (t,x) = —b;(t,x)v(t,x). Sei (Ao,vo,wp) das mit % verbundene Tri-
plett. Gemi der Storungstheorie linearer Operatoren [21, Kapitel XI], die
eine Formel analog zur Formel (6.14) in endlicher Dimension liefert, ist der
Haupteigenwert A, der zu %, gehort, derart, dass Ag = A9 + €A+ o(¢) fiir
€ — 0, wobei
1 /T oo

A= {Mvy,wg) = “TJo Jo by (t,x)vo(t,x) wo(t,x)dx dt . (11.10)
Bemerkenswert ist, dass A < 0 ist, wenn b; > 0, wie es sein sollte.

Ahnlich ist der Fall, wo a(t,x) = ao(t,x) + €a; (t,x), mit zwei Funktio-
nen ao(t,x) und a;(¢,x), die in Bezug auf ¢ periodisch sind. Schreiben wir
die Gleichung (11.7) in der Form £y = A v. Dann ist £} = £+ €./ mit
(A'w)(t,x) = ai(t,x)w(t,0). Man beachte, dass (A, wo,vo) das zu £ ge-
horende Triplett ist. Dieselbe Storungstheorie zeigt, dass der Haupteigenwert
Ag, der zu £ gehort, so ist, dass A = Ay + €A +o(g) fiir € — 0, wobei

1 /T +oo
A’z(JVwo,vo>=T/0wo(t,O)/O ay (t,x)vo(t,x)dx dt . (11.11)

Bemerkenswert ist, dass A’ > 0 ist, wenn a; > 0, wie es sein sollte.

Zeitunabhiingige Koeffizienten. Wenn a(z,x) = ao(x) und b(z,x) = bo(x),
dann zeigt Gleichung (11.4), dass die Wachstumsrate Ay die einzige reelle
Losung der Euler-Lotka-Gleichung ist

1= /(:me*WKo(x)dx (11.12)
wobei
Ko(x) = ao(x) 0o(x),  Go(x) = exp (— / xbo<y>dy) |

Die Losungen der Gleichungen (11.5)-(11.6) und (11.7)-(11.8) ergeben sich
aus den Formeln von Lotka und Fisher fiir die Alterspyramide und fiir den
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Reproduktionswert
,Aﬂx
(< Op(x
) = ey O
Jo " e v on(y)dy
+oo —x Oy
wo(x):wo(O)/ e M0 )Mao(y)dy. (11.13)
x 0o(x)

Wenn b(x) = bo(x) + &b (x) oder a(x) = ap(x) + € a; (x), dann reduzieren sich
die Formeln (11.10) und (11.11) auf

I bi(x) [T e M 6y (y) ao(y) dy dx
JoF= xe=20% 6(x) ag (x) dx
_ Jo * e~ ox oo(x)a(x)dx .
Jor™ xe=%% o (x) ag (x) dx

A=

)

A (11.14)

Unabhiingige Koeffizienten von x. Wenn a(¢,x) = a(t) und b(¢,x) = b(t),
dann sind die Losungen der Gleichungen (11.4), (11.5)-(11.6) und (11.7)-
(11.8)

A= [ et pe))ar

Wtx) = a(t —x) e*f,fja(r)dr w(t) w(t,x) = %IOTI[/(‘L') drt
’ Low(mde y()
wobeli
W(t) _ e—lt—}—jé(a(r)—b(f))d‘c'

Der Reproduktionswert w(z,x) ist dann unabhéngig von x. Wenn b(¢) = bo(t) +
€by(t) oder a(t) = ap(t) + €ay (¢), dann reduzieren sich die Formeln (11.10)
und (11.11) auf

A ! /Tb (t)dt, N ! /T (t)dt
= —— = — a

TS 7 T "7
wie es angesichts des Ausdrucks von A sein sollte.

Kleine periodische Storung des zeitunabhiingigen Falles. Betrachten wir
nun den Fall einer kleinen periodischen Stérung des zeitunabhingigen Falls
der Form

a(t,x) = (1 +ecoswr)ap(x), b(t,x) = by(x) (11.15)
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mit |€] < 1. In diesem Fall hat der Kern (11.3) die Form
K(#,x) = (1 + ecos wr)g(x), (11.16)

mit g(x) = ap(x) op(x). Die Funktionen vo(¢,x) und wy(z,x) sind immer noch
unabhingig von ¢ und durch die Formeln (11.13) gegeben. Da der zeitliche
Mittelwert von a; (z,x) = cos(ot)ap(x) Null ist, zeigt die Formel (11.11), dass
A’ = 0. Daher ist A¢ = A9 + o(&). Wir miissen den Term der Ordnung &> un-
tersuchen, um zu sehen, wie eine Resonanz der Wachstumsrate A, entstehen
kann.

Nicht alle interessanten Situationen sind von der Form (11.15). Unter-
sucht man beispielsweise den Einfluss einer kleinen Klimaédnderung auf eine
Vektorkrankheit, so sind ag(¢,x) und by(¢,x) aufgrund der Saisonalitit der
Vektorenpopulation periodische Funktionen der Zeit. In einem solchen Fall
ist die Anderung der Wachstumsrate erster Ordnung, die sich aus der For-
mel (11.11) ergibt, wahrscheinlich ungleich Null.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels (mit Ausnahme des Anhangs) werden
wir uns auf linearisierte Modelle konzentrieren, die in Form einer Erneue-
rungsgleichung (11.1) mit einem Kern K(#,x) der Form (11.16) geschrieben
werden, auch wenn einige dieser Modelle nicht in Form der partiellen Diffe-
rentialgleichung (11.2) geschrieben werden kénnen.

11.3 Formel zweiter Ordnung und Resonanz

Im Kapitel 10 wurde eine spezielle numerische Methode zur Berechnung der
Wachstumsrate A entwickelt, wenn der Kern K(z,x) die Form (11.16) hat.
Man beachte jedoch, dass die Methoden der Kapitel 9 und 10 einen beliebi-
gen periodischen Faktor behandeln konnen, insbesondere den Fall einer pe-
riodischen Stufenfunktion, der nicht nur fiir die jahrliche Differenz zwischen
Schulzeit und Ferien, sondern auch fiir die wochentliche Differenz zwischen
Wochentagen und Wochenenden realistischer ist.

Nicht ganz prizise wird man sagen, dass eine ,,Resonanz® stattfindet,
wenn A¢ deutlich groBer ist als Ay, wenn € # 0 fiir bestimmte spezielle Werte
der Kreisfrequenz @, d.h. wenn bestimmte spezielle Frequenzen das Wachs-
tum begiinstigen. Die Fragen lauten also: Kann Resonanz stattfinden und
wenn ja, fiir welche Werte der Parameter?

Die erste und einfachste Methode zur Beantwortung dieser Fragen besteht
darin, A¢ numerisch zu berechnen und mit Ay zu vergleichen. Im Kapitel 10
wurde gezeigt, dass die Wachstumsrate A¢, die durch die Gleichungen (11.4)
und (11.16) definiert ist, die groite reelle Wurzel der folgenden Gleichung
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ist, die einen Kettenbruch beinhaltet

1/80(A)—1=2Re e/ 7 , (11.17)
Va1 ——
Vo) —1- -5
wobei ,,Re” den Realteil bezeichnet und wobei per Definition
gu(A) = /0 +°° g(x)e Armor gy (11.18)

die Laplace-Transformierte von g(x) berechnet in A + ni® ist. Wenn € =
0 ist, reduziert sich die Gleichung (11.17) auf go(A) = 1, was die Euler-
Lotka (11.12) Gleichung ist.

Es gibt noch eine zweite Methode, um Resonanz festzustellen. Das Kapi-
tel 10 gibt eine Nidherungsformel zweiter Ordnung fiir A, wenn € klein ist:

2 2 . 1 1

Ae=A+ae +o(8 ) mit o= 50 (o) Re(l/gl()lo)—l)'

(11.19)
Auf diese Weise sehen wir, dass Resonanz auftritt, wenn o > 0 und wenn
o im Vergleich zu Ay nicht klein ist. Wir kénnen diese Bedingungen leicht
numerisch tiberpriifen.

SchlieBlich gibt es noch eine dritte und vielleicht die interessanteste Me-
thode, um Resonanz zu erkennen. Resonanz wird erwartet, wenn die Euler-
Lotka-Gleichung (11.12) ein Paar konjugierter komplexer Wurzeln A = x+1iy
hat, wobei der Imaginirteil y nahe an @ und der Realteil x nahe an der Wachs-
tumsrate A liegt. Nehmen wir néimlich an, dass A = £ +iw eine exakte Wur-
zel der Gleichung (11.12) ist. Dann ist

g1(8) = /()+mg(x)e_5x‘i“’xdx: 1.

Wenn der Realteil £ nahe an A liegt, genauer gesagt, wenn (A9 — &)/ klein
ist, haben wir ungefihr

g1(h0) = g1(8) + (A —€)81" (&) = 1+ (A0 - §)&1 " (£).
Ersetzen wir diesen Néherungswert in der Formel (11.19) fiir o, wobei A9 — &

klein ist. Wir erhalten

~ ! Re( 1 >
T 280 (h) (R0 —&) g'(€))

o

(11.20)
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Wir wissen, dass fiir jede Wurzel A = & +i® der Gleichung (11.12) die
strenge Ungleichung & < Ao wahr ist. In der Tat, mit

oo oo .
:/0 e 2%g(x)dx, 1:/0 e (EHO o (1) g,

haben wir zundchst

+eo .
1= / e (EHO o (x) dx
0

~+oo
< / e Sg(x)dx.
0

Daher ist & < Ag. Hiitten wir & = Ay, wiirden wir durch Subtraktion

0= /(:me*%x (1 — e*i“’x) g(x)dx

ableiten. Der Realteil davon wire
+o0
0= / e 2X[1 — cos(ox)]g(x) dx,
0

was unmdglich ist, wenn die positive Funktion g(x) nicht identisch Null ist.
Daher & < 4.
Bemerken wir auch, dass

oo
@)=~ [ xgloe ot dx<o.

AuBerdem gilt fiir jede komplexe Zahl z = x +iy: Re(1/z) = x/(x*> +y?); das

Vorzeichen von Re(1/7) ist das gleiche wie das Vorzeichen von Re(z). Fiir die

Formel (11.20) muss also nur noch das Vorzeichen von Re(g)’(£)) bestimmt

werden. Wenn

Re(21'(§)) <0,

dann ist o positiv und groB wegen des kleinen Nenners Ag — &. Mit ande-
ren Worten: A ist deutlich groBer als Ay: Es gibt eine Resonanz. Der Grad
der Resonanz wird in gewisser Weise durch den Abstand A9 — & gemessen. Je
kleiner er ist, desto groBer ist die Resonanz. Erinnern wir uns auch daran, dass
Ao — & mit der Rate zusammenhiingt, mit der die Population gegen ihre ,,sta-
bile* Form konvergiert (im Sinne von Lotka, wobei die Dauer der Infektion x
das Alter ersetzt). In Epidemiemodellen ist dieser Begriff nicht sehr wichtig,
da die nichtlinearen Terme die Dynamik schnell dominieren. Die Bedingung
Re(g1'(€)) < 0 muss als zusitzliche technische Bedingung fiir das Auftreten
von Resonanz betrachtet werden.
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Fiir diese dritte Methode ist bemerkt man, dass die Euler-Lotka-Gleichung
keine andere komplexe Wurzel als die reelle Wurzel haben kann. Dadurch las-
sen sich Modelle, bei denen Resonanz auftreten kann, von solchen unterschei-
den, bei denen dies nicht der Fall ist. Obwohl es méglich ist, die durchschnitt-
liche Generationszeit in jedem Modell zu berechnen, bedeutet dies nicht, dass
es immer eine komplexe Wurzel der Euler-Lotka-Gleichung mit einem Ima-
ginirteil in der Néhe dieser Generationszeit gibt.

Im nichsten Abschnitt werden diese drei Methoden fiir mehrere einfache
Epidemiemodelle mit einer periodischen Kontaktrate untersucht, um zu zei-
gen, dass a priori sehr dhnliche Modelle ganz unterschiedliche Eigenschaften
in Bezug auf die Resonanz der anféinglichen Wachstumsrate haben konnen.

11.4 Beispiele

11.4.1 Periodisches S-I-R-Modell

Sei S(¢) die Anzahl der suszeptiblen Personen, I(¢) die Anzahl der infizierten
Personen und R(#) die Anzahl der geheilten Personen. Sei N = S(¢) +1(¢) +
R(7) die Gesamtbevolkerung, die konstant ist. Betrachten wir das Modell
ds I dl dR
— S —

1
E—_a(t) N7 E—a([)Sﬁ—bI, Z—bl,

mit a(t) = ag(1 + €cos wr) und |g| < 1. Fiir die Proportionen

s@)=S@)/N, i(t)=1()/N, r()=R()/N

gilt

ds . di . . dr .

i a(t)si, d[—a(t)sz bi, ” =bi.
mit s+ i+ 7 = 1. Der Parameter a(t) ist die effektive Kontaktrate mit einer
Periode T = 27/ ®. Der Parameter b ist die Heilungsrate. Im Gegensatz zu
den Arbeiten iiber die Resonanz bei endemischen Krankheiten ist die Additi-
on von Geburten und Todesfillen oder die Riickkehr zur suszeptiblen Klasse
fiir die Epidemieschwelle nicht von Bedeutung. Diese Terme wurden in die-
sem Modell und auch in den anderen folgenden Modellen weggelassen, um
die Diskussion so einfach wie moglich zu halten.

Das krankheitsfreie Gleichgewicht ist (s,,r) = (1,0,0). Linearisieren wir
das System in der Nihe dieses Gleichgewichts und setzen h(¢) = a(t) i(t); dies
ist die Anzahl der Neuinfektionen pro Zeiteinheit in dieser Ndherung. Wir
konnen iiberpriifen, dass A(t) eine Losung einer Gleichung der Form (11.1)
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mit einem Kern ist, der durch die Formel (11.16) gegeben ist. Unter Verwen-
dung der Beziehungen (11.12), (11.18) und (11.19), finden wir leicht

g(x):aoe_bx, &AM =ao/(b+A+niw), A=a—b, a=0.

Die erste Methode zum Nachweis der Resonanz besteht in der numeri-
schen Berechnung von A¢. Fiir dieses Modell hat das Kapitel 10 bereits fest-
gestellt, dass A = a — b = Ay eine Wurzel von (11.17) fiir jedes |e| < 1 ist,
aber vielleicht nicht die groBte. Wir konnen also vermuten, dass Az = Ay ist.
Und in der Tat konnen wir, ausgehend von der Definition (11.4) von A, zei-
gen, dass Ag genau gleich A ist (siche die Bemerkung nach der Korollarie
7.20). Es gibt keine Resonanz, unabhingig von den Werten der Parameter.

Die zweite Methode konzentriert sich auf . Hier ist & Null, was bestétigt,
dass es keine Resonanz gibt. Bei der dritten Methode ist zu beachten, dass
Ao die einzige Wurzel in der gesamten komplexen Ebene der Euler-Lotka-
Gleichung (11.12) ist: Es gibt keine Resonanz.

11.4.2 Periodisches S-I-R-Modell mit fester Infektionsperiode

Betrachten wir direkt das Modell fiir die Proportionen, behalten aber die
Groflbuchstaben S-I-R bei:

ds
— () =—a(®)SO1(),

20 = al) )10 ~alt — ) S~ D)1 1),
dR
E([) =a(t—1)S(t—1)I(t — 1),

mit S+1+R = 1und a(t) = ap(1 + €cos t). Der Parameter 7 ist die Dauer
der infektiosen Periode.

Das krankheitsfreie Gleichgewicht ist (S,I,R) = (1,0,0). Die Anzahl der
Neuinfektionen pro Zeiteinheit im linearisierten Modell, h(r) = a(¢)1(z), ist
die Losung einer Gleichung der Form (11.1) mit dem Kern (11.16). Hier sind

o) = ap wenn x<T, ()= apT . wenn A +niw =0,
= = —AT—ni
0 wenn x>T, " ap = sonst,

A+ni@

(11.21)



Kapitel 11 189

Man beachte, dass A eine implizite Funktion von 7 ist, aber dass

_ 1 al
r——Mlog(l—%>. (11.22)

Dariiber hinaus gilt
e Ay — —oo, wenn T — 0,
* Ao wechselt das Vorzeichen, wenn 7 = 1/ay
e Ay — ap, wenn T — oo,

Dies lasst sich anhand der Beziehungen (11.21) und (11.22) leicht nachwei-
sen. Die Formel (11.19) fiir o kann nicht wirklich vereinfacht werden. Neh-
men wir an, T =27 /@ = 1 Woche. Betrachten wir als Beispiel den Fall, dass
ap = 1 pro Woche ist.

Mit der ersten Methode zeigt Abbildung 11.1(a), wie die Wachstumsrate
Ae von der Infektionsperiode 7 fiir 0 < 7 < 2.5 und fiir verschiedene Werte
von € abhiingt. Ein Zoom auf die Abbildung zeigt, dass A, > Ay fiir € # 0,
wenn 1 < 7 < 1,43 und wenn 2 < 7 < 2,44 (ungefihr). Der Differenzbetrag
ist jedoch nicht so groB. Es gibt nur eine schwache Resonanz.

T
0.0 0.5 1.0 L5 20 2.5

Abbildung 11.1: Schwache Resonanz im periodischen S-I-R-Modell mit einer festen
Infektionsperiode. (a) Wachstumsrate A als Funktion der Infektionsperiode 7 fiir ver-
schiedene Werte von €. (b) Der Koeffizient ¢ als Funktion von 7.

Bei der zweiten Methode zeigt Abbildung 11.1(b), wie der Koeffizient o
von der Infektionsperiode 7 in demselben Wertebereich abhidngt. Numerisch
ista>0firl <t<1,43und?2 < 7 < 2,44, wie es sein sollte. Das Maximum
von o/ Ay, das bei T ~ 1,17 erreicht wird, betriigt etwa 9 %. Dies bestitigt die
Schwiche der Resonanz.
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Bei der dritten Methode erinnern wir uns zundchst daran, dass es immer
eine einzige reelle Wurzel Ay der Euler-Lotka-Gleichung (11.21) gibt. Aber
diese Gleichung hat auch eine unendliche Anzahl von Paaren konjugierter
komplexer Wurzeln: Dies ist allgemeiner der Fall fiir Modelle, bei denen g(x)
einen kompakten Tréiger hat. Unter diesen komplexen Wurzeln kénnen einige
einen Imaginirteil haben, der fiir bestimmte Werte von 7 gleich w ist. Um
diese Werte zu finden, ist zu beachten, dass die Gleichung (11.21) mit A =
x+1iy anstelle von Ay dquivalent ist (wenn wir x = y = 0 ausschliefen) zu dem
reellen System

X X

Teos(y7)), y=ape ‘" sin(yt).

Wir setzen y = @ ein und eliminieren x aus der zweiten Gleichung. Wir er-
halten eine einzige Gleichung fiir 7:

x:ao(lfe_

1 w 1 ap
0T log [ao sin(a)r)} tan(w7t) te = 0. (11.23)
Das erste Glied ist eine stetige Funktion von 7 fiir jedes nT < 7 < (n+1/2)T
und jede ganze Zahl n > 1, die gegen —eco konvergiert, wenn 7 — nT™ und
die gegen +oo konvergiert, wenn T — (n+ 1/2)T~. Daher hat (11.23) eine
unendliche Anzahl von positiven Losungen 7; < 7, < - --. Fiir unser Beispiel
mit @ = 27 und ap = 1 erhalten wir: 71 ~ 1,19, 7, ~ 2,20, 73 =~ 3,21...
Wenn 7 = 71, sind die komplex konjugierten Wurzeln der Gleichung
(11.21) mit dem groBeren Realteil x| +iw, wobei x; &~ —1,61, wihrend A ~
0,30. Obwohl also die technische Bedingung Re(g)'(x1)) =~ —1,2 < 0 erfiillt
ist, ist die Differenz zwischen x; und Ay zu groB, als dass eine signifikan-
te Resonanz auftreten konnte: (A9 —x;)/® ~ 0,30. Wenn T = 1, sind die
komplex konjugierten Wurzeln der Gleichung (11.21) mit dem zweitgrof3-
ten Realteil xp & i@ mit x, ~ —0,85, wihrend A9 ~ 0,85. Obwohl also die
technische Bedingung Re(g1’(x2)) &~ —2,23 < 0 erfiillt ist, ist die Differenz
zwischen x; und Ay wiederum zu groB, als dass eine signifikante Resonanz
auftreten konnte: (Ao —x2)/@ ~ 0,27. Die gleiche Schlussfolgerung gilt fiir
die anderen komplexen Wurzeln, die fiir 7 = 7, einen Imaginirteil gleich
haben.

11.4.3 Periodisches S-E-I-R-Modell

Nehmen wir nun an, dass es einen Anteil E(¢) der Bevolkerung gibt, der zwar
infiziert, aber noch nicht infektios ist, d. h. der sich in der latenten Phase
befindet. Betrachten wir das Modell fiir die Proportionen

dS dE dl dR
== — =a(t)SI—cE, — =cE—bl, — =bl
dt dt a(t)ST-cE, dai ¢ ’ ’

—a(t)SI
a(r)S1, "
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mit S+E+I1+R =1 und a(f) = ap(1 + €cos @t). Der neue Parameter c ist
die Rate, mit der infizierte Personen infektios werden. Wenn ¢ — +oo, ndhert
sich dieses Modell dem S-I-R-Modell des Abschnitts 11.4.1.

Das krankheitsfreie Gleichgewicht ist (S,E,I,R) = (1,0,0,0). Die Anzahl
der Neuinfektionen pro Zeiteinheit im linearisierten Modell, i(t) = a(t)1(z),
ist die Losung einer Gleichung der Form (11.1) mit einem Kern (11.16). Hier
sind

efcx_efbx
g()c):aoc?7
~ apc
n A)= . A 5
&) = e o) (AT b e)

%:—(b—l—c)—k gb—c)2+4aoc7 (11.24)

—(agc)?

V(b—=c)2+4apc [0+ (b—c)?>+4apc]

Fiir die erste Methode betrachten wir den Fall, in dem T = 27/ @ = 1 Woche
ist, was Unterschiede in der Kontaktrate zwischen Wochentagen und Wochen-
enden modelliert, und in dem die durchschnittliche infektiose Periode 1/b
gleich 2 Tage ist, d.h. 2/7 Woche. Nehmen wir eine durchschnittliche Kon-
taktrate ag an, so dass die Reproduktivitiit ap/b bei € = 0 gleich 1,2 ist, eine
verniinftige Hypothese, wenn wir eine neue Infektionskrankheit betrachten.
Abbildung 11.2 zeigt, wie die Wachstumsrate A. von der durchschnittlichen
Latenzperiode 1/c fiir verschiedene Werte von € abhingt. Man beachte, dass
Ae immer kleiner als Ag ist, wenn € # 0 ist. Es gibt keine Resonanz.

Bei der zweiten Methode stellt man fest, dass o < 0: keine Resonanz vor-
handen ist. Was die dritte Methode betrifft, so hat die Euler-Lotka-Gleichung
(11.12) fiir dieses Modell nur eine Wurzel, nimlich Ay, in dem Teil der kom-
plexen Ebene, in dem das Integral des zweiten Glieds der Gleichung (11.12)
konvergiert: Re(A) > max{—b, —c}. Man beachte, dass A eine Losung einer
Polynomgleichung vom Grad 2 ist. Die andere Losung, die durch die Formel
(11.24) mit einem Minuszeichen vor der Quadratwurzel gegeben ist, ist eine
Wurzel der Gleichung, die durch analytische Fortsetzung des Integrals aus
(11.12) abgeleitet wird. Bei dieser zweiten Losung divergiert das Integral. In
jedem Fall ist diese Losung eine reelle Zahl; es gibt keine Resonanz.

o=
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Abbildung 11.2: Abwesenheit von Resonanz im periodischen S-E-I-R-Modell. Die
Wachstumsrate A¢ als Funktion der durchschnittlichen Latenzperiode 1 /¢ (in Wochen)
fiir verschiedene Werte von €.

11.4.4 Periodisches S-E-I-R-Modell mit einer festen Latenzperiode

Das Modell ist
ds dE
i —a(t)S(t)1(z), i a(t)SO)I(r) —a(t—1)St—7)1(t —1),

dl dR
7 =a(t—1)S(t—1)I(t—1)—bI(t), i bI(t),

mit S+E+I+R =1 und a(t) = ao(1 + €cos wt). Der Parameter 7 ist jetzt
die Latenzperiode. Wenn 7 — 0, konvergiert das Modell gegen das von Ab-
schnitt 11.4.1.

Das krankheitsfreie Gleichgewicht ist (S,E,I,R) = (1,0,0,0). Die Anzahl
der Neuinfektionen pro Zeiteinheit im linearisierten Modell, i(t) = a(t)1(z),
ist die Losung einer Gleichung der Form (11.1) mit einem Kern (11.16). Hier
sind

(x) = 0 wenn x<T, . () = g nioT-At
W)= ape ™% wenn x>71, S = a0 i
Ao =ape T —b. (11.25)

Die Gleichung fiir Ay ist wiederum implizit. Die Formel (11.19) fiir o kann
nicht wirklich vereinfacht werden.

Fiir die erste Methode haben wir wie im vorigen Abschnitt T =27/ =
1 Woche, 1/b =2 Tage oder 2/7 Woche und ag/b = 1,2 gewihlt. Abbil-
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dung 11.3(a) zeigt die Abhéngigkeit der Wachstumsrate A, von der Latenz-
periode 7 fiir verschiedene Werte von €. In Abbildung 11.3(a) ist zu sehen,
dass die Resonanz ungefihr fiir 0,66 < 7 < 1 und 1,66 < T < 2 auftritt. Es
gibt auch Resonanzen fiir groBere Werte von 7, die nicht dargestellt sind. Das
Kapitel 10 zeigt eine dhnliche Abbildung fiir ein leicht abweichendes Mo-
dell (S-E-I-S und nicht S-E-I-R); allerdings wurde keine Erkldrung fiir die
~Beulen* gegeben.

057
| 0.4
' 0.3
! o 0.2
! ;o 0.1
R ' 1 Al :
\ N 0.0
21 ! P 0.1
' K D Y \ ~02
ol & K S -0.3
et T 0.4
-0.1 G 0.5 " T
0 0.5 1 1.5 2 0 1 2

Abbildung 11.3: Resonanz im periodischen S-E-I-R-Modell mit einer festen Latenz-
periode. (a) Wachstumsrate A¢ als Funktion der Latenzperiode T (in Wochen) fiir ver-
schiedene Werte von €. (b) Der Koeffizient & als Funktion von 7.

Mit der zweiten Methode kann man numerisch nachweisen, dass o > 0
zumindest fiir 0,66 < 7 < 1 und 1,66 < 7 < 2 (Abb. 11.3b). Bei der dritten
Methode ist die Frage, ob die Euler-Lotka-Gleichung (11.25) Losungen A
mit einem Imaginirteil y gleich @ haben kann. Wir setzen A = x +iy. Die
Gleichung fiir A kann als reelles System fiir x und y geschrieben werden:

x=ape *Fcos(yt)—b, y=—ape *Fsin(y7).

Nehmen wir y = @ und eliminieren x aus der zweiten Gleichung. Daraus
ergibt sich

1 1
log|-—2 |- _b . (11.26)
0T apsin(0t)| tan(0T) ©@

Wie in Abschnitt 11.4.2 ist das erste Glied eine stetige Funktion von 7 fiir
jedes (n—1/2)T < 7 < nT und jede ganze Zahl n > 1, die gegen —oo kon-
vergiert, wenn T — (n— 1/2)T" und gegen +o konvergiert, wenn T — nT™.
Die Gleichung (11.26) hat also eine unendliche Anzahl von Losungen 7; <
Ty < ---, die gegen +oo konvergieren, wofiir wir Resonanz erwarten konnen.
Losen wir Gleichung (11.26) numerisch mit denselben Parameterwerten wie
oben. Wir erhalten: 7; ~ 0,82, 7, ~ 1,83, 73 =~ 2,83...
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Wenn 7 = 71, sind die komplex konjugierten Wurzeln von (11.25) mit dem
groBten Realteil x| + i@ mit x; =~ —0,61, wihrend A ~ 0,17. Die technische
Bedingung Re(g;’(x1)) ~ —0,88 < 0 ist erfiillt und die Differenz zwischen
x1 und Ay ist recht klein: (A9 — x1)/@ ~ 0,12. Es gibt also Resonanz, wenn
T~ 71. Wenn T = T, sind die komplex konjugierten Wurzeln von (11.25),
deren Realteil in absteigender Reihenfolge an zweiter Stelle steht, x, +iw
mit xp &~ —0,28, wihrend Ap ~ 0,086. Auch hier ist die technische Bedingung
Re(g1'(x2)) ~ —1,89 < 0 erfiillt und die Differenz zwischen x; und Ay ist
klein: (Ao — x2)/® = 0,06. Eine Resonanz liegt vor, wenn 7T = 7, ist. Es gibt
auch eine Resonanz, wenn 7 = 1, fiirn > 2.

Aus praktischer Sicht ist es nicht unmoglich, dass eine Krankheit eine
Latenzperiode 7 nahe 7; (in diesem Fall etwa 6 Tage) hat, gefolgt von einer
durchschnittlichen Infektionsperiode von zwei Tagen. Eine Kontaktrate mit
einer Periode von einer Woche aufgrund des Unterschieds zwischen Wochen-
tagen und Wochenenden kann eine starke Resonanz auf eine solche Krankheit
hervorrufen. Die durchschnittliche Zeit zwischen zwei Generationen

Jo " xg(x)dx

= 2 =1+ 1/b~7,7 Tage
Jo ™~ glx)dx

liegt in der Nihe der Periode T = 7 Tage der Kontaktrate. Diese Ndherungsre-
gel fiir die Resonanz funktionierte jedoch nicht fiir das Modell des vorherigen
Abschnitts. Der Unterschied zwischen Abbildung 11.2 und Abbildung 11.3a
ist ein wenig tiberraschend. Es handelt sich um S-E-I-R-Modelle, das erste
mit einer exponentiell verteilten Latenzperiode, das zweite mit einer festen
Latenzperiode.Die biologische Schlussfolgerung, ob die Krankheit ausbricht
oder nicht, scheint stark von der Wahl zwischen diesen beiden a priori dhn-
lichen Modellen abzuhingen. Sehr dhnliche Modelle kénnen sich daher in
Bezug auf die Resonanz der Wachstumsrate sehr unterschiedlich verhalten.

S-E-I-R-Modelle, bei denen die Latenzperiode und die infektidse Periode
fest sind, zeigen eine dhnliche Resonanz der Wachstumsrate. Es ist immer
noch moglich, Parameterwerte zu finden, fiir die es eine komplexe Wurzel
x +1iy der Euler-Lotka-Gleichung mit einem Imaginirteil gleich @ gibt. Aber
der Trick, den Realteil x zu eliminieren, um eine einzige Gleichung wie in der
Gleichung (11.26) zu erhalten, funktioniert nicht mehr.

11.4.5 Periodisches S-E-I-R-Modell mit einer Gamma-Verteilung fiir
die Latenzperiode

Um zu verstehen, warum die Modelle der letzten beiden Abschnitte so unter-
schiedliche Ergebnisse liefern, betrachten wir den Fall einer Latenzperiode,
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die der Gamma-Verteilung folgt. Dies ist eine Verallgemeinerung sowohl der
Exponential- als auch der Dirac-Verteilung, wenn die Latenzperiode fest ist.
Genauer gesagt, sei y(x) = BYx¥~'e B¥/I'(v) die Verteilung der Latenzpe-
riode, wobei § > 0 und v > 1 reelle Zahlen sind. Die durchschnittliche La-
tenzperiode betriigt T = v/B und die Varianz ist v/B% = 7%/v. Wenn v =
1, finden wir die Exponentialverteilung mit einem Mittelwert gleich 1/
des Abschnitts 11.4.3. Die Gamma-Verteilung konvergiert gegen die Dirac-
Verteilung in x = 7 des Abschnitts 11.4.4, wenn v und f gegen oo konver-
gieren, wihrend das Verhiltnis v/f konstant und gleich 7 gehalten wird.
Das Modell ist

B —ase0). Ew0)=ansO10), T+ IF = (B,

ar
dl e dR

— = E(t,x)dx—bl(t — =Dbl(t
G| ewEE a0, T =b10),
mit

SQ)+»0+WEUV0dx+I@y+R@):1

und a(t) = ap(1 + €cos wr). Der Koeffizient c(x) ist mit der Verteilung y/(x)
durch folgende Beziehungen verbunden

eXP(—/OXC(y)dy)=1—/0‘xw(y)dy et c(x):%'

Es kann gezeigt werden, dass die Anzahl der Neuinfektionen pro Zeitein-
heit im linearisierten Modell 4(r) = a(¢)1(¢) die Losung einer Gleichung der
Form (11.1) mit einem Kern (11.16) ist und

T b(ey)
g(X):ao/O e "V yl(y)dy.
Man kann auch zeigen, dass

aoB¥
(b+A+nio)(+A+nio)v’

aoB"

Bty ”

Die Formel fiir Ag ist wiederum implizit. Die Formel (11.19) fiir & kann nicht
vereinfacht werden.

Abbildung 11.4 zeigt das Vorzeichen von o (genauer: die Niveaumenge
o = 0) im Diagramm (7,1/v). Es sei daran erinnert, dass a > 0 eine not-
wendige Bedingung fiir Resonanz ist. Die obere horizontale Linie, v = 1,
entspricht dem Fall einer exponentiell verteilten Latenzperiode und liegt in

gn(A) = Ao =
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dem Teil des Diagramms, in dem « < 0 ist, wie aus der Abbildung 11.2 er-
wartet. Der Grenzwert 1/v — 0 entspricht der festen Latenzperiode, so dass
die untere horizontale Linie der Abbildung 11.3 entspricht und mehrere Ab-
schnitte mit o > 0 aufweist. Auf diese Weise sehen wir, wie die Resonanz
verschwindet, wenn die Varianz 72/v zunimmt.

1/v
1.0
a<0
0.51
>0
o<Q gEm——
0.0 T T T T — T
0 1 2 3

Abbildung 11.4: Niveaumenge o = 0 im Diagramm (7, 1/v). Die Bereiche, in denen
o > 0 ist, sind diejenigen, in denen Resonanz auftreten kann. Im unteren rechten Teil
des Diagramms wechseln sich die Bereiche, in denen o < 0 liegt, mit den Bereichen
ab, in denen o > 0 liegt, aber nur die Niveaumenge o = 0 sind dargestellt.

11.5 Tausendundein periodisches Modell

Die Liste solcher Modelle lieBe sich natiirlich bis zur Ubelkeit fortsetzen, z.
B. mit einer periodischen Kontaktrate anderer Form, einer periodischen Imp-
fung, einer periodischen Vektorpopulation, einem periodischen Reservoir, ei-
ner periodischen Demographie oder einer periodischen Migration. Dartiber
hinaus findet sich die lineare Gleichung (11.1) in den meisten anderen Proble-
men der Populationsdynamik (Demographie, Okologie, Chemostat-Bioreaktor,
Immunologie usw.), zumindest in linearer Ndaherung. Das gleiche Resonanz-
phidnomen kann also beispielsweise fiir periodische Ernten, periodische Phy-
toplanktonbliiten, periodische Inputs und Outputs eines Bioreaktors, periodi-
sche antivirale Therapien, periodische Krebstherapien, periodische Zellpopu-
lationenmodelle usw. untersucht werden. Bei einigen Modellen ist Resonanz
zu erwarten, bei anderen nicht. Die Resonanz hingt vom linearisierten Mo-
dell in der Nihe des trivialen stationiren (oder periodischen) Gleichgewichts
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ab, nicht aber von den verwendeten nichtlinearen Termen. Die meisten Mo-
delle mit einer geringen Anzahl von Klassen fiihren daher zu den gleichen
Berechnungen wie oben.

Die wichtigste Frage, die sich stellt, ist, ob dieses Resonanzphidnomen fiir
bestimmte Krankheiten oder fiir bestimmte Anwendungen in anderen Berei-
chen der Populationsdynamik eine wichtige Rolle spielt. Dies ist eine schwie-
rige Frage, da bei sehr dhnlichen Modellen, wie den S-E-I-R-Modellen mit
exponentieller oder fester Latenzperiode, die Schlussfolgerungen unterschied-
lich ausfallen, obwohl beide Modelle fiir dieselbe Krankheit geeignet sein
konnten. Die Modelle mit einem kompakten Triger der Funktion g(x) sind
jedoch realistischer. In diesem Fall hat die Euler-Lotka-Gleichung unendlich
viele konjugierte komplexe Wurzeln. Daher ist es moglich, dass bei bestimm-
ten Werten der Parameter Resonanz auftritt.

11.6 Anhang: Exponentielles Wachstum des Gesamtrepro-
duktionswertes in einer periodischen Umgebung

Der Beweis geht von der Definition (11.9) aus und verwendet dann die erste
Gleichung des Systems (11.2) und eine Integration durch Teile:

AW [ ow ol
W :A _I(t,x)at+atW([,x):| dx
ot
:/ _I(t,x)%v:—g}cw(t,x)—b(t,x)I(t,x)w(t,x)] dx
Feofdw  dw
:/ _at+ax—b(t,x)w(t,x)] 1(t,%) dx-+1(t,0) w(2,0).

Mit Hilfe der zweiten Gleichung des Systems (11.2) und der Gleichung (11.7)
erhalten wir schlieBlich

dW teldw  dw
T /0 {at + e —b(t,x)w(t,x) —|—w(t,0)a(t,x)} I(¢,x) dx

—2 /(:oow(t,x) I(t,x) dx = AW(1).

Dabher ist W(z) = W(0)e*.

Anmerkung 11.1. Aus der Definition der Funktion v(z,x) geht hervor, dass
wenn I(0,x) = v(0,x), dann ist I(z,x) = e* v(z, x). Das exponentielle Wachs-
tum des Gesamtreproduktionswertes W () ergibt

/0+oov(t X) /0+oo 0,x)dx
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fuir alle # > 0. Die Normierung (11.8) hat somit die einfachere Form

o0
/ v(t,x)w(t,x)dx = 1.
0



Kapitel 12

Das Modell von Kermack und McKendrick fiir die
Pest in Bombay

Die Abbildung, die zeigt, wie das Modell von Kermack und
McKendrick zu den Daten der Pestepidemie von 1906 in Bombay
passt, ist eine der am hdufigsten reproduzierten Abbildungen in
Biichern iiber die mathematische Modellierung von Epidemien.
In diesem Kapitel wird gezeigt, dass die Annahme konstanter Pa-
rameter in diesem Modell zu unrealistischen Zahlenwerten fiihrt.
Aus den damals verdffentlichten Berichten geht auf3erdem her-
vor, dass in Bombay von 1897 bis mindestens 1911 jedes Jahr
Pestepidemien mit bemerkenswerter Saisonalitit auftraten. Die
Epidemie von 1906 ist also kein gutes Beispiel fiir eine Epide-
mie, die aufhort, weil die Zahl der Suszeptiblen unter einen be-
stimmten Schwellenwert gesunken ist, sondern ein Beispiel fiir
eine saisonale Epidemie. Es wird ein Modell fiir die Pest in Bom-
bay mit Saisonalitdit vorgestellt und die Reproduktivititen von
Ratten und Flohen berechnet.

12.1 Eine irrefithrende Anpassung

Die Abbildung, die zeigt, wie das S-I-R-Modell von Kermack und McKend-
rick (Kapitel 1) zu den Daten der Pestepidemie von 1906 in Bombay passt,
ist Modellierern gut bekannt (Abb. 12.1). Sie wurde in zahlreichen Biichern
tiber mathematische Epidemiologie [44], Biomathematik [2, 30] und die Ge-
schichte der mathematischen Modellierung [37] reproduziert. Die Daten, de-
ren Herkunft Kermack und McKendrick nicht angeben, stammen aus einem
1907 veroffentlichten Bericht iiber die Pest in Indien. Fiir Verweise auf die
epidemiologischen Daten in diesem Kapitel, siehe [5]. Historische Hinweise
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zu Kermack und McKendrick finden sich in [4, Kapitel 18].

1 000+
[Todesfalle pro Woche

800+

6001

4001

2001

Wochen
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 12.1: Wochentliche Zahl der Todesfille durch die Pest in Bombay zwi-
schen dem 17. Dezember 1905 und dem 21. Juli 1906. Die Gleichung der Kurve ist
890/ cosh?(0,21 — 3.,4).

Allerdings konnten Kermack und McKendrick die Glockenkurve der Ab-
bildung 12.1 nicht direkt aus ihrem urspriinglichen Modell, einem System von
drei Differentialgleichungen, ableiten, da diese keine explizite Losung hatten.
Stattdessen verwendeten sie eine bestimmte Niaherung (Abschnitt 1.4), fiir die
sie eine explizite Losung erhielten: Die Anzahl der Todesfille pro Zeiteinheit
dR /dt hatte die Form

dR o

ar” cosh?(Br—7)’

wobei die drei Parameter o, 8 und y auf komplizierte Weise von den Modell-
parametern abhingen. Die Anpassung an die Daten ergab o = 890 pro Wo-
che, B = 0,2 pro Woche und y = 3,4. Kermack und McKendrick wiesen auch
auf mehrere vereinfachende Annahmen in ihrem Modell hin; so beriicksich-
tigt ihr Modell beispielsweise nicht ausdriicklich die Ubertragung der Pest
durch Ratten und Flohe. Sie bemerkten:

(12.1)

,,Keine dieser Annahmen ist strikt erfiillt, so dass die numerische
Gleichung nur eine sehr grobe Anniherung sein kann. Eine per-
fekte Anpassung sollte nicht erwartet werden, und es sollten kei-
ne Riickschliisse auf die tatsdchlichen Werte der verschiedenen
Konstanten gezogen werden.*
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Trotz dieses Vorbehalts konnte es interessant sein, dies genauer zu untersu-
chen. Man kann sich insbesondere die folgenden Fragen stellen:

* Was sind die Werte der Parameter des urspriinglichen Modells, die der
Abbildung 12.1 entsprechen?

* Wie hoch ist die zugehorige Reproduktivitit %Zo?

In dem Abschnitt 12.2 werden der historische Kontext und die von Ker-
mack und McKendrick aufgestellten Formeln in Erinnerung gerufen. Im Ab-
schnitt 12.3 stellen wir die Berechnungen vor, die es uns ermoglichen, die
Werte der Parameter aus der Anpassung zu finden, wir wenden sie auf den
Fall der Pest in Bombay an und wir erklédren, dass die erhaltenen Werte eher
unrealistisch sind. Die Annahme konstanter Werte fiir die Parameter muss
daher in Frage gestellt werden. Im Abschnitt 12.4 wird die Rolle der Sai-
sonalitiit erortert, die sicherlich fiir den Riickgang der Epidemie im Jahr 1906
verantwortlich ist, und ein periodisches Modell fiir diese Pestepidemie vorge-
schlagen. Das Modell umfasst Flohe, Ratten und Menschen. Abschnitt 12.5
enthilt zunidchst eine Definition der Reproduktivitit eines Wirts fiir periodi-
sche Modelle. Dies wird auf das Modell im vorherigen Abschnitt angewandt.
In Abschnitt 12.6 werden die Reproduktivititen der Wirte im periodischen
Modell mit der Reproduktivitit in einem reduzierten Modell verglichen.

12.2 Die Beulenpest in Bombay und die von Kermack und
McKendrick erhaltenen Formeln

Die Beulenpest trat im August 1896 in Bombay (heute Mumbai) auf. Sie
wurde endemisch und trat in den folgenden Jahren mit starkem saisonalen
Charakter wieder auf, wie im Abschnitt 12.4 zu sehen sein wird. Die Pest
breitete sich auch in Indien aus und forderte zwischen 1898 und 1918 iiber
zehn Millionen Todesopfer. Im Januar 1905 setzten der Staatssekretér fiir In-
dien, die Royal Society und das Lister-Institut einen Beratungsausschuss ein.
Thr Arbeitskommission hatte ihren Sitz in Bombay. Die Kommission fiihrte
zahlreiche Laborexperimente und Felduntersuchungen durch, um alle Aspek-
te der Krankheit zu untersuchen. Infolgedessen wurden zwischen September
1906 und April 1917 nicht weniger als vierundachtzig Berichte {iber die Pest
in Indien mit Hunderten von Tabellen, Diagrammen und Karten als Sonder-
ausgaben des Journal of Hygiene verdffentlicht. Die meisten Informationen in
diesem Kapitel stammen aus diesen Berichten (die Zeitschrift ist digitalisiert
worden).
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Die saisonale Pestepidemie von 1906, die von Januar bis Juli 1906 dau-
erte, war die erste Epidemie, die die Kommission untersuchte, und auch die-
jenige, die am meisten Aufmerksamkeit erhielt. In Wirklichkeit war sie je-
doch von miBiger Schwere. Die Kommission bestitigte die von Paul-Louis
Simond 1898 experimentell nachgewiesene Rolle der Ratten und ihrer F16-
he bei der Verbreitung der Pest. Es ist erwidhnenswert, dass M. Kesava Pai,
mit dem McKendrick 1911 eine Arbeit schreiben sollte, und der Direktor des
Pasteur-Instituts von Indien in Kasauli, wo McKendrick zwischen 1905 und
1920 arbeiten sollte, Mitglieder der Kommission waren.

Kermack und McKendrick untersuchten ein mathematisches Modell mit
drei Klassen:

* S(t), suszeptible Individuen;
* 1(¢), mit der Pest infizierten Individuen;
* R(7), tote oder immunisierte Individuen..

Die urspriinglichen Notationen waren x(¢), y(¢) und z(¢); die Notationen S-
I-R wurden Jahrzehnte spiter eingefiihrt. Die Gesamtbevolkerung ist N =
S(¢) +1(z) + R(¢). Die Gleichungen sind

ds dl dR

— =—kSI, —=kSI-bl, — =bI 12.2

dt Todt Coodt ’ (2.2
mit k =a/N, a ist die effektive Kontaktrate und b > 0 eine Sterblichkeits- oder
Heilungsrate. Wenn die Anfangsbedingungen S(0) = Sp, I(0) =1y, R(0) =0
sind und wenn a/b ~ 1 mit a > b, dann ist die Anzahl der Todesfille pro
Zeiteinheit durch die Ndherungsformel (12.1) gegeben, wobei

b352 5b Ko kSo 2 k2
06:7](2, Bzi, tanh('}’):bT, 0= (b_1> +2$010ﬁ

(Abschnitt 1.4). Gemal der Formel (12.1) ist die Zahl o das Maximum der
Funktion dR/dt (etwa 900 pro Woche in Abbildung 12.1) und #* = y/f ist
der Zeitpunkt, an dem das Maximum erreicht wird (in dieser Abbildung 19
Wochen nach Beginn). Es gibt also wirklich nur einen unbekannten Parame-
ter im Anpassungsprozess, sagen wir 8. Kermack und McKendrick haben
wahrscheinlich mehrere Werte ausprobiert. Nach einer ersten Schitzung von
B erkannten sie wahrscheinlich, dass ihre Anpassung an die gesamte Kurve
durch eine geringfiigige Anderung von « (daher o@ = 890 pro Woche) und
t* = vy/B (daher t* = 17 Wochen) verbessert werden konnte. Sie entschieden



Kapitel 12 203

sich schlieBlich fiir B = 0,2 pro Woche und damit fiir y = 3,4. Das Modell
hat jedoch vier Parameter: Sg, Iy, k und b. Wie konnen wir aus nur drei Glei-
chungen vier unbekannte Parameter ableiten?

12.3 Parameterwerte

Sei ¢ = kSo/b. Dann gilt

_ b&%S
RETIR

&b 01

B=""0 wnh(y) == 5=1/(0—112+2010/S0

Also ist 8 = (¢ — 1)/ tanh(7y) und wir erhalten aus der letzten Gleichung

201 201 2¢ Iy sinh?(7)
So = = = (12.3)
62— (¢p—1)2 1 —1)2
(0= (p-1)2 (tanhz(y) _ 1) (¢—1)
Die Gleichungen fiir @ und 8 zeigen aber auch, dass » =2f/8 und
2 2 2 20 G
Sy — 20 ¢"a ¢~ tanh(y) _ ¢~ a sinh(y) (12.4)

b2 BS B(@—1)  B(¢—1)cosh(y)’

Wir eliminieren Sy zwischen den Gleichungen (12.3) und (12.4). Wir kom-

e 2B 1o sinh(y) cosh()  Blosinh(2y)
0 SIn Ccos 0 SIn
p(p—1)= Y v_ . (12.5)
(04 o
Die einzige positive Wurzel dieser quadratischen ¢-Gleichung ist
1 1+4B 1y sinh(2y)/o
NSRRI Iy 126

Wir haben vier Unbekannte, aber drei Gleichungen. Mehrere Auswahl-
moglichkeiten fiir die Parameter (Sg,lo, k,b) entsprechen demselben Triplett
(o, B,7). Wie ldsst sich dies 16sen? Man konnte beschlieBen, einen der Pa-
rameter festzulegen: die durchschnittliche Infektionsdauer 1/b der Pest, die
anfingliche GroBle Sg der suszeptiblen Bevolkerung in Bombay im Jahr 1905
oder die anfdngliche Anzahl der infizierten Personen 1. Es scheint nicht mog-
lich, den Parameter k a priori festzulegen.

Auf den ersten Blick scheint es relativ einfach, die infektiose Periode fest-
zulegen. Die durchschnittliche Krankheitsdauer bei todlichen Féllen betrigt
etwa 5,5 Tage. Allerdings gibt es auch eine Inkubationsperiode von durch-
schnittlich etwa 3 Tagen. SchlieBlich sollte man nicht vergessen, dass das
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Modell eine Vereinfachung des Infektionsprozesses darstellt. Infizierte Rat-
ten stecken ihre Flohe an, die wiederum andere Ratten und gelegentlich auch
Menschen infizieren. Die Pestepidemie beim Menschen wird vollstindig von
der Rattenpest bestimmt, mit nur wenigen Tagen Verzogerung. Stellen wir
uns also vor, dass das System ein Modell fiir die Rattenpest ist. In Labor-
experimenten starben Bombay-Ratten, auf die die Pest tatsdchlich iibertra-
gen wurde, im Durchschnitt 9 Tage nach dem ersten Kontakt mit infizierten
Flohen. Aber auch hier ist zu bedenken, dass diese Zeit nur wenig mit der
»scheinbaren Infektionsperiode® zu tun haben kann, da die Flohe die Rat-
ten erst verlassen, wenn sie bereits tot sind. Experimente haben gezeigt, dass
Flohe wihrend der Pestsaison vierzehn Tage lang infektios bleiben konnen,
auBerhalb dieser Zeit jedoch nur eine Woche lang. Daher gibt es erhebliche
saisonale Schwankungen, die im Abschnitt 12.4 erortert werden. Daher ist
es schwierig, einen Wert fiir 1 /b in einem einfachen autonomen Modell wie
dem System zu wihlen.

Betrachten wir nun die anfingliche Groe Sy der suszeptiblen Bevolke-
rung im Dezember 1905 in Bombay. Damals konzentrierte sich die Bevolke-
rung von Bombay fast ausschlieBlich auf die 22 Quadratmeilen grof3e ,,Bom-
bay Insel“. Die Volkszdhlung vom Februar 1906 ergab eine Einwohnerzahl
von etwa einer Million. Legen wir Sg = 10° fest. Die Gleichung (12.4) zeigt,
dass ¢ eine Losung der Gleichung zweiten Grades (& tanh )% — (BSo)¢ +
BSo = 0 ist. Numerisch erhélt man ¢ = 202 oder ¢ ~ 1,005. Die Bezichung
(12.5) zeigt jedoch, dass Ip = a(¢ — 1)/(B sinh(27)). Dies ergibt entweder
Ip = 446.000 oder Iy ~ 0,06; beide Losungen sind absurd, die erste, weil die
Epidemie von 1906 etwa 10.000 Menschen totete, die zweite, weil Iy eine
Zahl von Menschen ist. Es ist also nicht moglich, die gesamte Bevolkerung
als gefihrdete Bevolkerung zu betrachten.

Es bleibt zu priifen, ob die Festlegung von Iy realistische Werte fiir die
Parameter ergibt. Setzen wir zum Beispiel Iy = 1 an den Anfang der Epide-
miekurve. In der Tat geben Kermack und McKendrick (siehe Abbildung 12.1)
nicht an, welches Ereignis dem Zeitpunkt r = 0 entspricht. Sobald die Zahl I,
gewihlt ist, ergibt die Gleichung (12.6) ¢. Wir kénnen 6 = (¢ — 1)/ tanh(y)
und b = 2f8/5 berechnen. SchlieBlich ist Sy durch die Formel (12.3) und
k= ¢b/Sy gegeben. Mit Iy = 1 erhilt man b ~ 4,32 pro Woche, Sy =~ 57.368
und k ~ 823 x 1073 pro Woche. Man beachte, dass die durchschnittliche
Infektionsperiode 1/b = 0,23 Woche oder 1,6 Tage betragen wiirde. Die ge-
fahrdete Bevolkerung wire N = Sp + Ip ~ 57.369. Die Reproduktivitit wire
Ho = kN /b ~ 1,09 und numerisch fast gleich ¢. Dieser %, scheint im Ver-
gleich zu typischen Werten fiir andere Infektionskrankheiten eher gering zu
sein, zumal die Pestepidemie nicht auf eine langsame Zunahme der Bevolke-
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rungsdichte bis zum Schwellenwert %y = 1 zuriickzufiihren ist, sondern mit
ziemlicher Sicherheit auf die Ankunft infizierter Ratten per Schiff; die dritte
Pestepidemie begann 1894 in Hongkong. Da jedoch die ,,scheinbare Infekti-
onsperiode* 1/b (die, wie oben gesehen, schwer zu interpretieren ist) eben-
falls sehr kurz ist, nimmt die Verdopplungszeit log(2)/(kSop — b) zu Beginn
der Epidemie einen verniinftigen Wert an, etwa 13 Tage. Ein groBeres Pro-
blem ergibt sich, wenn man die gefiahrdete Bevolkerung N ~ 57.000 betrach-
tet. Aus den Berichten iiber die geografische Verteilung der Pestfille beim
Menschen geht hervor, dass alle dicht besiedelten Gebiete der Insel Bom-
bay von der Epidemie betroffen waren. Es gibt keinen ersichtlichen Grund,
warum bei einer Gesamtbevolkerung von etwa einer Million Menschen nur
57.000 Menschen gefihrdet sein sollten.

Man konnte sich fragen, ob eine leicht abweichende Wahl von Iy (unter
der Annahme, dass es sich um eine ganze Zahl handelt) zu verniinftigeren
Parameterwerten fithren konnte. Dies ist in Tabelle 12.1 dargestellt, wobei
wir % anstelle von k angeben. Die entsprechenden Epidemiekurven (nicht
gezeigt) bleiben alle nahe an der Kurve in Abbildung 12.1, aber die Annéhe-
rung verschlechtert sich mit zunehmendem .

Tabelle 12.1: Empfindlichkeit der Parameter gegeniiber der Wahl von 1.

Iy So 1/b (Tage) %o

1 57.368 1,6 1,09
2 35.439 3,0 1,17
3 28.202 4,3 1,24

Die Tabelle 12.1 scheint darauf hinzudeuten, dass der Schitzungsprozess
nicht wirklich robust ist. Es wird jedoch angenommen, dass %, knapp iiber
1 liegt, so dass das Modell sehr empfindlich auf kleine Anderungen der Para-
meterwerte reagiert. Auf jeden Fall sind die verschiedenen Werte von Sy und
N = Sp + I in der Tabelle 12.1 alle viel zu klein, um realistisch zu sein.

Bislang wurde implizit davon ausgegangen, dass alle Infektionen zum Tod
fiihren. Studien berichten jedoch von 11.010 Todesféllen bei 12.245 Infektio-
nen, was einer Sterblichkeit von 90 % entspricht. Da R(¢) sowohl Sterbefille
als auch geheilte Personen umfasst, muss die Kurve fiir dR /dt (Abb. 12.1) mit
einem neuen Maximum o gleich 890/0,9 ~ 989 neu skaliert werden, wobei
die Parameter 8 und ¥ gleich bleiben. Mit Iy = 1 sind die neuen Parameter
So 7 69.183, 1/b =~ 1,5 Tage und %, ~ 1,08. Es gibt kaum einen Unterschied
zu dem Fall, in dem die Sterblichkeit bei 100 % liegt; die geschitzte gefihr-
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dete Bevolkerung bleibt zu klein.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die Anpassung der Epidemiekur-
ve unter der Annahme konstanter Parameter zu unrealistischen Parameterwer-
ten fithrt. Es reicht nicht aus, wie Kermack und McKendrick schreiben, dass
,.die berechnete Kurve, die impliziert, dass die Raten wéhrend der Epidemie
nicht variierten, ungefihr mit den beobachteten Zahlen iibereinstimmt*.

12.4 Saisonalitiit

Die Losung des Problems aus dem vorigen Abschnitt ist eigentlich sehr ein-
fach. Das Modell (12.2) muss aufgegeben werden. Die Kurve in Abbildung 12.1
kann mit realistischeren Parameterwerten durch Einbeziehung der Saisonali-
tit erhalten werden. Ziel ist es nun, ein solches Modell der Pestepidemie zu
konstruieren und die entsprechende Reproduktivitit %, abzuschitzen. Dazu
werden die beiden Hauptwirte (Ratten und Flohe) eingefiihrt, fiir die die Re-
produktivitit Jp eines Typs ein besseres MaB fiir den zur Bekdmpfung der
Epidemie erforderlichen Aufwand ist als %Zy. Wir werden daher auch die Be-
rechnung von .7 fiir saisonale Modelle diskutieren, die von groBerem Inter-
esse sein konnte.

Die Pest trat in Bombay im August 1896 auf, aber die erste echte Epi-
demie begann im Friihjahr 1897. Sie wurde endemisch. Todesfille durch die
Pest traten zumindest bis 1911 fast jeden Monat auf, mit Hohepunkten im
Mirz oder April eines jeden Jahres (Abb. 12.2). Eine hohe Sterblichkeit wur-
de stets zwischen Dezember und Juni beobachtet, eine niedrige zwischen Juli
und November. Die Pest blieb in Bombay bis 1923 hiufig. Diese regelmiflige
Saisonalitit unterscheidet sich deutlich von den Pestepidemien des 14. bis 18.
Jahrhunderts in Europa, die unregelmifig auftraten.

In Studien, die zeitgleich mit der Epidemie in Indien durchgefiihrt wur-
den, wurde der Ursprung dieser Saisonalitidt untersucht. Ein Vergleich mit den
meteorologischen Statistiken zeigte, dass die Epidemie nicht aufrechterhalten
werden konnte, wenn die Durchschnittstemperatur iiber 80°F, d.h. 26,7°C
lag. Eine dhnliche Schlussfolgerung wurde fiir andere Teile Indiens gezogen,
wobei die Feuchtigkeit eine untergeordnete Rolle spielte. Pestbazillen sind
temperaturempfindlich. Laborexperimente haben gezeigt, dass der Anteil der
Flohe, in deren Migen sich die Pestbazillen reichlich vermehren, bei kiihlem
Wetter um ein Vielfaches hoher sein kann als bei warmem Wetter. Dement-
sprechend konnen Flohe bei kithlerem Wetter viel ldnger infektios bleiben als
bei wirmerem Wetter. Die Verwendung eines kalten oder beheizten Raums
fiihrte zu dhnlichen Ergebnissen.

Ein weiterer Faktor war die saisonale Prisenz von Rattenflohen. Zwischen
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Todesfélle
Jahr

ro Woche
i 1906 4000

500 |

Abbildung 12.2: Wochentliche Zahl der Todesfille durch die Pest in Bombay zwi-
schen Januar 1897 und Dezember 1911.

Januar und Mirz wurden mehr Flohe mit Meerschweinchen als Koder gefan-
gen als in den anderen Monaten des Jahres. Die durchschnittliche Zahl der
gefundenen Flohe war bei Ratten, die zwischen Februar und Mai gefangen
wurden, am hochsten. Die Schwankungen im Flohaufkommen koénnten je-
doch darauf zuriickzufiihren sein, dass die Flohe die toten Ratten verlassen,
um einen neuen Wirt zu finden.

Die saisonale Fertilitdt der Ratten, die anhand des Anteils junger und
trichtiger Ratten unter den gefangenen Ratten geschitzt wurde, schien weni-
ger wichtig zu sein. Die Rattenpopulationen schwangen jedoch mit Sicherheit
aufgrund der Sterblichkeit durch die Pest.

Damit ist klar, dass der Riickgang der Epidemie im Juni 1906 nicht auf
einen Riickgang der Anzahl der suszeptiblen Menschen unter einen bestimm-
ten Schwellenwert zuriickzufiihren ist, wie es das Modell von Kermack und
McKendrick nahelegt, sondern einfach auf einen saisonalen Faktor, der Ba-
zillen und Flohe betrifft. Als alternatives Modell konnte man versuchen, die
gleichen Gleichungen (12.2) beizubehalten, aber mit periodischen k- oder b-
Koeffizienten. Zum jetzigen Zeitpunkt erscheint jedoch ein etwas komplexe-
res und realistischeres Modell angemessen. Seien

* S(z) die Anzahl der suszeptiblen Ratten,
* I(r) die Anzahl der infizierten Ratten,
* R(¢) die Anzahl der immunisierten Ratten,

* P(t) =S(¢) +1(¢) + R(¢) die Gesamtzahl der lebenden Ratten.
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Genauer gesagt, werden nur die Hausratten betrachtet, obwohl aus den Be-
richten klar hervorgeht, dass der Pestepidemie bei diesen Ratten immer eine
dhnliche Epidemie bei den Wanderratten vorausging, die nur wenige Wochen
auseinander lag. Seien

* V(¢) die Zahl der Vektoren, d. h. der frei lebenden infizierten Flohe, die
noch nicht an einer Ratte oder einem Menschen haften,

* H(r) die Zahl der infizierten Menschen,
* D(¢) die Inzidenz der Todesfille durch Pest beim Menschen.

Suszeptible Menschen und suszeptible Flohe werden nicht beriicksichtigt, da
sie wahrscheinlich in der Uberzahl waren: Es sei daran erinnert, dass es bei
einer Bevolkerung von einer Million Menschen jihrlich etwa 10.000 Pesttote
gab. Da es sich bei der Beulenpest in erster Linie um eine Rattenpest handelt
und der Mensch nur gelegentlich als Wirt fiir Rattenflohe in Frage kommt,
wird die Anzahl der suszeptiblen und immunen Ratten beriicksichtigt. Der
Infektionsprozess lédsst sich wie folgt zusammenfassen:

%:A(P)—ms—c(1—w)n(e(t))§v+gu1, (12.7)
dl S

dR

o= nul—mR, (12.9)
%:xv(l—e—n)ul—cv, (12.10)
% —comn(0(t)V—bH,  D(t)=cbH(). (12.11)

Die Tabelle 12.2 gibt die Bedeutung der Parameter und ihre numerischen
Werte an. Im Folgenden werden einige Anmerkungen zum Modell und zu
den Parametern gemacht:

o Man beachte die Ahnlichkeit zwischen diesem Modell und den Mo-
dellen zur HIV-Infektion innerhalb eines Wirtes: infizierte Ratten set-
zen die Flohe frei, wenn sie sterben, genauso wie infizierte CD4-Zellen
HIV-Virionen freisetzen.

* Das Modell eignet sich fiir die Beulenpest, die bei weitem haufigste
Pest in Indien, aber natiirlich nicht fiir die Lungenpest, die z. B. die
Hauptform der Pestepidemie in Harbin, China, im Jahr 1910 war. Die
Lungenpest kann direkt von Mensch zu Mensch iibertragen werden.
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+ Laborversuche haben gezeigt, dass eine direkte Ubertragung der Beu-
lenpest ohne Flohe nicht moglich ist.

» Die Daten in Leslies klassischem Artikel [4, Kapitel 25] beziehen sich
auf Wanderratten (man beachte, dass die Halbwertszeit log(2)/m ~
23 Monate betriagt). Experimentelle Ziichtungen von Hausratten, de-
ren Population wie e~ wichst, haben jedoch dhnliche Ergebnisse
geliefert. Der Parameter K im Ausdruck von A(P), der sich auf die
GroBe der Rattenpopulation bezieht, ist ein freier Parameter, der fiir
die Kurvenanpassung der Pest beim Menschen verwendet wurde.

* Die durchschnittliche Zeit, die ein freier Floh benétigt, um einen Wirt
zu finden, wurde auf Grund folgender Beobachtung mit 1/c¢ ~ 1 Tag
angesetzt: ,.In einem Gebdude in Bombay, in dem es eine grof3e Sterb-
lichkeit unter den Ratten gab, die nachweislich auf die Pest zuriick-
zufithren war, hatten wir Rattenflohe in grofler Zahl von den Beinen
der Menschen genommen, die einige der Rdaume in diesem Gebédude
auch nur fiir kurze Zeit betraten. Die Einnahme von 1/¢ & 0,5 pro Tag
macht fast keinen Unterschied (sieche Abschnitt 12.6 unten).

e Der Anteil o freier Flohe, die einen menschlichen Wirt finden, hingt
von den hygienischen Bedingungen in Bombay ab. Er wurde als Para-
meter verwendet, der angepasst werden muss, mit dem Hinweis, dass
die Zahl der Todesfille durch die Pest fast proportional zu  ist.

* Die Ubertragungswahrscheinlichkeit 77(8) modelliert die Temperatur-
abhingigkeit der Entwicklung von Bazillen in den Migen von Flohen.
Es wurde eine glatte Funktion mit einem relativ scharfen Schwellen-
wert bei 80°F gewihlt, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass Flohe bei
heillem Wetter die Pest iibertragen, etwa halb so hoch ist wie bei kiih-
lem Wetter. Die maximale Ubertragungswahrscheinlichkeit 7 ist ein
freier Parameter, der zur Anpassung der Pestkurve beim Menschen ver-
wendet wurde. In einer Studie wird eine Ubertragungswahrscheinlich-
keit pro Stich von weniger als 15 % angegeben; es ist jedoch zu be-
achten, dass 7(0) die Gesamtiibertragungswahrscheinlichkeit ist, was
mehrere Stiche des Flohs auf seinem Rattenwirt voraussetzt.

* Abbildung 12.3 zeigt die in Bombay von Januar 1897 bis Dezember
1906 gemessene Durchschnittstemperatur mit einem Zeitschritt von
zwei Wochen. Sie ist nahe an einer periodischen Funktion. Fiir unser
Modell nehmen wir vereinfachend an, dass 6(¢) eine echte periodische
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Tabelle 12.2: Parameterwerte.

A(P)  Rattenfertilitit r = 0,4/Monat
A(P)=rP/(1+P/K) K = 50.000 Anpassung
1/m  Lebenserwartung von Rat- m = 0,03/mois
ten
1/c Zeit fur freie Flohe, einen ¢ = 30/Monat
Wirt zu finden
o Anteil der freien Flohe, die 0w =2% Anpassung
einen menschlichen Wirt
finden
m(0) Wahrscheinlichkeit der 7(0)=mx (0,75— Anpassung
Ubertragung  vom  Floh 0,25 tanh(6 — 80)),
auf die Ratte oder den mH=90%
Menschen (6 in °F)
0(t) Temperatur (°F) Abb. 12.3
1/ Dauer der Pest bei Ratten U = 3/Monat
€ Anteil der Ratten, die sich &£€=10%
ohne Immunitit erholen
Anteil immunisierter Ratten 71 =10%
X Anzahl der Flohe pro Ratte =4
v Ubertragung von Ratte auf v =mp Annahme
Floh
1/b  Dauer der Menschenpest b = 4/Monat
c Sterblichkeit 0=90%
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Funktion mit einer Periode von T = 1 Jahr ist, deren Werte durch Mit-
telung der zehnjihrigen Daten in Abbildung 12.3 erhalten wurden. Es
gibt keine offensichtliche Korrelation zwischen der Abweichung der
monatlichen Temperatur von ihrem Mittelwert und den Schwingun-
gen in der Grofle der saisonalen Hochstwerte der Epidemie in Abbil-
dung 12.2.

Temperatur (°F)

Abbildung 12.3: Durchschnittstemperatur in ° F in Bombay zwischen Januar 1897 und
Dezember 1906 und die periodische Funktion, die sie am besten annihert (gepunktete

Linie).

L]

L]

Der Anteil der infizierten Ratten, die die Pest mit oder ohne Immu-
nitit iiberleben, ist nicht leicht abzuschitzen, da viele der in den La-
borexperimenten verwendeten Ratten bereits immun waren. Ahnliche
Experimente, die an nicht immunisierten Meerschweinchen unter giin-
stigen Temperaturbedingungen durchgefiihrt wurden, ergaben jedoch,
dass 10-20 % iiberleben konnten. Der Einfachheit halber wurde ange-
nommen, dass € = 1] = 10 %. Auf diese Weise hat eine infizierte Ratte,
die die Pest iiberlebt, eine 50-prozentige Chance, immun zu sein, und
eine 50-prozentige Chance, noch suszeptibel zu sein.

Die Anzahl der Flohe, die auf Hausratten gefunden wurden, schwang
saisonal. Nur der Durchschnitt von ) == 4 Flohen pro Ratte wurde bei-
behalten.

Da die Ratte ein Warmbliiter ist, wurde angenommen, dass die Wahr-
scheinlichkeit der Ubertragung der Pest von der Ratte auf den Floh
nicht von der AuBlentemperatur abhingt und gleich dem Maximum der
Wahrscheinlichkeit der Ubertragung vom Floh auf die Ratte ist, d. h.

V=mp.
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Zusammengefasst wurden drei freie Hauptparameter (K, @, my) beibehal-
ten, um die Anzahl der Pesttodesfille anzupassen. Diese Parameter wurden
durch Versuch und Irrtum so angepasst, dass die maximale Zahl der Todes-
fille weniger als 1.000 pro Woche betrigt, der Hohepunkt der Epidemie im
Mirz oder April liegt und die Epidemie saisonal etwa fiinf Monate dauert.
Wir wihlten schlieflich K = 50.000, @ = 2 % und 7y = 90 %. Die Population
von Hausratten in Abwesenheit der Pest betrigt somit S* = K(r/m—1) ~
620.000, d. h. weniger als eine Hausratte pro Einwohner. Mit den von uns
gewihlten Parameterwerten und einer Anfang August 1896 eingefiihrten in-
fizierten Ratte konvergiert das Modell (12.7)-(12.11) gegen eine periodische
Losung, die wir mit den Daten fiir die Jahre 1904-1907 in Abbildung 12.4
vergleichen.

Todesflle pro Woche 10007]

Abbildung 12.4: Wochentliche Zahl der Todesfille durch die Pest zwischen Januar
1904 und Dezember 1907 und die Komponente D(¢) der periodischen Modelllgsung.

Die Resultate des Modells konnen aus den folgenden Griinden nicht an
die gesamte Zeitreihe der Abbildung 12.2 angepasst werden. Der erste Ho-
hepunkt der Epidemie, den das Modell nach der Einfiihrung eines infizierten
Falles erzeugt, ist um ein Vielfaches grofler als die Hohepunkte in den fol-
genden Jahren, da alle Ratten zu Beginn suszeptibel sind. Dies ist in Abbil-
dung 12.2 nicht zu sehen. Mogliche Erkldrungen finden sich in einem Be-
richt iiber die Pest in Bombay, der 1897 veroffentlicht wurde, d. h. ein Jahr
nach Beginn der Epidemie und mehrere Jahre vor der Einsetzung des Bera-
tenden Ausschusses und der Arbeitskommission. Der Bericht beschreibt die
Schwierigkeiten bei der Ermittlung zuverlédssiger Schitzungen der Peststerb-
lichkeit im ersten Jahr der Epidemie: In einigen Monaten betrug die Zahl der
als pestbedingt gezidhlten Todesfdlle (Abb. 12.2) schitzungsweise weniger
als ein Drittel der Uberschusssterblichkeit, die durch Subtraktion der durch-
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schnittlichen Sterblichkeit der vorangegangenen Jahre von der wihrend der
Epidemie beobachteten Gesamtsterblichkeit berechnet wurde. Ein zehn Jahre
spater, 1907, veroffentlichter Bericht war dagegen sehr zuversichtlich, was
die Peststatistiken betraf, da die Identifizierung von Pestfillen inzwischen
Routine geworden war. Die GrofBe der ersten Epidemiespitzen in der Abbil-
dung 12.2 ist daher fragwiirdig. Ein weiterer wichtiger Faktor war der Riick-
gang der Bevolkerung von 850.000 auf 437.000 zwischen Dezember 1896
und Februar 1897; die Einwohner waren aus Bombay geflohen, um der Pest
zu entkommen. Diese Migration, die damals als ,,wahrscheinlich einmalig in
der Weltgeschichte* galt, verringerte zweifellos die GroBe des ersten Hohe-
punkts der Epidemie. Einige Monate nach dem ersten Hohepunkt kehrte die
Bevolkerung auf ihr normales Niveau zuriick. SchlieBlich ist es moglich, dass
die geringeren Epidemiespitzen nach 1907 (Abb. 12.2) auf wirksame Mal3-
nahmen zuriickzufiihren sind, die von der Kommission vorgeschlagen wur-
den, nachdem sie die Epidemiologie der Pest sorgfiltig untersucht hatte. All
dies erklirt, warum sich die Abbildung 12.4 nur auf den Zeitraum 1904-1907
konzentriert.

Abbildung 12.5 zeigt die periodischen Schwingungen der Rattenpopula-
tion. Verglichen mit der krankheitsfreien Situation hat die Pest die Gesamt-
population der Ratten um etwa das Fiinffache reduziert. Die Population der
suszeptiblen Ratten ist wihrend der Pestsaison von Februar bis April eben-
falls sehr gering, nimmt aber ab Ende April zu, wenn die hoheren Temperatu-
ren die Ubertragung verringern. Dieser Anstieg hilt bis zum darauf folgenden
Januar an. Die Zahl der suszeptiblen Ratten und die Temperaturbedingungen
sind dann giinstig fiir eine neue Epidemie. Die Mindestzahl der infizierten
Ratten wihrend einer Saison betrigt 26, was viel zu wenig ist, um auf der
Abbildung sichtbar zu sein, aber wahrscheinlich ausreicht, um eine Auslo-
schung zu verhindern, wenn man die Stochastizitét beriicksichtigt. Der Anteil
der immunisierten Ratten R /P schwingt zwischen 25 % im Februar zu Beginn
des saisonalen Ausbruchs und 65 % im Mai am Ende des Ausbruchs. Diese
Veridnderungen der Immunitédt wurden auch in den Laborexperimenten beob-
achtet. SchlieBlich ist festzustellen, dass sich die Epidemie in Abbildung 12.4
und die Tierseuche in Abbildung 12.5 weitgehend iiberschneiden, wobei er-
stere nur wenige Wochen hinter letzterer zuriickbleibt. Dies wird durch die
Daten iiber die infizierten Hausratten (Ilebend oder tot) bestitigt, die 1905-
1906 in Bombay analysiert wurden.

Wie beim klassischen periodischen S-I-R-Modell mit Demografie (siehe
[20] und den Abschnitt 16.1) kann das Modell (12.7)-(12.11) subharmonische
Losungen (deren Periode ein Vielfaches des Jahres ist) und moglicherweise
auch chaotische Losungen fiir bestimmte Parameterwerte aufweisen. Es wur-
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Abbildung 12.5: Rattenpopulation: suszeptibel (S), infiziert (I), immun (R) und insge-
samt (P).

de kein Versuch unternommen, ein Bifurkationsdiagramm zu zeichnen. Diese
potenzielle Komplexitit konnte teilweise erkldren, warum die saisonalen Ho-
hepunkte der Epidemie in Abbildung 12.2 nicht alle gleich grof} sind. Hier
ging es einfach darum zu zeigen, dass ein saisonales Modell die Daten mit
realistischen Parameterwerten erfassen kann.

12.5 Reproduktivitit eines Typs mit Saisonalitéit

Wenden wir uns nun der zweiten Frage zu, die in Abschnitt 12.1 gestellt wur-
de: Wie hoch ist die mit der Pest in Bombay verbundene Reproduktivitdt? Wir
verwenden das periodische Modell aus dem vorherigen Abschnitt, das Ratten
und Flohe einschlieft. Bei Infektionskrankheiten mit mehreren Wirten ist es
besser, die Reproduktivitit fiir jeden ,,Typ* zu berechnen, d. h. die Reproduk-
tivitét fiir jeden Wirt. Erinnern wir uns zunéchst an einige Allgemeinheiten
iiber die Reproduktivitit eines Typs in einer konstanten Umgebung, bevor
wir den Begriff auf periodische Modelle ausweiten.

Eine konstante Umgebung

Man betrachte ein linearisiertes autonomes Modell mit /2 infizierten Klassen
dl/dt = (A—D)I(t), wobei

. I(t) = (Il(t),..~7Iﬂ’l(t))’

* A ist eine Infektionsmatrix, deren Elemente alle nichtnegativ sind,
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* D ist eine Ubergangs- und Heilungsmatrix mit D; ; < O fiir alle i # j,
Y., D; ; > O fiir alle j und so, dass alle ihre Eigenwerte einen positiven
Realteil haben.

Wir nennen dies das (A, D)-Modell. Die Reproduktivitit ist Zy = p (%), der
Spektralradius der nichtnegativen Matrix .# = AD~! (Kapitel 3).

Nehmen wir nun an, dass die Kontrolle der Epidemie auf einer nicht lee-
ren Teilmenge & C {1,...,m} aller infizierten Klassen erfolgt. Sei P die Pro-
jektionsmatrix auf dieser Teilmenge: P; j = 0 wenn i # j oder i = j ¢ &
P;;=1wenniec &. Sei .7 die Identititsmatrix der Ordnung m. Seien

~

A=PA, A*=(#-P)A, D=D-A"

Mit anderen Worten: Die Zeilen der Matrix ;‘: deren Nummer in der Menge &
liegt, sind die gleichen W/i\e die der Matrix A, wihrend die anderen Zeilen
Null sind. Dann ist A = A + A*. Da A* eine nichtrlegative Matrix ist, sind
alle Elemente auflerhalb der Diagonalen der Matrix D nichtpositiv. Ferner ist

D=D-(#-P)A=[4 —(# -P)AD"'|D=[# — (5 —P).#]D.

Damit die Reproduktivitit .7, die mit & verbundenA ist, gut definiert ist, neh-
men wir an, dass p((.# —P).#) < 1.Da A—D = A —D, ist es so, als hitten
wir ein linearisiertes Modell

%: (A-D)10)

mit einer Ubertragungsmatrix A und einer Ubergangs- und Erholungsma-

trix D. Wir kommen zur Definition:

fiir das (A,D)-Modell ist die Reproduktivitit F, die mit & ver-
bunden ist, die Reproduktivitit des (A,D)-Modells.

Dabher ist
Z=p (AD™') =p (PAD™'.7 — (7 —P).#] ™)
=p(PH[I—(5-P)H]"). (12.12)

Fiir zeitdiskrete Modelle der Form I(¢ + 1) = (A +B)1(z) mit nichtnega-
tiven Matrizen A und B, so dass p(B) < 1 (siehe Kapitel 6), gilt Zo = p (%)
mit .# = A(.# —B)~!. Eine dhnliche Berechnung zeigt wiederum, dass

Jo=p (PA(SI — (S —P)A-B) ) =p (PH |5 — (5 —P)#]").
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Eine periodische Umgebung

Betrachten wir nun ein linearisiertes T-periodisches System

dl
o= (A ~DO)I(),
das als (A(r),D(¢))-Modell bezeichnet wird, wobei A(z) eine stetige nicht-
negative Infektionsmatrix und D(z) eine stetige Ubergangs- und Erholungs-
matrix mit nichtpositiven Elementen auBlerhalb der Diagonalen ist. Es wird
weiterhin angenommen, dass der dominante Floquet-Multiplikator p (X (T))
des Systems dX/dt = —D(r) X(¢) mit X(0) = .# kleiner als 1 ist.
Betrachten wir wie oben eine Teilmenge & und die entsprechende Projek-
tionsmatrix P. Seien A(t) = PA(¢), A*(t) = (# —P)A(¢) und D(r) =D(¢) —
A*(t). Dann ist A(t) = A(t) + A*(t) und A(r) — D(t) = A(t) — D(¢). Die Ele-
mente aul3erhalb der Diagonale der Matrix ﬁ(t) sind nichtpositiv. Angenom-
men, der dominante Floquet-Multiplikator p(X(T)) des Systems dX/dt =

—D(r) X(¢) mit X(0) = .# ist kleiner als 1. Wir kommen zur Definition:

die mit & verbundene Reproduktivitit Ty im (A(t),D(t))-Modell
ist die Reproduktivitiit des (A(t),D(r))-Modells.

Fiir den besonderen Fall von Differentialgleichungssystemen ldsst sich mit
Hilfe der Floquet-Theorie % berechnen (Proposition 7.11): % ist die einzi-
ge positive Zahl, bei der das lineare periodische System

dl A(r)

—=|—=—-D(@)|1(r

= |5 -]

einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1 hat. Damit ist die zu & ge-

horende Reproduktivitit .7 die einzige positive Zahl, bei der

All) =~

—= —D(z
7 P

ar

- = 1(t) (12.13)

einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1 hat. Diese Zahl % hat die
gleichen Schwellenwerteigenschaften wie %o: Wir haben % > 1, genau dann,
wenn das System d1/dt = (A(r) — D(z))I(¢) eine positive Wachstumsrate hat.
Diese ist aber gleich der Wachstumsrate des Systems d1/dr = (A(t) —D(z))1(z).
Der krankheitsfreie Zustand ist also genau dann instabil, wenn % > 1.

Fiir T-periodische Modelle in diskreter Zeit I(r + 1) = (A(¢) + B(¢))I(¢)
mit nichtnegativen Matrizen A(¢) und B(¢) und p(B(T—1)---B(1)B(0)) <
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1 wie im Kapitel 6 ist die Reproduktivitit eines Typs immer noch durch
die Reproduktivitidt des Ersatzmodells I(# + 1) = (A(r) + B(#))I(¢) gegeben,
wobei A(r) = PA(t) und B(r) = (.# — P)A(r) + B(t), vorausgesetzt, dass
p(B(T—1)---B(1)B(0)) < 1.

Fiir periodische Modelle mit partiellen Differentialgleichungen, die durch
die seit der Infektion vergangene Zeit x strukturiert sind und die folgende
Form haben,

o1 o
> + i —D(t,x)1(¢,x), (12.14)
o0
1(1,0) :/ Alt,0)1(1,x) dx, (12.15)
JO

kann die Reproduktivitit eines Typs als die positive Zahl .7 definiert werden,
so dass das System (12.14) mit der Randbedingung

1(£,0) = /+°° (PA%X)

Jo
eine Wachstumsrate von Null d.h. eine Reproduktivitit gleich 1 hat, voraus-
gesetzt, dass das System (12.14) mit der Randbedingung

+(I - P)A(t,x)) I(t,x)dx

+oo
1(,0) = /0 (7 —P)A(t,x)1(1,x)dx,

eine negative Wachstumsrate (oder eine Reproduktivitiit < 1) hat. Wenn A(z,x)
und D(#,x) nicht von x abhéngen, ist es leicht zu sehen, dass diese Definition
mit der der Gleichung (12.13) iibereinstimmt.

Eine Anwendung

Betrachten wir als Beispiel das Modell in Abschnitt 12.4. Die Anzahl der Rat-
ten im krankheitsfreien Zustand ist S* = K(r/m— 1). Das linearisierte System
fiir infizierte Ratten und Flohe ergibt einen Vektor der infizierten Klassen,
nimlich den Vektor (I(r), V(¢)). Die Reproduktivitidt %, die Reproduktivitiit
i fiir die Ratten und die Reproduktivitit Z fiir die Flohe sind so, dass die
periodischen linearen Systeme von Differentialgleichungen mit den Matrizen

—H c(l—w)n(6(z))/ %o
( xv(l—e—n)u/Z% e ) (12.16)
—H c(l-)r(6(1))/ %
( xv(l—e—mu —c K ) (12.17)

—H c(1—w)m(6(r))
( xv(l—e—mu/N —c )> (12.18)
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alle einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1 haben. Mit den Wer-
ten der Parameter des vorhergehenden Abschnitts erhalten wir % =~ 1,3 und
Tk = H =~ 1,8 (genauer Fg = Fy ~ 1,78). Im besonderen Fall von peri-
odischen Systemen wie (12.16)-(12.18) gilt auch (%,)> = Zg = F, wie im
autonomen Fall

12.6 Zwei Zeitskalen und das S-I-R-Modell

Im Abschnitt 12.4 wurde festgestellt, dass die Kurve fiir die Anzahl der To-
desfille durch die Pest nicht empfindlich auf Anderungen des Parameters ¢
reagierte. Die Erkldrung ist einfach: Die durchschnittliche Zeit, die ein freier
Floh benétigt, um einen neuen Wirt zu finden, 1 /¢ = 1 Tag oder 1/30 eines
Monats, ist die kiirzeste Zeitskala im Modell (12.7)-(12.11). Daher kann man
davon ausgehen, dass sich die Gleichung (12.10) in einem quasi-stationédren
Zustand befindet: ¢V = x v(1 — & —n)ul. Wir ersetzen ¢V in den Gleichun-
gen (12.7), (12.8) und (12.11). Wir erhalten das folgende reduzierte System,
das ¢ nicht beinhaltet:

% =AP)—mS—(1-—w)x(0) %xv(l —e—n)ul+epl, (12.19)
%z(l—a))n(e)ng(l—s—n)ul—,ul, (12.20)
dR

o= nul—mR, (12.21)
‘2—}: —on(0)fv(l—e—nul—bH, D()=0cbH(). (12.22)

Wir kénnen nachweisen, dass die periodische Losung dieses Systems tatséch-
lich sehr nahe an der des Systems (12.7)-(12.11) liegt, wenn ¢ = 30 pro Monat
und noch niher, wenn ¢ = 60 pro Monat ist. Betrachten wir nun die Gleichung
(12.20). Da es im reduzierten System nur eine Art von obligatorischem Wirt
gibt, fallen die Reproduktivititen %y und .7 zusammen und sind gleich dem
zeitlichen Mittelwert

(1-0) |1 [ wo0)dr| xvii-e-n)

(Proposition 7.14). Numerisch erhalten wir .7 = 1,79, ein Wert, der sich bio-
logisch nicht von dem Wert 1,78 unterscheidet, der im Abschnitt 12.5 mit der
Floquet-Theorie erhalten wurde.

Das System (12.19)-(12.21) ist eine Art periodische Version des S-I-R-
Modells (12.2), jedoch mit Demografie und einer moglichen Riickkehr nach
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der Genesung in die suszeptible Klasse. Die Zahl der Todesfille, die sich
aus der Beziehung (12.22) ergibt, folgt den Verénderungen von I(z) mit einer
Verzogerung von 1/b um eine Woche.

12.7 Fazit

Das von Kermack und McKendrick vorgeschlagene Modell ist vom biologi-
schen Standpunkt aus gesehen nicht wirklich gut. Auch wenn die Epidemie
von 1906 nur wenige Monate dauerte, ist der Einfluss der Saisonalitit nicht zu
vernachldssigen. Daher wurde ein neues periodisches Modell vorgeschlagen.
Da das Modell zwei verschiedene Wirte umfasste, wurde die Reproduktivitét
jedes Wirts und nicht %, berechnet. Damit wurde der Begriff der Reprodukti-
vitit eines Typs auf Modelle mit Saisonalitéit ausgedehnt. Die Reproduktivitit
eines Typs fiir das Zwei-Wirt-Modell wurde auch mit der Reproduktivitit ei-
nes reduzierten Modells mit einem einzigen Wirt verglichen.

Die Probleme mit dem Modell von Kermack und McKendrick fiir die
Pestepidemie in Bombay wiren irrelevant, wenn es nicht in Lehrbiichern als
eines der besten Beispiele dafiir verwendet wiirde, wie ein mathematisches
Modell den epidemischen Prozess erkldren und an die Daten anpassen kann.
Das erste Problem war die Grofle N der gefihrdeten Bevolkerung. In vie-
len Modellen wird der Schitzung der Reproduktivitit groBe Aufmerksamkeit
gewidmet, die in einfachen Modellen eng mit dem endgiiltigen Anteil der
Bevolkerung zusammenhingt, der am Ende infiziert wurde. Aber auf welche
Bevolkerung beziehen sich diese Berechnungen? Handelt es sich um die Be-
volkerung des Viertels, in dem die Epidemie ausbricht, um die Bevolkerung
der Stadt, der Region oder des ganzen Landes? Es scheint, dass die Ungewis-
sheit iiber N viel groBer ist als iiber %. Beide sind notwendig, um die end-
giiltige GroBe der Epidemie vorherzusagen; N ist sogar noch wichtiger als
Ho, um die Groflenordnung der Epidemie zu erhalten. Das zweite Problem
war, dass das Modell von Kermack und McKendrick die Saisonalitit nicht
beriicksichtigte, obwohl dies eines der offensichtlichsten Merkmale der Ab-
bildung 12.2. Diese Beobachtung konnte auch fiir einige aktuelle Pandemie-
Modellierungsstudien von Bedeutung sein.



Kapitel 13

Endgiiltige Grole von Epidemien mit Saisonalitit

Wir untersuchen ein S-I-R-System mit periodischen Koeffizien-
ten, das eine Epidemie in einer Umgebung mit Saisonalitiit be-
schreibt. Anders als in einer konstanten Umgebung ist die end-
giiltige Grifie der Epidemie nicht unbedingt eine zunehmende
Funktion der Kontaktrate. Auflerdem konnen grofie Epidemien
auftreten, selbst wenn %y < 1. Aber wie in einer konstanten Um-
gebung konvergiert die endgiiltige Grofie der Epidemie gegen 0,
wenn %y < 1 und wenn der anfingliche Anteil der infizierten
Personen gegen 0 konvergiert. Wenn %y > 1, ist die endgiiltige
Grdfe der Epidemie grofer als der Anteil 1 — 1 /%y der anfiing-
lichen nicht-immunen Bevolkerung.

13.1 Periodisches S-I-R-Modell
Man betrachte das S-I-R-System fiir Bevolkerungsanteile:

as _
dr

ar _
dr

dR

—a(t)ST, a(t)ST—b(1)I1, Z:b(t)l' (13.1)
Die effektive Kontaktrate a(¢) und die Heilungsrate b(¢) sind stetige, positive
und T-periodische Funktionen. Die Funktion S(¢) ist der Anteil der Bevolke-
rung, der suszeptibel, d. h. noch nicht infiziert ist, I(r) der Anteil, der infiziert
ist, R(¢#) der Anteil, der sich von der Infektion erholt hat und immun ist, so

dass S(¢) +1(r) + R(7) = 1. Man betrachte die Anfangsbedingung

S(to)=1—i—r, I(tg)=i, R(to)=r, (13.2)
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mit i >0, r >0 und i +r < 1. Die trivialen Fille i = 0 und i +» = 1 sind
ausgeschlossen. Der besondere Fall, in dem » = 0 ist, entspricht einer neu
auftretenden Krankheit, gegen die die Bevolkerung keine Immunitit besitzt.
Sei Ro. der Grenzwert von R(#), wenn ¢ — +o0. Dann ist R — r die endgiiltige
GroBe der Epidemie. Das System (13.1) mit einer periodischen Funktion a(r)
und einem konstanten Parameter b kann fiir durch die Luft tibertragene Vi-
ruskrankheiten verwendet werden, die sich im Vergleich zu demografischen
Prozessen und der Dauer der Immunitét schnell ausbreiten, wie Influenza und
SARS (schweres akutes respiratorisches Syndrom).

Wenn die Funktionen a(7) und b(r) konstant sind, ist das System (13.1)
das S-I-R-Modell von Kermack und McKendrick (Kapitel 1). In diesem Fall
gibt es eine implizite Formel fiir den Grenzwert R..,

1—Ro=(1—i—r)exp {% Rl""_r’”} , (13.3)

wobeil %y = a(l —r)/b die Reproduktivitiit ist. Diese Formel kann wie in
der Proposition 1.3 bewiesen werden. Daraus folgt, dass R.. eine steigende
Funktion von %, und von i ist, unabhingig von . Wenn %, < 1, dann gilt
R.. — rfiri — 0. Wenn %, > 1, dann ist

Ro—r=(1—r)(1—-1/%),

wie in der Bemerkung 1.4. Im Falle einer neu auftretenden Krankheit, bei
der r = 0 ist, kann der Grenzwert R., mit dem Ergebnis eines Seropriavalenz-
tests nach Ende der Epidemie bestimmt werden. Gleichung (13.3) gibt dann
eine Schitzung der Reproduktivitit %, die wiederum eine Schitzung der
Impfstoffabdeckung ergibt, die zur Verhinderung einer Epidemie in anderen
Regionen mit dhnlichen Merkmalen erforderlich ist.

In den vorangegangenen Kapiteln wurde das Problem der Definition der
Reproduktivitit fiir periodische Systeme untersucht. Zusammenfassend l4sst
sich fiir das System (13.1) Folgendes feststellen:

_ 1 T _ 1 T
Bo—a(l—r)/b, d:—/a(t)dt, b:—/b(t)dt,
T Jo T Jo

wobei wir iibrigens feststellen, dass @ > 0 und b > 0. Durch Linearisierung
des Systems (13.1) in der Néhe des krankheitsfreien Gleichgewichts (S =
1 —r,1=0,R =r) ergibt sich nimlich, dass

dl
= a(t)(1—r)I->b()L
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o = 1 ist offensichtlich der Schwellenwert fiir diese einfache lineare peri-
odische Gleichung. Wir kénnen aber auch zeigen, dass %, der Spektralradius
des Integraloperators .#” auf dem Raum der T-periodischen stetigen Funktio-

nen ist, wobei .
(Ev)(t) = K(t,x)v(t —x)dx,
0

und
5

K(r,x) = a(t)(1 — r)exp ( b(s) ds>

ist die Rate der Entstehung von Sekundirfillen zum Zeitpunkt ¢ durch eine
zum Zeitpunkt t — x infizierte Person (Kapitel 7). Diese Sichtweise kommt der
iiblichen Definition der Reproduktivitit % in einer konstanten Umgebung als
die durchschnittliche Anzahl von Sekundirfillen, die durch einen Ausgangs-
fall erzeugt werden, nahe. Die Saisonalitit fiihrt jedoch zu einer dhnlichen
Komplexitit wie bei altersstrukturierten Epidemiemodellen, bei denen %, der
Spektralradius eines Integraloperators ist. Die Reproduktivitit % ist auch die
einzige positive reelle Zahl, bei der das periodische lineare System

1—x

a =a(t)(1—r)1/%y—b(t)1

dt

einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1 hat. Man beachte, dass %
als Reproduktivitit bezeichnet wird, wihrend einige Autoren es als effektive
Reproduktivitit bezeichnen und % fiir das Verhiltnis @/b behalten. In jedem
Fall ist Z, weder von der anfinglichen Anzahl der Infizierten i = I(fy) noch
von #y abhingig.

In Abschnitt 13.2 untersuchen wir zunéchst, welche Eigenschaften des
Modells von Kermack und McKendrick im periodischen Fall (13.1) erhal-
ten bleiben. Es stellt sich heraus, dass die endgiiltige GroBe der Epidemie
R moglicherweise keine zunehmende Funktion der Kontaktrate ist, dass sie
eine T-periodische Funktion von fq ist und dass sie moglicherweise keine
zunehmende Funktion von i ist. Die erste dieser Beobachtungen ist etwas
kontraintuitiv. Das bedeutet, dass es unmoglich sein kann, % aus Seropriva-
lenzdaten zu schitzen. Simulationen zeigen auch, dass grofle Epidemien auf-
treten konnen, selbst wenn %y < 1. Dies ist der Fall, wenn die Krankheit
in einem giinstigen Zeitpunkt eingefiihrt wird, wenn der anfingliche Anteil
der infizierten Personen nicht zu gering ist, wenn die Saisonalitit ausreichend
ausgeprigt ist und wenn die durchschnittliche Infektionsdauer 1/b kurz ist
im Vergleich zur Dauer T einer Saison. Die Chikungunya-Epidemie 2007 in
Italien war vielleicht ein solcher Fall. Man sollte nicht einfach aus der Be-
obachtung des Hohepunkts einer Epidemie schlieBen, dass %y > 1 ist, und
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man sollte vorsichtig sein, wie % definiert wird, wenn Saisonalitit eine Rol-
le spielt. Simulationen zeigen auch, dass die endgiiltige Grofie der Epidemie
sehr empfindlich auf kleine Anderungen in %, reagieren kann. Dies konn-
te erkldren, warum es so schwierig ist, die Zukunft einer Epidemie vorher-
zusagen, die von der Saisonabhingigkeit beeinflusst wird, wie dies bei den
Chikungunya-Epidemien 2005 und 2006 auf La Réunion beobachtet wurde.

Wir zeigen in Abschnitt 13.3, dass wie im Modell von Kermack und
McKendrick Zp = 1 ein Schwellenwert fiir das periodische nichtlineare Sy-
stem (13.1) ist. Genauer gesagt, zeigen wir, dass

e wenn % < 1, dann gilt Rc —r — 0 fiir i — 0.

e wenn %y > 1, dann gilt R —r > (1 —r)(1 —1/%) fiir alle 0 < i <
I—r.

Fiir den Fall, dass %y > 1, haben wir 1 — Re. < (1 —r)/%,. Die Epidemie
fiihrt also dazu, dass die urspriingliche nicht-immune Bevolkerung durch ei-
ne Zahl geteilt wird, die groBer ist als Z,. Ahnliche Schwellentheoreme wur-
den fiir verschiedene Verallgemeinerungen des Modells von Kermack und
McKendrick bewiesen. Aber unsere Beweismethode wird anders sein, weil
man keine Gleichung fiir die endgiiltige GroBe dhnlich der Gleichung (13.3)
finden kann, wenn das System periodische Koeffizienten hat. Wir zeigen auch
in Abschnitt 13.3, dass der Schwellentheorem fiir ein periodisches System S-
E-I-R giiltig bleibt.

13.2 Numerische Simulationen

Betrachten wir das System (13.1) mit z. B. a(¢t) = a [1 + € sin(27¢/T)], wobei
die Periode T = 1 Jahr die Saisonalitit darstellt. In diesem Abschnitt wird
angenommen, dass r = 0 wie bei einer neu auftretenden Krankheit ist. Wir
untersuchen, wie R.. von anderen Parametern abhingt: 4, &, b, fy und i.

Abbildung 13.1(a) zeigt, dass die endgiiltige GroBe der Epidemie R..
moglicherweise nicht mit der Kontaktrate wéchst. Die Werte der Parameter
sind € = 0,5, 1/b = 1 Woche = 1/52 Jahr, 1,/T = 0,5, i = 1073 und fiir a
wurden zwei Werte angenommen, die %y = a/b = 2 und %y = 2,5 entspre-
chen. Wenn wir a;(¢) und ay(¢) als die tatsdchlichen Kontaktraten fiir die
beiden Werte in %, bezeichnen, haben wir : a; (t) < ay(¢) fiir alle 7.

Mit dem groBten Wert von % findet die Epidemie in der ungiinstigsten
Jahreszeit statt 0,5 < ¢/T < 1, wenn a(¢) unter seinem Mittelwert liegt. Wenn
die giinstige Jahreszeit eintritt (1 < ¢/T < 1,5), ist das Reservoir an suszep-
tiblen Personen bereits weitgehend aufgebraucht, so dass keine neue Epide-
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(b)

Abbildung 13.1: Die endgiiltige GroBe der Epidemie wichst moglicherweise nicht: a)
mit der Kontaktrate; b) mit dem anfénglichen Anteil i der infizierten Personen.

miewelle auftritt. Bei dem kleineren Wert von %, ist das Reservoir an sus-
zeptiblen Personen noch nicht ausreichend ausgeschopft, es kommt zu einer
zweiten Epidemiewelle und die endgiiltige GroB3e der Epidemie ist grofer.

Diese letzte Situation ist genau das, was 2005 und 2006 auf La Réunion
geschah. Ein erster kleiner Hohepunkt trat im Mai 2005 kurz vor Beginn des
Siidwinters auf. Die Epidemie iiberstand den Winter auf niedrigem Niveau.
Ein zweiter, viel groflerer Hohepunkt der Epidemie trat zu Beginn des néch-
sten Sommers im Januar 2006 auf und infizierte etwa 250.000 Menschen, was
einem Dirittel der Inselbevolkerung entsprach.

SchlieBlich ist zu beachten, dass wenn die endgiiltige Grofie der Epidemie
R. keine monoton steigende Funktion der Kontaktrate ist, dann ist es unmog-
lich, Zy aus R.. und insbesondere aus Seropriavalenzdaten zu schitzen. Wir
werden jedoch in Abschnitt 13.3 zeigen, dass R —r > (1 —7)(1 —1/%). Wir
wissen also zumindest, dass %y < (1 —r)/(1 —R), was eine obere Schranke
fiir Z, ergibt.

In dhnlicher Weise zeigt Abbildung 13.1(b), dass die endgiiltige GréBe der
Epidemie R., moglicherweise nicht mit dem anfinglichen Bruchteil i der in-
fizierten Personen wichst. Die Werte der Parameter sind € = 0,5, 1/b=1/52
Jahr, 7)/T = 0,5, %o = 2,5 (wodurch der Parameter a festgelegt wird), und
es wurde entweder i = 107® oder i = 1073 angenommen. Wiederum redu-
ziert i = 107° die Anzahl der Suszeptiblen in der ungiinstigsten Jahreszeit
langsamer.

Abbildung 13.2(a) zeigt, dass relativ grole Epidemien auch dann mog-
lich sind, wenn %, < 1. Die Werte der Parameter sind %y = 0,9, € = 0,5,
1/b = 1/52 Jaht, to/T = 0 und i = 1073, Die Tatsache, dass %Zo(1+¢€) > 1
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aber Zp(1 —¢€) < 1 gibt einen Hinweis darauf, was passiert; allgemeiner zeigt
das System (13.1), dass dI/dr < 0 wenn a(r)/b(t) < 1. Die Epidemie tritt
wihrend der giinstigen Jahreszeit auf und endet einfach, wenn die ungiinstige
Jahreszeit eintritt. Es spielt auch eine Rolle, dass der anfangliche Bruchteil
der Infizierten nicht zu klein ist (i = 10~3). In der Tat zeigt das Schwel-
lentheorem mit » = 0, dass R., — 0 wenn i — 0 und %y < 1. Aus diesen
Bemerkungen ldsst sich ableiten, dass man vorsichtig sein sollte, bevor man
behauptet, dass Zy > 1, sobald man einen epidemischen Hohepunkt beob-
achtet. Im Sommer 2007 kam es in der Nihe von Ravenna in Italien zu einem
kleinen Ausbruch von Chikungunya. Der Sommer ist die beste Jahreszeit fiir
Miicken in dieser Region und der Ausbruch hitte den Winter wahrscheinlich
nicht iiberstanden. Man sollte die Schitzungen in %, die weit tiber 1 liegen,
mit Vorsicht betrachten. Das Problem liegt vor allem in der Definition von
o und den Annahmen des Modells. Ein Modell, das von einer konstanten
Umgebung ausgeht, die den Bedingungen im Sommer dhnelt, kann nicht er-
kldren, warum die Epidemie im Herbst aufhort.

1 1

R(t) R(t)

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

0 L 0

0 05 1 15 2 0 05 1 15 2 25 3

(a) (b)

Abbildung 13.2: (a) Grofie Epidemien konnen selbst dann auftreten, wenn % < 1 ist.
(b) R, kann sehr empfindlich auf kleine Anderungen von 2%, reagieren.

Abbildung 13.2(b) zeigt, dass die endgiiltige GroBe der Epidemie R..
sehr empfindlich auf kleine Anderungen der Reproduktivitit %, reagieren
kann. Die Werte der Parameter sind € = 0,5, 1/b = 1/52 Jahr, #,/T = 0,5,
i = 10~°, wihrend P, einen von drei Werten annimmt: 1,15, 1,2 und 1,25.
Es ergibt sich Re =~ 54 %, wenn %y = 1,15, Rw =~ 23 %, wenn %y = 1,2
und Re =~ 50 %, wenn %y = 1,25. In der Praxis ist es nicht moglich, Werte
von %, zu unterscheiden, die so nahe beieinander liegen. Die Endgrofe der
entsprechenden Epidemie variiert jedoch um einen Faktor 2. In Systemen mit
periodischen Koeffizienten wie (13.1) scheint die Vorhersage der endgiiltigen
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GroBe der Epidemie sehr schwierig zu sein.

Dies ist vielleicht eine Antwort auf die Kritik, die sich gegen die Epi-
demiologen richtet, die den Chikungunya-Ausbruch auf La Réunion verfolgt
haben. Obwohl ein Uberwachungsnetz den Ausbruch seit seinem Beginn im
April 2005 sorgfiltig verfolgte, waren die Epidemiologen nicht in der Lage,
den grolen Hohepunkt, der im Januar und Februar 2006 auftrat, vorherzu-
sagen. Die Bevolkerung und die Politiker setzten somit das Institut de veil-
le sanitaire, das fiir die Uberwachung von Krankheiten in Frankreich und in
den Uberseedepartements zustindig ist, unter Druck. Unsere Simulationen le-
gen nahe, dass dieser Druck moglicherweise ungerechtfertigt war. In gewisser
Weise sind Epidemieprognosen iiber einige Wochen hinaus in einem Umfeld
mit Saisonalitit vielleicht genauso unsicher wie Wetterprognosen iiber einige
Tage hinaus.

Fiir Abbildung 13.2(b) wurde i = 10~ gewiihlt. In der Praxis ist es schwie-
rig, den anfanglichen Bruchteil i der infizierten Personen zu schitzen. Das
Problem ist, dass das S-I-R-System von homogenen Kontakten ausgeht. Wenn
eine Epidemie in einer Stadt von einem einzigen anfinglichen Fall ausgeht,
konnte man annehmen, dass der Bruch i einfach gleich dem Kehrwert der
Bevolkerung der Stadt ist. Wenn die Stadt aber grof3 ist, dann ist es vielleicht
nicht sinnvoll, von homogenen Kontakten auszugehen, und man konnte iiber-
legen, die Bevolkerung des Stadtteils zu verwenden, in den der urspriingliche
Fall eingeschleppt wurde. Das Problem ist das gleiche bei Ausbriichen in ei-
ner kleinen Insel wie La Réunion, aber mit etwa 800.000 Einwohnern, die
sich entlang der Kiiste konzentrieren.

Abbildung 13.3(a) untersucht die Abhéngigkeit der Endgré8e R.. der Epi-
demie von der Zeit fy, zu der die Epidemie beginnt. Natiirlich ist die Endgro-
Be R immer eine T-periodische Funktion von fy, da das System (13.1) durch
eine Verschiebung von T in der Zeit invariant ist. Die Werte der Parameter in
Abbildung 13.3(a) sind Zy = 1 oder Zy = 1,5, € = 0,5, 1/b =1 Woche oder
3 Wochen und i = 103 Die Abhiingigkeit von  ist gro, wenn %, nahe bei
1 liegt und wenn die Infektionsperiode 1/b im Vergleich zur Periode T kurz
ist. In einem solchen Fall kann sich die Epidemie nicht in der ungiinstigen
Jahreszeit entwickeln.

Abbildung 13.3(b) zeigt fiir Zp = 1 den ,,reproduktiven Wert“ W (#o) (,,in-
fektioser Wert™ wire ein passenderer Ausdruck) eines zum Zeitpunkt ¢y ein-
gefiihrten Anfangsfalls, berechnet mit der linearisierten Gleichung nahe dem
krankheitsfreien Gleichgewicht:

dl
= =a(t)(1—=r)I(t) —b(t)1(z). (13.4)

Wir betrachten hier den allgemeinen Fall, nicht nur den speziellen Fall mit r =
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Abbildung 13.3: (a) Wenn %, nahe bei 1 liegt, hingt die endgiiltige GroBe der Epide-
mie Ro stark von £y ab, wenn die Infektionsperiode 1/b im Vergleich zur Dauer der
Saison T kurz ist. (b) Der normalisierte ,,reproduktive Wert* W (z) gibt eine vage Idee
von der Abhingigkeit der endgiiltigen Epidemiegrofe von £y (hier Zy = 1).

0 und b(¢) konstant. Wir erinnern uns, dass die asymptotische Wachstumsrate
der Gleichung (13.4) A = a(1 —r) — b ist und dass dies die einzige reelle Zahl
ist, so dass die Gleichung

% +AV(@)=a(t)(1—r)V()—b() V()
eine periodische Losung V(¢) ungleich Null hat, wie man sehen kann, wenn
man I(#) = V(¢) exp(A¢) in die Gleichung (13.4) einsetzt. In Kapitel 11 wurde
gezeigt, dass der reproduktive Wert in zeitperiodischen linearen Populations-
modellen nicht von dem ,,Alter* (hier die Zeit seit der Infektion) abhéngt, wie
in der Gleichung (13.4) . Er ist gegeben durch jede von Null verschiedene Lo-
sung der adjungierten Gleichung

DN AWlE) = alt) (1 )W)~ ) W),

Dies ergibt

W(r) = exp [/Ot(b(s)—B)ds—(l—r)/ot(a(s)—d)ds}

bis auf eine multiplikative Konstante. Der Vergleich der Abbildungen 13.3(b)
und 13.3(a) mit Zy = 1 zeigt, dass der reproduktive Wert nur eine vage Idee
der Abhingigkeit der endgiiltigen GroBe der Epidemie R., von #y vermittelt:
Man wiirde erwarten, dass das Maximum von R, in der Nihe von #y = 0 und
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das Minimum in der Nihe von ¢ty = 0,5 erreicht wird. Bei % = 1,5 wiire die
Gesamtform von W(z) dhnlich, mit einem Maximum bei 7y = 0 und einem
Minimum bei #y = 0,5. Abbildung 13.3(a) zeigt jedoch, dass dies irrefithrend
ist: Nichtlineare Effekte werden wichtig. Bei einer lingeren Infektionsperi-
ode (1/b =3 Wochen) ist der Unterschied zwischen einem Ausbruch in einer
ungiinstigen Jahreszeit und einem Ausbruch in einer giinstigen Jahreszeit we-
niger ausgeprigt als bei einer kiirzeren Infektionsperiode (1/b = 1 Wochen).

Fiigen wir noch einige Bemerkungen zu einer Methode hinzu, %, aus den
Daten zu schitzen, ohne die endgiiltige GroBe der Epidemie zu verwenden.
Ganz zu Beginn eines Ausbruchs haben wir  ~ ), S~ 1,1~ 0und R = 0.
Also

dl

o~ (alto) ~b)1
und I(r) wiichst exponentiell mit der Rate a(fy) — b. Wir konnen diese Rate
mit dem Beginn der Epidemiekurve abschitzen. Wenn man die durchschnitt-
liche Dauer 1/b der Infektionsperiode kennt, kann man daraus a(#p) und da-
mit das Verhiltnis a(fg)/b ableiten. Unsere Analyse zeigt jedoch, dass im
Gegensatz zu %y = a/b das Verhiltnis a(tp)/b nicht mit den Schwellenei-
genschaften des Systems zusammenhéngt. Wenn jedoch a(r) = a f(t), wobei
f(t) bekannt und periodisch mit einem Mittelwert von 1 ist, dann kénnen
wir Zo = (a(ty)/b)/ f (to) berechnen. Bei luftiibertragenen Krankheiten ist es
schwierig, die Form von f(¢) = a(t)/a zu kennen, weil es schwierig ist, den
Einfluss von Temperatur und Feuchtigkeit auf die Ubertragbarkeit quantitativ
zu schitzen. Bei vektoriibertragenen Krankheiten konnen die jahreszeitlichen
Schwingungen der Vektorpopulation gemessen werden, sodass %, geschitzt
werden kann (siehe z. B. Kapitel 8).

Abbildung 13.4 zeigt die Hohenlinien der endgiiltigen Epidemiegrofie
R(e0) € {0,5;0,7; 0,9}, wenn die Zeit #o der Einfithrung des ersten infizier-
ten Falles (0 < 79 < T) und die Grofie € der Saisonalitit (0 < € < 1) variiert
werden. Wir haben hier a(¢) = a [1 4 € cos(2nt/T)] genommen, T = 1 Jahr
und b = 100 pro Jahr, so dass die Infektionsdauer 1/b zwischen 3 und 4 Tagen
liegt. Nehmen wir an % = a/b =1,5. Nehmen wir weiter an I(ty) =i = 10~*:
Ein Fall wird in eine Population von 10.000 homogen gemischten Personen
eingefiihrt. Die Zeit ¢ des Kalenders wurde so festgelegt, dass a(r) sein Ma-
ximum erreicht, wenn ¢ = 0 erreicht ist. Je nach Wahl von (f, €) variiert die
EndgroBe zwischen 38 % und 94%. Betonen wir, dass diese verschiedenen
Werte der EndgroBe R(eo) demselben Wert der Reproduktivitit %, entspre-
chen. Auf der horizontalen Achse € = 0 (keine Saisonalitit) ist die Endgrofie
R(e0) offensichtlich unabhingig von #y: R(e0) = 58 %. Fiir € = 5 % variiert
die Endgrofle zwischen 53 % und 63 %, je nach #y. Bei € = 10 % variiert sie
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zwischen 48 % und 67 %. Nach € = 15 % variiert sie zwischen 42 % und 70
%. Also haben sogar relativ kleine saisonale Amplituden einen signifikanten
Effekt auf die endgiiltige Grofle der Epidemie.

e
9 0.9 0.9
0.8
0.6
0.4 07
0.2
0.5
to/T
0

0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 13.4: Hohenlinien (50 %, 70 % und 90 %) der endgiiltigen GroBe der Epi-
demie R(e0), wenn die Zeit #y der Einfiihrung des ersten infizierten Falles (horizontale
Achse) und die Amplitude € der Saisonalitét (vertikale Achse) variiert werden. In der
gesamten Abbildung gilt Zy = 1,5.

Abbildung 13.5 zeigt Hohenlinien {0,5;1;1,5;2;2,5} des Quotienten
a(ty)/b, der durch Anpassung eines Exponentials am Anfang einer Epide-
miekurve geschitzt werden kann, wenn die Zeit ¢y der Einfiihrung des ersten
infizierten Falles (0 < 79 < T) und die Amplitude € der Saisonalitit (0 < €< 1)
variiert werden, wie in Abbildung 13.4 dargestellt. Man sieht, dass a(fy) /b die
endgiiltige GroBe der Epidemie schlecht vorhersagt. Der auffilligste Fall ist
der, in dem 7y /T = 0,5 und € = 1 zusammenkommen. In diesem Fall gilt nicht
a(ty)/b = 0, aber R(e0) =93 % (Abb. 13.4).

13.3 Schwellentheoreme

13.3.1 Periodisches S-I-R-System

Wie in Kapitel 1 hat das System (13.1)-(13.2) eine einzige definierte Losung
fiir alle # > 9. AuBerdem sind S(¢) > 0, I(z) > O und R(¢) > r = R(t) fiir alle
t > fy. AuBerdem ist die Funktion S(r) fallend, die Funktion R(z) steigend und
S(¢) +1(¢r) + R(r) = 1. Also gilt S(#) — Se und R(#) — Re, wenn t — oo,
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Abbildung 13.5: Héhenlinien von a(to) /b, wenn die Zeit to der Einfiihrung des ersten
infizierten Falles (horizontale Achse) und die Amplitude € der Saisonalitét (vertikale
Achse) variieren.

Dal=1-—S—R, sehen wir, dass I(t) — .. Aber
t
R(#)—r= [ b(u)l(u)du.
fo
Also konvergiert dieses Integral, wenn ¢ — 4-o0; b > 0 impliziert I, = 0.
Proposition 13.1. Nehmen wir %y < 1 an. Dann gilt Re. — r, wenn i — 0.

Beweis. DaS(¢t) =1—1(r) —R(¢),1(t) > 0und R(¢) > r fiir alle r > 1 gelten,
haben wir
dl
i a(t) (1 =1=R)I—bOI < [a(t)(1 —r) — b(0)]1(t).

Da I(#y) = i, erhalten wir

1(1) < i exp (/{: la(u)(1 = ) — b(u)] du) :
Aber dR/dt = b(¢)T und R(7p) = r. Also ist
r<R() < r—i—i'/l:b(u) exp </’u [aW)(1—=r)—bW)] dv) du.  (13.5)

0
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Wenn u — +oo, dann haben wir

/tu[a(v)(l —r)—=b()]dv~ [a(l—r)—b] u.

0

Aber a(1—r)—b <0, da % < 1 ist. Also konvergiert das Integral auf der
rechten Seite der Ungleichung (13.5), wenn t — oo und

F<R.<rti t(fwb(u) exp (/to [a(v) (1= r) = b(v)] dv) du.

Deshalb gilt R.. — r wenn i — 0. O

Proposition 13.2. Nehmen wir %y > 1 an. Dann ist
Re—r2=(1—r)(1—1/%).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Absurditit. Ne_hmen wir an, Re —r < (1 —
r)(1—1/%). Dann ist 1 —Re > (1 —r)/%o = b/a. Da R(t) eine steigende
Funktion ist, sehen wir, dass R(#) < R fiir alle # > #p. Dann ist
dr
dr
wo ¢(t) = a(t)(1 —Rw) — b(t). Dariiber hinaus gilt

a(t)(1 =T=R)I—b()I > c(t)I—a(r)P?, (13.6)

1 /T -
c':—/ c(t)dt=a(l —Rw)—b>0.
T Jo

Wir wihlen 1 so, dass 0 < 1 < &/a. Da I(¢r) — 0 wenn ¢ — oo, kisnnen
wir #; > fp so finden, dass 0 < I(¢) < 1 fiir alle t > #; gilt. Nun zeigt die
Ungleichung (13.6), dass

%>(c(t)—a(t)n)l und 1(:)>I(t1)exp< /t(c(u)—a(u)n)du>

5l
fiir alle r > 1 sind. Wegen der Wahl von 1 erhélt man I(¢) — o0, wenn
t — oo, was 1(r) < 1 widerspricht. O
13.3.2 Periodisches S-E-I-R-System
Betrachten wir das System

as _
dt

dE d1l dR

—a(r)S1, i a(t)SI—c(t)E, —=c(t)E—b(r), — =b(1)],
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mit S+E+1+R = 1 und wobei die Rate c(¢) fiir den Ubergang von der la-
tenten Klasse E zur infektiosen Klasse I eine stetige, T-periodische und strikt
positive Funktion mit dem Mittelwert ¢ ist. Betrachten wir die Anfangsbedin-

gung
S(to))=1—e—i—r, E(to)=e, I(to)=1i, R(to)=r,

mite >0,i>0,r>0,e+i>0unde+i+r<1.Firalle A > 0sei ®(z,1p;1)
der Evolutionsoperator, der mit dem linearen T-periodischen System verbun-

den ist: o
dX [ —¢(r) =) B
dr ( ) —b) )X—Ma(t)X. (13.7)

Somit ist (1, 7p; A) = 7 die Identititsmatrix der Ordnung 2. Wir bemerken,
dass p(®(T,0;1)) = p(P(t + T,20;A)) fiir alle o [15, Theorem 9.7]. Sei
Y(t,t0) der Evolutionsoperator, der mit dem folgenden System verbunden ist:

dX [ —c(t) 0 %
ar ~\ ) b))
Die Reproduktivitit % ist der Spektralradius des Operators J# auf dem
Raum & der stetigen T-periodischen Funktionen von R in R2, mit

(v)(1) = O+°°K(t,x) W(t — x)dx

und
K(t,x) = ( 0 al)1-r) )Z(t,t—x).

Die Reproduktivitit % ist auch die einzige A > 0, so dass p(®(T,0;1)) =1
ist (Proposition 7.21).

Proposition 13.3. Das periodische S-E-I-R System hat eine einzige definierte
Lisung fiir alle t > tg. Auflerdem sind S(t) > 0, E(¢) > 0 und I(¢) > 0 fiir alle
t > to. Die Funktion S(t) nimmt ab und konvergiert gegen einen Grenzwert
See. Die Funktion R(t) wéichst und konvergiert gegen einen Grenzwert Ro. Die
Funktionen E(t) und 1(t) konvergieren gegen 0. Dariiber hinaus sind Se > 0
und Re, < 1.

Beweis. Die ersten Behauptungen werden wie in Kapitel 2 bewiesen: S(¢) —
Se und R(#) — Ree. Da

d
—(I+R)=c(t)E

S(4+R) = c()E,
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ist die Funktion I+ R wachsend und konvergent. Daher ist I(¢) — L. Dariiber
hinaus,

R(t)—r= /tlb(u)l(u)du

0

konvergiert, wenn ¢t — +oo. Aus b>0 folgt, dass I =0. Aber E=1—-S —
I—R zeigt, dass E(f) — E. Da

d
—(S+E) = —c(?)E
“(S+E)=—c(E,
konvergiert das Integral
oo
/ () E(u) du.
fo
Aus ¢ > 0 folgt, dass E. = 0. Zeigen wir, dass S. > 0. Da
ds
— = —a(t)SI
= — —a(nsL,
haben wir [
logS(1) —logS(fo) = — / a(u)1(u) du.
fo
Aber die Ungleichungen
1 a(u)] [t
< i S
/to a(u)1(u)du < Lg% - (u)} /m b(u)1(u) du,

tb(u)l(u)du:R(t)fri 1—r

Ip

zeigen, dass
o0
/ a(u)I(u) du < +oo.

fo
Somit sind See > 0und Ree =1 — S < 1. O
Proposition 13.4. Wenn %, < 1, gilt R — r, wenn e — 0 und i — 0.
Beweis. DaS=1—-E—-I—Rist, gilt

a(1) < ") (1)

wobei die Ungleichheit zwischen Vektoren die Ungleichheit Komponente fiir
Komponente bedeutet. Also ist

(5 ) <ewan( )
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(Korollar 2.6). Da % < 1 ist, haben wir p (®(tp+T,0; 1)) < 1 (Korollar 7.13).
Also konvergiert

~+o0

Rw—r:/Oerb(t)I(t)dtg (1 1)/

0

b(t)CIJ(t,to;l)dt< f )

gegen 0, wenn e und i gegen 0 konvergieren. O
Proposition 13.5. Wenn %y > 1 ist, gilt R —r = (1 —r)(1 — 1/%y).

Beweis. Absurderweise nehmen wir Ro. —r < (1 —r)(1 —1/%) an. Dann ist
1—Re> (1—r)/%y, sodass (1 —r)/(1 —Rw) < %o und

p(®(T,0; (1-7r)/(1=Rx))) > p(S(T,0; Zo)) = 1

(Proposition 7.11). Es gilt R, < 1. Durch Kontinuitit des Spektralradius und
der Losung einer Differentialgleichung in Bezug auf einen Parameter kann
man 1] > 0 finden, so dass 7 < 1 —Re und p(®(T,0; 1)) > 1, wo A = (1 —
r)/(1 =R —1M). Es gilt S() — 1 —Rw, wenn t — +eo. Also gibt es #; > 1,

) . Daraus

sodass S(r) > 1 —R. —n fiiralle # > #; gilt. Wir setzen X = ( 1;:

folgt, dass

dX —c(t) a(t)(1—Rew—1n)
dt>( () O )X

und X(7) > ®(z,11;A) X() fiir alle ¢ > #; sind (Korollar 2.6). Insbesondere
gilt X(t; +nT) > ®(t; +nT,t1;1)X(t1) = P(t1 + T,t1;4)"X (1) fuir jede gan-
ze Zahl n > 1. Die Matrix ®(7; 4+ T,#;; A) hat strikt positive Koeffizienten. In
Anbetracht des Theorems von Perron-Frobenius (Theorem 3.19) gibt es Ei-
genvektoren V und W mit streng positiven Komponenten dieser Matrix bzw.
ihrer Transponierten, die zum Spektralradius p(®(#; +T,#;;A)) gehdren, und
so dass (V,W) = 1. Dann gilt

D(t; +T,11;1)"X (1)
D@+ T e (X))

Da die Komponenten des Vektors X(#;) strikt positiv sind und
p(®(H +T,131)) > 1

gilt, sehen wir, dass E(7; +nT) und I(#; + nT) gegen +oo konvergieren, wenn
n — +oo. Dies widerspricht jedoch der Tatsache, dass die Funktionen E(z)
und I(#) durch 1 begrenzt sind. O
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Fazit. Das Schwellentheorem fiir Systeme mit konstanten Koeffizienten (mit
den beiden klassischen Fillen 2y < 1 und %, > 1) ldsst sich auf Systeme mit
periodischen Koeffizienten, die die Saisonalitiit darstellen, verallgemeinern,
vorausgesetzt, dass die Reproduktivitit %y wie in den vorherigen Kapiteln
definiert wird. Unerwarteterweise konnen periodische Systeme jedoch selbst
bei Zy < 1 zu recht groBen Epidemien fiihren; die endgiiltige Grofe der Epi-
demie wichst moglicherweise nicht mit der Kontaktrate oder dem anfiangli-
chen Anteil i der infizierten Personen. Diese auf einfachen Systemen basie-
renden Beobachtungen sollten als Warnung fiir die Interpretation von saisonal
beeinflussten Epidemien dienen. Aufkommende Epidemien von vektoriiber-
tragenen Krankheiten, denen die Theorie des Klimawandels besondere Auf-
merksamkeit widmet, sollten mit Vorsicht analysiert werden, wie man am
Beispiel des Chikungunya-Falls auf La Réunion und in Italien gesehen hat.
Ein weiterer interessanter Fall sind die Pandemien der HIN1-Grippe. Die von
1918-1920 trat in mehreren Wellen auf, die von der Saisonalitit beeinflusst
wurden. Versuche, die Reproduktivitit fiir diese Pandemie zu schitzen, gin-
gen von konstanten Koeffizienten aus und verwendeten den Beginn der Epi-
demiekurve oder die Endgro3e von Epidemien mit nur einer Welle. Dieses
Kapitel legt nahe, dass diese Analysen moglicherweise iiberarbeitet werden
miissen, da die Beziehung zwischen der Reproduktivitit % und dem Verhal-
ten von saisonal beeinflussten Epidemien keine offensichtliche Verallgemei-
nerung dessen ist, was fiir eine konstante Umgebung bekannt ist.
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EndgroBe von Epidemien in einer periodischen Um-
gebung mit geringer Amplitude

In diesem Kapitel soll theoretisch untersucht werden, wie im Rah-
men eines sehr einfachen S-I-R-Modells fiir eine direkt iibertra-
gene Krankheit eine periodische Umgebung die Endgrifse einer
Epidemie verdndern kann. Analytische Ergebnisse werden unter
der Annahme erzielt, dass die Amplitude der Saisonalitiit gering
ist.

14.1 Eine Epidemie von Dengue-Fieber auf La Réunion

Im Jahr 2018 kam es auf der Insel La Réunion zu einer Dengue-Epidemie.
Zwischen Januar und Juni 2018 wurden mehr als 5.000 Fille biologisch be-
stitigt und mehr als 16.000 Fille, die auf Dengue-Fieber hindeuteten, wurden
gemeldet (Abb. 14.1). Ende Juni ging die Epidemie aufgrund des einsetzen-
den Siidwinters, aber auch aufgrund von MaBnahmen zur Bekdmpfung von
Vektoren zuriick. Es war jedoch schwer vorherzusagen, ob die Zahl der In-
fektionen so weit zuriickgehen wiirde, dass eine zweite Epidemiewelle Ende
2018 verhindert werden konnte, wenn die klimatischen Bedingungen fiir die
Miicken, die die Krankheit iibertragen, giinstiger wiren. Es war diese zweite
Welle, die 2006 fast ein Drittel der Bevolkerung mit Chikungunya infiziert
hatte.

Es wire verlockend, die Ausbreitung des Dengue-Fiebers realistisch ma-
thematisch zu modellieren und gleichzeitig die Komplexitit des Modells so
zu begrenzen, dass nur wenige Parameter unbekannt sind, wie dies fiir das
Chikungunya-Fieber im Kapitel 9 versucht wurde. Aber die Unsicherheiten,
die auf diesen Parametern und ihrer Abhingigkeit von den Klimavariablen
lasten, sind so grof3, dass die numerischen Ergebnisse sehr wahrscheinlich
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Abbildung 14.1: Obere Treppenfunktion (Skala auf der linken vertikalen Achse):
Schitzung der Anzahl der wochentlichen Fille mit Dengue-Fieber-Evokationen auf
La Réunion zwischen Januar und Juni 2018, nach [70]. Untere Treppenfunktion (glei-
che Skala): Wochentliche Fille von Chikungunya im Jahr 2005 (siehe Kapitel 9).
Gestrichelte Linie: Klimadaten an der Flughafenstation von La Réunion nach Météo
France. Tiefsttemperatur (von 18,0 bis 23,7 °C) und Hochsttemperatur (von 25,2 bis
30,1 °C) [lange Striche]. Monatliche Niederschlige (von 43 bis 351 mm) [kurze Stri-
che].

ziemlich zweifelhaft sein werden [62].

Im Folgenden wird ein stark vereinfachtes epidemisches Modell mit di-
rekter Ubertragung und ohne Vektoren verwendet, das nicht auf das Dengue-
Fieber auf La Réunion angewendet werden kann. Es wiirde auch wenig Sinn
machen, seine Parameter an die epidemischen Daten anpassen zu wollen.
Vielmehr soll die Aufmerksamkeit auf die Frage der endgiiltigen GroBe einer
Epidemie in einer periodischen Umgebung gelenkt werden, die aus theoreti-
scher Sicht bisher recht wenig untersucht wurde.

Selbst die einfachsten mathematischen Modelle, die die Saisonalitét be-
riicksichtigen, weisen zahlreiche Schwierigkeiten auf. Wir werden in Ab-
schnitt 16.1 (siehe auch [20]) sehen, dass bei Modellen fiir endemische Krank-
heiten ein periodischer Koeffizient zu Schwingungen mit einer anderen Peri-
ode oder sogar zu chaotischen Schwingungen fiihren kann.

Wie in den vorangegangenen Kapiteln gezeigt wurde, muss die Repro-
duktivitdt Z; in periodischen Modellen iibrigens vorsichtig definiert werden,
damit die Ungleichung %, > 1 die Instabilitit der Situation ohne Epidemie
richtig wiedergibt; die Schwierigkeit zeigt sich insbesondere bei Modellen
mit mindestens zwei infizierten Kompartimenten.

In Kapitel 13 wurde das periodische S-I-R-Modell behandelt, eine einfa-
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che Verallgemeinerung des klassischen Modells von Kermack und McKend-
rick: ds I dl I dR
—=—a(t)S—=, —=a(t)S=-bl, — =0>bI 14.1
o —alsy, G=aSy bl SE=bl a4

wobei N die GroBe der Population, S(7) die Anzahl der suszeptiblen Perso-
nen, I(¢) die Anzahl der infizierten Personen, R(¢) die Anzahl der geheilten
Personen, a(t) die effektive Kontaktrate und b die Heilungsrate ist. Die An-
fangsbedingungen sind z. B.

S(to) =So=N—1Ip, I(to)=To, R(t)=0,

mit 0 < Ip < N. Die Funktion a(r) ist periodisch mit der Periode T. Setzen
wir

X L
o_b—T/o a(t)ds.

In Kapitel 13 wurde gezeigt, dass die Eigenschaft der epidemischen Schwelle
folgendermafien iibertragen wird: Wenn % < 1, dann konvergiert die End-
groBe R(e0) der Epidemie gegen 0, wenn Iy gegen 0 konvergiert; wenn statt-
dessen %, > 1, dann ist

R(eo) > N(1—1/%0)

unabhiéngig von 0 < Ip < N. Diese Eigenschaften erstrecken sich iibrigens
von Modellen mit direkter Ubertragung wie dem System (14.1) auf Model-
le mit Vektoriibertragung wie beim Dengue-Fieber. In Abbildung 13.4 wur-
de numerisch untersucht, wie die endgiiltige Grofe R(eo) der Epidemie vom
Anfangszeitpunkt 7y und der GroBe der Kontaktrate a(¢) abhingt. Es wur-
de beobachtet, dass R(eo) bei gleichem Wert der Reproduktivitit %2y um das
Doppelte variieren kann.

Durch die Kombination von numerischen und analytischen Methoden wird
hier die endgiiltige Groe der Epidemie in dem besonderen Fall niher unter-
sucht, dass

a(t)=a(1+e6(1))
mit einer (sagen wir stiickweise kontinuierlichen) periodischen Funktion ¢ (¢)
mit der Periode T und dem Mittelwert Null und mit einem Parameter €, der
klein ist, so dass die Umgebung nur schwach saisonal ist. Seien

* Se(t), Ie(¢) und Re(¢) die entsprechenden Losungen mit der gleichen
Anfangsbedingung (N —1I,1p,0);

* S(#), I(t) und R(7) die Losungen mit der gleichen Anfangsbedingung,
aber mit € = 0.
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In Abschnitt 14.2 wird gezeigt, dass
R¢(e0) =R(e0) +Nce +o(g)

wenn € — 0, wobei R(eo) die EndgréBe der Epidemie in einer konstanten
Umgebung ist. Der Korrekturkoeffizient ¢ kann positiv oder negativ sein.

Wenn ¢(r) = cos(@t), wenn die Anzahl der zu Beginn infizierten Per-
sonen klein ist im Vergleich zur GréBe der Bevolkerung (Ip < N), wenn
Ry = a/b > 1 mit Zy nahe 1 und wenn Iy/N < (% — 1)?, dann wird der
Korrekturkoeffizient ¢ in Abhingigkeit von den Parametern N, Iy, @, b, #p und
o des Modells analytisch bestimmt. Wir finden, dass die periodische Umge-
bung die EndgroBe der Epidemie erhoht (¢ > 0), wenn die effektive Kontak-
trate a(to+ 7) > a erfiillt, wobei #) + T der Zeitpunkt ist, an dem die Epidemie
in einer konstanten Umgebung ihren Hohepunkt erreichen wiirde.

14.2 Exakte Formel fiir den Korrekturfaktor

In Bezug auf das Differentialsystem (14.1) haben wir in Abschnitt 13.3 die
folgenden Eigenschaften gesehen:

o Se(t)+1e(t)+Re(t) =Nfiiraller > 19 ;
* Se(t) >0,1(r) >0und Re(r) > O firallet > 1¢ ;

* die Funktion S (¢) ist fallend und konvergiert gegen einen Grenzwert
Se(e) ;

* die Funktion R (7) ist steigend und konvergiert gegen einen Grenzwert
Re(e0) ;

* die Funktion I¢(¢) konvergiert gegen einen Grenzwert, der nur O sein
kann.

Integrieren wir die dritte Differentialgleichung aus #y im Unendlichen:
~+oo
Rg(oo):b Ig(t)dt.
fo

Weiterhin gilt fiir die erste Differentialgleichung.

1dSe
Se dt
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Integrieren wir in gleicher Weise und erhalten

Se(e0) @ [+ a [+
=—= Ie(t)dt— —¢ Ie(t) ¢(2)dt.
N TN led e [ o0

log

Wir konnen das erste Integral ersetzen und Sg (e0) = N — R¢/(e0) beriicksichti-
gen, um

N—Rg(eo) aRg(ee) a [+

1 €
®"N"lL, '» N "N

() o(t)dt =0 (14.2)

zu erhalten. Wenn € = 0, verschwindet der letzte Term auf der rechten Seite
und wir erkennen die klassische Gleichung fiir die Endgré8e der Epidemie in
einer konstanten Umgebung (Proposition 1.3). Wir haben

€ /fwls(t) o(t)dt = 8/+w1(t)¢(t)dt+0(8).

1o fo

Wenn man Rg(o0) = R(e0) +Nc €+ o(¢) fiir € — 0 schreibt, erhilt man.

N—R(e0c) —Nce+o(g) aR(e) /+°°
1 - — .
og N 1, N +— ce+ € A (t)dt+o(e)=0
Die Terme der Ordnung € ergeben.
_Nec 7 too

R I(t)¢(r)dt =0.

e R AR OLD
Also ist /N .

c= a/ 1) ¢(r)dr. (14.3)

N/(N=R(e)) —a/b Ji

Erinnern wir uns daran, dass R(es) > N(1 —b/a). Also ist der Nenner der
Formel (14.3) strikt positiv. Der Koeffizient ¢ hat das gleiche Vorzeichen wie
das Integral ft:m I(¢) ¢ (2) dt.

Wir konnen dieses Integral numerisch auswerten. Wir verwenden zunéchst
ein numerisches Rechenprogramm wie Scilab, um das Differentialsystem (14.1)
mit € = 0 zu 16sen. Auf diese Weise erhilt man (S(z),1(7),R(¢)) fiir eine dis-
krete Menge von Werten aus ¢ mit einem kleinen Zeitschritt. Insbesondere
leitet man daraus den Wert von R(eo) ab. Dann berechnen wir das Integral mit
der gleichen Zeitdiskretisierung. Daraus wird der Wert des Koeffizienten ¢
abgeleitet.

Nehmen wir ein Beispiel: ¢(7) = cos(or) mit @ = 27/T, N = 10.000,
Ip =1, T = 12 Monaten, @ = 10/Monat und b = 5/Monat. Dann ist die Re-
produktivitit Zy = 2; die endgiiltige GroBe der Epidemie in einer konstanten
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Umgebung ist R(e0) &2 7.968. Abbildung 14.2 zeigt, wie sich Rg (eo) als Funk-
tion von € (0 < € < 1) dndert, wenn £ drei verschiedene Werte annimmt, die
drei verschiedenen Zeitpunkten der Einfithrung des ersten infizierten Falls in
die Population entsprechen: 0,5 Monate, 2 Monate oder 3 Monate. Die Ab-
bildung zeigt auch die Niherung R(e) + Nc € fiir € klein, mit dem Korrektur-
koeffizienten ¢, der nach der Formel (14.3) berechnet wurde. Wir sehen, dass
der Koeffizient ¢ positiv oder negativ sein kann, so dass die endgiiltige Grof3e
der Epidemie groBer oder kleiner sein kann als in einer konstanten Umge-
bung. Wir beobachten auch, dass fiir 7p = 3 Monate die Funktion Rg(e0) in
Abhingigkeit von € auf kompliziertere Weise variiert als fiir die anderen bei-
den Werte von fy: Insbesondere ist diese Funktion nur so lange abnehmend,
wie € < 0,3.

10 000 -
R.(c0) -
9500 1 e —
to=05 — -~
9000+ 0= /
-
8500 -
=3
8000 VA
75004 ~ 7

7000 \ ~ —
6500+ \ / s

6000 1 (V)

5500 T T T T T T T T T ]
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 14.2: Die endgiiltige GroBie der Epidemie in Abhéngigkeit von € fiir drei
verschiedene Werte von f( (gestrichelte Linie). Durchgezogene Linie: die Néherung
R(e0) + Nce fiir € nahe 0.

14.3 Niherungsformeln

Nehmen wir %y ~ 1 und I/N < (% — 1)? an. In Abschnitt 1.4 wurde eine
Niherung fiir die Anzahl der infizierten Personen gefunden:

_N (a/b—1)?

"2 cosh[(a—b)(t—to—1)/2]

1(r)
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fiir alle ¢ > ¢, wobei

1
~ —log[2(N/lo)(a/b—1)’]
In 7 = # + 7 erreicht die Approximation von I(¢) ihren Hohepunkt. Dann ist

aa/b—1)>%/2 +oo o (1)
T N/(N—=R(s))—a/b J, COShz[(ﬁ—b)(l‘—tO—’c)/z]dt' (14.4)

Beachten wir, dass @ — b klein und 7 grof3 ist. Nach dem Wechsel der Varia-
blen t =ty + T+ u bemerken wir, dass die Funktion

1
cosh?[(@— b)u/2]

auBerhalb der Nachbarschaft von u = O fast null ist, so dass

/‘+°° O(to+t+u) N/ t0+T+u) du
—t cosh®[(@a—b)u/2] w cosh’[(@—b)u/2]

Dieses letzte Integral ldsst sich explizit berechnen, wenn
(1) = cos(Qr).

In der Tat ist

/*“’ cos(Q(to+ T+ u))

B oo cos(Qu)
—e cosh®[(a—b)u/2] du = cos{{X(io +7) /

—eo cosh?[(@—b)u/2]

)

da sich das Integral mit der ungeraden Funktion sin(Qu) annulliert. Nach der
Formel (19.23), die wir in einem spéteren Kapitel beweisen werden, gilt.

wQ
J T [(a—(b)/w)
—e cosh”[(a—b)u/2) sinh T\’

a-—b

wobei sinh(-) den hyperbolischen Sinus bezeichnet. SchlieBlich gelangt man
zu

cos[Q(to + 7)] 2nQ/a
N/(N—R(e0)) —a/b mh( Q >

C~

(14.5)

a—>b
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Wir sehen, dass das Vorzeichen des Korrekturkoeffizienten ¢ das gleiche ist
wie das von cos[Q(7y + 7)]. Die periodische Umgebung erhoht also die end-
giiltige GroBe der Epidemie, wenn

a(to+17) > a,

wobei 7y + T der Zeitpunkt ist, an dem die Epidemie in einer konstanten Um-
gebung ihren Hohepunkt erreichen wiirde.

Als Beispiel nehmen wir die gleichen Parameterwerte wie in Abbildung
14.2 auBer @ = 6 pro Monat, um %y = 1,2 niher an 1 zu haben; [31, S. 240]
weist tibrigens darauf hin, dass die symmetrische Glockenapproximation von
Kermack und McKendrick nur fiir Zy < 1,5 zufriedenstellend ist. Abbil-
dung 14.3 vergleicht den exakten Ausdruck (14.3) des Korrekturkoeffizien-
ten ¢ mit den Naherungen (14.4) und (14.5). Mit diesen Zahlenwerten sind
die beiden letzten Niherungen nicht mehr zu unterscheiden. Sie sind um-
so niher am exakten Wert, je niher % an 1 liegt. Beachten wir, dass hier
Io/N = 107% < (%o — 1)> = 0,04. Die Abbildung lisst sich wie folgt in-
terpretieren: Wenn die Epidemie beispielsweise bei 7y = 0 beginnen wiirde,
wiirden die Parameterwerte bei einer konstanten Umgebung zu einem Ho-
hepunkt der Epidemie etwa 7 ~ 6,3 Monate spiter fithren; die periodische
Umgebung wird jedoch zu diesem Zeitpunkt ungiinstig sein (wir werden uns
im Tiefpunkt des Faktors cos Q¢ befinden); daher wird die endgiiltige Grof3e
der Epidemie kleiner sein und ¢ < 0.

Anmerkung 14.1. Man kann die exakte Formel (14.3) fiir den Korrekturfak-
tor ¢ an komplexere Modelle anpassen. Nehmen wir zum Beispiel an, dass
sich die Epidemie zwischen zwei Populationen wie Menschen und Vekto-
ren nach dem S-I-R Schema ausbreitet, mit Ny = S;(¢) +1;(¢) + R (¢) und
N, = Sz(t) +Iz(l‘) +R2(t) :

dSl 12 dIl 12 1
— =—a(t)S1—, — =a(®)S1——-bh1 —=ph1
dr a(t) 1N27 di a(t) 1Nz 11, ) 11,
dSz Sz dIz Sz dRQ
— =—a()} =, —=a(t)j— —b1I — =bhI,.
a ~ AOhg g T A —bab, E =l

Nehmen wir auch a(t) = a(1+ € ¢(r)) wie zuvor an. Bezeichnen wir S ¢(1),
I; ¢(t) usw. diese Losungen und S (7), I; () usw. dieselben Losungen, wenn
€ = 0. Setzen wir i; = I1 (o) und i, = I5(ty). Wir finden leicht das Aquivalent
der Gleichung (14.2), welches ein System ist:

log

Ni —Rie() @ Rpe() @ /+°°
Ni—i; by N Ny
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Abbildung 14.3: Der Korrekturkoeffizient ¢ fiir die endgiiltige GroBe der Epidemie
als Funktion von #y, dem Zeitpunkt des Beginns der Epidemie. Vergleich des exakten
Ausdrucks (14.3) [durchgezogene Linie] mit den Niherungen (14.4) [Punkte] und
(14.5) [gestrichelte Linie].

N2 —Rpe() @ Rig(o)  a /+°°
= —— +-—€ Lie(t)o(t)dt =0.
Ny - by N N> Jy Le(0)0(1)

Dieses System hat Losungen der Form Ry ¢ (o) = Ry(c0) 4+ N ¢x € + o(€) fiir
k =1 oder 2. Mit dem Theorem der impliziten Funktionen finden wir

log

_ _1 _ -
Nic Nl—llzl(oo) “hHN; Ny o (1) @(r)dr

Nac G NRE % Jo L)) dr

Es ist jedoch nicht moglich, wie in Abschnitt 14.3 fortzufahren, da es keine
expliziten Niherungsformeln fiir I; (#) und I, (¢) gibt.

Fazit. Es wurde analytisch bestimmt, wie die endgiiltige Grofle der Epide-
mie durch eine kleine periodische Kontaktrate beeinflusst wird, wenn die Re-
produktivitit Zy nahe bei 1 bleibt. Dies ist ein kleiner Fortschritt gegeniiber
den qualitativen Ergebnissen in Abschnitt 13.3 und den rein numerischen Er-
gebnissen in Abschnitt 13.2. Die Annahmen sind jedoch recht restriktiv. Sie
vermeiden insbesondere die Fille, in denen mehrere epidemische Hohepunk-
te auftreten, da wir nahe an der Situation mit einem einzigen Hohepunkt bei
konstanten Umgebungen bleiben.
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EndgroBe von Epidemien in einer periodischen
Hochfrequenzumgebung

Wir untersuchen ein nichtlineares S-1-R-Epidemiemodell, wenn
die Kontaktrate schnell oszilliert. Die endgiiltige Grofie der Epi-
demie liegt nahe an der Grofle, die man erhdlt, wenn man die
Kontaktrate durch ihren Mittelwert ersetzt. Man berechnet eine
Anndherung an die Korrektur, wenn die Reproduktivitit der Epi-
demie nahe bei 1 liegt. Die Korrektur, die positiv oder negativ
sein kann, ist sowohl proportional zur Periode der Oszillationen
als auch zum anfinglichen Anteil der infizierten Personen.

15.1 Einleitung

Betrachten wir noch einmal das S-I-R-Epidemiemodell. Seien N die als kon-
stant angenommene Grofie einer Population, S(7) die Anzahl der Personen,
die zum Zeitpunkt ¢ suszeptibel sind, I(r) die Anzahl der infizierten Personen
und R(¢) die Anzahl der Personen, die aus der Ubertragungskette herausge-
nommen werden, weil sie geheilt und immun sind. So ist N = S(7) +1(z) +
R(?). Seien a(t) die effektive Kontaktrate und b die Heilungsrate. Wir nehmen
wie im Modell von Kermack und McKendrick an, dass

I dR
= S——-bl, — =D>L 15.1
as g —bL (s

ds I dl
E——G(I)SN, E

Jedes Individuum, das infiziert werden konnte, wird also durch den Anteil I/N
der infizierten Individuen an der Gesamtbevolkerung, also durch das ,,Mittel-
feld”, beeinflusst und nicht durch seine Nachbarschaft in einer bestimmten
Kontaktstruktur.
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In Kapitel 14 wurde untersucht, welchen Einfluss eine kleine periodische
Oszillation der Kontaktrate a(z) auf die endgiiltige GroBe R(eo) der Epidemie
hat. Wir werden uns mit dem Fall beschéftigen, in dem die Amplitude belie-
big ist, aber die Periode der Oszillationen im Vergleich zur typischen Dauer
der Epidemie klein ist. Bei einer Epidemie, die einige Wochen dauern wiir-
de, wire dies beispielsweise der schnelle Wechsel zwischen Tag und Nacht.
Bei einer Epidemie, die einige Monate dauern wiirde, wire dies der Wech-
sel zwischen Wochentagen und Wochenenden, insbesondere bei Ausbriichen
in Schulen. Bei einer Epidemie, die mehrere Jahre oder Jahrzehnte andauert,
wiirde dies den Wechsel zwischen Winter und Sommer darstellen.

Sei T > 0 die Periode der Oszillationen, ein Parameter, der dazu bestimmt
ist, gegen 0 zu konvergieren. Wir nehmen an:

a(t)=a(1+¢(/T))

mit @ > 0 und einer stiickweise kontinuierlichen Funktion ¢, so dass |¢(s)| <
1 fiir alle s gilt, so dass die effektive Kontaktrate a(7) immer positiv oder Null
bleibt. Weiterhin wird angenommen, dass die Funktion ¢ periodisch mit der
Periode 1 und dem Mittelwert Null ist:

/Old)(s)ds:O.

Somit ist a(t) eine periodische Funktion mit der Periode T und ihr Mittelwert
ist a. Nehmen wir als Anfangsbedingungen zu Beginn der Epidemie

S(0)=N—1Ip, 1(0)=1Ip, R(0)=0,

mit 0 < Iy <N an.

Abschnitt 15.2 zeigt Simulationen dieses Modells. Anhand von Beispie-
len sehen wir, dass die endgiiltige GroBe der Epidemie bemerkenswert nahe
an der GrofB3e liegt, die man erhélt, wenn man die Kontaktrate durch ihren
Durchschnitt ersetzt. In Abschnitt 15.3 wird eine Erkldrung fiir diese Nihe
vorgeschlagen, indem einige zusitzliche Annahmen iiber die Parameter des
Modells getroffen werden, insbesondere unter der Annahme, dass der anfing-
liche Anteil der infizierten Personen klein ist und die Reproduktivitit der Epi-
demie nahe bei 1 bleibt. Man erhilt eine Naherungsformel fiir die Korrektur,
die an der endgiiltigen Grofle der Epidemie vorzunehmen ist. Diese Korrek-
tur ist sowohl proportional zur Schwingungsdauer als auch zum anfinglichen
Bruchteil der Infizierten, weshalb sie klein ist.
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15.2 Einige Simulationen

Betrachten wir das S-I-R-Modell (15.1). Die Parameter werden so gewihlt,
dass sie plausibel sind:

¢ die Gesamtbevolkerung ist N = 10.000 ;
 nur eine Person ist zu Beginn der Epidemie infiziert (Ip = 1);
¢ jede Person hat durchschnittlich @ = 15 Kontakte pro Monat;

* die durchschnittliche Dauer der Infektion betrdgt 1/b = 1/10 Monate,
d.h. etwa 3 Tage;

e die Periode T ist 1/4 Monat, d.h. etwa 7 Tage ;
* der periodische Faktor ist
0(t/T) = kcos(Qt + y),
wobei Q =27/Tund |k| < 1;

* die Phasenverschiebung ist y = —7/2, so dass ¢ (¢/T) = ksin(Q¢) und
die Kontaktrate a(¢) in einer zunehmenden Phase bei r = 0 liegt.

Die Reproduktivitit ist dann %y = a/b = 1,5 > 1, was die Entwicklung einer
Epidemie mit einer Endgrofe R(ec) > N(1 — b/a) garantiert (Kapitel 13).

Abbildung 15.1 zeigt zwei typische Simulationen des Modells: Eine mit
k = 0 (die Kontaktrate ist konstant), die andere mit k = 1 (die Kontaktrate
schwingt). Obwohl die Kurven fiir k = 1 wihrend der Epidemie merklich von
denen fiir k = 0 abweichen, ist es bemerkenswert, dass die EndgroRen R(eo)
in den beiden Simulationen grafisch nicht zu unterscheiden sind. Dies wird
im nédchsten Abschnitt erldutert.

Wenn wir die Periode der Schwingungen verkiirzen (z. B. mit T = 1/8
Monate), wiirden wir sehen, dass die Kurven (S(¢),1(¢),R(¢)) fiir k = 1 ihre
Schwingungen behalten, sich aber der Losung mit & = 0 anndhern, die wir als
(S(1),1(),R(¢)) bezeichnen, weil sie a(t) = a entspricht. Dies ist iibrigens
eine Folge von Fatous Mittelwertbildungs-Theorem [29, Theorem 42]. In der
Tat, mit s = ¢ /T kann das System so geschrieben werden:

B a(1+¢(s)>SI—b1}, R

as _ dR
- N’ d N ds

=Tbl
ds ’

(15.2)

—Ta(l+¢(s))
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Abbildung 15.1: Simulation einer Epidemie: S(¢), I(¢) und R(¢). Durchgehende, nicht
gewellte Linien entsprechen k = 0, gestrichelte gewellte Linien entsprechen k = 1.

mit ¢(s) = cos(27s + ). Setzen wir Z = (S,I,R) und Z = (S, I, R). Das
Theorem stellt sicher, dass, wenn T — O,

Z(s) = Z(s) = (S(s) = S(s), I(s) = I(s), R(s) —=R(s)) = O(T)

wiihrend einer Zeit s in der GroBenordnung von 1/T. Also ist Z(t) — Z(t) =
O(T) fiir eine Zeit ¢ in der GroBenordnung von 1. Genauer gesagt, es gibt
Konstanten ¢y, ¢, c3 und Ty, die alle positiv sind, so dass fiir jedes 0 < T < T
und jedes ¢ > 0 folgendes gilt:

||Z(t> —z<l‘)H <T [Cleczt +C3] .

Wir konnen eine Naherung zweiter Ordnung berechnen. Das System (15.2)
schreiben wir in der Form

dz
s T 7Z )
75 = f(5,2)
wobei f(s,Z) periodisch in Bezug auf s mit der Periode 1 ist. Dann ist

—~aSI/N

fO(Z)“éf/Olf(s,Z)ds =| as I/bl\II—bI ,
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a ks1n(27ts+ y) —sin(y) ST

27 N

[1f0.2)-n@lo=| _, sin@s+y)-sin(y) SI

0 2 N
0

Beachten wir, dass wir den Term in sin(y) abziehen miissen, damit die letzt-
genannten Funktionen einen Mittelwert von Null haben. Nach [29, Theorem
44] gilt

S(s) = §(s) _Ték sin(22;ts+ V) S(sl)\lf(s) o),
I(s) = 1(s) 4 T ak sin(2277:s +v) S(s)1(s) LO(T)

und R(s) = R(s) + O(T?) iiber ein Zeitintervall s in der GroBenordnung von
1/T. Mit anderen Worten,

S() = §(1) ak Sin(gt-i-l//) g(tl)\;(t) L0(1/Q%),

1) =10+ ak sin(Qr +y) S(1)1(z) L 0(1/9Y)
Q N

und R(z) = R(¢) +O(1/Q?) iiber ein Zeitintervall ¢ in der GroBenordnung

von 1.

Beachten wir, dass bei einer kleinen Periode der Kontaktrate keine epide-
mische Kurve mit mehreren grolen Wellen zu beobachten ist, im Gegensatz
zu den Simulationen in Kapitel 13. Das liegt daran, dass sich das System im-
mer mehr dem Fall annéhert, in dem die Kontaktrate gemittelt wird, was nur
eine einzige epidemische Welle ergibt.

15.3 Nihe der EndgrofSen

Durch Schreiben der ersten Gleichung des Systems (15.1) in der Form

© (10g3) = ~al) N,

durch Integration zwischen t = 0 und ¢ = +-oo, unter Berlicksichtigung der
Anfangsbedingungen und der Beziehung

~+o0
| 10d =Ry,
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findet man wie in Kapitel 14

N-R() aR()
N-1Ip b N

~+oo
log + /0 1(6)9(t/T)dt = 0. (15.3)

Z| &

Das oszillierende Integral [, 1(¢) ¢ (t/T)dt konvergiert gegen 0, wenn T —
0. Denn einerseits wissen wir, dass I(¢) ~ I(¢). Andererseits, zumindest wenn
¢ ein Kosinus ist, konvergiert das Integral [, " 1(r) ¢ (¢/T)dr gegen 0, wenn
T — 0. Dies ist eine Folge des Lemmas von Riemann-Lebesgue [19, S. 293]
und davon, dass die Funktion f(t) positiv und integrierbar ist, denn

~+oo
/O 1(1)di = R(o) /b.

Daraus folgt, dass R(e0) — R(e0) wenn T — 0. Die Frage ist, wie schnell
dies geschieht. In erster Ndherung ergibt eine Approximation der Gleichung
(15.3) wie in Kapitel 14:

a

R(e0) &~ R(o0) + N/(N_R(=)) —a/b /()+wi(t)¢(z/T)dt.

Dann wird fiir I(¢) der in Abschnitt 1.4 erhaltene angeniherte analytische
Ausdruck in Form einer symmetrischen Glocke verwendet, was voraussetzt,
dass die Reproduktivitit @/b nahe bei 1 bleibt, aber groBer als 1 ist, und dass
der anfinglich infizierte Anteil Ip/N klein ist (Ip/N < 1). Unter der wahr-
scheinlichen zusitzlichen Annahme Iy/N < (a@/b — 1)? (der anfinglich infi-
zierte Anteil ist viel kleiner als die Reproduktivitit nahe 1), gilt

- N (a/b—1)>?

10~ 7 osla—b) -0/’ (154

wobel

log [2(N/Ip)(@/b—1)’]
TR — .
a-—b
Die Zeit 7 ist eine Annédherung an die Zeit, die bis zum Hohepunkt der Epi-
demie in einer konstanten Umgebung vergeht.
Nehmen wir schlieflich an:

(15.5)

O(s) =kcos(2ms+ y)

wie in Abbildung 15.1. Bezeichnen wir Re(-) als den Realteil einer komple-
xen Zahl und i als die iibliche imagindre Zahl. Wir haben dann, unter Ver-
wendung eines klassischen Ergebnisses iiber die asymptotische Berechnung
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komplexer Integrale mit einer Phase, die nicht stationir ist, so dass der Haupt-
term vom Rand des Integrationsintervalls kommt [55, Theorem 3],

oo N N(d/b— l)2k +oo COS(QI‘"’ l[/)
/0 L(1) ¢(t/T)dt ~ 2 /0 coshz[(ﬁ—b)(f— 7)/2] a

~ N(a/b—1)%k w [T el
= 5 Re (ew./o cosh?[(@—b)(t — ) /2] dt)

_ N(a/b—1)>k ( elV )
= 2 “\iQ cosi?’[—(@a—b)7/2]
__N(a/b- 1)%k sin(y)

2Q cosh?[(@—b)t/2]

Mit der Niherung (15.5) sehen wir zusétzlich, dass
cosh?[(a—b)t/2] ~ @07 /4~ (N/1p)(a/b—1)?/2,
was schlieBlich fiir Q — +o0

ak sin(y) Ip
N/(N=R(w)) —a/b Q

R(e0) & R(e0) — (15.6)
ergibt.

Die EndgroBe R(e) in einer konstanten Umgebung ist die einzige strikt
positive Losung von Gleichung

1— % = (1-1Ip/N)exp (—Z R;T))

(Kapitel 1), was sich auch leicht aus der Gleichung (15.3) ableiten ldsst. Da
Ip < N, hingt die EndgroBe R(e) nur sehr wenig von der Anfangsbedin-
gung Iy ab. Sie ist ndherungsweise durch die strikt positive Losung von

I—R(w)%exp<—a_ﬁ(w)>

gegeben. Der Korrekturterm in der Gleichung (15.6), der je nach dem Vorzei-
chen von sin(y) positiv oder negativ sein kann, ist also sowohl proportional
zu 1/Q, d. h. zur Periode T, die klein ist, als auch zum Bruchteil Iy/N der
urspriinglich infizierten Personen, der ebenfalls klein ist. Aus diesem Grund
ist die endgiiltige GroBe der Epidemie bemerkenswert nahe an der Grof3e, die
man erhilt, wenn man die Kontaktrate durch ihren Durchschnitt ersetzt.
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Abbildung 15.2: Die relative Differenz [R(e0) — R(e0)]/R(c0) zwischen den Endgro-
Ben der Epidemien in Abhiingigkeit von der Zeit T. Durchgehende Linien: R(eo) wird
durch Simulation des Differentialgleichungssystems geschitzt. Die Approximation
(15.6) ist gestrichelt dargestellt. Die Parameter sind dieselben wie in Abbildung 15.1
mit k = 1, auBer dass die Periode T zwischen 0 und 0,25 Monaten variiert und dass
Ip = 1 [zwei untere Kurven] oder I = 2 [zwei obere Kurven].

Dies ist in Abbildung 15.2 mit den gleichen Parameterwerten wie in Ab-
bildung 15.1 fiir k = 1 dargestellt. Wir haben die Periode T variiert. Aulerdem
haben wir zwei Anfangsbedingungen ausprobiert: Iy = 1 und Ip = 2. Wenn
T — 0, scheint die Kurve fiir R(c0) gut tangential zur Approximation (15.6)
zu sein. Man beachte auf der vertikalen Skala die kleine relative Differenz
[R(0) — R(e0)]/R(e0). Wie N = 10.000 fiihrt dies fiir die endgiiltige GroBe
der Epidemie maximal zu einer Differenz von 1 oder 2 Personen. Man be-
achte, dass die Reproduktivitit a/b hier 1,5 betriigt, so dass die Anniherung
(15.4) von Kermack und McKendrick noch relativ gut ist [31, S. 240].

Wenn die Phasenverschiebung y null oder ein ganzzahliges Vielfaches
der Zahl 7 ist, ist der Korrekturterm in der Gleichung (15.6) null. Da dies
aber ein Ausnahmefall ist, lohnt es sich vielleicht nicht, ein neues Aquivalent
fiir das obige Integral f,""1(r) ¢(z/T)dt zu finden.

AbschlieBend kann man sagen, dass die Nihe der Endgrofien R(eo) und
R(e0) in gewisser Weise die Tatsache rechtfertigt, dass in vielen epidemi-
schen Modellen die kurzzeitigen Oszillationen vernachléssigt werden, um nur
durchschnittliche Kontaktraten zu betrachten.
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Modelle fiir endemische Krankheiten

In diesem kurzen Kapitel werden Modelle untersucht, bei denen
die Infektion dauerhaft in der Bevilkerung verbleiben kann: man
sagt, dass sie endemisch wird. Zundchst wird gezeigt, dass die
Reproduktivitdt immer noch dazu dient, die Schwelle zwischen
dem Fortbestehen der Infektion und ihrem Verschwinden in ei-
nem periodischen S-I-R-Modell mit Demografie zu charakteri-
sieren. Anschliefiend wird der Wettbewerb zwischen zwei Krank-
heitserregern, z. B. zwischen zwei Stdmmen desselben Bakteri-
ums, in einem periodischen S-1-S-Modell untersucht.

16.1 Persistenz in einem endemischen Modell

Betrachten wir ein periodisches S-I-R-Modell mit Geburten und Sterblich-
keit. Die Neugeborenen treten in das Kompartiment S ein. Die Sterblichkeit
wird mit y bezeichnet. Es wird angenommen, dass die Geburtenrate gleich
der Sterblichkeit ist. So gilt

ds I

dl I

—=a(t)S=—-bl—ul 16.2
5 =Sy Iz (16.2)
dR

— =bI—uR 16.
7 bI—p (16.3)

wo die Gesamtbevolkerung N(7) = S(¢) + 1(z) + R(¢) a priori von der Zeit
abhingt. Aber

AN d

= 2SO+ +R()) = p (NS ~1-R) =0
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zeigt, dass die Gesamtbevolkerung in Wirklichkeit konstant ist; wir notieren
sie einfach N. Die Anfangsbedingung ist

S(0)=N—Tp, I(0)=I, R(0)=D0,

mit 0 < Ip < N. Nehmen wir an, dass die effektive Kontaktrate a(z) eine ste-
tige, streng positive und T-periodische Funktion ist. Die Positivitit der Lo-
sungen S(7), I(#) und R(¢) ergibt sich aus Lemma 16.3 im Anhang zu diesem
Kapitel. Die globale Existenz dieser Losungen ergibt sich daraus wie aus dem
Beweis der Proposition 1.2. Die Linearisierung der Gleichung (16.2) in der
Nihe des Gleichgewichts (S =N, =0, R = 0) ergibt.

dl
—~a(t)I-bI—pul
5 ~alt) u
Seien T _
a
i=— t)dt, %= .
a T/o a(t)dt, 0 bin

Proposition 16.1. Wenn %y < 1, dann gilt
lim I(r) =0.

t—oo

Wenn %y > 1, dann gilt

N b
limsupI(r) = lim supI(7) > o of KT (1 - f”) > 0.
t—>poo t=rbeo 1> b+p a

Beweis. Nehmen wir %y < 1 an. Da S/N < 1 haben wir

% <la(t) —b—pL.

Also ist .
I(1) < 1(0) exp ( /0 als)ds— (b + /J)t)

und I(#) — 0, wenn t — +eo, daa < b+ U.
Nehmen wir % > 1 an. Fiihren wir das Ganze ad absurdum. Nehmen wir
an
limsupI(?) < c.
oo

Es gibt € € [0; o[, so dass

limsupI(?) = ot — €.
t—r+too
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Es gibt also #; > 0, so dass fiir alle 1 > 1,
(1) <o—¢g/2
gilt. Mit der Gleichung (16.3) folgt, dass

dR
E—i—,uR:bIgb(a—e/Z)

fiir alle ¢ > #; ist. Also ist
R(t) <R(1) e M) 4 (b/u) (o —€/2) [1 - efMHO] .

Das zweite Glied dieser Ungleichung konvergiert gegen (b/p)(o — €/2),
wenn ¢ — +oo, Es gibt also #, > t1, so dass

R(1) < (b/u)(—g/4)
fuir alle ¢ > 1, ist. Nun haben wir mit der Gleichung (16.2)
al
dr
Wir verwenden die Majorationen der Funktionen I(¢) und R(¢) fiir # > #, im
Term N —I—R, was folgendes ergibt:

a(t)(N—I—R)%—bI—uI.

% > a(r) {1— a—Ne/Z —Za_N‘o’M] 1-bI—pul
und
1(r) > 1(2) exp (/,; {a(u) [1 - O‘*NE/Z _Z“N‘g/ﬂ - (b+u)}du> .

Es fillt auf, dass der Term innerhalb der Exponentialfunktion dquivalent zu
ct ist, wenn ¢t — —oo, mit

o b+u o ag |l b | ae|l b
ca[l m N} (b+u)+N[2+4u}NL+4H]>0.

AuBerdem zeigt die Gleichung (16.2), dass

I(t) =Tp exp </0t2 a(t) %dr - (b-l-l-l)tz) >0

ist, da Iy > 0. Also gilt I(r) — -+ wenn t — oo, was nicht moglich ist, da
I(r) < Nist. O
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Die untere Schranke « ist das nicht-triviale Gleichgewicht des Systems,
wenn der Koeffizient a(r) durch seinen Mittelwert a ersetzt wird. Das Verhal-
ten der Losungen kann sehr kompliziert sein, wie die Abbildung 16.1 andeu-
tet: Das System kann fiir bestimmte Parameterwerte chaotisch sein [4, Kapitel
28].

7009 11
600
500
400
300
200

100

Abbildung 16.1: Die Funktion I(z) in Abhingigkeit von der Zeit ¢, wenn N = 10.000,
Ip=1,a(t)=a[l+ecos(2nmt)],a=60,e=0,5b=50und u = 1.

16.2 Zwei konkurrierende Pathogene

Betrachten wir ein S-I-S-Modell mit einer Population, die sich zwei Krank-
heitserreger wie zwei verschiedene Stimme desselben Bakteriums einfangen
kann. Nehmen wir an, dass die Infektion mit einem Pathogen dennoch vor
der Infektion mit dem anderen Pathogen schiitzt (Phinomen der Kreuzimmu-
nitdt). Da sich Geburten und Todesfille die Waage halten, legt dies nahe, das
folgende Modell zu untersuchen:

ds I I

D UN—a ()S 2 — (1) S 2 —uS+bi 1, + byl
oK ai(t) N ax(t) N “HSthLi+bl,
dl; L

— =a1()S—=—ul; —bh1

0 al()SN ul 11,

dl

I
— = = —uly—bl,.
p az(t)S 2—byIp
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Die Gesamtbevolkerung N = S(r) +1; (¢) +I»(¢) bleibt konstant. Wir nehmen
an:

I,(0) >0, I(0)>0, S(0)=N-I;(0)—1I(0)>0.
Es wird angenommen, dass die effektiven Kontaktraten a;(¢) und a(¢) peri-
odische T-Funktionen sind. Seien

1 /T 1 /T ay ap
d) = — tdt,‘:—/ tdt, % = . T = .
p), @0d a=g [a6d @ bitu P btu

Proposition 16.2. Nehmen wir an, dass es eine positive Funktion ¢(t) mit
einem Mittelwert von 1 gibt, so dass a(t) = a, ¢ (t) und ax(t) = a, ¢ (t). Wenn
Ky > Ko, dann gilt (1) — 0, wenn t — oo,

Beweis. Wir haben

1 la’h+ m s _ 1 1d12+ m
an T a HT TN T w0 | La T HT?
Vereinfachen wir durch ¢ (¢). Wir erhalten:
1 [1dL 1 [1dl
— | == b =—|—— b
[11 dt TR ap Iz dt tHT 2]
Wir integrieren zwischen O und #:
1 Il(l‘) T 1T Ig(l‘)
— |log —= bi)t| =—|1 by)t| .
i [og11(0)+(u+ =2 _og12(0)+(u+ 2)

Daraus folgt

11 Il(t)_il Iz(l) —t( 1

@ EL(0) @ °h(0) %‘%)tﬁﬁ"“

Aber I () < N. Im ersten Glied sehen wir also, dass I(f) — 0 wenn ¢ —
oo, O

Der Wettbewerb zwischen diesen beiden Pathogenen endet also damit,
dass der Pathogen mit der geringeren Reproduktivitit verschwindet. Wenn
zusitzlich %) > 1, dann konvergiert die Funktion I; () gegen die einzige strikt
positive T-periodische Losung der Gleichung

dl,

T Zal(l‘)l](l—ll/N)—/JI] —bi1;.

Wenn die beiden Pathogene unterschiedliche Saisonalititen hitten, d.h. wenn
das Verhiltnis ay(¢)/a; (¢) nicht konstant wire, dann knnten sie bei bestimm-
ten Parameterwerten koexistieren (siehe auch [44, S. 152-156])).
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16.3 Anhang: Positive Systeme

Lemma 16.3. Seien f € €' (R x R™,R™) und X(t) eine Losung von

= rex)

die fiir alle t > 1y definiert ist. Nehmen wir an X(to) > 0 und
Vi, Vx 20, Vi, x; = 0= fi(t,x) > 0.

Dann ist X(t) = 0 fiir alle t > 1.

Beweis. Nehmen wir zunichst X;(#y) > 0 fiir alle i an und

Vi, Vx =20, Vi, x; = 0= fi(t,x) > 0. (16.4)

Die Komponenten der Losung X(¢) bleiben alle strikt positiv, zumindest iiber
ein kleines Zeitintervall, das 7y enthilt. Lassen Sie uns absurd argumentieren.
Nehmen wir an, dass die Menge

E={t>1t |3, 1 <i<m, X;(t) =0}

nicht leer ist. Sei 4 = inf&’. Es gibt i, so dass X;(¢+) = 0. AuBerdem gilt
X;(r) > 0furalle 1 < j<mundt € to,z;[. Wir haben einerseits

dX; Xi(ty) —Xi(ty — € —Xi(t. —¢€
Y(ry) = lim i(ts) = Xilts ):nmg—ii—lgm
dt =01 € e—0t €
andererseits

dX;

X(ty) 20, Xi(t4)=0, —
(1) i(t4) -

(t4) = fi(t4,X(14)) > 0.

Wir sind also zu einem Widerspruch gelangt. Also ist X;(¢) > 0 fuir alle 1 <
Jj < mund fiir alle ¢ > #.

Wenn wir nur X(#p) > 0 und die Annahme des Lemmas iiber die Funktion
f haben, stellen wir

g™ (t,x) = filt,x)+1/n
und betrachten die Losungsfolge X()(r) des Systems

ax)
dt

=", x" (1)
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mit XE”) (to) = Xi(t0) + 1/n fiir 1 < i < m. Die Funktionen g erfiillen die
Bedingung (16.4). Aus dem oben Gesagten folgt, dass Xl(n) (t) > 0 fiir alle
n, alle i und alle ¢ > o gilt. Die Stetigkeit einer Losung in Bezug auf einen
Parameter und in Bezug auf die Anfangsbedingung [15, Theorem 3.39] zeigt,
dass fiir alle i und alle ¢ > 1y,

X;(t) = lim X" (1) >0. O

n—y+oo
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Kapitel 17

Wahrscheinlichkeit der Ausloschung in einer peri-
odischen Umgebung

Fiir eine bestimmte Klasse von zeitkontinuierlichen Verzweigungs-
prozessen mit mehreren Typen in einer periodischen Umgebung
wird gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeit der Ausloschung 1 ist,
genau dann wenn die Reproduktivitit % kleiner oder gleich 1
ist. Der Beweis verwendet Ergebnisse iiber das asymptotische
Verhalten von kooperativen Systemen von Differentialgleichun-
gen. In der Epidemiologie kann die Wahrscheinlichkeit der Aus-
loschung als periodisches Map fiir das Epidemierisiko verwendet
werden. Als Beispiel werden ein linearisiertes S-E-I-R-Modell
und Daten iiber einen Masernausbruch in Frankreich betrach-
tet. Diskutiert werden auch zeitdiskrete Modelle mit potenziellen
Anwendungen in der Naturschutzbiologie.

17.1 Nur ein Typ von infizierten Personen

Betrachten wir zunéchst einen ,,linearen Prozess von Geburt und Tod* (oder
vielmehr von Infektion und Heilung) mit nur einem Typ in einer variablen
Umgebung, wie zum Beispiel in [35, 47]. Seien a(t) die tatséchliche Kontakt-
rate und b(¢) die Heilungsrate zum Zeitpunkt 7. Wenn es n infizierte Perso-
nen gibt, ist die Wahrscheinlichkeit einer Neuinfektion wihrend eines kleinen
Zeitintervalls dt gleich na(t)dt + o(dt) [linear zu n]; die Wahrscheinlich-
keit einer Neuheilung ist nb(r) dt + o(dt). Nehmen wir a(t + T) = a(¢) und
b(r+T) = b(¢) fiir alle ¢ an. Sei ng die anfingliche Anzahl der infizierten Per-
sonen zum Zeitpunkt #y (ng > 1). Die Wahrscheinlichkeit p,(t), n infizierte
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Personen zum Zeitpunkt 7 zu haben, ist eine Losung des Systems

dpn

21— —[a(t) + (O] npu+alt) (1= 1) puoy +b(0) (1 ) a1, 0> 1,

mit dpg/dt = b(t) p1, pu(to) = 1 wenn n = ng und p,(fo) = 0 wenn n # ny.
Tatsdchlich gibt es n infizierte Personen zum Zeitpunkt ¢ + d¢, wenn es n — 1
zum Zeitpunkt ¢ gab und eine Infektion stattgefunden hat, oder wenn es n+ 1
infizierte Personen gab und eine Heilung stattgefunden hat.

Proposition 17.1. Die generierende Funktion

x) = Z pa(t)x"
n=0
ist so, dass g(tg,x) = x"0 und
dg dg
—+(1- t)x—b(t)] == =0. 17.1
B (1= fa)x—b(r)] 5 a7.1)
Beweis. Da
Z npu(t - )
n>1
haben wir
dg o dp, ,
o n;) dr
= —la®) +b()] Y, npax"+a(t) Y (n—1) pp1 ¥
n=0 n>1
+b(1) Y (n+1) pay1x”
n=0
_ g 298 dg
_—[a(t)+b(t)]x$ +a(t)x 5 +b(t) == PR O
Proposition 17.2. Der Erwartungswert fiir die Grof3e der infizierten Popula-
tion,
oo
= Z npu(t)
n=1

ist so, dass 1(ty) = ny und
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Beweis. Wir bemerken, dass

d dl  9?
I(t):aii(tvl)v E:Tagx(tal)

Nehmen wir die partielle Ableitung nach x der Gleichung (17.1) :

9’g 9’%g
T8 4 {ae)(1~ )~ ax 0]} 2 4+ (1 —)lale)e— be) 5 S =0.

Vertauschen wir die partiellen Ableitungen und nehmen wir x = 1:

d%g dg
atax(t71)_[a(t) b(t)]ax(t 1) 0.

Dies ist die Differentialgleichung in der Proposition. O

Proposition 17.3. Die Extinktionswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt t > tq ist

no

1
L+ fi bls)exp | o [b(u) — a(w)du] ds

po([)z 1-—

Beweis. Betrachten wir die charakteristischen Kurven der linearen partiellen
Differentialgleichung erster Ordnung (17.1) :

dX
= (1=X)la)X —b(r)].
Dann ist
d dg dg dX
Sl X )] = SE0,x0) + L x(0) S
dg d

= (0, X(e)) + [1 - X(0)ale)X(0) ~ (o)) 28 (X)) =0,
Also gilt g(#,X(t)) = g(t0,X(t0)) = X(to)™. Sei Y = 1 — X. Dann ist

dy

o= —a()Y(1=Y)+b(r)Y

Wir dividieren durch Y? und setzen Z = 1/Y:

dz
— = —a(t)(Z—1)+b(1)Z,
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Also ist
Z(t)exp [ / 'Ibu) —a(u)]du} ~ Z(t0)
= —/tta(s) exp [/ts[b(u) —a(u)]du] ds.

0

Die charakteristische Kurve, die durch X(#) = 0 verlduft, entspricht Y(z) = 1
und Z(¢) = 1. Mit der obigen Gleichung folgt daraus Z(y), Y (#p) und schlieB-
lich

1

X(t()) = l—m

1
exp [f,; [b(u) —a(u)]du] + Jip a(s)exp [ JiIb(w) —a(u)]du} ds

Man merkt an, dass

=1-

/ '[a(s) - b(s)) exp [ / 1) — a(u)] du} ds

fp fo

s 4 t

[b(u) —a(u)]du} =1—exp [ [b(u)—a(u)]du.

o fo

=— [exp

fo

Da po(t) = g(#,0) = X(#p)", ergibt sich

1 "
1— .
( 1+ J! b(s)exp [f,g [b(u) —a(u)}du} ds)

po(t) =

Seien

1T - 1T
a:—/ alt)dt, b:7/ b(t)dt, @= lim py(t).
T Jo T Jo

t—+oo
 ist die ultimative Wahrscheinlichkeit der Ausloschung.

Proposition 17.4. Wenn a < b, dann ist ® = 1. Wenn a > b, dann ist

0= (1— ! ) .
14 [ b(s) exp [ f2 (b(u) fa(u))du} ds

(17.2)



Kapitel 17 265

Beweis. Wenn a # b, dann gilt

s —_
/ [b(u) — a(u)] du ~ (b—a)s
fo

wenn s — 4o, Wenn hingegen @ = b, dann ist Jio[b(u) — a(u)]du eine T-
periodische Funktion von s. Im Fall @ < b, d.h. wenn @ < b oder a = b, gilt
daher

t s
b(s)ex /bu—au du|ds — oo
bispesp | [ 1o~ atwla] as
und @ = 1. Im Fall @ > b konvergiert po(t) gegen den in der Proposition
angegebenen Grenzwert. O

Anmerkung 17.5. Wenn a > b, dann ist @ < 1 und @ ist eine T-periodische
Funktion von #y. Erinnern wir uns auch daran, dass die Reproduktivitit fiir
Modelle mit nur einem Typ von Individuen durch %, = a/b gegeben ist (Pro-
position 7.14).

17.2 Mehrere Typen von infizierten Personen

Sei m > 1 eine ganze Zahl. Sei A(r) = (A; ;()) eine Matrixfunktion (mit
Werten in den quadratischen Matrizen der Ordnung m) mit positiven oder
Null-Koeffizienten :

Vi, j, Aij(t) = 0.

Sei B(r) = (B, (1)) eine diagonale Matrixfunktion mit positiven oder Null-
Koeffizienten :
vj, Bjj(t) = 0.

Sei C(r) = (C; (1)) eine Matrixfunktion so, dass

Vl'#j, C,‘J([)go, V], C.,-J(t):fZC,-,j(t).
i#J
Wir setzen D(¢) = B(¢) + C(7) und M(z) = A(¢t) — D(¢) ein.

Die Koeffizienten A; ;(¢) sind die effektiven Kontaktraten. Die Koeffizi-
enten B; ;(¢) sind die Heilungs- oder Sterblichkeitsraten, wihrend die Koef-
fizienten —C; j(r) fiir i # j die Transferraten zwischen den Kompartimenten
sind. Man beachte, dass —D(¢) und M(¢) kooperative Matrizen sind: Thre Ko-
effizienten auBerhalb der Diagonalen sind positiv oder null. Nehmen wir an:

(H1) mindestens ein Koeffizient der Matrix A(¢) ist fiir alle ¢ strikt positiv;
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(H2) die Matrix M(¢) ist fiir alle ¢ irreduzibel;
(H3) die Matrixfunktionen A(z), B(¢) und C(¢) sind stetig und T-periodisch;
(H4) es gibt B >0, so dass Vj, Vt, B; ;(¢) > B.

Die Hypothese (H4) kann abgeschwicht werden, aber es ist auf jeden Fall rea-
listischer, eine von Null verschiedene Sterblichkeit in jedem Kompartiment
zu haben. Es sei daran erinnert, dass p(-) den Spektralradius bezeichnet.

Lemma 17.6. Sei Z(t) die Losung des Matrixsystems.
az.

wobei . die Identititsmatrix ist. Dann ist p(Z(T)) < exp(—fT) < L.

Beweis. Da die Matrix —D(¢) kooperativ ist, zeigt die Proposition 2.5, dass
Z(t) > 0 fiir alle 7 > 0. Also ist

d & m. m m
T L Zij() ==Y, Y D) Zej () = = Y | Yo Dil) | Z(0)
= i=1k=1 k=1 |i=1
==Y Bur(t)Zij(1) < —B Y Zs (1)
k=1 k=1
und .
ZZIJ( ) < exp(—BT)
i=1
daZ(0) = .#. Wir haben
P(Z(T) < Z(T) = lrgazmz Zis(T
=,gl,ags,,ZZz, < exp(—BT). 0

Betrachten wir nun den mit diesen Matrizen verbundenen mehrtypigen
Geburts- und Todesprozess [47]. In dem kleinen Zeitintervall [t ; ¢ + dt], damit
das System in den Zustand (ny,...,n;,...,n,) zum Zeitpunkt 7 + dt gelangt :

* entweder das System befand sich im Zustand (np,...,n;—1,...,ny)
zum Zeitpunkt ¢ und eine der n; — 1 Personen vom Typ i hat durch
Infektion eine neue Person vom selben Typ [Wahrscheinlichkeit (n; —
1)A;;dt + o(dt)] gezeugt;
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¢ oder das System befand sich im Zustand (np,...,n;—1,...,n,) zum
Zeitpunkt ¢ und eine der n; Personen des Typs j 7 i hat durch Infektion
eine neue Person des Typs i erzeugt [Wahrscheinlichkeit n; A; ;jdt +

o(dt)l;

* oder das System befand sich im Zustand (nj,...,n;+1,...,n,) zum
Zeitpunkt ¢ und eine der n; + 1 Personen des Typs i hat die infizierten
Klassen verlassen [Wahrscheinlichkeit (n; + 1)B; ;(¢) dt + o(dt)];

* oder das System befand sich im Zustand (ny,...,n;—1,...,n;+1,...,n,)
zum Zeitpunkt ¢ und eine der n; 4 1 Personen vom Typ j # i ver-
wandelte sich in eine Person vom Typ i [Wahrscheinlichkeit —(n; +
1)Ci7j(l)dl+0(dl)].

Wenn p(t,ny,...,n,) die Wahrscheinlichkeit ist, n; infizierte Personen
des Typs i (1 < i < m) zum Zeitpunkt ¢ zu haben, dann ist

d
d—f(l,nl,...,nm —ZA,-,- i—Dpt,ng,....ni—1,...,n,)
+ZA,] ynjp(t,ny,...,ni—1,... ny)
i#j

+ZB,, )(ni+ 1) p(t,ny,...oni+1,... )

fZC,] (nj+1)p(t,ni,...,ni—1,....n;+1,....ny)
i#]

ZA,] I’l]p l NPE ZBll t )1, - nm)

+ZCU an t,ny,..., m)~
i#]

Nehmen wir die folgende Anfangsbedingung an:

— (50 0
p(t()anla . m):{ 1 et (nl""anm)—<n17...’n’n),

0 sonst.

Proposition 17.7. Betrachten wir die generative Funktion
glt,x1y .y xy) = Z pltynyy...ony)x".

nl,...,anO

Dann ist 5
N8
%8 4 X Asslo)r; ~ D)) (1 - x) 55 =0

iJ
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mit der Anfangsbedingung

g(to,x1,. .., Xm) :xl”?---xm"'%. (17.3)

Beweis. Es gilt

dg
- = Z ——(tyny, .y ) X1

n

dg -
— = Z nip(t,ny,. .. my)x ™. ox Lo x,.

Man bemerkt, dass fiir alle i und alle j,

n n
i — s ceani—1,00 "=
Z (l’l 1)])([ ni, ) I 17 anm)xl ! X "

ny,...,ly

Z (mi+ D) pt,ng,...,n+ 1, ny)x

nyyesllm

n

Z nip(t,ng,...ony)x" ., :xjgj,

[P ™
und dass fiir alle i # j,

n

Z njp(t,ni,....ni—1,... ny)x

Z (nj+1)pt,n,...oni—1,...onj+ 1, n,)x" . Xy =Xig
Xj

Ny,

Wir folgern

%y 2 2 LY A (0, 28
ot _;Alvl(t)xl ox; +§jAt-,j(t)xtxl axj
98 .08
-I—;B,,,(t) o _;Czd(f)xl ox;
R 1508 . 08
,;A,,](t)x,&—xj f;B,,,(t)x, e +§jc,,,,(z)x] o
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Da B,'_,j(t) =0 ist wenn i # j, so gilt

dg dg
A x5+ Y B (1) (1 —xp) =2
Z ,J /a Z J )8xj
3g
- Cl X‘—,
l; 0045y,
Aber
3g
Ci (1) (xi— Cz n C7 x'i
l_;j J(0)( ax] l; JU 8x] ,; i 5
dg dg
;j ! 8‘x/ ; I ] 3xj
9g
*ZC,/ axj
Also ist
dg
28 Y [y (00~ Buy() Coy)] (1 - 25 =0, .
i,j j

Proposition 17.8. Der Erwartungswert fiir die Anzahl der infizierten Perso-
nen vom Typ k (1 < k < m) zum Zeitpunkt t,

Ik(t): Z nkp(t7nla"'7nm)7

el 20
ist so, dass J
1
— =M(t)1(z),
= MOI()

wo I(t) = (11(t),...,Lu(t)). Dariiber hinaus ist 1(ty) = (n?,...,nQ).
Beweis. Es fallt auf, dass

_ dg diy  J%g
Ik(t)_gixk(t’l” ), E—atan(t,l,,l)

Nehmen wir die partielle Ableitung nach x; der partiellen Differentialglei-
chung aus der Proposition (17.7) :

2 d
ao;: at+Z{A’f (1—_xi)—[Aiﬂj(l)Xj_DiAj(t)]éi,k}ﬁgi

82
+ L Aoy = Dus(0] (1 -3) 55 =0,
J
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wobei §; j = 1, wenn i = j und 6; ; = 0 sonst. Vertauschen wir die partiellen
Ableitungen und nehmen wir (x1,...,x,) = (1,...,1):

azg 1 1 A it D, (t 1 D=0
53 e D= LA () =Dej(0] g2 (1,1 ) =0,

J

Also ist

ddI::;Mk_’j(t)Ij(t). O

Proposition 17.9. Die Wahrscheinlichkeit der Ausloschung zum Zeitpunkt

T >ty ist
N L N L
p(x.0,...,0) = [XP ()] " XD w0)] " (17.4)
wobei X9 (1) die einzige Lisung des Systems
()
dXx.
L=y [A,»,,(t)xﬁ.” - D,-ﬁj(z)] {1 - le} (17.5)

ist, so dass X9 (1) = 0.

Beweis. Die charakteristischen Kurven der linearen partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung aus der Proposition 17.7 sind

% = Z[Ai’j(t)xj _Di,j(t)] (1 _Xi) '
Dann sind
%[g(t,xl(l),.--,xma))] =0
und
81, X1 (0), . Xn(1) = 8(t0, X (10), .. Xn(t0).  (17.6)

Sei X(?)(¢) die Losung, so dass X(?)(7) = 0 (der Nullvektor). Wenn man die
Anfangsbedingung (17.3) verwendet und ¢ = 7 in die Formel (17.6) einsetzt,
erhilt man

p(2,0,...,0) = g(1,0,...,0) = [xgﬂ(m)]
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Proposition 17.10. Sei

0= IBTmp(t,o,...,o)
die ultimative Wahrscheinlichkeit der Ausloschung. Sei ®(t) die Losung des

Matrixsystems

do
LM, ®(0)= 7,

wobei I die Identititsmatrix ist. Es gibt zwei Fiille:
o wenn p(®(T)) < 1, dann ist @ = 1;
» wenn p(®(T)) > 1, dann ist o < 1.

Beweis. Nach der vorherigen Proposition ist die Wahrscheinlichkeit @ der
Ausloschung durch
0 0
w = (a)l)nl con (a)m)nm
gegeben, vorausgesetzt, dass @; der Grenzwert von ng (to) ist, wenn T —
+oo. Das Problem lésst sich daher auf die Untersuchung des Systems von
Differentialgleichungen (17.5) zuriickfiihren. Sei

(D ey — ()
Yj (s)—l—Xj (t—ys). (17.7)
Wir erhalten

ay'?

L (5) = Z [Ai,,(»c —5) (1 - Yg.”(s)) —Dy (T s)] YY), (17.8)

Die Anfangsbedingung ist YY) (0) = 1. fiir alle j und alle T > 1.
Sei Y;(s) = YE-HT) (s). Dann iiberpriifen Y(0) = Y(P(0) und Y(s) das
gleiche Differentialsystem (17.8) wie Y(?)(s) wegen der Annahme (H3) iiber

die Periodizitit der Koeffizienten. Daher sind Y (s) = Y(?)(s) und
(D) — yv(E+T)
Y (5) = Y (s) (17.9)

fiir alle s, alle 7 und alle ;.
Wenden wir die Proposition 17.12 aus dem Anhang an. Seien F = (Fy,...,F,)
und
Fi(s,Y) =} [Aj(t—5) (1-Y;) =Dy (t—s)]Y;,

i
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so dass F;(s, Y(*) (s)) das zweite Glied der Gleichung (17.8) ist.
Uberpriifen wir die erste Annahme in Proposition 17.12 : das System

dy

=F(s,Y
ds (5, Y)

lasst die Menge [0; 1] invariant. In der Tat, wenn Y € [0; 1] dann gilt

Y; =0 =F;(s,Y)=) (A j(t—s)—Cij(t—s))Y; >0,

i)
Y;=1=F;(sY)=-Y D;j(t—s)Y;—Dj (t—s)
i#j
:—ZC,] s)Yi—Bjj(t—s —|—ZC” T—3s)
i#] i#]
s)+ ) Cij(t—s)(1-Y;) <0, (17.10)

i#j
wobei die strikte Ungleichheit in Gleichung (17.10) auf die Annahme (H4)
zuriickzufiihren ist. Nach Lemma 16.3 bleibt fiir jede Anfangsbedingung in
[0;1]™ zum Zeitpunkt sy die entsprechende Losung des Systems (17.8) in
[0; 1]™ fiir alle s > s¢. Die strikte Ungleichung (17.10) zeigt auch, dass wenn
Y(s0) € [0;1]", dann ist Y(s) € [0; 1[™ fiir alle s > s.
Wir haben

JF;

aYk(sY) Arj(t—s)(1-Y;) =Dy j(t—s) ,kZA,J —5)Y;.

Die zweite Annahme in Proposition 17.12 ist erfiillt, da

JF;
VY €[0:1)", Vs, Vj £k

'Y, L(s,Y)= Apj(t—s)(1-Y;)—Cy(t—s)>0.

Fiir alle j # kund Y € [0;1[™ gelten die Aquivalenzen
My j(T—s) = A j(T—5)—Cyj(T—5) >0

& [Aj(t—s5)>00u —Cj(t—5)>0] & ai(s Y)>0.
' ’ 8Yk

Die Matrix M(7 —s) ist nach Annahme (H2) irreduzibel. Daher ist die Jacobi-

Matrix .
J
(o)
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fiir alle s und alle Y € [0; 1[" irreduzibel. Die dritte Hypothese der Propositi-
on 17.12 ist erfiillt.

Uberpriifen wir die vierte Annahme. Fiir alle & € ]0;1[ und Y € ]0; 1]™
gilt
Fj(s,aY) = aZ [Aij(z—s) (1-aY;)=Dij(z—s)]Yi

=aF;(s,Y)+a(l—-a ZA’, iYi > aF(s,Y)

und F(s, ¢Y) # aF(s,Y) nach der Hypothese (H1).
Die fiinfte Hypothese ist trivial: F(s,0) = 0.

Uberpriifen wir die sechste Hypothese. Sei J(s,0) die Jacobi-Matrix
_ oF; _ _t
J(S,O)— TYI{(S70) jki (Akvj(ffs)kaaj(Tis»j,k* M(Tfs)a

wobei 'M die transponierte Matrix von M ist. Fiir alle s und alle Y € [0;1]"
gilt

Fi(s,Y) =Y "M;i(t—s)Y;— ZA,, —5)Y ZM], —5)Y

i

AuBerdem ist F(s,Y) # J(5,0)Y, wenn Y € ]0; 1), aufgrund der Annahme
(HD).

Seien ®(z), D(), P3(7) und P4(7) die Fundamentalldsungen (mit der
Identitdtsmatrix als Anfangsbedingung zum Zeitpunkt 0) von bzw.
dyY dy dY dyY
— =M©1)Y, —=M(1+1)Y, — =—-M(t+1)Y, — ="M(1—9)Y.
MY, S=M(eY, < (c+1)Y, S =M(z-s)
Das zweite System ist in Bezug auf das erste zeittranslatiert. Das dritte ist der
Adjunkt des zweiten (Proposition 7.10). Das vierte ist wie das dritte, auler
dass die Zeit umgekehrt ist. Also sind

®(T) = (1) D(T) ((1)) ", @3(T) = ['®2(T)] ™, P4(T) = [@3(T)] ™

und
1
P(®(T) =p(®2(T) = T o

Wenden wir die Proposition 17.12 an:

= p(Py(T)).
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» wenn p(P4(T)) < 1, dann ist das Gleichgewicht 0 des Systems (17.8)
insgesamt asymptotisch stabil in [0; 1]”; insbesondere gilt Y(*)(s) — 0
wenn s — 4-oo;

» wenn p(P4(T)) > 1 dann hat das System (17.8) eine einzige strikt po-
sitive und T-periodische Losung, die insgesamt asymptotisch stabil in
[0:1]™\ {0} ist und daher Y(¥)(s) anzieht, wenn s — oo,

Wir sehen mit der Formel (17.4), dass XST) (to) = p(,0,...,0) wenn n}) =
1 und nlo =0 fiir i # j. Die Funktion 7 — p(7,0,...,0) ist steigend, denn

d
(0.0 = Y Bi(0) plt.e)) >0
l

ist, wobei e; = (0,...,1,...,0) der Einheitsvektor mit 1 an der i-ten Koor-
dinate ist. Diese Funktion ist auch mit 1 beschrinkt, da es sich um eine

Wabhrscheinlichkeit handelt. Also konvergiert X(].r) (fo) gegen einen Grenzwert
0; <1, wenn T — +oo. ‘

Mit der Beziehung (17.9) haben wir fiir alle T > fo und alle ganzen Zahlen
n,

X (1) = 1 =YD (0T — 1) = 1 =Y (24T —19).

Unter Annahme des Grenzwertes n — oo folgern wir:
» wenn p(®(T)) < 1, dann ist @; = 1 fiir alle j;
» wenn p(P(T)) > 1, dann ist w; < 1 fiir alle j; O

Anmerkung 17.11. Die beiden Flle in Proposition 17.10 entsprechen % < 1
und %, > 1 ( Korollar 7.13).

17.3 Ein einfaches epidemisches Modell fiir Masern in Frank-
reich

Betrachten wir als Beispiel ein linearisiertes S-E-I-R-Modell fiir den Beginn
einer Epidemie:

O = (e WB+al)(1-9)1 (7.11)
dl
E:cla—(ia+u)1. (17.12)
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Die Zahl E ist die Zahl der infizierten, aber nicht infektiosen Personen, I die
Zahl der infektiosen Personen. Die durchschnittliche Latenzperiode ist 1/c.
Die durchschnittliche Infektionsperiode ist 1/b. Die Mortalitit ist i. Die ef-
fektive Kontaktrate, d. h. das Produkt aus der Kontaktrate und der Ubertra-
gungswahrscheinlichkeit, wird mit a(r) angegeben. Es wird angenommen,
dass es sich um eine streng positive, periodische Funktion mit der Periode
T = 1 Jahr handelt, die die Saisonalitit modelliert. Die Zahl ¢ ist der An-
teil der Bevolkerung, der immun ist, entweder durch Impfung oder durch ei-
ne frithere Infektion. Die Parameter ¢, b und u sind strikt positiv, wihrend
0<o <.
Die Annahmen (H1)-(H4) in Abschnitt 17.2 sind mit

A1) = < 8 a(t)((l)_m >’B(t): ( 0 bﬁ“ )’C(t):< _CC(178.13>)

erfiillt. Berechnen wir die Extinktionswahrscheinlichkeit @ des mit den Ma-
trizen (17.13) verbundenen mehrtypigen Geburts- und Todesprozesses mit der
ganzzahligen Anfangsbedingung

(E(t0),1(10)) # (0,0)

zur Zeit ty. Wihlen wir zunichst 7 so, dass 7 —#g im Vergleich zu T grof ist.
Aus den Beziehungen (17.4), (17.7) und (17.8) wissen wir, dass

E(10) 1(t)
a)zp(f,0,0):(1—Y(lr)(r—to)) 0 (1—Y§T>(T—to)) Y1714

wobei
(%)
d%(s) = —(c+ )Y V() +eY(s), (17.15)
ayy) (%) (%) (1)
"2 (5) = a(t—5) (1= 0V 5)(1 =Y () — b+ YY) (17.16)

fir0 <s < 7—1, YET> (0)=1und Ygr) (0) = 1. Mit diesen Gleichungen lasst
sich @ numerisch berechnen. Schlieflich miissen wir denselben Algorithmus
mit einem groBeren Wert fiir T erneut anwenden, um zu iiberpriifen, ob wir
denselben Niherungswert fiir @ erhalten.

Als Beispiel betrachten wir die aufkommende Masernepidemie in Frank-
reich in den Jahren 2008-2011 (Abb. 17.1; in den Jahren 2006 und 2007 gab
es weniger als 50 gemeldete Fille). Im Jahr 2007 waren aufgrund der Durch-
impfungsrate schitzungsweise 10 % der Zweijidhrigen und 7 % der Sechsjéh-
rigen in Frankreich suszeptibel fiir Masern; 2009-2010 waren etwa 8 % der



276

Bevolkerung im Alter von 6 bis 29 Jahren suszeptibel [41, p. 5]. Ange-
sichts der Gesamtbevolkerung Frankreichs (65 Millionen Einwohner) kann
man davon ausgehen, dass die suszeptible Bevolkerung wahrscheinlich mehr
als zwei Millionen Menschen betriagt. Aulerdem betrigt die kumulierte Zahl
der in Abbildung 17.1 berichteten Fille etwa 22.000, wobei die tatsichliche
Zahl der Fille an manchen Orten vielleicht doppelt so hoch ist wie die be-
richtete. Daher ist die Population der Suszeptiblen in den Jahren 2008-2011
wahrscheinlich relativ stabil geblieben, was das linearisierte Modell (17.11)-
(17.12) rechtfertigt.

cas/mois

13000

2008 2009 2010 2011

Abbildung 17.1: Monatliche Anzahl der gemeldeten Masernfille [Treppenfunktion]
von Januar 2008 bis Februar 2012 (Daten von [36]). Beste Anpassung [glatte Kurve]
an die Daten von Januar 2008 bis Juli 2011.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass a(r) = a [1 4+ €cos(Qt — y)]
mit Q =27/T und T = 1 Jahr. Dieser Ausdruck ist der Beginn der Fourier-
reihenentwicklung der periodischen Funktion a(¢). Andere Formen fiir a(t),
wie eine Treppenfunktion, konnten ebenfalls verwendet werden. Eine Trep-
penfunktion wire besonders geeignet, wenn eine nach Alter geschichtete Un-
tersuchung der Fille auf eine Ubertragung in der Schule hindeuten wiirde.
Dies scheint jedoch nicht der Fall zu sein. Die hochste Inzidenz ist bei Kin-
dern unter einem Jahr, die noch nicht zur Schule gehen, wihrend das Median-
alter der gemeldeten Fille 2010 bei 14 Jahren und 2011 bei 16 Jahren lag,
wobei die meisten Fille jiinger als 30 Jahre alt waren [13]. Es ist ungewohn-
lich, dass das Medianalter fiir eine Krankheit wie Masern so hoch ist. Die
Altersstruktur der Inzidenz spiegelt eher die Altersstruktur der suszeptiblen
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Bevolkerung wider als die Einschulung: Kinder unter einem Jahr sind noch
nicht geimpft; wie oben erwéhnt, sind etwa 8 % der 1- bis 30-Jahrigen sus-
zeptibel; nur 1 bis 2 % der 30- bis 50-Jahrigen sind suszeptibel [41]. Diese
besondere Struktur ist auf den raschen Riickgang der Maserninzidenz in den
1980er Jahren zuriickzufiihren, nachdem 1983 der Masernimpfstoff und 1986
der MMR-Impfstoff (Masern, Mumps, Rételn) empfohlen wurden.

Um die unbekannten Parameter zu schitzen, vergleichen wir das Modell
(17.11)-(17.12), das dem Erwartungswert des stochastischen Prozesses ent-
spricht, der mit den Matrizen (17.13) verbunden ist, mit den Daten zwischen
Anfang Januar 2008 (sagen wir t*) und Juli 2011. Im Juli 2011 wurden eine
Reihe von Mallnahmen zur Kontrolle des Ausbruchs ergriffen, so dass man
nicht mehr davon ausgehen kann, dass die Parameter dieselben bleiben wie
zuvor. Thre Wirkung lésst sich daran erkennen, dass es Ende 2011 keine Epi-
demiewelle mehr gab.

Nehmen wir 1/c¢ = 8 Tage und 1/b = 5 Tage an. Die Sterblichkeit u ist
im Vergleich zu b vernachlissigbar: Wir nehmen 1/u = 70 Jahre. Sei f der
Bruchteil der Fille, die tatsidchlich gemeldet werden. Wir identifizieren die
Inzidenz der gemeldeten Fille aus Abbildung 17.1 mit der Funktion fb1(z).
Da das System (17.11)-(17.12) linear ist, wird es auch durch die Funktionen
E(t) = fE(t) und 1(t) = f1(¢) tiberpriift. Das Ziel ist es also, E(¢*), 1(t*),
€, v und das Produkt @(1 — ¢) so zu finden, dass »I(¢) am besten zu den
Daten passt. Wir messen den Abstand zu den Daten durch die Summe der ab-
soluten Werte der monatlichen Inzidenzdifferenzen. Dies gibt der Welle von
2011 aufgrund ihrer GroBe ein groBeres Gewicht zu. Die Zahlen fiir 2008 und
2009 sind ohnehin klein und etwas unregelmifig, wahrscheinlich weil meh-
rere lokale Epidemien durch die Einschleppung von Fillen aus dem Ausland
ausgelost wurden; fiir diesen Teil der Epidemiekurve, der noch nicht seine
,stabile* Form (im Sinne von Lotkas Theorie der stabilen Populationen) er-
reicht hat, kann man keine gute Anpassung an das deterministische Modell
erwarten. Was die Welle von 2010 betrifft, so wurde ihr Hohepunkt einen
Monat spéter erreicht als in der Welle von 2011. Diese Verzogerung konnte
auf demografische Stochastizitit zuriickzufiihren sein oder darauf, dass a(r)
aufgrund von Umweltstochastizitét nicht wirklich periodisch ist. Abgesehen
von diesen Anmerkungen finden wir eine relativ gute Anpassung (zumindest
fiir die Welle 2011) angesichts der Einfachheit des Modells mit

E(r*) =3, 1(t") =2, £ = 0,33, % =-0,07, a(1—¢) = 6,42/Monat
(17.17)
(Abb. 17.1). Unter Verwendung dieser Parameterwerte kann man den Pro-

zess der Geburt und des Todes mit zwei Typen simulieren. Abbildung 17.1
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zeigt nur den Erwartungswert der Anzahl der Fille pro Monat. In der sto-
chastischen Version stirbt die Epidemie in vielen Simulationen aus. Abbil-
dung 17.2 zeigt eine Simulation, in der die Epidemie nicht erlosch und die
GroBe der einzelnen Wellen in der gleichen Groflenordnung lag wie die Da-
ten in Abbildung 17.1 (es waren Dutzende von Simulationen erforderlich, bis
ein solches Beispiel gefunden wurde).

4000 §
35001 Félle / Monat
30004
25004
20004
1500 -
1000

500 A

t
0 T f T T T T 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung 17.2: Anzahl der gemeldeten Fille cI(¢) als Funktion der Zeit (in Monaten)
in einer Simulation des Geburts- und Sterbeprozesses unter Verwendung der Parame-
terwerte (17.17). Die Anfangsbedingung ist E(#*) =3 und I(+*) = 2.

Nach Proposition 7.11 ist die Reproduktivitit % (wir behalten die Schreib-
weise Z fir den Fall bei, dass ¢ = 0) dadurch gekennzeichnet, dass das
periodische lineare System

dX _( —(c+p) a(t)(1-9)/Z
dt_( . o) ¢ )X (17.18)

einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1 hat. Numerisch erhélt man
Ry ~ 1,06. Man beachte, dass die Reproduktivitit %, nur geringfiigig grofer
als 1 ist; das liegt daran, dass 90 % der Gesamtbevolkerung bereits entweder
durch Impfung oder durch eine frithere Infektion geschiitzt sind.

Unter Verwendung der Gleichungen (17.14)-(17.16) kann man die Wahr-
scheinlichkeit 1 — p(7,0,0) berechnen, dass der Prozess zum Zeitpunkt 7 fiir
ein festgelegtes 7o und alle T > 7y nicht beendet wird, ausgehend entweder
von einer Person in der Klasse E oder von einer Person in der Klasse I zum
Zeitpunkt fy (Abb. 17.3). Wie erwartet, konvergiert 1 — p(7,0,0) gegen einen
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Grenzwert 1 — m, wenn T — +co. Abbildung 17.3 zeigt, dass die Ausloschung
am wahrscheinlichsten im ersten Jahr nach ¢ stattfindet.

1-p(1.0,0)

Abbildung 17.3: Die Wahrscheinlichkeit 1 — p(7,0,0), dass der Prozess zum Zeit-
punkt 7 nicht beendet ist, in Abhingigkeit von 7 (in Monaten, T > fy), ausgehend von
einer Person in der Klasse E [durchgezogene Linie] oder einer Person in der Klas-
se I [gestrichelte Linie] zum Zeitpunkt #y. Hier entspricht 7y dem Beginn des Monats
September.

Wenn man 7 grof3 genug wihlt und die Berechnungen fiir verschiedene
Werte von fy wiederholt, erhdlt man die Abbildung 17.4 fiir die Wahrschein-
lichkeit 1 — w, dass der Prozess nicht erlischt, als Funktion von 7y, ausgehend
entweder von einer Person in der Klasse E oder einer Person in der Klasse I
zum Zeitpunkt fy. Diese Wahrscheinlichkeit ist im September am hochsten.
Dies ist vielleicht die Jahreszeit, in der die Gesundheitsbehorden am mei-
sten auf lokale Masernausbriiche achten sollten, um so schnell wie moglich
zu handeln, bevor sie eine gro3ere Epidemie auslosen. Zu anderen Jahreszei-
ten haben Epidemien eher die Chance, von selbst wieder zu erloschen, selbst
wenn die Reproduktivitit Z, groBer als 1 ist.

man beachte, dass der Hohepunkt der Inzidenz fiir die Welle 2011 im
Mirz 2011 erreicht wurde (Abb. 17.1). Die Schitzung fiir y legt nahe, dass
die effektive Kontaktrate a(¢) ihren Hohepunkt im Dezember 2010 erreichte.
Der Boden des Tiefs zwischen den Wellen von 2010 und 2011 liegt im August
oder September 2010, in der Jahreszeit, in der die Schitzung fiir 1 — @ am
hochsten ist. Hétte man fiir die Parameteranpassung hauptsédchlich die Welle
von 2010 verwendet, hitte sich der Hohepunkt fiir 1 — @ nur um etwa einen
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r0.15

r0.10

r0.05

Abbildung 17.4: Wahrscheinlichkeit 1 — w, dass der Prozess nicht erlischt, in Abhin-
gigkeit von #y (in Monaten von Januar bis Dezember), ausgehend von einer Person
in der Klasse E [durchgezogene Linie] oder einer Person in der Klasse I [gestrichelte
Linie] zum Zeitpunkt 7.

Monat verschoben. Unabhingig von der Methode scheint 1 — @ also mehr
oder weniger dann am hochsten zu sein, wenn die Inzidenz am niedrigsten ist
und der Rebound der Inzidenz beginnt.

Natiirlich darf man nicht vergessen, dass dieses linearisierte S-E-I-R-Modell
eine vereinfachte Darstellung der Ubertragungsdynamik der Masern ist. Ins-
besondere beriicksichtigt es nicht die Altersstruktur und verwendet ein sehr
einfaches saisonales Forcing a(t).

17.4 Wiederansiedlung von Arten in der Naturschutzbiolo-
gie

Auch in anderen Bereichen der Populationsbiologie werden Verzweigungs-
prozesse genutzt, insbesondere in der Naturschutzbiologie. Nehmen wir zum
Beispiel an, dass eine Tierart, die in einer bestimmten Region ausgestorben
ist, wieder angesiedelt werden soll. Wie viele Tiere miissen wieder ange-
siedelt werden, damit die Population eine gute Chance hat, fortzubestehen?
Bei einem Geburts- und Sterbeprozess mit nur einem Typ ist die Aussterbe-
wahrscheinlichkeit fiir eine Population von 7 Individuen ", wobei die Wahr-
scheinlichkeit @ durch die Formel (17.2) gegeben ist. Wenn wir @ kennen,
konnen wir also die ganze Zahl n so schitzen, dass @” kleiner als ein be-
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stimmtes Risikoniveau ist; natiirlich macht die Wiedereinfithrung nur in Fal-
len Sinn, in denen ® < 1, fiir die ®” klein gemacht werden kann, indem man
n grof} genug wihlt. Eine weitere Frage ist, zu welchem Zeitpunkt 7y im Jahr
die Tiere wieder angesiedelt werden sollten, um die Aussterbewahrschein-
lichkeit @ zu minimieren. Die gleiche Frage stellt sich im Zusammenhang
mit Geburts- und Sterbeprozessen mehrerer Arten in einer periodischen Um-
gebung, mit der zusétzlichen Moglichkeit zu fragen, welche Art von Indivi-
duum wieder eingefiihrt werden sollte, um die Aussterbewahrscheinlichkeit
Zu minimieren.

Wihrend zeitkontinuierliche Modelle in der Epidemiologie sehr beliebt
sind, neigen Naturschutzbiologen aus verschiedenen Griinden dazu, zeitdis-
krete Modelle zu bevorzugen. Im Rest dieses Abschnitts wird kurz erldutert,
wie sich Aussterbewahrscheinlichkeiten in diesem Zusammenhang berech-
nen lassen. Die Begriindung fiir den Zusammenhang zwischen der Repro-
duktivitit %, und der Aussterbewahrscheinlichkeit ist im Fall diskreter Zeit
einfacher als im Fall kontinuierlicher Zeit des Abschnitts 17.2. Sie ergibt sich
aus bekannten Methoden fiir Prozesse mit mehreren Typen in einer konstan-
ten Umgebung einerseits und fiir Prozesse mit nur einem Typ in einer sich
deterministisch verdndernden Umgebung andererseits.

Betrachten wir zeitdiskrete Modelle der Form.

p(t+1) = (A()+B(1))p(),

wobei A(¢) und B(r) quadratische Matrizen der Ordnung m mit positiven oder
Null-Koeffizienten sind, T-periodisch in Bezug auf 7 (T ist eine ganze Zahl),
so dass der Spektralradius der Matrix B(T — 1) --- B(1)B(0) strikt kleiner als
listund Y;B; j(¢) < 1 fiir alle j. Fiir die entsprechende stochastische Version
miissen wir die Wahrscheinlichkeiten Fl(lj)lm (t) angeben, dass ein Individu-
um vom Typ j genau (iy,...,iy) Individuen vom Typ (1,...,m) zwischen
den Zeitpunkten ¢ und ¢ + 1 gebiert. Die Funktionen FI(,J) . (t) werden als

T-periodisch in Bezug auf # angenommen. Dann ist A; j(t)7 gleich dem Mit-
telwert

i]yeeesim
Der Koeffizient B; j(r) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Individuum
vom Typ j zum Typ i zwischen ¢ und 7 + 1 wechselt. Ein Individuum vom
Typ j zum Zeitpunkt ¢ wird zum Zeitpunkt # 4+ 1 durch eine Population ersetzt,
deren generative Funktion

gj(t,xl,...,xm) = ( Z Fglj,),,,,i,,,(t)xlil ---xmi’"> <1+ZB,-.j(t)(x,-— 1))
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ist. So wird ein Individuum vom Typ j zum Zeitpunkt fy zum Zeitpunkt 7o +T
durch eine Population ersetzt, deren erzeugende Funktion G;(x1,...,%,) sich
aus der Zusammensetzung der erzeugenden Funktionen g;(f,x1,...,%,,) fir
t =1ty,...,t0+T — 1 ergibt. Wenn zum Beispiel T = 2, dann ist

Gj(xl,...,xm) :gj(to,gl(to+ 1,X1,...,xm),...,gm(to—‘r l,xl,...,xm)).

Betrachten wir die Population zu den Zeitpunkten (fg +nT),>o. Aus der Theo-
rie der Verzweigungsprozesse mit mehreren Typen in einer konstanten Umge-
bung [47] wissen wir, dass die Aussterbewahrscheinlichkeiten @; ausgehend
von einem Individuum des Typs j zum Zeitpunkt 7y die minimale Losung auf
[0; 1] des Systems w; = G(oi,...,®,) fur 1 < j <msind. Da

dg;
3x,»

konnen wir iiberpriifen, dass die Matrix der Mittelwerte, d.h. die Jacobische
Matrix in (1,...,1),

(,1,...,1) = A; j(r) +Bj (1),

9G;

( e (1,...,1>> — [Alto+T—1)+B(to+T—1)]--- [Alto) +B(r0)]
i i,j

ist. Unter der Annahme, dass diese Matrix primitiv ist und dass die erzeugen-

den Funktionen G; nicht singulér sind, d.h. dass es keine Matrix Q gibt, so

dass

Gj(xlv"'axm) = ZjSxi
i

fiir alle j, zeigt die Theorie, dass (@, ..., ®,) = (1,...,1) genau dann, wenn
der Spektralradius dieser Matrix der Mittelwerte kleiner oder gleich 1 ist. Dies
ist dquivalent zu Zy < 1, wobei %, der Spektralradius der Matrix .o/ B!
ist, &7 die Blockdiagonalmatrix diag(A(0),A(1),...,A(T—1)) und £ die
Matrix ist, die durch die Formel (6.4) gegeben ist. Mit n? Individuen vom
Typ i (1 < i< m)zum Zeitpunkt 7y ist die Aussterbewahrscheinlichkeit

o= ()" (@)™

Die Schlussfolgerungen sind also vollig analog zum Fall der kontinuierlichen
Zeit.

Als Beispiel betrachten wir ein Ein-Typen-Modell mit T = 2. Nehmen wir
an, dass jedes Individuum zwischen den Zeitpunkten ¢ und 7 + 1 Nachkommen
gemiB einer Poisson-Verteilung mit dem Mittelwert A(¢) gebiert. Dann sind

g(0,x) =201 (1 _B(0)+B(0)x),
g(1,x) =eA2WE=D (1 —B(1)+B(1)x).
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Die Wahrscheinlichkeit des Aussterbens ausgehend von einem Individuum
zum Zeitpunkt 0 ist die kleinste Losung von @ = g(0,g(1, ®)) im Intervall
[0; 1]. Ebenso ist die Aussterbewahrscheinlichkeit ausgehend von einem In-
dividuum zum Zeitpunkt 1 die kleinste Losung von @ = g(1,¢(0, ®)) im In-
tervall [0; 1]. Beide Wahrscheinlichkeiten sind strikt kleiner als 1, genau dann
wenn [A(1)+B(1)][A(0) +B(0)] > 1, was % > 1 entspricht, wobei %, der
Spektralradius der Matrix

ist.

17.5 Fazit

Einige Arbeiten versuchten zu zeigen, wie das Epidemierisiko in verschiede-
nen Monaten des Jahres variiert. Sie verwendeten ein zeitperiodisches Mo-
dell, berechneten eine ,,Reproduktivitit“ Z(tp) unter der Annahme, dass die
Koeffizienten des Modells auf ihren Werten fiir t = ¢y eingefroren sind, und
zeichneten %(1) als Funktion von #y. Das Problem bei dieser Methode ist,
dass Z(to) fiir alle 7y kleiner als 1 sein kann, wihrend die Krankheit ende-
misch wird (siehe Abschnitt 18.2.4). Die in diesem Kapitel verwendete Defi-
nition der Reproduktivitit %, bestimmt gut, ob eine Infektionskrankheit en-
demisch werden kann (Abschnitt 16.1) und wie sich die EndgroBe in epide-
mischen Modellen verhilt (Kapitel 13). Dariiber hinaus hat sie eine einfache
biologische Interpretation als asymptotische Wachstumsrate pro Generation
(Kapitel 7). Sie hat jedoch den offensichtlichen Nachteil, dass sie unabhingig
von fg ist.

Es wurde ein alternatives Maf} fiir das epidemische Risiko vorgeschla-
gen, die Wahrscheinlichkeit, dass der mit der Linearisierung eines epidemi-
schen Modells verbundene Verzweigungsprozess nicht erlischt. Seine wich-
tigste mathematische Eigenschaft ist das Schwellenwertphdnomen (Propositi-
on 17.10). In Abschnitt 17.1 wurde bereits vorgeschlagen, diese Wahrschein-
lichkeit fiir Anwendungen in der Epidemiologie zu verwenden, aber es wurde
nur der Fall von Populationen mit nur einem Typ betrachtet, fiir den es eine
explizite Formel gibt. Die meisten epidemischen Modelle beziehen mehrere
infizierte Kompartimente mit ein, wie z. B. bei vektoriibertragenen Krank-
heiten. Das epidemische Risiko in solchen Modellen kann mit der gleichen
numerischen Methode wie in Abbildung 17.4 analysiert werden.

Aussterbewahrscheinlichkeiten sind auch fiir die Naturschutzbiologie von
Interesse, insbesondere bei der Wiederansiedlung von Arten. Bei einigen Tier-
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arten, insbesondere bei Vogeln mit einer klar definierten Nistzeit, wire es
vielleicht sinnvoll, Modelle mit Jahreszeiten zu verwenden, um die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit einer Wiederansiedlung richtig einzuschétzen.

17.6 Anhang: Periodische kooperative Systeme

Fiir den Beweis des folgenden Ergebnisses siehe [81].

Proposition 17.12. Sei F: R, x [0;1]" — R™ eine Funktion der Klasse ¢,
T-periodisch in Bezug auf die erste Variable t, mit den folgenden Bedingun-
gen:

1. Jede Losung des Systems

dx
dt

mit x(0) € [0; 1) ist so, dass x(t) € [0; 1" fiir alle t > 0;

— F(t,x) (17.19)

2. Fiir alle i # j, fiir alle (t,x) € Ry x [0;1]™,
—(t,x) >0
8xj( 7x)

3. Fiir alle (t,x) € Ry x [0; 1[™ ist die Jacobi-Matrix

J(t,x) = (32 (t’X)>i7j

irreduzibel;

4. Fiir alle (t,x) € Ry x]0;1]™, fiir alle o0 € 10;1], F(¢,0x) > aF(t,x)
und F(t,0x) # o F(t,x);

5. Fiirallet e Ry, F(¢,0) =0;
6. Fiir alle (t,x) € R;x]0;1]™, F(¢,x) <J(z,0)x und F(t,x) # J(z,0)x.
Sei Y(t) die Lésung von

‘% —ILO)Y(), Y(0)=.7,

wobei & die Identititsmatrix ist. Es gibt zwei Fiille:
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» wenn p(Y(T)) < 1, dann konvergiert jede Lisung der Gleichung (17.19)
mit x(0) € [0;1)" gegen 0 ;

* wenn p(Y(T)) > 1, dann gibt es eine einzige Losung x*(t) der Glei-
chung (17.19), die T-periodisch ist und Werte in 10;1]™ hat. Aufler-
dem konvergiert, fiir jede Losung x(t) der Gleichung (17.19) mit x(0) €
[0; 1]\ {0}, x(¢) —x*(¢) gegen O, wenn t — oo,
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Wabhrscheinlichkeit der Ausloschung in einer lang-
samen periodischen Umgebung

Fiir einen linearen iiberkritischen Geburts- und Todesprozess mit
periodischen Koeffizienten und nur einem Typ von infizierten In-
dividuen findet man eine Anndherung fiir die Wahrscheinlich-
keit der Nichtausloschung, wenn die Periode grof3 oder klein ist.
Wenn die Kontaktrate wdihrend eines Teils der Periode kleiner
ist als die Heilungsrate und die Periode gegen unendlich geht,
dann konvergiert die Wahrscheinlichkeit der Nichtausloschung
zu einer unstetigen Grenzfunktion, die mit einer ,,Ente“ in einem
langsam-schnellen System verbunden ist. Dies wird auf den Fall
mit mehreren Typen von infizierten Individuen ausgeweitet. Der
Punkt der Diskontinuitit wird in einem Beispiel mit zwei Typen
von Individuen, das aus einem Modell der Ubertragung einer
Vektorkrankheit stammt, genau bestimmt.

18.1 Nur ein Typ von infizierten Personen

Betrachten wir einen linearen Geburts- und Todesprozess (oder eher von In-
fektion und Heilung) mit einer effektiven Kontaktrate a(¢) und einer Hei-
lungsrate b(t), die periodische Funktionen mit derselben Periode T sind. Geht
man von einem einzigen infizierten Individuum zum Zeitpunkt #y aus, so
ist die Wahrscheinlichkeit der Nichtausloschung, d. h. das Komplement der
Wahrscheinlichkeit @(#p) der Ausléschung, wie folgt

1
1+ [ b(t)exp [ J! [b(u) — au)) dul dt

(o) = 1— o(to) . (18.1)
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unabhingig davon, ob das Integral im Nenner endlich oder unendlich ist (Pro-
position 17.4). Bezeichnen wir o(s) und B(s) die periodischen Funktionen
der Periode 1, so dass

s=t/T, a(t)=a(s), b(t)=P(s).

Betrachten wir die Mittelwerte
1 1 (T _ 1 1 (T
a:/ a(s)dSZf/ a(t)dr, ﬁ:/ ﬁ(s)ds:f/ b(t)dr.
0 T Jo 0 T Jo

Dann ist die Funktion 7(to) identisch gleich 0, wenn & < BB; sie ist eine streng
positive T-periodische Funktion, wenn & > 3 (Proposition 17.4). Versetzen
wir uns also von nun an in den iéiberkritischen Fall wobei

a>p.
Weiterhin nehmen wir an, dass die Jahreszeit, in der der Prozess beginnt,
so =10/ T,
festgelegt ist. Seien
M(so) = 7(t0), Als) = at(s) —B(s).
In Abschnitt 18.1.2 beweisen wir das folgende Ergebnis:

Proposition 18.1. Wenn T — 0, dann gilt

T(s0) = <1 - g) {1 - %T+£ {/()lﬁ(so+u)/y.:o+ua(v)dvdu} +0(T)}.

Fiir die Untersuchung des Grenzwertes T — 4o nehmen wir an, dass die
Funktionen «(s) und f(s) regulér sind (sagen wir der Klasse ¢’!) und be-
trachten zwei Fille:

* entweder A(s) > 0O fiir alle s € [0; 1] (stark tiberkritischer Fall);

* oder A(s) > Ofiiralle s € [0;s1[U]s2; 1] mit0 < s; <s2 < 1und A(s) <
0 fiir s € ]sy ;2] (schwach iiberkritischer Fall);
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Ohne Verlust der Allgemeingiiltigkeit kann man im zweiten Fall zusétz-
lich annehmen, dass

/ZA(s)ds>O
0

ist, wie wir weiter unten sehen werden. Es gibt dann ein eindeutiges s* €

10;51], so dass
52
/ A(s)ds =0. (18.2)
s*

Wir beweisen in Abschnitt 18.1.3 das folgende Ergebnis:

Proposition 18.2. In dem stark iiberkritischen Fall fiir alle so € [0; 1] und in
dem schwach iiberkritischen Fall fiir alle so & [s*; s3], gilt

ﬁ(m)) {1 a(so)B(s0) — &' (s0)B(s0)
a(s0) Ta(so)[A(s0)]?

I(so) = (1 +0(1/T)}.

(18.3)
Im schwach iiberkritischen Fall mit s € |s*; 57| gilt

n(so)Nﬁ(joN $2) ( / Alu ) (18.4)

Die Wahrscheinlichkeit (18.4) konvergiert exponentiell schnell gegen 0,
wenn T — +oo. Am Grenzwert gibt es also eine Diskontinuitit in so = s*.
Die Tatsache, dass der Grenzwert im Intervall ]s*; so[ null ist und nicht nur
im Intervall |s;; s2[, hdngt mit einem ,,Enten-Phdnomen* in einem langsam-
schnellen System zusammen, wie in Abschnitt 18.1.5 erklért wird.

18.1.1 Vorausberechnung

Interessieren wir uns zunéchst fiir den linearen Geburts- und Todesprozess.
Betrachten wir das Integral im Nenner der Formel (18.1) und bezeichnen es

= / " b(t)exp { / "Ib(s) —a(s)]ds] dr.

fo T

Mit den oben eingefiihrten Notationen gilt Folgendes

- '/(;+mﬁ((to +1)/T) exp {— /IOIOHA(S/T)ds} di
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Da ty/T = s, setzen wir u =¢/T und v = s/T. Dann erhalten wir unter Ver-
wendung der Periodizitit der Funktionen o(s) und B(s).

J=T ﬁ(soJru)exp{ T/W )dv} du

:Tnz/ Blso-+u) exp[ T [ a0 }

15 [ tarnme] 1 nora]

fTZeXp (WT(B - &) /B 50+ 1) exp{ T/S:OJruA(v)dv]du.

So gilt

rSotuU

I= lfexp[ G /ﬁso+u exp{ A) A(v)dv]du. (18.5)

18.1.2 Grenzwert T — 0

Mit der Anniherung exp(x) = 1 +x+x?/2+ o(x?), wenn x — 0 im Faktor
vor dem Integral und einfacher exp(x) = 1 +x+ o(x) im Integral, erhilt man

J:( IB+ +o(T )) (5 T[/ﬁso+u /W (v)dvdu]—i—o(T)).

Es fillt auf, dass sich ein Term leicht integrieren lasst:

/Olﬁ(so+u)/s:o+uﬁ(v)dvdu:; [(/S:)Hﬁ(v)dv)z] - b

Wir folgern

B/ﬁso-i—u /SOW o(v)dvdu+o(T).

DaTl(so) = 1/(1+17), findet man die Formel aus Proposition 18.1.
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18.1.3 Grenzwert T — +oo

Gehen wir noch einmal auf die Formel (18.5) ein. Das Integral hat die Form
1
/ G(u)e TF gy
0

mit

Gl =Blso-+a), Fw= [ AW ay.

S0

Wir konnen die Laplace-Methode anwenden, da T — +-co. Wir haben

F(u)=A(so+u), F'(u)=AN(so+u).

Stark iiberkritischer Fall

Nehmen wir zundchst A(s) > O fiir alle s € [0; 1] an. Dann ist F'(u) > 0
fiir alle u € [0; 1], F(«) hat sein Minimum in « = 0 und F(0) = 0. Dariiber
hinaus gilt, F(u) = ¢ou + ¢ u* + o(u*) wenn u — 0 mit ¢y = A(sp) und
o1 = A'(s0)/2. Des Weiteren gilt G(u) = ¥ + ¥ u+ o(u), wenn u — 0 mit
wo = B(so) und y; = B(s¢). Nach einem Theorem von Erdélyi [54, S. 85]

ist
1
—TF(u _ _—TF) (0 , €1 1

o =Yo/Po, 1= ($o¥1 —2010)/9;-
Da exp|[T(f — &)] exponentiell klein ist, ergibt die Formel (18.5):

Blso) a(s0)B' (s0) — o' (s0) B (s0)
T[A(s0)]3

mit

= A(so)

+o(1/T).
Zusammen mit I1(sg) = 1/(1 +17) ergibt sich daraus die Formel (18.3).

Schwach iiberkritischer Fall

Nehmen wir nun an, dass es s; und s, gibt, so dass 0 < s; < s < 1 und

A(s) <O fiir alle s € sy ;52],
A(s) > O fiir alle s € 0551 [U]s2; 1[.
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Da .
/ A(s)ds=a—B >0,
0
haben wir 1
52
/ Als)ds>0 ou / Als)ds > 0. (18.7)
0 52

Da wir die Zeit durch eine Translation verdndern konnen, nehmen wir an,
dass die erste Ungleichung wahr ist.
Dann gibt es ein eindeutiges s* € [0;s], so dass

/s AW du=

Tatséchlich, sei A(s) die Funktion, die auf dem Intervall [0;s;] durch

s) = /Ss2 Au)du

definiert ist. Dann gilt /' (s) = —A(s) < O fiir s € [0;51[. AuBerdem ist 2(0) > 0
nach der ersten Ungleichung (18.7) und A(s1) < 0. Es gibt also ein eindeutiges
s* €10;s1[, so dass h(s*) = 0.

Betrachten wir zunichst den Fall, dass 0 < so < 5. Die Funktion F(u)
ist fiir u € [0;57 — s0] steigend, fiir u € [s; — s0;52 — o] fallend und fiir u €
[s2 — s0; 1] wieder steigend. Die Funktion F(u) hat also ein lokales Minimum
in sy — s¢. Es gilt auch F(0) = 0.

Wenn so € ]0;s*[, dann ist F(s2 —s0) > 0. Also bleibt u = 0 das globale
Minimum der Funktion F(u) im Intervall [0;1]. Die asymptotische Entwick-
lung (18.6) bleibt giiltig und die Formel (18.3) ebenfalls.

Wenn hingegen so € |s*;s1[, dann ist F(s, —sp) < 0. Das globale Mini-
mum der Funktion F(u) iiber dem Intervall [0; 1] liegt in u = s, — S0,

F/(Sz — S()) = 0, F//(Sz — S()) = A/(Sz)

und 1
/ G(u)e T gy ~ Blsovm. o~ TF(s2—50)
0 2TA/(S2)

wenn T — 4o, nach der Laplace-Methode [55]. So gilt

T ﬁ(szoil e ( / Alu )

und I(sg) = 1/(1+17J) ~ 1/J, wenn T — o0, was die Formel (18.4) ergibt.
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Betrachten wir nun den Fall, wenn s; < so < 5. Die Funktion F(u) ist im
Intervall [0;s, — 5] fallend und im Intervall [s, — so;1] steigend. Thr Mini-
mum im Intervall [0;1] wird also in u = s — s erreicht, wie im vorherigen
Fall. Die Formel (18.4) ist immer noch giiltig.

Betrachten wir schlieBlich den Fall, dass s» < so < 1. Die Funktion F(u)
ist auf dem Intervall [0;1 + s1 — so] steigend, auf dem Intervall [1 +s; —
505 1452 — sp] fallend und auf dem Intervall [1 + s, — so;1] steigend. Sie
hat also ein lokales Minimum in 1 + s, — s¢ und

1+s5o
F(l—l—sz—so)}/ A(s)ds >0
1

nach der ersten Ungleichung (18.7). Ihr globales Minimum im Intervall [0; 1]
erreicht sie daher in u = 0. Es gilt die Formel (18.3).

18.1.4 Beispiel
Nehmen wir
B(s) =B >0, o(s) = a[l +kcos(2ms)]

mit & > B und 0 < k < 1. Der stark iiberkritische Fall entspricht & (1 —k) > B.
Wenn stattdessen &(1 —k) < 8, dann sind 51 < s, die beiden Losungen im
Intervall [0; 1] der Gleichung

cos(2ms) = —(1— B/a&)/k,
ndmlich

arccos(—(1— B/a&)/k)
2n

Die Schwelle s* ist die Losung im Intervall [0;s; [ der Gleichung

51 = €10;1/2[, sa=1-—s;.

sin(27sy) — sin(27ws™)

=0.
2r

(a—PB)(s2—s*)+ bk

Die Formel in Proposition 18.1 ergibt

T(s0) = (1 _ g) (1 _ BZ’;T sin(27rso)—|—0(T)>

wenn T — 0. Wenn @(1 —k) > f3 oder wenn a(1 —k) < 3 und so & [s*;52],
dann ergibt die Formel (18.3)

B > <1 B 27 a3 k sin(27s)
a(s0) Tox(so)[e(s0) — B]?

I(so) = (1 +0(1/T)>
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wenn T — oo, Wenn @(1 — k) < 8 und s € ]s*;s[, dann ergibt die Formel
(18.4)

24/ —aksin(27s;)
BVT

wenn T — 400, wo A = @& — f3.

Nehmen wir insbesondere B = 1, & = 3 und k = 0,5. Dann ist a(l—k) >
B. Abbildung 18.1 zeigt die Ergebnisse fiir zwei Werte der Periode: T = 0,5
und T = 50. Die Nichtausloschungswahrscheinlichkeit I1(sg), die sich aus
der Formel (18.1) ergibt, wird durch numerische Integration mit der Software
Scilab geschitzt. Man sieht, dass die Nidherungsformel aus Proposition 18.1
und die Niherungsformel (18.3) bessere Niherungen fiir I1(so) liefern als
die Terme der Ordnung 0. Es ist jedoch zu beachten, dass fiir T — oo die
Niherung (18.3) in der Nihe des Minimums von I(sg) etwas abweicht.

sin(27sg) — sin(27s;)

M(s0) ~ 2r

exp |TA(so —s2) + @kT

Abbildung 18.1: Zwei Beispiele. Fiir T = 0,5: die Nichtausloschungswahrscheinlich-
keit I1(sg), die durch die Formel (18.1) [durchgezogene Linie] gegeben ist, die ange-
niherte Formel der Proposition 18.1 [gestrichelte Linie mit kurzen Strichen] und der
Term der Ordnung 0, 1 — /@ [gestrichelte Linie mit langen Strichen]. Fiir T = 50:
die Nichtausloschungswahrscheinlichkeit I1(sg), die durch die Formel (18.1) gegeben
ist [durchgezogene Linie], die Nidherungsformel (18.3) [gestrichelte Linie mit kurzen
Strichen] und der Term der Ordnung 0, 1 — B(sg)/(so) [gestrichelte Linie mit langen
Strichen].

Nehmen wir nun § =1, @ = 3, k = 0,75 und T = 100 an. Dann gilt
a(l —k) < B, s* = 0,347, s1 ~ 0,424 und s, ~ 0,576. Die verschiedenen
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Niherungsformeln sind in der Abbildung 18.2 dargestellt. Die Nichtauslo-
schungswahrscheinlichkeit konvergiert gegen eine diskontinuierliche Grenz-
funktion, die durch die gestrichelten Kurven mit langen Linien fiir s < s* und
s > s gegeben ist und im Intervall |s*;s,[ gleich O ist. Es gibt ein kleines
Problem mit dem Anschluss der Nidherungen bei sg = s, was nahelegt, dass
wir uns genauer ansehen, was an diesem Punkt passiert.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 18.2: Wie der Fall T = 50 in der Abbildung 18.1, aber mit T = 100 und k =
0,75. Die Niherungsformel (18.4) fiir s* < s < s ist mit kurzen Strichen gestrichelt.

Wie im Fall wo s, < 5o < 1, sehen wir im Spezialfall wo sy = s,, dass die
Funktion F(u) ihr globales Minimum im Intervall [0; 1] in u = 0 hat. Diesmal
gilt jedoch F'(0) = A(s2) = 0. Nach der Laplace-Methode [55] ist

B(s2)VaT
V2N (s2)
so dass TI(sp) = 1/(14+17J) ~ 1/J, wenn T — +oo. Die Formel (18.4) bleibt

giiltig, wenn sg = s5. Der exponentielle Abfall gegen 0, wenn sg € |s*;s7],
wird durch einen Abfall in 1/ /T am Punkt s, ersetzt.

1
I~T / G(u)e TF gy ~
0

18.1.5 Verbindung zu den ,,Enten‘‘.

Die Formel (18.1) fiir die Nichtausloschungswahrscheinlichkeit 7(fy) zum
Zeitpunkt 7y ergibt sich eigentlich wie folgt: Wenn #; > #o, ist die Wahrschein-
lichkeit, dass der Prozess, der von einem infizierten Individuum zum Zeit-
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punkt fo ausgeht, zum Zeitpunkt #; ausgeloscht wird, gleich z(#; — fp) mit
z(0) =0 und
dz
7= [b(ry —1) —a(ty —1)z(1)](1 —z()) (18.8)

im Intervall t € [0;¢; —9]] (Proposition 17.9 modulo Variablenwechsel). Weil
diese Riccati-Gleichung explizit 16sbar ist, erhédlt man die Formel (18.1) fiir
die Nichtausloschungswahrscheinlichkeit:

(ty) =1 —tll_lg_looz(t] —1p).

Nehmen wir zum Beispiel #{ = ) +nT mit n einer positiven ganzen Zahl. Die
Gleichung (18.8) lautet dann

% [p (ftatt) o (2 0] -2,

Setzen wir s =¢/T und z(¢) = x(s). Wir haben
X~ T[B(s0-+n—5) — tlso - s)x(s)] (1 —x(s)

iiber das Intervall s € [0;n]. Dies kann als ein langsam-schnelles autonomes
System geschrieben werden:

X (B (s0-+ ) — s+ —¥)e(s)] (1 x(5))
b
ds

fiir s € [0; 1], mit x(0) = 0 und y(0) = 0. SchlieBlich ist
I(so) = m(tg) = 1 —ngrfwx(n).

Wenn T — oo, sehen wir auf diesem langsam-schnellen System, dass x(n) —
1 oder x(n) — B(so)/0(so). Die Tatsache, dass x(n) auf dem a priori instabi-
len Zweig 1 fiir s* < s < 51 bleibt, ist also das gleiche Phdnomen wie das, was
in der Untersuchung von langsam-schnellen Systemen als ,,Ente* bezeichnet
wird. Erinnern wir uns an die Definition [43, S. 182] :

,In einem langsam-schnellen Feld in R? kann es Trajektorien
geben, die unendlich nahe an der langsamen Kurve fiir eine si-
gnifikante (nicht unendlich kleine) Zeit entlang eines attraktiven
Bogens bleiben, gefolgt von einer signifikanten Zeit entlang ei-
nes abstoenden Bogens. Eine solche Bahn nennt man [...] eine
Ente.“
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Die Beziehung (18.2), die s* mit s, verbindet, ist die entsprechende , Input-
Output-Beziehung® [14].

18.2 Mehrere Typen von infizierten Personen

Die Schitzung der Wahrscheinlichkeit der Ausloschung einer Population ist
ein Thema, das insbesondere in der Naturschutzbiologie und der Epidemio-
logie eine Rolle spielt. Im zweiten Fall ist mit Population die infizierte Po-
pulation gemeint. Ein klassisches mathematisches Modell zur Untersuchung
dieser Art von Problemen ist das der linearen Geburts- und Todesprozesse
mit einer oder mehreren Typen von Individuen [35, 47]. Allerdings muss in
vielen Situationen die Saisonalitit der Umwelt beriicksichtigt werden, was
zur Untersuchung dieser Prozesse fiihrt, wenn die Koeffizienten periodische
Funktionen der Zeit sind (Kapitel 17). Einige Populationen oder Epidemien
haben Koeffizienten, deren Zeitskala im Vergleich zur jahrlichen Saisonalitit
relativ kurz ist; man sieht sich daher veranlasst, den Grenzwert zu betrach-
ten, bei dem die Periode der Koeffizienten sehr grof} ist. Wenn die Parameter
fuir einen Teil der Periode (sagen wir die ungiinstige Jahreszeit) unterkritisch
sind, konvergiert die Wahrscheinlichkeit der Ausloschung als Funktion der
Jahreszeit, in der der Prozess beginnt, gegen eine diskontinuierliche Grenz-
funktion. Der Punkt der Diskontinuitit liegt vor dem Beginn der ungiinstigen
Jahreszeit.

Im vorherigen Abschnitt wurde nur der Fall eines einzigen Typs von Indi-
viduen untersucht. Wir haben festgestellt, dass die Diskontinuitdt der Wahr-
scheinlichkeit der Ausloschung damit zusammenhéngt, dass es in einem dy-
namischen, langsam-schnellen System eine ,,Ente” gibt, d. h. eine Trajektorie,
die fiir eine gewisse Zeit entlang eines attraktiven Bogens verlduft, bevor sie
entlang eines repulsiven Bogens verlduft. Im Folgenden wird ein Beispiel mit
zwei Typen von Individuen betrachtet, das auf einem Modell zur Ubertragung
einer Vektorkrankheit beruht. Der Punkt der Diskontinuitit der Wahrschein-
lichkeit der Ausloschung wird genau bestimmt.

Im Abschnitt 18.2.1 wird das Modell fiir die Population vorgestellt, nim-
lich das Modell der linearen Geburts- und Todesprozesse mit periodischen
Koeffizienten und mehreren Typen von Individuen. Man erklért, dass die
Wabhrscheinlichkeit der Ausléschung mit einem System gewdohnlicher Dif-
ferentialgleichungen verkniipft ist. Wenn die Periode gegen unendlich kon-
vergiert, wird dieses System durch eine Variablendnderung in ein langsames-
schnelles System mit einer festen Periode umgewandelt.

Im Abschnitt 18.2.2 wird ein Beispiel mit zwei Typen von Individuen
vorgestellt. Numerische Simulationen legen nahe, dass die Wahrscheinlich-
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keit der Ausloschung gegen eine diskontinuierliche Grenzfunktion konver-
giert und dass der Punkt der Diskontinuitéit durch eine Bedingung bestimmt
wird, die das Integral des dominanten Eigenwerts einer bestimmten Matrix
einbezieht. Um mit den Mitteln der Nichtstandardanalyse zu beweisen, dass
es diese Bedingung ist, die den Punkt der Diskontinuitiit bestimmt, verweisen
wir auf [11]. Im Abschnitt 18.2.3 wird ein weiteres Beispiel mit vier Typen
von Individuen vorgestellt. Eine numerische Simulation legt nahe, dass eine
Bedingung derselben Art immer noch den Punkt der Diskontinuitit bestimmt.
Es gibt noch keinen Beweis in einem allgemeinen Rahmen, wenn die Anzahl
der Typen von Individuen groBer als zwei ist.

18.2.1 Modell

Wir betrachten einen linearen Prozess von Geburt und Tod mit m Typen (m >
1) in einer periodischen Umgebung. Sei T > 0 die Periode der Umgebung.
Wir geben uns drei Matrixfunktionen A(¢), B(#) und C(¢) der Ordnung m und
der Periode T mit den folgenden Annahmen:

* fur alle i und alle j, A; j(f) > 0 ist die Rate, mit der Individuen vom
Typ j neue Individuen vom Typ i hervorbringen;

* die Matrix B(r) ist diagonal und B; ;(¢) > 0 ist die Rate, mit der Indi-
viduen des Typs j authoren, infiziert zu sein;

o furalle i # j, C; j(r) < 0 und —C; () ist die Rate, mit der Individuen
vom Typ j sich in Individuen vom Typ type i verwandeln;

* fiir alle j,
Cjj(t) ==} Cij(0);
i#]
» wenn D(¢) = B(¢) + C(¢) ist und wenn Z(¢) die Losung des Systems

az

- = —D(¢)Z(¢)

mit der Anfangsbedingung Z(0) = . ist, wobei .# die Identititsmatrix
ist, dann gilt p(Z(T)) < I;

¢ die Matrix M(¢) = A(z) — D(¢) ist fiir alle 7 irreduzibel.

Genauer gesagt (siehe Kapitel 17), wenn p(t,ny,...,n,) die Wahrschein-
lichkeit ist, dass n; Individuen vom Typ i fiir alle 1 < i < m zum Zeitpunkt ¢
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(die n; sind ganze Zahlen) vorhanden sind, und wenn g(¢,xy,...,x;) die ent-
sprechende erzeugende Funktion ist, dann gilt

8+ [0~ D] 1 =] 5 0.

Angenommen, zum Anfangszeitpunkt 7y gibt es n? > 0 infizierte Indivi-
duen des Typs i (die n? sind ganze Zahlen) fiir alle 1 < i < m mit

Il
R

Es ist anzunehmen, dass 0 < 7y < T. Wir haben in Kapitel 17 gesehen, dass
die Wahrscheinlichkeit w(fy, 1), dass die infizierte Population zum Zeitpunkt
1| > to ausgestorben ist, d.h. dass keine Individuen der verschiedenen Typen
iibrig bleiben, durch

0 0
o(to,11) = [z1 (0 —10)]" -+~ [z (11 — 10)]""
gegeben ist, wobei z(¢) = (zi())1<i<k die Losung des Differentialsystems

dz;
— (O =LDji(t =)= Aji(n =)z (t)][1 =z (1))
J
auf dem Intervall 0 < ¢ < t; —fy mit der Anfangsbedingung z;(0) = O fiir alle
i ist (Proposition 17.9 modulo einer Variablenénderung).
Der Erwartungswert I(r) = (I;(¢),...,1,(¢)) der Anzahl der Individuen
der verschiedenen Typen zum Zeitpunkt 7 ist so, dass

dl
— =M(z)I(z

= M()10)

und I;(ty) = n fiir alle k ( Proposition 17.8). Sei ®(t) die Losung des Sy-

stems.
do

= M(1) (1)
mit der Anfangsbedingung ®(0) = .#. Wenn p(®(T)) < 1 ist, konvergiert
die Wahrscheinlichkeit @(fo,#;) der Ausloschung gegen 1, wenn f; — oo,
Wenn p(®(T)) > 1, konvergiert diese Wahrscheinlichkeit stattdessen gegen
einen Grenzwert, der strikt kleiner als 1 ist, aber periodisch von 7y abhédngt
(Proposition 17.10).
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Betrachten wir die periodischen Matrixfunktionen A(s), B(s) und C(s)
mit der Periode 1 wie folgt:

s=t/T, A(t)=A(s), B(t)=B(s), C(r)=C(s).
Nehmen wir erneut an, dass so = fo/T festgelegt ist. Ebenso nehmen wir #; =
to+nT an, wobei n > 1 eine festgelegte ganze Zahl ist. Das Ziel ist es, fiir
1 <i < mden Grenzwert

= im0

Qi(s0) = Aim 2 (t1 —1o)
in Abhingigkeit von sg, mit 0 < so < 1, zu untersuchen. Die Zahl Q;(sg)
ist auch der Grenzwert, wenn T — +o0 von ®(f9,1; ), der Wahrscheinlichkeit
der Ausloschung nach n Perioden, wenn man von einem einzigen infizierten
Individuum des Typs i in der Saison sy = fp/T ausgeht. Man beachte, dass
wir uns hier auf die Wahrscheinlichkeit der Ausloschung konzentrieren und
nicht, wie in Abschnitt 18.1, auf ihre Komplementidrwahrscheinlichkeit, die
Wabhrscheinlichkeit der Nichtausloschung. Setzen wir

e=1/T, D(s)=B(s)+C(s), M(s)=A(s)=D(s), x(s)=z(r).
Dann ist

i
ds

()= Y. [1 —x;(s)] {Dj,,'(so n—s)—Aji(so+n— s)x,»(s)} (18.9)
J

iiber das Intervall 0 < s < n mit x;(0) = O fiir alle i. Dariiber hinaus ist z(nT) =

x(n). Wir erinnern uns iibrigens daran, dass 0 < x;(s) < 1 fiir alle i und alle

0 < s < n (siehe Kapitel 17).

Wenn T — 40, d.h. wenn € — 0, kann das System (18.9) als ein langsam-
schnelles autonomes System mit m schnellen Variablen x;(s) (1 < i < m) und
einer langsamen Variablen x,,1(s) = s geschrieben werden: dx,,11/ds = 1.

Die Jacobi-Matrix des rechten Glieq\s des Systems (18.9), ﬁiir die triviale
stationéire Losung x; = 1 fiir alle i, ist '"M(so +n — s), wobei 'M(+) die trans-
ponierte Matrix der Matrix M(-) bezeichnet.

Die Matrix M(s) ist irreduzibel und ihre Koeffizienten auBerhalb der Dia-
gonale sind alle positiv oder null. Daher gibt es eine Konstante ¢, so dass
die Matrizen M(s) 4+ c¢.# und 'M(s) + ¢.# positiv sind. Nach dem Satz von
Perron-Frobenius haben diese Matrizen einen Spektralradius, der ein gemein-
samer reeller Eigenwert ist. Bezeichnen wir ihn als A(s) + c. Er ist strikt gro-
Ber als der Modul aller anderen Eigenwerte und damit auch groBer als ihr
Realteil. Die Matrizen M(s) und '"M(s) haben also auch einen gemeinsamen
reellen Eigenwert A(s), der strikt groBer ist als der Realteil aller ihrer anderen
Eigenwerte.
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18.2.2 Beispiel

Nehmen wir

=5 ). Bo=(5 §) cw-o

mit a(s) >0, >0, y>0und § > 0; die Funktion o(s) ist periodisch mit
der Periode 1 und stetig. Dieses stochastische Modell lehnt sich an das linea-
risierte deterministische Modell fiir eine Vektorkrankheit in Abschnitt 9.4.1

an:
%: ( f “(_’ST) >I:M(t/T)I. (18.10)
Die infizierten Vektoren sind Typ 1; die infizierten Personen sind Typ 2. Der
Parameter a(s) ist die Rate, mit der infizierte Personen ihre Infektion auf
Vektoren iibertragen, wenn sie gestochen werden; diese Rate ist periodisch,
weil die Population der suszeptiblen Vektoren ebenfalls periodisch ist. Der
Parameter 3 ist die Rate, mit der die Vektoren sterben. Parameter 7 ist die
Rate, mit der die Vektoren stechen. Parameter 6 ist die Rate, mit der infizierte
Personen geheilt werden. Das System (18.9) kann dann wie folgt geschrieben
werden:

8%(”zﬁ[l_xl(s)]—yxl(s)[l—X2(S)]7 (18.11)
S%U) =0[1—x(s)] —at(so+n—s)[1 —x1(s)]x2(s). (18.12)

Man beachte, dass sich die zweiten Glieder in zwei Fillen annullieren: x; (s) =
1 und x2(s) = 1, bzw.

« 1+ Ot(soinfs) * I+ %
x1(s) =xj(s) = W und  x2(s) = x3(s) = W
(18.13)

Die beiden Eigenwerte der Matrix M(s) sind reell:

_ —(B+8)+ V(B +8)*+4[a(s)y—BI]
Ai(s) = 7

Der dominante Eigenwert ist A(s) = A4 (s). Man beachte, dass A_(s) < O fiir
alle s.

Nehmen wir an, dass es eine Jahreszeit gibt, die fiir die Ubertragung der
Epidemie ungiinstig ist, d.h. dass es s; und s, mit 0 < 51 < 5o < 1 gibt, so
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dass
a[gsqu d.h. A(s)<0 wenn s€ls;;sal, (18.14)
algsgy >1 dh A()>0 wenn selOisi[Usa:ll  (18.15)
Weiterhin nehmen wir
1
/ A(s)ds >0 (18.16)
0
an.
Als Beispiel nehmen wir a(s) = 0(1+kcos(27s)) mit & > 0, |k| < 1 und
o(l—k)y a(l+k)y
— <<=
Bé Bé

Die letzte Bedingung stellt sicher, dass es tatsdchlich eine ungiinstige Jahres-
zeit gibt. Konkret wihlen wir & =3,k = 0,75, 3 =2, Y= 1und 6 = 1. Diese
Werte sind nicht sehr realistisch, aber sie heben das Phdnomen gut hervor.
Wir haben dann s; ~ 0,323 und s, =~ 0,677. Wir konnen numerisch tiberprii-
fen, ob die Bedingung (18.16) erfiillt ist. Nehmen wir aulerdem T = 1.000,
n=3und sog = 0,25.

In Abbildung 18.3 ist die Losung des Systems (18.11)-(18.12) mit der
Anfangsbedingung x; (0) = x»(0) = 0 dargestellt. Aus numerischer Sicht wur-
de die Software Scilab verwendet und das durch log(1 — x;(s)) und log(1 —
x2(s)) verifizierte System geldst, bevor man zu den Anfangsvariablen zuriick-
kehrte. Wir zeichneten auch die langsamen Kurven (18.13). Man beachte Fol-
gendes:

¢ in der Néhe von s = 0 sind die Kurven fast senkrecht (in der Abbildung
nicht sichtbar);

* die Losungen x; (s) und x;(s) werden periodisch;

* x1(s) und x,(s) sind dann sehr nahe bei 1, nicht nur fiir Werte von s
mit A(sp+n —s) < 0, insbesondere fiir s € |so+ 1 — 52550+ 1 — s1],
sondern auch fiir s € |so+1— 51550+ 1 — s [ mit s — 1 < s* < 51, wo
A(so+n—s) > 0 (es gibt eine ,,Ente ©).

Die Abbildung 18.4 zeigt, wie sich die Wahrscheinlichkeiten der Auslo-
schung nach n Perioden, x;(n) und x»(n), in Abhingigkeit von s¢ variieren.
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Abbildung 18.3: In Abhingigkeit von s : die Kurven x (s) und x;(s) [durchgezogene

Linien], die langsamen Kurven x}(s) und xj (s) [gestrichelte Linien] und ein Stiick der
Funktion s — 1+ jfoﬂ_sz A(so +n— u)du [gemischter Strich].

Wir haben auch die Kurven eingezeichnet, die aus den Formeln (18.13) abge-
leitet wurden:

als)
I+75-

1+ 58 1+2
xT(n):Hix(Z?) und  ¥(n) = — 1

Die Abbildung 18.4 legt nahe, dass x; (n) und x, (n), wenn T — —+oo, zu Grenz-
werten konvergieren, die im Intervall so € |s* ;52 den Wert 1 haben; auBerdem

sind die Grenzwerte an der Stelle so = s* diskontinuierlich. Das Problem ist,
s* zu bestimmen.

Man kann mit den Methoden der Nichtstandardanalyse zeigen (siehe [11]

fiir Details), dass die Losungen x(s) und x,(s) in Abbildung 18.3, die sehr
nahe bei 1 liegen fiir

pdéfso—i— l—s <s<so+1-—s1,
abrupt von der Umgebung von 1 fiir

def
s:qéso—i—l—s* >s0+1—s;
abweichen, so dass

q
/ A(so+n—s)ds=0.
p
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Abbildung 18.4: Abhingig von so: die Wahrscheinlichkeiten xj(n) und x;(n) der
Ausloschung nach n Perioden [durchgezogene Linien], die Formeln fiir x7(n) und
x3(n) [gestrichelte Linie] und ein Stiick der Funktion so +— 1+ [3* A(s) ds [gemisch-
ter Strich].

Mit anderen Worten, diese Losungen weichen in s = g = 5o + 1 — s* von der
Umgebung von 1 ab, so dass

/2A(s)ds:0.

Es ist diese Gleichung, die s* auf einzigartige Weise bestimmt. In der Tat,
wenn wir setzen

h(s) = / Al du,

dann hat man ¢ (s1) < 0 wegen der Bedingung (18.14), #'(s) = —A(s) < O fiir
s € |so — 1551 wegen der Bedingung (18.15) und

h(s—1) = /S:ilA(s)ds: /OIA(s)ds >0

wegen der Bedingung (18.16). Es gibt also tatsdchlich ein eindeutiges s* €
|s2 — 1;s1], so dass h(s*) = 0. In dem Beispiel finden wir numerisch s* ~
0,079.

Anmerkung 18.3. Die Bedingung (18.16) hat keinen Zusammenhang mit ei-
nem moglichen iiberkritischen Charakter des Systems (18.10) [dominanter
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Floquet-Multiplikator grosser als 1]. Nimmt man ndmlich beispielsweise ¢ =
0,7 anstelle von ¢ = 1, so findet man numerisch, dass der dominante Floquet-
Multiplikator p (®(T)) ~ 1,025 > 1 ist, wiihrend [} A(s)ds ~ —0,016 < 0.

18.2.3 Verallgemeinerung

Diese Untersuchung erstreckt sich wahrscheinlich auch auf Probleme mit
mehr als zwei schnellen Gleichungen und einer langsamen Gleichung. Be-
trachten wir zum Beispiel das linearisierte System mit vier schnellen Glei-
chungen aus §9.4.2,

—(y+u) 0 0 y(/T)

dl Y —-u 0 0 e
== 0 55 0 I=M(t/T)1,
0 0 o —a

wobei @ >0, >0, y>0,8 >0, u>0und y(-) >0 eine periodische
Funktion mit der Periode 1 sind. Dies ist auch ein Modell fiir die Ubertra-
gung einer Vektorkrankheit; die ersten beiden Komponenten reprisentieren
die infizierten Vektoren in der Latenzperiode und in der infektiésen Periode,
wihrend die letzten beiden Komponenten die infizierten Personen in der La-
tenzperiode und in der infektiosen Periode reprisentieren. Das System (18.9)
mit € = 1/T hat folgende Form:

8%(@ = (y+1)[1 = x1(s)] = Y[1 —x2(s)],
%(“‘) = [l —x2(s)] = Bxa(s)[1 —x3(s)],
8%(3) = 8[1 —x3(s)] = 8[1 —xa(s)],
£ %% (5) — aft —xs ()]~ Wlon-+n— )1~ (5)s(s).

Die Vermutung ist, dass die Input-Output-Funktion immer noch durch die
Formel

/2 Als)ds =0 (18.17)

gegeben ist, wobei A(s) der dominante reelle Eigenwert der Matrix M(s) ist,
wie an einem numerischen Beispiel (Abb. 18.5) iiberpriift werden konnte. Die
Werte der Parametersindo =1, =1,y=1,6 =1, u=1, y(s) =3x (1+
0,75cos(27s)), n = 3 und T = 2.000. Die charakteristische Gleichung fiir die
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Eigenwerte A der Matrix M(s) lautet.
A+7+)A+u)A+8)(A+a)=Brow(s).
Daraus folgt A(s) < 0, genau dann wenn

Brw(s)
op(y+p)

was numerisch fiir s; < s < s, mit s; ~ 0,323 und s, ~ 0,677 geschieht, wie
im numerischen Beispiel in Abschnitt 18.2.2 (einfache Zufilligkeit). Mit der
Formel (18.17) findet man hingegen s* = 0,047, was gut zu dem pl6tzlichen
Sprung der Wahrscheinlichkeit der Ausloschung in Abbildung 18.5 zu passen
scheint.

2_
2 N
1.5 Jasn)
PN
s, NN
12, Y
S N
1 £
_ _-_—.-—_’,,,E _____ z1(n)
- | | 2a(n)
I |
054 z3(n)
| | | zi;(n)
| | |
¥ 5 o o
o A &

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 18.5: In Abhéngigkeit von sg: die Wahrscheinlichkeiten der Ausloschung
nach n Perioden (x;(n), xp(n) sowie x3(n) und x4(n), die nicht unterscheidbar sind)
[durchgezogene Linien], langsame Kurven [gestrichelt] und ein Stiick der Funktion
so = 1+ [37 A(s) ds [gemischt].

18.2.4 Fazit

Ein wichtiger Punkt, an den man sich erinnern sollte, ist, dass die Ergebnisse
zum Systemverhalten Integrale eines Eigenwerts iiber Intervalle beinhalten.
Insbesondere sagt der Wert dieses Eigenwerts zu einem bestimmten Zeitpunkt
nicht direkt etwas iiber das Verhalten des Systems aus. Aus der Floquetschen
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Theorie ist bekannt, dass ein periodisches System zu jedem Zeitpunkt nur
negative Eigenwerte haben kann und trotzdem instabil sein kann. Dies ist
beispielsweise der Fall bei einem periodischen System mit der Periode 1

dl
— =M(#)1
=ML
mit
-1 1/2
M(t) =M, = 3 o , n<t<n+1/2,n=0,1,2...,
und

M(t)=M2=< ;/12 _32 ), n+1/2<t<n+1,n=0,1,2...

Die Eigenwerte %ﬁ dieser Matrizen sind beide strikt negativ. Wir knnen
aber numerisch iiberpriifen, dass der Spektralradius der Monodromie-Matrix
®(1) Folgendes erfiillt:

p(@(1) =p (eMZ/ZeM'/Z) ~ 126> 1,

was bedeutet, dass die Nulllosung instabil ist.

Wiihrend der Coronavirus-Epidemie im Jahr 2020 gab es jedoch regelma-
Big Meldungen iiber eine tigliche oder wochentliche ,,Reproduktivitit®, die
nur eine etwas andere Darstellung des momentanen Eigenwerts ist.
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Stochastisches S-I-S-Modell in einer periodischen
Umgebung

Im stochastischen S-1-S-Modell mit einer effektiven Kontaktrate a,
einer Heilungsrate b < a und einer Bevilkerungsgrofie N ist der
Erwartungswert T der Zeit bis zur Ausloschung der Epidemie so,
dass (logT)/N gegen ¢ = b/a— 1 —1log(b/a) konvergiert, wenn
N — +oo. Wenn die effektive Kontaktrate a(t) eine periodische
Funktion ist, deren Mittelwert grif3er als b ist, dann konvergiert
(logt)/N gegen einen neuen Grenzwert, der mit einer zeitpe-
riodischen Hamilton-Jacobi-Gleichung verbunden ist. Wenn die
Funktion a(t) sinusférmig mit einer kleinen Amplitude, mit einer
groflen Frequenz oder mit einer sehr kleinen Frequenz ist, kann
man auf analytische Weise Niherungsformeln fiir diesen Grenz-
wert erhalten. Wir veranschaulichen diese Ergebnisse durch nu-
merische Simulationen.

19.1 Modell

In Abschnitt 5.2 wurde das stochastische S-I-S-Modell mit konstanten Ko-
effizienten untersucht. Mit der WKB-Methode haben wir gesehen, wie die
Verbindung zu einem hamiltonschen System entsteht und wie der Grenzwert
(wenn N — +o0) der durchschnittlichen Zeit bis zur Ausléschung mit einem
heteroklinen Orbit dieses Systems verbunden ist. Eine zeitlich periodische
Umgebung beeinflusst diesen heteroklinen Orbit. In diesem Kapitel wird ins-
besondere die Korrektur der durchschnittlichen Zeit bis zur Ausloschung be-
rechnet, die durch eine periodische Storung mit kleiner Amplitude, kleiner
Frequenz oder hoher Frequenz verursacht wird.

Wir betrachten das epidemische S-I-S-Modell mit einer effektiven Kon-
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taktrate a(r), die eine T-periodische Funktion ist und deren Mittelwert groBer
als b ist (Abb. 19.1). Dieses Modell kann beispielsweise die Ausbreitung ei-
ner bakteriellen Infektion, die keine Immunitit verleiht, in einer Schule mit
einer wochentlichen Periodizitit aufgrund der Wochenenden oder einer jihr-
lichen Periodizitédt aufgrund der Ferien und der Saisonalitiit darstellen. Dies
ist natiirlich nur ein erster Schritt auf dem Weg zu realistischeren Modellen.

Abbildung 19.1: Eine Simulation des stochastischen Modells, wenn die Kontaktra-
te periodisch ist, und die Losung des damit verbundenen deterministischen Modells
(19.4).

In Abschnitt 19.2 legen informelle Berechnungen nahe, dass die durch-
schnittliche Zeit bis zur Ausloschung 7, ausgehend von einer infizierten Per-
son zum Zeitpunkt 0, wie folgt ist:

logt
8% ., C= min S*(r,0%)— min_min S*(,x). (19.1)
N No+e 0<t<T 0<t<T 0<x<1

Die Funktion S*(z,x) ist eine T-periodische Losung der Hamilton-Jacobi-

Gleichung
aS aS
8t+H(t’x’ax> =0 (19.2)
fiir 0 < x < 1 mit der gemischten Randbedingung
aS
S(1,0) =0, —=—(¢,1) = +oo.

ox
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Die Hamilton-Funktion ist
H(t,x,p) =a(t)x(1—x) (e’ —1)+bx(e ?—1)
=x(l—e"P)a(t) (1 —x)e” —b]. (19.3)

Wenn
a(t) = ao[l +ecos(Q)]

mit Q =27/T, ap > b und |e| < 1, setzen wir
co=>b/ay—1—1log(b/ay).

Abschnitt 19.2 zeigt, dass

TQle|

: TQ
ag sinh ( th)

a

CR‘JC()—

wenn € nahe bei 0 liegt,
Crzco—|e|(1—b/ap)
wenn Q < ag und

(Clo — b)2 82

C%CO— 1292

(142b/ay)

im Grenzbereich der hohen Frequenzen Q >> ap. Man kann vermuten, dass
C immer kleiner als ¢g ist: Saisonale Schwingungen wiirden tendenziell die
Ausloschung von Infektionskrankheiten begiinstigen. Genauer gesagt, fiihrt
eine periodische Umgebung zu einer exponentiellen Abnahme der durch-
schnittlichen Zeit bis zur Ausloschung. Abschnitt 19.3 veranschaulicht diese
Ergebnisse mit numerischen Simulationen. In Abschnitt 19.4 werden einige
Anmerkungen hinzugefiigt.

19.2 Analytische Berechnungen

19.2.1 Partielle Differentialgleichung von Hamilton-Jacobi

Mastergleichung und Satz von Floquet. Angenommen, a(t) ist eine steti-
ge T-periodische positive Funktion mit

1 T
T t)dt
,%’0:7“[02() >1.
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Dies ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Losung der

Mittelfeldgleichung

dl
E:a(t)l(l—I/N)—bI (19.4)
gegen eine periodische und positive Funktion zu konvergieren (Abb. 19.1).
Andernfalls konvergiert die Losung gegen Null.

Sei P, (¢) die Wahrscheinlichkeit, dass I(z) = n. Die Mastergleichung

dp,
dr

alt) (1= 1)1~ (1— 1)/N]P, |
—[a(t)n(1—n/N)+bn]P,+b(n+1)P,4, (19.5)

gilt fiir 0 < n < N, wenn man P_; = 0 und Pn4; = O setzt. Natiirlich ist

N
Y P.(r)=1.
n=0

Das System (19.5) lasst sich auch so schreiben
dp
ar

wobei P(#) der Vektor (P,(#))o<n<n und M(¢) die folgende quadratische Ma-

trix der Ordnung N 41 ist,

M(z#)P,

0| b 0 0 - 0
0| —b—a(r)(1-5) 2b 0 -~ 0
Mi)=| 0| a)(l-%)  —2b-2a()(1-%) 3b -~ O
0 0 0 0 -~ —bN

Diese Matrix hat die Blockstruktur

Mm:<8 &n)’

wobei Q(7) eine quadratische Matrix der Ordnung N ist. Seien X(¢) und Y(z)
die Losungsmatrizen der Systeme.

X dy

— =M(#)X, X(0)=Ar1, —=Q(1)Y, Y(0)=x,

dt dt
wobei .#y die Identitdtsmatrix der Ordnung N ist. Die Floquet-Multiplikatoren
von M(z), d. h. die Eigenwerte der Matrix X(T), bilden eine Menge, die die
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Vereinigung von {up = 1} und der Menge der Floquet-Multiplikatoren der
Matrix Q(¢) ist. Die Matrix Q(r) ist kooperativ: Die Koeffizienten aufierhalb
der Diagonale sind nichtnegativ. Diese Matrix ist auch irreduzibel, da die Ele-
mente direkt iiber und unter der Diagonale alle strikt positiv sind. Nach Propo-
sition 2.8 sind alle Elemente der Matrix Y (¢) fiir alle # > O positiv. Nach dem
Theorem von Perron-Frobenius ist der Spektralradius y; der Matrix Y(T)
ein positiver Eigenwert und die Diemnsion des zugehorigen Eigenraums ist
gleich 1. Dariiber hinaus gilt (1, 1,...,1)Q(z) = (=5, 0, 0, ...,0). Also gilt
fiir alle i und j zwischen 1 und N und alle # > 0,
d & & dYi )

7 ;Yi,j(t) = Z Z Z Qie(t) Ye,j(r)

i=1 i=lk=

) [zsz

ij ) = —bYl.’j(l) <0.

Die Funktion, deren Ableitung wir berechnet haben, ist also streng monoton
fallend. Es gilt

py = P(Y(T)) < [¥(T) s = max ¥ Vi (T)| = max ¥ Yo ()

< maXZY,'J =1
J i

Also ist 4; = (logu;)/T < 0. Der Vektor (1,0,0,...,0) ist ein stationdrer
Zustand, gegen den P(¢) konvergiert, wenn t — +oo. Das Ziel ist es, die Nihe
zwischen A; und 0 zu schiitzen, wenn N — oo,

Sei v ein Eigenvektor der Matrix X(T), der zum Eigenwert y; = e
gehort. Man kann v so wihlen, dass v, > 0 fiir alle 1 < n < N gilt. Wir haben
somit X(T)v = eMTv. Wir setzen 7(r) = e /X (¢)v. Dann ist

dj
dt

AuBerdem ist 7(T) = e MTX(T)v = v = 1(0). Also ist die Funktion 7(r)
T-periodisch. Wir setzen 7(r) = (7,(¢))o<n<n. Dann

<

MT
(1)=—-Mzm(t) +M(t)n ().

Mttt T o) (= 1)1 = (1 1) /N) Ty

dt
—[a(t)n(1 = n/N) + bn)m, +b(n+ 1)1 . (19.6)

Wenn wir diese Gleichungen summieren, erhalten wir

llzﬂn + Znn = a
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also
N . N
Z nn(t) =e M Z 71',1(0)
n=0 n=0

Das erste Glied ist aber eine T-periodische Funktion. Dies ist nur moglich,
wenn das zweite Glied identisch null ist. Also ist

N
Y m(t)=0 et m()=-) m@).
n=0

Aber die Gleichung (19.6) mit n = 0 zeigt auch, dass

dm
}1,17170(1‘) +—=bm (t)
dt
Wenn wir iiber eine Periode integrieren und die Periodizitit von my() ver-
wenden, erhalten wir

T T
p_plomOdr i m(dr 197)

o mo(ryde XN Jo malt)de”

WKB-Lésung und Hamilton-Jacobi-Gleichung. Wenn N grof ist, versu-
chen wir eine WKB-Losung der Form

T, (t) ~ efNS(t,x)

fir 1 <n <N, wobei x =n/N und S(¢,x) eine stetige Funktion von ¢ und x
fiir 0 < x < 1 ist, die T-periodisch in Bezug auf ¢ ist. Dann sind

dm, S
~-—-N—
dt ot

(1) e ) sexp (NS (1)~ 009
X

(t,x) efNS(t,x)

)

1) mexp (NS() + 5 09))

Wir setzen a(¢,x) = a(t) x(1 — x) und B(x) = bx. Die Gleichung (19.6) wird
dann
dam,

AMm,+ = Na(t,x—1/N)m,—1 —N[oe(t,x)+ B (x)]m +NB (x+1/N) 11 .
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Wenn wir nur die dominanten Terme behalten, kénnen wir o (¢,x — 1/N) ~
o(t,x) und B(x+ 1/N) ~ B(x) verwenden, um

dam,
Mm, + -~ No(t,x)[m—1 — Ty + NB (x) [41 — 7]
zu erhalten. Da man erwartet, dass der Eigenwert A; exponentiell klein ist,
kann man ihn im ersten Glied vernachlédssigen. Durch Einschluss der WKB-
Form und Teilen durch Ne NS(*) erhalten wir die Hamilton-Jacobi-Gleichung

% +a(t)x(1—x) {exp (gi) - 1} +bx [exp (—3?() — 1] =0 (19.8)

fiir 0 < x < 1. Diese hat die Form (19.2) mit einer zeitperiodischen Hamilton-
Funktion H(z, x, p), die durch die Formel (19.3) gegeben ist.

Randbedingungen. Da H(z,0,p) = 0, so gilt auch %—?(I,O) = 0. Also ist
S(#,0) eine Konstante Sy, die unabhiingig von ¢ ist. Da die Gleichung (19.8)
nur partielle Ableitungen von S(z,x) enthilt, sind ihre Lésungen bis auf eine
additive Konstante definiert; wir erinnern uns, dass der Eigenvektor v von
X(T) bis auf eine multiplikative Konstante definiert ist. Man kann also So = 0
wihlen, woraus sich die Dirichlet-Bedingung ergibt:

S(z,0) = 0. (19.9)

Da m,(r) = 0 fiir n > N gilt und da die Formel (5.10) in einer konstanten
Umgebung zeigt, dass S(1) endlich ist, wihrend %(1) = +oo, nehmen wir
auflerdem die ,,Zustandsbeschrankung*

PN
1) =ten (19.10)

Eigenschaften der Hamilton-Funktion. Die Hamilton-Funktion p — H(z,x, p)
ist konvex, da
J’H
a—pz(t,x,p) =a(t)x(1—x)e’ +bxe™? > 0.
AuBerdem gilt H(z,x, p) — 40 wenn |p| — +oo vorausgesetzt, dass 0 < x <
1. Man beachte, dass H(z,x,0) = 0. Die Lagrange-Funktion ist

L(tax’ V) = max{pv—H(t,x,p)}.
p
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Wenn 0 < x < 1, dann hat man L(¢,x,v) = p.v—H(z,x, ps), wo p, die ein-
deutige Losung der Gleichung

JH
— — _ P+ __ —Px
V= ap (t,x,p) = a(t)x(1 —x)eP* — bxe

ist. Es ist eine Polynomgleichung vom Grad 2 in e”*. Dies ergibt

L(t,%,v) = pov—a(t)x(1 —x) (e — 1) —bx (e 7" — 1)
=vlog <V+ V2 +4a(t)x(1 —X)bx> a1 —x) + b

2a(t)x(1 —x)

v+ /2 +4a(t)x(1 —x)bx 2a(t)x(1 —x)bx
B 2 ot VVEFda(t)x(1 —x)bx
Firx =1 gilt
L(z,1,v) = 4oo wenn v >0,
L(1,1,0)=b
L(z,1,v) = —vlog(—v/b)+v+b wenn v <0.

Fiir x = 0 gilt L(¢,0,v) = 4eo, wenn v # 0 und L(¢,0,0) = 0. Fiir x nahe 0,
man beachte jedoch, dass L(z,x,v) ~ —vlogx. Also gilt fiir n > 0 klein und
fiir jede Funktion & € €' ([0;1];]0;1]) mit £(8) =0

[ (560 ) s [ 9 s ) = [ M oeg e,

was endlich ist.

Losungen der Hamilton-Jacobi-Gleichung. Fiir eine gegebene Anfangs-
bedingung So(x) ist die Funktion

S(t,x) —1nf{/L ))ds+16-0So(£(0));

0<0<rt, Ec?([0,1]:[0;1]), 6 =0o0der £(68) =0, &(1) :x}

eine Viskosititslosung von (19.8) mit den gemischten Randbedingungen
(19.9)-(19.10), und S(0,x) = Sp(x) [12]. Dies ist die Wertfunktion eines Aus-
gangszeitproblems in x = 0 mit der ,,Zustandsbeschriankung® in x = 1. Ei-
ne zeitperiodische Losung S*(¢,x) von (19.8)-(19.9)-(19.10) ist somit durch
einen Fixpunkt des obigen Evolutionsoperators gegeben: S*(0,x) = S*(T,x).
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Man beachte jedoch, dass es keine Eindeutigkeit gibt. Betrachten wir
niamlich den Spezialfall, dass a(t) = ag konstant ist. In diesem Fall gibt es
zwei Arten von stationidren Viskosititslosungen S*(x): Auf der einen Seite
gibt es Losungen der Form

xlog(b/ag) +x+ (1 —x)log(1—x)+y

mit einer Konstante y < 0, die sich nur durch die Konstante y unterscheiden,
wobei die Losung mit y = 0 die einzige ist, die die Randbedingung in x = 0
im klassischen Sinne erfiillt; andererseits gibt es die Losungen der Form

min{0, xlog(b/ap) +x+ (1 —x)log(l —x)+ v}

mit einer Konstante 7, so dass 0 < v < ¢g. Die letztgenannten Losungen sind
identisch null in der Nihe von x = 0 und liefern daher nicht den richtigen
Wert fiir C.

Fiir die zeitperiodische Gleichung (19.8) mit gemischten Randbedingun-
gen (19.9)-(19.10) kann man vermuten, dass sie Viskosititslgsungen S*(z,x)
hat, die T-periodisch in Bezug auf ¢ sind, die nicht identisch null in der Nihe
von x = ( sind und die sich nur um eine Konstante unterscheiden (und damit
den gleichen C ergeben). Eine solche Losung wihlen wir als WKB-Losung.
Wie die Abbildung 19.4 unten andeutet, ist die Randbedingung in x = 0 im
Sinne der Viskositit zu verstehen, da die Funktion S*(¢,x) in x = 0 mogli-
cherweise nicht stetig ist.

Verhalten des Eigenwerts A;, wenn N groB ist. Kehren wir zur Formel
(19.7) zuriick. Wir haben

og(— 0 3
w = %—i—%log (/()Tﬂl(t)dt) —élog (Z/{)Tﬁn(f)dt> :

Man beachte, dass

m(t) ~ e NS*(1.1/N) est*(z,oﬂ

wenn N grof} ist. Also gilt

T
llog (/ ﬂl(t)dt> — — min S*(¢,07)
0

N No+4eo  O<I<T

wegen der Laplace-Formel fiir das asymptotische Verhalten von Integralen

[55]. Da
ﬂn(t) ~ efNS*(t,n/N)
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haben wir auch

N T
—lo / T ( — — min min S*(¢.x
& Z " Notoo  0<r<T 0<x<l (%)

—

n=

und
log(—
og-h) .
N N—+oo

mit der Konstante C, die durch die Formel (19.1) gegeben ist.

Durchschnittliche Zeit bis zur Ausloschung. Die durchschnittliche Zeit
bis zur Ausloschung 7,(¢), ausgehend von 7 infizierten Personen zum Zeit-
punkt 7, ist eine T-periodische Losung des Systems

=T g —[a(t)n(1—n/N)+bn] T +a(t)n (1 —n/N) oy

dt
(19.11)
fir 1 <n <N, mit () = 0. Dieses System kann mit der Transponierte
'Q(r) der Matrix Q(¢) geschrieben werden. Seien 7(¢) = (7,(1))1<n<nN, T(t) =
(my(t))1<nen und 1= (1,1,...,1). Dann sind

m+‘21 —QnE —1= LT .

Sei (-,-) das iibliche Skalarprodukt von reellen Vektoren. Dann gilt

d dzw . dT
E<naa - <E7%\>+<E>E> -

)7Afﬁ> _A'I <ﬁaa - <7?71> - <7?th(1)?>

Die Terme, die Q(¢) und 'Q(¢) einbeziehen, heben sich auf. Wenn wir iiber
eine Periode integrieren und die Periodizitit der Funktionen 7(¢) und 7(¢)
nutzen, erhalten wir

T, ~
_ f() <7'C, 1>
Jo (7 7)dt
Dies legt nahe, dass die durchschnittliche Zeit bis zur Ausléschung, 7, wenn

man beispielsweise von einer infizierten Person zum Zeitpunkt 0 ausgeht, in
der gleichen GroBenordnung liegt wie —1/A;:
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19.2.2 Heterokliner Orbit

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung (19.2) kann zumindest lokal gelost werden,
indem man gleichzeitig das Hamiltonsche System

dx JH
TS (19.12)
dp  JdH
7 (19.13)
und die Gleichung
dz JH
- —p(f)g(t,X(f%P(f)) —H(t,x(1), p(t))
mit den Anfangsbedingungen
as
)C(O) = X0, p(O) = E(Orxo)v Z(O) = S(07x0)7
16st. Dann ist z(¢) = S(z,x(¢)). Im vorliegenden Fall sind
Z—H(I,x,p) =a(t)x(l—x)e’ —bxe ?, (19.14)
p
o ep) =) (1= 20) (" 1) e —1).

Suchen wir zunéchst eine nicht-triviale T-periodische Losung, so dass x =

Ound d JH
ap _ oH - _he—P) (el _
I 10.p) = ~(alt)~be ") (e 1.

Wenn wir p = log(1 + ¢) setzen, erhalten wir eine Bernoulli-Differential-
gleichung, die leicht gelost werden kann. Dies ergibt die T-periodische Lo-
sung

efthfé a(s)ds
er (0) _1

' '/(:a(s) o (_b(t -9+ ‘la(u)du> ds] _1> :

1 —exp (—bT—&—fOTa(s) ds)
/OTa(s) exp <—b(T —) —i—[Ta(u) du) ds

pr(t) =log (1 +

wobei

p*(0)=log |1+




318

Die periodische Losung (0, p*(¢)) ist instabil. Wenn man némlich x(¢) = %(¢)
und p(t) = p*(¢) + p(¢) setzt und die Gleichungen linearisiert, erhilt man

[ a(t)e” D —pe P

ddt< P >—( 2a(t) (e’ — 1) —a(t)e”*(’?—i-be*”*(t) ) (

Die Floquet-Multiplikatoren sind

=
ASTRRY

T % *
f:exp/ [a(r)e? ) — be P )dr
0

und 1/, woraus sich die Instabilitit ergibt.
Zweitens suchen wir eine nicht-triviale T-periodische Losung, so dass p =

0 und
dr_om

dr~ dp
Dies ist die Mittelfeldgleichung des S-I-S-Modells. Die einzige nicht-null T-
periodische Losung ist

(1) = L*EO) exp (bt - /0 a(s) ds>
4 /0 "a(u) exp (b(t —u)- / "a(s) ds) du] B

1 —exp (bT — fOT a(s) ds)

/OTa(u) exp <b(T u) — /uTa(s) ds> du

Die periodische Losung (x*(z),0) ist ebenfalls instabil. Wenn man nidmlich
x(t) = x*(¢t) + %(t) und p(z) = p(¢) setzt und die Gleichungen linearisiert,

(¢,%,0) = a(t)x(1 —x) — bx.

mit

X*(0) = (19.15)

erhilt man
d (% [ a®)[l-2x")]—b a(t)x*(r)[1—x*(r)]+bx*(t) x
dt( p >_( 0 —a(t)[1 —2x*(1)] +b ) ( p >

Die Floquet-Multiplikatoren sind wiederum zueinander invertiert, was zur In-
stabilitét fiihrt.

Aus Abschnitt 5.2 sei daran erinnert, dass es in einer konstanten Umge-
bung einen heteroklinen Orbit in der (x, p)-Ebene gibt, der die stationiren
Punkte (x*,0) = (1 —b/a,0) und (0,p*) = (0,log(b/a)) verbindet, wenn
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a > b. Man kann die Existenz eines heteroklinen Orbits (X(¢), p(¢)) erwarten,
das die periodischen Losungen (x*(¢),0) und (0, p*(¢)) verbindet, zumindest
fiir eine kleine Amplitude der periodischen Storung. Dieser spezielle Orbit
kann numerisch durch eine Schussmethode erhalten werden. Dann gilt

c= /" [ﬁ(r)éﬂ(nm,ﬁ(a)H(t,f(t),;;(t)) i 1916

Storungsmethode. Wenn die Funktion a(r) eine Konstante ay ist, setzen
wir

(Xo(t), po())

fiir den heteroklinen Orbit, der die stationdren Punkte
(x*,0)=(1—0b/ap,0) und (0,p")=(0,log(b/ap))

verbindet. Dieser Orbit ist so, dass ap (1l — x)e? —b = 0, wie wir aus dem
Ausdruck (19.3) der Hamilton-Funktion ersehen konnen. Wenn man diese
Gleichung benutzt, um p als Funktion von x auszudriicken und das Ergebnis
in die Gleichung (19.12) einsetzt, erhélt man

dx

== bx—apx(1—x).

Die Losung ist
1 a !
= | elao=b)t—t0) ;. 90 ( _ (ao—b)(f—fo))
t) = 1 .
x( ) x(l‘o)e +a0—b ¢
Wihlt man z.B. x(t9) = (1 —b/agp)/2, so erhilt man

_ 1—b/ag o 1 + ela0=b)(1=10)
= e U Pl =log e b

Xo(t)

Nehmen wir an,
a(t) = ao[l +£9(1)]
mit ag > b, € klein und ¢(7) eine T-periodische Funktion, so dass
T
/ ¢(r)dt =0.
0
Die Hamilton-Funktion kann in folgender Form geschrieben werden:

H(z,x,p) = Ho(x,p) + €H (t,x,p),
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wobei Hy(x, p) identisch mit dem Ausdruck (19.3) ist, auBer dass a(r) durch
ag ersetzt wird und wobei

Hl(tvxap) :aO(p(t)x(] _x) (ep - 1)'

Wir haben
x(1)=xo(1) +exi(t)+---, plt)=po(t) +epi(t)+
Also gilt
ﬁ(t)gl;(t,f(t),ﬁ(t)) —H(z,x(t), p(r))
= [ﬁ0+eﬁl+-“}[6§)+ i,xtl }Ho(fo,ﬁo)

JHy dHy
—EX—=— Ep % (¢,%0,Po) — €P1 5 — p % (t,%0, po) — e Hi (1,50, Po) + -

d X0 de 8H0 -~ ~ d)/C\l
=po— — H £ — t Epo——
POd O(XO»PO)"" p1|:dt ap( x07P0) + Po dt
dpo. . [dHo, . . dpo SN
£——Xx]—€&x] | —(¢ —— | —eH(t
e "X —Ex [ Ep (t,X0, po) + i 1(t,%0, Po) +
dxo d o~
—POT_HO(x07PO)+£j(p0x1) eH;(t,x0,po) + -
Setzen wir

co = b/ao -1 —log(b/ao).
Dann ist

[ |50 S w0.50) 10,5050

+oo
~oc—¢€ Hi (¢,%0(), po(t)) dt.

Bezeichnen wir mit I'(#) das zweite Glied. Wir haben

C ~minI(f)
fo

fiir € nahe 0. Hier gilt (1 —X)e” = b/ay. Es gilt also

[(tp) =co—€ap :w O (1) xo(2) [p/ag — 1 +Xo(1)] dt

=co+e(l —b/GO)/:w‘P(fO‘F“/(aO_b))(lflu)zdu'
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Somit ist I'(#) eine T-periodische Funktion von #, mit

T
/ ['(1y)dty = 0.
0

Betrachten wir die Fourierreihenentwicklung der Funktion ¢ (7),

Foo ,
o)=Y, pue,
k=—oc0
mit Q =27 /T, ¢y = 0, da der Mittelwert von ¢ (¢) Null ist, und ¢_; = ¢; (die
konjugierte komplexe Zahl). Dann ist

+o0 O oo kiQu el
T(to) = co+e(1—bjag) Y. ocel o/ et du
k=—oo —oo (1+ev)

kmQ

Foo ) 2
=co+€(l1—b/ap) Z (pkeletoiao b

. kmQ
k=—oo sinh (ao_b)

(sieche Anhang 19.5). Insbesondere wenn
0(t) = cos(€),
dann ist ¢ = 1/2 und ¢ = 0 sonst. Also ist
T Q cos(Qi)
ap sinh (ang) .

Wir erinnern uns, dass das gestorte System die Form

T(to) =co+e (19.17)

dx o 8H0 8H1 d£ - 8H0 @

-y ey ar T ax fox (19.18)

hat, und dass xy(¢) und py(¢) nur von ¢ — £y abhéngen; Daher ist die Melnikov-
Funktion [23, §4.7.3]:

_ +=[ 9H; dHy JH; dHy =N N
wtw = [ GGy G e R mi
. Foo [ 8H1 djc\() 8H1 dﬁo ~ ~
_[w __axdt_8pdt](t’x()(t)’po(t))dt
. Feo -&Hl dxg JH; d]/)\() — —~ . 1dI’
— [ G s T o) i =~ G-
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Unter Verwendung von (19.17) erhélt man
T Q sin(Q1p)
ap sinh (azfzb)

Also geht die Funktion .# (ty) durch O fiir t) = k7 /Q (k ganzzahlig). Folglich
existiert der heterokline Orbit mindestens fiir € klein.

Das Minimum von I'(#y) in (19.17) ergibt sich fiir 7o = T/2, wenn € > 0
und fiir 7o = 0, wenn € < 0: in beiden Fillen erhilt man

M (to) =

TQle|
. Q
ap sinh (a’g_b)

fiir € nahe 0. Wenn die Kreisfrequenz Q klein ist (und die Periode T groB ist),
so dass Q < ag, dann zeigt (19.19), dass

Crco— (19.19)

Crco—le|(1=b/ag), (19.20)

unabhingig von Q. Diese Formel ist die gleiche, die man erhélt, wenn man
a=ap(l —|¢g|) in die Formel (5.12) einsetzt:

b b b b
———1l-log——=——1—-log— — |¢g|(1 —=b/ag) +o(e
ao(—Te) B —fe) —a | 8g I bl role)
fiir € nahe 0. Da sinh(x) > x fiir alle x > 0 gilt, kann man feststellen, dass der
Niaherungswert fiir C, der sich aus der Formel (19.20) ergibt, immer kleiner
ist als der Wert, der sich aus der Formel (19.19) ergibt.

Hochfrequenz-Grenzwert. Nehmen wir nun Q >> q¢ an, immer noch mit
@ (1) = cos(Qr). Das System (19.18) ist der Form

% = ?()@p) + ape cos(Qr)x(1 —x)e?
p
‘(’Ti’ _ —%(x,p) — apecos(Qr)(1—2x)(” — 1).

Nach der Methode von Kapitsa [40, §30], setzen wir

x(t) =X(@)+ &), plt) =P@)+n(),
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wobei X und P langsame Variablen sind, wihrend & und 7 kleine, aber schnel-
le Oszillationen sind. Die schnell schwingenden Terme miissen sich ausglei-
chen:

% ~ ape cos(Q1)X(1 - X)et, %7 ~ —apecos(Qr)(1 —2X) (e’ —1).

Wenn wir X und P wihrend der kurzen Periode T = 27/Q als konstant be-
trachten, erhalten wir

Q

E(t) ~ % sin(Q)X(1 - X)eP, () —% sin(Qr) (1 —2X)(eP — 1).
Dies legt die Transformation nahe

£
X=X+ ‘% sin(Q1)X(1 — X)eP
2.2
€ £
p=P— %sin(ﬂt)(l —2X) (P — 1)+ %CIJ(I,X,P),

wobei die Funktion ®(z,X,P) so gewihlt wird, dass die Transformation na-
hezu kanonisch [40, §45] ist, d. h. so, dass die Poisson-Klammer die folgende
Bedingung erfiillt:

ox 0 dx 0
(x,p} = aixailﬁfﬁa*i = 1+0(a3/Q?). (19.21)

Da

{x,p}
_ ¢ . _ox)eP| |1 - 28 ox)eP 4087 0P
- [1+ - sin(Q1)(1-2X)e } {1 = sin(Q1)(1-2X)e" + 0

2a2
- [% sin(Q)X(1-X)e'| {2"&8 sin(Qr)(e® — 1)+ “Ogaq)] :

lautet die Bedingung (19.21):

202 202
g %E o 2 2p , GG 0P
{x,p}flf?sm (Ql)(l*ZX) € +F§

202
- 2%2 sin®(Q1)X (1= X)e’ (e” — 1) +0(a5/Q%) = 1+ 0(ap/ Q).

Also ist

a%) = sin®(Qr) [(1—2X)%e*" +2X(1 —X)e (e’ — 1)].
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Um ®(z,X,0) = 0 zu erhalten, miissen wir
(1, X,P) = sin*(Qr) [(1 —2X)*(e?* — 1)/2+X(1 = X)(e" — 1)?]

wiihlen. Die erzeugende Funktion zweiter Art F,(z,x,P) dieser Transformati-
on [63, Kapitel 7], so dass.

ar
JdP

IF
=X +o(a/Q7), 5> =p+ola;/Q).

ist durch
aoS . P
Fa(t,x,P) = xP— o sin(Q#)x(1 —x)(e" — 1)
a3e?
+ ﬁ sin?(Q1)x(1 —x)(1 —2x)(e?* — 1)
gegeben. Sei H(¢,x,y) = h(t, X, P). Die neue Hamilton-Funktion ist

oF,
h([,X,P)‘FW.

Im Durchschnitt dieser Hamilton-Funktion iiber eine Periode T = 27/Q hebt
sich der zweite Term auf, da OT %dt = 0 ist. Es bleibt nur die effektive
Hamilton-Funktion tibrig:

_ 1 /T
A(X,P) = ~ / h(1,X,P)dr.
T Jo
Eine miihsame Berechnung, die die Tatsache nutzt, dass %fOT sin?(Qt) dr =
1/2 fiihrt zu
2.2

_ €
AX,P)~X(1-eF) [ao(l ~X)eP —b+ ;()QZ{—aOX(l —X)%e?P+

+b(1—X)(1 -2X)eP —bX(1 -X) (e —1) —b(1 —2X)2}

Wir erhalten den gestorten heteroklinen Orbit, indem wir schreiben, dass der

Term in den eckigen Klammern null ist. Dieser Orbit verbindet (X},0) mit

(0,P}), mit

ap (a() — b)82
202 '

b(a() — b) 82

X~ (1 —b/ag) [1— T

} , Pi=log(b/ay)+
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Die Aktion entlang dieses heteroklinen Orbits ist

0
C= PdX.
Jxs

Eine weitere mithsame Berechnung fiihrt schlie3lich zu

(Clo — b)282

C%Co— 1292

(142b/ay). (19.22)

Da die Funktion u — (1 —u)?(142u) im Intervall 0 < u < 1 kleiner als 1 ist,

202

ist der Korrekturterm fiir C immer kleiner als %, was klein ist, da Q > ay
per Annahme. Wie zu erwarten, hingt eine Population, die einer hochfrequen-
ten Storung ausgesetzt ist, wenig von der Amplitude € dieser Storung ab.

19.3 Numerische Berechnungen

Floquet-Multiplikatoren. Man kann den Eigenwert A; direkt abschitzen,
indem man die Floquet-Multiplikatoren der Mastergleichung (19.5) mit ei-
ner Software wie Scilab berechnet, die gewohnliche Differentialgleichungen
numerisch 16st und die Eigenwerte von Matrizen berechnet. Tatsdchlich ist
eMT der Eigenwert mit dem zweitgrof3ten Realteil, der erste ist 1. Man kann
dann —log(—A;) gegen N aufzeichnen. Die Steigung dieser Kurve gibt einen
Niherungswert fiir die Konstante C an.

Der heterokline Orbit. Eine Schussmethode liefert den Orbit, der (x*(¢),0)
mit (0, p*(z)) verbindet, indem man die Anfangsbedingung x*(0), die durch
die Formel (19.15) gegeben ist, und einen sehr kleinen negativen Wert fiir
p(0) annimmt. Man variiert diesen Wert, bis man eine Losung (x(¢), p(¢)) er-
hilt, die dazu neigt, periodisch zu werden, d.h. mit x(¢), das sich 0 néhert, und
p(kT), das sich p*(0) nihert, fiir k groB (aber nicht zu gro8, um numerische
Instabilitdt zu vermeiden). Wir konnen dann das Integral (19.16) verwenden,
um die Konstante C numerisch zu berechnen.

Die Methode mit der partiellen Differentialgleichung. Man kann auch
eine periodische Losung S*(7,x) der Hamilton-Jacobi-Gleichung (19.2) be-
rechnen, indem man die numerischen Methoden der Theorie der Viskositits-
losungen verwendet. Zum Beispiel sei Ar der Zeitschritt und Ax der Raum-
schritt. Sei S’ eine Approximation von S(mAt, jAx), wobei j und m ganze
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Zahlen sind, so dass m > 0 und 0 < j <J mit J = 1/Ax. Wir konnen das
Godunow-dhnliche Schema verwenden,

gl _gm gm_gm gm _gm
Jj—h%”(mAt,ij,’ LA f>:07

At Ax T Ax
wobei die numerische Hamilton-Funktion J#(¢,x, p~, p™) durch

min{H(z,x,p); p~ <p<pt} wemn p~ <pT,

-y
H(t,x,p~,p )—{ max{H(r,x,p); p* <p<p~} wemn pt<p,

gegeben ist. Da H(, x, p) in Bezug auf p konvex ist, ist der zweite Ausdruck,
der ein Maximum einbezieht, gleich max{H(¢,x, p™),H(¢,x, p~)}. Beziiglich
des ersten Ausdrucks, der ein Minimum beinhaltet, beachte man mit der Glei-

chung (19.14), dass H(z,x, p) ein Minimum in Bezug auf p hat, wenn ‘3—;[ =0

ein Minimum hat, d.h. wenn

— ﬂfllo b
P=r =3 ga(t)(l—x)'

Also ist

H(t,x,p™) wenn p~ <p* <ph,
min{H(r,x,p); p~ <p<p*} =9 H(t,x,p) wemn p*<p <ph,
H(t,x,p*) wemn p~ <p'<p'.

Fiir die Randbedingungen werden S{j =0 und (S}* — S} ;) /Ax = K mit einem
groBBen Wert fiir K gesetzt. Der Zeitschritt Ar muss im Vergleich zu Ax recht
klein sein. Als Anfangsbedingung nehmen wir

S(0,x) = xlog(b/ap) +x+ (1 —x)log(1 —x),

d. h. die regulire stationdre Losung, wenn die Funktion a(z) durch ihren zeit-
lichen Mittelwert ersetzt wird. Sobald die Losung des nicht-stationiren Pro-
blems einen periodischen Zustand erreicht hat, kann man schitzen.

C =minS*(+,0") — rrtlinS*(t,x)
t X
schitzen.

Beispiel. Nehmen wir an,

a(t) = ap(1+ecos(2nt/T))
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mit T = 1 Woche. Betrachten wir zunichst den Fall mit ag = 20 pro Woche
und b = 5 pro Woche. Die durchschnittliche Infektionsdauer betrigt 1/b =
1,4 Tage. So sind Zp =aog/b=4 > 1und co =b/ag—1—1log(b/ap) ~ 0,636.
Abbildung 19.2 zeigt —log(—A;) als Funktion von N fiir € = 0,2, 0,5 oder
0,8 und N = 10, 20, ..., 60, berechnet unter Verwendung der Floquet-Multi-
plikatoren. Die Linien entsprechen einer linearen Regression der letzten 3
Punkte N = 40, 50, 60. Die Steigungen dieser Linien, die Schitzungen von C
ergeben, sind 0,524, 0,364 bzw. 0,225 fiir € = 0,2, 0,5 und 0,8.

607 —10g(- 1)
50+

401
30-
201

10+

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 19.2: Berechnung der Floquet-Multiplikatoren der Mastergleichung:
—log(—A;) in Abhingigkeit von N fiir € = 0,2, 0,5 oder 0,8 und N = 10, 20, ...,
60. Die Zahl C ist die Steigung dieser Linien. Parameterwerte: T = 1, a9 = 20, b = 5.

In diesem Beispiel sind die Parameter ap und Q@ = 27/T in der gleichen
GroBenordnung; es handelt sich um einen Fall von Zwischenfrequenz. Man
wiirde daher erwarten, dass die Formel (19.19) eine gute Niherung fiir C lie-
fert, wenn € klein ist. Abbildung 19.3 zeigt die folgenden Kurven als Funktion
von € fir0<e<1:

¢ die Berechnung von C mit dem heteroklinen Orbit und die Berechnung
von C mit der Hamilton-Jacobi-Gleichung unter Verwendung von Ax =
0,002 und Ar = 0,0002 (diese ersten beiden Kurven kénnen kaum un-
terschieden werden);

* die Werte von C aus der Abbildung 19.2 (man beachte, wie sie auf die
beiden vorherigen Kurven fallen);

¢ die angendherte Formel (19.19);
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* die Approximation (19.20) fiir kleine Frequenzen.

Man kann sehen, dass die Formel (19.19) auch dann nahe an C bleibt, wenn
€ nur mifig klein ist.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 19.3: Zwischenfrequenz: Die Zahl C, die unter Verwendung des hetero-
klinen Orbits [durchgezogene Linie] oder der Hamilton-Jacobi-Gleichung [gestrichel-
te Linie mit langen Strichen] (die beiden Kurven sind kaum zu unterscheiden), der
Floquet-Multiplikatoren wie in 19.2 [Punkte], der Naherungsformel (19.19) [gestri-
chelte Linie mit kurzen Strichen] und der Niederfrequenzformel (19.20) [gemischte
Linie], in Abhéngigkeit von €. Die Parameterwerte sind die gleichen wie in der Ab-
bildung 19.2.

Abbildung 19.4 zeigt eine zeitlich periodische Losung S* (¢, x) der Hamilton-
Jacobi-Gleichung, aufgetragen gegen x fiir verschiedene Werte von ¢, wenn
€ = 0,5. Man beachte die Diskontinuitidt der Losung in x = 0. Ein Zoom in
die Nihe von x = 0 wiirde zeigen, dass S*(t,0+) zeitperiodisch ist, so dass
die Randbedingung S*(¢,0) = O nur in einem schwachen Sinn erfiillt werden
kann.

Abbildung 19.5 zeigt ein Beispiel mit hoher Frequenz: ag = 2 pro Wo-
che und b = 1 pro Woche. Also sind %y = 2 und ¢y = 0,1931. In diesem
Fall ist Q ~ 6,28 pro Woche etwas grofier als ag. Die Zahl C wird unter
Verwendung des heteroklinen Orbits und der Hochfrequenzformel (19.22) in
Abhiingigkeit von ¢ fiir 0 < € < 1 berechnet. Die Ubereinstimmung ist iiber
den gesamten Wertebereich von € gut. SchlieBlich zeigt Abbildung 19.6 den
Orbit, der (x*(¢),0) mit (0, p*(z)) fiir die gleichen Parameterwerte mit € =
0,1 verbindet.
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18%(t, z)
-0.4

Abbildung 19.4: Eine zeitperiodische Losung S*(f,x) der Hamilton-Jacobi-
Gleichung, aufgetragen in Abhingigkeit von x fiir + = 0 [durchgezogene Linie],
t = T/4 [gestrichelte Linie mit langen Strichen], + = T/2 [gestrichelte Linie mit kur-
zen Strichen] und ¢ = 3T /4 [gemischte Linie], mit denselben Parameterwerte wie in
Abbildung 19.2 und € = 0,5.

0.1935 1
0.193 4
0.1925 -
0.192 4
0.1915 1
0.191+
0.1905 +

0.19
0.1895 +
0.189 4
0.18850

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 19.5: Hochfrequenzregime: C wird mit Hilfe des heteroklinen Orbits
[durchgezogene Linie] und der Hochfrequenzformel (19.22) [gestrichelte Linie] als
Funktion von € berechnet. Parameterwerte: T =1, ap =2, b = 1.
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Q t
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Abbildung 19.6: Die Komponenten ¢ — x(¢) und ¢ — p(¢) des heteroklinen Orbits
(x(2),p(¢)), die die beiden periodischen Losungen (0, p*(¢)) und (x*(¢),0) miteinan-
der verbindet. Parameterwerte wie in der Abbildung 19.5 und € = 0,1.

19.4 Bemerkungen

¢ Es ist moglich, mit der verfeinerten WKB-Losung
(1) ~ e~ NSo(t,n/N)=S1(t,n/N)
genauere Schitzungen zu erhalten. Durch Einsetzen von
1 9°Sy
2N 0x2

nnH(t)mexp(—NSO(t,n/N)—aé)i()(t,n/N)— (t,n/N)

Si(en/N)— LS

N&Co?n/N))

und von einem #hnlichen Ausdruck fiir 7, (¢) in die Gleichung (19.6),
und durch Abtrennung der Terme hoheren Grades, erhilt man die Hamilton-
Jacobi-Gleichung (19.8) fiir Sp(#,x) und die Transportgleichung

d d
% + {a(t)x(l —x)eH — bxe;)?} 981

ox

x(1—x) 8280} —&-be’aaixo {_1 x8280}

aS

= a(t)eTxO [1 —2x+

2 o0x? + 2 9x2
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fiir S (#,x). Die Funktionen Sy(¢,x) und S; (¢,x) miissen numerisch be-
rechnet werden.

* Die erzeugende Funktion ist

N
g(t,x) = Z P,(t)x"

mit 0 <x < 1. Dann ist g(¢,1) = 1 fiir alle 7. Eine einfache Berechnung
ausgehend vom System (19.5) zeigt:

a(t)x a 2
%Z(l—x) (b—i— (1;) —a(t)x)?i—&-l(\?xz(l—x)gx‘g

fiir 0 < x < 1. Im quasistationéren Zustand erwarten wir, dass g(z,x) &~
14 eMy(t,x) mit y(z,x) periodisch in Bezug auf 7, w(z,1) = 0 und

a(;})x —a(t)x) %—Z’: + %xz(l —X)

2’y
ox?’

oy
All[l‘f'ﬁ = (1—)6) (b+

Somit ist A; auch der groBte von Null verschiedene Eigenwert dieses
parabolischen Problems. Dies konnte eine Moglichkeit sein, die asym-
ptotischen Ergebnisse beziiglich A, fiir N gro strenger zu beweisen.

* Wenn man P, (r) = #(t,x) oder x = n/N setzt und eine Taylor-Entwick-
lung der Ordnung 2 der Mastergleichung (19.5) durchfiihrt, erhdlt man
die Fokker-Planck-Gleichung oder Diffusionsgleichung

0P d
=5, = 3, @)1 —x) = bx) 7]
1 92
+ o5 9,2 @0)x(1=x) +bx) 2]

Ebenso, wenn man fiir die durchschnittliche Zeit bis zur Ausldschung
T (1) = 7(¢,x) mit x = n/N setzt, fiihrt das System (19.11) zum adjun-
gierten Problem

ot ot 1 2’7
—-1= 5 + (a(t)x(1 —x) — bx) o + N (a(t)x(1 —x) +bx) 552
Allerdings liefern diese Gleichungen selbst bei zeitunabhingigen Ko-
effizienten nicht den korrekten Wert fiir C; der Wert tendiert nur dann
zur Korrektheit, wenn die Reproduktivitit % nahe bei 1 liegt.
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* Da die durchschnittliche Zeit bis zur Ausloschung 7 ~ eN ist, kann

man stark vereinfacht sagen, dass diese Zeit klein ist, wenn N < 1/C
und grof ist, wenn N > 1/C. Die Zahl 1/C erinnert somit an den Be-
griff der kritischen Grofle einer Gemeinschaft, ,,die Schwellenpopula-
tion, unterhalb derer ein krankheitsverursachendes Agens nicht lokal
tiber die Zeit hinweg bestehen kann, ohne einen externen Zufluss von
infizierten Fillen [33]. Es ist jedoch anzumerken, dass es im S-I-S-
Modell nicht wirklich einen Schwellenwert, d. h. eine Verzweigung,
gibt, wenn sich die Grofle N der Population dndert. Dies ist ein ziemlich
anderes Phianomen als das, das den unterkritischen Fall (ay < b) vom
tiberkritischen Fall (ay > b) unterscheidet, wo es einen echten Schwel-
lenwert gibt.

19.5 Anhang

Beweisen wir:

+oo u
ilu € A
= . 1 .2
/,m ¢ (1+ev)? du sinh(7A) (19.23)

Zuniichst ist e*/(1+¢")? = 1/(4 cosh?(u/2)) eine gerade Funktion. Dies in
Kombination mit einer partiellen Integration zeigt:

foo u oo u
/ e')“‘eidu:Z/ cos(lu)eidu
0

o (14e4)? (14e4)?
— Foo +o0 ) gi
:2{ cos(ku)} _2/ A sin(Au) i
1+4e# 0 0 1+4e#
+o o
Ly [,
T+e

Durch Reihenentwicklung von 1/(1+e") erhalten wir

/Mei’l“ du—1-22 f( 1)"/+me_("+1)“sin(l )d
———du=1- — u)du
(1+e4)? 0

2 ( 1)n+1

Die Summe dieser Reihe kann berechnet werden, indem man z = izA in die
folgende Eulersche Formel [77]

2z

***Z gy
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einsetzt, die fiir jede komplexe Zahl z mit z # n7 (n ganzzahlig) wahr ist. Da
sin(irA) = i sinh(7wA ) erhalten wir

A
sinh(7A )

o0 n
2y (=D
=1+21 2/12+n2

n=1

und das Ergebnis folgt.
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Dieses Buch bietet eine Einfiihrung in die mathematische
Modellierung von Epidemien. Die Urspriinge dieses The-
mas reichen bis ins 18. Jahrhundert zuriick, aber erst die
Coronavirus-Pandemie hat es wieder ins Blickfeld geriickt.

Der erste Teil befasst sich mit den klassischen S-I-R- und
S-E-I-R-Modellen und insbesondere mit der Bestimmung der
endgiiltigen GroBe und des Hohepunkts der Epidemie. Die
Reproduktivitit % spielt die Rolle eines kritischen Parameters.
Die Epidemie tritt nur auf, wenn dieser Parameter grofer als 1
ist. Die Epidemie verschwindet, wenn der Anteil der geimpften
Bevolkerung iiber einem Schwellenwert liegt, der sich anhand
dieses Parameters leicht berechnen lidsst. Die beiden anderen
Teile des Buches befassen sich mit dem Einfluss der Jahres-
zeiten auf die Ausbreitung von Epidemien und die Persistenz
endemischer Krankheiten, entweder aus deterministischer oder
aus stochastischer Sicht.

Dieses Buch ist eines der wenigen in deutscher Sprache, das
die mathematische Modellierung von Epidemien im Detail vor-
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denen die Coronavirus-Pandemie das Interesse an der Modellie-
rung von Epidemien geweckt hat.
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