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Prefata

,De aceea acesti oameni, care pind de curind
dispretuiau limba romanilor, incepeau si se pasio-
neze acum pentru elocventa acestora. [...] Astfel,
acesti oameni, in lipsa lor de experientd, considerau
aceasta drept civilizatie, desi nu era decit o parte din
robie.”
Tacitus,
Despre viata §i caracterul lui I. Agricola [72]

Modelarea epidemiilor a devenit o problemd de actualitate odata cu de-
butul pandemiei din 2020 cauzate de noul coronavirus, notiuni tehnice pre-
cum parametrul % apdrand atunci in discursul factorilor de decizie politica.
Problema sezonalititii a fost pusd incepand cu cel de-al doilea val epidemic,
dificultatea de a obtine previziuni fiabile nescdpand niméanui.

Existd, in esentd, doud abordari 1n ceea ce priveste modelarea epidemii-
lor. Cea dintai se bazeaza pe modele matematice relativ simple, acestea avand
doua avantaje. Primul este cd modelele respective pot fi analizate matematic,
astfel ncat poate fi inteles ceea ce se petrece indiferent de valorile parame-
trilor. Al doilea este cd parametrii, care sunt foarte putin numerosi, pot fi
estimati cu precizie rezonabild plecnd de la date epidemice reale. Acest lucru
poate fi folosit pentru a face predictii sau pentru a estima consecintele diferi-
telor politici de sdnitate publicd dintre care se doreste sd se aleagd. Aceastd
abordare este cea mai veche: a se vedea, de exemplu, capitolele 5, 14 si 18
din [10] care prezintd, respectiv, modelul lui Daniel Bernoulli pentru variola,
modelul lui Ross pentru malarie si modelul general al lui Kermack si McKen-
drick. Ea poate fi insotitd de simuldri pe calculator, ceea ce evident nu a fost
cazul pentru aceste exemple istorice.

A doua abordare se bazeazd pe modele ,,complexe”, care pot fi simulate
dar despre care nu se poate afirma nimic cu certitudine, doar aparitia calcula-
toarelor rapide facand posibild aceastd abordare. Unele dintre aceste modele
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au un numdr mare de ecuatii si parametri, fapt care le face din ce in ce mai re-
aliste. Totusi, din acest motiv, este nevoie sa fie fixati a priori multi parametri,
adesea cunoscuti doar intr-un mod foarte aproximativ, inainte de a se incerca
sd se estimeze alti parametri cu ajutorul datelor epidemice. Ecuatiile 1n sine
au uneori o formd ,,matematicd”, cum ar fi ecuatiile diferentiale, alteori o
forma ,,informaticd”, cum ar fi regulile urmate de ,,agenti”’. Aceasta distinctie
nu este insd esentiald, deoarece ecuatiile matematice sunt, de asemenea, co-
dificate Intr-un program de calculator. De retinut cd, in general, rezultatele
modelului nu pot fi reproduse dacd programul de calculator nu este disponibil
in mod gratuit. Unele dintre aceste modele au doar un numdr mic de para-
metri, dar caracterul lor stocastic si spatial le face foarte dificil de analizat:
trebuie sd ne multumim cu simuléri.

Aceastd carte este o introducere in modelarea matematica a epidemiilor in
sensul primei aborddri. Accentul este pus 1n principal pe analiza matematicd,
dar existd si citeva estimdri ale parametrilor pentru epidemii reale cu transmi-
tere directd (coronavirus, rujeold...) sau cu transmitere prin intermediul unui
vector insectd (ciuma, leishmanioza, chikungunya, ...). Putine cérti in limba
franceza au fost dedicate modeldrii epidemiilor. Existd doar cateva capitole
izolate, de exemplu in [1, 2, 10, 17, 22, 31, 32, 35, 44, 64, 75], prima lucrare
de modelare matematicd a unei epidemii, cea a lui Daniel Bernoulli, fiind
totusi publicatd in limba francezd. Pentru abordarea modelelor ,,complexe”,
se poate consulta, de exemplu, [66].

Un concept relativ central este cel de ,,reproductivitate”, notat cu %. Pen-
tru a simplifica, acesta este numarul mediu de cazuri secundare infectate de
fiecare dintre primele cazuri la Tnceputul unei epidemii. De exemplu, in cazul
Ho =2, o persoani infecteazd alte doud persoane, care apoi infecteaza fiecare
alte doud persoane si asa mai departe, ceea ce duce la o progresie geometrica,
adicd exponentiald, a numarului de cazuri. Deoarece este vorba de o medie,
numarul %y nu este de obicei un numar intreg. Epidemia se poate dezvolta
numai dacd % > 1.

Existd o notiune similard in demografie: nasterile sunt analogii ale infecti-
ilor, iar decesele sunt analogii ale tratamentelor. Numarul %, reprezinta deci
raportul dintre nasterile din doud generatii succesive. Analogia intre acest %
demografic, care este mai vechi (lucrarea lui Bockh din anii 1880 [16]), si
corespondentul sdu epidemiologic a fost facutd abia mai tarziu. Din punct de
vedere matematic, acestea pot fi comparate si cu parametrul critic al proce-
sului de ramificare sau al procesului Bienaymé-Galton-Watson, de asemenea
cu o istorie complicata [10].

Notatia %, deveniti clasicd, se datoreazd Iui Lotka (1880-1949), care
o numeste reproductivitate (mai exact reproductivitate netd, ,,reproductivité



Prefati v

nette”) in cartea sa de demografie matematicd publicatd in limba franceza
la Paris Tn 1939 [46]. Acest termen rar, derivat din cuvantul reproductie, a
aparut in jurul anului 1832, desemnand ,,proprietatea de a produce alte cor-
puri asemédndtoare cu sine Tnsusi, inerentd corpurilor vii” [62]. Prin urmare,
Lotka! schimbi putin sensul, luand ca definitie numirul care misoari canti-
tativ aceastd proprietate. De retinut cd la Congresul international al populatiei
de la Paris din 1937, Lotka vorbea inci de ,,indicele lui Bockh %, [45]. Ter-
menul ,,reproductivitate” apare 1n dictionarul Littré si in Trésor de la langue
frangaise, dar nu si in majoritatea dictionarelor actuale. Am considerat cd este
oportun sd folosim acest termen in locul ,,ratei reproductive de baza” utilizate
in epidemiologie sau a ,ratei nete de reproducere” utilizate in demografie.
Cuvantul ,,ratd” este Intr-adevar ambiguu. in majoritatea cazurilor, acesta se
referd la una dintre urmétoarele posibilitati:

* o mirime a cdrei dimensiune este inversa unui timp, cum ar fi ratele de
crestere, de natalitate sau de dobandd, care sunt date pe an; aceste rate
capdtd o valoare diferitd dacd se schimbd unitatea de timp;

* un procent, intre O si 1, fard dimensiune, ca in cazul ratei somajului sau
al ratei de abtinere.

Confuzia dintre cele doud provine din faptul ci unitatea de timp ,,pe an” este
adesea implicitd in primul caz. Numarul %, nu corespunde insd nici unuia
dintre aceste doud cazuri: este un numér adimensional, care poate fi mai mare
sau mai mic decat 1. De aceea, unii autori preferd expresia ,,numar reproduc-
tiv”. Cu toate acestea, expresia ,,ratd de reproducere” s-a raspandit, in special
in Franta, Intrucat instrdinarea lingvisticd pervaziva nu favorizeazd reflectia
terminologicd. Aceasta carte oferd o oportunitate de a Incerca sa corectim
aceastd situatie, mai ales cd exista un termen bine formulat care este si terme-
nul original. Prin urmare, 1n cele ce urmeaza, vom folosi ,,ratd” doar pentru a
desemna un parametru a cdrui dimensiune este inversul unui timp, in timp ce
H va fi ,reproductivitate”.

Interesul asupra acestei notiuni de reproductivitate este dublu. Pe de o
parte, va fi ardtat cd, pentru mai multe modele relativ simple cu coeficienti
constanti, mdrimea finald a unei epidemii, adicd numarul total de persoane
afectate de boald, depinde Tn mod esential doar de doi parametri: marimea
populatiei si reproductivitatea acesteia. Cum reproductivitatea poate fi esti-
mata de la inceputul unei epidemii, acest lucru da impresia cd, teoretic vor-
bind, ar fi posibil sa se prevadd mdrimea unei epidemii, cel putin 1n cazul cel

!Lotka era cetitean american, dar a crescut in Franta. Limba sa materni era franceza, mama
sa fiind de origine alsaciana. In ceea ce priveste viata lui Lotka, pot fi consultate [73, 77, 78]
sau [10, capitolele 17 si 24].
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mai defavorabil in care nu se face nimic ca epidemia si fie oprita. In prac-
ticd este evident mult mai complicat [38], principala problema fiind faptul ca
trebuie presupus ca populatia se amestecd omogen.

Reproductivitatea % este de asemenea legati de efortul necesar pentru a
preveni o epidemie sau a eradica o endemie, adicd o boald care este prezentd
pe termen lung. In multe modele, acest lucru necesiti impirtirea contactelor
cel putin cu %, sau Tmpértirea populatiei susceptibile de a contracta boala
cu %, ceea ce se poate face prin vaccinarea unei fractiuni 1 —1/%; din
populatie. De exemplu, cu %y = 2,5, gisim 1 — 1/%y = 60%. Cunoasterea
lui % ne permite astfel sd estimdm numérul minim de doze de vaccin ne-
cesare pentru a obtine imunitatea colectiva. Reproductivitatea ajuta astfel la
explicarea motivelor pentru care unele boli sunt mai greu de eradicat decit
altele, chiar si prin vaccinare: reproductivitatea lor este deosebit de ridicata.
Acesta este cazul rujeolei, pentru care estimirile plaseazi % intre 15 si 20,
ceea ce duce la o acoperire vaccinald minimd necesara de aproximativ 95 %,
o cifrd greu de atins.

Din punct de vedere matematic, ne dim seama rapid cd reproductivitatea
%, dincolo de lipsa de complexitate aparentd a definitiei sale pentru mode-
lele cele mai simple, nu poate fi definitd in mod rezonabil pentru modele cu
o structurd mai realistd decat ca valoare proprie a unei anumite matrice sau
a unui anumit operator. Instabilitatea populatiei dupa introducerea citorva
cazuri infectate este intr-adevar, in mod obisnuit, o problema de valori pro-
prii. Punctul de plecare al activitdtii noastre in domeniul epidemiologiei ma-
tematice a fost constatarea confuziei care exista in ceea ce priveste definitia
reproductivitdtii in cazul foarte comun in care sezonalitatea juca un rol in
transmiterea bolii, Tn special in cazul bolilor de iarna din Europa si al bolilor
transmise de insecte din Africa. In acest sens, specialistii puteau fi impartiti,
in linii mari, in doud grupuri.

In primul dintre acestea se aflau cei inclinati spre matematic, familiariza-
ti cu ideea cd, intr-un model cu coeficienti periodici, stabilitatea depinde de un
singur numdr, de exemplu multiplicatorul Floquet dominant [15, capitolul 9]
in cazul sistemelor de ecuatii diferentiale. Cu toate acestea, ,,numéarul mediu
de cazuri secundare” depindea, In mod evident, de sezon. Sfatul acestora a
fost, prin urmare, sd se renunte la notiunea de % in cadrul periodic.

In celilalt grup se aflau cei inclinati spre statistici si aplicatii in epidemio-
logie. Acestia nu au ezitat si vorbeascd de un %, sau # care variaza zilnic,
sdptdmanal sau lunar, pentru a-1 calcula prin Inghetarea valorilor parametri-
lor (astfel incat tehnica sd poate fi aplicata si sistemelor ai cdror coeficienti
variazd in timp férd a fi periodici), si a-1 reprezenta grafic In functie de timp
(de exemplu, pentru epidemia de coronavirus din 2020) sau pentru a alcdtui
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harti lunare de risc, in special pentru bolile transmise prin vectori si legate de
schimbdrile climatice. Cu toate acestea, vom prezenta in sectiunea 18.2.4 un
exemplu 1n care sistemul ar pdrea si se indrepte spre stingerea epidemiei 1n
fiecare moment dacd i-am ingheta coeficientii, dar 1n care epidemia continud
sd apard.

Prin urmare, am incercat sd-i convingem pe acesti colegi ca reproduc-
tivitatea poate fi intr-adevar definitd pentru modelele periodice cu pastrarea
rigorii matematice:

* %, este valoarea proprie a unui anumit operator pe un spatiu de functii
periodice;

* Este un numadr care nu depinde de timp;

* Dacd este dorit un indice al riscului epidemic care sd varieze 1n functie
de anotimpuri, atunci probabilitatea de extinctie este mai potrivitd decit
cea propusa pand acum.

Daca primul grup mentionat mai sus pare acum a fi In mare parte convins, ma-
joritatea specialistilor din cel de-al doilea grup continua si foloseascd ,, %" ’in
mod defectuos din punct de vedere matematic. Aceastd utilizare pare sa aibd
si un caracter oarecum tautologic: nu este mai bine s spunem cd numérul
sdptdmanal de cazuri a crescut cu atatea procente fatd de sdptamana prece-
dentd, un lucru adevirat pe care toatd lumea il poate intelege, decat sd spu-
nem ci %y sau # are ca valoare un anume numdr mai mare decat 1, in ziua
cutare sau cutare? Aceastd a doua afirmatie nu numai cd are o bazd matema-
ticd indoielnicd, dar este adesea Tnsotitd de o precizie exageratd de doud cifre
dupad virguld, o greseald care a fost descrisd ca fiind ,,pseudo-stiintificd” [42,
p. 234].

Diversele capitole ale acestei carti corespund unor articole publicate in
ultimii cincisprezece ani, ale cdror referinte exacte pot fi gésite pe site-ul
www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer. De asemenea, au fost incluse unele re-
capitulari, 1n special in primele capitole. Un rezumat aflat la inceputul fie-
cdrui capitol oferd o idee despre scopul principal al capitolului respectiv. Cu
exceptia primei parti, cartea a fost in principal o oportunitate de a reveni asu-
pra unor intrebdri clasice din epidemiologia matematicd, dar intr-un cadru
periodic si Tn lumina noii definitii propuse pentru reproductivitatea %Zy. Prin
urmare, acesta nu este un curs 1n sensul traditional. Existd o oarecare repetitie
intre capitole. Cu toate acestea, avantajul este cd fiecare capitol poate fi ci-
tit relativ independent de celelalte. Materialul este, de asemenea, destul de
nou si nu va fi gisit in nicio altd carte. Bibliografia a fost revizuitd pentru a
pastra doar ceea ce este cu adevdrat util pentru Intelegerea textului. Un efort
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deosebit a fost ficut pentru a indica sursele in limba franceza. Progresele in
domeniul traducerii automate au facut deja posibila renuntarea la uniformi-
tatea lingvistica actuald [8]. Capitolele au fost grupate in functie de tema si
nu 1n ordine cronologicd. Unele capitole sunt scrise Intr-un stil matematic, cu
propozitii si demonstratii bine definite, altele sunt mai putin riguroase.

Prima parte se referd la modelele cu coeficienti constanti sau constanti
pe portiuni. Aceastd parte poate fi utilizatd ca o introducere in modelarea
epidemiilor, deoarece include, de exemplu, modelul S-I-R al lui Kermack si
McKendrick, studiul marimii finale a epidemiei si modelul S-E-I-R. Primele
doud capitole se concentreazd asupra problemei neglijate a estimdrii datei
varfului epidemic. Capitolul 3 propune o definitie a reproductivititii % ca o
ratd asimptoticd de crestere pe generatie. Capitolul 4 se concentreaza asupra
inceputului epidemiei de coronavirus din Franta, incercand in acelasi timp sa
obtind formule generale pentru situatia in care rata de contact suferd un salt
brusc in urma unei izoléri. Capitolul 5 serveste ca o introducere in modelele
epidemiologice stocastice.

Pornind de la aceste elemente de bazd, pot fi construite un numdr mare
de modele, al cdror grad de rafinare depinde de Intrebarea practicd adresata,
de disponibilitatea datelor si de caracteristicile biologice si sociale ale bolii
infectioase. De exemplu, populatia poate fi stratificatd in functie de varsta,
de sex (pentru bolile cu transmitere sexuald), de grupurile de risc sau de re-
giune. In cele ce urmeazi, va fi acordatii o atentie speciali rolului caracterului
sezonier.

A doua parte se ocupd de modelele deterministe cu coeficienti periodici.
Caracterul sezonier este intr-adevar evident pentru multe epidemii. Este rea-
lizat un studiu detaliat al parametrului £ in cazul periodic. Sunt prezentate,
de asemenea, studii privind chikungunya in Réunion, leishmanioza In Maroc
si o epidemie istoricd de ciumd in India. Ultimele trei capitole ale acestei
parti se ocupa de mérimea finald a unei epidemii, din nou in cazul periodic.

A treia si ultima parte se ocupd de modelele stocastice cu coeficienti pe-
riodici. Discutia se invarte Tn principal in jurul calculdrii probabilititii de
extinctie a unei epidemii. Este prezentatd o aplicatie la cazul rujeolei in
Franta. Ultimul capitol se refera la timpul necesar pentru ca o epidemie si
se stingd. Trebuie remarcat faptul cd aceste doud teme au fost studiate si in
cazul 1n care mediul nu este periodic, ci aleatoriu [4, 5, 6, 7, 9].

Le multumesc colegilor fard de care multe dintre aceste capitole nu ar fi
fost posibile: Souad Guernaoui si El Hadi Ait Dads in Marrakech, Rachid
Ouifki in Stellenbosch, Africa de Sud, Xamxinur Abdurahman in Urﬁmqi,
China, Gabriela Gomes, Carlota Rebelo si Alessandro Margheri Tn Lisabona,
Hisashi Inaba 1n Tokyo, Claude Lobry in Nisa, Tewfik Sari in Montpellier si
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Frederic Hamelin in Rennes. Unele dintre aceste colaboriri au fost posibile
datoritd finantarii din partea Institutului de cercetare pentru dezvoltare (Insti-
tut de recherche pour le développement). Unele parti ale cirtii au fost predate
in Marrakech, Tlemcen 1n Algeria si Tokyo, pentru care le multumesc, de
asemenea, lui Ali Moussaoui, Hiroshi Nishiura si, din nou, lui Hisashi Inaba.
Programul informatic ,,gtexfix”, scris de Dmitri R. Gulevici din Sankt Peters-
burg, a facilitat traducerea acestei carti.






Partea I

Modele epidemiologice cu
coeficienti constanti



Capitolul 1
Modelul S-1I-R

Studiem comportamentul asimptotic, atunci cdnd mdrimea popu-
latiei este mare, al timpului necesar pentru ca o epidemie mode-
latd de un sistem diferential de tip S-1-R sd atingd varful.

1.1  Ecuatii

Sa considerdm o populatie de marimea N supusa unei boli contagioase:

* notim S(¢) numirul de persoane susceptibile de a fi infectate la mo-
mentul ¢; in general, se vorbeste despre ,,persoane susceptibile”, desi
adjectivul poate fi confundat cu celdlalt sens, ,,usor de ofensat”;

* notim I(r) numirul de persoane infectate;

* R(7) este numdrul de persoane eliminate din calea transmiterii prin izo-
lare, recuperare sau deces; se presupune ci persoanele recuperate sunt
imune si ca isi pastreaza imunitatea fara limita de timp.

Astfel,
N =S(t) +1(r) +R(r)

reprezintd populatia totald. Diferitele clase de indivizi se mai numesc si com-
partimente (fig. 1.1), dar aceasta nu inseamnd cd sunt separate fizic: ele rdman
in contact Tn cadrul aceleiasi populatii.

Se presupune ci populatia totald este constanta si suficient de mare pentru
a fi rezonabil sd se modeleze epidemia ca un sistem diferential mai degraba
decit ca un proces stocastic. intr-adevir, atunci cand numérul de indivizi este
suficient de mare, se poate uita cumva ca acest numdr trebuie si fie un numar
intreg si se poate pretinde cd acesta variazd continuu. De asemenea, putem
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uita pentru moment de efectele intamplarii la inceputul epidemiei, cand nu-
marul persoanelor infectate este incd mic. Vom reveni asupra acestor aspecte
in capitolul 5 si in a treia parte a cartii.

Figura 1.1: Compartimentele modelului S-I-R.

Rata efectiva de contact este notatd ca a (a > 0). Este produsul a doud
numere: numarul de contacte pe unitate de timp si probabilitatea de transmi-
tere Tn timpul unui contact Intre o persoand neinfectatd si o persoand infectata.
Unitatea de masurd a ratei a este, prin urmare, inversul unui timp, in confor-
mitate cu regula aleasd pentru utilizarea cuvantului ,,rata”.

Rata la care indivizii pardsesc compartimentul I si intrd in compartimen-
tul R este notatd ca b (b > 0). Cu alte cuvinte, fiecare individ din comparti-
mentul I are o probabilitate bdt de a se muta In compartimentul R in timpul
fiecarui mic interval de timp df. Aceasta implica faptul ca timpul petrecut in
compartimentul I este o variabild aleatoare distribuitd conform unei distributii
exponentiale cu parametrul b, media

+oo 1
—bx

dx= —.

/0 M=

Acest lucru poate parea nerealist, dar simplificd prezentarea. Cazul distri-
butiilor generale va fi discutat in mai multe randuri, Tncepand cu sectiunea
3.2.

Se presupune cad toate contactele sunt aleatorii, astfel Tncat, atunci cand
o persoand neinfectatd intilneste o altd persoand, probabilitatea ca acea per-
soand si fie infectatd este egald cu I/N, proportia de persoane infectate din
populatie. Prin urmare, fiecare persoana din compartimentul S are o probabi-
litate @ x (I/N) x dt de a fi infectatd pe parcursul unui mic interval de timp
dt.

Toate aceste ipoteze conduc la faimosul model S-I-R al Iui Kermack si



McKendrick (1927) [10, capitolul 18] pentru o epidemie:

ds I

dl I

— =aS—-—-bl 1.2
7Sy b 1.2)
dR

— =blL 1.3
7 (1.3)

Acest model este de fapt o versiune simplificatd a modelului original. Iar
modelul original permitea orice distributie pentru timpul petrecut in compar-
timentul I.

Se considerd conditiile initiale

S(0)=N-1Ip, I(0)=Ip, R(0)=0, (1.4)

cu 0 <Ip < N. Numdrul Iy este In general foarte mic In fata numarului N,
care este notat ca Iy << N.

Un exemplu este detaliat in figura 1.2. S-a utilizat software-ul Scilab
si functia sa pentru solutionarea numerica a sistemelor diferentiale cu N =
65 x 10° (populatia Frantei), Ip = 1, a = 1/2 pe zi si b = 1/4 pe zi. La
inceputul epidemiei, o persoand infectatd infecteazd Tn medie o persoand la
doud zile (1/a). Durata medie a infectiei 1/b este de 4 zile. Reproductivitatea
Z este, in acest caz foarte simplu, numérul mediu de cazuri secundare pe
care o persoana infectatd le infecteaza la inceputul epidemiei, adica produsul
ax (1/b). Astfel,

ceea ce da Zy = 2.
De notat cd A = a — b este rata de crestere a epidemiei in primele sale
etape, deoarece atunci avem S(¢) ~ N si

dl
— =~ (a—>b)L.
5~ a—0)

Prin urmare, numerele I(¢) si R(¢) cresc la inceput ca e*’. Rata A poate

fi estimatd pe baza datelor epidemiologice, de exemplu prin reprezentarea ¢
pe o scard logaritmici si misurarea pantei. In cazul in care durata medie a
infectiei 1/b este cunoscutd, fie pentru ci este vorba de o boald inregistrati
anterior, fie, in cazul unei boli noi, prin observarea atentd a unui numar de
cazuri pentru care a putut fi identificatd data infectiei, se poate deduce rata
efectivd de contact a = A + b si reproductivitatea Zy = a/b =1+ A /b.
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Figura 1.2: O simulare a modelului S-I-R cu timpul 7 in zile pe axa x.

Observatia 1.1. Proportiile

x(r) =S@)/N, y(t) =I(1)/N, z(t) =R(t)/N
sunt solutii ale sistemului

@——ax @—ax —b dz
dr Y g TAYTY

cux(0) =S(0)/N=1-1Ip/N, y(0) =Ip/N si z(0) = 0. Acest lucru aratd, de
exemplu, cd unele proprietiti ale modelului, cum ar fi data varfului epidemic,
depind doar de parametrii Iy si N prin relatia Ip/N.

=by,

1.2 Marimea finala a epidemiei

Propozitia 1.2. Sistemul (1.1)—(1.4) are o solutie unicd definitd pentru orice
t > 0. In plus, S(t) > 0, 1(t) > 0 5i R(¢) > 0 pentru orice t > 0.

Demonstratie. Teorema Cauchy-Lipschitz [52, teorema 16.5.5] asigura exis-
tenta si unicitatea unei solutii a sistemului (1.1)—(1.4) pe un interval maximal
[0; T[. Din ecuatia (1.1), avem pentru orice 0 <t < T,

S(1) = S(0)exp <_1ilr /Oll(u) du> >0,



deoarece S(0) > 0. Deoarece ecuatia (1.2) se scrie

dl
— = N-b)I
o= (aS/N=b)L

avem, de asemenea
a t
I(1) = 1(0) exp (/ S(u)du —bt) >0,
N Jo
deoarece 1(0) > 0. In sfarsit
1
R(1) = b/ T(u)du > 0
0

pentru 0 <z < T. in plus,

d

L(S+I1+R) =0,

7 (S+I+R)

deci S(t) +1(r) +R(¢) = S(0) +1(0) +R(0) = N. Avem astfel 0 < S(¢) <N,
0 <I(r) <Nsi0<R(r) < Npentru orice 0 < r < T. Deoarece solutiile riman
marginite pe intervalul maxim [0; T[, rezultd ¢ T = 40 [15, corolarul 3.34].
Sistemul (1.1)—(1.4) are astfel o solutie unica definita pentru orice t > 0. [J

Sé notim log(-) logaritmul neperian.

Propozitia 1.3. Functia S(t) este strict descrescdtoare si converge spre o li-
mitd Se. Functia R(t) este strict crescdtoare si converge spre o limitd Re.
Functia I(t) tinde spre 0 atunci cdnd t — —+oco. Avem So 4+ Ro = N. Sd presu-
punem xo = S(0) /N. Mdrimea finald a epidemiei este astfel incdt xe = Seo /N
este singura solutie in intervalul |0; 1] a ecuatiei

def

01— x+ Zlog X 0. (1.5)
a “x

Dacd a > b, atunci aceastd solutie se afld in subintervalul 10; b/al.
Demonstratie. Din propozitia 1.2, rezultd S(r) > 0 si I(r) > 0. Prin urmare,

ds 1
— =—-aS—<0.
dt a N

Functia S(¢) este, prin urmare, strict descrescitoare si minoratd de 0. Ea
converge la o limitd S., cand t — 0. In mod similar,
dR

— =bI>0.
dt >



Capitolul 1 7

Prin urmare, functia R(¢) este strict crescitoare si majoratd de N. Ea converge
la o limitd Re, cand t — +oo. Cu ecuatiile (1.1) si (1.3), observam cd

dR bN dS
=bl

dr 0 aSdt’
Prin urmare,
bN S(t)
R(t) = ——1log —=. 1.6
(t) « °250) (1.6)
La limita, deducem S., > 0 si
bN Seo
Ro=——1log——.
a %5(0)

CassiI(r) = N —S(¢) — R(¢), functia I(z) converge si ea spre o limitd L. cind
t — +oo. Dar dacd am avea L, > 0, am putea deduce

t—+oo

R(1) = b /0 "Hu)du —> oo,

ceea ce este imposibil din R(z) < N. Prin urmare, Io = 0 $i Seo + Reo = N.

Astfel,
bN Seo
Se=N—Ro=N+—log—.
%500
Aceastd ecuatie determind S, si, prin urmare, si mirimea finald a epidemiei
R... Impirtind cu N, obtinem cu definitia (1.5) a functiei ¢ (x): ¢ (x.) =0 si
0 <X < 1. Acum

=142
o0 =1+~

Si distingem dous cazuri. In primul rind, si presupunem a < b. Apoi ¢’ (x) >
0 pe intervalul |0; 1[. Functia ¢ (x) este strict crescétoare pe acest interval. In
plus, ¢ (x) — —oo dacd x — 0T si

b 1
o(l)=—-log— >0
a X0

din 0 < xg < 1. Prin urmare, existé o singurd x* € ]0; 1] astfel incét ¢ (x*) =0.
Astfel xo = x™.

Presupunem acum a > b. Atunci ¢'(x) > 0daci 0 <x < b/a, iar ¢'(x) <0
dacd b/a < x < 1. Functia ¢ este strict crescitoare pe intervalul |0; b/qa] si
strict descrescitoare pe intervalul |b/a; 1]. Avem

b, b/ b b, b

b
¢(b/a):1—f+flog—a>1—7+710g7.
a a X0 a a “a



Fie x(x) = 1—x+xlogx. Avem x'(x) =logx < 0dacidx €]0; 1[si x(1) =0.
Astfel x(x) > 0 dacd x €]0; 1]. Astfel ¢(b/a) > x(b/a) > 0. Avem ¢ (x) —
—oo dacd x — 0T si ¢(1) > 0. Deci, existd un singur x* € ]0; 1] astfel incat
¢ (x*) = 0. In plus, x* €]0; b/a[ si Xeo = x*. O

Observatia 1.4. Ecuatia (1.5) poate fi scrisd si sub forma

a

x:xoexp( b(lfx)),

sau,cuz=1—x,

a
lfz:xoexp(fzz).

Dacii @ > b, atunci zee = R/ N=1—xo > 1 —b/a.

Observatia 1.5. Solutia x., depinde de parametrii a si b doar prin raportul
adimensional % = a/b. Derivand ecuatia (1.5), gdsim

dXe 1 Xoo 1 dxe

A%y  (%o)* log X0 * Roxem ARy

Astfel,
Xoo
dxe log==
d,@() %0(1/-x°o_e@0)
Ca si in cazul zo = Re/N = 1 — xo, vedem cd fractiunea finald care a sufe-

rit o infectie este o functie strict crescétoare de %y. Cu cat este mai mare
reproductivitatea %, cu atit este mai mare marimea finald a epidemiei R..

<0.

Propozitia 1.6. Dacd a < b, atunci

Iy

R. <
l—a/b

$i Reo/N = 0 cdnd 1y /N — 0.
Demonstratie. Casi S(r)/N < 1, avem din ecuatia (1.2)

dl
— < (a—b)I<O.
% (a—b)I<

Prin urmare, I(r) < I(0)e(@ 2 si
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Observatia 1.7. Sa presupunem Iy < N.
Dacil a < b, atunci z. = Re/N =2 0, din propozitia anterioari.
Dacid a > b, atunci observatia 1.4 impreuna cu xg ~ 1 ne conduc la

Si Zeo # 0. Figura 1.3 ilustreazi aceste formule, ardtind cum variazd z.. in
functie de Zy = a/b. Dacd % < 1, nu existd o epidemie ca atare.

Dacd %y > 1 si Z =~ 1, atunci o dezvoltare trunchiati la ordinul doi a functiei
exponentiale ne conduce la

din care
Zeo R 2 (% — 1). (1.7)

De exemplu, o reproductivitate %y = 1,05 conduce la o mérime finald a epi-
demiei Ro /N apropiati de 10 % (mai precis 9,4 %).

200

0.81
0.6 1
0.4

0.2

Figura 1.3: Fractiunea finald a populatiei afectate de epidemie, zo = R /N, in functie
de reproductivitatea %y = a/b, atunci cand Iy < N.

1.3 Varf epidemic

Am vizut in demonstratia propozitiei 1.6 ci functia I(¢) este descrescitoare
dacd a < b. In acest caz, nu existd un varf epidemic, iar marimea finald a
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epidemiei este foarte micd in comparatie cu populatia totald N dacé conditia
initiala I(0) este la rAndul ei foarte micd in comparatie cu N, care este in
general cazul in practica.

In aceastd sectiune, ne limitim la cazul in care a > b sau, mai precis,
la cazul in care a(1 —Ip/N) > b, ceea ce este aproape acelasi lucru daci
Ip/N < 1. Sid notam in treacit ci

1
By =2

o
b~ T-T/N

Atunci avem
dl

dt
Functia S(¢) este strict descrescétoare. Acesta scade de la S(0) = N—1p =
N(1—1Ip/N) > Nb/alaS.. pe intervalul [0; 4oo[. Sau Se. < Nb/a in confor-
mitate cu propozitia 1.3. Prin urmare, existd o singurd 7 > 0 astfel Incat

S(1) = Nb/a.

(0) = [a (1 —To/N) — b]Iy > 0.

Ca Jl
— = (aS/N-b)L. 1.8
e =(aS/N~=b) (18)
si ca I(t) > O pentru orice ¢ > 0, vedem cé dI/dt > 0 si functia I(r) sunt
strict crescinde pe intervalul |0; t[. Atunci d1/dr < 0 si functia I(z) este strict
descrescitoare pe intervalul | 7; 4-co[. Numim 7 varful epidemic:
I(7) = maxI(z).
>0

Iniltimea varfului I(7) este usor de determinat. Intr-adevir, cu relatia

(1.6), avem

Nb Nb . S(1)
S(t)=—, R(1)=——1log—=, N=S I R(7).
(=" RO=—""loggqs, N=S()+1(x) +R(D
Se obtine
I(0) | S R b b N b
N N N a N—-Ip a
Daci Ip/N < 1, atunci
I(7) b b, b 1 +log Zo
— ~l-—-+-log-=1——F%"—.
N a+a Oga X
Daci in plus %y = 1, atunci o dezvoltare limitata la ordinul 2 a logaritmului
da
(1) 1+ @-)—(%-17)2  (%-1)

T
N Zo 2
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1.3.1 Data varfului epidemic
Data varfului este mai greu de studiat. Din relatia (1.6)

% = —a%(N— S—R)= —a% (N—S+ 1\Lblog[s(t)/S(O)}) :

Deoarece S(t) este strict monotonici, avem

Nb/a dS
»L-_/ dt = / —as (N=S+Nb1og[S/S(0)])

Fie s = S/N. Apoi
1l
r:l/ N ds . (1.9)
alt  s(1—s+2logls/(1-To/N)])

Vom studia comportamentul asimptotic al acestei integrale atunci cand N —
~+o0 1n timp ce toti ceilalti parametri sunt fixati, inclusiv Iy.

Propozitia 1.8. Data © a virfului epidemic este datd, cdnd N — 4o, de
formula

1 N b logf —14e“+uy
T= log— +log [(1-2 1o +/ — T T gu ol
- b{ e () i) } "

care poate fi rescrisd sub forma

r—alb{logN+f(%’o)} o(1) (1.10)

unde %o =a/b > 1.

Demonstratie. Sa punem
b
€ =——log(l —Ip/N).
a

Avem € > 0. Atunci T=17,+ 1 cu

) _1/ ¥ I 1 ds
l_a.g l+e—s+2logs e—(1-L)logs) s’

T_]/*W ds
*Tal s[e—(1—2)logs|
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Prin aducerea la acelasi numitor obtinem

: _1/1113 —1+s—logs ds
Calt Je—(1-)togs] (1+e—s+Flogs) 5

Avem

b1y
e~———=0
aN

cand N — +oo. S observdm cd integrala care intervine atunci cand trecem
formal la limita N — o0

/1 —1+4s—1logs ds
b —(logs) (1 —s+2logs) s

este a priori o integrald generalizatd in s = 1. Dar functia integratd se extinde
prin continuitate pentru ca

s—1)2
logs:sflf( 21) +o((s71)2)

in vecinatatea lui s = 1, astfel incat

—1+s—logs . 1
—(logs) (1—s+2logs)s s=»1  2(1—-b/a)

In special, aceasti integrali este convergenti. Pentru b/a < s < 1, fie

(s) = —1+s—logs
Vi = —(a—b)(logs) (1 —s+2logs)s’
1 —14s5—1logs
yn(s) =~ 2

a [e—(1—2)logs] (1+€&—s+2logs)s "

Avem : 0 < Wn(s) < w(s) si wn(s) = w(s) cAnd N — +o0. Ca

/: y(s)ds

a

este o integrald convergentd, teorema convergentei dominate [52, teorema
10.1.34] aratd ca

S| "1
. /,, Un(s)ds — /,, y(s)ds.

a
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inplus,
1 1
< < .
< Ll YN (s)ds < o l,l/(s)dsN:)wO
Astfel,
q_lo 1 1
=/ 7 ds = ds — s)ds —»
Tl—'% Wn(s)ds = ng<s) s IW N w
si
—1+4+s—1 d
/ +s—logs l+0(1)7 N — oo,
a-b (logs) (1—s+2logs) s

Prin schimbarea de variabild s = e ™%, obtinem

logh  —1+e“+u
d 1).
T = P b/ l—e" gu) u+o(l)

In plus, integrala 7, poate fi calculati explicit:

1 [log{s — (1 — %) logs}l -

T = — b
a -(1-2) b
1 b b I
=3 {log{ <l—>log }—log{—log<1—l\?>}]
- logg +log [(1 — Z)logg] 1)
N a—b o
Addugand cele doua rezultate, obtinem formula propunerii. O

Figura 1.4 aratd cat de bine se apropie aceastd formuld de data 7 a varfului
epidemic dat de model. Pentru calculul numeric al integralelor a fost utilizat
programul gratuit Scilab. Parametrul b a fost ales astfel incat perioada de
infectie si dureze in medie 1/b = 4 zile.

Observatia 1.9. Formula (1.10) rdméane neschimbatd daca pornim de la con-
ditia initiald S(0) =N —i—r,1(0) =isi R(0) =r,cui>0,r 2 0,i+r <N
sia(l — ’i’) > b. Intr-adevir, fie N=N—r=N(1—r/N),R(t) =R(t) —r
sia=aN/N=a(l —r/N). Apoi
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Figura 1.4: Data 7 a varfului epidemic al modelului S-I-R, in zile de la inceputul epi-
demiei, in functie de logN conform formulei exacte (1.9) [linii continue] si conform
formulei aproximative (1.10) [cercuri mici]. Valorile parametrilor: Iy =1, b =1/4 pe
7i, Zy=a/b e {1,5;2;3}.

cu S(0) = N—i, I(0) = i si R(0) = 0. Ne intoarcem la cazul tratat mai sus.
Prin urmare,

1 N .
= {logi +f(a/b)} +o(1), N— +oo.

Dar cum N — oo este echivalent cu N — oo, ca si logN = logN +0O(1/N)
sicasia=a+O(1/N), se cade sd revenim la

= alb{logfw(a/b)}ﬂ(l), N = oo,

1.3.2 Studiul functiei /(%)

Figura 1.5 aratd cum variazi functia f (%) a propozitiei 1.8 in functie de Zy:

* functia f(%y) pare si fie crescitoare; acest lucru nu este evident, nici
macar atunci cand se calculeaza derivata;

» avem f(%) = 0 pentru % ~ 2,1.
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* pentru valori ale lui % nu prea apropiate de 1, de exemplu intre 1,5 si
10, ceea ce reprezintd un interval rezonabil pentru multe boli infec-
tioase, termenul f(%,) pare destul de mic in comparatie cu primul
termen log(N/Ip) din formuld (1.10). Cu Iy = 1 si, de exemplu, o
populatie N = 10°, avem log(N/I) ~ 11,5, in timp ce | f(%y)| rimane
mai mic decat 2.

Figura 1.5: f(Z%y) in functie de % [linie continui] si aproximarea (1.11) in vecinita-
tea lui Zy = 1 [linie punctati].

Propozitia 1.10.
f(%o)zlog[z(%o—l)ﬂ Yo(l), %1 (1.11)

Demonstragie. Cand %y — 17, log %o = (%o —1)(1+0(1)) si

log [(1 - g{o) logﬂ’o] =log [(%o—1)*] +0(1) = 2log(%o — 1) +o(1).

In vecinitatea lui u = 0™,

—14+e M 4+u u? /2 +o0(u?)
u(l—e " —u/%y) u(u—u2/2+o0(u?)—u/%)
140(1)

" 2(1—1/%) —uto(u)’
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Sau
log % du log %y
b sty = [es(20 =1/ ],
_ 2(1*1/%0)710g.@0
= o T )
_ log Zo
— log[l 2(1_1/%)0)]
—log(1/2) =1log?2
o lo(1/2) = log
Fie

_ —1+e“+u _ 1
SW) = e i) 30— 1) -

Riamane sa ardtam ca

log Z
/0 Cw)du —s 0.

(020% 1+
Aduciand la acelasi numitor, observam ca

B e —1+u—u?/2
C(u)—(1—1/%0)u(l_efu_u/%o)(l—1/%0—1/[/2) '

Conform formulei Taylor-Lagrange, pentru orice u > 0, existd 0 € ]0; 1] astfel

Incat
2 3

us u
L Lo % —6u
e u+ ) 6 e
Deci, pentru orice u > 0,
w1 u? <u3
€ - U——\1x >
2 6
2 3
1fe_“fu/f%)o:ufoJru—e_e”fu/%o
2 6
W2
>u—?—u/<%’0:u(l—1/<%’0—u/2).

Observdm cd pentru 0 < u < log %,

171/%{)7u/2> 171/%07(10g.@0)/2 o~ (%()*1)/2>0.
Ro—11
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Pentru %, aproape de 1, avem 1 — 1/%y — (log %) /2 > 0. Astfel,

log Z 1— 1/:@0 log Z u
< el
/0 §(w)du) < 1—1/% — (1og%0)/z]2/0 6
B 1-1/%, (log%’o)2
C [1=1/%— (log %) /2> 12
Zo—l 0

~ -
:@0*}1+ 3 <@o*>l+

1.3.3 Nota

Data varfului nu este o functie monoton descrescitoare a ratei efective de
contact a, asa cum s-ar putea crede a priori. Figura 1.6 ilustreazd acest lucru
cu cateva exemple numerice.

100,
801
601
401

20

0 T T T T T T T T T 1
1 111213141516 171819 2

Figura 1.6: Data varfului epidemic conform formulei exacte (1.9) in functie de rata
efectivi de contact a pentru a > b/(1— INU) dacd Ip =1si N € {100; 1.000; 10.000}.
Unitatea de timp a fost aleasd astfel incat b = 1.

Pentru a Intelege aceasta cifra fard a fi foarte rigurosi, sa presupunem ca N
este mare si % este aproape de 1, dar cu N(Zy — 1)2 nu prea mic. Combinand
formulele aproximative (1.10) si (1.11), gdsim

log [%2(41/% )2

TR
a—>b




18

Deci

9r 2-log [%Z(a/b - 1)2]
da (a—b)?

a [ I
7%1 —
b +e N

unde e este baza logaritmilor neperieni. Cu aceastd valoare a lui a, sd notdm
ci a*, valoarea corespunzitoare a maximului lui T este

Retineti cd % ~ 0 daca

2 2 /2N

Tnax A —— = —.
T —b be\ I

Prin urmare, data varfului epidemic nu este Intotdeauna o functie descresca-
toare a ratei de contact, dar acest lucru se observd numai pentru valori ale %
apropiate de 1.

1.4 Aproximatie atunci cind reproductivitatea este apro-
piata de 1

S& ludm din nou 1n considerare cazul in care Zy = a/b =~ 1 cu %y > 1. Sa
presupunem ci conditia initiald In/N este micd. Conform aproximatiei (1.7),
mairimea finald a epidemiei R../N este, de asemenea, micd. Deoarece functia
R(7) este crescitoare, aceasta Tnseamni cé functia R(7) /N rdméane micd pe
toatii durata 7 > 0. Ecuatia (1.6) arati ci S(r) = S(0) e ~R()/(Nb)  Prin urmare,

dR

dt
O dezvoltare trunchiati la ordinul doi a functiei exponentiale e™* = 1 —x+
x?/2 + o(x*) ne conduce la

dR%b[N—S(O)(] aR | @R >—R}

bI=b(N—S—R)=b {N_S(O)efaR/(Nb) —R} .

dt Nb | 2N2p2
Ca S(0) =N -1y,
dR aS(0) S(0)a?_,
m~b10+(N—b>R— o R (1.12)

Reamintim ci ch(-) si th(-) desemneazi cosinusul hiperbolic si tangenta hi-
perbolica.
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Lema 1.11. Fiex <0, B > 0si y> 0. Fie

2 B
A=B%—4ay, T=-—=Ar th().
b 4 va Tt VA
Atunci solutia ecuatiei Riccati
dR
- =aR>+BR+y

cu conditia initiald R(0) = 0 este

- —ﬁ—x/Kth(\/K(t—r)/z)

R(r) o

b

astfel incat
dR —-A/(4a)

dr 2 (VaG-1)/2)

Demonstratie. Ipotezele implicd A > 0. S& presupunem

_—BVA

2a

Ry , R(t)=R_+r(t).

Apoi
dr _ar _
ar dt
=aR_>+BR_+y+(B+2aR)r+ar’
=(B+2aR )r+ar*=—VAr+or

aR_+r)2+BR_+r)+y

Si presupunem & = v/A. Fie ca p = 1/r si fie valabil. Apoi

dp ldr &
& Ray *Tor-a

Acest lucru duce la

p(r) :p(O)e5’+% (1 —e‘”) .

Revenind la variabilele r(¢) si R(¢) si tindnd cont de R(0) = 0, obtinem

1
e

R(t) =R_+ " 5
et (1—e)
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Inlocuind R_ cu expresia sa, obtinem

B-5  §/a
R() = 5B o1
2o 1+me

Acum, o formuld de trigonometrie hiperbolicd [52, sectiunea 8.5.3] da

() (158) - (520

Astfel,

_ —B-é o/ B S 2
RO = " 17e0 9~ 20 2a\l T3e0 9

B 5 S9-1 B 5

Derivata din R(¢) se deduce imediat. O

Sd ne Intoarcem la ecuatia aproximativad (1.12). Avem

a:_SZ(’(’)i‘;z <0 ﬁ:aSI\(IO) —b>0, y=blp>0.
Deci
)= LR N _IN/SO)](A/a)
bt 2 o2 (VA(-7)/2)
cu

as(0)  \* . ,S(0)I(0) 2 SO _p
A—( N b) +2a Nz T—\/ZArgth< A .
Observati cd aceastd aproximare a I(¢) este o curbi de tip clopot, simetricd, cu
un maxim pentru t = T, ceea ce justificd a posteriori utilizarea lui 7 in lema
1.11. Kermack si McKendrick au obtinut aceastd aproximare in 1927 [10,
capitolul 18].
S presupunem mai precis %y = a/b~ 1, %y > 151 Iy/N < (% — 1)
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Deoarece avem si /N < %y — 1, géisim

2
2bN(l—Io/N) 2N’
/N \ _
B=(a—b) (1—1Eb/a>~a—b,
A= [a(1—-Tp/N) —b]* +24*(Io/N)(1 —Iy/N)
(a—b)*+2ab(lo/N) ~ (a—b)*.

o= —

Q

Astfel,
1dR N (a/b—1)?

1) =5 = ~ 3 a3 (1.13)

Constatim, ca si in sectiunea 1.3, ci I(7) /N ~ (% — 1)?/2. In plus,

IO/N
ﬁ 1- 1-b/a IO/N IO/N
h({VAT/2) = N ——— 1 ~1— .
n(VBe2) = i, > G e ¥ iy

(a—b)*

Deducem cd tangenta hiperbolicd este apropiatd de 1, astfel Tncét

th (\/Zr/z) ~1—2e VAT,

log (2N (a/b—1) )

Aceasta este aceeasi expresie ca 1n sectiunea 1.3.3, asa cum ar trebui si fie.

Astfel,

T=




Capitolul 2
Modelul S-E-1I-R

Studiem o epidemie modelatd de un sistem diferential de tip S-E-
I-R. Atunci cdnd populatia N este mare, conjecturdm cd varful
epidemiei are loc la momentul T cu T ~ (logN)/A;, unde Ay
este cea mai mare valoare proprie a sistemului liniarizat.

2.1 Ecuatii

Modelul S-E-I-R include in plus fatd de capitolul anterior o faza latentd, cu-
prinzand persoanele infectate, Tnainte de a deveni infectioase. Notand numa-
rul de persoane aflate in faza latenta prin E (E pentru ,,expuse”), ajungem la
sistemul diferential

% =—aS %, 2.1
Z—lj :aS%—cE7 2.2)
g =cE-bl, (2.3)
dR

o =bl, 2.4)

unde parametrii a si b sunt aceiasi ca pentru modelul S-I-R din capitolul 1,
iar parametrul c¢ este rata la care cei infectati in faza latentd devin infectiosi
(¢ > 0). Conditiile initiale sunt

S(0)=N—ng—n;, E(0)=ng>0, 1(0)=n >0, R(0)=0, (2.5)

cung 20,n 20510 <ng+n <N.
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Observand ca
d
dt
deducem constanta populatiei totale

(S+E+I+R) =0,

S(t) + E(t) +1(t) + R(t) = S(0) +E(0) +I(0) + R(0) =N. (2.6

Propozitia 2.1. Sistemul (2.1)—(2.4) are o solutie unicd definitd pentru orice
t > 0. In plus, S(t) > 0, E(t) > 0, I(t) > 0 5i R(¢) > 0, pentru orice t > 0.

Demonstratie. Casin cazul modelului S-I-R, teorema Cauchy-Lipschitz asi-
gurd existenta si unicitatea unei solutii a sistemului (2.1)—(2.4) cu conditii
initiale (2.5) pe un interval maximal [0; T[. De asemenea, avem

S(1) = S(0) exp (—; /Otl(u)du> >0

pentru orice 0 <t < T. Fie
(3 m-( )

dX

dr
in cele ce urmeazi, inegalitdtile < si > Intre vectori sau matrici vor Tnsemna
cd exista inegalitate pentru orice componentele respective. ng + ny > 0 im-
plicd X(0) > 0 si X(0) # 0. Deoarece termenii non-diagonali ai matricei F(z)
sunt strict pozitivi, se poate aplica propozitia 2.8 din anexd de mai jos si de-
duce ci pentru orice ¢ € ]0; T[, E(f) > 0 si I(¢) > 0. De asemeni

Avem
F(r) X(¢).

R(1) :b/otl(u)du>0,VtE]0;T[

si deci
0<S(t)<N, O0<E(r)<N, 0<I(f)<N, O<R()<N

pentru orice 0 <t < T. Rezultd, ca si Tn demonstratia propozitiei 1.2, cd
T = +oo: sistemul are o solutie unicd definitd pentru orice ¢ > 0. 0

Propozitia 2.2. Functia S(t) este strict descrescdtoare si converge la o li-
mitd S care este aceeasi cu cea din propozitia 1.3. Functia R(t) este strict
crescdtoare si converge la o limitdi R, cit Seo + Roo = N. In plus, E(t) — 0 si
I(t) — 0 cdnd t — +oo.
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Demonstratie. Ca si in cazul modelului S-I-R, avem

ds I

— =—-aS—=<0.

dt N

Functia S(¢) este prin urmare strict descrescitoare si minorati de 0, si con-
verge la o limitd S., cind t — +oo. In mod similar,

dR
— =bI>0.
dt -

Functia R(¢) este deci strict crescitoare si majorati de N si converge la o
limitd R, cand t — 0. Cum

d
L (1+R)=cE>0
a 1R =¢

functia I(¢) + R(z) este de asemeni crescdtoare; fiind de asemenea majorata
de N, converge citre o limitd. Prin urmare, I(z) converge, de asemenea, la o
limita L.. Dar

b/OtI(u)du —R(1) <N.

Prin urmare I, = 0. Functia E(¢) = N —S(¢) — I(¢) — R(¢) converge, de ase-
menea, catre o limita E... Cum

¢ /0 "E(u)du = 1(t) +R(t) —1(0) <N,

avem E., = 0. Cu ecuatia (2.6), obtinem la limita

S+ R =N.
Din ecuatiile (2.1) si (2.4),

dR __bNdS

dt  aS dt’

Ca si in cazul modelului S-1-R, concludem cd

R(1) = _”flogs(((?) @.7)

si mdrimea epidemiei R., este datd de propozitia 1.3. 0
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2.2 Varf epidemic

Sa clarificam definitia varfului epidemic pe care o vom adopta. Avem

S (B+1) = (aS/N =D)L 28)

Sa presupunem ca
S(0)/N = 1— (ng +m1)/N > b/a.

Daca a > b, aceasta inegalitate este adevdrata de indata ce N este suficient de
mare. Avem I(r) > 0 pentru orice ¢ > 0. Functia S(¢) este strict descrescétoare
de 1a S(0) > Nb/a pani la S.. < Nb/a, prin propozitia 1.3. Astfel, existd un
singur T > 0 astfel Incat

S(t) =Nb/a.

Conform ecuatiei (2.8), functia E(¢) +I(¢) este strict crescétoare pe intervalul
[0; 7] si apoi strict descrescétoare pe intervalul [T; +oo[. Numim 7 varful
epidemic. De obicei, nu corespunde maximului din I(r) sau E(z).

in conformitate cu ecuatia (2.7), avem de asemenea

E(7)+1I(t) =N—-S(7) —R(7) =N—-S(7) + ijlog S(1)

S(0)

Din S(7) = Nb/a, avem

care dd Tndltimea varfului epidemic.

Ideea acestui capitol este cd deoarece numadrul initial de persoane infec-
tate ng + ny este de obicei foarte mic Tn comparatie cu populatia totald N la
inceputul unei epidemii, avem S(¢) ~ N, astfel Incat

dl
— ~al—cE, — ~cE—->bL
dt

.

Functiile E(¢) si 1(z) cresc sau scad deci ca e*+’, unde A, este cea mai mare

valoare proprie a matricei
—c a
M= .
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Lema 2.3. Fie M o matrice pdtratd de ordin 2 cu coeficienti reali. Sd presu-
punem cd cele doud valori proprii Ay si Ay ale acestei matrice sunt distincte.
Apoi

Liet2 — dreh el —eh

exp(M) = R I+ R M,

unde & este matricea identitate de ordinul 2.

Demonstratie. Sa presupunem

A O
p=( ! :
0 A
Conform teoremei Cayley-Hamilton [52, teorema 3.2.7], matricea D? si prin
urmare si puterile superioare ale lui D pot fi scrise ca o combinatie liniard
a matricei identitate .# si a matricei D. Acelasi lucru este valabil si pentru

exp(D). Sd ciutim numerele x si y astfel incat exp(D) = x.# +yD. Aceasta
conduce la sistemul

ell :)C+yﬂ,1, CAZZXJF)’;LL
a carei solutie este

Aie? — deh et —eh
X= e Y=

M= M=l
Existd o matrice inversabili P astfel incat M = P~!'DP. Prin urmare,

+o0 M”
expM) =) = P lexp(D)P=P !(x.# +yD)P=x.7 +yM. O
n=0 ""*

Urmadtoarea propunere oferd o limitd inferioard pentru data varfului epi-

demic.

Propozitia 2.4. Existd o constantd K € R, care depinde de a, b, c, ng si n
(dar nu de N), astfel incdt

> logN

= K.
P

Demonstratie. Cum S/N < 1, avem

dE dl
— << —cE+al, — =cE-blL
dt chta dt ¢
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x@)(%’), M<_CC _“b), Y(t)e’M(’;l;:).

Reamintim ca inegalitdtile < si > intre vectori sau matrici Tnseamna ca existd
inegalitate pentru orice componentele respective. Avem

axX MX(r) Y _
dr Todt
Termenii non-diagonali ai matricei M sunt pozitivi. Prin corolarul 2.6 din
anexd, X(r) < Y(¢) pentru orice ¢ > 0, adici

(5 ) =)

Prin lema 2.3, exponentiala matricei exp(t M) se calculeazi explicit cu valo-
rile proprii ale matricei M, care sunt

Fie

MY(r), X(0)=Y(0).

 —b—cE\/(b—c)*+4ac

At
2
Am gisit pentru exp(z M)
el+’+el*t b—c ebrtie)t,r a(e}““—e)‘—l)
2 \/(b—c)2+4ac 2 (b—c)?+4ac
c(e}“r’fe’l*’) el feht c—b oAt oAt
(b—c)2+4ac 2 \/(hfc)2+4ac 2

pentru orice ¢ > 0. Deducem

E(T)+1(7) < (1 1)e™ ( ng )

ny
e)ur_,'_el,r b+c e)ur_el,r
< + ng
2 (b—c)?+4ac 2
eMT per-T n 2a+c—b eMT_ehT
n
2 (b—c)*+4ac 2 !

Din A_ < A4, existd o constantd k > 0, care depinde de a, b, ¢, ng si nj (dar
nu si de N), astfel incat

E(7)+1(7) < ket
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Dar ecuatia (2.9) pentru indltimea varfului epidemic cu S(0)/N < 1 arati ci
b b 1ot
N(1——=+-log(b/a) | <E(7)+I(7) < ke**".
a a

Rezultd limita inferioard din propozitie. 0

Aceasta limitd inferioard sugereaza conjectura

logN
T~ 5

, N — oo
+

Ca exemplu, am ales ¢ = 1/3 pe zi, b = 1/4 pe zi, ng = 1, n; = 0, si trei valori
ale ratei efective de contact a astfel incit a/b € {1,5 ; 2 ; 3}. O perioadd
infectioasd care dureaza in medie 4 zile urmeaza astfel unei faze latente care
dureaza Tn medie 3 zile. S-au luat diferite valori pentru populatia totald N intre
102 si 108. Sistemul S-E-I-R a fost rezolvat cu ajutorul programului gratuit
Scilab si a fost gasit varful 7 care corespunde maximului din E4-1. Figura
2.1 aratd cum variaza 7 in functie de logN. De asemenea, este reprezentata
figura (logN)/A,. Pantele par sd coincidé, ceea ce ar trebui s se intAmple
in cazul in care conjectura ar fi adevdratd. Figura sugereazd, de asemenea,
cd urmatorul termen din expansiunea asimptoticd a T este Tncd o constanta,
care este negativd atunci cdnd %y = a/b este aproape de 1 si devine pozitivi
atunci cand % creste. Pare dificil de determinat aceasta constanta in functie
de parametrii modelului.

Termindm acest capitol remarcand ca expresia 7, care a apdrut in nume-
roase calcule, are o interpretare importantd. La inceputul unei epidemii, o
persoand nou infectatd va mai infecta in medie % cazuri secundare Tnainte
de a intra in compartimentul R, unde

:@()ZE

pentru modelul S-E-I-R (vedeti demonstratia de la pagina 41 din capitolul
urmator).

2.3 Anexa: sisteme diferentiale liniare cooperative

Inegalitdtile < si > intre vectori Inseamnd cd existd inegalitate pentru orice
componentele respective.
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3001
250
200
150
1001
504 M_
log N

4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 2.1: Data 7 a varfului epidemic al modelului S-E-I-R in functie de logN din
simuldrile numerice [linii continue] si (logN)/A+ [cercuri mici].

Propozitia 2.5. Fie m > 2 un numdr intreg, J un interval din R, M : J — R"™*™"
o functie continud astfel incat

Vi#j,veel, M;(t) >0,
si G :J — R™ o functie continud astfel incdt
viel, G()=>0.

Fie ty € J si Xog € R™ astfel incdt Xo > 0. Fie X :J — R™ solutia sistemului
diferential liniar

dX
vt el, i M(1)X+G(t)
cu X(t9) = Xo. Atunci X(t) > 0 pentru oricet €J cut > ty.

Demonstratie. Reamintim ci solutia X(¢) = (X (¢),...,X(t)) este bine de-
finitd pentru orice ¢ € J [15, teorema 2.3]. Sa presupunem mai intai cd toate
componentele conditiei initiale X sunt strict pozitive. Componentele solutiei
X(¢) raiman toate strict pozitive cel putin pe un mic interval de timp care
contine #y. Sd rationdm prin absurd. Si presupunem ca setul

E={tel|t>1, 3, 1 <i<m, X;(t) =0}
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nu este gol. Fie 7, = inf&. Atunci 1 > 1) si existd i astfel incat X;(r,) = 0.

In plus, pentru 1 < j<msit € ltos 2], X;j(r) > 0. Deci, pentru t € Jtg; £,
dX;
dt

= M, (1)Xi(1) + ) M (1) X(t) + Gi(r) = My (1)Xi(1),
JF

4 [exp (-/ Ml-,,(s)ds) x| 0
exp (- [ M) ) Xi0) > X,

Ficind ca ¢ si tinda spre 7, obtinem 0 > X;(fy), ceea ce este imposibil din
moment ce X;(fg) > 0. Prin urmare, X;(r) > 0 pentru 1 < j < m si pentru
orice t € J astfel incat ¢t > 1.

Dacd avem doar Xy > 0, atunci consideram, de exemplu, secventa de

solutii X" (¢) a aceluiasi sistem diferential, dar cu conditia initiali XS") (to) =

Xo,i+1/n pentru 1 < i < m. Din cele de mai sus, X( )( t) > 0 pentru orice i si
toate r € JN ]ty ; +oo[. Continuitatea unei solutii in raport cu conditia initiald
[15, teorema 3.39] aratd cd pentru orice i si toate + € JN]tg; 4o,

X;(t) = lim X" (1) > 0. O

H—o0

Corolarul 2.6. Fie m > 2 un numdr intreg, J un interval din R, M : J — R™*"
o functie continud astfel incdt

Vi#j,veel, M;(t) >0,
siH:J — R™ o functie continud. Sd presupunem cd X:J —R" siY:J —R"

sunt functii continue si diferentiabile astfel incdt

dX dy

Viel, — <M(@)X(t)+H(), —

o7 SMOX()+H@), —

si X(t0) < Y(t). Atunci X(t) < Y(t) pentru oricet € J cut > 1.

Demonstratie. Fie Z(t) =Y (¢) — X(¢) si

>M(t)Y () +H(r)

G(r) = M(X(0) +H) — o+ T vy () - ()
. Atunci Z(tp) > 0, G(¢) > 0si
dZ _dY _dX _\z0) +G).

dr  dr dr
Prin propozitia 2.5, Z(t) > 0 si deci X(z) < Y(¢) pentru orice r € J cu t >
fo. ]



Capitolul 2 31

Definitia 2.7. O matrice pdtratd M astfel incat M; ; > 0 pentru orice i # j
se spune cd este ireductibild dacd pentru orice i # j existd un numdr intreg
p = 1siosuccesiune ko, ki, ..., k, astfel incdt ko =i, k, = j, ko 7 ko1 pentru
orice0 << p—1si

Mgy X My gy X -+ - X My kp > 0.

p—1>

Propozitia 2.8. Aceleasi ipoteze ca in 2.5. Sd presupunem in continuare cd
Xo # 0 si matricea M(ty) sunt ireductibile. Atunci X;(t) > 0 pentru oricet €J
astfel incat t > tg si pentru 1 <i < m.

Demonstratie. Conform propozitiei 2.5, X(¢) > 0 pentru orice t € J cut > fo.
Avem pentru orice i si toate ¢ € J astfel Incat ¢ > 1y,

d;fi —M;i(t)Xi(t) = §'Mi7j(t)xj'(l) +Gi(r) > g'Mi,j(t)Xj(t).
J# i

Prin urmare,

% {exp <_ I: Mi,i(u)du) X,-(t)}
> exp ( tMi,i(“) du) Y M (1) X;(7)

fp

si
Xi(1) > exp ( /to t Mi,i(u>du> X;(0)

+ ; /m l exp < /, M,»,[(u)du> M, ;(s) X;(s)ds.

Prin ipotezi, existd jo astfel incat X, (tg) > 0. Prin urmare,

X, (t) > exp (/thM(u)du) X;,(0) >0

pentru orice ¢ € J astfel incat ¢ > 1.

Fie i # jo. Deoarece matricea M(fy) este ireductibild, existd un numéar
intreg p > 1 si o succesiune ko, ki, ..., k, astfel incat ko = i, k, = jo, k¢ 7# ket
pentru orice 0 </ < p—1si

Mko-,kl (l()) X 1\/1/(17/(2 (l‘o) X e X Mk’)—lakp (Io) > 0.
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Fiecare dintre factorii acestui produs este strict pozitiv. Deoarece functia ¢ +—
M(t) este continud, existd € > 0 astfel incat pentru orice 7 € |to; fo + €],

Mk07k1 (Z) > 0, Mkhkz ([) > 0, ... My (t) > 0.

p—1:kp
Prin urmare,
t t
X, (1) > / exp ( / Mkphkpl(u)du> My, | o(8) Xjo(s) ds > 0
0 s

pentru orice ¢ € J cu t > ty. Deducem in acelasi mod pentru orice t € I cu
t>1oca Xy, ,(t) >0, ..., Xy (t) > 0siin final X, (1) = X;(t) > 0. O
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Reproductivitate

Pentru modelele epidemiologice cu compartimente multiple si un
mediu constant, reproductivitatea %y apare adesea ca raza spec-
trald a unei asa-numite matrice de generatie urmdtoare. Aceastd
notiune se extinde, de asemenea, la modelele structurate in func-
tie de timpul scurs de la infectare.

3.1 Sisteme de ecuatii diferentiale

Multe modele matematice ale epidemiilor sunt sub forma unui sistem de
ecuatii diferentiale ordinare neliniare, asa cum se aratd in capitolele 1 si 2. La
inceputul epidemiei, indivizii infectati, care pot fi de m tipuri diferite (m > 1),
de exemplu E si I In modelul S-E-I-R, reprezintd o fractiune neglijabila din
populatie, astfel incat modelul poate fi liniarizat pentru a obtine un sistem li-
niar numai pentru compartimentele infectate. Acest sistem este de obicei de
forma:

dl
—=(A-B-C)I 3.1
= L G
unde
 componenta I;(¢) a vectorului I = (Iy,...,I,) reprezintd numérul de

persoane infectate, de tipul &;

e coeficientul
A,’ﬁj > 0

al matricei de infectie A reprezinta rata la care o persoand infectatd de
tip j produce noi persoane infectate de tip i;
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* matricea B este o matrice diagonala si
Bj;j=0

este rata la care o persoand infectatd de tipul j Tnceteazd sd mai fie
infectata;

¢ matricea de transfer C este astfel incat
Vi#j, —Ci;j =0,

unde C; ; este rata cu care o persoand infectatd de tipul j devine o per-
soand infectata de tipul i si

Cjj=-YxCi; >0
iZ

* valorile proprii ale matricei
D=B+C

au toate partea reald strict pozitiva.

Pentru orice matrice M, notim cu Sp(M) spectrul sdu, adicd multimea
tuturor valorilor proprii. Vom nota cu

p(M) = max{[A|: & € Sp(M)}
raza sa spectrald, iar cu
o(M) =max{Re(1): A € Sp(M)}

notdm modulul sdu de stabilitate.
Comportamentul asimptotic al sistemului diferential liniar (3.1) depinde
de spectrul matricei
M=A-D.

Solutia I = 0 este stabild asimptotic daca si numai dacd
ocM)<0

[15, teorema 6.13]. De exemplu, in absenta infectiei (A = 0), sistemul se

reduce la
dl

— =-DL
dt
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Casiin o(—D) < 0, solutiile acestui din urmi sistem converg la 0.
Epidemiologii preferd adesea sd foloseasca un alt indice ca prag decét
modulul de stabilitate, si anume reproductivitatea %, pe care vom incerca si
o explicdm 1n cadrul modelului liniarizat (3.1).
Sa presupunem ca populatia infectatd la momentul initial # = O apartine
generatiei 0. Fie 1(") (t) populatia infectatd care apartine generatiei n la mo-
mentul ¢. Ea este datd pentru orice ¢t > 0 si toate n > 0 de

410

19(0) =1(0), =~ =-D19(), (3.2)
(n+1)
19(0) = 0, dldt = A1 (1) = DIV (1), (3.3)

Aceasta ultimd ecuatie inseamna cd persoanele infectate apartinand generatiei
n+ 1 au fost infectate de persoane din generatia n.

Propozitia 3.1. Pentru orice n > 0 si toate t > 0,
'
1) () — / e AT (¢ — x) dx.
0

Demonstratie. Cu ecuatia (3.3), avem

% (etD I(”H)(t)) =e® DI (1) + dI::l)l =P AIM (1)
Casiin I"*1)(0) = 0, o integrare di
() = [ "o 9D AT (5) ds. 0
0
Fie || - || o normi matriceald subordonatd unei norme vectoriale notate in

acelasi mod.

Propozitia 3.2. Existid o > 0 si B > 0 astfel incdt pentru orice n > 0 si toate
>0,

tﬂ B
@l < @™ A" — e P 1))

Demonstratie. Deoarece 6(—D) < 0, [15, lema 6.15] aratd cd existd o > 0 si
B > 0 astfel incét pentru orice x > 0,

le™P || < ace P,
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Avem
O @) = [le”™1(0)]| < [le™™ | [1(0) || < e P*[|1(0) |

iar inegalitatea din propozitie este adeviratd pentru n = 0. Prin recurentd, s
presupunem ca este adevarat la rangul n — 1 cun > 1. Apoi

1
I @) </ le™P AT (¢ )| dx
0
t
</0 le™PIIAJ I (¢ = x) | dx

t t— n—1
<Al [fwePrarapt A

0 (n—1)!
n—1

n n - tr—x
e R e )

g "
= a"||A]"* e P —1(0)). B

n

e P09 |1(0) | dx

Din aceasti propozitie rezultd cd seria

Y 1)

n=0

este ntr-adevir convergentd, iar suma sa I(z) este o solutie a sistemului (3.1)
cu conditia initiald 1(0).

Propozitia 3.3. Sd presupunem

Atunci pentru orice n 2> 0 si orice t > (),

RO () = /O "K (o) A (¢ — x) d,

n n n tn -
IR 0] < o Al e Pz

si O (t) = K (1) 1(0).

Vectorul A" (t) este vectorul de noi infectii pe unitate de timp datorate
generatiei n la momentul ¢, adicd incidenta.
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Demonstratie. Avem
!
A (1) = AT () = A/ e P AT (1 — x)dx
0

t
= / Ae P r (1 — x) dx.
0

in plus,
RO (1) = A1 (1) = AeP1(0). O

Notiunile de matrice pozitivd si vector pozitiv sunt amintite in anexa 3.3.
Presupunem I(0) > 0.

Propozitia 3.4. Pentru orice x > 0, matricile e P, K(x) = Ae™P, D! si

AD~! sunt pozitive si
—+oo
/ e Pax=D"".
0

In plus, ) () = 0 pentru orice n > 0 si orice t > 0.
Demonstratie. Fie x > 0. Si se aplice Q(x) = e™*P. Apoi

aQ _

2=~ Do)

si Q(0) = . (matricea identitate). Din moment ce —D; j = —C; ; > 0 daci
i # j, propozitia 2.5 aplicati la fiecare dintre vectorii unitate aratd cd Q(x) >0
pentru orice x > 0. Cum A > 0, matricea K(x) = AQ(x) este de asemenea
pozitiva.

Prin integrare, gasim

Q) —~Q(0) =Q) ~# = -D [ Q) dy.

Din 6(—D) <0, avem Q(x) — 0 cind x — +o0 [15, lema 6.15]. Deci integrala
este convergenta si
~+oo
s =D QW)dy

Din Q(x) > 0, avem
+o0
D' = Q(x)dx > 0.
JO

Pozitivitatea vectorului A (¢) rezulti din propozitia 3.3. O
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Propozitia 3.5. Sd presupunem

~+oo
H(n) = A" (1) dt,

0
r oo
A = / K(x)dx = AD .
Jo
Atunci, pentru orice n > 0,
H(n) = #"11(0).

Vectorul H(n) este vectorul incidentelor datorate generatiei n. Matricea
pozitiva . se numeste ,,matrice de generatie urmatoare .

Demonstratie. Conform propozitiei 3.3,
+o0 .
H(n+1) = / R (1) de
0
oot
- / / K (x) ") (1 — x) dx dr
o Jo

—+oo oo
_ / / K(x) A (1 —x)dt dx
0 Jx
oo

— ( /0 K(x)dx) ( /0 +Wh“’(t)olt) = H(n).

in plus,
+oo +oo
H(0) = RO (1) dr = K(1)1(0)dr = #°1(0). O
0 0

Definitia 3.6. Reproductivitatea % este raza spectrald a matricei K :
Ho=p(H)=p(AD").

Propozitia 3.7. Sd presupunem cd matricea M = A — D este ireductibild si
cd A # 0. Atunci functia r : |0; +oo[— R definitd prin

r(A)=0(A/A—-D)

este continud si strict descrescdtoare. Dacd %y > 0, atunci % este solutia
unicd a ecuatiei r(A) = 0.
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Demonstratie. Existd k € R astfel incat matricea —D + k.7 si fie pozitivi.
Atunci matricea A/A —D+ k. este pozitiva pentru orice A > 0. Prin urmare,

r(A)+k=0(A/A—D+k5) =p(A/A—D+k5)

(corolarul 3.18). Continuitatea razei spectrale [63, teorema 3.16] implicd,
prin urmare, continuitatea functiei r(4).

Fie 0 < 4; < A;. Deoarece matricea A este pozitiv, avem A/A; > A/A,.
Prin urmare, A/A; —D > A/2; — D si r(A;) = r(Ay) dau propozitia 3.26.
Matricea A — D este ireductibild. Prin urmare, matricea A/A; — D este de
asemenea ireductibild, deoarece pentru orice i # j,

A,'7j/)~—D,'7j >0<:>[A,'7j >0 sau —D,’A’j>0] & A;j—D;;>0.

Avand 1n vedere propozitia 3.27, r(A1) = r(A2) arimplica A/A| —D=A/A, —
D, ceea ce este imposibil din moment ce A # 0. Prin urmare r(4;) > r(A2).
Si presupunem % > 0. Matricea # = AD~! este pozitivd. Dati fiind
propozitia 3.17, existd un vector u # 0 astfel incat AD™'u = Zou si u > 0.
Sd punem v =D~ !u. Apoi v # 0 si Av = %yDv. Mai mult, v > 0 deoarece
D! >0siu>0. Din %) >0,avem: (A/%,—D)v = 0. Matricea A /%y —D
este ireductibild. Prin urmare 6(A/%y — D) = 0 (propozitia 3.25).
0

Corolarul 3.8. Sd presupunem cd matricea M = A — D este ireductibild si
cd Xy > 0. Apoi

6(A-D)<0s % =p(AD ) < 1,
6(A-D)=0& %=1,
6(A-D)>0< %) > 1.

Demonstratie. Avem r(1) = 6(A —D) si r(%y) = 0. Functia r(A) este strict
descrescatoare. Prin urmare,

r(1) < 0=r(%) < 1 > %,

r(1) =0=r(%) < 1 =%,

r(1) >0=r(%) < 1<% O
Observatia 3.9. Daci H(n) = (H;(n),...,Hn(n)), sd zicem
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Aceasta este incidenta totald la generatia n. Daca matricea /£~ este primitiva
(definitia 3.23), atunci propozitia 3.24 aratd ci H(n)/(%)" converge atunci
cand n — 4o citre un vector propriu cu componente strict pozitive al matricei
. Astfel, % este rata asimptotica de crestere pe generatii:

Mai precis, avem

Observatia 3.10. Daca matricea de infectie A este impartitd la un numdr k£ >
0, atunci reproductivitatea Zy = p(AD~!) este, de asemenea, impirtiti la
acest numir k. in special, noua reproductivitate va fi strict mai mic decat 1
dacd si numai dacé k > %. Prin urmare, reproductivitatea este factorul minim
cu care trebuie Tmpartitd matricea de infectie A, adicd ratele de contact, pentru
ca echilibrul fard boald sd devind stabil, adicd pentru a evita o epidemie.

Observatia 3.11. Dacia existd un singur tip de persoand infectata (m = 1),
atunci

H(n+1)=%oH(n).

In acest caz particular, Z nu este doar rata asimptotica de crestere pe generatie.
Este, de asemenea, numarul mediu de cazuri secundare infectate de un prim
caz. Aceasta este definitia obisnuitd a reproductivitatii.

Observatia 3.12. Daca structura populatiei infectate nu este reprezentatd de
setul {1,...,m}, ci, de exemplu, de intervalul [0; +o0), ca in unele modele
epidemiologice structurate pe varste, atunci teoria este foarte asemandtoare:
K este raza spectrald a unui operator integral de generatie urmétoare cu un
nucleu pozitiv J¢ (x,y) si

+oo
H(n+1,x) = A H (x,y)H(n,y)dy.

in anumite conditii, teorema Krein-Rutman 7.26 arata ca secventa
H(n,-)/(%0)"

converge la o functie proprie pozitiva a operatorului integral. Din nou, %
este rata asimptoticd de crestere pe generatii.
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Exemple.

1. Pentru modelul S-I-R din capitolul 1, avem m =1, A =a, B =b si
C = 0. Prin urmare %y = a/b.

2. Pentru modelul S-E-I-R din capitolul 2, avem m = 2,

=(05) a=(80) (5 h)

Astfel,

0
8)( };Z 1(/)b>:<a(/)b a(/)b)
si avem %y = a/b.

3.2 O ecuatie cu derivate partiale

Sa presupunem cd existd un singur tip de persoand infectatd, dar ca acest tip
este structurat in functie de timpul scurs de la infectare. Fie I(z,x) densitatea
de persoane infectate de la x unititi de timp la momentul . Fie a(x) rata reald
de contact si b(x) rata la care persoanele infectate inceteazd sd mai transmita
infectia. Se presupune ci functiile a(x) si b(x) sunt continue, mérginite si
pozitive. Se presupune, de asemenea, ci existd § > 0 astfel incit b(x) >
B pentru orice x suficient de mari. In aproximatia liniari la inceputul unei
epidemii, avem pentru orice x > 0 sit > 0,

I(O,X) = IO(X)7 (34)
o0
1(z,0) 2/0 a(x)1(¢,x) dx, (3.5)
dl  dl
EP + i —b(x)I(t,x) . (3.6)

Aceastd ecuatie cu derivate partiale se numeste uneori ecuatia McKendrick-
von Foerster [10, capitolul 18].

Sa presupunem ca populatia infectatd la momentul initial # = O apartine
generatiei 0. Fie 1" (¢,x) populatia infectatd apartinind generatiei n la mo-
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mentul 7. Ea este datd pentru ¢ > 0 si x > 0 prin

19(0,x)
19(,0)
210 910

o T ox T

Io(x),
0

—b(x)19(z,x)
si pentru orice n > 0 prin

1710, x) =0,
—+oo

1040 (4,0) = / a(x) 17 (¢, x) dx,
0

aI(nJrl) aI(nJrl)

o (n+1)
3 + e b(x)I (¢,x).

Persoanele infectate din generatia n + 1 au fost infectate de persoane din
generatia n. Cu aceste definitii,

I(r,x) = Y 1"(1,x)

n=0
este Tntr-adevir o solutie a sistemului (3.4)-(3.6) cu conditia initiald 1(0,x).
Propozitia 3.13. Sd presupunem
(@) =100 (1,0), K(x) = a(x) exp (— / “b(y) dy> .
Atunci, pentru orice n = 0,
R () = /0 "K () A (¢ — x) dx
Si

1O (1) = /l ™ a(x) exp < / xtb(y)dy> To(x— 1) dx

Vectorul h(") (1) este incidenta datorati generatiei n la momentul 7.
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Demonstratie. Avem

Termenul

exp (—/Oxb(y) dy>

este probabilitatea de a fi incd infectat dupd x unitdti de timp. Astfel, se poate
modela o mare varietate de distributii pentru perioada de infectie.

Propozitia 3.14. Sd presupunem ca

Joo oo
Hny = [ i @ydr, %= / K (x) dx.
JO

Atunci, pentru orice n > 0,
H(n+1) = %oH(n).

Demonstratie. Exact ca In demonstratia propozitiei 3.5, gdsim

H(n+1) = ( /O ) dx) H(n). O
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Observatia 3.15. Daci functiile a(x) si b(x) sunt constante (sd le notdm a si

b), atunci
+o0
%o:/ aeax =12
0 b

si

este o solutie a

dl
— =(a—>b)L
dt (a—b)
intr-adevir,
dl +e 91 +e 91 +°°
— = dx=— t,x)dx—b I(¢,x)dx
dt 0 at( x)dx = 0 dx (tx)dx - / %)

=1(z,0) — bI(¢) = al(r) — b1(z).

3.3 Anexa : matrici pozitive

Definitia 3.16. Se spune cd o matrice M este pozitivd dacd M; j > 0 pentru
orice i si j. In mod similar, se spune cd un vector v este pozitiv dacd v; > 0
pentru orice i.

Reamintim un anumit numar de proprietiti ale matricelor pozitive. Pentru
demonstratii, se va consulta, de exemplu, [63, capitolul 4] si, de asemenea,
[71, capitolul 5] pentru propozitiile 3.17 si 3.22.

Propozitia 3.17. Fie M o matrice pdtratd pozitivd. Atunci raza spectrald
p (M) este o valoare proprie a matricei M si existd un vector propriu pozitiv
asociat. Cu alte cuvinte,

W=0,v#0, Mv=p(M)v.
Corolarul 3.18. Fie M o matrice pdtratd pozitivd. Atunci p(M) = (M).

Teorema 3.19. (Perron-Frobenius). Fie M o matrice pdtratd pozitivd ireduc-
tibild. Atunci p(M) > 0 si p(M) este o valoare proprie simpld a matricei
M. In plus, existid un vector propriu asociat ale cdrui elemente sunt strict
pozitive.

Propozitia 3.20. O matrice pdtratd ireductibild pozitivd nu poate avea doi
vectori proprii pozitivi liniar independenti.
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Pentru doud matrici M si N, notdim M < N dacd M; ; < N; ; pentru orice i, j.

Propozitia 3.21. Fie M si N doud matrici pdtrate pozitive. Dacd M < N,
atunci p(M) < p(N).

Propozitia 3.22. Fie M si N doud matrici pdtrate pozitive. Sd presupunem cd
matricea N este ireductibild. Dacd M < N si p(M) = p(N), atunci M =N.

Definitia 3.23. Dacd M este o matrice pdtratd pozitivd, se spune cd M este
primitivd dacd existd un numdr intreg p > 1 astfel incdt toate elementele
matricei MP sd fie strict pozitive.

Propozitia 3.24. Fie M o matrice pdtratd primitivd pozitivd. Existd vectorii
v si w ale cdror elemente sunt strict pozitive si astfel incadt

Mv=pM)v, Mw=pM)w, Yw=1.
In plus,

. M " t
Iim ( —— ) =v'w
n—r+eo \ P (M)

Din aceste propozitii, putem deduce cu usurinta unele proprietiti ale ma-
tricelor patrate in care numai coeficientii din afara diagonalei sunt pozitivi.

Propozitia 3.25. Fie M o matrice pdtratd astfel incdt M; j > 0 pentru orice
i # j. Sd presupunem cd M este ireductibil. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

e existd un vector v # 0 astfel incit Mv=0siv >0 ;
* o(M)=0.

Demonstratie. Exista k € R astfel incat M+ k.# si fie o matrice pozitivd. Cu
propozitia 3.20 si corolarul 3.18, avem echivalentele:

e exista un vector v # 0 astfel incit My =0si v > 0;

* existd un vector v # 0 astfel incat M+ k& )v =kvsiv>=0;

c pM+k5)=k;
c oM+ks)=k;
* o(M)=0. O

Propozitia 3.26. Fie M si N matrici pdtrate de acelasi ordin, astfel incat
M; ;> 0 5iN; j > 0 pentru orice i # j. Dacd M <N, atunci 6(M) < o(N).
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Demonstratie. Existd k € R astfel incit M + k. si fie o matrice pozitivi.
Avem M + k. < N+ k.. Conform propozitiei 3.21, rezulti p(M+ k%) <
p(N+k.#). Folosind corolarul 3.18, avem cd c(M+k.#) < o(N+k.%).
Prin urmare, (M) < o(N). O

Propozitia 3.27. Fie M si N doud matrici pdtrate de acelasi ordin, astfel
incdt M; ; > 0 si N; j > 0 pentru orice i # j. Sd presupunem cd matricea N
este ireductibild. Dacd M < N si 6(M) = o(N), atunci M =N.

Demonstratie. Existd k € R astfel incit M + k. si fie o matrice pozitiv.
Avem M + k. < N+k.#. In conformitate cu corolarul 3.18, avem

pPM+kS)=0M+k7)
=0M)+k=0(N)+k=0(N+k¥)=p(N+k5).

Conform propozitiei 3.22, avem M+ k.# = N+ k.#. Prin urmare, M = N.
O



Capitolul 4

Inceputul epidemiei de coronavirus in Franta

Este studiat un model matematic S-E-I-R in doud faze, inspirat
de epidemia de coronavirus din 2020. Cdnd contactele sunt re-
duse la zero de la 0 anumitd datd T apropiatd de inceputul epide-
miei, mdrimea finald a epidemiei este apropiatd de cea obtinutd
prin inmultirea numdrului cumulat de cazuri R(T) la acea datd
cu reproductivitatea Xy a epidemiei. Mai general, cdnd contac-
tele sunt diminuate de la momentul T cu un factor ¢ > 1 astfel
incdat Zo/q < 1, atunci mdrimea finald a epidemiei este apro-
piatd de R(T) %y (1 —1/q)/(1 —%o/q). Parametrii modelului
sunt aproximati cu ajutorul datelor privind inceputul epidemiei
in Franta.

4.1 Un model

Figura 4.1(a) prezintd numarul cumulat de cazuri confirmate in timpul epide-
miei de coronavirus din Franta, intre 25 februarie si 29 martie 2020; aceste
valori includ atét date din laboratoarele de biologie medicald, cat si date de
la pacientii spitalizati [69]. Este necesar sd distingem data de 15 martie, de
la care au fost luate masuri drastice si imediate pentru a opri epidemia: in-
chiderea scolilor, restaurantelor etc. Pentru aceste trei date, numérul cumulat
de cazuri confirmate a crescut de la 13 la 5.423 si apoi la 40.174. Figura
4.1(b) prezintd aceleasi date pe o scard verticald logaritmica, Tnsotite de linii
de regresie liniard. Pot fi observate trei perioade: 1n prima, pana la 6 martie,
cresterea este rapidd, dar destul de neregulatd; in a doua, de la 6 la 15 martie,
cresterea este ceva mai lentd, dar regulatd; in a treia, incepand cu 16 martie,
cresterea este mai lentd, dar Inca regulatd. Daca potrivim o linie dreaptd pe in-
treaga perioadd a primelor doud perioade, de la 25 februarie pana la 15 martie,
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constatim cd numarul cumulat de cazuri creste ca eM cuoratide A ~0,31 pe

zi [linie punctati cu linii lungi]. Timpul de dublare este de ((log2)/A ~ 2,2
zile. Dacd, in schimb, ne limitdm la a doua perioada, cu date deosebit de bine
aliniate pe scara logaritmicd, obtinem A = 0,225 pe zi si un timp de dublare
de 3,1 zile [linie continud]. Deoarece datele de la Inceputul epidemiei sunt
perturbate de o mare parte a cazurilor nou importate si de efectele stocastice,
cea de-a doua estimare este probabil cea mai fiabild. Pentru cea de-a treia
perioada, dupd implementarea unor masuri drastice, timpul de dublare creste
la 4,9 zile [linie punctata].

| . 500
10 000 10 og(cazuri) 50°
30 000 8
20 000 6
o
9o/
10 000 4 p ) )
6 martie 15 martie
15 martie °
o {io mar ) ! |
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 4.1: a) Numarul cumulat de cazuri confirmate in Franta intre 25 februarie si 29
martie 2020, conform Santé publique France. b) Logaritmul natural al acestui numar
si liniile de regresie liniard.

Vom studia un model matematic inspirat de aceastd epidemie. Sa impéartim
populatia in cinci compartimente conform unei variante a modelului S-E-I-R
din capitolul 2:

* susceptibili de a fi infectati (S),
* infectati 1n faza latentd, adicd inca neinfectiosi (E),
* infectiosi fard protectie (I),

e eliminati din lantul de transmitere si numarati ca fiind cazuri confirmate
Rp),

¢ eliminati din lantul de transmitere fara a fi contabilizati (R,).

Aceste ultime doua compartimente includ, prin urmare, atat pe cei care sunt
inca infectiosi, dar izolati, cét si pe cei care nu mai sunt infectiosi deoarece
s-au vindecat sau au murit. Unii pacienti au simptome usoare si raman la do-
miciliu fard a fi testati, altii trdiesc in cdmine de batrani si nu au fost testati in
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ciuda complicatiilor sau chiar a decesului; acestea sunt categoriile regasite in
compartimentul R;. Evident, acest model poate fi rafinat la infinit pentru a fi
facut mai realist, insd am ncercat aici sa limitdm cat mai mult posibil numa-
rul de parametri necunoscuti. Obiectivul principal este obtinerea unui rezultat
teoretic privind marimea finald a epidemiei in cazul foarte optimist Tn care o
izolare deosebit de strictd permite trecerea imediata la regimul subcritic, caz
asemanator cu cel observat in China.
Fie N populatia totald, presupusa a fi mare, si atunci

N=S()+E()+1(r) + Ry () + Ra(1).

Sa notdm cu a rata reald de contact, cu ¢ rata la care indivizii infectati in
stare latentd devin infectiosi si cu b rata medie la care indivizii infectiosi sunt
izolati si astfel eliminati din lantul de transmitere. Notam de asemenea cu f
fractiunea de indivizi infectiosi care sunt numarati printre cazurile confirmate
la momentul izoldrii (0 < f < 1); aceastd fractiune poate varia in timp, dar
pentru simplificare se va presupune cd este constantd. Modelul este

‘ij = —aS%, @.1)
% :aS%—cE, 4.2)
= kb1, @3)
dR
dcgl = fbl, (4.4)
d—: = (1—f)bl. (4.5)

Pentru a face legdtura cu datele din figura 4.1, numaérul R () este numérul

cumulat de cazuri confirmate la momentul . Daci notdim R(¢) = Ry (¢) +
R (1), atunci

dR

o

Cum R (0) =R»(0) =0, se deduce ci

Ri(1) = fR(2), Ra(t) =(1-F)R(1)

pentru orice ¢ > 0.
La inceputul epidemiei, numdrul de cazuri rdiméne foarte mic In compa-
ratie cu populatia total, astfel inct S(7) &~ N, ceea ce conduce la liniarizarea

bl. (4.6)

dE dl
— ~al—cE — ~cE—-bI.
a4 TeE dai €
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Compartimentele E si I, dar si compartimentele R; si Ry, tind deci s creasci
exponential ca e*, unde A este cea mai mare valoare proprie a matricei

—C a
( ) _b). 4.7)

Polinomul caracteristic este

A2+ (b+c)d+c(b—a) =0, (4.8)
de unde
P —(b+c)++v/(b+c)2—4c(b—a) —(b+c)++/(b—c)*+4ac
B 2 B 2 '
4.9

Sansonetti [67] afirmi cd perioada de incubatie, adici perioada de dinain-
tea aparitiei simptomelor, este de 5-6 zile. Perioada de latenta poate fi ceva
mai scurtd, deoarece o persoand poate deveni infectioasa Tnainte de a prezenta
simptome. Durata medie 1/c¢ In faza de latentd este determinati a fi 4 zile;
astfel, ¢ = 0,25 pe zi.

Timpul mediu in compartimentul I inainte de izolare, care este 1/b, este
mai dificil de estimat, deoarece depinde de mai multi factori. Acesta depinde
de caracteristicile biologice ale virusului, de caracteristicile indivizilor, cum
ar fi varsta, dar si de rapiditatea cu care sunt izolate cazurile, care variaza de la
o tard la alta. Epidemia din Franta a avut loc cdnd oamenii erau deja constienti
de pandemie; bolnavii au fost izolati fard prea multa intarziere. Unii nu au
fost deloc infectiosi, iar altii au fost infectiosi cu cateva zile Tnainte de a fi
izolati. Sd presupunem cd media este de ordinul unei zile, forma modelului
implicand ca distributia este exponentiald. O medie de acest ordin de méarime
ar fi obtinutd intr-un model mai rafinat dacd, de exemplu, 80 % dintre cei
infectati ar raiméne infectiosi timp de O zile si 20 % ar raméane infectiosi timp
de 5 zile inainte de a fi izolati. In concluzie, s-a ales b = 1 pe zi.

Din formula (4.9), se poate deduce ca

2 )2
a:(zl—i—b—H) (b C) Z()y-i-b) (]4_1)7 (4.10)
4c ¢

ceea ce permite calcularea numericd a ratei efective de contact a pornind de
la rata de crestere observati A.

Sd presupunem cd masurile de sdndtate publicd pot imparti rata efectiva
de contact cu un numar g care este mai mare decat 1. Care este valoarea
minimd a lui g pentru a opri epidemia? Aceastd valoare, care reprezintd re-
productivitatea Z, se obtine pur si simplu observind ci atunci cind a este
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inlocuit cu a’ = a/ %, noua rati de crestere a epidemiei A’ trebuie si fie zero,
ceea ce, conform ecuatiei (4.8), conduce la b —a/%, =0 si la

a A A
T =5 = (1+b) <1+C) ~23,

daci folosim valoarea numerica A = 0,225 pe zi sugeratd de curba epidemici
din figura 4.1. Avand in vedere incertitudinile parametrilor b si ¢, aceasta nu
poate fi decit o valoare aproximativa. Ca si in 3, s-ar fi putut observa cid %o
era raza spectrald a matricei

(a)(e o)

Sa revenim la modelul S-E-I-R (4.1)-(4.6). Conform propozitiei 2.2 si
observatiei 1.4, mérimea finald a epidemiei in absenta totald a interventiei

verifica relatia
a R(=)
N —R(e0) =S(0 —— .
() ()exp( 7N )

La Inceputul epidemiei, existd doar cateva persoane infectate in Intreaga po-
pulatie, deci S(0) ~ N. Ecuatia implicitd pentru mérimea finald a epidemiei
poate fi scrisd sub forma

R(oo R(
1—% ~ exp (—%01(\1)>. 4.11)

Cu %y =~ 2,3 (mai exact 2,33), gdsim numeric R(e)/N =~z 87 %. Totusi, doar
o fractiune f din aceste cazuri au fost recenzate.

4.2 A doua faza cu interventie drastica

Sa presupunem cd, la o anumitd datd T, se iau masuri drastice astfel Tncat
noua rati efectivd de contact sd fie redusi la 0 atunci cand existd R; (T) cazuri
confirmate cumulate. De exemplu, Tn Franta au existat 5.423 cazuri confir-
mate cumulate la 15 martie, cind au intrat In vigoare masurile privind scolile
si locurile publice. Putem prezice atunci care ar fi fost noua marime finala
a epidemiei in aceste ipoteze ideale R(e0) sau cel putin mirimea confirmata
R1 (00) ?

Atata timp cat r < T si numadrul total de cazuri este Incd o fractiune infima
din populatia totald, avem S(¢) ~ N si

dS I dR

— =—aS—~—al=—-%bl=—-%)—.
7 aSN a Ro Ko 7
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Astfel, integrand,
S(#) = S(0) — ZoR(z).

Dar daca data T nu este prea apropiatd de 0, numarul initial de persoane infec-
tate, N — S(0), este deja neglijabil in comparatie cu numérul R(T) de cazuri
la momentul T, astfel Incat

E(T)+I(T)+R(T) =N—-S(T) = N—S(0) + ZyR(T) =~ ZyR(T). (4.12)
in plus, avem
E(t) ~ue®, 1) ~ve!, R()~we,

unde (u,v) este un vector propriu asociat cu cea mai mare valoare proprie A
a matricei (4.7). Astfel,
—cutav=~>~Au.

Din ecuatia (4.10), gdsim

av l—i—bv
u= = .
A+c c
Astfel,
A+b 5, A+D 1dR A
E(t) ~ 7 1 I(t) = —— ~ —R(¢). 4.1
(t) e 1), 1) =5 —=~ L R() (4.13)

In particular, aceste ecuatii oferd aproximiri ale lui E(T) si I(T) prin interme-
diul lui R(T).
Daci se reduc apoi contactele la zero, avem pentru ¢ > T
ds
dt

dE

0, — =-cE 4.14
C cE, (4.14)

in timp ce celelalte ecuatii (4.3), (4.4) si (4.5) rdman neschimbate. Fara a fi
nevoie sd rezolvdm acest sistem, este clar cd mdrimea finald a epidemiei va fi

R(ee) =E(T) +I(T) +R(T)

deoarece existd E(T) +I(T) indivizi infectati care nu se afld incd in compar-
timentele R la momentul T. Astfel,

R(0) ~ ZoR(T)

in conformitate cu formula (4.12). Deoarece in orice moment Ry (1) = fR(z),
deducem si Ry (e0) & Zy Ry (T).
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Astfel, cind contactele sunt reduse la zero de la o anumité datd apropiatd
de inceputul epidemiei — suficient de apropiatd pentru ca aproximatia liniarad
s fie Incd valabild, dar nu atit de apropiatd incat numarul initial de cazuri
infectate sd devind neglijabil — atunci médrimea finald (confirmata sau totald) a
epidemiei este apropiatd de cea obtinutd prin inmultirea numédrului cumulativ
de cazuri (confirmate sau totale) la acea dati cu reproductivitatea % a epide-
miei. Un rezultat similar se obtine in acelasi mod pentru un model S-I-R. Cu
toate acestea, in anexa 4.5, observim cd nu mai este % cel care determinid
valoarea raportului R(eo)/R(T) in modelele in care perioada de infectie nu
este distribuitd exponential, ci o expresie mai complicata.

CuR((T) =5.423 si Zy ~ 2,33, rezultd Ry (o) = 12.600. Subliniem inca
o datd incertitudinea care inconjoard parametrii b si c, reflectatd n valoarea
R (e0), precum si caracterul evident prea optimist al unei reduceri a contacte-
lorla 0.

De notat in treacidt analogia cu conceptul de ,,potential de crestere a popu-
latiei” In demografie [58, p. 176]. Acesta din urmd este raportul dintre popula-
tia stationard finald si populatia de la un anumit moment dat, daca fertilitatea
este brusc Tmpartitd in acel moment prin reproductivitatea %, astfel incat
populatia sd ajunga la o ratd de crestere asimptotica zero. Similar calculului
nostru, presupunand cd populatia Tn acest moment este ,,stabild” in sensul
lui Lotka (adica datd de primul vector propriu), Keyfitz a obtinut o formuld
relativ simpla pentru potentialul de crestere, care implica si ea %, desi intr-
un mod mai complicat decit pentru modelul nostru S-E-I-R [58, p. 179].

Trebuie retinut, de asemenea, ci estimarea E(T) 4 I(T) +R(T) numai din
datele privind R(T) este analoagd problemei care a apdrut in primele zile
ale epidemiei de HIV in ceea ce priveste estimarea numdrului de persoane
seropozitive pornind de la numdrul de cazuri de SIDA raportate.

Figura 4.2 ilustreazi acest model in doud faze. Am luat N = 65 x 10°
(populatia totala a Frantei) si conditiile initiale

S(0)=N—1, E(0)=1, I(0)=0, R(0)=0. (4.15)

Parametrul a este dat de formula (4.10) cu A = 0,225 pe zi, ca in figura 4.1.
Sunt disponibile putine informatii despre parametrul f, cu exceptia faptu-
lui cd, retrospectiv, un numdr mare de decese datorate virusului Tn cdmi-
nele de batrini nu au fost contabilizate printre cazurile confirmate la ince-
putul epidemiei; sa stabilim f = 0,5 pentru ilustrare. Am luat T = 43,2 zile,
astfel incit R (T) = 5.438 si fie apropiat de valoarea datd 5.423 pentru 15
martie. Dacd continudm simularea mai mult decat in figurd, gasim numeric
Ri(e0)/R;(T) ~ 2,3 = . Retinem, de asemenea, cd numdrul de cazuri are
nevoie de doud sdptimani dupd data T de izolare pentru a se stabiliza. Acest
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timp este legat de inversa celei mai mari valori proprii a matricei

(2 5)

care este —c in exemplul nostru numeric.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 4.2: Exemplu de simulare a modelului cu doua faze. Data T de izolare este
reprezentatd de o linie punctatd verticald.

Figura 4.3 aratd modul in care raportul R;(e0)/R;(T) variazi in functie
de timpul T atunci cand viteza de contact este redusd la zero. Existd ntr-
adevar un platou in care acest raport este apropiat de %Zy. Cand T — 0, avem
R (T) = 0siR;(e0) — f(E(0)+1(0)) > 0, deci raportul R; (eo) /R; (T) tinde
spre infinit. Raportul se apropie de % atunci cind T este de ordinul inversei
diferentei dintre cele doud valori proprii ale matricei (4.7). Cand, dimpo-
trivd, T — 4o, atunci interventia vine prea tarziu; epidemia a trecut deja si
R (0)/R;(T) — 1. Este de asteptat ca litimea platoului in care R; (=) /R (T)
este aproape de % sd creascé ca (logN) /A cand N — oo, ceea ce reprezintd
acelasi comportament ca si al timpului pand la varful epidemiei Th modelul
S-E-I-R cu coeficienti constanti (a se vedea capitolul 2).

4.3 O generalizare

In realitate, este evident ci rata efectivi de contact nu poate fi zero pentru
t > T. Valoarea obtinutd pentru R(eo) poate fi totusi consideratd ca o limiti
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T
0 20 40 60 80 100 120

Figura 4.3: Raportul R (e0)/R|(T) in functie de T.

inferioard a valorii reale, deoarece este clar cd mdrimea finald a epidemiei
va fi mai mare cu ratd de contact diferita de zero decat cu ratd de contact
zero pentru ¢ > T. Cu toate acestea, trebuie reamintit faptul cd modelele
epidemiologice de tip S-I-R sau S-E-I-R cu o ratd de contact variabild nu sunt
,monotone”: o reducere a ratei de contact poate duce uneori la o marime
finald mai mare a epidemiei (a se vedea capitolul 13).

Prin urmare, sa luam in considerare cazul in care rata de contact nu este
redusad la 0, ci este impartitd la un numdr ¢ > 1. Reducerea la 0 corespunde
cazului limitd 1n care g tinde spre infinit. Pentru # > T, avem

ds a1

T __s—-. =Z=IS__¢E 4.16
dt g N dt ¢q N N (4.16)
in timp ce ecuatiile (4.3), (4.4) si (4.5) raman neschimbate. Atunci, pentru
t>T,

1dS a dR

Sdt  gbNdt’

Integrand intre t =T si t = +oo, rezultd

S(ee) %o R(e) —R(T)

log 2 — 29

&S ~ g N
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unde %y = a/b > 1. Deoarece S(e0) = N —R(o0), avem

1_¥:¥exp (_% RW;“), .17)

Sa presupunem ca 1n 4.2 cd timpul T nu este nici prea mic, nici prea mare,
adicd se afld in platoul din figura 4.3. La o primi aproximare, S(T) ~ N si
R(T) sunt incd mici in comparatie cu N. in acest caz, apar doud situatii.
Daca 1 < g < Zy, atunci un argument grafic constand in reprezentarea
primului si celui de-al doilea membru al ecuatiei (4.17) in functie de R(e) /N
aratd cd solutia R(e0) /N nu este mic4, ci este apropiatd de solutia strict pozi-

tiva a ecuatiei
1—Qzexp <—° ”). (4.18)
N qg N

Dacd dimpotrivd g > %, atunci solutia R(e0) /N a ecuatiei (4.17) este
micd. Deoarece S(T) ~ N — ZyR(T), o dezvoltare de ordinul intdi a expo-
nentialei din ecuatia (4.17) conduce la

R [y SR [ o) oRm)

|_R(@) AR AR(=)-R(T)
N N q N
in cele din urma,
R (o) ~ R(T) 2 /4 4.19)
Céand g — oo, gdsim R(e0) ~ R(T) %y. De asemenea, observim ci
1-1
7/(/1 > 17
1-%/q

asa cum ar trebui si fie. O relatie identicd cu formula (4.19) leagd R (o) si
R (T).

Formula (4.19) este usor de interpretat. Cei infectati la momentul T care
nu se afld Incd in compartimentele R infecteazd in medie % /q persoane sus-
ceptibile si fiecare dintre acestea va infecta la rAndul sdu %, /g persoane sus-
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ceptibile etc., conform unei serii geometrice de ratie Zp/q < 1. Astfel,

% Zo\> ([ F%o\®
1+0+(0> +(O> +
q q q

R(eo) ~ R(T) + [E(T) +1(T)]

E(T)+1(T)

~R(T)+ ———.

™ 1-%/q

Am observat cu ajutorul formulei (4.12) cd
E(T)+I(T) =~ R(T)(%y —1).

Obtinem atunci

Ry — 1
1-%/q

1-1/q

R (o) ~ R(T) {1 + e

} ~ R(T) %,

Figura 4.4 prezinta, in functie de parametrul de reducere g, marimea finald
a epidemiei pe o scard logaritmicd, log(R(e0)/N), obtinutd prin simularea
numerica a sistemului (4.1)—(4.6) pentru ¢ < T cu conditiile initiale (4.15), iar
apoi a sistemului (4.16) pentru ¢ > T. Ca in figura 4.2, populatia totala este
N = 65 x 10° iar parametrul a este dat de formula (4.10) cu A = 0,225 pe zi;
din nou se iau f = 0,5 si T = 43,2 zile, astfel incit R (T) ~ 5.438. Figura
aratd, de asemenea, ce se poate obtine din formula (4.19) pentru ¢ > %,. Ea
indicd, de asemenea, solutia strict pozitiva a ecuatiei (4.18) pentru g < Z.
Vedem cid ambele aproximari nceteaza sd mai fie valabile Tn vecinatatea lui
q= <@o.

Marimea finald a epidemiei variazd cu citeva ordine de mdrime atunci
cand parametrul g este apropiat de Z. Deoarece acesta este dificil de cuanti-
ficat, predictia marimii finale a epidemiei este, de asemenea, dificild Tn acest
domeniu. Numai dacd parametrul g este semnificativ mai mare decit %y,
prognoza efectuatd cu ajutorul formulei (4.19) devine mai putin sensibild.

4.4 Estimarea parametrului de reducere

Sd Incercdm sd estimdm parametrul g prin adaptarea unei simuldri a modelu-
lui la datele din perioada 15 martie — 15 aprilie 2020. Totusi, [69] avertizeaza
ci ,,numarul de cazuri confirmate Tn Franta nu mai reflectd in mod satisféca-
tor dinamica epidemiei”, deoarece ,,pacientii cu semne de COVID-19 nu mai
sunt confirmati Tn mod sistematic printr-un test biologic”.

Se porneste de la datele R (T) = 5.423 si de la relatiile R(T) =R (T)/f
si Ro(T) = (1 — f)R(T). Deoarece datele pentru cele 8 zile anterioare sunt



58

Figura 4.4: Logaritmul fractiei infectate finale, log(R(e0) /N), in functie de parametrul
de reducere ¢ [linie continud], comparativ cu formula (4.19) [cercuri mici] valabild
pentru ¢ > % si cu solutia ecuatiei (4.18) [romburi mici] valabila pentru g < %.

deosebit de bine aliniate, incepem simularea modelului cu
R(T—6) ~e *R(T)
unde A = 0,225 pe zi si 6 = 8 zile, cu estimirile corespunzitoare (4.13)

I(T—0) ~ %R(T—e), E(T—6) ~ #m—e),
sicu

S(T—8)=N—E(T—8)—I(T—8)—R(T—8).

Pentru ¢t > T, rata efectivd de contact este a/q si incercdm sd potrivim
R;(¢) la datele de pand la 15 aprilie. Cea mai bund potrivire este in jurul
valorii de ¢ = 1,7 (fig. 4.5). Deoarece aceastd valoare este mai mica decit
reproductivitatea %, s-ar parea ca masurile de izolare au fost insuficiente.
Ultimele puncte din figurd aratd cd abaterea de la model creste 1n directia unei
incetiniri a epidemiei reale. Este posibil ca valoarea f aleasd sd nu fie adec-
vatd sau ca aceasta sa fi variat In timpul epidemiei. Alternativ, modelul poate
fi putin prea simplist; in special, ne-am astepta ca o distributie neexponentiald
a timpului petrecut in diferitele compartimente sd influenteze momentul in
care graficul Incepe sd se curbeze.
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15 martie

7 1 4 /
6

10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 4.5: Logaritmul numarului de cazuri Inregistrate Intre 7 martie si 15 aprilie
[cercuri mici, date de la Santé publique France] si log(R;(¢)) in functie de timp in
patru simuldri cu, de sus in jos ¢ € {1,5;1,7; 2;2,5}.

in concluzie, a fost explorat un scenariu in doua faze in care rata de con-
tact este redusd de la o anumitd datd. A fost gdsitd o formula aproximativa
simpld pentru marimea finald a epidemiei 1n functie de numarul de cazuri de-
tectate la momentul reducerii. Cu toate acestea, acest rezultat trebuie si fie
enuntat si demonstrat mai riguros, probabil formulat ca un rezultat asimptotic
atunci cand N — oo,

4.5 Anexa: o perioada infectioasa neexponentiala

Sa consideram un model S-I-R cu o perioada de infectie care nu este nea-
pirat distribuitd exponential. Fie I(#,x) densitatea de persoane infectate de x
unititi de timp la momentul ¢. Fie a(x) rata efectivd de contact si b(x) rata
la care persoanele infectate inceteaza sd mai transmitd infectia. La Tnceputul
epidemiei avem

1(1,0) ~ /0+°°a(x)1(t,x)dx

a1 ol

E + a = —b(x)l(t,x)
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dR Foe
il b(x)I(¢,x)dx
Deducem, ca in teoria populatiei stabile a lui Lotka [10, capitolul 24], ca
1(t,x) ~ ket e A Job0)dy
unde k este o constanta, iar rata de crestere A este solutia unicd a ecuatiei
+oo "
1= / a(x)e Al b0)dy gy

0
Dacd notam .

I(z) :/ I(z,x) dx,

0

problema este de a estima I(T) + R(T) cu ajutorul lui R(T). Atunci

AR(T) ~ ‘;—I:(T) - /0 T B 1T, ) dix

~ /erb(x)kgLT e M lobO)dy gy
0

Deducem
AR(T)e AT

- f0+°° b(x) e~ A=y b dy gy

In cele din urma,

[(T)+R(T) A ff e M lb0)dy gy

= . 1.
RT) 7= b(x)e P RP0dgy

Cel de-al doilea membru nu are nici un motiv special pentru a coincide cu
reproductivitatea

" 400 "

Ry — / a(x)e P gy

0
(propozitia 3.14). In cazul special in care ratele sunt constante, cu a(x)=asi
b(x) = b, avem insd A = a — b si astfel

I[(T)+R(T) A a

R(T) mpti=p =%
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Modele stocastice

In primul rand, se prezintd o formuld pentru probabilitatea de
extinctie a unei epidemii modelate printr-un proces de ramifi-
care multitip, care este construit plecind de la un model com-
partimental definit printr-un sistem de ecuatii diferentiale. Apoi,
studiem durata medie a unei epidemii intr-un model stocastic S-
I-S pentru o populatie de mdrime mare.

5.1 Probabilitatea de extinctie a epidemiilor

5.1.1 Procese de ramificare

La Tnceputul unei epidemii, efectele stocastice sunt importante si pot duce
la stingerea epidemiei chiar dacd % > 1. Vom construi acum modele sto-
castice care sunt procese de ramificare de tipul m in timp continuu, utilizand
coeficientii matricelor A, B si C din sectiunea 3.1. Obiectul de interes este
calcularea probabilititii de extinctie in aceste modele, dacd pornim lar = 0 de
la n; persoane infectate de tipul j pentru 1 < j < m (n; sunt numere intregi).
Aceasta probabilitate va avea forma unui produs

wlnl .. wm”m

[47, §3.7]. Cautam o formuld generald care sa facd legdtura Intre probabilita-
tile @; si matricile A, B si C.

Vom arita ci vectorul de probabilititi de extinctie (®;) este, cAnd Zy > 1,
solutia unicd in [0; 1[" a problemei de punct fix

_ LN 00+ B~ ¥y Cijo

a)<
! YiAij+B;;+Cj;

5.1)
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cu 1 < j < m. Putem rescrie (5.1), dupa cum vom vedea,

Y (1—w)(Aijo;j—B;;—Ci;) =0 (5.2)
cu 1 < j < m. Daci notim [l — @] vectorul linie (1 — wy,...,1 — ®y,) si
diag[w] matricea diagonald cu @; pe diagonali, sistemul ia o formd mai com-
pacta:

[1 — w](Adiag[w] —B—C) =0. (5.3)

Formula (5.2) poate fi generalizatd pentru cazul unui mediu periodic (a se
vedea capitolul 17).

Demonstratie. Si construim modelul stocastic asociat In mod natural cu
modelul determinist (3.1). Se presupune cd, cu o ratd A, ;, fiecare persoand
infectata de tip j este cumva inlocuitd de doud persoane, una de tip i, cealaltd
de tip j: aavut loc o noud infectie. Aceasta inseamna cd probabilitatea acestui
eveniment este A; ;dt -+ o(dt) pe parcursul unui interval de timp infinitezimal
dt. Cu o ratd B; ;, fiecare persoand infectatd de tipul j inceteazd sd mai fie
infectioasa. Cu o ratd —C; ; pentru i # j, fiecare persoand infectatd de tipul j
se transforma intr-o persoand infectata de tipul i. Schematic,
J—i+j, j—0, j—i (i#})).
Aij Bjj —Cij

Cum —Y,;C; ; =C; ;, fiecare persoand infectatd de tipul j suferd unul dintre
cele trei evenimente de mai sus cu rata totald

)vj‘ :ZAi,j'i‘Bj,j"‘Cj,j'
i

ie gi(x1,...,x,) functia generatoare a numarului de persoane de diferite ti-
Fie gj(x1,..., funct t lui d de diferite t
puri generate de o persoand de tip j In conformitate cu schema de mai sus,
daca oprim procesul dupd un eveniment. Avem

gj(xl, ey Xp) = % (ZA,‘JX,‘)CJ' +B;;+ Z(_Ci7j)xi> .

i \i i#]
Din teoria proceselor de ramificare multitip [47, teorema 3.7.5], care este
o generalizare a teoriei proceselor Bienaymé-Galton-Watson [10], stim cd
atunci cand %y > 1 (adica in cazul supercritic in care 6(A—B—C) > 0
prin corolarul 3.8), probabilititile (@, ..., ®,) sunt solutia unici in [0; 1[" a
problemei de punct fix

gj((x)l,...,(l)m) = (Oj
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pentru 1 < j < m. Acest lucru poate fi scris si sub forma

ZAllwle+BJ]+Z Cij) o = wj%:wj(ZAi,ﬂrBJ,ﬁC/‘,J‘)-
i#j i

Prin urmare, rearanjand,
~ Y. Cijor+Bj;(1- wJZAu — o).
i
Cum };C; ; = 0, putem adduga acest termen in primul membru:
Zc,, — ;) +Bj (1 w,ZA,, — )
si regdsi ecuatia (5.2) (cdci B; ; = 0 pentru i # ).

5.1.2 Exemple

Pentru modelul S-I-R din capitolul 1, existd un singur compartiment infectat,
compartimentul I. Ecuatia (5.3) se reduce la

(1—w)(aw—b)=0,

astfel incat

dacd %y > 1.

Ca un al doilea exemplu, luam o variantd a modelului S-E-I-R cu demo-
grafie

% :v—aS%—uS,
ij —aS%—(u-l—c)
%:cEf([JﬁLEer)I,
Ljilj =blI—uR

unde N(7) = S(t) + E(t) + I(¢) + R(¢) este populatia totald, v numdrul de
nasteri pe unitate de timp, a rata efectivd de contact, u mortalitatea natu-
rald, ¢ rata cu care persoanele aflate Tn faza latentd devin infectioase, b rata



64

la care persoanele infectioase se recupereaza si € excesul de mortalitate in
timpul perioadei de infectie.

in absenta bolii, starea de echilibru este S = N* = v /. La inceputul unei
epidemii, populatia este formata aproape in intregime din indivizi suscepti-
bili, astfel incat S ~ N ~ N*. Se obtine astfel modelul liniarizat

dE

= —(u+c)E+al,
dl

= ~cE—(u+e+b)l.

Folosind notatiile din sectiunea anterioara, avem

(0 a (o 0 . c 0
A_<0 O)’ B_(O u+e+b>’ C_<—c 0)'

Astfel, .
A(B + C)_l _ (c+u)(u+e+b) p+e+b
0 0
si
_ ac
(et u)(u+e+b)

(se poate ariita cd ¢/(c+ ) este probabilitatea ca o persoani care tocmai a
intrat in compartimentul E sa ajungd la compartimentul I fard sa moara intre
timp, in modelul stocastic).

Sa presupunem %, > 1. Sistemul (5.3) se scrie

o (3 )5 22 b )]

din ecuatiile
—(ctu)(l-o)+c(l-m) =0, am(l-a)—(p+e+b)(l-a)=0,
giisim solutia din [0; 1[?

w+c/% 1
W) =——, =—.
u+c 74
Pentru un al treilea exemplu, calculdm probabilitatile de extinctie pentru

un model de malarie (a se vedea capitolul 9). Fie a frecventa muscaturilor, by
rata de vindecare umand, b, mortalitatea tantarilor, N; numaérul de oameni si
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N; numadrul de tantari. Daca I; este numérul de oameni infectati si I, numaérul
de tantari infectati, atunci modelul liniarizat este de forma

_ 0 a (b O _
A_(aNz/Nl 0)’ B_(o bz)’ =0
B N, /Ny
,@o—a’/ biby
Sistemul (5.3) devine
0 a (0] 0 bl 0 _
amor o 6 ) (5 0 )= (5 0]

cu solutie

Rezulta

. br+a Wy = b2+a/(%0)2
bz(%())z—l—a, by+a ’

De obicei, cand exista doua tipuri de persoane infectate, sistemul de doud
ecuatii de gradul al doilea (5.2) conduce la o ecuatie polinomiald de gradul
4 pentru fiecare dintre probabilititile @;. Deoarece 1 este intotdeauna o ra-
dacina, ajungem la o ecuatie de gradul 3 care, in general, nu poate fi redusi
mai mult. Acesta este cazul, de exemplu, pentru un model S-I-S sau S-I-R
cu migratie Intre douad situri, pentru care sistemul liniarizat pentru indivizii
infectati (I;,1,) in ambele situri este de forma

_ aj 0 _ b1 0 o C1 —C)
A_(O a2>’ B_<O bz)7 C_<—C1 2 )

Doar prezenta multor zerouri In matricile A, B si C permite efectuarea unor
calcule explicite relativ simple in cazul modelului S-E-I-R sau al modelului
malariei. Daca ne multumim cu calculele numerice, atunci, in loc s folosim
sistemul (5.3), obtinem punctul fix din [0; 1[™ al sistemului (5.1) prin simple
iteratii pornind de la (xi,...,x,) = (0,...,0).

(O}

5.2 Model S-I-S

Modelul stocastic S-I-S, in care indivizii infectati devin din nou susceptibili
atunci cand se recupereazd, este un caz special al procesului de nastere si
moarte 1n care ,rata de nastere” este pdtraticd, in timp ce ,rata de moarte”
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este liniard [55]. Acesta a fost studiat in detaliu atunci cind se presupune ci
mediul este constant. Fie a rata efectiva de contact si b rata de recuperare. Fie
N marimea populatiei. Daci existd n persoane infectate la momentul ¢, atunci
existd N — n persoane susceptibile:

* probabilitatea de a avea n+ 1 persoane infectate la momentul ¢ 4 dt, cu
dt infinitezimal, este an (1 —n/N)dt + o(dt);

* probabilitatea de a avea n — 1 persoane infectate la momentul ¢ 4- df este
bndt +o(dr).

Figura 5.1 prezintd un exemplu de simulare a acestui model. Toate simula-
rile ajung 1n cele din urma la starea de absorbtie n = 0 In care nu mai existd
indivizi infectati si epidemia se opreste [70, sectiunea 2.13]. O Intrebare fun-
damentala este cat timp In medie se Intdmpld acest lucru. Acest lucru este
oarecum analog cu problema fixdrii unei gene prin deriva genetica [10, capi-
tolul 20].

Figura 5.1: Exemplu de simulare cu a = 10, b =5 si N = 15 [curbd fluctuanti]; solutie
a modelului determinist dI/dt = al(1 —I/N) — b1 asociat [curbd netedi].

Probabilitatea P, () de a avea n > 1 persoane infectate la momentul ¢
verifica

dP,
dt

=a(n—1)[1—(n—1)/N]P,_;
—[an(1 —n/N)+bn]P, 4+ b(n+1)P,y (5.4)
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pentru 1 <n < N—1,1n timp ce

dP,

—_— = P .
0 bPy, (5.5)
P

%g:amFJHL{N—Uﬂmmq—bM%.

Féra a intra 1n detalii, deoarece calculele vor fi repetate intr-un cadru periodic
in capitolul 19, este de asteptat ca pentru orice 1 < n <N, P,(¢) — 0 cand
t — oo, in timp ce Py (¢) — 1. Mai exact,

P, (1) ~eM'm,
pentru 1 <n<Ncui; <0sim, >0. Inplus, Po(r) =~ 1+eMmycum<0 si

N

Y m=o0. (5.6)

Numerele 7, verifica

M, =a(n—1)[1—(n—1)/N]m,_,
—lan(1—=n/N)+bn]m,+b(n+1)m,y. 5.7

Rezultatele analitice pot fi obtinute in limita in care médrimea N a populatiei
este mare. Vom presupune a > b pe parcursul acestei sectiuni: acesta este ca-
zul supercritic, cel mai interesant. Figura 5.2 arati cum aratd solutia P, ()
intr-un exemplu cu N = 100 fnainte de a converge la misura concentratd in
n=0: se apropie de o stare metastabild, distributia cvasi-stationari (7, ) 1 <,<N-
Numeric, valoarea proprie A; care da viteza de convergentd este extrem de
mici (aproximativ —4 x 1078). Asteptarea T a timpului necesar pentru ca
epidemia si se stingd, chiar si pornind de la o singurd persoand infectata, este
de ordinul —1/A; si, prin urmare, extrem de mare. In timp ce epidemia poate
disparea rapid intr-o parte din simuldri din cauza micimii conditii initiale,
timpul pana la extinctie este foarte mare in fractiunea complementara, astfel
incat asteptarea 7 este, de asemenea, foarte mare.

Sa folosim metoda Brillouin, Kramer si Wentzel sau BKW, care este cla-
sicd 1n fizicd [48]. Sd presupunem ca

x=n/N, 0<x<l1.

Cand N este mare, avem
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0069 1 (1)
0.05 4
0.04 1

0.03 1

0.02 4

T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.2: Solutia sistemului (5.4) la timpul r = 20 dacd a = 10, b =5, N = 100 si
daci pornim de la N/2 persoane infectate la 7 = 0.

pentru 1 < n < N si pentru o anumitd functie S(x). Prin inserarea

ds
T ~ e SOTR) xexp <—NS(X) - d(x)> ;
X

Tu_1 A exp (NS(x) + ﬁ(@)

in ecuatia (5.7) si neglijand termenul A; 7, din cauza micimii lui A;, obtinem
ecuatia stationard Hamilton-Jacobi

ds
H(x,dx) =0 (5.8)

cu Hamiltonianul

H(x,p) = ax(1 —x)(e’ — 1)+ bx(e™” —1)
=x(1—e7?)[a(1 —x)e? —b]. (5.9

Ramura netriviala a liniei de nivel H = 0, cea cu a(1 —x)e?” — b = 0, conduce
la formula

S(x) = xlog(b/a) +x+ (1 —x)log(1 — x) + constante . (5.10)

Aceasti functie are un minim (fig. 5.3) atunci cAind x =x* = 1—b/a.
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0 02 04 06 08 1

Figura 5.3: Functia S(x) astfel incat S(0) =0 dacia = 10si b = 5.

in cele din urmi, din ecuatiile (5.5) si (5.6) rezulta cd
4l 4l

—NS(1/N
~ e NSI/N) ~ —beNIS(0)-min(S)]
25:1 e—NS(n/N)

impreuné cu T~ —1/A;, obtinem

08T 4§ 0y S(x") = bJa—1 —log(b/a) > 0. (.12)
N N—o+oo

sau T ~ eN. Numirul ¢ reprezinti adancimea ,,putului potential” intre mi-
nimul lui S(x) si x = 0. Timpul estimat pana la extinctie creste exponential
odatd cu mdrimea populatiei.

Echivalent, sistemul hamiltonian

d JH
d—’; =5, =l —xer —bxe?, (5.13)
d JH
d—]tj:—a:—a(l—2x)(ep—l)—b(e’p—l), (5.14)
are o orbitd heteroclinicd (fig. 5.4) care leagd punctele de echilibru
(x*,0)=(1-b/a,0), (0,p*) = (0,log(b/a)).
Aceasta este ramura liniei de nivel H = 0 mentionati mai sus. in plus,
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prima integrald fiind luatd de-a lungul acestei orbite.

0 01 02 03 04 05 06 0.7

Figura 5.4: Sistemul hamiltonian (5.13)—(5.14) in planul (x, p) cu orbita heteroclinicd
ce leagd (x*,0) de (0,p*),cua=10sib=5.

Observatia 5.1. Estimari mai precise pot fi obtinute cu ajutorul solutiei BKW
rafinate

7T, ~ ¢ NSo(r/N)=S1(n/N)
Inserand

dS 1 d*S 1 dS;
il A -N 20— — - =
Tnt1 e"p( So(x) = - () =5 g2 W =il =g <x))

si o expresie similard pentru 7,_; 1n ecuatia (5.7) si separand termenii de grad
superior, obtinem ecuatia Hamilton-Jacobi (5.8) pentru Sy (x) si ecuatia

ax(l—x)ex S0 —bxex _ 450 | 451
P dx P dx dx
dSy x(1—x) d*So dSo x d*Sg
= =) |1-2 L — ) 142 ==
@ exp < dx > { AR I il e T3

pentru S; (x). Astfel, Sp(x) este dat de formula (5.10), iar ecuatia pentru S; (x)

conduce la
Si(x) =log (x\/l —x) + const.
Deci
e—NSo(n/N)
T~k i
N N
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pentru o constanta k. Cand n este mic,

7~ KN =N 0)-n$y(0) — KN N, (0) (5)" (5.15)
n n b

Dar pentru n mic, sistemul (5.7) poate fi aproximat si prin ecuatia de recurenta
aln—1)m,—y —n(la+b)m,+b(n+1)m,11 =0
pentru n > 1, ceea ce da

T 1—(a/b)"
Ty~ ———————
n l—a/b

In cazul in care n — +oo, aceastd expresie este echivalentd cu

% (afb)’
na/b—1’

care coincide cu formula (5.15) daci si numai daci m; ~ kNe N5 (4/b —
1). Cu metoda Laplace [54], formula (5.11) d4 in final

P —bm; /(kN) N(ba)x*w/lx*./ng(x*):_(a—b)z\/gl

- 1e—Nso(x)d - eNISo(0)—So )]\ /51 aeN
/0 xv1—x *

Daca, de exemplu, a = 20, b =5 si N = 50, atunci aceastd estimare este cu
numai 2 % peste valoarea A; obtinuti cu un software care calculeazi valorile
proprii ale matricelor mari.



Partea 11

Modele deterministe cu
coeficienti periodici
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Modele matriceale periodice

In acest capitol sunt analizate unele aspecte ale modelelor ma-
triceale periodice. Reproductivitatea % este raportul asimpto-
tic dintre noile infectii in doud generatii succesive ale arborelui
de infectie. Sunt obtinute o formuld pentru sensibilitatea ratei de
crestere A si o inegalitate intre A si X.

6.1 Reproductivitate

Chiar daca modelele 1n timp discret sunt mult mai utilizate in demografie sau
ecologie decat n epidemiologie, capitolul de fatd este dedicat acestui tip de
modele. Acest lucru ne permite sd intelegem mai bine definitia reproducti-
vitdtii Tn cazul periodic cu ajutorul unor instrumente elementare de algebra
liniard.

Propozitia 6.1. Fiem > 1 5i T > 1 numere intregi. Fie de asemenea
(A())oe<t—1,  (B(2))osr<r-1
matrice pdtrate de ordinul m pozitive. Presupunem cd
A(t+T)=A(r), B(+T)=B(r), M()=A(r)+B(r),

pentru orice t € 7. Fie Iy € R™ un vector pozitiv si ty un numdr intreg astfel
tncat 0 <t < T— 1. Pentru oricet >ty sin > 0, fie

19(10) =Ty, 19 4+1) =B)1(r), (6.1)
170 10y =0, 1D (1) = AT (1) +B@) 1" (1), (6.2)
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Notdm
(1) =Y 10(r)
n=0
Atunci
I(t+1) =M(1)I(r) (6.3)
Si I(l()) =1Iy.

Vectorul 1(") (1) este populatia infectata care apartine generatiei n la mo-
mentul 7. Populatia initiald apartine generatiei 0. Matricea A(r) reprezintd
contactele infectioase. Matricea B(r) reprezintd vindecirile sau transferurile.

Demonstratie. Insumand ecuatiile, obtinem

LI+ =A0+B0) Y170, Y1) =l. O

n=0 n=0 n>0
Lema 6.2. Aceleasi ipoteze ca in propozitia 6.1. In plus, presupunem cd

p(B(T—1)---B(1)B(0)) < 1.

Fie
-B(O) # 0 - 0
0 —B(l) # :
0 S
4 0 - 0 -B(T-1)

unde .9 reprezintd matricea identicd. Atunci matricea 9 este inversabild.

Conditia de mai sus reprezintd faptul cd populatia infectatd este pe cale de
disparitie in absenta unor noi infectii.

Demonstratie. Pentru orice 0 <i,j <T—1, fie

5 dacdi=j+1
sau (la]) = (Ova 1)7

B*(i,j)={ B(i—1)B(i—2)---B(j+1) dacdi> j+1,

B(i—1)B(i—2)---B(j+1—T) dacii<j,
(ivj) 7é (Ova 1)
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Cu conventia ci un produs de matrici ca B(i — 1)B(i —2)---B(j+ 1) este
matricea identicd dacd ultimul indice j 41 este strict mai mare decat primul
indice i — 1, putem scrie mai simplu

PP 7 B(i—1)B(i—2)-B(j+1-T) dacii<j.

Fie B* matricea bloc definitd prin B* = (B*(i, j))o<i,j<T—1. Fie de asemenea
(i, j) blocurile matricei Z. Atunci

T—1 - . .. o .

s . —B*(i,/)B(j) +B*(i,j—1) dacij>1
¥ B0 = { ol 0 i
= —B*(i,0)B(0)+B*(i,T—1) dacd j=0.
Dacdi < j,atuncii < j—1si

—B*(i,j/)B(j)+B"(i,j—1) = -B(i—1)B(i—2)---B(j + 1 -T)B(j —T)
+B(i—1)B(i—2)---B(j —T) =0.

Dacai > jsi j> 1, atunci

—B*(i, j)B(j)+B*(i,j— 1) = —B(i— 1)B(i—2)--
+B(i—1)B(i—2)--

‘B(j+1)B())
B(j) = 0.
Dacai > jsi j =0, atunci
—B*(i,0)B(0)+B*(i,T—1) =—B(i—1)B(i—2)---B(1)B(0)
+B(i—1)B(i—2)---B(0) =0.

Dacd i = j > 1, atunci
—B*(i,i))B(i{)+B*(i,i—1)=—-B(i—1)B(i—2)---B(i+1-T)B(i—T) +.7.
Dacid in fine i = j =0, atunci

—B*(0,0)B(0)+B*(0,T—1)=B(T—1)B(T—2)---B(1)B(0) + .7.
Deci

B*%= diag | —B(i—1)B(i—2)---B(i—T).

0<i<T-1

Produsul B(i — 1)B(i —2)---B(i — T) este o permutare circulard a produsului
B(T—1)---B(1)B(0). Aceste doudd matrice au, prin urmare, acelasi poli-
nom caracteristic [63, exercitiul 1.3], aceleasi valori proprii si aceeasi razd
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spectrald, care este strict mai micd decét 1 din ipotezd. Matricea . — B(i —
1)B(i—2)---B(i —T) este deci inversabila [63, teorema 3.17] si

oo
[,ﬂfB(if1)B(if2)~-B(ifT)]*' =Y [B(i—1)B(i—2)---B(i—T)J~.
k=0
Matricea Z este de asemenea inversabila si
%‘:( diag []—B(i—l)B(i—2)---B(i—T)]]>B*. O
0<i<T—1

Urmatoarea propozitie este analoagd, Intr-un mediu periodic, propozitiei
3.5.

Propozitia 6.3. Aceleasi ipoteze ca siin cazul Lemei 6.2. Pentrun >0, t >ty
si0<s < T—1, notam,

W (1) = A1) (0), 65)
0 daci r<s<T-1
HO (5) = Y A (s + kT ks:{ i f<s<ST—1, (o
(s) k;s (s+kT) cu 1 daci 0<s<r—1, (6.6)
0
H(")(()) :
H(1 R 0
H — .( ) P A
: 0
H(T—1) :
0

unde Iy ocupd al ty-lea bloc modulo T si unde O reprezintd vectorul nul. Fie

A(0) 0 .- 0
a=| 0 A0 6.7)
SR 0
0 - 0 A(T-1)

Atunci, pentru orice n > 0, avem H" = %”HT, cu X =of B

Vectorul /(") (¢) reprezintd noile infectii datorate generatiei n intre mo-
mentele 7 it + 1. Vectorul H) (s) reprezintd noile infectii datorate generatiei
n in sezonul s. Vectorul H™ este vectorul noilor infectii datorate generatiei n
structurat 1n functie de sezoanele in care apar infectiile.
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Demonstratie. Pentruoricen >0si0<s < T—1, fie

Z 1) (54 kT)
k>k

unde k; este definit in relatia (6.6).
Sé presupunem cd 0 < s <fp—2 sau tg < s < T —2. In ambele cazuri,
kg1 = k. Cu ajutorul ecuatiei (6.2) se obtine cd

Fril(s+1)= Y 10D (s 144T)

k>kv+l

= ¥ [AGHAT)I) s+ KT) + B(s+KT) 1" (s 4+-£T))
k>kg

Deoarece A(s+kT) = A(s) si B(s+kT) = B(s), avem
F ) (s 1) = A(s)F? (5) +B(s) F" 1 (s) .

Intrucat I<”+')(to) =0, obtinem 1n acelasi mod pentru s =#)— 1 sis=T— 1
ca

F" D (1) = At — 1)F™ (1g — 1) + B(to — 1)E"* ) (5g— 1) daci t # 0,
FD(0) = A(T— 1) F™(T— 1) + B(T— 1) E" (T —1).
in concluzie, avem

—B(s) F" ) (5) + F" D (s 4 1) = A(s) E™ (s)
—B(T— 1)F"* (T — 1)+ F"* 1 (0) = A(T— 1) F")(T—1) .

Deci, daca notam

atunci ZFt1) = o7 F) Dar

H" (s) = Y A(s+KT)I" (s +KT) = A(s) F")(s) .
k>kg

Atunci H? = o7 FW) = 2 F#+1) | Prin urmare,
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pentru orice n > 0.
Rimane si determindm H(®). Si presupunem ci 0 < s < T — 2. Cu ajuto-
rul ecuatiei (6.1), obtinem

—B(s)FO(s) + FO(s+1) = = Y B(s +AT) IV (s+AT) + FO (s + 1)

k>ks
= Y 1O6+iT+1)+ Y 1O +4T+1)
k>ky ko

_J 0 dacd s#t—1,
o Ip dacda s=1y—1.

in mod similar, obtinem pentru s = T — 1

0 dacd 1y #0,

B(Tl)F@)(TlHF(O)(O){ Iy daci 17=0

Astfel, ZF® =Tsi HO = &/ FO) = o7 1. O

Matricea % poate fi astfel interpretatd ca o matrice de generatie urma-
toare, in care sezonul de infectie serveste ca un tip de structurare suplimentar.
Reamintim c (-, -) reprezintd produsul scalar uzual al vectorilor reali:

(w,v) = Zwivi.
i
Pentru un vector real w de marime oarecare, se noteaza
Iwllr =Y wil.
i
Corolarul 6.4. Aceleasi ipoteze ca in propozitia 6.3. Fie

g" = IH" | = ¥ 1A @)

[21))

incidenta totald pentru generatia n. Fie de asemenea
Ry =p(X).

Dacd matricea & este primitivd, V si W sunt vectori proprii ai matricei
' si respectiv ai matricei transpuse "¢ asociati valorii proprii %o si dacd
Iy # 0, atunci

g(n+1)

—_— —
g(") n—r+oo
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Demonstratie. Acest lucru rezultd din propozitia 3.24. O

Astfel, reproductivitatea % poate fi interpretatd ca raportul asimptotic
al infectiilor in doua generatii succesive. Ea este independentd de conditiile
initiale si de momentul initial #y.

Propozitia 6.5. Aceleasi ipoteze ca in 6.3. Dacd matricile A(t) si B(t) pentru
0 <t < T—1 nudepind de timpul t (sd le numim A si B), atunci

Zo=p (A5 -B)").
Demonstratie. Avem & = o/ %! unde <7 este matricea bloc diagonala
o =diag(A,...,A)

si

BT—I BT—Z I
T-1
%~ =diag ((# ~B") ',....(# ~BT) ) s B
: . . BT
BT—2 7 BT—I

Fie ro = p(A(.# —B)~!). Si presupunem pentru inceput ci matricea A are
componente strict pozitive. Componentele matricei

A(S—B) ' =A+AB+AB* +- -

sunt atunci de asemenea strict pozitive. Conform teoremei Perron-Frobenius
(teorema 3.19), existd un vector propriu v al acestei matrice ale cdrui compo-
nente sunt strict pozitive si care este asociat cu valoarea proprie rg. Sd notdm
V = (v...v), unde vectorul v se repetii de T ori. Atunci # V= (w...w)cu

WZA(j—BT)71 (f—i-B—F'--—&—BT*l)v:A(f—B)flv:rov.

De aici, 'V = rgV si ry = %y, deoarece % este singura valoare proprie
a matricei .~ cu un vector propriu cu componente strict pozitive (propozitia
3.20).

In cazul in care matricea A nu are componente strict pozitive, se consideri
matricea E de aceeasi dimensiune, cu toate componentele egale cu 1, si ma-
tricele A(®) = A+ €E pentru € > 0 suficient de mic. S& definim %(()e> si r(()'€>
in acelasi mod ca % si ryg, cu exceptia faptului cd matricea A este Tnlocuiti
cu matricea A(€). Atunci r(()g) = %’(()8), din cele de mai sus. Prin continuitatea
razei spectrale cAnd € — 0 [63, teorema 3.16], obtinem cd ry = Zy. ]
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Exemple. Cel mai simplu exemplu este cel in care vectorul I(¢) si matricile
A(r) si B(¢) sunt scalari, iar T = 2. Atunci

A= ( A(()O) A?l) ) ( _Bl(O) —Bl(l) )1

A(0)B(1) A(0)
— ( ) ‘(3030 ) . (6.8)

Un individ infectat in sezonul 0 infecteazi in medie A(1) persoane in decursul
primului interval de timp, A(0)B(1) persoane in decursul urmétorului inter-
val de timp, deoarece B(1) este probabilitatea de nevindecare in sezonul 1,
apoi A(1)B(0)B(1) persoane, apoi A(0)B(1)B(0)B(1) persoane, etc. Acest
individ infecteazd deci

A(o)B(1)+A(0)B(1)B(O)B(1)+..._1/_%%3)53121)
persoane in sezonul O si
A(1)+A(1)B(O)B(1)+...:l_1‘:((01))B(l)

persoane in sezonul 1. Acest lucru este prezentat in prima coloand din J#".
In mod similar, putem verifica cii o persoani infectatd in sezonul 1 infecteazi

A(0) A(1)B(0)
T-B(0)B(1) T-B(0)B(1)
este indicat 1n a doua coloand din %"

Matricea .#2 indici numirul mediu de persoane infectate in generatia
urmadtoare In sezonul O si in sezonul 1 (primul si al doilea rand) de cétre o
persoana infectata in sezonul O sau in sezonul 1 (prima si a doua coloani),
etc.

In ceea ce priveste interpretarea %o, si ne imaginim, de exemplu, ci
incepem cu un individ, ,,pacientul zero”, infectat in sezonul 0; astfel, #y = 1
siI(f9) = 1. El infecteazd g(0) indivizi, suma primei coloane din %", adicd

persoane n sezonul 0 si persoane in sezonul 1, asa cum

~ A(0)B(1)+A(1)
(0)= 1-B(0)B(1) °

Generatia urmitoare, g(1), este suma primei coloane din .#"2, etc. Propozitia
6.3 aratd ci g(n+1)/g(n) converge la %y, raza spectrald a matricei .#": ar-
borele de infectie creste asimptotic ca (%)". Dacé pacientul zero ar fi fost
infectat in sezonul 1, g(n+1)/g(n) ar fi fost convergent la aceeasi limitd %j.
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Observatia 6.6. Matricea generatiei urmatoare % si raza spectrald %, de-
pind liniar de familia de matrice A(z): daci notdm # (1) si Zo(u) matri-
cea generatiei urmatoare si reproductivitatea modelului in care toate matricile
A(r) au fost impirtite cu p, atunci ¢ (i) = & /u si Zo(u) = Zo/u. In
consecintd, Zo (1) < 1 daci si numai dacd 1 > Zy. Reproductivitatea % se
interpreteaza ca fiind efortul minim de control asupra termenilor de infectie
pentru a conduce populatia infectaté citre disparitie. Tocmai datorita acestei
proprietati, % este atit de des utilizat in epidemiologie.

Propozitia 6.7. Aceleasi ipoteze ca in 6.3. S notdm h(t) = A(¢)1(t). Atunci

L]
.

-~
=

I
01~

B(t,x)h(t —x)+ B(r,t +1)1(0), (6.9)

=
Il

K(t,x) h(t —x) + K(z,r +1)1(0) (6.10)

=
<
=

I
-1~

=
Il

pentru oricet > 0, cu

K(t,x) = A@0)B(1,%), x=>1,
unde .9 este matricea identicd.
Ecuatia (6.10) este o ecuatie de reinnoire.

Demonstratie. Relatia (6.9) se verificd in mod trivial dacd r = 0. S& presupu-
nem prin inductie cd ea este adevarata pentru ¢ > 0. Atunci

I(t+1) = A(0)1(r) +B(1)1()

Zﬁ t,x)h(t —x) +B(t)B(t,t +1)I(0)

=B(t+1,1)h +t§B Bt,x—Dh(t+1—x)+B(t+1,14+2)I(0)

i (t+Lx)h(t+1—x)+ B+ 1,:+2)[0).

Prin urmare, relatia (6.9) este adevarata pentru # + 1 si, in final, pentru orice
t > 0. Relatia (6.10) rezulta imediat. ]
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Propozitia 6.8. Aceleasi ipoteze ca in propozitia 6.3. Atunci % este raza
spectrald a operatorului liniar

u(t) — fK(Lx)u(l—x) 6.11)

x=1
pe spatiul functiilor T-periodice u : 7. — R™.

Demonstratie. Sa fixdm ¢ cu 0 < ¢ < T — 1. Pentru orice functie T-periodica
u(t),

o0

T-1
Z K(t,x)u(t—x) = A(z) Z O su(s), (6.12)
s=0

x=1
unde

~+oo
@ =Y B(r—1)---B(s+1—kT), 0<s<i—I,
k=0

~+oo
O, = ZB(t—])-~~B(s+l—kT), t<s<T—1.
k=1

Deoarece B(t) este T-periodicd, avem
@, =[7—B(t—1)---B(t—T)] 'Br—1)---B(s+1)
daca0 < s<r—1si
@,=[F—B(—1)---Bt—T)] 'Br—1)---B(s+1-T)

dacd t <s < T—1. Dar %, este raza spectrald a operatorului liniar (6.11) pe
spatiul functiilor T-periodice u(¢) cu valori in R™. Acest spatiu se identifica
cu setul de vectori (u(0),...,u(T—1)) € R” x --- x R™. Astfel, relatia (6.12)
aratd cd Z este de asemenea raza spectrald a matricei produs </ ®, unde ©
este matricea bloc (@,_,s)o@?ng,l. Acum, demonstratia lemei 6.2 aratd ca
® = %~ L. Prin urmare, %, este raza spectrald a matricei <7 17 O

Observatia 6.9. Intr-un mediu constant, nucleul matricial K(z,x) se poate
scrie
K(x) = AB* L.

Raza spectrald a operatorului (6.11) este raza spectrald %, a matricei de

generatie urmédtoare
—+oo
Y K(x)=A(s-B)"".

x=1
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Aceasta este generalizarea la modele matriciale structurate pe etape a for-
mulei lui Leslie pentru %y in modele matriciale structurate pe varste [10,
capitolul 21].

6.2 Sensibilitatea ratei de crestere
Leslie [10, capitolul 21] a studiat modelele de timp discret
I(t+1)=MI(t), t=0,1,2...

cu matricea M pozitivd si primitivi. Propozitia 3.24 aratid ci vectorul I(¢)
tinde si creascd exponential ca A’, unde A = p(M) este raza spectrald a
matricei M. Matricele primitive sunt cazuri speciale de matrice ireductibile
(definitia 2.7 si [63, §4.4]). Conform teoremei Perron-Frobenius (teorema
3.19), valoarea proprie A = p(M) este simpld. Fie w un vector propriu al
matricei transpuse 'M si v un vector propriu al matricei M asociat cu valoarea
proprie A:
Mw=Aw, Mv=Av

Pentru a calcula sensibilitatea valorii proprii simple A in raport cu coeficientii
matricei M, avem astfel, conform [59, teorema 5.4]

aﬁ. W,‘Vj

M, (wy)’ ©.13)

Aceasta formuld este bine cunoscutd in biologia populatiilor [34, §8.2.2.2].
Vectorul v se numeste ,,populatie stabila”, iar vectorul w ,,valoare reproduc-
tivd”. Sa ne reamintim pe scurt o schitd de demonstratie. Matricea M 4+ eéM

cu |€| mic are o valoare proprie A + €A + o(€) si un vector propriu asociat
v+ ev+o(€) astfel incat

[M + sﬁ} Vv evto(e)] = A+ €A +o(e)][y+ 7+ o(€)].
Egalitatea termenilor de ordin € conduce la
M+ My = A9+ Av.
Se considerd produsul scalar cu vectorul w:

~

(W, MV) + (w, Mv) = A (w, 9) + A (w, v).



84

Avem insd (w, M7) = ('Mw,7) = A (w, 7). Rdméne doar si aritam ci (w, Mv) =
A{w,v), adica
~ M
7= (mMv) (6.14)
(w,v)

Derivata partiald a formulei (6.13) se obtine alegind ca matrice M matricea
cu elemente egale cu 0, cu exceptia unui 1 1n linia i si coloana j.
Sa ludm acum in considerare modelele matriciale periodice in timp.

Propozitia 6.10. Fie m > 1 i T > 1 numere intregi. Fie (M(t))o<i<T—1 ma-
trici pdtrate de ordinul m. Notdm

A=p(M(T—1)---M(1)M(0)). (6.15)

Fie A raza spectrald a matricei bloc

0 0 0 M(T—-1)
M@O) 0 0 0
€ = 0 M(1) . 0 0 . (6.16)
0 0 M(T -2) 0
Atunci
AT=A. (6.17)

Demonstratie. S presupunem cd M(r + T) = M(¢) pentru orice ¢ € Z. Un
calcul simplu arati ci 6™ este o matrice bloc diagonali,

%1 = diag[M*(0),...,M*(T—1)], (6.18)
M*(1) =M(t—1)---M(t—T) (6.19)
=M(t—1)---MO)M(T —1)---M(r).

Produsele M*(¢) se obtin prin permutiri ciclice unele din celelalte. Aceste
matrice au deci acelasi polinom caracteristic [63, exercitiul 1.3], aceleasi va-
lori proprii si aceeasi razd spectrald A ca si M*(T). Prin urmare, A este raza
spectrald a matricei 4’T. Acum, aceastd razi spectrali este de asemenea egali
cu AT, Prin urmare, A = AT. O

Propozitia 6.11. Aceleasi ipoteze ca in propozitia 6.10. Sd presupunem in
continuare c¢d matricele M(t) sunt toate pozitive si cd matricea € este ireduc-
tibild. Fie W = (w(0),...,w(T — 1)) un vector propriu al matricei transpuse
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Y€ si V.= (v(0),...,v(T—1)) un vector propriu al matricei € asociat valorii
proprii A = p(€). Sd extindem definitiile din M(t), w(t) si v(t) la orice t € Z,
pundnd M(t +T) = M(¢), w(t+T) = w(z) si v(t +T) = v(t). Atunci, pentru
oricet € Z,

M(O)wt+1)=2A2w(t), M()v(t)=Av(t+1), (6.20)
(w(1),v(1)) = (w(0),v(0)). 6.21)
Numdrul A reprezinti rata de crestere.

Demonstratie. Deoarece matricea ¢ este ireductibild, existd conform teore-
mei Perron-Frobenius (teorema 3.19) un vector propriu W al matricei ‘¢’ si un
vector propriu V al matricei 4 asociati valorii proprii A, ambii vectori avand
toate componentele strict pozitive:

‘CW=AW, €V=AV. (6.22)

In plus, A > 0 si vectorii W si V sunt unici pani la o constantd multiplicativi.
Avem

w(t+1),Av(t+1)) = (w(t+1),M(¢) v(¢))
("M@ w(t+1),v(t)) = (Aw(t),v(t)).

Deoarece A > 0, deducem ci (w(r +1),v(r+ 1)) = (w(r),v(r)) pentru orice
teZ. O

Propozitia 6.12. Aceleasi ipoteze ca in 6.11. Sd presupunem in continuare
cdmatriceaM(T —1)---M(1)M(0) este primitivd. Fie1(t) astfel incdt pentru
oricet >0,

I(r+1) =M()1(z),

conditia initiald 1(0) fiind un vector pozitiv. Atunci
I(r)  (w(0),1(0))
) _ W), 0.
A ()00 "

Demonstratie. Fie Q matricea primitivd din aceastd propozitie. Avem ca
I(nT) = Q"I(0) pentru orice numdr intreg n > 1. Acum, relatiile (6.20) arata
cd

Qv(0) = M(T —1)---M(1)M(0)»(0) = ATv(T) = AT(0),
‘Qw(0) = '™M(0)'M(1)--- ‘M(T — )w(T) = ATw(0).
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Astfel, v(0) si w(0) sunt vectori proprii ai matricelor Q si 'Q asociate valorii
proprii AT = A, care este raza spectrali a matricei Q. Conform propozitiei
3.24,
n1 t
QIO) , v(0)'w(0)1(0)
A" 1=+ (0) w(0)

adicd 1:T)  (w(0),1(0))
T e (w00 "

Prin urmare, pentru orice 0 < k < T — 1, avem de asemenea

I(nT+k) M@T+k—1)---M®T)I(nT)

AnT+e AnT+k
_ M(k—1)---M(0)I(nT)
- AnT+k
(w(0),1(0)) M(k—1)---M(0)v(0) _ (w(0),1(0))
= 0(0).4(0)) x = (.00
Propozitia 6.13. Aceleasi ipoteze ca in propozitia 6.11. Atunci
oA o W,‘(l‘i‘]) Vj(l) (6.23)

OM; (1) T(w(0),v(0)) '

Demonstratie. Deoarece matricea ¢ este ireductibild, raza sa spectrald A este
o valoare proprie simpld, din teorema Perron-Frobenius. Pentru 1 < o, 8 <
mT, avem cu ajutorul [59, teorema 5.4]

dA WaVp

9Cap = 7<W,V> , (6.24)

unde W, este al a-lea element din W si Vg este al B-lea element din V. Dar
dacic = (t+ 1)m+i(modulomT) si f=tm+jcu0<t <T—1,1<i<m
si 1 < j<m, atunci G, p = M; (), Wo = wi(t+1) si Vg = vj(t). in plus,
propozitia 6.11 aratd ca

T-1
(W) = X 000, v(0) =T 0s(0),v(0). 629

Observatia 6.14. Avem

(w+1),I(r+1)) = (w(r+1),M(2)I(z))
I



Capitolul 6 87

Deci

(w(t),1(2)) = A" (w(0),1(0)) . (6.26)
Se spune atunci ca valoarea reproductiva totald creste exponential (a se vedea
sectiunea 11.6).

Observatia 6.15. Deoarece A = AT, existi o legituri foarte simpli intre for-
mula de sensibilitate pentru A si cea pentru A:

N _ TAT! oA . (6.27)

8M,~lj(t) aM,"j(l‘)

Observatia 6.16. Interpretarea formulei (6.23) este o simpla generalizare a
celei asociate formulei (6.13): sensibilitatea lui A in raport cu numérul de
,»descendenti” M; ;(¢) in stadiul i la momentul 7 4 1 generati de un individ
in stadiul j la momentul ¢ este proportionald cu populatia stabild 1n stadiul
Jj la momentul 7, v;(r) si cu valoarea reproductivd in stadiul i la momentul
t+ 1, wi(t + 1). Pentru aceste modele matriciale, in loc de compartiment se
foloseste termenul de etapad.

6.3 Inegalitati intre reproductivitate si rata de crestere

Propozitia 6.17. Aceleasi ipoteze si notatii ca in propozitia 6.3. Fie A =
p (%) raza spectrald a matricei (6.16). Atunci

Hy>21=1<A< A, 0<Z<l=>% <AL

Demonstratie. Fie
% = subdiag(M(t))
0<t<T—1

matricea (6.16). Sa presupunem mai intii cad aceastd matrice este ireducti-
bild. Avem cid %y = p(/ B ") = p(%~'</). Am vizut in demonstratia
lemei 6.2 cd matricea ! este pozitivd. Prin urmare, matricea B of este
de asemenea pozitivd. Conform propozitiei 3.17, existd un vector pozitiv si
diferit de zero ® = (¢(0),...,¢(T — 1)) astfel incat .o/ & = %, P. Prin
urmare, of ® = %y B, adicd A(t)¢(r) = Zo[—B()9(¢) + ¢ (¢ + 1)] pentru
orice 0 <t < T—1, unde am pus ¢(T) = ¢(0). S presupunem cd %, > 0.
Atunci

[A@)/Zo+B)]o(r) = ¢(r+1). (6.28)
Matricea % este ireductibild din ipotezd. Urmeaza ca

A j(t)+B;(t) >0« [A;(t) > 0sauB; ;(t) > 0]

A j(t)
=4 %%0 +B,’7j(l‘) > 0.
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Matricea

subdiag (A(t) + B(t))

o<t<T—1 \ %0

este, prin urmare, de asemenea ireductibild. Ecuatia (6.28) aratd cd & este
un vector propriu pozitiv al acestei din urma matrice asociat cu valoarea pro-
prie 1. Conform teoremei Perron-Frobenius si propozitiei 3.20, componentele
vectorului @ sunt de fapt strict pozitive si

p (subdiag (A(t) +B(t)>) =1.
o<r<T—1 \ %o

Si presupunem mai inti ci %, > 1. In conformitate cu propozitia 3.21,

= (3+80) <o (0 00))
<p (SngTiel% (A(t) +<%’0B(t)))

=% p (subdiag (% +B(t)>) =%.

0<r<T—1 0
Prin urmare, 1 < A < %y. Aceeasi demonstratie functioneazi si in cazul in
care 0 < % < 1, dar cu toate semnele < Tnlocuite cu >, ceea ce conduce la
1> >%.
in sfarsit, dacd matricea ¢ nu este ireductibild, fie E matricea cu toate
elementele egale cu 1 si, pentru orice € > 0, fie

AE @) =A(r)+€eE, MO (1) =AE () +B(1), %' = subdiag(M® (r)).

0<t<T—-1

Matricea €(¢) este ireductibili. Fie %’(()g) reproductivitatea si A(¢) rata de
crestere asociate.

Sa presupunem cd %y > 1. Atunci %ée) > %y > 1, pentru ca AlE) (1) =
A(t). Din cele de mai sus, 1 < Al®) < %’(()g). Continuitatea razei spectrale a
matricelor [63, teorema 3.16] cand € — 0 conduce la 1 < A < %,.

Dacid %, < 1, atunci %’((f) < 1 pentru € suficient de mic, din nou datorita
continuitdtii razei spectrale. Din cele de mai sus, 1 > A > %ég) si trecAnd
la limitd se obtine 1 > A > Z,. O

Propozitia 6.18. Aceleasi ipoteze si notatii ca in propozitia 6.3. Sd presu-
punem cd matricea € datd de formula (6.16) este ireductibild si cd matricile
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A(t) nu sunt toate nule. Dacd %y > 0, atunci %y este singurul numdr x > 0
astfel incat

p([A(T_l)JrB(T—l)}-[AiO)JFB(O)D =1 (6.29)

X

Demonstratie. Sa notdm cu A(x) partea stingd a formulei (6.29) si cu A (x)
raza spectrald a matricei

Al
% (x) = subdiag (() +B(t)> .
0<t<T—1 X

Din propozitia 6.10, A(x) = A(x)T. Sa presupunem ci 0 < x| < x,. Atunci
E(x1) = €(x2) si A(x1) = A(xa2) (propozitia 3.21). Se observd cid matri-
cea € (x1) este de asemenea ireductibild, deoarece

Aij(1)

xi

A;ij(t)+Bj(t) >0& +B;(t) > 0.

Dacii am avea A(x;) = A(xy), atunci am avea si € (x;) = €'(x,) (propozitia
3.22); dar acest lucru este imposibil, deoarece matricile A(¢) nu sunt toate
nule. Prin urmare, A(x;) > A(x2). Functiile x — A(x) si x — A(x) sunt,
asadar, strict descrescétoare pentru x > 0.

Sé notdm cu Z(x) reproductivitatea asociatd matricelor (A(¢)/x)o<i<T—1
si (B(t))o<r<T_1. Avem Z(x) = %o /x. In particular, Z(%) = 1. Cu ajutorul
propozitiei 6.17, avem A (%) = 1 si deci A(%Zp) = 1.

O

6.4 O functie monotona

Propozitia 6.19. Aceleasi ipoteze si notatii ca in propozitia 6.11. Fie 1(t)
astfel incdt pentru orice t > ty, I(t + 1) = M(¢2) 1(¢), cu conditia initiald 1(1y),
care este un vector pozitiv. Fie

B wi (1) I (¢) () we()

0 = T 1) wio)) © T Tl wio))

i owi(t+ )M 4(1) M () v;(t)
Pi,j(t)_Wa Qi,j(f)—m-

Atunci 7t(t) si o(t) sunt distributii de probabilitate asociate cu un lant Mar-
kov periodic neomogen:

n(t+1)=n()P@k), o@t+1)=w(@)Pl), o()=o0(+1)Q().
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Demonstratie. Observatia 6.14 formulata dupa propozitia 6.13 arata ci
Z m(t) =
k

Din formula (6.21) rezulta

Y a(r) =
k

Relatiile (6.20) sunt echivalente cu
YPij(t)=1, }Qijt)=
J J

in plus,

| ) w;t+1)M;i(7)
EAOPS) = L mntio) il Ao
Wi 1
- A+l fo] t+ ZI
B w,(z+1) (+1)
- A0 (I(t), wto))

= ﬂj(t—l— 1).

Cu ajutorul relatiilor (6.20), avem

p (v iOwi(t) wit+ 1) M;i(r)
LR =L i ol A
w 1
:MJH y i)
<t+1>wj<+1>
V(t0) w(10))

= a)j(t—i— 1)

si

Zv;t—i—l wi(t+1) M; (1) v;(t)

Z“" =+ 1DQij) =2 W) Avit 1)

= TRy D DM

_ o
= Do)
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Propozitia 6.20. Dacd F : [0, +oo[— R este o functie convexd, atunci functia
ﬂ','([)
t— Y wi(t)F
; o <0’i(f ))

este descrescdtoare pentrut > t.

Demonstratie. Din (¢t + 1) = n(¢)P(¢), avem

mi(+1) o;j(1)P;i(r) m;(r)
F(a),-(t—H))ZF(Z o+ D) wi(t))'

J

Dar o(r+ 1) = o(¢) P(r) conduce la
y @;(1)P;i(t) _
7 w;(t+1) '
De aici, convexitatea functiei F implica

W (OP0) 1) _ v 0,0Psl0) (i)
F<Z o+ 1) w’,m)i i o)

J w;(1)

Deoarece matricea P(¢) este stocasticd, obtinem prin urmare

Zw,t—kl ( t+1)<22a)] (”j'(t)>

;(t)

R
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Modele periodice in timp continuu

Se studiazd comportamentul asimptotic al sistemelor periodice
liniare in timp continuu cu mai multe tipuri de persoane infec-
tate. Reproductivitatea X este raportul asimptotic dintre noile
infectii in doud generatii succesive ale arborelui de infectie. Se
constatd cd o anumitd functie pozitivd, construitd cu functiile
proprii asociate cu rata de crestere, este monoton descrescd-
toare.

7.1 Reproductivitate

In aceastd sectiune, perioada T este un numdr real strict pozitiv.

Exemple 1. Sa ludm cazul din sectiunea 3.1, dar intr-un cadru periodic. Fie
m > 1 un numdr intreg. Fie A() o functie cu valori matrici pétrate de ordinul
m astfel Incat

Vi, j, Aij(t) = 0.

Fie B(t) = (B, (t)) o functie matriceald diagonala astfel incat
Vj, Bj(t) > 0.

Fie C(t) = (C; j(t)) o functie matriceald astfel incat

Vl#], C,-,j(t)<0, vj, Cj7j(t):—ZC,-7j(t).
i#]
Fie
D(t) =B(z)+C(r), M(t) =A(r) —D(¢).
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Se presupune ca toate aceste functii matriciale sunt T-periodice si continue.
Vectorul 1(#) al populatiei infectate se afld in solutia de aproximare liniard a

sistemului I
— =M(t)I(¢ 7.1

cu conditia initiald I(#y) cu componente pozitive sau zero la momentul 7y (0 <
to <T). Atunci h(t) = A(¢)I(¢) este vectorul de noi infectii pe unitate de timp.
Se presupune cd sistemul matricial periodic

dz

— =—-D(#)Z(t

-~ p)z()
cu conditia initiald Z(0) = .# (matricea identitate) este astfel incat

p(Z(T)) < 1.

Cu alte cuvinte, populatia infectatd moare dacd nu existd noi infectii. Intro-
ducem resolventul X(¢,s) astfel incat pentru orice (z,s) € R?,

Jx
E(t,s) = —D(t)X(t,s) (7.2)
siX(s,s) = . Avem
X(t,5) =Z(t)Z(s)"" (7.3)

[15, corollaire 2.22].

Fie ®(7) matricea de solutie a sistemului (7.1) cu ®(0) = .# (matricea
identitate). Solutia I = 0 a sistemului (7.1) este stabild asimptotic daci si nu-
mai dacd p(®(T)) < 1 [15, teorema 9.20]. Pentru a exprima aceasti conditie
in mod diferit, vom adapta notiunea de reproductivitate la cazul periodic.

Sd presupunem cd populatia initiald la momentul 7y apartine generatiei 0.
Fie 1) (t) populatia infectat care apartine generatiei n la momentul ¢, datd
pentru orice t >ty si orice n > 0 de

(0)
190) =1(0), () =-DOIV () (7.4
J1(m+1)
() =0, () = A1V @) DI 75)
Avem
1) =1(r)
n=0

pentru orice ¢ > fy. Fie
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sd fie vectorul de noi infectii pe unitate de timp datorate generatiei n la mo-
mentul 7.

Lema 7.1. Functia h")(t) verificd
h(n+])(t) :/
0

K(t,x) = A(t) X(t,t —x).

1—1y

K(r,x)h"(r — x) dx,

cu nucleul pozitiv

Demonstratie. Reamintim cd matricea Z(r) este intotdeauna inversabild [15,
propozitia 2.26]. Prin derivarea relatiei Z(¢)Z(t)~' = .#, obtinem

L dzZ

. Z(r) L.

Deci, cu ecuatia (7.5), obtinem

& [z )] =z %
—Z@)"' D) 1" (1)

=7 " AO) I (1).

Z@) 1D () +Z2() T A T (1)

Integram Intre #( si ¢
Z)'1D () = [ Z(s) T A(s) 1Y) (s) ds.
Deci

100 (1) = [ 2(0)2(5) AW () ds = [ B(t,5)h (5)ds.

1o 1o
In sfarsit

W) = AW [ -0 -0

Elementele din afara diagonalei matricei —D(r) sunt toate pozitive. Prin ur-
mare, matricea X(¢,s) cu t > s este pozitivd (propozitia 2.5). Matricea K(z,x)
cu x > 0 este de asemenea pozitiva. O
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Exemple 2. Fie m > 1 un numir intreg. Fie A(¢,x), B(¢,x) si C(¢,x) pentru
t € R si x > 0 functii continue, T-periodice in raport cu ¢, cu valori in matrici
pitrate de ordinul m. Si presupunem ci B(z,x) este o matrice diagonald. Sa
presupunem in continuare cd pentru orice 1 < i, j <m,

Ai,j(t,x) >0, Bjﬁj(t,x) >0, C,g,j(t,x) < 0dacai+#j, (7.6)

cu pentru orice j,

ZC,-,J-(t,x) =0.

Fie
D(t,x) = B(t,x) + C(t,x).

S4 introducem functia matriceald X(z,s) astfel incét

Jx
vt >, 5 = —D(t,r —s5)X(¢,s), (1.7)
si X(s,s) = ., unde .# este matricea identitate de ordinul m. Se presupune
cd existd constante strict pozitive a, B si 7y astfel incit pentru orice r > s > 0
si toate x > 0,

A <, [Z(ts)] < ye PU), (1.8)

unde || - || este o normd matriceald. Fie I (¢,x) numirul de persoane de tipul k
(1 £ k < m)lamomentul ¢ care sunt infectate de la x unitéti de timp incoace.
Sé presupunem cd I = (Ij,...,I,) este o solutie a sistemului de ecuatii cu
derivate partiale

Jl  dl

Vx>0, Vi >0, E+$+D(z,x)1(t,x) =0, (7.9)

cu conditia initiald I (x) pentru x > 0 si conditia de margine
~+oo

V>0, I(z,0)= A(t,x)1(2,x) dx. (7.10)
0

Pentru simplificare, am luat fo = 0. Fie I”)(¢,x) populatia infectati de la x
unitdti de timp care apartine generatiei n la momentul 7. Ea este datd pentru
t > 0six >0 prin
1) (0,x) =Tp(x),
19(,0)=0,
o1 9100

e T (0)
o+ S = D)1, x)
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si pentru orice n > 0 prin

n+1 ( ) 0
n+1 ) / l x)d
al(n-H) aI (n+1)
o _ (n+1)
5 + o D(t,x)1 (t,x).

Cu aceste definitii,

= Z 1L

n=0
este intr-adevir o solutie a sistemului (7.9)-(7.10) cu conditia initiald Ip(x).
Fie
h<n)(l> (n+l)(t O)
Se poate demonstra, ca si in cazul primului exemplu, ca pentru orice n > 0,
RHD( / K(z,x) —x)dx

cu nucleul

K(t,x) = A(t,x) Z(¢,t — x). (7.11)

Sistemul (7.7) este un sistem diferential liniar si cooperant. Prin urmare, ma-
tricea X.(7,s) cut > s este pozitivd (propozitia 2.5). In ipotezele (7.6), matricea
K(z,x) este, de asemenea, pozitivi.

Dacd matricile A(t,x), B(#,x) si C(¢,x) nu depind de x (sé le notdm A(r),
B(7) si C(z)), atunci

() = /0 T ex) d

este o solutie a sistemului

o = (Al =D@)]1()

ca in exemplul 1. Intr-adevir, ca in observatia 3.15 din sectiunea 3.2,

dl te 1

+e 91 Fe
@i 8t( x)dx=— ./0 a(t,x)dx—D(t)/o I(¢,x) dx

=1(z,0) = D(¢)1(z) = A(¢)I(t) — D(¢) I(¢).
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Generalizare. Fie m > 1 un numar intreg. Daca w € R™ si M este o matrice
patrata de marimea m, fie

m m
Il = Yl M = s 3 M

IIM||; este norma matriciald subordonati normei vectoriale ||w/||;, deci

IMwl[ < [M][1][wl}-

Definitia 7.2. Fie & spatiul Banach al functiilor continue T-periodice din R
in R™ cu norma

HMw:&g%JWﬂHr:£ﬁgzywﬁ)

Urmadtoarea propozitie este analogd cu propozitia 6.3.

Propozitia 7.3. Fie K(¢,x) o matrice pdtratd de ordinul m cu coeficienti po-
Zitivi sau zero, care este o functie continud, T-periodicd in raport cu t. Sd
presupunem in continuare cd existd oo > 0 si B > 0 astfel incdt pentru orice t
six >0,

IK(2,x)[1 < e P~

Dacdv € &, atunci

oo T .
K(#,x)v(t —x)dx = / K(#,x) v(x)dx,
0 0
cu
Y K(t,t—x+4T) daci 0<x<t,
R >0
K(t,x) =
Y K(r,t —x+4T) daci r1<x<T.
>
Demonstratie.
+oo ¢
K( (e —x)dx= [ Klet=y)v()dy
0

/Ktt— dy+Z/ K(z,t —y)v(y)dy

q=>0"
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—/Ktt— dy+Z/ K(t,t —y+(g+1)T)v(y)dy

q=0
ot
=/ Y K(t,t—y+4T) | v(y)dy+ ZKtt—y+qT) v(y)dy
JO ’1>0 Jt g=1
T
- [ Rey)voay O

Propozitia 7.4. Aceleasi ipoteze ca in propozitia 7.3. Fie J operatorul
integral definit prin
o0
(V)(1) = K(t,x)v(r —x) dx (7.12)
0

pe spatiul P. Atunci K este un operator compact.

Demonstratie. Avem
K (2,2) v(t =) 1 < K@) v =)l < ace™ v

Deci continuitatea functiei ¢ — (J#v)() rezultd din teorema de continui-
tate prin convergentd dominatd [52, teorema 10.3.1]. Aceastd functie este
T-periodica. In plus,

GO < [ IR0 -0l < Sl

si

o
vl = s 1) Ol <

Operatorul #~ este deci marginit si

o
%w<*7
1]l B

unde ||.% || este norma operatorului in spatiul .’ (%?) al operatorilor liniari
delimitati pe &. Pentru orice v € & si 0 <t < T, avem

~

(H) 1) = /0 Rt v(x) d,

unde K(z,x) este ca in propunerea 7.3. Deoarece pentru orice (,x) € [0,T]2
si toate numerele Intregi g,

<|IK(t,t —x+qT)|| < aae U=+ e Pla= DT
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functia K(z, x) este continui pe ansamblul
{(r,0) € 10,T) % [0,T): 1 £ x}

si delimitati pe ansamblul [0, T] x [0, T]. Prin urmare, K(z,x) este un nucleu
,.slab singular” si operatorul integral % este compact [39, teorema 2.22]. [

Definitia 7.5. Cu aceleasi ipoteze ca in propozitia 7.3, notdm raza spectrald
a operatorului & Ry si o numim ,,reproductivitate”.

Propozitia 7.6. Aceleasi ipoteze ca in propozitia 7.3. Sd presupunem cd
A0 [t0; +oo[— R™ se verificd pentru orice numdr intreg n > 0 si orice t > &y

11
h(n+1)(t) — OK(t’x)h(") (t_x) dx. (713)
0

H<">(r) — Z h(">(r+qT)7 ge =

924z

{0 daci fp<t<T (7.14)

1 daca 0<1t<0

Sd extindem functia H(”)(‘L') prin periodicitate la toate valorile reale ale lui
T. Atunci, pentru orice n = 0, avem

HOH) = 7H™

Vectorul H<")(T) este vectorul numadrului de infectii pe unitate de timp
datorate generatiei n la momentul 7 modulo T, adica la sezonul 7.

Demonstratie. Sa presupunem mai inti 7o < T < T. Din (7.13) si (7.14)
rezultd cd

T+qT—1g
HO (1) = ¥ / K (7,%) h™ (7 + ¢T — x) dx.
g>07/0
Rearanjand suma dubla, se obtine
T—to+pT

H ) (1) = Z / Z K(7,x) A" (14T — x) dx
p=>07pPT

T+pT
+Z/ Y K(z,x)h" (t+qT —x)dx.
p207 0t PT g2 piy
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Cu schimbarea variabilelor y = x — pT si r = g — p, se ajunge la

-
HO+( Z/ Y K(z,y-+ pT) A" (c+ 1T — y)dy (7.15)
p=0 r=0

+Z/ Y K(t,y+pT) A" (T +rT—y)dy.  (1.16)
p=0 T

—10 r>1

in cazul integralelor (7.15), avem 0 <y < T—fpdecito < T—y < 7<T. in
integralele (7.16), distingem cazul T —#y <y < 7 (pentru care 0 < T —y < fp)
de cazul T <y < T (pentru care ) < T < T+ 7 —y < T). Cu definitia (7.14)
din H"(7), ajungem la

H( Z/ K(t,y+pT)H" (T —y)dy
p=0
T
+Y | K(ry+pD)H"(t—y)dy
p=07/7"10
+ Z/ K(t,y+ pT)H"(T+ 7 —y)dy.
p=0

Cu schimbarea variabilei ¢ = 7 —y, obtinem
H+D( / K(z,0)H" (6)do (7.17)

cu K(T, o) ca in propozitia 7.3. In cazul in care 0 < 7 < £, un calcul complet
analog conduce, de asemenea, la relatia (7.17). Si, deoarece H(">(T) a fost
extins prin periodicitate pentru T arbitrar, avem

. JrOO
/ K(t,0) (o)do = / K(7,x) H" (1 —x) dx. O
0

Propozitia 7.7. Aceleasi ipoteze ca in propozitia 7.3. Considerdm produsul
scalar pe spatiul &

m T
W) =% | wvia

Pentru orice v € P, fie

()(1) = O+W‘K(t+x,x)v(t+x)dx,
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unde ‘K(t,x) este matricea transpusd a K(t,x). Atunci
V(u,v) € P22, (Hu,v) = (u, ).
Operatorul JZ* este transpusa a operatorului #". Este, de asemenea, un
operator compact [24, §2.5.2.3] si raza sa spectrala este egald cu cea a opera-

torului 7.

Demonstratie. Cuu € &, propozitia 7.3 si teorema lui Fubini, obtinem

(Hu,v) = i/()T/()+m iKiﬂj(t,x)uj(t—x)dx v;i(t) dt

-y /T/TIZ,-LI-(t,x)uj(x)dx vilt)de

i=1j=170 J0
m m T T
- Z Z/o /0 K (2, x)vi(t)dt uj(x)dx.

Impirtim intervalul de integrare in doud pirti:

(A u,v) = ii//Kdtxv, (t)dt uj(x)dx

i=1j=

m . m T X
= / Z/ Kij(t,t —x+sT)vi(t)drt uj(x)dx
i=1j=170 3>1/0

1

i=1j

T
Z/ K j(t,t —x+sT)v;(t) dt uj(x)dx.

s=>07%

Schimbarea de variabild y = t — x + sT, periodicitatea lui K(¢,x) 1n raport cu
t siipotezav € & dau

(A ) = / [ Kty dy () d
11] ‘>1 —x+sT

m m —x+(s+1 )T

+ZZ/ Ki j(x+y,y)vi(x+y)dr uj(x)dx

i=1j=1 s>0Y
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m m T 4o
=) Z/ / Kij(x+y,y)vi(x+y)dy uj(x)dx
i=1,=170 J0

m T “+oo m
- Z/ / Y Kij(x4yy)vilx+y)dy uj(x)dx. O
=170 Jo i3

Se spune cd un operator este puternic pozitiv dacd oricérei functii v # 0 cu
v > 0, adici astfel incét v;(¢) > 0 pentru orice i si toate ¢, i asociazi o functie
ale cdrei componente sunt toate strict pozitive. Urmatorul corolar este analog
cu corolarul 6.4.

Corolarul 7.8. Aceleasi ipoteze ca in propozitia 7.6. Se presupune cd opera-
torul & este puternic pozitiv. Fie

oo
W= [ E@har= [T wha. 0
fo
Dacd functia h\0) (1) nu este identicd cu zero, atunci
1
7g(n+ ) — e95’().
g(n) e

Numirul g(n) este numdrul total de infectii datorate generatiei n.

Demonstratie. Sd folosim teorema Krein-Rutman (teorema 7.26). Raza spec-
trald a operatorului compact puternic pozitiv ¢~ este o valoare proprie simpla
cu o functie proprie vectoriald u(7) cu componente strict pozitive. Aceastd
valoare proprie domind toate celelalte valori proprii. Astfel, existd o con-
stanti ¢ > 0 astfel incat [|H™ (-)/(%o)" — cu(-)|Jo — 0 cAnd n — 4-o0. Prin
urmare,

g(n)  Jo IH"( ||df
(o) : (%’0 / =)l
sig(n+1)/g(n) — Zo. O

7.2 Sisteme diferentiale

Propozitia 7.9. Fie m > 1. Fie A(t), B(¢) si C(¢) matrici ca in exemplul 1
din sectiunea 7.1. Fie D(t) = B(¢t) + C(¢).

o Sd presupunem A # 0. Atunci w(t) este o functie proprie a operatorului
de transpunere X * asociat cu valoarea proprie A dacd si numai dacd
w(t) este o solutie periodicd T neidentice cu zero a sistemului

g (‘D(t) - [A/l(’)) w(r). (7.19)
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* Sd presupunem A = 0. Dacd w(t) este o functie proprie a operatorului
* asociat valorii proprii A, atunci ‘*A(t)w(t) = 0 pentru orice .

Demonstratie. Fie w(t) o functie proprie a operatorului .2 asociatd cu va-
loarea proprie A. In conformitate cu propozitia 7.7, avem

/0+w K(t +x,x) w(t +x)dx = Aw(t)

K(t,x) = A(t) L(t,t —x)

prin lema 7.1. Prin urmare,
—+oo
/ (7 +x,1) At +x) it +x) dx = Aw(7).
0

Sa derivdm aceastd ecuatie:

+oo 9 ) t
/0 3 [‘E(t +x,0) At +x)| w(t +x)dx

ey t ’ dw
+/ Bt 5,0 A+ W (r+x)dr =2
0

Sd integrdm prin parti cea de-a doua integrala:

+ 9 ) ¢
/0 r [Z(H-x,t) A(t—l—x)} w(t+x)dx
_ /0+00 % [t +x,1) At +x)] w(t +x)dx

t t teo o dw
+ [ Z(t+x,1) A(t+x)w(r+x)}0 =1 e

Conform formulei (7.3), £(t +x,t) = Z(t +x)Z(t)~'. Astfel, (¢ +x,t) — 0
cand x — oo si

./OM (i [t +x,1)] - % [T(H—x,tﬂ) 'At+x)w(t +x)dx
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Acum

%Z(H—x,t) Z(t+x)Z(0) ' = Z(t+x)Z2(t) 2 (1) Z(r) !

~D(t+x)Z(t +x)Z(t) "' + Z(t +x)Z(t) "' D(z)

—D(t +x)X(t +x,¢) + (¢t +x,t) D(2),
)"
(

iE(t+x7t) Z/(t+x)Z(t)"!

” —D(t+x)Z(t+x)Z(1) " = =D(t +x) Z(t +x,1).
Deci ] ,
Ez@ +x,1) — $Z(t+x,t) =X(t+x,t)D(¢r)
| ‘D) /O T 1) A ) w(t 1) dx — A () :A%V.
Astfel,
AD(O)w() = A)w(r) = A%V.

Invers, dacd w(t) este o solutie periodicd T a sistemului (7.19) si dacd
A # 0, atunci

VseR, A [—lew—i-tD( yw(s )] ="A(s)w(s).
S3 inmultim in partea stinga cu "X (s,):
t dw t t t
Al Z(s,t)d——i— 2(s,2) ' D(s)w(s)| = "Z(s,7) '‘A(s)w(s).
s
Sd ludm 1n considerare ecuatia (7.2):
d t t t
A% [—'2(s,0)w(s)] = E(s,1) 'A(s)w(s).
Integrand intre # si +-oo,
+
A5 (s0wis)] _ / % (s,1) ' A(s)w(s) ds
t

+
:/ T(t+x,0) At +x)w(t +x)dx. O
0
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Urmatoarea propozitie leaga solutia fundamentald a unui sistem de cea a
adjunctului sau [65, p. 127].

Propozitia 7.10. Fie P: R — R™"™ o functie continud. Fie X(t) si Y(t)
solutiile sistemelor matriciale

dX ay
= =P)X — =
T =POX(0,

cu conditiile X(0) = . 5i Y(0) = .¥. Atunci

X(1) = ['Y(@)] "

—P(1)Y (1), (7.20)

pentru oricet € R.
Demonstratie. Si presupunem Z(r) = X(¢)'Y(¢). Atunci

dZ  dX, [dy

Pl Y(r) +X(r) [dt}
=P(1)X ()Y (1) = X(1) 'Y (1)P(r)
=P(t)Z(t) — Z(t) P(¢).

Functia Z(¢) este deci o solutie a acestei ecuatii diferentiale si Z(0) = .#.
Aceastd problema are o solutie unicd, si .# este o solutie evidentd. Prin ur-
mare, Z(t) = . pentru orice € R. O

Propozitia 7.11. Aceleasi ipoteze ca in 7.9. Fie M(t) = A(t) — D(¢t). Pentru
orice A > 0, fie ®(1; 1) solutia sistemului periodic matricial
dX
X [a)/2 - DOX() (721)
cu conditia initiald X(0) = .#. Fie r(A) raza spectrald a matricei ®(T;1).
Atunci

* functia A — r(A) este descrescdtoare pentru A > 0;

* dacd Hy > 0 si matricea M(0) este ireductibild, atunci %y este solutia
unicd a ecuatiei r(A) =1cu A > 0.

Demonstratie. Fie

M, (t) = A(t)/A —D(z).
Coeficientii din afara diagonalei matricei M, () sunt pozitivi. Conform propo-
zitiei 2.5 aplicatd fiecdruia dintre vectorii unitari (0,...,0,1,0,...,0) ca o
conditie initiald, matricea ®(r; 1) are coeficienti pozitivi pentru orice ¢ > .
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Sd presupunem cd 0 < A; < A,. Fie v € R\ {0} solutia sistemului
Fie X, (¢) solutia sistemului (7.21) cu A = A; si conditia initiala X;(0) = v.
in mod similar, fie X»(t) solutia sistemului vectorial (7.21) cu A = 4, si
conditia initiald v. Pentru orice t > g, X;(¢) = ®(t;41)v € (R4)" si X, (r) =
®(t;A2)v € (R,)™. n plus, putem spune ci

X,
— =M, (1) X
” () X2

si X1 (0) = X,(0). Prin corolarul 2.6, X, (¢) > X,(¢) pentru orice ¢ > 0. Daca
aplicam acest lucru la vectorii unitari, obtinem inegalitatea intre matrici pozi-
tive

—— =My, (1) X1 =My, (1) X,

Vi >ty, D(t;41) = DP(t;42).

In particular, ®(T; 4;) > ®(T; A2). Astfel r(A;) > r(A2) din propozitia 3.21.

S& presupunem cd % > 0 si matricea M(0) sunt ireductibile. Prin teo-
rema Krein-Rutman slabi (teorema 7.27), existd o functie w € & cuw # 0
si w(t) > 0 pentru orice 7 € R astfel incat #*w = Zow. In conformitate cu
propozitia 7.9, functia w(t) verifica

dw _ <‘D(t) — KA/I(I)) w(t) (7.22)

dt

pentru orice t € R cu A = %,. Fie ¥(t; A) solutia matriceald a acestui sistem
cu conditia initiala .# pand lar = 0. Atunci

p(¥(T: %)) =1

in conformitate cu propozitia 7.25. Dar acest sistem este adjunctul sistemului
(7.21) cu A = %,. Deci

(T %) = ["W(T;:%0)] !
(propozitia 7.10) si

1 1
%) = p(P(T; %)) = p("U(T: %))  p(P(T;: %)) :

Pentru a ardta ci %) este solutia unici a ecuatiei r(1) = 1, sd rationdm
prin absurd. S& presupunem 0 < A; < Ay si (A1) = r(A2) = 1. Deoarece
functia A — r(A) este descrescitoare, avem r(A) = 1 pentru orice A € [4; ; A2].
Prin urmare,

VAE A A, p(E(TA)) =1/p(®(T;A)) = 1/r(A) = 1.
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Deoarece matricea M(0) este ireductibild, Propozitia 7.25 aratd ci existd
XA 1 R — R™ o solutie T-periodici neidentice zero a sistemului (7.22) cu
X®*)(¢) > 0 pentru orice 7 € R. Cu propozitia 7.9, deducem ci X*)(z) este
o functie proprie a operatorului #* asociat valorii proprii A, aceasta pentru
orice A € [A;; A2]. Acest lucru este imposibil deoarece setul de valori proprii
ale operatorului compact .#* este finit sau numarabil [18, teorema VI.8]. [

Observatia 7.12. Aceastd propozitie oferda o metoda practicd de calcul al
reproductivitatii Zy. Este suficient si se utilizeze un software precum Sci-
lab pentru a calcula r(A) si o metodd dihotomicd pentru a rezolva ecuatia

r(A)=1.
Corolarul 7.13. Aceleasi ipoteze cu o matrice ireductibild M(0).
A > Ry dacd si numai dacd r(L) < 1;
A =%y dacd si numai dacd r(A) = 1;
A < %o dacd si numai dacd r(L) > 1.
In particular,
Ho < 1 dacd si numai dacd r(1) < 1;
o = 1 dacd si numai dacd r(1) =1 ;

Ry > 1 dacd si numai dacd r(1) > 1.

Caz special. Fie a(r) si b(r) functii scalare strict pozitive T - periodice.
Luati n considerare modelul

dl
— =la(t) —b(t)|I(t

o =laln) ~ b)),
unde a(¢)I(z) este din nou numirul de noi infectii pe unitate de timp, cu
conditia initiald I(fp). Acesta este doar un caz special al exemplului 1 din
sectiunea anterioard. Avem

t

K(t,x) = a(t) exp (- /,

—X

b(s) ds) . (7.23)

Propozitia 7.14. Dacd m = 1 si nucleul K(t,x) este dat de formula (7.23),
atunci valorile proprii ale operatorului £ sunt

a

_7’ GZ’
b+2nin/T
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unde

_ 1T - 1T
a_T/o a(s)ds, b—f/o b(s)ds.

Raza spectrald este
Ro=alb. (7.24)

Functiile proprii ale operatorului ™ asociate cu raza spectrald % sunt
proportionale cu

ity =exp (= ['lats)/ 80 - b5} ).

Demonstratie. Fie w(r) o functie proprie a operatorului .#™* asociatd cu va-
loarea proprie A. Conform propozitiei 7.9, A # 0, pentru ci altfel am avea
a(t)w(t) = 0 pentru orice ¢, ceea ce ar implica w(f) = 0 pentru orice ¢, deoa-
rece se presupune cé functia a(t) este strict pozitivd. Mai mult,

%V = (b(t) — a/({)> w(t).

w(t) = w(0) exp ( /0 la(s) /A — b(s)]ds) .

Deci

Aceasti functie este T-periodicd dacd si numai dacd w(0) = w(T), adicd daca

| /0 Ya(s)/A — b(s)|ds = 2nix

cun € Z. Astfel,

a
l = - . -
b+2nin/T
Deoarece modulul acestei valori proprii este
a

b2+ (2nm/T)?

raza spectrald corespunde la n = 0. O

Observatia 7.15. Valorile proprii sunt toate n planul complex pe cercul de
diametru OM, unde O este originea si M are coordonatele (%,0), cu %, dat
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de formula (7.24) (fig. 7.1). Intr-adevir, daci | - | reprezintd modulul unui
numdr complex, atunci

a a
b+2nin/T 2b

2ab—a(b+2nin/T) ‘ a

_al|b=2nin/T| _a
2b(b+2nim/T) B

b2nin/T| 25

" 2b

Valorile proprii formeaza o secventd care tinde spre 0, asa cum se ntAdmpld
adesea in cazul operatorilor compacti [18, teorema VI.8]. Pragul epidemic
(%o > 1) depinde in acest caz doar de valorile medii ale functiilor a(¢) si
b(t).

Figura 7.1: Valorile proprii ale operatorului .#* in planul complex.

Propozitia 7.16. Aceleasi ipoteze. Functiile proprii ale operatorului & aso-
ciate cu raza spectrald %o sunt proportionale cu

u(t) = alt) exp ( /O las) /%0 — b(s)]ds) .

Demonstratie. Sa derivim ecuatia pentru o valoare proprie diferitd de zero

A,
a(r) /O+wexp (— /tl b(s) ds) u(t—x)dx=2Au(t).

—X
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Se obtine
+oo ; :
2 (1) = d (1) / e Hoxb)s (1 — ) dx
0
oo t
Jra(t)/ e I PO (1 — x) dx
0
oo t
+alr) / e Heb S [y — x) — b(e)] u(t — x) dx
0

Sa integrdm prin parti al doilea termen al celui de-al doilea membru:

+oo .
PN /0 b(t —x) e~ PO (1 — x)dx

—al(t) {e*fﬁxb(s)ds u(t — x)} Zm

+al(r) /-04-00 e Jixbls)ds bt —x)—b(t)] u(t —x)dx

_ 20 u(t) — u a(t)u
= S0 MU0 b hule) +a(tyutr)
Aceastd ecuatie se mai scrie
u'(t) dt) a(r)
a0~ e PO

care se integreaza 1n

u(t) =calt) exp < /Otb(s)ds+ % /Ota(s) ds) , (7.25)

unde ¢ este o constantd. Functia u(r) astfel obtinutd este T-periodicad daci
u(0) = u(T), ceea ce da

A =a/ (b+2nix/T). 0

Propozitia 7.17. Dacd m = 1 si dacd 1) (t) este solutia sistemului (7.4)-
(7.5), atunci pentru oricen > 0 sit > 1,
t n
/ a(s)ds) I(to).
fo

1) (1) = exp (— /totb(S) ds) ,:! (
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Demonstratie. Avem

d1

10(0) =1(0), =~ (1) = =bO 1),
10 (1) = 0, ‘”Zf %0 = a1 () — b 1+ ).

Prin urmare, formula propunerii este adevdratd pentru n = 0. Prin recurenta,
sd presupunem ca este adevirat la rangul n. Am vézut Tn demonstratia lemei

7.1ca . .
11 () — /to exp ( / b(u) du) a(s) 1) (s) ds.

Ajungem la o integrala care poate fi calculata in mod explicit:

1D (1) = exp (_ tolb(u) du) /tota(s) (/msa(u)du>" ds %

— exp <_ totb(u)du) (/tola(u)du>n+1 (nliiol))!.

Observatia 7.18. Teoria operatorilor pozitivi si propozitia 7.6 implica faptul
ca
T
HO (1) w(t) dt
H(n)(f) ~ (%O)n jO i ( ) ( )
n—ytoo Jo u(t)w(t)dt

unde functia proprie u este datd de propozitia 7.16, iar functia proprie w de
propozitia 7.14. Dar, din moment ce

10(1) = exp (— /to tb(S) dS> I(10),

se poate verifica cu usurintd cd

u(t) (7.26)

HO (1) = (2 8,) () 1(t0),
unde 3,0 este extensia periodicd T a misurii Dirac din r = #y. Astfel,
T T ~
| wORO @ = [0 w08, (1) dt 10) = Fowlto) )
0 0
in concluzie, formula (7.26) arata ca

H® Tt a(t) exp (ftg[a(f)/ﬁo —b(t)] dt)
(v), ~ (o) T

I(to) ,
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ceea ce implica

J a(z) exp ( fila(e) /%0~ b(r) dr ) dz
~ n+1 0
8n),, 31 ()" e

Acest ultim rezultat asimptotic poate fi verificat in exemple numerice: este
suficient si folosim formula pentru 1) (1) din propozitia anterioara si si ne
amintim cd

I(t)) . (7.27)

g(n) = /t a1 (1) dr.

0

7.3 Rata de crestere

Propozitia 7.19. Aceleasi ipoteze ca in propozitia 7.3. Pentru orice £ > —f3,
considerdm operatorul liniar mdrginit ¢ pe spatiul & definit prin

(Hw)(0) = /0 K (1) vlt — x) di.

Fie p(¢) raza spectrald a acestui operator. Sd presupunem cd existd Ly > —f3
astfel incdat p(€y) > 1. Atunci existd un numdr unic A > —f astfel incat

p(A)=1.

Numim acest numir Arata de crestere.

Demonstratie. Casiin propozitia 7.4, putem ardta cd operatorul .%; este com-

pact si cd
a

B+

Monotonie a aplicatiei s — p(¢). Componentele nucleului matricei ker-
nel K(#,x) sunt pozitive sau zero, deci operatorul .#; este de asemenea pozi-
tiv: dacd v; > 0 pentru orice i, care observam ci este v > 0, atunci J#v > 0.
in plus, 1 < ¢ implicd faptul cd J#;, > J#;,. Monotonicitatea razei spectrale
pentru operatori pozitivi si compacti arati ci aplicatia £ — p(£) este descres-
cdtoare [79, propozitia 3].

770 < (7.28)

Continuitatea functiei £ — p(¢£). Aplicatia £ — #; de la | — f3,+o0[ la
Z () este continud, deoarece

teo
|5~ ol < max [ e e Kt 1 dx
0

0<t<T

oo ,
< Oc/ le* —e e Prax —s 0.
0 0 —r
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Raza spectrala este continud pe spatiul operatorilor liniari compacti [26]. Prin
urmare, aplicatia £ — p ({) este continud

Existenta lui A. Inegalitatea (7.28) aratd ci || #}]|cc — O cind £ — +oo.
Deoarece p(¢) < ||-#7]| [24, §2.3.3], avem si p(¢) — 0 cand s — +oo. Con-
tinuitatea din ¢ — p(¢) si ipoteza p({p) > 1 implica faptul ci existd A > £y
astfel incat p(1) = 1.

Log-convexitatea functiei £ — p (). S& presupunem —f < £1 < £ si

C=rl1+(1-71)t,
cu0 < r < 1. Am dori sd aratam

p(E)<p(tr) p(t)'".

Datorita continuitdtii razei spectrale pe spatiul operatorilor liniari compacti si
considerand operatorul asociat nucleului modificat

KE(1,x) = Ky j(t,x) +ee P,
este suficient sd se demonstreze log-convexitatea cu ipoteza suplimentard ca
#; este puternic pozitivi. Conform teoremei Krein-Rutman, existd functii

proprii strict pozitive v(!)(r) si v(?)(r) asociate valorilor proprii p(£;) si p(£2)
ale operatorilor %5, si J,. Fie

wi) =] [P

Conform versiunii discrete a inegalitdtii lui Holder [52, corolarul 8.3.17] cu
p=1/rsig=1/(1-r),

(i) = [ L e K wilr —2) d
J
= /O+m;{ {e_é”‘KiJ(t,x) vﬁ-l)(tfx)}r

1—r
X [e_ézx K; (t,x) vg_z) (¢ —x)} }dx,
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()it < /0 +°° [Zel|xK,~7 SV —x)]

J
1—r
X lZe_ézx K; j(t,x) VE-Z) (t— x)] dx.
J

Conform versiunii continue a inegalittii lui Holder [18, teorema IV.6],

r

(Jw);(t) < {/;w [Zezl)‘Kl}j(ﬂx) vgl)(t —x)] dx}
J

1—-r
[ Tremoida)”

Astfel,

(Hw)itr) < o0V 0] [P 0] =p(e) p(e2) i),

In concluzie, teorema 2.4 din [27] (limita superioari Collatz si Wielandt) im-
plicd faptul cd p(£) < p (1) p (€)' "

Unicitatea lui A. S# presupunem ci existd A; < A, astfel incat p(4;) =
p(A2) = 1. Deoarece aplicatia £ — p(¢) este descrescitoare si (log-)convexa,
avem p(¢) = 1 pentru orice £ > ;. Acest lucru contrazice faptul ci p(¢) — 0
cind ¢ — oo, Prin urmare, existd un singur A > —f3 astfel incat p(1) =
1. O

Corolarul 7.20. Aceleasi ipoteze. Presupunem existenta lui %y = p(0).
Atunci

A > 0 dacd si numai dacd %y > 1,
A = 0dacd si numai dacd %y = 1,
A < 0dacd si numai dacd %o < 1.

Demonstratie. Am vizut in demonstratia propozitiei 7.19 ca aplicatia £ —
p(£) este fie strict descrescitoare pe intervalul | — B ; 4o, fie strict descres-
citoare pe un interval | — fB; Ap[ cu p(¢) = 0 pentru orice £ > Ag. Acum
p(A) =1si %y = p(0). Rezulti corolarul. O
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Observatia 7.21. Dacd m = 1 si nucleul K(z,x) este dat de formula (7.23),
atunci pornind de la ecuatia

teo
/ e M K(t,x)v(t—x)dx=v(t),
0
aratam, ca in demonstratia propozitiei 7.16, ca
V(t) _ ca(t) —At—[§b(s)ds+ [y als)

Aceastd functie este pozitiva si T-periodicd dacd si numai dacd ¢ > 0 si

T
T/ dt—— b(t)dt. (7.29)

7.4 O functie monotona

S3 ludm exemplul 2 din sectiunea 7.1. Fie 'A(z, x), 'B(z,x) si 'K(z,x) matricile
transpuse ale matricelor A(z,x), B(z,x) si K(z,x).

Propozitia 7.22. Existd o solutie unicd tripletd (A,v,w) a problemelor duble
de valori proprii

aav(t x)+ 8x(t x)+Av(t,x)+B(t,x)v(t,x) =0, Vt,Vx>0, (7.30)

~+oo
W(t,0) = / At %) v(1,x) dx (7.31)
0
T 4o
v(t+T,x) =v(t,x), v(t,x) =0, Z/o /0 vi(t,x)dxdt =1,

_ ?Tv:(t,x) - (Tv:(t,x) +Aw(t,x)+'B(t,x) w(t,x) = "At,x) w(t,0)
(1.32)

~+oo
w(t+T,x) =w(t,x), w(t,x) >0, Z/ vi(t,x)wi(t,x)dx=1.
~Jo

Demonstratie. Se noteazd .£v = Av ecuatia (7.30) si £*w = A w ecuatia
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(7.32). O integrare prin parti da

_/ /*“’ ’?;: 8: tB(t,x)w>dxdt—/OT[(v(t,x),w(t,x)>r:+wdt

x=0

« w w T
_/ /+ 7(98t 8x tB(t,x)w>dxdt+/0 <V(t,0),w([70)>d[
*/ /+m ,aav: a: 'B(t,x)w)dx dt
+/0 /+w<A(f7X)V(I,X),w(t,0)>dx dr
T 00 w w
:/0 /0+ <V7%+3x B(t,x)w(t,x) + 'At,x)w(t,0)) dx dt
T fp+4oo i
:/0 /0 <V7$ W>dxdl.

Ecuatiile (7.30)—(7.31), pe de o parte, si (7.32), pe de alta parte, se reduc la
probleme duale de valori proprii

—+oo
v(1,0) = / e 2 K (1, x) v(t — x,0)dx ,
0
teo
w(t,0) :/ e M K (t +x,x) w(t +x,0) dx
0
ale céror proprietiti rezultd din propozitia 7.19 si din teorema Krein-Rutman.
O

Urmadtoarea propozitie este analogul in timp continuu al propozitiei 6.20.

Propozitia 7.23. Fie F: R — R o functie convexd. Sd presupunem cd 1(t,x)
este o solutie a sistemului (7.9)—(7.10). Fie

Z/W txvltx)F<I(t 3)e )M)dx. (7.33)

vi(t,x

Atunci % < 0 pentru orice t > 0.

Demonstratie. Fie

Aw‘(l‘,x) VJ'(I,)C) Ij(t,x) C_M

i j(t,x) = a0 0;(t,x) = (7.34)
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Vom arata ca

d/_zl:w,zowtO{ (/ Z“w%dx) / ZH” e }

+Z/ w;B ijVj {F F(¢i)+(¢i_¢j)F/(¢i)}dxa (735)

unde, pentru simplificare, nu repetim ci functiile depind de (¢, x). Intr-adevir,
derivata functiei (7.33) este

+°°{ |:8W, (9vl‘:| (Iie_}”’>
oy —ar
ot Vi
Le ™\ [dL I dvi] e M
+wiv F 1) - dx.
Vi ot vi 9t | v

Inlocuind 91;/91, dv;/dt si dw;/dt prin (7.9), (7.30) si (7.32), se obtine pen-
tru d.% /dt expresia

Introducéind notatia ¢; din (7.34), grupand termenii care contin derivate in
raport cu x pe de o parte si termenii care contin B; ; pe de altd parte, si schim-
band indicii i si j in sumele care contin B ; si A ;, obtinem

iF ¥ s
I :—Zi:/o E[WiViF(q)i)]dx_ZWi(tao) A A jviF(¢;)dx

“FZ/ w;B i,jVj {F ‘P/ (Pz (‘pi_(pj)F/((bi)}dx'
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Integrand prima integrald, obtinem

d.F -
;:Zwi(t,O)Vi(hO){ (9:(1,0)) / ZJ: j,j Fle x}

+Z/ wiBijv; {F(6;) —F(9:) + (¢ — 6,)F (¢0) } dx .

Aceasta conduce la relatia (7.35) dacd luam in considerare conditia de mar-
gine (7.10), care aratd ca

/+°°Z i i(t,x)v(t,x) 1;(t,x)e
Vl Z, 0 V, t, 0 ;

vi(t,x)

—At

¢i(ta 0)

Sd ne Intoarcem la demonstratie. Inegalitatea lui Jensen [19, p. 301],

folosind céa
~+oo
[ (T ax=1,
0 j

si versiunea sa discreta aratad ca

e teo (X Mij9; .
F <‘/0 ;,url,] (P,dx) S A F ():ju,j ) (;.ul,j> dx
< [T umsE0)
X i,J j)ax
0 & J )

Asadar, prima linie din relatie (7.35) este negativd. A doua linie este de ase-
menea negativa deoarece termenul cu i = j se anuleazd si deoarece pentru
i # j, convexitatea lui F implica faptul ca expresia din interiorul parantezelor
este pozitivd in timp ce B; ; <0, w; > 0 si v; > 0. Prin urmare dt Z<0. O

Propozitia 7.24. Fie I(t,x) solutia lui (7.9)-(7.10) cu conditia initiald 1(0, x).

Fie N
c= Z/ T1(0,x) we (0, x) dx.
r 70

Atunci N
Z/ ’Ik(t,x) e M fcvk(t,x)‘ wilt,x)dx — 0. (1.36)
z /0 t—>o0

Demonstratie. S& observam cd

I (t,x) — cve(,x) e
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este o solutie a ecuatiilor liniare (7.9)—(7.10). Aplicand propozitia 7.23 la
aceastd solutie cu functia convexd F(x) = |x|, obtinem ci .% (¢), partea stinga
a (7.36), scade it cu timpul ¢ si astfel converge la o limitd ¢. Faptul cd £/ =0
se demonstreaza cu argumente similare celor din [50, p. 1259]. 0

7.5 Anexa: sisteme cooperative periodice

Propozitia 7.25. Fie m > 2 un numdr intreg, M : R — R™ "™ o functie conti-
nud T-periodicd astfel incat
Vi# j,VteR, M;;(t) >0.

Sd presupunem cd matricea M(0) este ireductibild. Urmdtoarele doud con-
ditii sunt echivalente:
(i) existd X : R — R™ o solutie periodicd T neidentice zero a sistemului

ax

ar

cu X(t) = 0 pentru orice t € R;

M(1)X

(ii) solutia matriceald ®(t) a aceluiasi sistem cu conditia initiald $(0) = &
verificd
p(B(T)) = 1.

Demonstratie. Deoarece matricea M(0) este ireductibild, toate componentele
matricei ®@(¢) sunt strict pozitive pentru orice ¢ > 0 (propozitia 2.8).
S& presupunem (i). Deoarece X(0) = X(T), avem

®(T)X(T) = &(T)X(0) = X(T).

Acum X(T) > 01 X(T) # 0. Prin urmare, X(T) este un vector propriu pozitiv
al matricei ®(T), care este ireductibild. Propozitia 3.20 aratd cd valoarea
proprie corespunzdtoare, si anume 1, este raza spectrala.

Sa presupunem (ii). Avand 1n vedere teorema Perron-Frobenius, existd un
vector v cu componente strict pozitive astfel incat ®(T)v = p(P(T))v=v. Si
presupunem X(¢) = ®(¢)v. Componentele din X(¢) sunt strict pozitive pentru
orice r > 0. In plus,

dX do
= V= MOy =MOX ()

In concluzie, X(r) este T-periodici. O
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7.6 Anexa: teorema Krein-Rutman

Pentru demonstrarea urmatoarelor doud teoreme, vezi [25, p. 221].

Teorema 7.26. (teorema Krein-Rutman). Fie X un spatiu Banach real. Fie
C C X un subansamblu inchis, cu interiorul C # &, astfel incat

(i 0ecC;

(i) VueC,WweC Vo >0,VB >0, au+BveC;

(iii) ueCsi—ucC=u=0;

(iv) X=C-C.

Fie o € £(X) un operator compact si puternic pozitiv:

Yue C\{0}, #ueC.

Atunci raza spectrald p(J£") este o valoare proprie simpld a & si existd un
vector propriu asociat in C. Toate celelalte valori proprii sunt strict mai mici
in modul decat p( ).

Teorema 7.27. (teorema Krein-Rutman, versiunea slabd). Fie X un spatiu
Banach real. Fie C C X un subansamblu inchis care satisface conditiile
(i), (ii), (iii) si (iv) din teorema anterioard. Fie € £ (X) un operator
compact astfel incat p(J¢) > 0. Atunci existd u € C astfel incat u # 0 si
Hu=p(H )\
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O boala cu transmitere prin vectori biologici, cu
caracter sezonier

Leishmanioza cutanatd este o boald transmisd de insecte (mustele
de nisip). In acest capitol, este dezvoltat un model matematic
care ia in considerare caracterul sezonier al populatiei de vec-
tori si distributia perioadei de incubatie la om. Parametrii sunt
adaptati la datele din provincia Chichaoua din Maroc. Nume-
ric, gasim %y ~ 1,9. Modelul sugereazd cd epidemia s-ar opri
dacd populatia de vectori ar fi impdrtitd cu (%o)%. In acest stu-
diu a fost propusd o generalizare a definitiei reproductivitdtii %
pentru mediile periodice.

8.1 O epidemie de leishmanioza in Maroc

Leishmanioza este un complex de boli transmise prin vectori si cauzate de
protozoarele din genul Leishmania. Parazitul se transmite la om prin intepatu-
rile mustelor de nisip femele. Boala este endemicd in multe parti din Africa,
America de Sud, America Centrald, Europa de Sud, Asia si Orientul Mij-
lociu. Leishmanioza are patru forme principale din punct de vedere eco-
epidemiologic, in functie de faptul cd leishmanioza este viscerald sau cutanatd
si dacd transmiterea este zoonotici sau antroponotici. In formele antropono-
tice, oamenii sunt singura sursad de infectie pentru vectorii de muste de nisip.
In ciclurile de transmitere zoonotic, animalele sunt rezervoare care mentin si
rispandesc parazitii. In fiecare an, la nivel mondial, se inregistreazi aproxi-
mativ 500.000 cazuri noi de leishmanioza viscerald si intre 1 si 1,5 milioane
de cazuri de leishmaniozd cutanatd. Leishmanioza viscerald este fatald daca
nu este tratatd. Leishmanioza cutanata se vindecd, de obicei, de la sine, dar
poate ldsa cicatrici desfigurante.
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Conform Ministerului marocan al Sanatétii Publice [51], leishmanioza cu-
tanatd antroponotica cauzatd de Leishmania tropica a fost o boald emergenta
in provincia Chichaoua la inceputul anilor 2000: 1.877 de cazuri au fost ra-
portate oficial intre inceputul anului 2000 si sfarsitul anului 2004. Figura 8.1
aratd evolutia lunard a numdrului de cazuri raportate Tn orasul Imintanoute,
care a reprezentat aproximativ 80 % din cazurile din provincie, intre Incepu-
tul anului 2001 si sfarsitul anului 2004. Cateva cazuri (43 in total) au fost
observate in 2000, dar raportul lunar detaliat nu este disponibil.

180

160
140
1204

Figura 8.1: Numadrul lunar de cazuri raportate de leishmanioza cutanatd in Iminta-
noute in provincia Chichaoua, Maroc, intre 2001 si 2004 [curbd in trepte]. Evolutia
populatiei de Phlebotomus sergenti, conform lui Souad Guernaoui [cercuri mici, scald
nesemnificatival.

Un studiu de teren a aridtat cd mustele de nisip din specia Phlebotomus
sergenti au fost responsabile de transmitere si cd transmiterea a fost antro-
ponotica: nu a fost detectat niciun rezervor animal, cum ar fi cinii, pentru
acest focar special. Figura 8.1 prezintd, de asemenea, estimarile populatiei
de Phlebotomus sergenti obtinute cu capcane o datd sau de doud ori pe luna,
din iunie 2002 pand in decembrie 2003. Populatia de vectori scade la zero
intre decembrie si mai. Acest lucru se datoreazd ciclului de viatd special al
mustelor de nisip din aceastd regiune: in aceste luni, doar ouile si larvele
supravietuiesc ascunse in sol. Cand temperatura creste la inceputul fiecarei
veri, larvele se metamorfozeaza in adulti zburatori. Metamorfoza se opreste
la revenirea sezonului rece.

Obiectivul acestui capitol este de a dezvolta un model matematic al acestei
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epidemii, de a estima unii parametri ai ciclului de transmitere si de a estima
reproductivitatea %, care masoara efortul necesar pentru a opri epidemia.
Acest studiu particular a condus la o noud definitie a reproductivititii % intr-
un mediu periodic, ca fiind raza spectrald a unui operator integral (definitia
7. 5) si la formula explicitd in cazul special al propozitiei 7.14.

In ceea ce priveste modelul, sunt subliniate doui aspecte. in primul rnd,
existd fluctuatii sezoniere puternice in populatia de vectori; cele mai simple
modele se obtin presupunind ca populatia de vectori este periodica, cu o pe-
rioadd egald cu un an. in al doilea rand, exista o intarziere de cateva luni Intre
infectie, care are loc vara sau toamna, cand populatia de vectori este diferitd
de zero, si debutul cazurilor simptomatice, care este la cel mai inalt nivel iarna
si primédvara (fig. 8.1).

Sectiunea 8.2 prezintd sistemul de ecuatii diferentiale utilizat pentru a mo-
dela epidemia. Sectiunea 8.3 analizeazd modelul, in special stabilitatea starii
fard infectie. Sectiunea 8.4 prezintd o simulare cu parametri ajustati la datele
epidemice din orasul Imintanoute. La final, se estimeazd reproductivitatea
K pentru aceasti epidemie particulara.

8.2 Model

Notam prin:
* s(¢): numirul de muste de nisip susceptibile la momentul 7;
* i(¢): numdrul de muste de nisip infectate;
* S(¢): numérul de oameni susceptibili;

* I(z,x): oameni infectati la momentul #, structurati in functie de timpul
x scurs de la infectare;

* R(#): numdrul de oameni care sunt imuni.

Pentru a simplifica modelul, nu se ia n considerare perioada de timp in care
oamenii sau vectorii sunt infectati, dar nu sunt incd infectiosi. Grupul ,,imun”
de oameni contine atit persoane ale céror leziuni au aparut recent si au fost
acoperite de tesut, cat si persoane ale caror leziuni s-au vindecat si care sunt
imune. Cazurile raportate sunt cele care intrd in compartiment R. Se pre-
supune ca leziunile sunt acoperite imediat ce apar; aceasta este, evident, o
simplificare a situatiei reale. Numarul total de oameni infectati este

1) = /O ) dx.
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Notdm prin
o N =S(#) +1(r) + R(¢): populatia uman total;
* p(t) = s(¢) +i(¢): populatia totald de muste de nisip;
* A(t): rata de aparitie a mustelor de nisip;
e : mortalitatea mustelor de nisip;
* o: frecventa muscdturilor de muste de nisip;
* b(x): rata de progres de la infectie la imunitate la om;
* 7¥: rata de pierdere a imunitatii;

* g: probabilitatea de transmitere a leishmaniozei de la o musca de nisip
la un om printr-o intepatura;

* g: probabilitatea de transmitere a leishmaniozei de la un om la o musca
de nisip Tn momentul unei intepaturi.

Modelul constd in urmatoarele ecuatii:

B st a0
=AW a5 - a5 .1
di_ e 1)

& agsto) " i), 52)
as 1 S(1)

= = —aqi(n) 7 + TR, 83)

S dl dl

1.0 =agi) >, 560+ 500 =bIe, 64
dR Foe

— = b(x)I(t,x)dx —yR(t), (8.5)
dt 0

cu conditiile initiale 5(0), i(0), S(0), I(0,x) si R(0). Tinem cont c&
plt) = s(0) + (1

verifica

dp _
P — A~ plt) (86)

si cd N = S(7) +1(r) + R(¢) riméne constanti. Dacd y(x) este distributia de
probabilitate a timpului scurs de la infectie pand la aparitia simptomelor la
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om si daci o (x) este probabilitatea de a nu dezvolta simptome in x unititi de
timp dupd infectie, atunci

o) =1~ [“wordy=exp (- ["b0)ay). ®7)

Astfel, .
_ yix
blx) = 1— s w(y)dy’

8.3 Analiza

Sé presupunem ci A(t) este o functie periodicé cu perioada T. Atunci siste-
mul (8.1)—(8.5) are o solutie periodica firi boald, datd de s(t) = p(z), i(+) =0,
S(#) =NsiI(t) =R(¢) =0, unde p(¢) este singura solutie periodici a ecuatiei
(8.6). Stabilitatea sa este studiatd prin liniarizarea sistemului. Se obtine

o = eap(t) ki), (8.8)
ol o1
I(£,0) = aqi(t), E(t,x) + a(t,x) =—-b(x)I(t,x). (8.9)

Acest sistem include atat o ecuatie diferentiald liniard, cat si o ecuatie cu
derivate partiale liniard. Pentru simetrie, sd introducem functia i(¢,x), unde x
este timpul scurs de la infectarea mustelor de nisip. Fie

Iz, x) = (i(t,x), 1(2,x)).
Scriind = in loc de ~ pentru sistemul liniarizat, avem

aJ aJ —u 0
ch(t’x)+8x(t’x):< 0 —b(x) )J(tvx)

o %) +oo
J(t,O)z( N )/0 3(t,x) dx.

Astfel,

L0 SO
3(1,0) = /0 ( B . 3t —x,0)dx

+oo 0 % e~ Fiib(y)dy
J(O,x—1t)dx.
+~/t ( oge M 0 B x=s)dx
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Sd presupunem cd
h(t) =J(z,0).

Aceasta este o functie vectoriald ale cdrei componente reprezintd numarul de
noi infectii pe unitate de timp, adica incidenta. Atunci ecuatia de mai sus este
o ecuatie de reinnoire, de forma

h(t) = /0 "K(tx) ht —x)dx+ ho (1), (8.10)

unde K(z,x) este T-periodicd in 7 si ko (z) este o functie datd. S notdm faptul
ci coeficientul K; ;(#,x) din randul i si coloana j din matricea K(z,x) este
numdrul asteptat de indivizi de tip i (vectorii sunt de tip 1, oamenii sunt de
tip 2) pe care un individ infectat de tip j 1i va infecta intr-o unitate de timp, la
momentul ¢, dacd a fost infectat la momentul ¢ — x.

Fie &2 ansamblul functiilor continue T-periodice cu valori in R2. Am
vazut in Capitolul 7 cd

h(t) ~eMv(t), t— +oo,

unde A este un numdr real si v € & este o functie nenegativa, nu identic zero,
astfel Tncét

v(t) = /0 7 e (1) v{t — x) dix. @.11)

Mai precis, existd un singur numir real A pentru care putem gisi un astfel de
element al lui & care este pozitiv si care nu este identic zero.
Fie %, raza spectrald a operatorului liniar ", care asociaza lui v € &

functia
~+oo

(JEv)(t) = A K(#,x) v(t — x) dx,

care se afld, de asemenea, in 4. Conform teoremei Krein-Rutman, existi
u € &, cu componente strict pozitive, astfel incat

/()+°°K(t,x)u(t—x)dxz%ou(t). (8.12)

In plus, %, are proprietitile unui prag epidemic: A > 0 daci %y > 1, iar
A <0dacd %y < 1.

Daci functia p(¢) este o constanti p, atunci K(z,x) nu depinde de r. in
acest caz, se considerd functia u(z) constantd egald cu un vector propriu pozi-

tiv al matricei pozitive
~+oo
K(x)dx,
0
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care este matricea urmatoarei generatii. Vedem ca % este raza spectrali a
acestei matrice. Mai precis, obtinem formula

a’qq _p [T
Ry = X — o(x)dx, 8.13
0 \/ N u Jo (x) (8.13)

in care apare produsul dintre numarul mediu de oameni infectati de o muscd
de nisip infectati (otg/p) si numirul mediu de muste de nisip infectate de un

om infectat,
agp /* =
— o(x)d
0| owas

Daci functia p(¢) nu este constantd, ci T-periodica, sd ludm u = (uy,up).
Atunci problema valorilor proprii (8.12) se scrie

%/MG( Yup(t —x)dx = Rou (1)

+o0
Ocq/ B uy (t —x) dx = Rouy(1).

Sa introducem a doua ecuatie Tn prima. Observam cd, daci r este astfel Incat
sd existe o functie T-periodicd u (¢), pozitiva si neidentic-zero, care verificd

o0 o0
p(t)/ G(x)/ e Mu(t —x—y)dydx=rou (1), (8.14)
0 0
atunci
=
Fo = “1\;” X ro. (8.15)

Formula (8.15) generalizeaza formula clasicd (8.13) pentru bolile vectoriale
cu o populatie periodicd de vectori. De notat faptul ca ry este o functie com-
plicati de p(r), o(x) si . In mod clar, ry este o functie descrescitoare in p.
Dac4, in plus, p(¢) este nlocuit cu € p(t), atunci rg devine € ry. Astfel, conclu-
zia clasicd potrivit cdreia o boald vectoriald poate fi eradicata dacd populatia
de vectori este divizibild prin (%)?, care este valabili a priori numai pentru o
populatie constantd de vectori, raimane adevarata si dacd populatia de vectori
este periodici, cu conditia s se utilizeze definitia % de mai sus.

Pentru a evita confuzia, mentiondm faptul cd unii autori noteazd % ceea
ce aici ar fi (%)>.
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8.4 Simulare si estimare a reproductivitatii

Dorim si estimdm parametrii modelului. Populatia totald a orasului Iminta-
noute este de aproximativ 5.000 locuitori. Cu toate acestea, unele parti ale
orasului sunt mai afectate decat altele, deoarece mustele de nisip preferd lo-
curile 1n care 1si pot depune oudle, de exemplu, 1angd gropile de gunoi. Existd
un singur grup omogen in modelul nostru. O modalitate de abordare a acestei
probleme este de a considera faptul ca populatia susceptibild initiald N este
necunoscutd, dar cu constrangerea N < 5.000, si trebuie determinatd atunci
cand se potriveste curba epidemica pe date.

Speranta de viatd 1/u a unui adult este de aproximativ 10 zile. Prin ur-
mare, se alege (1 = 3 pe luna.

Datele din figura 8.1 arati fluctuatiile sezoniere ale populatiei de vectori
la o constantd multiplicativd intre iunie 2002 si decembrie 2003. Populatia
periodicd a modelului nostru se bazeaza pe datele din perioada ianuarie —
decembrie 2003. Populatia de vectori intre iunie si decembrie 2002 nu a fost,
bineinteles, strict aceeasi cu cea dintre iunie si decembrie 2003, deoarece, de
exemplu, temperatura medie lunara poate fi fost usor diferitd de la un an la
altul. Sa notdm cu ppyax numarul maxim de muste de nisip intr-un an si sa
presupunem ca

sy =D Ay =20 gy = S0 = 1O

Pmax Pmax Pmax Pmax

S presupunem ci rata de aparitie lunard a mustei de nisip A(¢) este o functie
in scard, cu ldtimea diviziunii egala cu timpul dintre doud observatii ale popu-
latiei de muste de nisip. Indltimile salturilor sunt usor de ajustat astfel Incat
p(tr) dat de

dp - _

=AM - pp) (8.16)
coincide cu datele (fig. 8.2a si 8.2b). Mai precis, dacd 6; < 6| sunt doud
momente de observare succesive, atunci

s eXp(H Okr1) P(Okr1) —exp(u 6k) p(6k)
A =Ae= exp(i O11) — exp(1t 6)

pe intervalul ]6;; 6;11[. Aceastd alegere se dovedeste a fi compatibild cu
datele, deoarece am gdasit

(8.17)

A>0
pe fiecare interval, cu exceptia, bineinteles, a ultimului interval de la sfarsitul

sezonului de transmitere, pentru care am luat p(6) > 0 si p(6+1) = 0 si
pentru care am luat A(z) = 0.
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Figura 8.2: (a): rata de aparitie a mustelor de nisip A(t). (b): populatia de muste de
nisip j(¢). Curba este calculati cu ajutorul ecuatiei (8.16).

Sa presupunem cd la ¢ = 0, sd zicem la inceputul anului 2000, un om im-
portd infectia in populatia susceptibild. In acel moment, populatia de vec-
tori este zero. Conditia initiald este: s(0) = 0, i(0) =0, S(0) = N —1,
I(0,x) = Oy (masa Dirac in x = 0) si R(0) = 0.

Pentru a determina b(x), se presupune ci distributia de probabilitate y(x)
a timpului dintre infectie si simptome la om este o distributie Gamma:

y(x) =a"x"" e 4 /T(v). (8.18)

Pentru calculele numerice, sd remarcdm faptul cd pentru x — +-oo,

I 7 CO N Cu
blx) = - [swdy ~ w(x) x

Se considera sistemul (8.1)—(8.5). Se Impart primele doua ecuatii cu ppx-
Se obtine

s L.« I(z)

o= A - us() - ag st (8.19)
di . I@) -

E—aqs(f)w wir), (8.20)

(8.21)
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Figura 8.3: Numadrul lunar de cazuri noi de leishmanioza cutanatua calculate cu aju-
torul modelului [linia punctatd] si numérul de cazuri raportate [functia scard]. De
asemenea, este prezentatd si populatia de muste de nisip [in bold, scald arbitrard].

si

as - S(1)
a —(qumaxl(t)?—F}’R(t), (8.22)
1(#,0) = g pmax i(t) % ) (8.23)
dl dl
E(l‘,x) + a(l,x) = _b(.x) I(l,x) 5 (824)
dR oo
— = b(x)I(t,x)dx—yYR(t). (8.25)
dt 0

Astfel, din moment ce A(t) si 4 sunt cunoscute, singurii parametri necu-
noscuti sunt: N, produsul & g, produsul & g pmax, ¥ si cei doi parametri a si v,
care definesc b(x). Reamintim ci, pentru distributia Gamma, Vv /a reprezintd
media si /V/a abaterea standard.

Sistemul (8.19)—(8.25) a fost simulat cu diferite valori ale parametrilor. Se
observa o potrivire destul de bund a numdrului de cazuri raportate in fiecare
luni intre ianuarie 2001 si decembrie 2004, adicd a datelor din figura 8.1, cu
N=2800, xg=1,1 pelund, &t g pmax = 16.230 pe lund, 1/y=1,2an,v/a=6
lund si v/v/a = 1,5 luni (fig. 8.3).

Folosind aceste valori ale parametrilor, se poate calcula numeric repro-
ductivitatea %, definitd in sectiunea anterioard. In primul rand, pentru a
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simplifica ecuatia (8.14), folosim schimbarea de variabild 6 = x+y pentru a
obtine

p(r) ./0.+°°0'(x) e"”/x+me7”9 ui(t—0)dodx=rou ().

Integram prin pdrti si observdm ca termenul integrat dispare. Ajungem la

~+oo
p(t)/o g(xX)ur(t —x)dx =rou;(t), (8.26)
unde .
g(x) = e_“"/ e o(y)dy. (8.27)
0

Deoarece u (t) este T-periodicd, observim ci
o0
[ stwut—xax= [ g-6)u(0)a
0
—/gt— uy (1 — )de+2/ g(t+(n+1)T—0)u;(6)do
n=

:/0 3t — 9)u1(6)d6+/ 2 —0+T)ui(0)d6,
t
unde am notat N
= Z g(x+nT). (8.28)
n=0
Deci, problema valorilor proprii (8.26) este echivalentd cu problema

t){/otg(’9)”1(9)d9+/[Tg(f9+T)”1(9)d9}roul(t), (8.29)

care poate fi usor de aproximat, deoarece contine doar valorile lui u; (¢) pe
intervalul [0; T]. Intr-adevir, fie # un numir intreg suficient de mare. Fie
ti=({—1)T/ni=1,...,nsifie py raza spectrald a problemei valorilor proprii
matriciale

T i—1
_tl)n{zg_(ti DU+ Y8l —1,+T)U } poUi,  (830)
J=1

J i

care este de forma .#Z U = pyU, unde .# este o matrice de ordinul n cu
coeficienti pozitivi sau zero si U = (Uy,...,U,). Luind in considerare relatia
(8.15) dintre % si ry, concluziondm ci

\/(OCZ]\) X (aCIpmax) X ﬁO/Nna—Jr)«f%O'
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Tabela 8.1: Estimarea reproductivititii % in functie de numérul n de puncte de dis-
cretizare ale intervalului [0; T], care reprezinté un an.

n 25 50 100 200 400
o 190 193 194 194 1,94

Rezultatele sunt prezentate in tabelul 8.1.
In practicd, calculdm termenii din (8.30) dupd cum urmeaza:

* Pentru populatia normalizatd de vectori p(#;), ecuatia dp/dt = A(t) —
wp(t) si ipoteza ci A(t) este o functie scari datd de formula (8.17)
implicd faptul cd

p(t) = e MO [5(0) — Ar/u] + Ae/p
daci 6y < 1; < 641. Reamintim cd p(r) este prezentat in figura 8.2(b).

* Pentru functia g(x), trunchiem suma (8.28), pastrand doar primii doi
termeni. Daca se iau mai mult de doi termeni in suma, nu se schimba
niciunul dintre numerele din tabelul 8.1. Pentru functia g(x), care este
folositd pentru a calcula g(x), folosim ecuatiile (8.7) si (8.27), apoi o
integrare prin pdrti, pentru a obtine forma mai convenabild

<) = [e“x [ervmarst -t [Ty dy] m

* Raza spectrald py este calculatd cu ajutorul unui software precum Sci-
lab.

In cele din urma, se pare ci % ~ 1,94 (si zicem 1,9). Epidemia ar putea
fi opritd daci populatia de vectori ar fi redusi de un factor (%)% ~ 3,8. S-a
verificat numeric faptul ca o simulare a sistemului (8.19)—(8.25) de ecuatii cu
derivate partiale cu produsul & g pmax Tmpartit 1a 3,7 conduce 1n continuare la
o epidemie, in timp ce nu va exista epidemie dacd acest produs este impdrtit
lIa 3,9. Daci, 1n loc sd se foloseascd metoda oarecum complicatd din aceastd
sectiune, s-ar fi folosit o formula aproximativa (8.13) cu simbolul p inlocuit
cu media lui p(¢), s-ar fi obtinut %) ~ 2,8, ceea ce ar fi supraestimat efortul
necesar pentru a opri epidemia.

In prezent, nu existd niciun medicament profilactic sau vaccin care si
poatd fi utilizat pentru a preveni leishmanioza. Locurile de aparitie a mustelor
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de nisip sunt in general necunoscute. Eforturile de control care se concen-
treazd doar asupra stadiilor incipiente nu sunt, in general, fezabile. Prin ur-
mare, controlul leishmaniozei se bazeazd pe masuri de reducere a densititii
mustelor de nisip. O astfel de reducere poate fi obtinutd prin utilizarea de
insecticide.
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Aproximarea reproductivitatii

Obiectivul principal al acestui capitol este de a obtine o formuld
aproximativd in doi termeni pentru reproductivitatea %o a unei
boli transmise prin vectori a cdrei populatie de vectori suferd
mici fluctuatii sezoniere, de forma p(t) = po(1+ € cos(t — ¢))
cu |e] < 1. Primul termen este similar cu cel obtinut in ca-
zul unei populatii constante p, dar cu p inlocuit cu media pg
a populatiei de vectori. Corectia relativd maximd datoratd ce-
lui de-al doilea termen este €216 si tinde intotdeauna sd scadd
Ho. Reproductivitatea X este raza spectrald a unui operator
integral. Compardm patru metode numerice pentru calculul lui
R, folosind ca exemplu un model pentru epidemia de chikungu-
nya din Insula Réunion in 2005-2006. Formulele aproximative
si metodele numerice pot fi utilizate pentru multe alte modele
epidemiologice care iau in considerare sezonalitatea.

9.1 O epidemie de chikungunya in Réunion

Din martie 2005, o epidemie de chikungunya a afectat pentru prima data in-
sula Réunion din Oceanul Indian. Dupé un varf initial de peste 400 de cazuri
noi pe saptamana in mai 2005, epidemia a incetinit (fig. 9.1a) datorita iernii
sudice mai reci si mai putin ploioase (fig. 9.1b), care este mai putin favora-
bild proliferdrii Aedes albopictus, tantarul care transmite virusul chikungunya
la om. Trebuie remarcat faptul ca insula Réunion se afla in emisfera sudica.
Aedes albopictus a fost, de asemenea, responsabil pentru o micd epidemie
de denga care a durat din aprilie pand in iulie 2004, adica pand la inceputul
iernii australe [56]. Acest lucru i-a determinat probabil pe epidemiologi sd
creadd cd scenariul epidemiei de denga se va repeta cu chikungunya si cd o
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campanie de control la scard mica a tantarilor si o cautare activa a cazurilor ar
fi suficiente pentru a opri epidemia Tnainte de sfarsitul iernii. Nu a fost cazul.
Dupad ce a atins un minim de mai putin de 100 de cazuri noi pe saptdmana in
septembrie 2005, epidemia de chikungunya a Tnceput sd creascd din nou si a
atins un varf de 40.000 de cazuri noi pe sdptdmana in februarie 2006. Pana
atunci, epidemia a devenit un subiect de controversa stiintifica si politica. De
ce nu reusisera epidemiologii sd prezicd epidemia? De ce Ministerul Sanatatii
nu a lansat o campanie de control al vectorilor la scard largd suficient de de-
vreme? Pand 1n iulie 2006, mai mult de 260.000 de persoane au contractat
boala de la inceputul epidemiei, adica aproximativ o treime din populatia in-
sulei. Aproximativ 200 de certificate de deces au indicat chikungunya ca fiind
una dintre cauzele decesului. In plus, epidemia a avut un efect semnificativ
asupra economiei insulei, n special asupra turismului. Efectul combinat al
iernii si al controlului vectorilor a redus numarul de cazuri noi pe siaptdmand
la mai putin de 1.000 pana 1n iulie 2006.

O intrebare importantd era dacd epidemia ar putea trece din nou prin iarna
si sd provoace un nou varf major in vara urmatoare. Dupa cum s-a discutat
in capitolele anterioare, epidemiologii sunt interesati de un parametru asociat
cu epidemia, reproductivitatea %, adesea definitd ca fiind numérul mediu
de cazuri secundare cauzate de un prim caz la inceputul epidemiei. Dacd
Ho > 1, atunci epidemia este in crestere. Daca %y < 1, atunci se opreste.
Ca si In lucrarea lui Ronald Ross despre malarie [10, capitolul 14], formula
pentru %y in cazul bolilor transmise prin vectori este

a’qqp

%0: b‘U,N y

©.1)

unde o este frecventa cu care vectorii inteapd, ¢ si ¢ sunt probabilititile de
transmitere per Intepdturd de la vector la om si de la om la vector, p este
populatia de vectori, N este populatia umand, 1/b este durata medie a infectiei
la om, iar 1/ este speranta de viati a vectorilor adulti.

In special, aceasti formuli arati ci %, este proportional cu \/p- Dacd un
sistem de supraveghere ar fi fost capabil sd urmareasca densitatea vectorilor
nainte si in timpul epidemiei si dacd ar fi fost cunoscutd valoarea numerica a
lui %y, atunci s-ar fi putut prezice ci epidemia ar fi incetat daci o interventie
impotriva vectorilor ar fi impirtit densitatea acestora cu (%)?. Dar, intruct
niciun sistem de supraveghere nu monitoriza atunci densitatea de Aedes albo-
pictus in Réunion, metoda descrisd mai sus nu a putut functiona. Prin urmare,
parea imposibil sd se raspundd Tn mod rezonabil la intrebarea dacd epidemia
de chikungunya va traversa din nou iarna.
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Figura 9.1: (a) Numarul estimat de cazuri noi pe sdptamana, reprezentat pe doud scari
diferite. Pe axa verticald din stdnga, puteti vedea clar curba epidemica pentru anul
2005. Pe axa verticala din dreapta, putem vedea cum a evoluat in 2006. Datele sunt
de la Institut de veille sanitaire. (b) Temperaturile maxime si minime in grade Celsius
[curbele de sus si din mijloc, axa din stinga] si precipitatiile in milimetri pe lund
[curba de jos, axa din dreapta] in orasul Sainte-Marie din Réunion. Datele sunt de la

Météo France.
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In acest capitol, ne concentrdm asupra pirtii mai teoretice a problemei,
si anume estimarea reproductivitatii %Zy. Un aspect frapant al epidemiei de
chikungunya este caracterul sezonier al acesteia. Formula (9.1) presupune
cd populatia de vectori p este constantd pe tot parcursul anului. Apar mai
multe intrebéri: cum se defineste % atunci cind se ia in considerare sezo-
nalitatea, de exemplu daca presupunem cé vectorul populatie este o functie
p(t) periodicd in timp? Cum se calculeazd %,? Existd cazuri speciale in care
se poate obtine o formuld simpld similard cu 9.1? Evident, aceste ntrebari
nu sunt specifice chikungunya. Acestea apar, de exemplu, in timpul aparitiei
altor boli transmise prin vectori si, Tn general, pentru probleme de dinamicd a
populatiei influentate de sezonalitate in epidemiologie, ecologie, demografie,
imunologie, genetica populatiilor...

Capitolele anterioare au Inceput sa raspunda la unele dintre aceste intre-
béri. Acestea contin o definitie a lui %, intr-un mediu periodic ca fiind raza
spectrald a unui operator integral liniar pe un spatiu de functii periodice. De
asemenea, a fost propus un algoritm de calcul al lui %, bazat pe discretiza-
rea operatorului integral. Acest algoritm a fost utilizat pentru a estima % in
timpul unui focar de leishmanioza cutanata in Maroc, pentru care fluctuatiile
populatiei de vectori erau cunoscute cu exactitate din studiile de teren.

Acest nou capitol este organizat dupd cum urmeazi. In sectiunea 9.2,
reamintim definitia lui %) si aritam, de asemenea, pentru o anumita clasi de
modele ,ciclice”, cd problema integrald a valorilor proprii in dimensiune m se
reduce la o problemi unidimensionali. in partea principald a capitolului, ne
concentrdm pe cazul special in care nucleul problemei reduse este de forma

K(r,x) = f(t) 8(x),

unde f(¢) este o functie periodicd. Acest caz include deja multe modele de
boli transmise prin vectori si boli transmise direct.

In sectiunea 9.3, sunt prezentate patru metode numerice pentru calculul
o in probleme de valori proprii integrale unidimensionale. Prima metoda
este cea prezentatd deja in sectiunea 8.4: este o discretizare simpld a ope-
ratorului integral. Cea de-a doua metoda utilizeaza seriile Fourier. Ambele
metode functioneazi pentru o functie generald g(x) si pentru o functie pe-
riodicd f (). A treia metodd se referii doar la cazul special in care f(¢) =
1 4 ecos(wr — ¢); ea combind seriile Fourier cu o metodd de perturbatii
pentru € mic. Cea de-a patra metoda functioneaza pentru sisteme liniare de
ecuatii diferentiale ordinare cu coeficienti periodici.

In sectiunea 9.4, luim in considerare bolile transmise prin vectori si pre-
supunem ca populatia de vectori este datd de

p(t) = po[l+ecos(wt—@)] . 9.2)
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Folosind mai Intdi un model simplu pentru malarie si rezultatele din sectiunea
9.3.3, aratdm cd, cu aceleasi notatii ca si pentru formula (9.1), reproductivita-
tea este astfel Incat

a*qqpo by €
AUy - L. LUy [ R S :
& buN ( o>+ (b+p)? 4 ©3)

unde € este mic. Aceastd formuld generalizeazd formula (9.1). Primul termen
este similar cu cel obtinut in cazul unei populatii constante p de vectori, dar
cu p Inlocuit cu populatia medie de vectori pg. Corectia relativd maxima da-
toratd celui de-al doilea termen este £2/16 si tinde intotdeauna si scadi .
Apoi, ne Intoarcem la epidemia de chikungunya, folosind un model putin mai
complicat. Forma simplificatd (9.2) pentru vectorul populatie nu pare prea
nerezonabila dacd ne uitam la curbele de temperaturd si de precipitatii din
Réunion (fig. 9.1b): ambele au un singur maxim in fiecare an, in jurul lunii
februarie. Dupd estimarea parametrilor acestui model, vom compara cele pa-
tru metode numerice din sectiunea 9.3 pentru calcularea reproductivitétii Z.
Cu toate acestea, valoarea numerica a lui %, obtinutd in acest mod pentru
epidemia de chikungunya nu trebuie luata prea in serios, avind in vedere cd
valorile parametrilor nu sunt cunoscute cu precizie si faptul ca ipoteza (9.2)
este prea simplificatd. Acest lucru poate fi vazut ca un exercitiu de testare a
diferitelor metode numerice, ca o sursd de inspiratie pentru dezvoltarea teo-
riei, sau ca o primd Incercare de modelare in asteptarea unor studii de teren
privind fluctuatiile populatiei de Aedes albopictus.

Ultima sectiune discutd aplicabilitatea metodei din sectiunea 9.3.3 pentru
a obtine formule aproximative pentru %, in contextul altor modele mate-
matice de boli infectioase cu coeficienti periodici, In special pentru modelul
S-I-R cu o ratd de contact periodica si o perioada de infectie fixd, precum si
pentru modelul S-E-I-R cu o rata de contact periodici si perioade de latentd
si infectiozitate distribuite exponential.

9.2 Reamintire a definitiei reproductivitatii

Pentru orice ¢ € R si x > 0, fie K(¢,x) o matrice de ordinul m cu coeficienti
pozitivi sau zero. Sd presupunem ci K(z,x) este o functie periodici de ¢, cu
perioada T pentru orice x > 0.

Ideea din spatele functiei K(z, x) este aceea a unui model epidemiologic cu
m compartimente infectate (I;,I,...,1,), care pot fi infectioase sau latente.
Coeficientul K; ;(¢,x) din rAndul i si coloana j reprezintd valoarea asteptati a
numadrului de indivizi din compartimentul I; pe care un individ din compar-
timentul I; il genereazd” la inceputul unei epidemii pe unitate de timp, la
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momentul ¢, dacd a fost Tn compartimentul I; pentru x unititi de timp. Ipoteza
de periodicitate din K(¢,x) reprezintd un mediu periodic.
Considerdm operatorul integral liniar .2~ definit de
o0
(JEV)(t) = K(z,x) v(t —x)dx 9.4)
0

pe spatiul functiilor continue T-periodice cu valori in R™. Cu ipotezele de
periodicitate pentru K(¢,x) si v(¢), formula (9.4) se poate scrie

(v)) = /OTIA((Z‘,S) v(s)ds

unde
+o0
Y K(t,t—s+kT) (s<t),
K(t,5) =4 A2
Y K(t,t —s+kT) (s>1)
k=1

(propozitia 7.3). Operatorul %~ este ,,operatorul de generatie urmatoare”,
iar K(¢,x) este nucleul asociat. Fie % raza spectrald a lui .#". Operatorul
J este pozitiv. In anumite ipoteze tehnice (a se vedea capitolul 7), teorema
Krein-Rutman aratd cd % este o valoare proprie a lui %" si ca existd o functie
proprie pozitiva u asociatd cu Zy:

TRt ) ult — x) dx = Bour). ©.5)

in restul acestui capitol, considerdam modele ,,ciclice” care au urmdtoa-
rea formd particulard: toate elementele K; ;(¢,x) ale nucleului sunt zero, cu
exceptia Ky ,(#,x) si Kj j(t,x) pentru 1 < j < m—1. Aceasta include in
special cazul general unidimensional m = 1 cu un nucleu arbitrar K(¢,x). Sa
presupunem cd

u(t) = (ur(1),...,un(r)).
Problema integrald a valorilor proprii (9.5) se scrie

o o0
Kin(t, %) um(t —x)dx = FHou (t),

0

+oo
KJ'Jr]_’j(trx)uj(t*x)dx:%Ouj+](t), 1<j<m—1.



140

Inlocuim succesiv ecuatiacu j =m—1, j=m—2, ... j=11n prima ecuatie:

—+oo —+oo
/ A Kim(t,21) Kipn—1(t —x1,%2) - Ko 1 (£ —x1 — - — Xpn—1,Xm)
up(t—xy— - —xp)dxy - -dxy = (%o)" ui(1).

Sd mentiondm o proprietate importantd: dacd un element diferit de zero
K; j(t,x) este multiplicat cu o anumitd constantd, atunci (%)™ este multi-
plicat si el cu aceeasi constanti. Schimbarea variabilei (x; = x1,...,%,—1] =
Xm—1,X =X] + -+ xp) conduce la

Foo

A K(t,x)ui (t —x)dx = (%o)" u (¢), 9.6)

unde K(7, x) este integrala hipersuprafetei
IZ(t,x) = GmKLm(t,xl)Km,m_l(t—xhxz)---Kzﬁl(t—xl Ce =X, X ) dOT
si

o ={(x1,...,xm) ER™" X1+ +xn=x,x1 20,...,x, = 0}.

Astfel, am redus problema integrald cu valori proprii (9.5), care este m-
dimensionald, la o problemd unidimensionald (9.6).

In restul acestui capitol, cu exceptia sectiunii 9.3.4, considerdm cazul spe-
cial in care

Kin(t,x) = f(t)gm(x), Kjpp(t,x)=g;x), 1<j<m—1. 9.7

Ecuatia (9.6) devine

o0
1) [ g0y e —x)dx = (@80 1), 9.8)

unde X
g(x) = / gl(xl)"'gm(xm)dc;’gn- 9.9
oy
Dacd m = 1, nucleul se reduce la K(r,x) = f(¢) g1 (x), astfel incat g(x) =
g1(x). Daci
gi(x) =aje ", 1< j<m, 9.10)
putem ardta (vezi anexd 9.6) din relatia (9.9) ca

m eflajx

_ . 9.11
J;Hk#(bk*bj) G4

g(x) =ay---ap
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Aceasta formula, similard formulei lui Bateman din fizica nucleard, raméne
valabild pentru m = 1, cu conventia obisnuita cd produsul peste un set gol este
egal cu 1.

9.3 Metode numerice pentru calcularea reproductivitatii

9.3.1 Discretizarea problemei integrale a valorilor proprii

Aceastd metoda constd 1n discretizarea problemei integrale a valorilor proprii
(9.8). Ea este prezentatd in sectiunea 8.4, asa cd o amintim doar pe scurt. Fie

n un numdr intreg suficient de mare si fie ty = (k—1)T/n, k= 1,2,...,n. Fie
~+oo

gx) =Y g(x+kT). 9.12)
k=0

Fie r[(J”) raza spectralii a matricei problemei cu valori proprii

T k—1 B n B
Fo) | X 8 —1) U+ Y gl —1;+T)U; | = AU, 913)
J=1 j=k
unde (U;) este un vector propriu. Este de asteptat ca r(()") — (%)™ atunci cand
(n)

n — +oo. Calculul numeric din ron poate fi efectuat cu ajutorul programului
gratuit Scilab. Dacd g;(x) =a; e b pentru orice 1 < j < m, dinrelatia (9.11)
rezultd cd

efbjx

2(x) = ay - ap , . (9.14)
g(x) a---a ]; (l_efb/T) Hi;éj(bi_bj)

9.3.2 Serii Fourier: cazul general periodic

Sé presupunem cd @ = 27/ T. Se considerd descompunerea Fourier a functiei
periodice f(z):

: 1 /T ,
f0) =Y ", fi= —/ f)e Mo gy, (9.15)
keZ TJo
unde 7Z este multimea numerelor intregi si i = —1. Coeficientii f; sunt nu-

mere complexe, cum ar fi f_; = f; (exponentul * reprezintd aici numdrul
complex conjugat). Cautdm o solutie reald a ecuatiei (9.8) de forma

ur(t) =Y cpeh®. (9.16)
keZ
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Coeficientii ¢; sunt, de asemenea, numere complexe, astfel incat c_; = c;:.
nlocuim expresiile (9.15) si (9.16) in ecuatia (9.8):

(Z fkekiwr> (Z g;kckekiwt> _ (%O)m Z ckekiwt7 (9.]7)
keZ keZ keZ

unde .
Sk = / g(x)e Mo gy (9.18)
0
Din definitia (9.9) rezultd cd
oo . .
= ( g1(x)e ko dx> < g kiox dx) . 9.19)
0
Daci gi(x) = a; e 2> pentru orice 1 < k < m, atunci
8k = o 9.20)

(b +k1(u) e (bm +kimw)

pentru orice k € Z. Ecuatia (9.17) poate fi scrisa astfel

Z (Z fkfjg'\j Cj) k1a)t %O Z Ckekm)t

keZ \jEZ kEZ

Aceasta egalitate este adevidratd dacd si numai daca

Y fij8ici= (%) e 9.21)
JEZL

pentru orice k € Z. De mentionat cd f; — 0 si g; — 0 cdnd j — =£oo. Dacd

ré") este raza spectrald a matricei patrate trunchiate (fi—;g;j)—n<, j<n» atunci

(n)

ne asteptdm ca ry ' — (Zo)" cand n — +oo.

9.3.3 Serii Fourier: cazul sinusoidal

Sd presupunem ca
f(@t)=1+¢cos(wt—9), (9.22)

unde 0 < € < 110 < ¢ <27 Aceasta se numeste o functie ,,sinusoidala”.

Pentru problema valorilor proprii (9.8), observam cd o deplasare in timp a lui
f(t) nu modifici %,. Intr-adevir, daci (%)™ este raza spectrali asociati lui
f(t) cu functia proprie v;(¢), atunci (%)™ este raza spectrald asociatd si lui
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f(t) = f(t — 1), cu functia proprie ¥ (t) = v (t — 7). Pentru calculul lui %,
putem sd presupunem si cd ¢ = 0, astfel Incat

f(t) _ 1+§eimz + gefiwt'
Evident, avem fy = 1, fi = f_1 = § si fy = O pentru |k| > 1. Sistemul (9.21)
devine

R . R
5 8k=1Ck-1 +8kck+ 5 8kt1 it = (%0)" ck (9.23)

pentru orice k € Z. Deoarece functia g(x) este cu valori reale, coeficientul g
dat de definitia (9.18) verificd g_; = g;. De aici rezultd cd ecuatia (9.23) cu
c_x 1n al doilea membru este pur si simplu conjugatul complex al ecuatiei
(9.23) cu ¢ in al doilea membru. Prin urmare, putem lasa deoparte ecuatiile
(9.23) pentru k < 0. Reamintim ¢d c_; = ¢ si §_1 = g}. Problema valorilor
proprii (9.23) cu k € Z se reduce la

{ $gici 4+ gc +  S&ia = (%)"co,

S8 + ma + 5@ = (Zo)"cr, (k=1).
(9.24)

Functia proprie v (¢) poate fi normalizati astfel incit ¢y = 1. Acest lucru este

posibil deoarece functia v (¢) este strict pozitiva, astfel incat

1 T
C():T/O vi(t)dt > 0.

Sa cautam o solutie a sistemului (9.24) de forma

:ijgj, Ck:ch,j8j7 (9.25)

>0 j=0

care ne asteptdm sa fie valabild cel putin pentru € mic. Deoarece ¢g = 1, si
notdm cd co o = 1 si cp ; = O pentru orice j > 1. Introducem expresiile (9.25)
in prima ecuatie a sistemului (9.24) si separam puterile lui €/. Se obtine
8o = po si

/\

gy
71 €1j-1 +y 2
pentru orice j > 1. in mod similar, introducand expresiile (9.25) in a doua

ecuatie a sistemului (9.24), obtinem gy Ck0 = Po Ck,0 pentru orice k > 1 si

Clj 1=pj (9.26)

~

J
~ 8k+1
Ck—1,j—1 18k Ck,j+ 7; Ct1,j—1 = Z PecCr,j—r 9.27)
=0

8k—1
2
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pentru orice k > 1 si j > 1. Astfel, pentru orice k > 1,
(80 —8k) cro = 0.

Atunci ¢ o = 0, deoarece g(x) nu este negativ si nu este identic zero, de unde
o~ - e —kiox
B-fi= [ (1—c ) g(dx£0.

Stiind cd

Po=280, cko=0(k=1), coo=1, co;j=0(i=1),

observdm ci, din ecuatiile (9.26) si (9.27), se calculeaza recursiv coeficientii
pjsicg;pentruorice k> 1sij > 1:

pj=Re(gicij-1), (9.28)
1 Q-1 Skt 1 =
Chj= == | =5 Ck—1,j—1 + ~5— Ckt1,j—-1— oCrj—e|, (9.29)
T %08k | 2 7 2 e=z1p !

unde Re(z) reprezintd partea reald a numdrului complex z. Mai precis, dacd
coeficientii py si ¢ ¢ sunt calculati pentru £ < j— 1 si k > 1, atunci formulele
dau o expresie pentru p; si ¢y j, pentru orice k > 1. Acest algoritm poate in-
cepe deoarece Py si coeficientii i ¢ sunt cunoscuti. Folosind ecuatiile (9.28)—
(9.29), putem vedea cu usurinta cd ¢, ; = 0 pentru k > j, cd p; = 0 pentru
orice numdr Intreg impar j, si cd ¢;; =0 cand k > 1 este impar si j > 1 este
par.

In practica, si fixim un numir intreg k > 1 si si considerdm vectorul
(Pj)o< j<x si matricea dreptunghiulara (cx j)o<k<ic+1,0<j<x- Sa ludm py = go,
co,0 = 1, cx,j = 0 pentru orice k > j din matrice, si cp,; = 0 pentru 1 < j < k.
Algoritmul functioneaza dupd cum urmeaza:

pentru j=1 panid la x,
calculati p; folosind (9.28)
pentru k=1 pénd la j,
‘ calculati ¢ ; folosind (9.29)
sfarsit;

sfarsit.

In acest fel, putem vedea cu usurinta ci

~ 1 ~
p1=0, c1,1=Ag70A)7 P2=2Re( 5081 )7 (9.30)

80— &1
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In cele din urmé gasim

2 o~ o~
&
(%0)" ~ g0+ —Re <Ag0gi > 9.31)
80— &1

2

pentru € mic; aceasta este corectia de ordinul cel mai mic pentru reproducti-
vitate atunci cand sunt luate Tn considerare mici variatii sezoniere.

Observatia 9.1. Observam cd
1 —égcos(wt—¢) =1+ecos(w(t+T/2)—9).

Astfel, trecerea de la € la —¢ corespunde unui decalaj temporal de f(¢). Deci,
conform observatiei facute la inceputul sectiunii 9.3.3, % trebuie sd ramana
neschimbatd. Acest lucru explicd de ce termenii impari P21 (j = 0) din
dezvoltarea in serie a % sunt zero.

Observatia 9.2. Functia sinusoidald (9.22) nu este atat de ciudatd pe cat ar
parea la prima vedere. Intr-adevar, pentru orice functie pozitiva T-periodica
f(¢) cu, de exemplu, o medie egald cu 1, primii termeni ai dezvoltarii Fourier
sunt 1+ fj cos(mt) + f] sin(wt), care pot fi puse in forma 1+ ecos(wr — ¢)
cug =+/(f1)*+(f])* si ¢ = arctan(f{/f1).

Observatia 9.3. Pare dificil sa se determine razele de convergentd ale seriilor
de numere Intregi (9.25). Teoremele generale privind perturbatiile analitice

ale operatorilor liniari ar ariita ca aceste raze sunt strict pozitive, deoarece %
este o valoare proprie simpla izolatd a ,,operatorului de generatie urmédtoare”.

Observatia 9.4. Metoda de perturbare utilizatd in aceastd sectiune poate fi
considerata dintr-un punct de vedere mai general. Sa consideram, de exem-
plu, primul membru al ecuatiei (9.8), functia f(¢) fiind datd de relatia (9.22),
ca operator liniar .Z; pe spatiul & al functiilor reale continue si T -periodice.
Fie

T
<‘I/17II/2>:/0 w1 (1) ya (1) dt.

S& considerim problema valorilor proprii neperturbate, .4y w = A v, adici,
~+oo
| swi—dr=2y0).

Sd cdutdm o solutie de forma

W(t) _ Z ay ekiwt.
keZ
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Gisim cd (A — gi) ax = 0 pentru orice k. Astfel, valorile proprii sunt date de
Ay = gi pentru k € Z, iar spatiul propriu asociat cu A, este generat de Yy (1) =
ki@ Stim ci y; formeazi o bazi. Se consideri baza duald Y (1) = e M /T,
cu k € Z, astfel incét (y;, Yy) = 1 pentru j = k si (y;, Y) = 0 pentru j # k.
Operatorul .Z; este de forma

=S +ed,

unde .
(£W)(0) = cos(@1=9) [ g(x) it —v)d,
Suntem interesati de perturbatia
Po+EPI+E Pt
a valorii proprii Ay = po = go, a cérei functie proprie asociati W = 1 este

pozitivad. Utilizand bine-cunoscutele formule din mecanica cuantica [21, ca-
pitolul XI], obtinem

i~ T
p1 = ("o, 90) = 5 [ cos(or — ¢)dr =0,
0

si

_ (& yo, W) (L i, Yo)

p2 —k;) X0 — A
_ 1y s0&
T2 k0 §0_§k

. .
R6<AgogA >’
2 g0—g1

care este identicd cu formula (9.30). Expresiile pentru corectiile de ordin su-
perior sunt mai complicate: metoda si algoritmul ad-hoc pe care le-am folosit
pentru a calcula p; par mai practice.

T ) 2
/ cos(wr — ¢)el1® dr| =

0

9.3.4 Aplicarea teoriei lui Floquet

In aceasta sectiune, consideram sistemul linear de ecuatii diferentiale ordinare

% = —Bi() T (1) + 04 (1) L (2), (9.32)
e _ Bi+1 ()1 (1) +o(0) ;(r), 1<j<m—1, ©.33)

dt
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unde toate functiile B;(z) si o;(¢) sunt T-periodice. Acest sistem poate fi
derivat din liniarizarea n apropierea echilibrului fara boald al unui model
epidemiologic neliniar. Nucleul operatorului de generatie urméatoare asociat
este dat de

Kl,m(ta-x) = Oy, (l) e*fzt_xﬁl (S)ds7

Kj1,(t,0) = (1) e FePriOd - < icm—1,

si K;, j(t,x) = 0 pentru toti ceilalti indici. Prin urmare, este un model ,ciclic”
in sensul sectiunii 9.2. O observatie din aceastd sectiune aratd ca daca, de
exemplu, o(¢) este multiplicat cu o anumitd constantd, atunci (%)™ este
multiplicat cu aceeasi constanta.

Teoria lui Floquet aplicati la sistemul (9.32)—(9.33) aratd cd echilibrul nul
este instabil dacd si numai daca raza spectrald a matricei de monodromie este
mai mare decét 1. Astfel, reproductivitatea % este si singurul numir real
pozitiv astfel incét raza spectrald a matricei X(T) si fie egald cu 1, unde X(T)
este solutia la momentul ¢ = T a sistemului de ecuatii diferentiale

By 0 - 0  ud
O‘I(’) T . O
dX
=1 o LX)
: . .. . 0
0 o0 @l g

cu conditia initiala X(0) = .# (matricea identitate de ordinul m). Astfel, %,
este calculatd prin combinarea unei metode dihotomice cu un software pre-
cum Scilab, care rezolvd numeric ecuatiile diferentiale ordinare.

9.4 Bolile transmise prin vectori

9.4.1 Malarie

In aceasti sectiune, luim in considerare un model foarte simplu pentru mala-
rie, si anume o variantd a unuia dintre primele modele propuse de Ross [10,
capitolul 14] cu o populatie periodicad de vectori. Sd introducem notatiile:

* S(7) este populatia umani susceptibild;

* 1(r) este populatia umani infectati;
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* N =S(¢) +1(¢) este populatia umana totald;

* s(t) este populatia de vectori susceptibili;

* i(t) este populatia de vectori infectati;

* p(t) = s(t) +i(t) este populatia totald de vectori.
in plus, se iau in considerare urmitorii parametri:

¢ ) este rata de vindecare umani;

* o este viteza cu care inteapd vectorii;

* g (sau q) este probabilitatea de transmitere prin intepituri de la vector
la om (sau de la om la vector);

* A(t) este numérul de vectori adulti noi care apar pe unitate de timp,
care este o functie periodicd T;

* U este mortalitatea vectorilor.

Modelul este dat de
B o)
o = A0 = aqs() 7~ (), 9.34)
di @7 .
7 = ags() R — uit), 9.35)
si
as . %
I =—aqi(t) N +0I(t), (9.36)
a_ i SO
i o qi(t) N bI(t). (9.37)

Adunand ecuatiile (9.34) si (9.35), observam ca

dp
— =At) — ).
D AW - pl0)
Se presupune ci p(t) este datd de

p(t) = po[l + ecos(wt — ¢)].



Capitolul 9 149

Deoarece (L este cunoscutd, aceasta determind A(¢). Liniarizind sistemul
(9.34)—(9.37) in apropierea echilibrului fard boala, se obtine

di

~ . dl .
o S eapl) 7 —uilr), -~ aqi(r) - b1(). (9.38)

dt

Nucleul operatorului de generatie urmétoare asociat este

0 agp(t) efhx
K(r,x) = ( doe it Mo ) . (9.39)

Acesta este ,,ciclic” si are forma particulard (9.7), cu functiile g;(x) (1 < j <
2) de forma (9.10) si f(¢) = 1 + ecos(wr — ¢). Formula (9.20) di

2 = o?qqpo
! (b+jio)(u + jiw)N

(9.40)

pentru orice j € Z. in final, relatia (9.31) este de forma

(@0)2%@ 1_b7“iz
buN 0>+ (b+u)? 2 )

a?qqpo bu e
Ry | =0 (- 22 =), 41
0 buN ( 0+ (b+u)? 4 41

Aceasta este corectia de ordinul cel mai mic a formulei (9.1). Avem inegali-
tatea

Astfel,

2

[’S]

SR T
Sl (b+u)? 4 (b+p)? 4 16

Astfel, ajungem la urmédtoarea concluzie:

Primul termen din formula aproximativa pentru %, este acelasi
ca si in cazul unei populatii constante p de vectori, dar cu p inlo-
cuit cu populatia medie de vectori pg. Corectia relativd maxima
datorati celui de-al doilea termen este £2/16 si tinde intotdeauna
sd scadd Z.

Casin cazul 0 < € < 1, corectia relativa este intotdeauna mai micd de 1/16,
sau aproximativ 6 %.
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9.4.2 Chikungunya in Réunion

Chikungunya este o boald virald care pare sd ducd la o imunitate de duratd. In
plus, daci se doreste si se ia in considerare perioada de incubatie la om si la
vectori, urmdtorul model pare sd se potriveasca:

B A —as)" Y pustr). ©42)
9 —as) W rwet, Y —yew)-pit), 043
%f — —ai(r) % (9.44)
P aitn®D By, D= k)10, (9.45)
‘iij —bI(1). (9.46)

unde, 1n plus fata de parametrii de mai sus:
* am presupus ¢ = ¢ si am luat a = ag;
* (1) este populatia de vectori infectati, dar neinfectati;

* E(¢) reprezintd populatia uman infectatd, dar neinfectioasa;
* R(¢) reprezintd populatia umand imuni;

* N=S(¢t)+E(t) +1(r) + R(¢) este populatia umani totald;

* 1/y este perioada medie de latentd in vectori;

* 1/c este perioada medie de latentd la om.

Populatia umana totald N este constantd, in timp ce populatia totald de vectori
p(t) = s(r)+e(t) +i(r) se verifica

dp
dar
Acest model este utilizat pentru a Incerca s se estimeze reproductivitatea
Zo pentru epidemia de chikungunya din 2005 si 2006 din Réunion. Deoa-
rece fluctuatiile populatiei de vectori sunt necunoscute, adoptdm forma sim-
pld p(¢) = po(1+¢€ cos(wt — ¢)), ceea ce nu este prea nerezonabil atunci cand
observam curba temperaturii si a precipitatiilor din Réunion (fig. 9.1b), am-
bele avand un singur maxim anual in jurul lunii februarie si un minim in jurul

A(t) — e p(o).
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lunii iulie. Astfel, perioada T = %’ este de un an si putem lua ¢ = 21—72’ Functia
s() poate fi eliminati din sistemul (9.42)—(9.46) din s(¢) = p(r) —e(t) — i(z).
Celelalte valori ale parametrilor utilizati pentru simulare sunt rezumate in ta-
belul 9.1. De exemplu, [81, #83] se referd la intrebarea 83 din intrebirile
frecvente de pe site-ul [81] creat de epidemiologi si dedicat epidemiei de chi-
kungunya din Réunion.

Se estimeazd cd incubatia la om dureaza intre 3 si 7 zile [28, p. 6] sau
intre 4 si 7 zile [81, #101]. Dar, potrivit [81, #156], oamenii pot incepe sd
devind infectiosi cu 2 sau 3 zile Tnainte de aparitia simptomelor. Prin urmare,
s-a ales o perioadd de latentd de 4 zile. Perioada de infectie dupd aparitia
simptomelor la om este estimatd la aproximativ 5 zile [28, p. 7] sau intre 5 si
7 zile [81, #49,52]. Avand in vedere observatia anterioard, se ia o valoare de
7 zile pentru Intreaga perioadd de infectie. Perioada de latentd pentru vectori
este estimata a fi intre 9 si 14 zile [81, #83], Intre 4 si 5 zile [81, #253] sau
intre una si doud sdptamani [81, #395]. Noi am ales 7 zile. Odatd infectati,
se pare cd vectorii raman infectati pand cand mor [81, #83]. Durata de viata a
unui vector adult este estimatd a fi Intre 4 si 10 sdptdmani [81, #83] sau ,,ca-
teva” sdptdmani [81, #404]. Noi am ales o perioada de o lund. Vectorul poate
musca de 5 sau 6 ori In timpul vietii sale [81, #404]: s-a ales o medie de o
muscdtura la fiecare 4 zile. Nu se stia daca vectorul infectat ar putea transmite
virusul la oudle sale [81, #83/385/442]: modelul nu ia in considerare aceasta
posibilitate. Infectia la om duce la o stare de imunitate [81, #10/385] care
dureazi probabil cel putin cétiva ani, deoarece nimeni nu pare sa fi suferit de
douad ori de chikungunya 1n timpul epidemiei din Réunion. Cazurile asimpto-
matice reprezinta intre 10 si 15 % din cazuri, conform [81, #385], dar nu par
a fi incluse 1n estimarea numarului de cazuri din figura 9.1; acestea nu sunt
luate 1n considerare in model.

parametru simbol  valoare
perioada de latentd 1n vectori 1/y 7 zile
durata de viatd a vectorului 1/u 1 lund
perioada de latentd la om l/c 4 zile
perioada infectioasd la om 1/b 7 zile
perioada dintre doud muscéturi 1/a 4 zile
populatia din Réunion N 785.000
schimbare in caracterul sezonier ¢ 21—’2’

Tabela 9.1: Valorile parametrilor utilizati pentru simulare

Primul caz de chikungunya in Réunion a fost detectat la 22 februarie
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2005. Probabil cd a fost importatd din Insulele Comore, unde cateva mii
de persoane au fost deja infectate. Tinand cont de perioada de latenta si de
durata infectiei, se presupune pentru simulare cd un om din compartimentul E
ajunge Tn Réunion la inceputul celei de-a cincea sdptdmani din 2005. Simu-
larea modelului este continuatd pand la inceputul lunii februarie 2006, adicad
pana la punerea in aplicare a unui control vectorial pe scara largd, ca urmare
a varfului ridicat; acest control nu este inclus in model. Controlul vectorial la
nivel scdzut Tnainte de aceastd datd se presupune a fi neglijabil.

Parametrii pg si € pentru populatia de vectori sunt necunoscuti si trebuie
sd fie estimati cu ajutorul curbei epidemice (fig. 9.1). Sa presupunem pp,x =
po(l+€) si pmin = po(l — €). Utilizdnd o metoda rudimentar de incercare
si eroare, se gdseste o buna potrivire a curbei epidemice, avand in vedere
simplitatea modelului, cu un numar maxim de Intepaturi pe om pe sdptamana
egal cu apmax /N = 1,2 si un numér minim de intepéturi pe om pe siptdimana
egal cu 6 % din acest maxim, adicd puin/pmax = 6 % (fig. 9.2). De aici pmax,

pmil’l’
Po = (pmax +Pmin)/27 €= (Pmax _Pmin)/(pmax +Pmin)-

Numeric, € ~ 0,887. Este usor de verificat ci A(r) = dp/dr + p p(t) riméne
pozitiv deoarece

e<1/\/1+(0/u2.
Acum, cd toti parametrii acestui model sunt fixati, trecem la estimarea

reproductivitatii %Zy. Liniarizand ecuatiile (9.43) si (9.45) in apropierea echi-
librului fara boald, obtinem

9 ap)" W (et
o yels) ~ i),
9 ~ailt) -~ cE(),
% ~ cE(t) — b1(1).

Nucleul operatorului de generatie urmatoare asociat este

0 0 0 e
—(r+u)x
K(t,x)= [ 7° 0 aegﬂx 8 8 ©47)

0 0 ce 0
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500 50000

400 4 I 40000

300 I 30000

200 ,/- 20000

100 4 I 10000
0 0

Figura 9.2: Estimarea parametrilor pg si € prin adaptarea curbei netede produse de
model la curba epidemicd Tnainte de controlul vectorial pe scard largd din februarie
2006. Curba punctatd aratd modificarea presupusd a populatiei de vectori (nescalatd).

El este ,.ciclic” si are forma particulard (9.7) cu f(z) = 1 + ecos(wr — ¢), in
timp ce functiile g;(x) (1 < j < 4) sunt de forma (9.10). Astfel, g(x), G(x) si
g sunt date de formulele (9.11), (9.14) si (9.20).

Cu valorile parametrilor de mai sus, obtinem (%0)2 ~ 3,4 folosind oricare
dintre cele patru metode din sectiunea 9.3. Tabelul 9.2 prezinta convergenta

primelor trei metode.
n | 12 | 25 | 50 | 100 | 200
(%0)* | 3.10 | 3.40 | 3,39 [ 3.39 | 3.39
n 0 | 1 2 | 3 4
(Z0)* | 3.87 | 3.50 | 342 ] 3.39 | 3.39

K 0 | 2 | 4 10] 12
(Zo)* | 3.87 | 346 | 341]339 | 339

Prima metoda:

A doua metoda:

A treia metoda:

Tabela 9.2: Convergenta primelor trei metode numerice.

Prima metoda (sectiunea 9.3.1) pare sd converge mai lent decat celelalte.
Acest lucru se datoreazd probabil faptului cd inlocuieste functia f(7) cu o
functie etajatd (f(#))1<k<n» care nu este o aproximare bund pentru cazul spe-
cial in care f(r) este sinusoidala.
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A doua metoda (sectiunea 9.3.2) utilizeaza coeficientii Fourier f} din f(¢),
care in cazul nostru particular sunt pur si simplu fo =1, fi = f-; = § si
fx =0 pentru |k| > 1. Din acest motiv, convergenta metodei este foarte rapida.
Ambele metode necesitd calcularea razei spectrale a unei anumite matrice.

Pe de altd parte, cea de-a treia metodd (sectiunea 9.3.3) necesitd doar
operatii elementare si poate fi realizatd cu un simplu calculator. Reamintim
faptul ci k este numirul de termeni pe care ii pistrim in expresia din (%o)?
in seria de puteri ale lui €. Observam cd aproximatia datd de formula (9.1),
cu p inlocuit cu media py a populatiei de vectori, corespunde cu k¥ = 0 din
tabel. Diferenta fati de valoarea exacti a (%) este de 14 %. Daci includem
termenul de ordin €2 ca in formula (9.31), diferenta se reduce la 2 % chiar
dacd € nu este foarte mic.

Convergenta celei de-a patra metode (sectiunea 9.3.4) este determinatd de
discretizarea ecuatiei diferentiale. Acest lucru este controlat, de obicei, de
rezolvitorul de ecuatii diferentiale. Cu Scilab, valoarea corectd (%,)? ~ 3,39
este usor de gasit dupd un numar de iteratii ale dihotomiei.

9.5 Alte aplicatii

Modele epidemiologice cu m = 1.

Sa consideram un model epidemiologic cu un singur compartiment infectat si
un nucleu de forma

K(t,x) = [1 + € cos(r — ¢)] g(x). (9.48)

Atunci %, poate fi aproximat prin formula (9.31). Nucleul (9.48) apare, de
exemplu, in modelele epidemiologice S-I-S, S-I-R sau S-I-R-S cu o ratd de
contact sinusoidald.

Daci perioada de infectie este distribuitd exponential, atunci g(x) =ae”
si este usor de verificat ci gy = a/b si termenul de ordinul €2 din formula
(9.31) se anuleaza, astfel incat Zy = a/b. Propozitia 7.14 a demonstrat for-
mula exactd %y = a/b in acest caz. Desigur, acest ,,rezultat” a fost deja ob-
servat de mult timp, deoarece nucleul (9.48) apare 1n legiturd cu ecuatia

bx

dl

ik [14 € cos(wt — @) I(z) — b1(2),

care poate fi rezolvata in mod explicit si pentru care se poate demonstra cu
usurintd cd starea de echilibru zero este instabild dacd si numai dacd a/b > 1.
Prin analogie cu cazul trivial cand € = 0, mai multi autori care au propus
Zo = a/b ca definitie, au observat cd %, este media in timp a functiei a [l +
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€ cos(wr — @)]/b si au crezut cd aceastd proprietate de medie riméane valabild
pentru modele mai complicate, ceea ce nu este cazul.

Daci perioada de infectie este o constanti fixatd 7, atunci g(x) = a pentru
x < 7 si g(x) =0 pentru x > 7. Prin urmare,

—ioT

go=at, g1 =a 1z ™
80 = , 81 = o )
iar din formula (9.31) rezulta
2atsin*(wt/2) o1/2
Ro ~ e —1[. (949
oFatt [T —sin(@7)]> + [1 — cos(®7)]? | tan(wT/2) ©49)

Aceasta formuld arata cd, spre deosebire de cazul modelului malariei din
9.4.1, sezonalitatea poate fie sa creasca, fie sd scada reproductivitatea %,
in functie de valoarea numerica din w7.

Modele epidemiologice cu m = 2.

Considerdam un model epidemiologic cu doud compartimente infectate care,
atunci cand este liniarizat in apropierea echilibrului fard boald, ia forma

dl dl

7; ~ —b111(t) +ay [1 + € cos(wr — )] 1 (1), 7: ~a1y(t) — baLh(¢).
Sistemul (9.38) a avut aceastd formd. Nucleul operatorului de generatie ur-
matoare asociat este

(9.50)

K(t,x) = ( 0 [14 € cos(wr — @)]aze P2+ ) |

ap e bix 0

Din formula (9.31) rezulta

a)ap b1 by 82
Ry ~ 1— — . 9.51
O\ biby ( 0+ (by +by)? 4) ©3D)

Ca un exemplu de acest tip, putem gési un model pentru malarie cu @ =
2w, € =15/25, a1 =20 pe an, ap =20 x 25 pe an, b; = 50 pe an si b, =4 pe
an. Cele patru metode numerice din 9.3, impreund cu formula aproximativa
(9.51), dau (%,)? ~ 49,4. Termenul de cel mai mic ordin este py = 50.

Un alt exemplu este modelul epidemiologic S-E-I-R sau S-E-I-R-S cu o
ratd de contact sinusoidala. Ca valori numerice, consideram w =1, € = 0,8,
a;=03,a,=1, by =0,3s1 b =0,99. O simulare numerica ar ardta ci in
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acest caz nu se poate stabili nicio epidemie. Dar, dacid € = 0, avem (%0)2 =
po = (araz)/(b1b2) = 1/0,99 > 1. Prin urmare, calcularea mediei ratei de
contact nu este modalitatea corectd de determinare a pragului epidemic. Intr-
adevir, cele patru metode numerice din sectiunea 9.3 dau (%)? ~ 0,973 < 1
pentru € = 0,8. Formula aproximativi (9.51) di (%,)? ~ 0,974.

9.6 Anexa

Pornind de la definitia (9.9) a functiei g(x) si presupunind relatia (9.10), de-
monstram formula (9.11) prin recurentd. Desigur, nu restrangem generalitatea
presupunénd cd a; = 1 pentru orice j. Pentru m = 2, un calcul simplu aratad
ca

b] X e—bzx

N _
_ —byxi—by (x=x1) gy — c )
g(x) /0 e X1 by—b; + —

Sa presupunem ca formula (9.11) este adevidratd pentru un numar intreg m.

Apoi

g(_x) = /m+] efblxl7"'*bmxmfbm+1xm+l do-)’c71+l
_blxl_‘“_bmxm —by1 Xm1
= / /m doy_ R dXpqq.
O-X_Xm+1

Din ipoteza recurentei,

x [ m a—b; (x—x41) b
X)) = _ e m+1Xm+1 dx,
g(x) /0 <J§ Hk;ﬁj(bk—bj) n+1
m bx

"X
(bj=bms1)%m1
eV dx;i
=1 Hk#] bj) /0 "

k<m

e m .
Sz (b—by) =1 (bj = bmi1) ez (b — bj)

k<m+1 k<m

A doua sumd din ultimul rind este descompunerea in elemente simple a
fractiei rationale din b4 :

1
ngjgm(bj - bm+1) .
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Astfel,
m+1 —bjx
g(x) = )
j; [Tkzj  (bx—bj)
k<m+1

iar formula (9.11) este adevaratd pentru m + 1.
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Modele cu un factor periodic simplu

Pentru modelele epidemiologice in timp continuu cu un coeficient
periodic sinusoidal, se aratd cd rata de crestere si reproductivi-
tatea sunt cele mai mari solutii ale unor ecuatii simple care im-
plicd fractii continue. Ca exemplu, se ia in considerare un model
S-E-I-S, in care persoanele infectate devin din nou susceptibile
atunci cdnd se recupereazd, cu o perioadd de latentd fixd, o pe-
rioadd infectioasd distribuitd exponential si o ratd de contact si-
nusoidald. Se aratd cd, in afara cdtorva valori exceptionale ale
parametrilor, pragul epidemic nu depinde numai de rata medie
de contact, ci si de amplitudinea fluctuatiilor.

10.1 Introducere

La inceputul unei epidemii, numérul 4(¢) de noi infectii pe unitate de timp,
adicd incidenta, este adesea corelat cu rata reald de contact a(x) si rata de
vindecare b(x), unde x este timpul scurs de la infectare, printr-o ecuatie de
forma

h(r) = /OIK(x)h(t—x) dx+ ho(t), (10.1)

unde .
K(x) = a(x)e o b0)dy

iar ho(r) este o functie care depinde de conditiile initiale. Lotka [10, capito-
lul 24] a ariitat ci h(t) si populatia totald infectatii creste ca si e*’, unde A este
singura radécind reald a ecuatiei

oo N
1= K(x)e **dx. (10.2)
0
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Relatiile analoage 1n timp discret pentru (10.1) si (10.2) sunt: modelul matri-
cei populatiei Leslie si ecuatia caracteristicd a matricei Leslie [10, capitolul
25]. Euler a studiat deja un caz special, de aceea ecuatia (10.2) este adesea
denumitd ,,ecuatia Euler-Lotka”. Lotka defineste reproductivitatea ca fiind

o0
Bo= | Kx)dx. (10.3)
0

In epidemiologie, % reprezinti numirul mediu de persoane infectate de o
persoani pe parcursul infectiei sale. Incidenta h(t) creste asimptotic (A > 0)
daci %y > 1. Ea scade (A < 0) dacd %, < 1.

In demografie, h(t) este numirul de nasteri pe unitate de timp, x este
varsta, a(x) este fertilitatea si b(x) este mortalitatea. Reproductivitatea %
este atunci numdrul mediu de descendenti produsi de un individ in timpul
vietii sale.

Multe populatii de animale, de plante, dar si boli infectioase prezintd
fluctuatii sezoniere. Aceste fluctuatii influenteaza atat rata de crestere, cét
si reproductivitatea. in acest caz, inlocuim modelul (10.1) cu

h(r) = /Ot K(#,x) h(t —x)dx+ ho(7), (10.4)

unde K(7,x) este o functie periodici de ¢, cu perioada T, continui si pozitiva.
Fie %), operatorul integral liniar

(o)1) = /0 TR x) e M vt — x) dx (10.5)

pe spatiul functiilor periodice continue T. Atunci, rata de crestere A este
singurul numadr real pentru care raza spectrald a acestui operator este egald cu
1 (propozitia 7.19). Reproductivitatea %, poate fi definita in acelasi mod ca
si raza spectrald a operatorului ¢, cu

~+oo

(AV)(t) = A K(z,x)v(t —x) dx,
pe acelasi spatiu al functiilor periodice continue T. Ca si mai inainte, A > 0
dacd %y > 1si A <0 dacid %y < 1. Dacd K(z,x) nu depinde de ¢, aceste
definitii si rezultate se reduc la cele ale lui Lotka.
Sd presupunem acum cd

K(r,x) = [1 + £ cos(or)] g(x), (10.6)
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unde @ =2x/T, |e] < 1si g > 0. Fie £ limita inferioard a tuturor numerelor
reale s astfel incét integrala

~+oo
/ g(x)e ™ dx
0

este finitd. S& presupunem ci & < 0. Fie

oo A
gn(s) = / g(x)e ™ MOx gy (10.7)
0

pentru orice n € Z si pentru orice numdr real s > &.

Se aratii Tn sectiunea 10.2 cd, pentru orice |€| < 1, rata de crestere A si re-
productivitatea % sunt cele mai mari ridécini reale ale urmétoarelor ecuatii,
care implica fractii continue,

L _JRe e/4 (10.8)
go(A) 1 o e /4 ’
21(A) 1 e /4
2R
.@0 82/4
Z0(0) —1=2Re o 1 82/4 ) (10.9)
21(0) Ao {— %
82(0)

unde Re(z) este partea reald a numirului complex z. Aceste ecuatii relativ
simple, cu o singurad necunoscutd, pot fi utilizate pentru a calcula numeric rata
de crestere A si reproductivitatea %, pentru orice || < 1. Dac# scriem, de
exemplu, A (&) pentru a sublinia dependenta ratei de crestere de parametrul €,
atunci vom vedea cd, In general, avem inegalitatea A (€) # A(0) pentru € # 0.
Cu alte cuvinte, pragul de crestere a populatiei (A > 0) nu poate fi obtinut
pur si simplu prin calcularea mediei coeficientului periodic 1+ €cos(wr) pe
o perioada, deoarece acest lucru ar fi echivalent cu calculul € = 0.
Din ecuatiile (10.8) si (10.9), aratam in sectiunea 10.3 ca

A=A+le 2
pentru € mic, unde Ay este definit implicit si A, explicit prin

1

1
‘2§o/<zo>Re(1/§1<zo>1)’ (10-1)

1=go(o) , Ay =
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unde ’ reprezintd derivata. De asemenea, regdsim rezultatul din capitolul 9
pentru reproductivitate,
Zo~Roo+Rooe?

pentru € mic, unde

~ 20(0
Ro0 = 20(0), Rop = goé >Re (A

go(O%l © ) . (10.11)

—21(0)

In sectiunea 10.4, luim ca exemplu modelul epidemiologic S-E-I-S cu o pe-
rioadd de latentd fixd si o perioadd infectioasa distribuitd exponential.

10.2 Calcule

Raza spectrald a operatorului liniar pozitiv (10.5) este o functie descrescdtoare
de A, iar rata de crestere a modelului (10.4) este singurul numdr real pentru
care aceastd razd spectrald este egald cu 1. Prin urmare, conform teoremei
Krein-Rutman, rata de crestere A este, de asemenea, cel mai mare numar real
astfel Incat sd existe o functie periodic non-triviald v(¢) cu

~+oo
K(t,x) e v(t —x)dx = v(r) (10.12)

pentru orice 7. Sa ludm mai intai in considerare cazul in care

K(r,x) = f(t) 8(x),

f(¢) fiind o functie periodicd T. Descompunerea in serii Fourier este

f(l) — Z fn enia)t7 v(t) — Z Vu enia)t7

nez nez

unde @ = 27/T. Ecuatia (10.12) este echivalentd cu un sistem infinit de
ecuatii liniare

Y finBnA)va=v (keZ), (10.13)

nez

unde g, este definit prin formula (10.7).
Séd consideram acum cazul special 1n care

f(t) =1+¢ecos(wr).
Din f(t) = 1+ 5l + £ 71, sistemul (10.13) se scrie

€ . ~ € .
Egkfl(l)vk,1 + g (A) v + Egk+1(l)vk+1 =w (keZ). (10.14)



162

Acesta este un sistem tridiagonal. Sa il rescriem sub forma

1 € gi_1(A) v € grr1(A
_ 1= gﬁ\l( ) k-1 +ngfrl( ) Vk+1. (10.15)
8k(1) 2 ad) w2 &A) w
Cand k = 0, aceastd ecuatie se scrie astfel
1 e%/4 e%/4
= —1=— / + — e/ . (10.16)
go(A) e &) vo g gA) v
2g.1(A) vy 2 g1(A) m
Ecuatia (10.15) cu k — 1 sau k+ 1 in loc de k aratd, de asemenea, cd
e @A) w 1 e /4
= —1—— 10.17
28N v Bea(h) s wa 1017
2 g o(d) vk
e (A 1 €2/4
€ &b) v _ o Es (10.18)
2 81 (A) vt &k1(A) £ 81 (A) vieer

2 gri2(A) vier2

Sa combindm ecuatiile (10.16) si (10.17)-(10.18) In mod iterativ. Se obtin
fractiile continue

L €2/4
go(4) 1 2/4
g-1(A) L e’ /4
g-2(4)
e /4
A | €2/4
gi(A) 1 /4
2)

Deoarece gi(A) si g x(A) sunt numere complexe conjugate, ajungem la
»ecuatia caracteristica” (10.8), rata de crestere A fiind cea mai mare solutie a
acesteia.
Ecuatia (10.9) se obtine Tn mod similar din problema valorilor proprii
~+o0
K(t,x)u(t —x)dx = Zou(t). (10.19)
0

K este cel mai mare numar real astfel incit aceastd ecuatie sa aiba o solutie

ne-triviald u(r) de perioadd T. Pentru cazul special

K(t,x) = (1+&cos(or)) g(x),
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ecuatia (10.19) conduce la

€ . . €
Egk—l(o) up—1 + 8k (0) ug + Egk+1(0) U1 = %o, (k€Z),

si dupd calcule similare cu ecuatia (10.9).

10.3 Formule aproximative

Pornind de la ecuatiile (10.8)—(10.9), putem géasi aproximadrile (10.10)—(10.11).
Sé incepem cu rata de crestere A. Si cdutim inceputul unei dezvoltéri In serie
pentru € mic de forma A ~ A9+ A, € + A, €% Cand € = 0, al doilea mem-
bru al ecuatiei (10.8) se anuleazd si obtinem Ag ca unici solutie a ecuatiei
go(Ao) = 1, care este, desigur, identicd cu ecuatia Euler-Lotka (10.2). in
plus, modificarea € — —& corespunde inlocuirii lui f(z) = 1+ € cos(t) prin
f(t—=T/2). Acum, operatorul
+o0
V(1) A K(r—T/2,x)e *v(t —x) dx

pe spatiul functiilor periodice T are aceleasi valori proprii ca si operatorul
(10.5), functiile proprii fiind decalate cu T/2. Pentru a evidentia dependenta
lui A de &, sd notdm prin A(€). Astfel, A(—¢) = A(¢€) si A; = 0. Capitolul 9
a folosit un argument similar pentru aproximarea reproductivititii %j.

Prin urmare, avem A &~ A9 + A €2 si rimane de determinat A,. Rata de
crestere A este o solutie a ecuatiei implicite (10.8). Din gy(Ag) = 1, observim
cd

Qi) ~Geldo) = [ e (1 - K dr 40

pentru orice numar intreg k > 1 dacd presupunem, de exemplu, cd functia
g(x) este strict pozitiva cel putin pe un mic interval cuprins in [0; +oo[. Prin
urmare, gi(Ag) # 1 si 1/gx(A9) — 1 # O pentru orice numdr intreg k > 1.
Pentru a pistra doar termenul de ordine £> in cel de-al doilea membru al
ecuatiei (10.8), inlocuim numitorul cu aproximatia de ordinul cel mai mic:
inlocuim g1 (A ) cu g1(Ao) si neglijim ,restul” fractiei continue, deoarece este
de ordinul €2, ceea ce di

1 ~ e’/4
@) —1~2Re (1/@%)_1) (10.20)

Dar

g0(A) ~ go(Ao + A2 €%) & Bo(Ro) + A2 €280 (Ro) = 1 + A2 €280 (Ro).
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Utilizim aproximarea pentru go(A) si identificim termenii de ordinul £ in
relatia (10.20). Acest lucru da

1 1
b= g ke (1/@1 e 1) | (102D

ceea ce este echivalent cu relatia (10.10). De mentionat faptul ca aceastd
formuld poate fi scrisd Intr-o forma usor diferitd. Intr-adevir, punand

o0 +oo
c —/ Yo% cos(wx)dx, sy —/ 0¥ sin(x) dx,

vedem ci g1 (Ao) = ¢ —isy. Deci

1 c] —isy 1 (1—c1)cr —s3
A,z = — —= 7 Re - = — —= 7 3 5 -
220" (20) 1—ci+is 280" (Ao) (1—c1)?+s7
in acelasi mod, sd ludm %y ~ Ro o + Ro2 g2 pentru € mic. Din ecuatia
(10.3) sau din ecuatia (10.9) cu € = 0, gésim cd Ro g = go(0). Pentru a péstra
doar termenul de ordine £* in cel de-al doilea membru al ecuatiei (10.9),
inlocuim numitorul cu aproximatia de ordinul cel mai mic, folosind Ro =

20(0) si neglijand ,,restul” din fractia continui, deoarece este de ordinul &,
ceea ce da

X N 2/4
@0 ' © ZR( 2(0)/21(0) )

si conduce la formula (10.11).

10.4 Un model S-E-I-S cu o perioada de latenta fixa

Modelele epidemiologice numite S-E-I-R sau S-E-I-S au o perioada de latentd
si un compartiment infectios. Acestea au fost studiate pe larg din punct de
vedere matematic sau numeric atunci cand, in plus, rata de contact este peri-
odica.

Sa presupunem ca perioada de latent este fixa si sd prezentdm diferitele
formuldri posibile ale modelului S-E-I-S. Observdam cd modelul S-E-I-R con-
duce la aceleasi ecuatii liniarizate Tn apropierea echilibrului fard boald; prin
urmare, acesta are acelasi prag epidemic.

Formularea ce contine o ecuatie cu derivate partiale are trei comparti-
mente:

* S(t) este populatia susceptibild la momentul 7;
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* E(z,x) este populatia infectatd, dar nu inc# infectioasd, care la momen-
tul ¢ a fost infectatd pentru x unitati de timp;

* I(¢) este populatia infectioasi la momentul 7.
Parametrii modelului sunt

* N este populatia totald, care raimane constanti;

e L: perioada de latenta fixa;

* b: rata de recuperare a persoanelor infectioase, astfel Incat perioada de
infectare sd fie distribuitd exponential;

* a(t): rata efectivd de contact la momentul ¢, care este o functie perio-
dica T.

Modelul are forma

% = —a(t)S(r)I() /N+bI(2),

E(7,0) = a(r) S(t)1(r) /N, aa—lj+3—lj =0 (0<x<L),
dl
yn =E(,L)-bI(t),

cu E(#,x) = 0 pentru x > L. Integrand ecuatia cu derivate partiale de-a lungul
curbelor caracteristice, se obtine E(r,L) = E(r —L,0). Prin urmare, siste-
mul poate fi scris intr-o forma mai compactd folosind ecuatii diferentiale cu
intarziere:

das
dt
dl
dt

(t) = —a(®)S(t)I(r) /N+bI(z),
(t)=a(t—L)S(r—L)I(r—L)/N—>bI(z).

Liniarizim aceste ecuatii in vecinitatea echilibrului fard boald (S =N,1=0).
Se obtine
dl

dt
Fie h(f) = a(r)1(t) numairul de noi infectii pe unitate de timp in acest model
liniarizat. Apoi

(1) ~a(t —L)I(t —L) — bI(z). (10.22)

% [ebfl(t)] —eth(t—L).
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Integram Intre —oo si ¢ si facem o schimbare de variabila. Se obtine urmatoa-
rea ecuatie integrald pentru A (z):

h(r) = a(r) O (x)h(t —x)dx, (10.23)

unde
0, x <L,
¢(x) = { e bl L.

Nucleul este K(¢,x) = a(z) ¢ (x).

S& presupunem c in ecuatia (10.6) avem a(t) = ao[l 4 € cos(wt)], astfel
incat K(¢,x) = (1 + ecos(wt)) g(x) cu g(x) = ap¢(x). Conform definitiei
(10.7), avem

(10.24)

estfni(oL

o0
~ _ —b(x—L) ,—sx—niwx j. . __
s)=a e e dx=a .
&nls) O/L OS5+t btnio

(10.25)
Putem rezolva apoi ecuatiile implicite (10.8) si (10.9) pentru rata de crestere A
si reproductivitatea % cu diferite valori ale parametrilor folosind o dihotomie
simpld. Observdm, de exemplu, cd numitorul din cel de-al doilea membru
al ecuatiei (10.8) poate fi aproximat prin numarul complex z; obtinut prin
algoritmul iterativ

2

Zn:;—l, Zh—1 = = ! —1—8/4

gn(A) 8r-1(1) 2k
Eroarea introdusa este foarte mica daci n este suficient de mare; noi am folo-
sit n = 20, dar rezultatul cu n = 2 este deja foarte apropiat. in plus, a trebuit si
fim atenti la dihotomie deoarece ecuatiile (10.8) si (10.9) pot avea mai multe
radicini reale: A si %, sunt cele mai mari. Figura 10.1 prezint reproductivi-
tatea % in functie de perioada de latentd L pentru diferite valori ale €, dar cu
T, ap si b fixe. Amluat T=1,log2/b=1/12siag/b=1,2.

Pentru o anumitd valoare a perioadei de latenta L, reproductivitatea poate
varia considerabil in functie de €. Pentru € = 1, o mare parte a curbei pentru
K este sub 1, adicd sub pragul epidemic, in timp ce Roo = ao/b (valoarea
corespunzdtoare lui € = 0) este deasupra acestui prag: calcularea mediei ratei
de contact ar prezice un rezultat fals.

(k=n,n—1,...,2).

Observatii.

* Reproductivitatea %, este independentd de L atunci cind € = 0. Folo-
sind formula (10.3) sau ecuatia (10.9), vedem cid %y = go(0) = aop/b
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Figura 10.1: Reproductivitatea %, in functie de perioada de latentd L pentru € €
{0;0,25;0,5;0,75; 1}. Alti parametri: T=1, log2/b=1/12siap/b=1,2.

cand € = 0. Fira periodicitate, perioada de latentd nu influenteaza nu-
marul de cazuri secundare, deoarece toti indivizii supravietuiesc peri-
oadei de latentd si devin infectiosi, iar rata de contact rdimane aceeasi.

Reproductivitatea este o functie periodicd de L, cu perioada T. Acest
lucru rezultd din ecuatia (10.9) si din faptul cd

efma)L

gn(O) =4ao m

ramane neschimbati atunci cand L este inlocuitda cu L + T. Intuitiv,
un individ infectat experimenteazd acelasi mediu dupd o perioadd de
latentd L sau dupd o perioada de latenta L + T; produce acelasi numar
de cazuri secundare.

Reproductivitatea %y nu depinde de € atunci cand L = O si, prin ur-
mare, si atunci cand L este un multiplu intreg de T. Cand L = 0, mo-
delul se reduce la un model S-I-S cu o perioadd de infectie distribuitd
exponential. In acest caz particular, reproductivitatea se obtine prin cal-
cularea mediei vitezei de contact (propozitia 7.14). Intr-adevir, putem
verifica cd %y = ao/b este o solutie a (10.9) cand L = 0 deoarece

ﬂo/gn(()) —1 Zﬁo(b—‘rni(l))/(lo— 1= ni(x)/b
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este pur imaginar pentru orice numar intreg n > 1: ambii membri ai
ecuatiei (10.9) sunt zero.

¢ Pentru o perioadd de latentd fixd L, reproductivitatea %, poate fi o
functie crescdtoare sau descrescitoare de €. Pentru a Intelege acest
lucru, sd folosim formula aproximativa (10.11) pentru € mic. Se aratd
cé reproductivitatea %y verificd Zo =~ Ro,0 4+ Ro2 €2, cu

ao ap 1
Roo=2  Reo=LRe(- .
00= % 027 2% e(e‘“’L(1+iw/b)—1>

Pentru € mic, %, este o functie crescitoare (sau descrescitoare) de €
dacd Rp> > 0 (sau Rp, < 0). De mentionat faptul cd Rg, = 0 dacd
si numai daci e'®™(141iw/b) — 1 este pur imaginar. Aceasti conditie
este scrisd o

cos(wL) — m sin(wL) — 1 =0.

Fie y € |0, w/2[ singurul numir real astfel incat
1 . /b

Vivtamr T e

adicd y = arctan(®/b). Observim cd ¥ depinde numai de produsul
bT. Astfel Ro» = 0 dacd si numai daci

cosy =

cos(wL + y) = cos(wL) cos Y — sin(®wL) sin y
1

NECD A

adicd, daci WL+ y =ty +2kmw cuk € Z. Din @ =271 /T, observim ci
Ror =0daciL=kTsauL = (k— y/x)T cu k € Z. In special, avand
in vedere valorile numerice din figura 10.1, Rg, =0 cnd L/T =1 —
v /7 = 0,794. Dar, contrar a ceea ce ar putea sugera figura 10.1, cele
patru curbe care corespund diferitelor valori ale € > 0 (€ nu este ,,mic”)
nu intersecteazi linia orizontald %y = ag /b exactlaL/T =1 —y/x, ci
foarte aproape.

In mod similar, figura 10.2 reprezinti rata de crestere A in functie de
perioada de latenta L pentru diferite valori ale €, dar cu parametrii T, ag si b
fixati ca mai Tnainte. Rata de crestere A nu este o functie periodicd de L: o
perioada de latentd mai lungd tinde sd scadd A, desi nu in mod monoton din
cauza ,,rezonantelor” dintre L si T.



Capitolul 10 169

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Figura 10.2: Rata de crestere L 1n functie de perioada de decalaj L pentru € €
{0;0,25;0,5;0,75; 1}. Ceilalti parametri sunt cei din figura 10.1.

Cu toate acestea, rata de crestere A este incd independenti de € atunci
cand L este un multiplu de T, adicd L = kT pentru k =0, 1,2... Intr-adevir,
reamintim ci A este solutia unicd a ecuatiei

So(A0) =1 ape T /(A +b) =1.

Deci A = A este si ea o solutie a ecuatiei (10.8), deoarece
1/82(2) — 1= (Ao +b+niw) e’lokT/aO —1= niwe%kT/aO

este pur imaginar pentru orice numdr intreg n > 1: partea stdnga si partea
dreaptd a ecuatiei (10.8) sunt zero.

Pentru o perioadd de latentd generald L, folosind relatiile (10.10) si
(10.25), observim ci A verifici A ~ Ay + A, €2 pentru € mic, cu A definit
implicit prin

go(ho) =1 ape ™" /(Ag+b) =1.
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Relatiile (10.10) si (10.25) sunt valabile si pentru A,: intrucat
e—).OL—ia)L

T 0 tbtiw

—AgL —ioL —ioL
€ € €

%04 T+i0/(Ge+b)  1+i0/(Ag+b)’

3/ (Ao) — e Mok L 1 _ (¢ 1
s )——00%+b( +2o+b>__< +M+b)’

obtinem

81(%)

A=

“sae (1/@ e 1>

B 1 R 1
2L +1/(A+Db)] e(ei“’L[l+iw/(/lo+b)} —1> '
10.5 Concluzie

In afari de modelele S-E-I-S / S-E-I-R mentionate in sectiunea anterioari,
stabilitatea liniard a echilibrului trivial al altor cateva modele epidemiolo-
gice se reduce la ecuatia (10.4) cu K(¢,x) datd de formula (10.6). Acesta
este, in special, cazul modelelor epidemiologice cu m compartimente infec-
tate Ij,1o,...,1,, unde infectia urmeazd un ciclu (I} - I, — ---I,, = I}) si
cu o functie de contact doar sinusoidald (capitolul 9). Modelul epidemiologic
S-1-S / S-I-R cu o perioada fixd de infectie L si o rata de contact sinusoidala
corespunde cu g(x) = ag pentru x < L si g(x) = 0 pentru x > L. Plecind de la

Gals) = ao (1—e4710L) /(s +-nio),

putem ariita si in acest caz, ca in sectiunea anterioard, cd % si A sunt inde-
pendente de € dacd L este un multiplu de T. Acesta este un caz degenerat,
deoarece nu existd niciun motiv ca perioada de infectie si aiba vreo relatie
aritmeticd cu perioada de contact, care este de obicei de o saptimand (mai
putine contacte la sfarsit de sdptdmand) sau un an (mai putine contacte in
timpul vacantei de vard pentru bolile copildriei, probabilitate mai mare de
transmitere a bolilor transmise prin aer in timpul iernii).

Semnificatia mai generald a acestor rezultate este cd media pentru %
si A, adicd obtinerea aceluiasi rezultat pentru € = 0 si € # 0, ar trebui sa
fie consideratii exceptionald. In afari de cazurile degenerate similare celor
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deja mentionate, singura situatie in care calcularea mediei este corecta este
cea n care existd un singur compartiment infectios, o perioadd infectioasa
distribuitd exponential si nicio perioada de latenta (propozitia 7.14). Pe de alta
parte, nu este corectd, de exemplu, pentru doud compartimente infectioase, ca
in cazul bolilor transmise prin vectori, sau pentru o perioadd infectioasa care
nu este distribuitd exponential, sau pentru o perioada de latenta diferitd de
zero.
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Rezonanta ratei de crestere

Au existat numeroase studii privind rezonanta dintre perioada
naturald a unei boli endemice si o ratd de contact sezonier pe-
riodicd. Acest capitol nu se concentreazd pe rezonanta pentru
bolile endemice, ci pe rezonanta pentru bolile emergente. Peri-
odicitatea poate avea o influentd majord asupra ratei initiale de
crestere si, prin urmare, asupra pragului epidemic. Rezonanta
apare atunci cand ecuatia Euler-Lotka are o rdddcind complexd
a cdrei parte imaginard este apropiatd de pulsul ratei de contact
si a cdrei parte reald nu este prea departe de rata de crestere.
Acest fenomen de rezonantd este ilustrat pe cdteva modele sim-
ple de epidemii cu contacte sdptamdnale care variazd periodic.
Sunt explicate diferentele surprinzdtoare dintre un model S-E-
I-R periodic cu o perioadd de latentd distribuitd exponential si
acelasi model cu o perioadd de latentd fixd.

11.1 Introducere

Bolile infectioase pot prezenta oscilatii amortizate in apropierea unei stari
de echilibru endemice [2, §2.5.1]. intr-adevir, in cazul unui model simplu,
format dintr-un sistem de ecuatii diferentiale ordinare, valorile proprii ale ma-
tricei Jacobi in acest punct de echilibru pot fi complexe, ceea ce determind o
anumiti ,,perioadi naturali” de oscilatie. incepand cu anii 1970 si, in special,
de la aparitia ,.teoriei haosului”’, numeroase lucriri au aritat ca rezonanta din-
tre aceastd perioadd naturala si o ratd de contact periodica sau un alt factor
periodic poate induce un comportament dinamic neasteptat, chiar si pentru
modele neliniare foarte simple (a se vedea sectiunile 16.1 si [20]). In primul
rand, atunci cand ecuatiile liniarizate din apropierea echilibrului endemic au
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o valoare proprie complexa x -+ 1y cu o parte imaginara y apropiata de pulsatia
 a ratei de contact si cu o parte reald x apropiatd de 0 (,,rezonanta simpld”),
atunci oscilatii relativ mici ale ratei de contact pot provoca oscilatii mari ale
prevalentei. In al doilea rand, atunci cind raportul y/® este apropiat de un
numir rational p/g # 1 cu numere Intregi mici p si g si pentru amplitudini
de oscilatie suficient de mari ale ratei de contact, prevalenta poate oscila la
o frecventa subarmonica. Haosul poate apdrea, de asemenea, pentru anumite
intervale de valori ale parametrilor. in acest fel, teoria ar putea incerca sa ex-
plice seriile cronologice ale incidentei anumitor boli, cum ar fi rujeola, care
a fost candva endemicd, dar cu varfuri epidemice cam la fiecare doi ani in
anumite orase si a cdrei ,,perioadd naturald” de oscilatie Tn apropierea echi-
librului sdu endemic a fost, prin urmare, considerata a fi de aproape doi ani.
in ecologie, existd, de asemenea, fenomene similare de rezonantd intre un
mediu fluctuant si o perioadd naturald de oscilatie Tn apropierea unei stéri de
echilibru care nu este zero.

Independent de aceasta, se stie inca din lucrérile Iui Lotka [46] ca ecuatia
caracteristicd (10.2) sau ecuatia Euler-Lotka pentru modelele liniare in timp
continuu poate avea si rddacini complexe, care provoacd ,,valuri de populatie”.
Lotka credea ca existd intotdeauna un numar infinit de astfel de radacini si
cd una dintre ele are asociatd o perioadd naturald apropiatd de o generatie,
adicd doua sau trei decenii pentru populatiile umane. Coale a studiat cazul
fertilitétii periodice si a constatat o crestere semnificativa a ratei de crestere
a modelului atunci cind perioada de fertilitate este apropiatd de o generatie.
Alte lucrdri au studiat rezonanta in modele matriciale liniare In timp discret:
datd fiind legdtura dintre modelele 1n timp discret si cele in timp continuu,
rezonanta apare atunci cand matricea care descrie cresterea intr-un mediu
constant are o valoare proprie complexd x + iy astfel inct arctan(y/x) este
apropiat de  si astfel incat modulul este apropiat de raza spectrald a matri-
cei.

Modelele obtinute prin liniarizarea modelelor epidemiologice neliniare in
apropierea echilibrului fard boala (nu in apropierea echilibrului endemic) sunt
foarte asemédndtoare cu modelele populationale liniare mentionate in paragra-
ful anterior; variabila varstei este Tnlocuitd cu timpul scurs de la infectare.
Prin urmare, este de asteptat ca rezonanta ratei initiale de crestere sd apara,
de asemenea, Intr-un mediu periodic, ceea ce modificd semnificativ pragul
epidemic. Acest lucru poate avea consecinte importante pentru bolile emer-
gente. Cu toate acestea, trebuie remarcat faptul cd, pentru multe boli trans-
mise prin aer, timpul mediu intre doud generatii de infectie este de ordinul a
una sau doud siptamani; acest lucru depinde de perioada de latentd. Astfel,
rezonanta a priori este asteptatd doar dacd rata de contact variazd cu o peri-
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oada de acelasi ordin de mdrime, de obicei daca variazd sdptamanal. Acest
lucru nu este nerezonabil dacd ne gandim ca ratele de contact pot fi diferite
intre zilele lucritoare si cele de weekend. In cazul copiilor de vérsti scolara,
este probabil ca rata de contact sd scadd la sfarsit de sdptdmana.

Sectiunea 11.2 reaminteste cum se calculeaza rata de crestere n modelele
de populatie liniare, periodice si continue in timp. Se oferd o formuld gene-
rala pentru perturbatia de ordinul intéi; aceasta implicd notiunea de valoare
reproductiva Intr-un mediu periodic. Dar pentru o mica perturbatie periodica
a unui model cu coeficienti care nu depind de timp, aceastd formuld aratd
cd este necesar sd se includd un termen de ordinul al doilea pentru a studia
rezonanta ratei de crestere.

Sectiunea 11.3 prezinta trei metode diferite de studiere a rezonantei. Pri-
mele doud metode, una pur numericd si cealaltd partial analitica, se bazeaza
pe rezultatele din capitolul 10. A treia metodd sugereazd, asa cum ne-am
astepta, cd rezonanta ratei de crestere apare atunci cand ecuatia Euler-Lotka
are o rddédcind complexa cu o parte imaginara apropiatd de impulsul ratei de
contact si o parte reald apropiatd de rata de crestere; existd, de asemenea, o
conditie tehnicd suplimentara.

Sectiunea 11.4 aplicd cele trei metode la cinci modele epidemiologice cla-
sice cu rate de contact periodice pentru a ardta cum modele relativ apropiate
pot avea proprietiti foarte diferite:

* un model S-I-R cu o perioadi infectioasa distribuitd exponential; rezo-
nanta ratei initiale de crestere este imposibild. Scopul este de a subli-
nia faptul ca acest model este exceptional in sensul ca rata de crestere
initiald este chiar complet independentd de frecventa factorului perio-
dic.

* un model S-I-R cu o perioada de infectie fixd, pentru care este posibild
rezonanta. Dar cu valorile parametrilor alesi aici, rezonanta este foarte
slaba.

e un model S-E-I-R cu o perioada latentd si o perioadd infectioasa care
sunt distribuite exponential; rezonanta este imposibila (a se vedea capi-
tolul 9), dar rata de crestere depinde de factorul periodic, spre deosebire
de primul model S-I-R.

* un model S-E-I-R cu o perioadd latenta fixa si o perioada infectioasd
distribuitd exponential, in care, spre deosebire de modelele anterioare,
este posibild o rezonantd puternicd, ca in capitolul 10.

* un model S-E-I-R cu o perioadd latentd distribuitd in mod Gamma si o
perioada infectioasd distribuitd exponential; acesta este o generalizare
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a celor doua modele anterioare, care aratd cum rezonanta devine impo-
sibild atunci cand distributia perioadei latente se schimba progresiv de
la 0 masa Dirac la o exponentiala.

Un aspect esential este acela ca ecuatia Euler-Lotka pentru modelul autonom
poate sd nu aiba altd radidcind complexd decat radicina sa reald. Desigur,
se stie de mult timp cd doud modele epidemiologice cu o distributie diferitd
doar pentru timpul petrecut intr-un compartiment pot avea proprietati cali-
tative diferite, de exemplu 1n ceea ce priveste existenta solutiilor periodice
pentru modelele epidemiologice autonome.

Pe scurt, regula a priori rezonabild din punct de vedere biologic, conform
cdreia rezonanta pragului epidemic este importantd atunci cind frecventa me-
diului este apropiata de o frecventa naturala a bolii, nu functioneaza Intotdea-
una. In mod surprinzitor, nu functioneazi pentru cele mai simple modele,
modelele S-I-R si S-E-I-R cu perioade de latentd si infectivitate distribuite
exponential. Aceastd reguld ar trebui sd fie inlocuitd cu un studiu mai precis
al radacinilor complexe ale ecuatiei Euler-Lotka. Un fenomen de rezonanta
similar poate aparea in cazul reproductivitatii % (capitolul 10). Prin urmare,
estimdrile lui % ar trebui revizuite pentru bolile care se propaga intr-un me-
diu periodic.

Anexa 11.6 contine o demonstratie a cresterii exponentiale a valorii repro-
ductive totale a unei populatii Intr-un mediu periodic; acesta este un corolar
al studiului nostru si o generalizare a unui rezultat clasic al lui Fisher pentru
modelele autonome.

11.2 Teoria perturbativa: formule de ordinul intai

11.2.1 Rata de crestere initiald ca valoare proprie

Atunci cand se studiaza stabilitatea echilibrului fard boald al unui model epi-
demiologic, se incepe prin liniarizarea modelului n apropierea acestui echi-
libru. Sistemul liniar rezultat poate fi de obicei scris ca o ecuatie integrald de
reinnoire de forma

h(r) :/O[K(Lx)h(t—x)dx—i-ho(t), (11.1)

unde nucleul K(#,x) este o functie pozitivi care este T-periodici in raport cu ¢
daci sistemul initial are coeficienti T-periodici. Retineti aici cd h(r) poate fi
un vector (hi(t),...,hy,(t)), In care indicele i = 1,...,m reprezinti diferite ti-
puri de persoane infectate, in timp ce K(z,x) este o matrice pitratd de ordinul
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m. Functia h;(¢) reprezintd numirul de persoane noi care intrd in comparti-
mentul infectat i pe unitate de timp la momentul #. Functia K; ;(z,x) indicad
numadrul mediu de infectii de tipul i produse pe unitate de timp la momentul ¢
de citre o persoand infectatd la momentul ¢ — x si care intrd in compartimentul
J- Astfel, x este timpul scurs de la infectare. Functia vectoriald h(¢) depinde
numai de conditiile initiale.

Pentru simplificare, vom lua in considerare doar cazul m = 1, deoarece
acesta este suficient pentru exemplele din sectiunile urmatoare. Acest caz
apare, de exemplu, atunci cand se ia in considerare o singurd populatie de
persoane infectate cu o rati efectivd de contact a(¢,x) (produsul dintre rata
de contact si probabilitatea de transmitere per contact) si o ratd de vindecare
b(t,x) care depind de timpul 7 si de timpul x de la infectare. Se presupune ci
functiile a(z,x) si b(¢,x) sunt T-periodice in raport cu ¢. Fie I(z,x) densitatea
populatiei infectate de la x unititi de timp la 7. In aproximatia liniari din
apropierea echilibrului fird boald, I(z,x) este o solutie a sistemului

Fie h(¢) =1(¢,0). Atunci A(t) verificd ecuatia (11.1) cu

K(t,x) = a(t,x)o(t —x,x), o©(T,x) =exp ( /Oxb(f+y,y)dy> . (11.3)

Functia o(7,x) reprezintd probabilitatea ca o persoand nou infectatd la mo-
mentul 7 si fie incd infectatd la momentul 7 + x. Rata de crestere initiald A a
epidemiei este unicul numar real astfel incat ecuatia integrald

W(t) = /0 T MK (1,0 v(t — x) dix (11.4)

are o solutie v(¢) pozitivd, netriviald si T-periodicd (capitolul 7). Este, de
asemenea, unicul numdr real A astfel incit si existe o functie v(z,x) pozitivi,
netriviald, T-periodicd 1n raport cu ¢, care sd satisfaca relatiile

o o
ot ox

Joo
+b(t,x)v(t,x) = —Av(t,x), v(z,0) :/0 a(t,x)v(t,x)dx

(11.5)

si conditia de normalizare

1 T ptoo
f/ / v(t,x)dxdt = 1. (11.6)
T Jo Jo
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Rata de crestere A este in continuare unicul numdr real astfel incat si existe o
functie w(t,x) pozitivd, netriviala, T-periodicd in raport cu ¢, care s satisfaci
ecuatia adjunctd

dw  dw

a5 +Z_b(t xX)w(t,x)+a(t,x)w(t,0) = Aw(t,x), 11.7)

si conditia de normalizare

1 T oo
(v,w) = f/() /0 v(t,x)w(t,x)dxdt = 1. (11.8)

Tripleta (A, v, w) este cea din propozitia 7.22.

Numim w(z,x) ,,valoarea de reproducere a unui individ infectat de x unitéti
de timp, la momentul 7. in modelele demografice, a(t,x) ar fi fertilitatea si
b(t,x) mortalitatea. In afari de normalizare, aceasti functie w(z,x) este gene-
ralizarea, pentru modelul cu coeficienti periodici, a definitiei lui Fisher [74,
p. 379] pentru valoarea de reproducere in modelele autonome.

Cu aceastd definitie a lui w(z,x), se poate generaliza si o0 observatie a lui
Fisher, ardtand ca valoarea totala de reproducere a unei populatii care verifica
sistemul (11.2), definitd prin

W(r) = / 1(e,%) w(t,x) dx, (11.9)
0
este egald cu W(0)e? (anexa 11.6).

11.2.2 Formule perturbative de ordinul intii pentru rata de crestere

Sé ludm mai Intai In considerare cazul in care b(t,x) = by(t,x) + €b;(,x),
cu doud functii by(t,x) si b;(z,x) periodice in raport cu ¢ si de aceeasi peri-
oadi. Si scriem prima ecuatie din (11.5) sub forma .Z;v = A v, unde .%; este
un operator diferential liniar pe un spatiu de functii T-periodice (in raport cu
variabila t) care satisfac restrictia datd de a doua ecuatie din (11.5). Atunci
Le = L+ €M cu (MV)(t,x) = —bi(t,x)v(t,x). Fie (Ao,vo,wp) tripleta
asociatd cu .%). Conform teoriei perturbative a operatorilor liniari [21, capito-
Iul XT], care da o formuld analoga formulei (6.14) in dimensiune finitd, valoa-
rea proprie principald A asociatd lui -%; este astfel incat A, = Ao+ €A+ o0(€)
cand € — 0, unde

= (M vo,wo) = // by (t,x)vo(t,x) wo(t,x)dx dt . (11.10)

Observati cd A < 0 dacd by > 0, asa cum ar trebui sd fie.
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In mod similar, si luim in considerare cazul in care a(t,x) = ag(,x) +
€ay(t,x), cu doud functii ap(¢,x) si aj (¢,x) periodice in raport cu z. S scriem
ecuatia (11.7) in forma £y = A v. Atunci &, = £+ €N cu (N w)(t,x) =
ai(t,x)w(t,0). Retineti cd (Ag,wo, Vo) este tripleta asociatd cu .Zjj. Aceeasi
teorie perturbativi arati ci valoarea proprie principald A, asociatd lui £} este
astfel incat Ae = A9+ €A’ +0(€) cand € — 0, unde

T oo
N = (N wp,vp) = %/0 wo(t70)/0 ay(t,x)vo(t,x)dx dt . (11.11)

Observati cid A’ > 0 dacd a; > 0, asa cum ar trebui sd fie.

Coeficienti independenti de timp. Daci a(t,x) = ap(x) si b(t,x) = bo(x),
atunci ecuatia (11.4) arati cd rata de crestere Ay este unica solutie reald a
ecuatiei Euler-Lotka
~+oo
1 :/ e 2% Ko (x) dx (11.12)
0

unde
Ko(x) = a0(x) Gox),  Go(x) = exp ( / xbo<y>dy) |

Solutiile ecuatiilor (11.5)-(11.6) si (11.7)-(11.8) sunt date de formulele dato-
rate lui Lotka si Fisher pentru piramida varstelor si pentru valoarea reproduc-
tiva:

. efﬂ‘ﬂx (o)) (x)
W e )y
~+oo
wo (x) = wo(0) / e‘%(y"‘)g‘;ggao(y) dy. (11.13)

Dacéd b(x) = bo(x) + €bi(x) sau a(x) = ap(x) + €a;(x), atunci formulele
(11.10) si (11.11) se reduc la
I T hi(x) [T e M oy () ao(y) dy dx
Jo " xe= %% 6 (x) ag (x) dx
L i e e gy an (3) d
Jor™ xe=%0% o (x) ag (x) dx

A=

)

A

(11.14)

Coeficienti independenti de x. Daci a(t,x) = a(t) si b(t,x) = b(t), atunci
solutiile ecuatiilor (11.4), (11.5)-(11.6) si (11.7)-(11.8) sunt

A=x [ (ate) - bie)ar,
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a(t —x) e~ Hxa(DdT y(p)
T Jo wr)dr

v(t,x) =

unde am notat
W(I) _ e—lt—}—fé(a(‘r)—b(‘r))d‘t'

Valoarea reproductivd w(z,x) este atunci independentd de x. Dacd b(t) =
bo(t) + €by(t) sau a(t) = ao(t) + €a; (t), atunci formulele (11.10) si (11.11)
se reduc la

A= l/Tb (t)dt A’—l/T (t)dt
- T Jo 1 P _T Oal )

asa cum se cuvine avand 1n vedere expresia lui A.

Mici perturbatii periodice in cazul autonom. S& consideram acum cazul
unei mici perturbatii periodice a unei situatii autonome de forma

a(t,x) = (1+ecoswt)ap(x), b(t,x) = by(x) (11.15)
culel < 1. In acest caz, nucleul (11.3) are forma
K(t,x) = (1+¢ecosmt)g(x), (11.16)

cu g(x) = ap(x) op(x). Functiile vo(z,x) si wo(z,x) sunt intotdeauna indepen-
dente de 7 si sunt date de formulele (11.13). Deoarece media temporald a
ai (t,x) = cos(wr)ao(x) este zero, formula (11.11) aratd cd A" = 0. Prin ur-
mare A¢ = A9+ o(€). Trebuie si studiem termenul de ordin €2 pentru a vedea
cum poate apdrea rezonanta ratei de crestere Ae.

Nu toate situatiile interesante sunt de forma (11.15). De exemplu, dacd
studiem influenta unei mici schimbdri climatice asupra unei boli transmise
prin vectori, atunci ag(t,x) si bo(t,x) vor fi functii periodice de timp din ca-
uza sezonalititii populatiei de vectori. Intr-un astfel de caz, este probabil ca
modificarea de ordinul inti a ratei de crestere datd de formula (11.11) sa fie
diferita de zero.

In restul acestui capitol (cu exceptia anexei), accentul va fi pus pe mode-
lele liniarizate care pot fi scrise ca o ecuatie de retnnoire (11.1) cu un nucleu
K(#,x) de forma (11.16), desi unele dintre aceste modele nu pot fi scrise ca
sub forma ecuatiei cu derivate partiale (11.2).

11.3 Formula de ordinul doi si rezonanta

Capitolul 10 a dezvoltat o metodd numericd speciald pentru a calcula rata
de crestere A atunci cind nucleul K(z,x) este de forma (11.16). Retineti,
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totusi, ca metodele din 9 si 10 ar putea gestiona un factor periodic arbitrar,
in special in cazul unei functii periodice in trepte, care este mai realistd nu
numai pentru diferenta anuald dintre perioada scolard si cea de vacanta, ci si
pentru diferenta saptdmanald dintre zilele sdptdmanii si cele de weekend.

Putem spune, in mod vag, ci existd ,,rezonantd” daci A, este semnificativ
mai mare decat Ay atunci cand € # 0 pentru anumite valori speciale ale impul-
sului o, adica dacd anumite frecvente speciale favorizeaza cresterea. Atunci,
intrebdrile care se pun sunt: se poate produce rezonanta si daca da, pentru ce
valori ale parametrilor?

Primul si cel mai evident mod de a raspunde la aceste intrebdri este de a
calcula numeric A¢ si de a o compara cu Ay. Capitolul 10 a aritat ci rata de
crestere A definitd de ecuatiile (11.4) si (11.16) este cea mai mare ridicina
reald a urmatoarei ecuatii, care implica o fractie continua:

1/80(A) —1=2Re e/ . A
o -1-——
Vo) —1- =
unde Re reprezintd partea reald si unde prin definitie
oo .
gu(A) = /0 g(x)e Armor gy (11.18)

este transformata Laplace a lui g calculatd in A +niw. Cand € = 0, ecuatia
(11.17) se reduce la go(A) = 1, care este ecuatia Euler-Lotka (11.12).

Existd o a doua metodd de detectare a rezonantei. Capitolul 10 oferd o
formula aproximativa de ordinul al doilea pentru A, atunci cind € este mic:

5 2 1 1

Ae=M+ae +o(e®) cu a= 2§0/(%)Re<1/§1<%)_1) .

(11.19)
In acest fel, vedem ci rezonanta apare daci o > 0 si & nu sunt mici in
comparatie cu Ay. Aceste conditii pot fi usor verificate numeric.

In cele din urmi, existii o a treia si poate cea mai interesanti metodd de
detectare a rezonantei. Rezonanta este de asteptat sd apard atunci cand ecuatia
Euler-Lotka (11.12) are o pereche de rddédcini complexe conjugate A = x +1iy
cu partea imaginara y apropiatd de ® si partea reald x apropiatd de rata de
crestere Ag. Intr-adevir, si presupunem ci A = & + i este o ridicini exacti
a ecuatiei (11.12). Atunci

g1(8) = /()+mg(x)e_5x_i“’xdx: 1.
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Dacil partea reald & este apropiatd de Ay, mai precis dacd (g — &)/ este
micd, avem aproximativ

81(20) ~&1(8)+ (A —&)21"(6) =1+ (o —&)21"(8)-

Sd inlocuim aceastd aproximare in formula (11.19) pentru  inlocuit cu Ay —
& care este mic, fapt ce se va utiliza de mai multe ori pentru obtinerea formulei
de aproximare. Se obtine

~ ! Re( ! )
7280 (h) (A0 — &) g'())

Stim ¢4, pentru orice ridicind A = £ +iw a ecuatiei (11.12), inegalitatea
stricti & < Ag este adevdratd. Intr-adevir, cu

o

(11.20)

oo oo .
1:/ e 2%g(x)dx, 1:/ e~ (EHO o (1) g,
0 0

avem 1n primul rind

oo ,
1= / e~ (6HON o (1) dx
0

+o0
< / e Sg(x)dx.
0
Deci & < Ag. Dacd am avea & = Ay, am putea deduce prin scidere

0= /(:Loo e hor (1 — e*i“’x) g(x)dx,

a carui parte reald ar da
~+oo
0= / e =21 — cos(@x)|g(x) dx,
0
ceea ce este imposibil dacd functia pozitivd g(x) nu este identic zero. Prin

urmare & < Ay.
Retineti, de asemenea, ca

80 (A0) = —/O+Wxg(x) e MY dx < 0.

Mai mult, pentru orice numir complex z = x +1iy, avem Re(1/z) = x/(x*> +
y?); semnul lui Re(1/z) este acelasi cu semnul lui Re(z). Deci, pentru for-
mula (11.20), trebuie doar si determindm semnul lui Re(g7'(&)). Daci

Re(31(£)) <0,
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atunci o este pozitiv si mare din cauza numitorului mic A9 — &. Cu alte cu-
vinte, A¢ este semnificativ mai mare decit Ay: existd o rezonantd. Gradul de
rezonanti se misoard, intr-un fel, prin distanta Ay — &. Cu cit este mai mic4,
cu atit mai mare este rezonanta. Reamintim, de asemenea, ci Ay — & este le-
gat de viteza cu care populatia tinde spre forma sa stabild (in sensul lui Lotka,
cu durata infectiei x inlocuind vérsta). In modelele epidemiologice, aceasti
notiune nu este foarte importantd, deoarece termenii neliniari domina rapid
dinamica. Conditia Re (g1'(§)) < 0 ar trebui si fie considerati o conditie
tehnicad suplimentard pentru aparitia rezonantei.

Pentru aceasta a treia metodd, un aspect important este acela ca ecuatia
Euler-Lotka poate sd nu aiba o altd radacind complexa decit cea reald. Acest
lucru face distinctia intre modelele in care poate apdrea rezonanta si cele in
care nu apare. Desi este posibil sd se calculeze timpul mediu de generare
in fiecare model, acest lucru nu inseamna ca existd intotdeauna o radacina
complexd a ecuatiei Euler-Lotka cu o parte imaginara apropiatd de acest timp
de generare.

in sectiunea urmatoare, vom studia aceste trei metode pentru mai multe
modele epidemiologice simple cu o ratd de contact periodicd, pentru a ardta
cum modele a priori foarte asemandtoare pot avea proprietdti destul de diferite
in ceea ce priveste rezonanta ratei initiale de crestere.

11.4 Exemple

11.4.1 Modelul periodic S-I-R

Fie S(¢) numdirul de persoane susceptibile, I(#) numirul de persoane infectate
si R(7) numérul de persoane vindecate. Fie N = S(¢) +1(r) + R(¢) populatia
totala, care este constantd. Se considerd modelul dat de

as I dlI dR

1
” a(t)SN7 ” a(t)SN bl, ” bl,

cua(t) =ap(l+ ecoswr) si |e| < 1. Proportiile

s(t) =S()/N, i(t) =1(x)/N, r(t) =R(t)/N

verificati
ds di dr
— =—a(t)si, —=a(t)si—bi, — =Dbi.
7 (0)si, -~ =alr) o
cu s+i+r= 1. Parametrul a(r) este rata efectivd de contact cu o perioada

T = 27/ . Parametrul b este rata de recuperare. Spre deosebire de lucrarile
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privind rezonanta pentru bolile endemice, addugarea nasterilor si a decese-
lor sau revenirea la compartimentul susceptibililor nu sunt importante pentru
pragul epidemic. Acesti termeni au fost omisi in acest model, precum si in
celelalte modele de mai jos, pentru ca discutia sd fie cat mai simpld posibil.

Echilibrul fard boald este (s,i,r) = (1,0,0). Liniarizdm sistemul in apro-
pierea acestui echilibru si punem h(f) = a(t)i(t); acesta este numéarul de noi
infectii pe unitate de timp in aceastd aproximare. Putem verifica cé h(r) este
o solutie a unei ecuatii de forma (11.1) cu un nucleu dat de formula (11.16).
Folosind relatiile (11.12), (11.18) si (11.19), gdsim cu usurinta

g(x) =ape™®, Gu(A)=ao/(b+A+niw), A=ay—b, a=0.

Prima metodi de detectare a rezonantei este calcularea numericd a Ag.
Pentru acest model, in capitolul 10 s-a observat deja ci A = a— b = A este
o ridécind a (11.17) pentru orice |€| < 1, dar a priori poate nu este cea mai
mare. Deci putem bdnui cd A = Ag. Si, intr-adevir, pornind de la definitia
(11.4) din A¢, putem arita cd A¢ este exact egal cu Ag (a se vedea observatia de
dupd corolarul 7.20). Nu existd rezonanta, indiferent de valorile parametrilor.

A doua metoda se concentreaza pe o. Aici o este zero, ceea ce tinde
si confirme ci nu existi rezonanti. In ceea ce priveste cea de-a treia me-

AAAAA

Euler-Lotka (11.12): nu exista rezonanta.

11.4.2 Modelul periodic S-I-R cu o perioada fixa de infectie

Sa ne uitdm direct la modelul pentru proportii, dar pastrand literele majuscule
S-I-R

ds

E(I) = —Cl(l)s(t) I(t)7

%(t) =a(t)S()1(t) —a(t —7)S(t —7)1(1 — 1),
dR

” t)=a(t—1)S(t—1)I(t — 1),
cu S+I+4+R=1sia(t) =a(l +ecoswt). Parametrul T reprezintd durata
perioadei de infectie.

Echilibrul fira boald este (S,I,R) = (1,0,0). Numdrul de noi infectii pe
unitate de timp in modelul liniarizat, h(¢) = a(r)1(¢), este o solutie a unei
ecuatii de forma (11.1) cu un nucleu (11.16). Aici

(x)— aop, x< T, . ()L) o aop T, e )L‘i’l’ll(l):(),
EX =7 o, x>t1, ST ao 1"};7;:% altfel
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si

1 —e %ot
l=agy ———. (11.21)
Ao
Observati cid A este o functie implicitd de 7, dar ca
1 20)
T=——log(l——. (11.22)
o ¢ ( ao

Mai mult, Ay — —oo cind T — 0, Ay 1si schimbd semnul cidnd T = 1/ag si
Ao — ap cand T — H-o0; acest lucru poate fi usor de demonstrat cu ajutorul
relatiilor (11.21) si (11.22). Formula (11.19) pentru & nu poate fi cu ade-
vérat simplificatd. S& presupunem cé perioada T = 27/ = 1 ar reprezenta
o sdptdmand. Ca exemplu, sd ludm in considerare cazul in care ap = 1 pe
sdptamana.

Cu prima metodd, figura 11.1(a) aratd modul in care rata de crestere A¢
depinde de perioada de infectie T pentru 0 < 7 < 2,5 si pentru diferite valori
ale €. Un zoom pe figurd ar ardta cd A > Ag pentru € A0 cand 1 < 7 <
1,43 si cand 2 < 7 < 2,44 (aproximativ). Cu toate acestea, diferenta nu este
semnificativa. Exista doar o rezonanta slaba.

Ae 057
05 0.4
0.3
0 02
0.1
-0.5] 00
4 -0.1
-02
-1.5] -03
—04
-2 0.5

T
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25

Figura 11.1: Rezonantd slabad Tn modelul periodic S-I-R cu o perioadi de infectie fixa.
(a) Rata de crestere A¢ in functie de perioada de infectie T pentru diferite valori ale lui
€. (b) Coeficientul o in functie de 7.

Cu cea de-a doua metoda, figura 11.1(b) aratd cum depinde coeficientul
a de perioada de infectie T 1n acelasi interval. Din punct de vedere numeric,
o >0pentru 1 <7< 1,435i2 < 1< 2,44, asa cum ar trebui. Maximul o/,
care este atins cand 7 =~ 1,17, este de aproximativ 9 %. Acest lucru confirma
sldbiciunea rezonantei.

Cu cea de-a treia metoda, reamintim mai intdi ca exista intotdeauna o sin-
gurd radicind reald Ay a ecuatiei Euler-Lotka (11.21). Dar si aceastd ecuatie
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are un numdr infinit de perechi de radicini complexe conjugate: acesta este
cazul mai general pentru modelele in care g(x) are un suport compact. Dintre
aceste raddcini complexe, unele pot avea o parte imaginard egald cu @ pen-
tru anumite valori particulare ale 7. Pentru a gési aceste valori, observim
cd ecuatia (11.21) cu A = x+1iy in loc de Ag este echivalentd (dacd excludem
x=y=0) cusistemul real x = ag (1 —e T cos(y7)) siy =ape " sin(yt). S&
punem y = @ si sa eliminam x din a doua ecuatie. Obtinem o singura ecuatie
pentru T:

llog{ © }— L %y (11.23)
0T apsin(ot)| tan(wt) ©

Primul membru este o functie continui de 7 pentru orice n”T < T < (n+1/2)T
si toate numerele Intregi n > 1, care tinde la —eo cAnd T — nT™ si care tinde
la +o cind 7 — (n+1/2)T~. Prin urmare, (11.23) are un numdr infinit
de solutii pozitive Tj < Tp < ---. Pentru exemplul nostru in care ® = 27 si
ap = 1, obtinem: 71 =~ 1,19, 7» = 2,20, 13 ~= 3,21...

Cand t = 71y, rddacinile complex conjugate ale ecuatiei (11.21) cu partea
reald mai mare sunt x; +i® sau x; &~ —1,61, in timp ce A9 ~ 0,30. Astfel,
desi conditia tehnicd Re(g)'(x1)) &~ —1,2 < 0 este indeplinitd, diferenta din-
tre x; si Ay este prea mare pentru a se produce o rezonantd semnificativa:
(Ao —x1)/® == 0,30. in mod similar, atunci cand T = T, ridicinile com-
plex conjugate ale ecuatiei (11.21) cu a doua cea mai mare parte reala sunt
Xy +im cu x; &~ —0,85, in timp ce Ay =~ 0,85. Astfel, desi conditia tehnica
Re(g1'(x2)) & —2,23 < 0 este indeplinitd, diferenta dintre x; si Ay este din nou
prea mare pentru a se produce o rezonanti semnificativa: (Ao —x2)/o ~ 0,27.
Aceeasi concluzie este valabild si pentru celelalte raddcini complexe care pen-
tru T = T, au partea imaginara egald cu @.

11.4.3 Modelul periodic S-E-I-R

S& presupunem acum ci existi o proportie E(#) din populatie care este infec-
tatd, dar nu este Incd infectioasd, adicd 1n faza de latentd. Luati in considerare
modelul pentru proportii

s

dE dl dR
— = —a(t)SI =
dt a() ’

% =a(t)S1—cE, - =cE—-blI, = =bl,
cuS+E+I+R=1sia(t) =ap(l+€cosmr). Noul parametru c este proportia
indivizilor infectati care devin infectiosi. Cand ¢ — 4o, acest model tinde
spre modelul S-I-R din sectiunea 11.4.1.

Echilibrul fira boli este (S,E,I,R) = (1,0,0,0). Numirul de noi infectii
pe unitate de timp in modelul liniarizat, 4(t) = a(r) I(¢), este o solutie a unei
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ecuatii de forma (11.1) cu un nucleu (11.16). Aici,

—cx _ a—bx
) =are T———, &(A)= T s
b—c (A+c+nio)(A+b+nio)
_ Y
Jo = —0AT éb o +hac (11.24)
—(agc)?

V(b—=c)2+4agc [0+ (b—c)? +4apc]

Pentru prima metoda, se ia in considerare cazul in care T = 27/ = 1
este o saptamand, care modeleaza diferentele 1n ratele de contact intre zilele
lucritoare si cele de weekend, si in care perioada medie de infectie 1/b este
egald cu 2 zile sau 2/7 sdptdmani. S& ludm o ratd medie de contact ag astfel
incét reproductivitatea ao/b atunci cind € = 0 este egald cu 1,2, o ipotezi
rezonabild dacd ludm 1n considerare o boald emergentd. Figura 11.2 aratd
modul in care rata de crestere A, depinde de perioada medie de latentd 1/c
pentru diferite valori ale €. Retineti cd A este intotdeauna mai mic decét Agy
atunci cind € # 0 este prezent. Nu existd rezonanta.

Figura 11.2: Absenta rezonantei in modelul periodic S-E-I-R. Rata de crestere A¢ in
functie de perioada medie de latentd 1/c¢ (in sdptdmani) pentru diferite valori ale lui €.

Pentru cea de-a doua metoda, retineti ci o < 0: nu existi rezonanti. in
ceea ce priveste cea de-a treia metoda, ecuatia Euler-Lotka (11.12) pentru
acest model are o singuri rddécind, si anume Ay, in partea din planul com-
plex in care converge integrala celui de-al doilea membru al ecuatiei (11.12):
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Re(A) > max{—b,—c}. Retineti cd A este o solutie a unei ecuatii polinomi-
ale de gradul 2. Cealalta solutie, datd de formula (11.24) cu semnul minus
in fata rdddcinii pdtrate, este o radacind a ecuatiei dedusd din (11.12) prin
continuarea analiticd a integralei. Pentru aceastd a doua solutie, integrala
este divergentd. In orice caz, aceasti solutie este un numir real; nu existi
rezonantd.

11.44 Modelul periodic S-E-I-R cu o perioada de latenta fixa

Modelul este dat de
ds dE
= —a(t)S()1(z), = = a(t)S(t)1(t) —a(t—1)S(t—1)I(t — 1),

dl dR
= ait—1)S(t—7)I(t — 1) - bI(2), - = bI(t),
cuS+E+I+R=1sia(t)=ap(l+ecoswt). Parametrul T este acum peri-
oada de latentd. Cand T — 0, modelul tinde spre cel din sectiunea 11.4.1.

Echilibrul fara boli este (S,E,I,R) = (1,0,0,0). Numdrul de noi infectati
pe unitate de timp, in modelul liniarizat, h(¢) = a(¢)1(z), este o solutie a unei
ecuatii de forma (11.1) cu un nucleu (11.16). Aici

07 x< T, N efnia)rf/lr
g(x) = { age b1, x> T, g"(l)_aol—kb—&—nia)’
Ao =ape M —b. (11.25)

Ecuatia pentru Ay este din nou implicitid. Formula (11.19) pentru o nu poate
fi cu adevérat simplificata.

Pentru prima metoda, la fel ca 1n sectiunea anterioard, au fost alese T =
2w/ = 1 siptiménd, 1/b = 2 zile sau 2/7 sdptdmani si ap/b = 1,2. Fi-
gura 11.3(a) aratd modul in care rata de crestere A, depinde de perioada de
decalaj 7 pentru diferite valori ale €. Observati in figura 11.3(a) cd rezonanta
apare aproximativ pentru 0,66 < T < 1 si 1,66 < 7 < 2. Exista, de asemenea,
o rezonantd pentru valori mai mari ale T care nu este prezentatd. Capitolul 10
prezintd o cifrd similard pentru un model usor diferit (S-E-I-S si nu S-E-I-R);
dar nu a fost datd nicio explicatie pentru ,,umfldturi”.

Cu cea de-a doua metoda se poate verifica numeric ca o > 0 cel putin
pentru 0,66 < T < 1si 1,66 < 7 < 2 (fig. 11.3b). Cu cea de-a treia metoda,
intrebarea este dacd ecuatia Euler-Lotka (11.25) poate avea solutii A cu o
parte imaginard y egald cu . S& presupunem A = x +iy. Ecuatia pentru
A poate fi scrisd ca un sistem real pentru x si y: x = ape *Tcos(yT) — b si
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0.0
0.1
-0.2
-0.3

Figura 11.3: Rezonanta In modelul periodic S-E-I-R cu o perioada de latenta fixa.
(a) Rata de crestere A¢ in functie de perioada de latentd 7 (in siptdmani) pentru diferite
valori ale lui €. (b) Coeficientul & in functie de 7.

XT

y= —ape *"sin(yT). S& punem y = ® si sd eliminidm x din a doua ecuatie.
Se obtine
1 o 1 b
— log |- —— - ~ 2. (11.26)
0T apsin(0t)| tan(@wT) ©

Ca si 1n sectiunea 11.4.2, primul membru este o functie continud a 7 pentru
orice (n—1/2)T < T < nT si toate numerele Intregi n > 1, care tinde la —oo
cand 7 — (n—1/2)T" si care tinde la +oo cind T — nT~. Astfel, ecuatia
(11.26) are un numdr infinit de solutii ) < T < --- care tind spre +oo, pentru
care ne putem astepta la rezonantd. Sd rezolvdm numeric ecuatia (11.26) cu
aceleasi valori ale parametrilor ca mai sus. Se obtine: 7; ~ 0,82, 7, ~ 1,83,
T3~ 2,83...

Cand 1t = 11, radacinile complex conjugate ale (11.25) cu partea reala
mai mare sunt x; =i cu x; ~ —0,61, in timp ce Ay ~ 0,17. Conditia teh-
nicd Re(gy’(x1)) =~ —0,88 < 0 este verificatd, iar diferenta dintre x; si Ao
este destul de micd: (A9 —x1)/® =~ 0,12. Deci existd rezonanti cnd T =~ 7.
Cand 7 = 1, rdddcinile complex conjugate ale (11.25) cu partea reald care
vine a doua in ordine descrescdtoare sunt x; +i® cu x; ~ —0,28, in timp ce
Ao ~ 0,086. Din nou, conditia tehnicd Re(g,’(x2)) ~ —1,89 < 0 este veri-
ficatd, iar diferenta dintre x, si Ay este micd: (A9 —x)/@ =~ 0,06. Existd
rezonantd cand T ~ 7,. Existd, de asemenea, rezonantd cand T = 7, pentru
n>2.

Din punct de vedere practic, nu este imposibil ca o boald sd aiba o peri-
oada de latentd T apropiatd de 7; (aici aproximativ 6 zile) urmatd in medie de
doua zile de perioadd de infectie. O ratd de contact cu o perioadd de o sédp-
tdmand, datoritd diferentei dintre zilele lucrdtoare si cele de weekend, poate
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provoca o rezonantd puternica pentru o astfel de boald. Timpul mediu intre
doud generatii

400
Jo“xe@dx a7 e
Jo " 8(x)dx

este apropiat de perioada T = 7 zile a ratei de contact. Dar aceastd reguld
aproximativa pentru rezonantd nu a functionat pentru modelul din sectiunea
anterioard. Diferenta dintre figura 11.2 si figura 11.3a este putin surprinza-
toare. Acestea sunt modele S-E-I-R, primul cu o perioada de latenta distribu-
itd exponential, iar al doilea cu o perioada de latentd fixd. Concluzia biolo-
gicd, dacd boala se va declansa sau nu, pare sd depindd foarte mult de alegerea
intre aceste doud modele a priori similare. Prin urmare, modele foarte ase-
mandtoare se pot comporta foarte diferit in ceea ce priveste rezonanta ratei de
crestere.

Modelele S-E-I-R in care perioada de latenta si perioada infectioasd sunt
fixe prezintd o rezonantd similard a ratei de crestere. Este Incd posibil si
se gdseascd valori ale parametrilor pentru care existd o rddiacind complexd
x+1iy a ecuatiei Euler-Lotka cu o parte imaginard egald cu @. Dar trucul de
eliminare a partii reale x pentru a obtine o singurd ecuatie ca in ecuatia (11.26)
nu mai functioneaza.

11.4.5 Model periodic S-E-I-R cu o perioada de latenta distribuita con-
form unei distributii Gamma

Pentru a intelege de ce modelele din ultimele doua sectiuni dau rezultate atat
de diferite, sa luam 1n considerare cazul unei perioade latente care urmeaza
distributia Gamma. Aceasta este o generalizare atat a distributiei exponen-
tiale, cét si a distributiei Dirac atunci cand perioada latentd este fixd. Mai
precis, fie

yx) = B¥x" e Pr/r(v)

distributia perioadei latente, unde 8 > 0 si v > 1 sunt numere reale. Perioada
medie de latenti este T = v/f iar varianta este v/B? = 72/v. Cand v = 1,
gisim distributia exponentiald cu o medie egald cu 1/ din sectiunea 11.4.3.
Distributia Gamma tinde spre distributia Dirac In x = 7 din sectiunea 11.4.4
dacd v si B tind spre oo, In timp ce raportul v/ este mentinut constant si
egal cu 7.
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Modelul este

% =—a()S()1(r), E(r,0) = a(t)S(t)1(r), ‘;—f + 3—5 = —c(x)E(t,x),
%;/{f c(x)E(t,x)dx — b1(1), %zbl(ﬂ,
cu

S(1) + 0+°°E(t,x) dx+1(t) +R(1) = 1

sia(t) = ap(1+ecos wt). Coeficientul ¢(x) este legat de distributia y(x) prin
relatiile

exp (—/OXC(y)dy) = I—Axw(y)dy, cx) = l—fzxjfl)/%)ckv'

Se poate demonstra cd numarul de infectii noi pe unitate de timp in mode-
lul liniarizat, h(t) = a(t)1(z), este solutia unei ecuatii de forma (11.1) cu un
nucleu (11.16) si

~+oo
g(x) =ap /0 e P y(y)dy.
De asemenea, se poate demonstra ci

aoBY
(b+A+niw)(B+A+nio)v’

aoB”

(B+A)Y

Formula pentru Ay este din nou impliciti. Formula (11.19) pentru « nu poate
fi simplificata.

In figura 11.4 este prezentat semnul ¢ (mai precis liniile de nivel ot = 0)
in diagrama (7,1/v). Reamintim cd o > 0 este o conditie necesard pentru
rezonantd. Linia orizontald de sus, v = 1, corespunde cazului unei perioade
de latentd distribuitd exponential si se afld n partea din diagrama in care o <
0, asa cum se asteapti din figura 11.2. Limita 1 /v — 0 corespunde perioadei
de latenta fixa, astfel incat linia orizontald de jos corespunde figurii 11.3 si
are mai multe parti unde o > 0. In acest fel, vedem cum dispare rezonanta pe
misuri ce creste varianta 72/ V.

gn(A) = Ao = b.

11.5 O mie si unul de modele periodice

Lista acestor modele ar putea continua pana ne plictisim, de exemplu, cu
o ratd de contact periodicd a unei forme diferite, o vaccinare periodicd, o
populatie de vectori sau un rezervor periodic, o demografie periodicd sau o
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1/v
1.0
a<0
0.51
>0
<0 gEm——
0.0 T T T T —
0 1 2 3

Figura 11.4: Linii de nivel a = 0 in diagrama (t,1/v). Zonele in care ot > 0 sunt
cele in care poate apdrea rezonanta. In partea din dreapta jos a diagramei, zonele in
care o < 0 alterneaza cu cele in care o > 0, dar sunt reprezentate doar liniile de nivel
a=0.

migratie periodicd. Mai mult, ecuatia liniard (11.1) se regdseste in majorita-
tea celorlalte probleme de dinamica a populatiei (demografie, ecologie, teo-
ria chemostatului, imunologie etc.), cel putin in aproximatie liniard. Astfel,
acelasi fenomen de rezonanta poate fi studiat, de exemplu, in cazul recoltelor
periodice, al Infloririi periodice a fitoplanctonului, al intrdrilor si iesirilor pe-
riodice dintr-un chemostat, al tratamentelor antivirale periodice, al tratamen-
telor periodice Tmpotriva cancerului, al modelelor periodice ale populatiei ce-
lulare etc. Rezonanta este asteptata pentru unele modele si nu pentru altele.
Réspunsul depinde de modelul liniarizat in apropierea starii stationare trivi-
ale (sau periodice), dar nu si de termenii neliniari utilizati. Astfel, majoritatea
modelelor cu un numédr mic de compartimente conduc la aceleasi calcule ca
cele de mai sus.

Principala intrebare care ramane este dacd, pentru anumite boli sau pentru
anumite aplicatii din alte domenii ale dinamicii populatiei, acest fenomen de
rezonantd joacd un rol semnificativ. Aceasta este o intrebare dificild, deoarece
pentru modele foarte asemdndtoare, cum ar fi modelele S-E-I-R cu o perioada
de latenta exponentiald sau fixd, concluziile sunt diferite, chiar dacd ambele
modele ar putea fi adecvate pentru aceeasi boald. Modelele cu o functie g(x)
cu suport compact sunt, totusi, mai realiste. in acest caz, ecuatia Euler-Lotka
are un numdr infinit de radadcini complex conjugate. Prin urmare, este posibil
ca rezonanta sd apard pentru anumite valori ale parametrilor.
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11.6 Anexa: cresterea exponentiala a valorii totale de re-
producere intr-un mediu periodic

Demonstratia incepe cu definitia (11.9) si apoi utilizeaza prima ecuatie a sis-
temului (11.2) si o integrare prin parti:

dW Feo [ dw dI
? —A _I(t,x)at+atW([,x):| d.x

Foo [ ow dl
:/0 10 57 - axw(t,x)b(t,x)I(t,x)w(t,x)] dx

= /0+°° %V;_F??‘: —b(t,x) w(t,x)] 1(t,x)dx+1(z,0) w(z,0).

Folosind a doua ecuatie a sistemului (11.2) si ecuatia (11.7), obtinem 1n final

dW tefdw  dw
[+ 2 - et s O)atr) M)

—2 /(:ww(t,x) I(t,x) dx = AW(1).

Astfel W(r) = W(0)e.

Observatia 11.1. Cu definitia (11.5) a functiei v(¢,x), vedem ci daca 1(0,x) =

v(0,x), atunci I(z,x) = e* v(z,x). Cresterea exponentiali a valorii totale de

reproducere W(¢) implica egalitatea

oo oo
/0 v(t,x)w(t,x)dx:/o v(0,x)w(0,x) dx

pentru orice ¢ > 0. Prin urmare, normalizarea (11.8) ia forma mai simpla

o0
/ v(t,x)w(t,x)dx = 1.
0
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Modelul lui Kermack si McKendrick pentru ciuma
din Bombay

Figura care aratd modul in care modelul Kermack si McKen-
drick se potriveste cu datele din 1906 pentru epidemia de ciumd
din Bombay este una dintre cele mai reproduse figuri din cdrtile
despre modelarea matematicd a epidemiilor. In acest capitol, se
aratd cd ipoteza unor parametri constanti in acest model con-
duce la valori numerice nerealiste. In plus, rapoartele publicate
la acea vreme aratd cd epidemiile de ciumd au apdrut in Bom-
bay cu o sezonalitate remarcabild in fiecare an din 1897 pdnd cel
putin in 1911. Asadar, epidemia din 1906 nu este un bun exem-
plu de epidemie care se opreste, pentru cd numdrul de persoane
susceptibile de a fi infectate a scdzut sub un anumit prag, ci un
exemplu de epidemie sezonierd. Se prezintd un model pentru
ciuma din Bombay cu caracter sezonier si se calculeazd repro-
ductivitatea asociatd sobolanilor si puricilor.

12.1 O ajustare inselatoare

Figura care aratd modul 1n care modelul S-I-R al lui Kermack si McKendrick
(capitolul 1) se potriveste cu datele din 1906 pentru epidemia de ciuma din
Bombay este bine cunoscuti celor care fac modele (fig. 12.1). Ea a fost re-
produsd in numeroase cérti de epidemiologie matematicd [44], biomatematicd
[1, 30] si istoria modelarii matematice [37]. Datele, a cdror origine nu este
precizatd de Kermack si McKendrick, provin dintr-un raport al unei anchete
asupra ciumei din India publicat in 1907. Pentru referinte la datele epide-
miologice din acest capitol, a se vedea [3]. Pentru informatii istorice despre
Kermack si McKendrick, a se vedea [10, capitolul 18].
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Figura 12.1: Numadrul sdptdmanal de decese cauzate de ciumd in Bombay intre 17
decembrie 1905 si 21 iulie 1906. Ecuatia curbei este 890/ch?(0,2¢ — 3,4).

Cu toate acestea, Kermack si McKendrick nu au obtinut curba clopotu-
lui din figura 12.1 direct din modelul lor original, un sistem de trei ecuatii
diferentiale, deoarece acestea nu aveau o solutie expliciti. In schimb, ei au
folosit o anumitd aproximare (sectiunea 1.4) pentru care au obtinut o solutie
explicitd: numirul de decese pe unitatea de timp dR/dt era de forma

dRN o

—_— 12.1
a = By (=D

unde cei trei parametri o, B si ¥ depind intr-un mod complicat de parame-
trii modelului. Potrivirea datelor a fost oo = 890 pe sdptimana, § = 0,2 pe
saptamand si ¥ = 3,4. Kermack si McKendrick au mentionat, de asemenea,
cateva ipoteze simplificatoare in modelul lor; de exemplu, modelul lor nu ia in
considerare in mod explicit sobolanii si puricii care transmit ciuma. Acestia
au remarcat:

»Niciuna dintre aceste ipoteze nu este strict indeplinitd si, prin
urmare, ecuatia numericd nu poate fi decit o aproximare foarte
aproximativd. Nu trebuie sd se astepte o potrivire perfectd si nu
trebuie si se facd deductii cu privire la valorile reale ale diferite-
lor constante.”

In ciuda acestei atentioniri, ar putea fi interesant de studiat mai atent acest
aspect. In special, ne putem Intreba:
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e care sunt valorile parametrilor modelului original care corespund ajus-
tdrii din figura 12.1?

* care este reproductivitatea asociatd Z?

In sectiunea 12.2, sunt amintite contextul istoric si formulele obtinute
de Kermack si McKendrick. In sectiunea 12.3, prezentim calculele care ne
permit sd gisim valorile parametrilor din ajustare, le aplicim la cazul ciu-
mei din Bombay si explicdm cd valorile obtinute sunt mai degrabad nerea-
liste. Prin urmare, ipoteza unor valori constante ale parametrilor trebuie sd
fie pusa sub semnul intrebdrii. Sectiunea 12.4 discuta rolul sezonalititii, care
este cu siguranta responsabild pentru declinul epidemiei din 1906, si pro-
pune un model periodic pentru aceastd epidemie de ciumd. Modelul include
purici, sobolani si oameni. Sectiunea 12.5 prezintd mai Intdi o definitie a
reproductivitdtii asociate cu fiecare tip de gazda pentru modelele periodice.
Acest lucru se aplicd modelului din sectiunea anterioard. Sectiunea 12.6 com-
pard reproductivitatile modelului periodic cu reproductivitatea unui model re-
dus.

12.2 Ciuma bubonica din Bombay si formulele obtinute de
Kermack si McKendrick

Ciuma bubonicd a apdrut Tn Bombay (actualul Mumbai) in august 1896.
Aceasta a devenit endemica si a reapdrut Tn anii urmatori, cu un puternic ca-
racter sezonier, dupd cum s-a discutat in sectiunea 12.4. Ciuma s-a raspandit
si in India, provocand peste zece milioane de decese Intre 1898 si 1918 [57,
p. 26]. In ianuarie 1905, secretarul de stat pentru India, Royal Society si Insti-
tutul Lister au Infiintat un comitet consultativ. Comitetul de lucru al acestuia
a avut sediul la Bombay. Comitetul a efectuat numeroase experimente de la-
borator si investigatii pe teren pentru a studia toate aspectele bolii. Ca urmare,
nu mai putin de optzeci si patru de rapoarte despre ciuma din India, cu sute
de tabele, diagrame si harti, au fost publicate intre septembrie 1906 si aprilie
1917 ca numere speciale ale Journal of Hygiene. Majoritatea informatiilor
din acest capitol provin din aceste rapoarte (jurnalul a fost digitalizat).
Epidemia de ciumad sezonierd din 1906, care a durat din ianuarie pana in
iulie 1906, a fost prima epidemie pe care Comisia a studiat-o si, de asemenea,
cea care a primit cea mai mare atentie. Dar, in realitate, a fost de ,,gravitate
moderata”. Comisia a confirmat rolul sobolanilor si al puricilor lor in raspan-
direa ciumei, rol care fusese demonstrat experimental de Paul-Louis Simond
in 1898. Este demn de remarcat faptul cd M. Kesava Pai, cu care McKendrick
avea sd scrie o lucrare Tn 1911, si directorul Institutului Pasteur din India din
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Kasauli, unde McKendrick avea sd lucreze intre 1905 si 1920, au fost membri
ai comisiei.

Kermack si McKendrick au studiat un model matematic cu trei comparti-
mente:

* persoane sensibile S(r);
* oameni infectati cu ciuma I(¢);
* persoane moarte sau imune R(z).

Notatiile originale au fost x(¢), y(f) si z(¢); notatiile S-I-R au devenit standard
abia mult mai tarziu. Populatia totald este de N = S(¢) +1(¢) +R(¢). Ecuatiile
au fost ds dl dR

= kSIS =kSI-bL —o =0l (12.2)
unde k = a/N, a este rata efectivd de contact si b > 0 o ratd de mortalitate
sau de vindecare. in cazul in care conditiile initiale sunt S(0) = So, 1(0) = Io,
R(0) =0 si dacd a/b = 1 cu a > b, atunci numirul de decese pe unitatea de

timp este dat de formula aproximativa (12.1) cu

p3§? 8b Ko _q kS 2 K2
B==, th(n= "5 , 8= (0—1) +2S0lo; 5

a=-———>
2Sk?’ b

(sectiunea 1.4). Avand 1n vedere formula (12.1), numarul o este maximul
functiei dR/dt (aproximativ 900 pe saptiméani in figura 12.1), iar t* = y/f
este momentul in care se atinge maximul (19 sdptimani de la inceput in
aceastd figurd). Deci, 1n procesul de ajustare existd de fapt un singur parame-
tru necunoscut, si spunem . Kermack si McKendrick au incercat probabil
mai multe valori. Dupd o estimare initiald de 3, probabil si-au dat seama ca
ajustarea lor la intreaga curba ar putea fi Tmbunatatita prin modificarea usoara
a o (de aici ot = 890 pe siptimani) sir* = /B (de aici r* = 17 siptimani). in
cele din urmi au optat pentru § = 0,2 pe sdptdmana si, astfel, pentru y = 3.4.
Cu toate acestea, modelul are patru parametri: Sg, Ig, k si b. Cum pot fi
derivati patru parametri necunoscuti din doar trei ecuatii?

12.3 Valorile parametrilor

Sé presupunem ¢ = kSy/b. Apoi

_ b&%S,

b6°Sy 5 _8b
=5

p=""0 win =20 5= \fo- 12201075
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Deci 6 = (¢ — 1)/th(y) si obtinem din ultima ecuatie

241 201 2¢Ipsh’()
So = = = . (12.3)
62— (9p—1)2 1 —1)2
(0-1% (912 (thz(y) - 1) (9—1)
Dar ecuatiile pentru o si  indicd, de asemenea, ci b =2f3/6 si
2 2 2 2
5, — 29 o 9o _¢7ath(y)  ¢7ash(y) (12.4)
bé Bs  Bl¢—1)  B(¢—1)ch(y)
Sa elimindm Sy intre ecuatiile (12.3) si (12.4). Ajungem la
2B Ipsh(y)ch Iosh(2
o(p— 1) = 2Plosh(V)ch(y) _ Blosh(2y) (12.5)
(04 (04
Singura raddcind pozitiva a acestei ecuatii patratice din ¢ este
b= 1+4/1 +4I;IO sh(2y) /e 12.6)

Avem patru necunoscute, dar trei ecuatii. Mai multe alegeri pentru para-
metrii (So,Io,k,b) corespund aceluiasi triplet (o, 3,7). Cum se poate aranja
acest lucru? Se poate decide si se fixeze unul dintre parametri: perioada me-
die de infectie 1/b a ciumei, marimea initiald Sy a populatiei sensibile din
Bombay in 1905 sau numarul initial de persoane infectate Iy. Nu pare posibil
sd se stabileascd a priori parametrul k.

La Tnceput, s-ar putea crede cd stabilirea perioadei de infectie este relativ
simpld. Durata medie a bolii In cazurile mortale este de aproximativ 5,5 zile.
Cu toate acestea, existd, de asemenea, o perioadd de incubatie de aproximativ
3 zile in medie. In cele din urma, nu trebuie sa uitdm ca modelul (12.2) este
o simplificare a procesului de infectare. Sobolanii infectati 1si infecteaza pu-
ricii, care infecteaza alti sobolani si, ocazional, si oamenii. Focarul de ciuma
la om este complet determinat de focarul de ciumad la sobolani, cu doar cateva
zile de Intarziere. Imaginati-va ca sistemul (12.2) este un model pentru ciuma
la sobolani. In experimentele de laborator, sobolanii Bombay cirora le-a fost
transmisd efectiv ciuma au murit in medie la 9 zile de la prima expunere la
puricii infectati. Dar, din nou, trebuie reamintit faptul cd aceastd perioadd
poate avea putin de-a face cu ,,perioada aparent infectioasa”, deoarece puricii
pardsesc sobolanii doar atunci cand acestia sunt deja morti. Experimentele au
ardtat cd puricii pot rdmane infectiosi timp de doud saptamani in timpul sezo-
nului de ciuma, dar numai o sdptdmana in afara acestui sezon. Prin urmare,
existd o variatie sezonierd considerabild, care este discutatd Tn continuare in
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sectiunea 12.4. Prin urmare, este dificil de ales o valoare pentru 1/b pentru
un model autonom atat de simplu ca sistemul (12.2).

Acum luati In considerare marimea initiald Sy a populatiei care ar putea
fi in Bombay 1n decembrie 1905. La acea vreme, populatia din Bombay era
concentratd aproape in intregime pe ,,Insula Bombay” si pe cele 22 de mile
pdtrate ale sale. Recensdmantul din februarie 1906 a indicat o populatie de
aproximativ un milion de locuitori. Si fixam So = 10°. Ecuatia (12.4) arati
cd ¢ este o solutie a ecuatiei de gradul doi (octhy)@? — (8So)¢ + BSo = 0.
Numeric, se obtine ¢ ~ 202 sau ¢ ~ 1,005. Dar relatia (12.5) aratd cd Iy =
ad (¢ —1)/(Bsh(2y)). Rezulti fie Iy ~ 446.000, fie Iy ~ 0,06; ambele solutii
sunt absurde, prima pentru ca epidemia din 1906 a ucis aproximativ 10.000
persoane, iar a doua pentru cd Iy este un numadr de persoane. Prin urmare, nu
este posibil sd se considere intreaga populatie ca fiind populatia la risc.

Réamane de verificat daca fixarea I oferd valori realiste pentru parametri.
De exemplu, si stabilim Iy = 1 la inceputul curbei epidemice. De fapt, Ker-
mack si McKendrick (a se vedea figura 12.1) nu specifica ce eveniment cores-
punde timpului # = 0. Odatd ales numarul I, ecuatia (12.6) da ¢. Putem cal-
cula § = (¢ —1)/th(y) si b =2B/8. In cele din urmi Sy este dati de formula
(12.3) sik =@ b/So. impreuné cu [p = 1, obtinem b ~ 4,32 pe saptdmand,
So ~ 57.368 si k =~ 8,23 x 107 pe sdptimani. Retineti ci perioada medie de
infectare ar fi de 1/b =~ 0,23 séptdmani sau 1,6 zile. Populatia expusi riscu-
lui ar fi N = Sp + Ip &~ 57.369. Reproductivitatea ar fi Zy = kN/b ~ 1,09 si
numeric aproape egald cu ¢. Acest % pare destul de mic in comparatie cu
valorile tipice pentru alte boli infectioase, mai ales cd epidemia de ciuma nu
s-a datorat unei cresteri lente a densititii populatiei pand la pragul % = 1,
ci aproape sigur sosirii sobolanilor infectati cu vaporul; cea de-a treia pande-
mie de ciuma a inceput in 1894 in Hong Kong. Cu toate acestea, deoarece
,perioada aparentd de infectie” 1/b (care este dificil de interpretat, dupd cum
s-a mentionat mai sus) este, de asemenea, foarte scurtd, timpul de dublare
log(2)/(kSp — b) 1a inceputul epidemiei ia o valoare rezonabild, de aproxi-
mativ 13 zile. O problemd mai mare apare atunci cind se ia in considerare
populatia expusa riscului N ~ 57.000. Din rapoartele privind distributia geo-
grafica a cazurilor de ciuma la om, se pare ca toate zonele dens populate ale
insulei Bombay au fost afectate de epidemie. Nu existd niciun motiv evident
pentru care doar 57.000 persoane ar trebui sd fie in pericol, In conditiile in
care populatia totald este de aproximativ un milion.

Ne-am putea Intreba daca o alegere usor diferitéd a lui Iy (presupus a fi un
numdr intreg) ar putea duce la valori mai rezonabile ale parametrilor. Acest
lucru este prezentat in tabelul 12.1, unde este inclusd % si nu k. Curbele de
epidemie corespunzdtoare (neardtate) raman toate apropiate de cea din figura
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12.1, dar apropierea se deterioreazd pe masura ce Iy creste.

Tabela 12.1: Sensibilitatea parametrilor la alegerea lui Ij.

Io So 1/b (zile) Ry

1 57.368 1,6 1,09
2 35.439 3,0 1,17
3 28.202 4,3 1,24

Tabelul 12.1 pare sd sugereze ca procesul de estimare nu este cu adevarat
robust. Dar se presupune cd % este putin peste 1, unde modelul este foarte
sensibil la mici modificéri ale valorilor parametrilor. in orice caz, diferitele
valori ale Sg si N = Sg + I din tabelul 12.1 sunt toate mult prea mici pentru
a fi realiste.

Pand acum s-a presupus implicit ca toate infectiile duc la moarte. Dar
studiile raporteaza 11.010 decese la 12.245 infectii, adicd 90 % mortalitate.
Deoarece R(¢) include atit decesele, cét si persoanele vindecate, curba pen-
tru dR/dt (fig. 12.1) trebuie redimensionati cu un nou maxim o egal cu
890/0,9 ~ 989, parametrii § si ¥ riminand aceiasi. Cu Iy = 1, noii para-
metri sunt Sp = 69.183, 1/b = 1,5 zile si Zy ~ 1,08. Existd o diferentd mici
fatd de cazul in care existd o mortalitate de 100 %; populatia estimata la risc
ramane prea micd.

In concluzie, se pare ci ajustarea curbei epidemice in ipoteza unor para-
metri constanti conduce la valori nerealiste ale parametrilor. Nu este suficient
cd, asa cum scriu Kermack si McKendrick, ,,curba calculatd, care implica fap-
tul cd ratele nu au variat n timpul perioadei epidemice, este aproximativ in
concordant cu cifrele observate”.

12.4 Caracter sezonier

Solutia la problema din sectiunea anterioara este, de fapt, foarte simpld. Mo-
delul (12.2) trebuie abandonat. Curba din figura 12.1 poate fi obtinutd cu
valori mai realiste ale parametrilor prin includerea sezonalitdtii. Scopul este
acum de a dezvolta un astfel de model al epidemiei de ciumd si de a estima
reproductivitatea corespunzitoare %y. Aceasta va include cele doua gazde
principale, sobolanii si puricii, pentru care reproductivitatea Zp a unui tip
este o masurd mai bund decat % a efortului necesar pentru a controla epide-
mia. Prin urmare, se va discuta, de asemenea, calculul lui % pentru modelele
sezoniere, care poate prezenta un interes mai larg.
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Ciuma a apdrut in Bombay 1n august 1896, dar prima adevirata epidemie
a inceput in primavara anului 1897. A devenit endemicd. Decesele cauzate
de ciuma au avut loc aproape in fiecare lund, cel putin pana in 1911, cu var-
furi in martie sau aprilie in fiecare an (fig. 12.2). Mortalitatea ridicatd a fost
observatd in mod constant intre decembrie si iunie, iar mortalitatea scazutd
intre iulie si noiembrie. Ciuma a ramas frecventd in Bombay pand in 1923
[57, p. 28]. Aceastd sezonalitate regulatd este foarte diferitd de epidemiile de
ciuma din secolele XIV-XVIII din Europa, care au avut loc in mod neregulat.

0 amana anul
1906

1000

\ 4

500 |

Figura 12.2: Numarul sdptdméanal de decese cauzate de ciumd in Bombay intre ianua-
rie 1897 si decembrie 1911.

Lucrarile care au avut loc in acelasi timp cu epidemia din India au inves-
tigat originea acestei sezonalititi. O comparatie cu statisticile meteorologice
a ardtat cd epidemia nu poate fi sustinuta atunci cand temperatura medie este
mai mare de 80°F, adica 26,7°C. S-a ajuns la o concluzie similara pentru
alte pdrti ale Indiei, umiditatea avand un rol secundar. Bacilii ciumei sunt
sensibili la temperaturd. Experimentele de laborator au aratat cd proportia
de purici 1n stomacul cdrora bacilii ciumei se Tnmultesc abundent poate fi de
citeva ori mai mare pe vreme rece decit pe vreme caldi. in mod corespunzi-
tor, puricii pot rdmane infectiosi mult mai mult timp pe vreme rece decat pe
vreme caldd. Utilizarea unei camere reci sau a unei camere incilzite a avut
rezultate similare.

Un alt factor a fost prezenta sezonieri a puricilor de sobolan. Intre ianua-
rie si martie au fost prinsi mai multi purici folosind cobai ca momeald decit
in celelalte luni ale anului. Numarul mediu de purici gésit a fost cel mai mare
la sobolanii capturati Intre februarie si mai. Cu toate acestea, variatiile in
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abundenta puricilor ar putea fi cauzate de faptul ca puricii pardsesc sobolanii
morti de ciuma pentru a gasi o noud gazda.

Caracterul sezonier al fertilititii sobolanilor, estimat prin proportia de
sobolani tineri si gestanti din randul sobolanilor capturati, pare mai putin im-
portant. Cu toate acestea, populatiile de sobolani au fluctuat cu sigurantd din
cauza mortalitdtii cauzate de ciuma.

Avand 1n vedere toate aceste elemente, este clar cd declinul epidemiei din
1906, in luna iunie, nu trebuie atribuit unei scaderi a numarului de oameni
susceptibili sub un anumit prag, asa cum sugereaza modelul Kermack si Mc-
Kendrick, ci pur si simplu unui factor sezonier care afecteaza bacilii si puricii.
Ca model alternativ, se poate incerca si se pastreze aceleasi ecuatii (12.2), dar
cu coeficienti periodici k sau b. Dar, in acest stadiu, pare adecvat un model
ceva mai complex si mai realist. Fie

* S(#) fie numdrul de sobolani sensibili,

* I(¢) numarul de sobolani infectati,

* R(¢) numirul de sobolani imuni,

* P(t) =S(¢) +1(r) + R(¢) numirul total de sobolani in viati.

Mai precis, va fi luat in considerare doar sobolanul negru, desi rapoartele
indicd in mod clar cd epizootia de ciuma la acesti sobolani a fost intotdea-
una precedatd, la doar cateva sdptdmani distantd, de o epizootie similard la
sobolanii bruni. Fie

* V(¢) si fie numirul de vectori, adicd puricii infectati care triiesc liberi
si care nu sunt incd atasati de un sobolan sau de un om,

* H(¢) numérul de oameni infectati,

* D(¢) incidenta deceselor cauzate de ciuma la om.

Oamenii sensibili si puricii sensibili nu sunt inclusi, deoarece acestia erau
probabil in exces: reamintim ca la o populatie de un milion de locuitori se
inregistrau anual aproximativ 10.000 decese cauzate de ciuma umand. De-
oarece ciuma bubonica este 1n principal o epizootie la sobolani, omul fiind
doar o gazda ocazionald a puricilor de sobolan, se ia Tn considerare numarul
de sobolani susceptibili si imunizati. Procesul de infectare este rezumat dupd
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cum urmeaza:

%:A(P)—mS—c(l—w)n:(G(t))%V—&—suI, (12.7)
dI s

o =c(1=0)n(8() 5 V-l (12.8)
dR

T nul—mR, (12.9)
%:xv(lfefn)yl—cv, (12.10)
O = con(0()V—bH,  D(1)=GhH(). (12.11)

Tabelul 12.2 prezintd semnificatia parametrilor si valorile numerice ale aces-
tora. Addugam cateva comentarii privind modelul si parametrii:

e Observati similitudinea dintre acest model si modelele de infectie cu

HIV 1n interiorul gazdei: sobolanii infectati elibereaza purici atunci
cand mor, la fel cum celulele CD4 infectate elibereaza virioni HIV.

Modelul este potrivit pentru ciuma bubonicd, de departe cea mai frec-
ventd in India [57, p. 28], dar, desigur, nu si pentru ciuma pneumonica,
care a fost, de exemplu, principala forma a epidemiei de ciuma din Har-
bin, China, Tn 1910. Ciuma pneumonicd poate fi transmisd direct Intre
oameni.

Experimentele de laborator au aritat cd transmiterea directd a pestei
bubonice nu poate avea loc in absenta puricilor.

Datele din lucrarea clasica a lui Leslie [10, capitolul 25] sunt pentru
sobolani bruni (retineti ca log(2)/m = 23 luni este timpul de Injumata-
tire). Cu toate acestea, reproducerea experimentald a sobolanilor negri,
a ciror populatie creste ca e’ a dat rezultate similare. Parametrul
K din expresia A(P), care este legat de médrimea populatiei de sobolani,
este un parametru liber care a fost utilizat pentru ajustarea curbei ciu-
mei la om.

Timpul mediu necesar pentru ca un purice liber sd giseascd o gazdd a
fost considerat ca fiind de 1/c ~ 1 zi, din cauza urmaitoarei observatii:
,»intr-o cladire din Bombay, in care se inregistrase o mare mortalitate in
randul sobolanilor, care s-a dovedit a fi datoratd ciumei, am luat purici
de sobolan in numdr mare de pe picioarele oamenilor care au intrat in
unele dintre camerele acelei clidiri, chiar si pentru o perioada scurtd de
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timp”. Dacd se ia ziua 1/c¢ = 0,5, nu exista aproape nicio diferentd (a

se vedea sectiunea 12.6 de mai jos).

Tabela 12.2: Valorile parametrilor.

A(P) fertilitatea sobolanilor r =0,4/luna
A(P)=rP/(1+P/K) K = 50.000 ajustare

1/m  speranta de viatd a sobolanilor ~ m = 0,03/lund

1/c timpul ca puricii liberi sd-si gd- ¢ = 30/luna
seascd o gazda

0} proportia de purici liberi care ®=2% ajustare
gdsesc 0 gazdd umand

m(6) probabilitatea de transmitere de  7(6) = 7y x (0,75— ajustare

la purice la sobolan sau la om

0,25th(6 — 80)),

(01 °F) o =90 %
0(t) temperaturd (°F) figura 12.3
1/p durata ciumei la sobolani U = 3/lund
€ proportia de sobolani care se €=10%
recupereaza fard imunitate
n proportia de sobolani imunizati 1 =10 %
numarul de purici pe un sobo- x =4
lan
\ transmiterea de la sobolan la v =m ipoteza
purici
1/b  durata ciumei umane b = 4/luna
c mortalitate 0=90%

» Proportia @ de purici liberi care gdsesc o gazdd umand depinde de

conditiile sanitare din Mumbai.

Acesta a fost folosit ca parametru

de ajustat, observandu-se cd numarul de decese cauzate de ciumad este
aproape proportional cu ®.

* Probabilitatea de transmitere 77(6) modeleazi dependenta de tempera-
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L]

turd a dezvoltarii bacililor in stomacul puricilor. A fost aleasd o functie
netedd cu un prag relativ ascutit la 80°F, astfel incat puricii sd aiba
aproximativ jumatate din sansele de a transmite ciuma pe vreme calda
decat pe vreme rece. Probabilitatea maximd de transmitere 7y este un
parametru liber care a fost utilizat pentru a se potrivi cu curba ciu-
mei la om. Un studiu mentioneazd o probabilitate de transmitere per
muscéturd de mai putin de 15 %; retineti, totusi, cd w(8) este probabi-
litatea generald de transmitere, ceea ce implica muscaturi multiple ale
puricilor pe gazda lor sobolan.

Figura 12.3 aratd temperatura medie inregistratd in Bombay din ianua-
rie 1897 pana 1n decembrie 1906, cu un pas de timp de doud sdptdmani.
Este aproape de o functie periodica. Pentru modelul nostru, facem ipo-
teza simplificatoare cd 0(¢) este o functie periodici reald cu o perioada
T =1 de un an si cu valori obtinute prin calcularea mediei celor zece
ani de date din figura 12.3. Nu exista o corelatie evidentd intre abaterea
temperaturii lunare de la media sa si variatiile in mérimea varfurilor
epidemice sezoniere din figura 12.2.

temperatura

Figura 12.3: Temperatura medie in °F in Bombay intre ianuarie 1897 si decembrie
1906 si functia periodica care o aproximeaza cel mai bine (linia punctatd).

Proportiile 7 si € de sobolani infectati care supravietuiesc ciumei cu sau
fard imunitate nu sunt usor de estimat, deoarece multi dintre sobolanii
folositi in experimentele de laborator erau deja imuni. Dar experimente
similare cu cobai neimunizati in conditii de temperatura favorabile au
sugerat cd 10-20 % ar putea supravietui. Pentru simplificare, s-a presu-
pus cd € =1 = 10 %. Astfel, un sobolan infectat care supravietuieste
ciumei are o sansd de 50 % de a fi imun si o sansd de 50 % de a fi inca
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sensibil.

* Numirul de purici gésiti pe sobolanii negri variazd in functie de sezon.
Au fost pastrati doar )y ~ 4 purici in medie pe sobolan.

* Deoarece sobolanul este un animal cu sange cald, s-a presupus cd pro-
babilitatea de transmitere a ciumei de la sobolan la purice nu depinde de
temperatura exterioard si este egald cu probabilitatea maxima de trans-
mitere de la purice la sobolan, adicd v = m.

Pe scurt, trei parametri liberi principali (K, @, 7p) au fost pdstrati pen-
tru a ajusta numarul de decese cauzate de ciumd. Acesti parametri au fost
ajustati prin incercari si erori pentru a avea un numdr maxim de decese pe
saptamana sub 1.000, pentru a avea un varf epidemic in martie sau aprilie si
pentru a avea o epidemie sezonieri care si dureze aproximativ 5 luni. In cele
din urma, au fost alese K = 50.000, w =2 % si mp = 90 %. Populatia de
sobolani negri in absenta ciumei este astfel de S* = K(r/m — 1) =~ 620.000,
adicad mai putin de un sobolan negru pe cap de locuitor. Cu alegerea noastra
a valorilor parametrilor si cu un sobolan infectat introdus la inceputul lunii
august 1896, modelul (12.7)—-(12.11) converge citre o solutie periodicd, care
este comparatd cu datele pentru anii 1904—1907 1n figura 12.4.

1000 |

ldecese pe saptamana -]

Figura 12.4: Numdrul sdptdmanal de decese cauzate de ciuma intre ianuarie 1904 si
decembrie 1907 si componenta D(r) a solutiei modelului periodic.

Rezultatul modelului nu poate fi ajustat la intreaga serie de timp din fi-
gura 12.2 din urmatoarele motive. Primul varf epidemic produs de model
dupd introducerea unui caz infectat este de cateva ori mai mare decat var-
furile din anii urmatori, deoarece toti sobolanii sunt susceptibili la inceput.
Acest lucru nu este ceea ce se observd In figura 12.2. Posibile explicatii pot fi
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gdsite Intr-un raport despre ciuma din Bombay publicat In 1897, adica la un
an dupa inceperea epidemiei si cu cativa ani inainte de infiintarea comitetului
consultativ si a comitetului de lucru. Raportul detaliaza dificultatile Intam-
pinate Tn obtinerea unor estimdri fiabile ale mortalitdtii cauzate de ciumd in
primul an al epidemiei: in unele luni, s-a estimat cd decesele inregistrate ca
fiind datorate ciumei (fig. 12.2) reprezentau mai putin de o treime din excesul
de mortalitate calculat prin scaderea mortalitatii medii din anii precedenti din
mortalitatea totald observati in timpul epidemiei. In schimb, un raport pu-
blicat zece ani mai tarziu, in 1907, era foarte increzétor in statisticile privind
ciuma, deoarece identificarea cazurilor de ciuma devenise o rutina. Astfel,
marimea primelor varfuri epidemice din figura 12.2 este discutabild. Un alt
factor important este scaderea populatiei de la 850.000 la 437.000 intre de-
cembrie 1896 si februarie 1897; oamenii au fugit din Bombay pentru a scipa
de ciumd. Aceastd migratie, consideratd atunci ,,probabil unicd in istoria lu-
mii”, a redus cu sigurantd marimea primului varf epidemic. Populatia a re-
venit la un nivel normal la cteva luni dupi primul varf. in cele din urmi,
este posibil ca varfurile epidemice mai mici de dupa 1907 (fig. 12.2) s se
fi datorat interventiilor eficiente sugerate de comisie dupa o intelegere atentd
a epidemiologiei ciumei. Toate acestea tind sa justifice de ce figura 12.4 se
concentreaza doar pe perioada 1904-1907.

Figura 12.5 prezintd oscilatiile periodice ale populatiei de sobolani. Com-
parativ cu situatia din afara bolii, ciuma a redus populatia totald de sobolani
de aproximativ cinci ori. Populatia de sobolani sensibili este, de asemenea,
foarte micd 1n timpul sezonului de ciumad, din februarie pana in aprilie, dar
incepe sd creascd la sfarsitul lunii aprilie, cand temperaturile ridicate reduc
transmiterea. Aceastd crestere continud pand 1n luna ianuarie a anului urma-
tor. Numdrul sobolanilor susceptibili si conditiile de temperatura sunt atunci
favorabile pentru o noud epidemie. Numarul minim de sobolani infectati in
timpul unui sezon este de 26, ceea ce este mult prea mic pentru a fi vizibil in
figura 12.5, dar probabil suficient pentru a evita extinctia daca se ia In con-
siderare stocasticitatea. Proportia de sobolani imuni R /P variazi de la 25 %
in februarie, la inceputul focarului sezonier, la 65 % in mai, la sfarsitul foca-
rului. Aceste modificari ale imunititii au fost observate si In experimentele
de laborator. In cele din urmi, se poate observa ci epidemia din figura 12.4
si epizootia din figura 12.5 se suprapun Tnh mare masurd, prima fiind Tn urma
celei de-a doua cu doar cateva saptdmani. Acest lucru este confirmat de datele
privind numarul de sobolani negri infectati (vii si morti) examinati in Bombay
in 1905-1906.

Ca si in cazul modelului clasic periodic S-I-R cu demografie (vezi [20]
si sectiunea 16.1), modelul (12.7)—(12.11) poate avea solutii subarmonice (a
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200 TIsobolani (x1.000)
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Figura 12.5: Populatia de sobolani: sensibila (S), infectata (I), imuna (R) si totala (P).

cdror perioadd este un multiplu al anului) si, eventual, solutii haotice pentru
diferite valori ale parametrilor. Nu s-a Incercat intocmirea unei diagrame de
bifurcatie. Aceastd complexitate potentiald poate explica partial de ce varfu-
rile epidemice sezoniere din Figura 12.2 nu au toate aceeasi marime. Ideea
aici a fost pur si simplu de a ardta ca un model sezonier se poate potrivi datelor
cu valori realiste ale parametrilor.

12.5 Reproductivitatea unui tip in modele cu sezonalitate

Sa ne intoarcem acum la a doua intrebare pusd 1n sectiunea 12.1: care este
reproductivitatea asociatd cu ciuma in Mumbai? Vom folosi modelul peri-
odic din sectiunea anterioard, care include sobolani si purici. Pentru bolile
infectioase cu mai multe gazde, este mai bine sd se calculeze reproductivita-
tea pentru fiecare ,tip”, adicd reproductivitatea pentru fiecare gazda. Sa rea-
mintim mai intdi citeva generalitati despre reproductivitatea unui tip Intr-un
mediu constant Tnainte de a extinde notiunea la modelele periodice.

Un mediu constant.

Sa consideram un model autonom liniarizat cu compartimente infectate m
dl/dt = (A—D)I(¢), unde

o 1(t) = (i (2), ..., Lu(2)),

* A este o matrice de infectie ale cdrei elemente sunt toate > 0,
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* D este o matrice de tranzitie si de recuperare cu D; ; < 0 pentru orice
i # j, Y;D; ;> 0 pentru orice j si astfel inct toate valorile sale proprii
sd aibd o parte reald strict pozitiva.

Vom numi acest model (A,D). Reproductivitatea este %y = p(.#'), raza
spectrald a matricei pozitive .#” = AD~! (capitolul 3).

Sa presupunem acum ci verificarea se efectueazi pe o sumultime nevida
& C {1,...,m} al tuturor stérilor infectate. Fie P matricea de proiectie pe
acest subset: P; j =0dacidi# jsaui=j¢ &; Pij; =1daciiec &. Fie S
matricea identitate de ordinul m. Fie

A=PA, A"=(#-P)A, D=D-A".

Cu alte cuvinte, liniile matricei A al ciror numir se afli in submultimea &
sunt aceleasi cu cele ale matricei A, in timp ce celelalte linii sunt zero. Apoi
A=A+A* Deoarece A* este 0 matrice pozitiva, toate elementele nediago-
nale ale matricei D sunt negative. In plus,

D=D-(#—-P)A=[5 (7 -P)AD'|D =[5 — (5 —P).#]D.

Pentru ca reproductivitatea 7 asociatd cu & s fie bine definitd, vom presu-
pune ci p((.# —P).#) < 1. Deoarece A—D = A — D, este ca si cum am
avea un model liniarizat

dl ~ o~

o= (A=D1

dt ( ®)

cu o matrice de transmisie A si o matrice de tranzitie si recuperare D. Ajun-

gem la definitie:

pentru modelul (A, D), reproductivitatea % asociati cu & este

reproductivitatea modelului (K, ]3) .
Astfel,
To=p (Kﬁ—l) =p (PAD'[5 — (7 —P).#] ")
=p(PH[I—(5-P)H]"). (12.12)

Pentru modelele in timp discret de forma I(f + 1) = (A+B) I(¢) cu matrici
pozitive A si B, astfel cd p(B) < 1 (a se vedea capitolul 6), avem %o = p (")
cu # = A(# —B)~!. Un calcul similar arati din nou ci

Jo=p (PA(SI — (S —P)A-B) ) =p (PH |5 — (5 -P) ¥ ").
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Un mediu periodic
Considerdm acum un sistem periodic liniarizat T.

o = (AW D))
pe care il numim modelul (A(¢),D(¢)), unde A(¢) este o matrice de infectie
continud pozitiva si D(¢) este o matrice de tranzitie si de recuperare continu,
cu elemente negative in afara diagonalei. Se presupune, de asemenea, cd
multiplicatorul Floquet dominant p (X(T)) al sistemului dX/dt = —D(#) X(¢)
cu X(0) = .# este strict mai mic decét 1.

Se considerd ca mai sus o submultime & C {l1,...,m} si matricea de
proiectie corespunzitoare P. Fie

A()=PA(1), A*(1)=(F —P)A(t), D(1)=D(t)—A*@).

Atunci A(r) = A(t) + A*(1) si A(t) = D(r) = A(t) — D(t). Elementele nedi-
agonale ale matricei D( ) sunt negative. Sd presupunem cd multiplicatorul
Floquet dominant p(X(T)) al sistemului dX/dt = —D(t) X(¢) cu X(0) = .#
este strict mai mic decét 1. Iatd definitia:

reproductivitatea 9 asociati cu & in modelul (A(z),D(z)) este
reproductivitatea modelului (A(z),D(¢)).

Pentru cazul special al sistemelor de ecuatii diferentiale, teoria lui Floquet
poate fi utilizata pentru a calcula %, (propozitia 7.11): % este unicul numar
strict pozitiv astfel incat sistemul liniar periodic

=5 i) 0)

are un multiplicator Floquet dominant egal cu 1. Astfel, reproductivitatea .7
asociatd cu & este unicul numar strict pozitiv astfel Tncat

ar

dt

A(1)

— ~DO)|10) (12.13)

are un multiplicator Floquet dominant egal cu 1. Acest numir .9 are aceleasi
proprietdti de prag ca si %o: avem J > 1 dacd si numai dacd sistemul
dl/dr = (A(t) —D(1))I(t) are o rati de crestere strict pozitivi. Dar aceasta
este egald cu rata de crestere a sistemului d1/dr = (A(z) — D(¢))1(z). Astfel,
starea fird boald este instabild dacd si numai dacd 9 > 1.
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Pentru modelele cu timp discret T-periodice I(r 4+ 1) = (A(¢t) +B(¢))I(¢)
cu matrici pozitive A(¢) si B(¢) si p(B(T—1)---B(1)B(0)) < 1 ca in 6, re-
productivitatea unui tip este datd tot de reproductivitatea modelului echivalent
I(t+1) = (A()+B(¢))I(z), unde A(t) =PA(z) si B(¢) = (.# —P)A(¢) + B(¢),
cu conditia ca p(B(T —1)---B(1)B(0)) < 1.

In sfarsit, pentru modelele periodice de ecuatii cu derivate partiale struc-
turate prin timpul x scurs de la infectie, care sunt de forma

dl ol
5 T3, = ~Dt0)1(x), (12.14)
o0
1(6,0)= | A(t,x)1(t,x)dx, (12.15)
0

reproductivitatea unui tip poate fi definitd ca fiind numéarul real pozitiv %
astfel ncéat sistemul (12.14) cu conditia la limita

e (PA(r

1(1,0) :/ <(’)C)+(JP)A(t,x)> 1(t,%) dx
0 N

are o rata de crestere nuld sau, in mod echivalent, o reproductivitate egala cu

1, cu conditia ca sistemul (12.14) cu conditia la limita

~+oo
1(,0) = /0 (7 —P)A(1,%)1(t,%)dx,

sd aibd o ratd de crestere strict negativd (sau reproductivitate < 1). Atunci
cand A(r,x) si D(¢,x) nu depind de x, este usor de observat ci aceasti definitie
coincide cu cea din ecuatia (12.13).

O aplicatie

Ca exemplu, sd ludm In considerare modelul din sectiunea 12.4. Numarul de
sobolani 1n starea fird boali este S* = K(r/m — 1). Sistemul liniarizat pentru
sobolanii si puricii infectati ofera un vector de stéri infectate care este vectorul
(I(¢), V(2)). Reproductivitatea %, reproductivitatea 7 asociatd sobolanilor
si reproductivitatea .Zy asociatd puricilor sunt astfel incét sistemele liniare
periodice de ecuatii diferentiale definite de matricile

—H (1 —w)n(6(z))/ %o
( xv(l—e—n)u/Z% e ) (12.16)
—H c(l-)r(6(1))/ %
( xv(l—e—mu —c K ) (12.17)

—H c(1—w)m(6(r))
( xv(l—e—mu/ N —c >’ (12.18)
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au un multiplicator Floquet dominant egal cu unu. Cu valorile parametrilor
din sectiunea anterioard, obtinem %y =~ 1,3 si g = v ~ 1,8 (mai precis
Tr = Ay ~ 1,78). In cazul special al sistemelor periodice, cum ar fi (12.16)—
(12.18), avem, de altfel, (%)> = Fk = v, ca si in cazul autonom.

12.6 Dinamica lent-rapida si modelul S-I-R

In sectiunea 12.4, s-a observat ci graficul pentru numirul de decese cauzate
de ciumd nu a fost sensibil la modificarea parametrului ¢. Explicatia este
simpld: timpul mediu in care un purice liber giseste o noud gazdd, 1/c = 1 zi
sau 1/30 de lund, este cea mai scurtd scald de timp din model (12.7)—-(12.11).
Prin urmare, este de asteptat ca ecuatia (12.10) sd se afle intr-o stare cvasi-
stationard: ¢V ~ y v(1 —& —n)u L Inlocuim ¢V in ecuatiile (12.7), (12.8) si
(12.11). Se obtine urmitorul sistem redus, in care nu intervine c:

f{—f =AP)—mS—(1 —w)n(e)ng(l —e—n)ul+eul, (12.19)
%:(1—a))n(e)%xv(l—s—n)ul—ul, (12.20)
dR

o nul—mR, (12.21)
%I —on(0)fv(l—e—n)ul—bH,  D()=cbH().  (12.22)

Putem verifica cd solutia periodicd a acestui sistem este intr-adevar foarte
apropiatd de cea a sistemului (12.7)—(12.11) cu ¢ = 30 pe lund si chiar mai
aproape atunci cand ¢ = 60 pe lund. S& considerdm acum ecuatia (12.20).
Deoarece exista un singur tip de gazda obligatorie in sistemul redus, repro-
ductivitatea % si reproductivitatea unui singur tip 7 coincid si sunt egale
cu media de timp

(1- ) H,/O‘Tn(ﬂ(t))dt} av(—e—n)

(propozitia 7.14). Numeric, obtinem % ~ 1,79, o valoare care nu se deose-
beste biologic de valoarea 1,78 obtinutd in sectiunea 12.5 cu ajutorul teoriei
Floquet.

Sistemul (12.19)—(12.21) este un fel de versiune periodica a modelului S-
I-R (12.2), dar cu demografie si o posibild revenire dupd recuperare la clasa
susceptibild. Numarul de decese dat de relatia (12.22) urmeaza variatiile din
I(¢) cu o intarziere 1/b de o sdptimana.



212

12.7 Concluzie

Modelul propus de Kermack si McKendrick nu este foarte bun din punct de
vedere biologic. Desi epidemia din 1906 a durat doar cateva luni, influenta
sezonalitdtii nu poate fi neglijatd. Prin urmare, a fost propus un nou model
periodic. Deoarece modelul a inclus doud gazde diferite, s-a calculat repro-
ductivitatea unui tip si nu Zy. Acest lucru a extins notiunea de reproductivi-
tate a unui tip la modelele cu sezonalitate. Reproductivitatea unui tip pentru
modelul cu doua gazde a fost, de asemenea, comparatd cu reproductivitatea
unui model redus cu o singurd gazda.

Problemele legate de modelul Kermack si McKendrick pentru epidemia
de ciumd din Mumbai nu ar fi semnificative dacd acest model nu ar fi folo-
sit in manualele scolare ca unul dintre cele mai bune exemple despre cum
un model matematic poate explica procesul epidemic si se poate potrivi cu
datele. Prima problema a fost marimea N populatiei expuse la risc. Multe
modele acordd o atentie deosebitd estimdrii reproductivitdtii, care, in mode-
lele simple, este strins legatd de fractiunea finald a populatiei care sfarseste
prin a fi infectatd. Dar la ce populatie se aplica aceste calcule? Este vorba
de populatia din cartierul 1n care incepe epidemia, de populatia orasului, a re-
giunii sau a Intregii tdri? Se pare ca exista mult mai multd incertitudine in N
decit in Zy. Ambele sunt necesare pentru a prezice marimea finald a epide-
miei; N este chiar mai importanta decit % pentru a obtine ordinul de méirime
al epidemiei. A doua problema a fost cd modelul lui Kermack si McKendrick
nu a luat in considerare sezonalitatea, desi aceasta este una dintre cele mai
evidente caracteristici ale figurii 12.2. Aceasta observatie poate fi relevanta si
pentru unele studii contemporane de modelare a pandemiilor.
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Marimea finala a epidemiilor cu caracter sezonier

Studiem un sistem S-I-R cu coeficienti periodici care descrie o
epidemie intr-un mediu cu sezonalitate. Spre deosebire de un
mediu constant, este posibil ca mdrimea finald a epidemiei sd nu
fie o functie crescdtoare a ratei de contact. Mai mult, pot apdrea
epidemii mari chiar dacd %y < 1. Dar; ca si intr-un mediu con-
stant, mdrimea finald a epidemiei tinde spre 0 dacd %y < 1 cdnd
fractiunea initiald de persoane infectate tinde spre 0. Ciand %o >
1, mdrimea finald a epidemiei este mai mare decdt fractiunea
1 — 1/, din populatia initiald neimunizatd

13.1 Modelul periodic S-I-R
Ludm n considerare sistemul S-I-R pentru fractiunile de populatie:

as _
dr

ar _
dr

dR

—a(t)SI, a(t)SI—b(t)1, E:b(t)l' (13.1)
Rata efectivi de contact a(r) si rata de vindecare b(¢) sunt functii continue,
strict pozitive si T-periodice. Functia S(¢) reprezinti fractiunea din populatie
care este sensibild, adicd nu este incd infectatd, I(r) fractiunea care este infec-
tatd, R(r) fractiunea care s-a recuperat in urma infectiei si este imuna, astfel

incat S(¢) +1(r) + R(¢) = 1. Se consideri conditia initiald
S(to) =1—i—r, I(tn) =i, R(n)=r, (13.2)

cui>0,r>0sii+r<]1. Cazurile triviale i =0 si i+r = 1 sunt ex-
cluse. Cazul special 1n care r = 0 corespunde unei boli emergente pentru care
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populatia nu are imunitate. Definim R.. ca fiind limita lui R(¢) cAnd 1 — 0.
Atunci R, — r este marimea finald a epidemiei. Sistemul (13.1) cu o functie
periodicd a(z) si un parametru constant b poate fi utilizat pentru bolile virale
transmise prin aer care se raspandesc pe o scard de timp rapidd in comparatie
cu procesele demografice si cu perioada de imunitate, cum ar fi gripa si SARS
(sindromul respirator acut sever).

Atunci cind functiile a(z) si b(¢) sunt constante, sistemul (13.1) este mo-
delul S-I-R al lui Kermack si McKendrick (capitolul 1). In acest caz, existi o
formula implicitd pentru limita Re.,

Re. —
1—r

1 —Reo = (1—i—r)exp [—%o r}, (13.3)

unde Zy = a(1 — r)/b este reproductivitatea. Aceastd formuld se demon-
streazd ca in propozitia 1.3. Rezultd cd R.. este o functie crescétoare a % si
i, independenti de 7. Dacd %, < 1 atunci R, — r cnd i — 0. Dacd %y > 1
atunci

Reo—r=(1=r)(1-1/%),

ca in observatia 1.4 din capitolul 1. In cazul unei boli emergente in care r = 0,
limita R.. poate fi identificatd cu rezultatul unui test de seroprevalentd dupd
incheierea epidemiei. Ecuatia (13.3) oferd apoi o estimare a reproductivitatii
X, care, la rindul ei, oferd o estimare a acoperirii vaccinale necesare pentru
a preveni un focar n alte zone cu caracteristici similare.

Capitolele anterioare au explorat problema definirii reproductivititii pen-
tru sistemele periodice. in concluzie, pentru sistemul (13.1)

_ 1 T _ 1 T
Bo—a(l—r)/b, a=~ [ a(t)dr, b:f/b(t)dt,
T Jo T Jo

unde observim in treacit ci @ > 0 si b > 0. Intr-adevir, prin liniarizarea
sistemului (13.1) in vecinitatea echilibrului fard boald (S=1—r,I1=0,R=
r), vedem ci

dl
—=a(t)(1—-r)I->b(t)L

a1 == b()
Ho = 1 este in mod clar pragul pentru aceastd ecuatie periodica liniard sim-
pld. Dar putem arata, de asemenea, ci % este raza spectrald a operatorului
integral % pe spatiul functiilor continue T-periodice, unde

(HV)(1) = O+°° K (1, x)v(t — x) dx,
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" K(r) =a) (1= ryexp (- [ ots)as)

este rata de producere a cazurilor secundare la momentul ¢ de cdtre o persoand
infectatd la momentul  — x (capitolul 7). Acest punct de vedere este apropiat
de definitia uzuala a reproductivititii % intr-un mediu constant ca fiind nu-
marul mediu de cazuri secundare produse de un caz initial. Dar sezonalitatea
introduce un nivel de complexitate similar cu cel al modelelor epidemiolo-
gice structurate pe varste, pentru care % este raza spectrald a unui operator
integral. Reproductivitatea % este, de asemenea, singurul numdr real pozitiv
astfel incat sistemul liniar periodic

A ) (1= N1 %o —b(0)1
dt

are un multiplicator Floquet dominant egal cu 1. Retineti cd noi numim %
reproductivitate, n timp ce unii autori ar numi-o reproductivitate efectiva si
péstreazi %, pentru raportul a/b. In orice caz, Zy nu depinde de numirul
initial de persoane infectate i = I(zy) sau .

In sectiunea 13.2, vom investiga mai inti ce proprietiti ale modelului
Kermack si McKendrick rimén valabile 1n cazul periodic (13.1). Se pare ca
marimea finald a epidemiei R.. poate sa nu fie o functie crescdtoare a ratei
de contact, cd este o functie T-periodicd in g si cd poate sd nu fie o functie
crescdtoare in i. Prima dintre aceste observatii este oarecum contraintuitiva.
Aceasta implicd faptul cd poate fi imposibil si se estimeze % din datele pri-
vind seroprevalenta. Simuldrile aratd, de asemenea, cd pot apdrea epidemii
mari chiar si atunci cand %y < 1. Acest lucru se intdmplad daca boala este
introdusa intr-o perioada favorabila, daca fractiunea initiald de persoane in-
fectate nu este prea micd, dacd sezonalitatea este suficient de accentuata si
dac# perioada medie de infectie 1/b este scurtd in comparatie cu durata T
unui sezon. Epidemia de chikungunya din 2007 din Italia a fost probabil un
astfel de caz. Nu ar trebui sa se concluzioneze cd %y > 1 pur si simplu din
observarea unui varf epidemic si ar trebui s se acorde atentie modului in care
este definit Z daci sezonalitatea este importantd. Simularile arata, de aseme-
nea, cd marimea finald a epidemiei poate fi foarte sensibild la mici schimbari
in Zy. Acest lucru ar putea explica de ce este atét de dificil si se prevada vii-
torul unei epidemii influentate de sezonalitate, asa cum s-a observat 1n timpul
epidemiei de chikungunya din 2005 si 2006 din Réunion.

in sectiunea 13.3 ardtdm cd, la fel ca in modelul Kermack si McKendrick,
Zy = 1 este un prag pentru sistemul periodic neliniar (13.1). Mai precis,
ardtdm ca
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e daca Zy < 1, apoi Res —r — 0 céind i — 0.

e dacd Zp > 1, atunci Ree —r = (1 —r)(1 — 1 /%) pentru orice 0 < i <
l1—r.

Daci Zy > 1, atunci avem 1 —Re., < (1 —r)/%y. Astfel, epidemia sfarseste
prin a tmparti populatia initiald neimund cu un numér mai mare decit %.
Teoreme de prag similare au fost demonstrate pentru diverse generalizari ale
modelului Kermack si McKendrick. Dar metoda noastrd de demonstratie va fi
diferitd, deoarece nu se poate gdsi o ecuatie pentru marimea finala similara cu
ecuatia (13.3) atunci cand sistemul are coeficienti periodici. De asemenea, in
sectiunea 13.3 se aratd cd teorema pragului riméne valabild pentru un sistem
periodic S-E-I-R.

13.2 Simulari numerice

S& ludm 1n considerare sistemul (13.1) cu a(t) = a [1 + €sin(277/T)], unde
perioada T = 1 an reprezinti sezonalitatea. In aceasti sectiune se presupune
cd r =0, ca si In cazul unei boli emergente. Studiem modul 1n care R
depinde de ceilalti parametri: a, €, b, ty si i.

Figura 13.1(a) aratd cd mdrimea finald a epidemiei R., poate sd nu cre-
ascd odatd cu rata de contact. Valorile parametrilor sunt € = 0,5, 1/b =1
siptimana = 1/52 an, #p/T = 0,5, i = 1073 si se iau doud valori pentru a ast-
fel incit %o = a/b =2 si Zy = 2,5. Daci notdm a (¢) si a(¢) ratele efective
de contact pentru cele doud valori ale %, avem : a(¢) < ay(t) pentru orice ¢.

Figura 13.1: Mdrimea finald a epidemiei poate sd nu creascé: a) cu rata de contact;
b) cu fractiunea initiald i de persoane infectate.
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Cu cea mai mare valoare a lui %, epidemia apare in cel mai putin favo-
rabil sezon 0,5 < ¢/T < 1, cand a(t) este sub media sa. In timpul sezonului
favorabil (1 < ¢/T < 1,5), grupul de persoane susceptibile este deja in mare
parte epuizat, astfel incat nu apare un nou val epidemic. Pentru o valoare mai
mica a lui %y, numérul de persoane susceptibile nu a fost suficient de redus,
apare un al doilea val epidemic si marimea finald a epidemiei este mai mare.

Aceastd ultima situatie este exact ceea ce s-a intamplat Tn 2005 si 2006 in
Réunion. Un prim varf mic a avut loc Tn mai 2005, chiar inainte de inceputul
iernii sudice. Epidemia a decurs iarna la un nivel scdzut. Un al doilea varf
epidemic, mult mai mare, a avut loc la inceputul verii urmédtoare, in ianuarie
2006, si a infectat aproximativ 250.000 persoane, adicd o treime din populatia
insulei.

In cele din urmi, retineti ci, daci mirimea finali a epidemiei R.. nu este
o functie cu crestere monotond a ratei de contact, atunci este imposibil sd se
estimeze % din R.. si, 1n special, din datele de seroprevalentd. Cu toate aces-
tea, se va ariita in sectiunea 13.3 cA Rw —r > (1 —r)(1 — 1/%,). Prin urmare,
stim cel putin cd %y < (1 —r)/(1 —Rw), ceea ce oferd o limitd superioard
pentru %y.

In mod similar, figura 13.1(b) arati ci mirimea finali a epidemiei R..
poate sd nu creascd odatd cu fractiunea initiald i de persoane infectate. Valo-
rile parametrilor sunt € = 0,5, 1/b = 1/52 an, t,/T = 0,5, %y = 2,5 (care
stabileste parametrul @) si considerim i = 107® sau i = 1073, Din nou,
favorabil.

Figura 13.2(a) arati ca sunt posibile epidemii relativ mari chiar daca % <
1. Valorile parametrilor sunt %y = 0,9, € = 0,5, 1/b =1/52 an, #p/T = 0 si
i=1073. Faptul cd Zo(1+€) > 1 dar Zy(1 — &) < 1 oferd o explicatie in
acest sens; mai general, sistemul (13.1) aratd ci dI/dr <0 cand a(t)/b(t) < 1.
Epidemia apare in timpul sezonului favorabil si se opreste pur si simplu cand
vine sezonul nefavorabil. Faptul cd fractiunea initiald de persoane infectate
nu este prea mici (i = 1073) joacd, de asemenea, un rol important. Intr-
adevir, teorema pragului cu r = 0 aratd ca R — 0 cand i — 0 si Zp < 1.
Din aceste observatii, ar trebui sa fim atenti Tnainte de a afirma ca %y > 1 de
indati ce se observi un varf epidemic. in vara anului 2007, un mic focar de
chikungunya a apdrut in apropiere de Ravenna, in Italia. Vara este cel mai
favorabil anotimp pentru tintari in aceastd regiune, iar focarul probabil cd nu
ar fi reusit si treaca de iarna. Estimdrile pentru %, cu mult peste 1 trebuie
tratate cu prudentd. Problema constd in primul rind in definitia lui % si in
ipotezele modelului. Un model care presupune un mediu constant, similar
conditiilor de vard, nu poate explica de ce epidemia se opreste toamna; acesta
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este cu sigurantd inadecvat atunci cand epidemia dureazi doi ani, asa cum se
intampla in Réunion.

"R MR
0.8 0.8
06 0.6
0.4 0.4
0.2/ 0.2
0 4 0
O 05 1 15 2 0 05 1 15 2 25 3
(a) (b)

Figura 13.2: (a) Pot apdrea epidemii mari chiar dacd %, < 1. (b) Re poate fi foarte
sensibil la variatii mici in %.

Figura 13.2(b) aratd cd mirimea finald a epidemiei R., poate fi foarte
sensibild la mici variatii ale reproductivititii Zy. Valorile parametrilor sunt
£€=0,5,1/b=1/52an, t)/T =0,5, i = 107, in timp ce % ia una din va-
lorile: 1,15, 1,2 si 1,25. Obtinem R, =~ 54 % cind %y = 1,15, Reo = 23 %
cand Zp = 1,2 si R = 50 % ciand Zy = 1,25. in practicd, nu este posibil sa
se distingd valori atit de apropiate de Z%y. Cu toate acestea, mirimea finald a
epidemiei corespunzitoare variazi cu un factor 2. In sistemele cu coeficienti
periodici, cum ar fi 13.1, predictia marimii finale a epidemiei poate fi foarte
dificila.

Acesta este un posibil rdspuns la criticile adresate epidemiologilor care au
urmdrit epidemia de chikungunya din Réunion. Desi o retea de supraveghere
a monitorizat cu atentie epidemia inca de la inceputul ei, in aprilie 2005, epi-
demiologii nu au putut sd prevada varful mare care a avut loc 1n ianuarie si
februarie 2006. Acest lucru a pus presiune asupra Institutului de supraveghere
sanitard, care este responsabil de monitorizarea bolilor in Franta si in departa-
mentele sale de peste mari, din partea publicului si a politicienilor. Simuldrile
noastre sugereaza ci este posibil ca aceastd presiune sa fi fost nejustificata.
Intr-un anumit fel, previziunile privind epidemiile care depisesc cateva sip-
tamani Intr-un mediu cu caracter sezonier sunt poate la fel de nesigure ca si
previziunile meteorologice care depdsesc cateva zile.

Pentru figura 13.2(b), a fost ales i = 107°. in practica, este dificil sd se
estimeze fractiunea initiald i de indivizi infectati. Problema este cd sistemul
S-I-R presupune contacte omogene. Dacd o epidemie incepe intr-un oras de
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la un singur caz initial, atunci se poate presupune ca fractiunea i este pur si
simplu inversa populatiei orasului. Dar dacd orasul este mare, atunci este
rezonabil sd nu se presupund ca contactele sunt omogene si s-ar putea folosi
populatia din zona orasului 1n care a fost introdus cazul initial. Problema este
aceeasi in cazul epidemiilor pe o insuld micd, cum ar fi Insula Réunion, dar
cu aproximativ 800.000 locuitori concentrati de-a lungul coastei.

Figura 13.3(a) descrie dependenta méarimii finale R, a epidemiei de mo-
mentul 7y la care Incepe epidemia. Bineinteles, marimea finald R, este Intot-
deauna o functie periodica T a lui 7y, deoarece sistemul (13.1) este invariant
printr-o deplasare temporald a lui T. Valorile parametrilor din figura 13.3(a)
sunt Zy = 1 sau %y = 1,5, € = 0,5, 1/b = 1 siptiméni sau 3 sdptimini si
i = 1073, Dependenta de f; este semnificativi daci %, este aproape de 1 si
daci perioada de infectie 1/b este scurtd in comparatie cu perioada T. In acest
caz, epidemia nu se poate dezvolta in timpul sezonului nefavorabil.

1.2 o 1
B — 1/b = 1sdptdména

--1/b = 3sdptdmani 0.8

Wi(to)
\ 1/b = 1sdptdmana

-

/

06 v 1/b= SSéptéméni/
0.4
0.2
~ ~
0 0 -~ — to
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

(a) (b)

Figura 13.3: (a) Atunci cdnd % este aproape de 1, mirimea finald a epidemiei Ro
depinde in mare misurd de #y dacd perioada de infectie 1/b este scurtd in comparatie
cu durata sezonului T. (b) Valoarea standardizatd a reproducerii W(zy) oferd o idee
vagi despre dependenta mérimii finale a epidemiei de fy (aici Z = 1).

Figura 13.3(b) arata pentru %, = 1 ,,valoarea de reproducere” W(z) (,,va-
loarea infectioasd” ar fi o expresie mai adecvatd) a unui caz initial introdus
la momentul #g, calculat cu ecuatia liniarizatd in apropierea echilibrului fara
boald:

dl

= =a(t)(1—r)I(t) = b(t)1(z). (13.4)
Consideram aici cazul general, nu doar cazul special cu r = 0 si b(z) con-
stante. Reamintim c# rata de crestere asimptoticd a ecuatiei (13.4) este A =
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a(l —r) — b si cd acesta este singurul numdr real pentru care ecuatia

%} +AV(t)=at)(1—r)V(t)—b(t)V(¢)
are o solutie periodica diferitd de zero V(¢), dupd cum se poate observa prin
postularea I(r) = V(r)exp(Ar) in ecuatia (13.4). In 11 s-a demonstrat ci va-
loarea de reproducere nu depinde de ,,varsta” (aici, timpul scurs de la infectie)
in modele de populatie periodice 1n timp liniar, cum ar fi (13.4). Ea este datd
de orice solutie diferita de zero a ecuatiei adiacente

_%" FAW() = alt) (1—r)W(t) — b)) W(t).

De aici rezulta ca

! !

W(r) = exp [ /0 (b(s) —B)ds— (1—r) /0 (a(s) —a) ds}
eventual inmultitd cu o constantd. Compararea figurilor 13.3(b) si 13.3(a)
cu X = 1 aratd ca valoarea de reproducere oferd doar o idee vaga despre
dependenta marimii finale a epidemiei R.. de 7p: ne asteptdm ca maximul din
R. sd fie atins n apropierea o = 0 si minimul 1n apropierea fnp = 0,5. Cu
Zo = 1,5, modelul W(z) ar fi similar, cu un maxim la zp = 0 si un minim
la #p = 0,5. Dar figura 13.3(a) aratd cd acest lucru este Inseldtor: efectele
neliniare devin importante. Cu o perioadd de infectie mai lungd (1/b =3
sdptdmani), diferenta dintre o epidemie care Incepe Intr-un sezon nefavorabil
si una care Incepe intr-un sezon favorabil este mai putin pronuntatd decét
atunci cind perioada de infectie este mai scurtd (1/b = 1 sdptdmani).

Sa addugam citeva observatii despre o metoda de estimare a %, din date
fard a utiliza mérimea finald a epidemiei. La inceputul unei epidemii, avem
t~ty,S~1,1~0si R~0. Astfel,

dl

= ~ (a(to) — b)I

si I(¢) tinde si creascd exponential cu rata a(fy) — b. Aceastd ratd poate fi esti-
mati cu ajutorul inceputului curbei epidemice. Cunoscénd durata medie 1/b
a perioadei de infectie, putem deduce a(fo) si, prin urmare, raportul a(z)/b.
Dar analiza noastra arati cd, spre deosebire de %y = a/b, raportul a(ty) /b nu
este corelat cu proprietitile de prag ale sistemului. Daca totusi a(r) = a f(¢),
unde f(¢) este cunoscutd si periodicd cu media egald cu 1, atunci se poate
calcula Zy = (a(ty)/b)/f(tp). Pentru bolile transmise prin aer, este dificil
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de stabilit forma lui f(¢) = a(r)/a, deoarece este dificil de estimat cantitativ
influenta temperaturii si a umiditétii asupra transmisibilitdtii. Pentru bolile
transmise prin vectori, se pot mdsura variatiile sezoniere ale populatiei de
vectori, astfel incat % poate fi estimat (a se vedea, de exemplu, capitolul 8).
Figura 13.4 prezinti liniile de nivel ale mirimii finale a epidemiei R(e0) €
{0,5; 0,7; 0,9} atunci cind variazi timpul # de introducere a primului caz in-
fectat (0 <ty < T) si nivelul € de sezonalitate (0 < € < 1). Aici am utilizat
a(t)=a [l +e€cos(2mt/T)], T =1 pe an si b = 100 pe an, astfel incat durata
infectiei 1/b este cuprinsd intre 3 si 4 zile. S& presupunem cd %y = a/b =1,5.
Si presupunem in continuare ci I(fy) = i = 10~*: un caz este introdus intr-o
populatie de 10.000 persoane care se amestecd omogen. Ora ¢ a calendaru-
lui a fost setatd astfel incat a(r) si atingd maximul atunci cind se ajunge la
t = 0. In functie de alegerea lui (fo,€), mirimea finald variaza de la 38 % la
94 %. Subliniem ci aceste valori diferite ale mérimii finale R(eo) corespund
aceleiasi valori a reproductivitiitii %. Pe axa orizontald € = 0 (fird sezona-
litate), mdrimea finald R(e0) este evident independentd de fy: R(e0) = 58 %.
Pentru € = 5%, mérimea finald variaza de la 53 % la 63 % in functie de
to. Pentru € = 10 %, aceasta variaza de la 48 % la 67 %. Pentru € = 15%,
aceasta variazd de la 42 % la 70 %. Astfel, chiar si amplitudinile relativ mici
ale sezonalitdtii au un efect semnificativ asupra mdrimii finale a epidemiei.

€
.9 0.9 0.9
0.8 4
0.6
0.4 0.7

0.2
0.5

to/T

0 T T T T T T T T T
0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 13.4: Linii de nivel (50 %, 70 % si 90 %) ale mérimii finale a epidemiei R(co)
atunci cand variaza timpul 7 de introducere al primului caz infectat (axa orizontald) si
amplitudinea € a sezonalititii (axa verticald). in toatd aceastd figurd, avem % = 1,5.

Figura 13.5 prezintd liniile de nivel {0,5;1;1,5;2;2,5} ale raportului
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a(ty) /b, care poate fi estimat prin adaptarea unei exponentiale la inceputul
unei curbe epidemice, atunci cand se variazd timpul #o de introducere al pri-
mului caz infectat (0 < #p < T) si magnitudinea € a sezonalititii (0 < € < 1),
cain figura 13.4. Se poate observa ci a(tp) /b nu prezice bine mirimea finald
a epidemiei. Cel mai frapant caz este cel in care #o/T = 0,5 si € = 1. In acest
caz, a(ty)/b =0, si R(e0) =93 % (fig. 13.4).

£
0.8
2.5 0% 2,
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0.4 1 o
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15 15 1.5 /T
0 T

0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 13.5: Liniile de nivel ale lui a(fy)/b pe misurd ce variazi timpul £y de intro-
ducere al primului caz infectat (axa orizontald) si amplitudinea € a sezonalitatii (axa
verticala).

13.3 Teoreme de prag

13.3.1 Sistem periodic S-I-R

Ca si in 1, sistemul (13.1)—(13.2) are o solutie unica definitd pentru orice
t > to. In plus, S(¢) > 0, I(t) > 0 si R(¢) > r = R(to) pentru orice t > fo. In
plus, functia S(7) este descrescitoare, functia R(r) este crescitoare si S(r) +
I(#) + R(¢) = 1. Prin urmare, S(#) — Sw si R(#) = Rw cdnd r — +oo. Din
I=1-S—R, vedem cid I(¢) — L.. Dar

R(1)—r = /to () 1),

Deci, aceasti integrali converge cand r — +oo0; b > 0 implici L, = 0.

Propozitia 13.1. Sd presupunem %y < 1. Atunci R — r cdnd i — 0.
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Demonstratie. Deoarece S(t) = 1 —1(¢) —R(¢), 1(t) > 0 si R(¢) > r pentru
orice t > tg, avem
dl
i
Din I(#) = i, obtinem

1(1) < i exp </t la(u)(1 =) — b(u)] du) :

fo

a(t)(1—1—R)I— b()L < [a(t)(1 - r) — b(1)]1().

Dar dR/dt = b(t)1 si R(#9) = r. Deci

r<R(r) < r—i—i/lotb(u) exp </{u [aW)(1—=7r)—b(W)] dv) du.  (13.5)

0
Cand u — oo, avem
/tu[a(v)(l—r)—b(v)]dVN [a(1—r)—b] u
0
Dar @(1—r)—b < 0 de la % < 1. Deci, integrala din partea dreapti a
inegalitdtii (13.5) converge cand ¢ — +oo si
F<R.<rti t+wb(u)exp (/, a(v) (1= r) = b(v)] dv) du.
0 0

Deci Ro — rcand i — 0. O
Propozitia 13.2. Sd presupunem %o > 1. Atunci R —r > (1—r)(1—1/%,).

Demonstrafie. Dovada este prin reducere la absurd. Sa presupunem Re, —r <
(1=r)(1=1/%,). Atunci 1 —Rw > (1 —r)/% = b/a. Deoarece R(r) este
o functie crescitoare, vedem cd R(#) < Re pentru orice t > fy. Apoi
dl
dr
unde ¢(t) = a(t)(1 —Rw) — b(¢). In plus,

a(t)(1—T1—=R)I—b()I > c(t)I—a(r)P?, (13.6)

T
c-:l/ c(t)di =a(1—Rw)—b > 0.
T Jo

Alegem 1) astfel incit 0 < 1 < ¢/a. Din moment ce I(z) — 0 cand 7 — oo,
existd 11 > o astfel incét si avem 0 < I(¢) < 1 pentru orice ¢ > ;. Acum,
inegalitatea (13.6) implica

> Cw—awmr. 10> 1esp ([ e -atma)

A
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pentru orice ¢ 2> #;. Din cauza modului in care este ales 7], obtinem I(¢) — +o0
cind 1 — oo, ceea ce contrazice I(7) < 1. O

13.3.2 Sistemul periodic S-E-I-R

Sa consideram sistemul

as _
dt

dE dl dR

—a(nSL, T =a()SI=c()E, T =c(E-b()l T =b()L

cu S+E+I+R =1 siin care rata ¢() de tranzitie de la faza latentd E la faza
infectioasa I este o functie continua, T-periodica si strict pozitivd cu media C.
Se considerd conditia initiald

S(to))=1—e—i—r, E(tg)=e, I(to)=1i, R(to)=r,

cue>0,i20,r>0,e+i>0sie+i+r<1. Pentru orice A > 0, fie
®(z,19; A) operatorul de evolutie asociat sistemului liniar T-periodic.

dix_ —c(1) a(t)(1-r) _
dt _< e(7) _;f(t) )X—Mx(f)x 13.7)

Astfel, ®(1,t0; 1) = .7, matricea identitate de ordin 2. Se observi ci
P(®(T,0:1)) = p(®ltg+ T, 10:1))

pentru orice fy [15, teorema 9.7]. Fie X(¢,ty) operatorul de evolutie asociat

sistemului
dX [ —c(t) 0
dt‘< c(t) —b(r))x'

Reproductivitatea % este raza spectrald a operatorului %~ pe spatiul &
al functiilor continue T-periodice R in R? cu

(HV)(1) = 0+°°K(t,x)v(t — x)dx

K(1,x) = ( 0 al)1-r) )Z(t,t—x).

Reproductivitatea %, este, de asemenea, valoarea unicd A > 0 astfel incat
p(®(T,0;1)) = 1 (propozitia 7.21).
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Propozitia 13.3. Sistemul periodic S-E-I-R are o solutie unicd definitd pen-
tru orice t > to. In plus, S(t) > 0, E(t) > 0 i I(t) > 0 pentru orice t > .
Functia S(t) este descrescdtoare si converge spre o limitd Se. Functia R(t)
este crescdtoare si converge spre o limitd Re. Functiile E(t) si I(t) converg
la 0. In plus, Seo > 0 5i Reo < 1.

Demonstratie. Primele afirmatii sunt dovedite ca in 2: S(f) — S si R(r) —

R... Din

d
Z(14+R) = c(1)E,

rezulti cd functia I+ R este crescitoare si converge. Prin urmare I(¢) — L.
In plus,
t
R(t)—r= | b(uw)l(u)du
Ip
converge cand ¢ — +oo. Prin urmare, b > 0 implici I, =0. DinE=1-S —
I—R obtinem E(¢) — E.. Deoarece

d
T(S+E) = —c()E,

integrala

~+oo

/ c(u)E(u)du

fo
converge. Prin urmare, ¢ > 0 implicd Ee, = 0. Vom ardta acum cd S.. > 0.
Din S

— = —a(t)SI

= — —a(n)sL,

obtinem
t

logS(1) —logS(fo) = — / au)1(u) du.

1o
Din inegalititile

/tla(u)l(u) du < { - a(u)}

o 0<u<T b(u)
t

/ttb(u)l(u)du,

rezulta ca N
/ a(u) (u) du < oo,
fp

Astfel S.o > 0si Ree =1—S. < 1. O
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Propozitia 13.4. Dacd %y < 1, atunci R — r cand e — 0 si i — 0.

Demonstratie. Din S =1—E—I1—R, avem

(1)< ") (1),

unde inegalitatea intre vectori Tnseamna inegalitate componentd cu compo-

nenti. Astfel,
() <ewun( )

in conformitate cu corolarul 2.6. Deoarece % < 1, avem p (@ (t9+T,17p;1)) <
1 (corolarul 7.13). Prin urmare,

+oo

Rm—r:/0+°°b(t)1(t)dt<(1 1) b(t)d)(t,to;l)dt< ‘ >

0

converge spre 0 daca e si i tind spre 0. O
Propozitia 13.5. Dacd %o > 1, atunci Re —r 2 (1 —r)(1 —1/%y).

Demonstratie. Prin reducere la absurd, sd presupunem R, —r < (1 —r)(1 —
1/%). Atunci 1 —Re > (1 —r) /%y, astfel incat (1 —r)/(1 —Rw) < %o si

p(P(T,0; (1-r)/(1=Rx))) > p(P(T,0; %)) = 1

(propozitia 7.11). Rezultd cd R, < 1. Prin continuitatea razei spectrale si
solutia unei ecuatii diferentiale in raport cu un parametru, putem alege n > 0
astfel incat N < 1 —Re si p(P(T,0; 1)) > 1,unde A =(1—r)/(1 —Rw—17).
Rezultd cd S(r) — 1 — R cnd t — +oo. Prin urmare, existi #; > #o astfel incit

S(¢) 2 1—Rw — 1 pentru orice t > 1. Fie X = ( E

I ) Prin urmare,

M>(ﬂm wm—m—m)x
dr c(t) —b(t)

si X(r) > ®(r,11;A) X(t;) pentru orice ¢ > t; conform corolarului 2.6. In par-
ticular, X(t; +nT) > ®(r; +nT,11;1)X(11) = (11 + T,11;4)"X(#1) pentru
orice numdr intreg n > 1. Matricea ®(; + T,#;; A1) are coeficienti strict pozi-
tivi. Utilizdnd teorema Perron-Frobenius (teorema 3.19), fie V si W vectorii
proprii cu componente strict pozitive ai acestei matrice, respectiv ai transpusei
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sale asociate cu raza spectrald p(®(; +T,t1;A)) si astfel incat (V, W) = 1.
Atunci

CD(tl —|—T,t1;)~)nX(l‘1)
D@+ T A it (X))

Deoarece componentele vectorului X(#;) sunt strict pozitive si avem p (®(r; +
T,t1;4)) > 1, urmeazd cd E(¢; +nT) si I(f; +nT) tind spre 4o cand n —
+oo. Dar acest lucru contrazice faptul cd functiile E(¢) si I(¢) sunt majorate
cu l. O

Concluzie. Teorema pragului pentru sistemele cu coeficienti constanti (cu
cele doud cazuri clasice Zp < 1 si Zy > 1) se generalizeaza la sistemele cu
coeficienti periodici care reprezintd sezonalitatea, cu conditia ca reproducti-
vitatea % si fie definiti ca in capitolele anterioare. Cu toate acestea, in mod
oarecum neasteptat, sistemele periodice pot avea ca rezultat epidemii destul
de mari chiar si atunci cand %) < 1; marimea finald a epidemiei poate sd nu
creascd odatd cu rata de contact sau cu fractiunea initiala i de persoane infec-
tate. Aceste observatii bazate pe sisteme simple ar trebui si serveascad drept
avertisment pentru interpretarea epidemiilor influentate de sezonalitate. Epi-
demiile emergente de boli transmise prin vectori, cdrora teoria schimbdrilor
climatice le acordd o atentie deosebita, ar trebui analizate cu prudenta, asa
cum s-a vazut in cazul chikungunya in Réunion si Italia. Un alt caz intere-
sant este cel al pandemiei de gripd HIN1. Pandemia din 1918-1920 a avut
loc in mai multe valuri influentate de sezonalitate. Incercirile de estimare
a reproductivitdtii pentru aceastd pandemie au folosit coeficienti constanti si
au utilizat inceputul curbei epidemice sau mdrimea finald a epidemiilor cu
un singur val. Acest capitol sugereazi ca revizuirea acestor analize poate fi
necesard, deoarece relatia dintre reproductivitate % si comportamentul epi-
demiilor influentate de sezonalitate nu este o generalizare evidentd a ceea ce
se cunoaste 1n cazul unui mediu constant.
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Marimea finala a epidemiilor intr-un mediu perio-
dic de amplitudine redusa

In acest capitol, studiem din punct de vedere teoretic modul in
care, in cadrul unui model S-I-R foarte simplu pentru o boald
cu transmitere directd, un mediu periodic poate modifica mdri-
mea finald a unei epidemii. Rezultatele analitice sunt obtinute
presupundnd cd amploarea sezonalitdtii este micd.

14.1 O epidemie de denga in Réunion

O epidemie de denga a avut loc Tn 2018 pe insula Réunion. Mai mult de 5.000
cazuri au fost confirmate biologic Intre ianuarie si iunie 2018 si au fost rapor-
tate mai mult de 16.000 cazuri suspecte de denga (fig. 14.1). Pana la sfarsitul
lunii iunie, datoritd debutului iernii sudice, dar si datoritd controlului vecto-
rial, epidemia a scazut. Cu toate acestea, a fost dificil de prezis dacd numarul
de infectii va scddea suficient pentru a preveni un al doilea val epidemic la
sfarsitul anului 2018, cand conditiile climatice vor fi mai favorabile tantarilor
care transportd boala. Acest al doilea val a fost cel care a infectat aproape o
treime din populatie cu chikungunya in 2006.

Ar fi tentant sd se modeleze matematic rdspandirea denga Intr-un mod re-
alist, limitand complexitatea modelului la cativa parametri necunoscuti, asa
cum s-a Incercat pentru chikungunya in capitolul 9. Cu toate acestea, in-
certitudinile care inconjoara acesti parametri si dependenta lor de variabilele
climatice sunt atat de mari incat este probabil ca rezultatele numerice sa fie
mai degrabd indoielnice [60].

In cele ce urmeazi, ne vom limita la un model epidemiologic extrem
de simplificat, cu transmitere directd si netransmisie vectoriald, care nu are
pretentia de a fi aplicabil in cazul denga din Réunion. Nu ar avea sens si se
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Figura 14.1: Functia pas de sus (scara de pe axa verticald din stdnga): numaérul estimat
de cazuri sdptdmanale de denga in Réunion intre ianuarie si iunie 2018, conform [68].
Functia pas de jos (aceeasi scard): cazuri sdptimanale de chikungunya in 2005 (vezi
capitolul 9). Linia punctatd: date climatice la statia aeroportului din Réunion, conform
Météo France. Temperatura minima (de la 18,0 1a 23,7 °C) si temperatura maxima (de
la 25,2 1a 30,1 °C) [linii lungi]. Precipitatii lunare (43-351 mm) [linii scurte].

adapteze parametrii acestuia la datele epidemice. Scopul este mai degrabd de
a atrage atentia asupra problemei marimii finale a unei epidemii intr-un mediu
periodic, care a fost putin studiatd din punct de vedere teoretic.

Chiar si cele mai simple modele matematice care iau in considerare ca-
racterul sezonier prezintd numeroase dificultdti. Se va vedea In sectiunea 16.1
(a se vedea, de asemenea, [20]) cd, pentru modelele de boli endemice, un co-
eficient periodic poate conduce la oscilatii cu o perioadd diferitd sau chiar la
oscilatii haotice.

Dupad cum s-a vizut in capitolele anterioare, reproductivitatea % trebuie
si fie definitd cu atentie in modelele periodice, astfel incit inegalitatea % > 1
sd reflecte instabilitatea situatiei fard epidemie; dificultatea apare In special
pentru modelele cu cel putin doud compartimente infectate.

In capitolul 13, a fost discutat modelul periodic S-I-R, o generalizare sim-
pla a modelului clasic al lui Kermack si McKendrick:

s 1 dl

dR
— = —a(t — —
dt a()SN’ dt

I
=a(t)S—=—-bl, — =bl 14.1
OSg-bL bl (4D
unde N este mirimea populatiei, S(¢) este numarul de persoane susceptibile
de a fi infectate, I(¢) este numérul de persoane infectate, R(#) este numairul de
persoane vindecate, a(t) este rata efectivii de contact si b este rata de vinde-
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care. Conditiile initiale sunt, de exemplu
S(t()) =So=N-—1Iy, I(t()) = I, R(t()) =0,

cu 0 < Iy < N. Functia a(z) este periodici cu perioada T. Si presupunem ci

X L
o_b—T/O a(t)dt.

Am ardtat in capitolul 13 cd proprietatea pragului epidemic se traduce astfel:
dacd Zp < 1, atunci mirimea finald R (o) a epidemiei tinde la 0 dacd Iy tinde
la 0; dacd, dimpotriva, %y > 1, atunci

R(e0) > N(1 — 1/%0)

indiferent de 0 < Ip < N. Aceastd proprietate se extinde de la modelele cu
transmitere directa, cum ar fi sistemul (14.1), la modelele cu transmitere vec-
toriald, cum ar fi denga. in figura 13.4, s-a investigat numeric modul 1n care
mirimea finald R(e0) a epidemiei depinde de timpul initial #y si de mirimea
ratei de contact a(f). S-a observat cd R(eo) poate varia de doud ori pentru
aceeasi valoare a reproductivititii %Z.

Prin combinarea metodelor numerice si analitice, marimea finald a epide-
miei este studiatd mai indeaproape in cazul special in care

a(t)=a(l+£¢(1))
cu o functie ¢(¢) periodici (de exemplu continud pe portiuni) cu perioada T

si media zero si cu un parametru € mic, astfel Incat mediul si fie doar slab
sezonier. Sd notdm :

* Se(t), Le(¢) si Re(2) solutiile corespunzitoare cu aceeasi conditie initia-
14 (N - IOleaO);

* S(2), I(¢) si R(¢) solutiile cu aceeasi conditie initiald, dar cu € = 0.
In sectiunea 14.2 se arati ci
Re () =R(e0) + Nce+o(g)

cind € — 0, unde R(eo) este mirimea finald a epidemiei intr-un mediu con-
stant. Coeficientul de corectie ¢ poate fi pozitiv sau negativ.

Daci ¢ (t) = cos(t), numirul de persoane infectate la inceput este mic in
comparatie cu mirimea populatiei (Ip < N), Zo = a/b > 1 cu %, aproape de
1siIp/N < (%o — 1)?, atunci coeficientul de corectie ¢ se determini analitic
in functie de parametrii modelului N, Iy, @, b, fo si ®. Constatim cd mediul
periodic creste mérimea finald a epidemiei (¢ > 0 dac rata efectiva de contact
se verificd a(fo + 7) > @, unde fo + 7 este momentul in care epidemia ar atinge
varful Intr-un mediu constant.
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14.2 Formula exacta pentru coeficientul de corectie

Despre sistemul diferential (14.1), am véazut in sectiunea 13.3 urmatoarele
proprietati:

* Se(t) +1e(¢) + Re(r) = N pentru orice 1 > 1o ;

L]

Se(t) > 0,I¢(r) > 0si Re(r) > 0 pentru orice > 1y ;

* functia S¢(¢) este descrescitoare si tinde spre o limitd Sg(oo) ;
* functia R¢(#) este crescétoare si tinde spre o limitd Rg (e0) ;

* functia I¢(¢) tinde spre o limitd care nu poate fi decit 0.

Sd integram a treia ecuatie diferentiald de la 7y la infinit:

—+oo
:b/ I (r)drt
fo

In plus, prima ecuatie diferentiali se scrie
1 dSe
Se dt

Integrand in acelasi mod obtinem

Se(eo) @ [+ a_ [+
log g = g e Ns/ Te(1) (1) di

Inlocuind prima integrali si tindnd cont ci S¢ (o) = N — R (o) obtinem

1 - = I (2 dt=0. 14.2
og N_1, +b N +N£to e(t)o(t)dt=0 (14.2)

Cand € = 0, ultimul termen din partea dreapta dispare si recunoastem ecuatia
clasica pentru marimea finald a epidemiei intr-un mediu constant (propozitia
1.3). Avem

e/'+°°1£(t)¢(t)dt:e/+w1(t)¢(z)dz+o(s).
Scriind Rg (o) = R(e0) + Nc € + o(€) pentru € — 0, obtinem
N—R(e0) —Nce+o(e) aR(e)

N—1Io b N

J,»oo
+ - c£+—s/ (t)dt+o(g) =0.

fp

log
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Termenii de ordin € sunt

—Nec 7] o
m+bC+N I(l‘)¢(t)d[:0
Deci /N N
a 0o
c= N/(N R —a/b / . (14.3)

Reamintim ¢ R(e0) > N(1—5/a). Prin urmare, numitorul din formula (14.3)
este strict pozitiv. Coeficientul ¢ are acelasi semn ca si integrala

~+oo
[ 1(6) (1) dt

0

Putem evalua numeric aceasti integral. In primul rand, folosim un soft-
ware de calcul numeric, cum ar fi Scilab, pentru a rezolva sistemul diferential
(14.1) cu € =0. Obtinem astfel (S(z),I(¢),R(¢)) pentru un set discret de valori
ale 7, cu un pas de timp mic. in particular, deducem valoarea lui R(e0). Apoi
calculdim integrala cu aceeasi discretizare temporali. In final, aflim valoarea
coeficientului c.

Sé considerdm un exemplu. Si presupunem ¢ (¢) = cos(@t) cu @ =2x/T,
N =10.000,Ip =1, T =12 luni, @ = 10/luna si b = 5/luna. Rezulta ca repro-
ductivitatea este %y = 2; mirimea finald a epidemiei intr-un mediu constant
este R(e0) ~ 7.968. Figura 14.2 aratd cum variazd Rg(eo) in functie de €
(0 < € < 1) atunci cand ¢ ia trei valori diferite, corespunzand la trei momente
diferite de introducere a primului caz infectat in populatie: 0,5 luni, 2 luni sau
3 luni. In figuri este prezentati si aproximarea R (co) +Nc € pentru € mici, cu
coeficientul de corectie ¢ calculat conform formulei (14.3). Observam ca coe-
ficientul c poate fi pozitiv sau negativ, astfel Incat mérimea finald a epidemiei
poate fi mai mare sau mai micd decat intr-un mediu constant. Observam, de
asemenea, ci pentru lunile o = 3, functia R¢(e0) variaza in functie de € ntr-
un mod mai complicat decit pentru celelalte doua valori ale lui #p: in special,
aceastd functie este descrescatoare doar atat timp cat € < 0,3.

14.3 Formule aproximative

Si presupunem % ~ 1 si Iy /N < (%o — 1)?. In sectiunea 1.4, a fost giisiti o
aproximare pentru numarul de persoane infectate:

N (@a/b—1)>

2 ch®[(a—b)(t—10—1)/2]

I(¢) =
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Figura 14.2: Mirimea finald a epidemiei In functie de € pentru trei valori diferite ale
lui 7o (linie punctati). In linie continui: aproximatia R(ee) + Nc& pentru € aproape
de 0.

pentru orice ¢ > fo, unde

T~

! ; log [2(N/Tp)(a/b—1)] .

Int =t + 7, aproximatia din I(¢) atinge apogeul. Apoi
L apo1pp o0
S N/(N-R)—a/b Jy @ b)—0-0/2

Retineti ca @ — b este mic si T este mare. Dupd schimbarea de variabild t =
to + T+ u, observam cd functia

dr. (144

1
ch?[(a—b)u/2)

este aproape zero in afara vecinatatii lui u = 0, astfel incat

/*"" q)(to—l—’H—u) du~/+oo ¢(t0+’L'—|—u)
—r ch?[(@—bu/2] J-w ch¥[(@a—b)u/2]

Aceasta ultimd integrala este calculata explicit atunci cand

(1) = cos(Qr).
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Intr-adevar,

tecos(Qto+T+u) e cos(Qu)
[w chZ[(a—b)u/2)] d”_COS[Q(IOH)]Lw ch2[(a—b)u/2]

deoarece integrala cu functia imparid sin(Qu) se anuleazi. Conform formu-
lei (19.23), pe care o vom demonstra intr-un capitol ulterior, avem

49}
/+°° cos(Qu) = [(@—b)/2]?

o ch[(@—bu/2] (;wzb) ’

unde sh(-) reprezinti sinusul hiperbolic. In cele din urm ajungem la

. cos[Q(to + 7)] 2nQ/a
N/(N-R(=))—a/b (22’

(14.5)

Observam ca semnul coeficientului de corectie ¢ este acelasi cu cel din
cos[Q(tp + 7)].

Astfel, mediul periodic creste marimea finald a epidemiei daca
a(ty+17) > a,

unde 7 + 7 este momentul in care epidemia ar atinge punctul maxim intr-un
mediu constant.

Ca exemplu, sd ludm aceleasi valori ale parametrilor ca in figura 14.2, cu
exceptia @ = 6 pe lund pentru a avea %y = 1,2 mai aproape de 1; [31, p. 240]
indicd faptul cd aproximarea simetricd in formd de clopot a lui Kermack si
McKendrick este satisficatoare doar pentru %y < 1,5. Figura 14.3 compara
expresia exactd (14.3) a coeficientului de corectie ¢ cu aproximatiile (14.4) si
(14.5). Cu aceste valori numerice, ultimele doud aproximatii nu se pot dis-
tinge una de cealaltd. Acestea sunt cu atit mai apropiate de valoarea exacta cu
cit % este aproape de 1. Retineti ci aici I/N = 107™* < (%, — 1)? = 0,04.
Figura poate fi interpretatd astfel: dacd epidemia a inceput la 7y = 0, de
exemplu, valorile parametrilor ar conduce la un varf al epidemiei aproximativ
T ~ 6,3 luni mai tarziu Intr-un mediu constant; dar mediul periodic va fi ne-
favorabil 1n acel moment (ne vom afla in depresiunea factorului cos Qt); prin
urmare, marimea finald a epidemiei va fi mai micd si ¢ < 0.



Capitolul 14 235

01234567 8 9101112

Figura 14.3: Coeficientul de corectie ¢ pentru marimea finald a epidemiei in functie
de 79, momentul inceperii epidemiei. Comparatie intre expresia exactd (14.3) [linie
continud] si aproximadrile (14.4) [puncte] si (14.5) [linie punctati].

Observatia 14.1. Formula exactd (14.3) pentru coeficientul de corectie ¢ poate
fi adaptatd la modele mai complexe. De exemplu, sd presupunem ca epidemia
se raspandeste intre doud populatii, cam ar fi oamenii si vectorii, in confor-
mitate cu schema S-I-R, cu Ny = S; (f) +1; () + Ry (1) si No = So (1) + In (1) +
R, (t ) :

dSl 12 dIl I2 de
dr a(t) 1N27 di a(t) 1Nz 11, i 11y,
dSz Sz dIz Sz dRZ
— =—a(t)j =, —=al®)l;j— —b1 — =b)I,.
a ~ ehg g A —heky Tpm =l

Sé presupunem, ca si inainte, a(t) = a(l +€¢(r)). Vom nota cu S; (),
I) ¢(1), etc., solutiile respective si cu S (r), I;(¢), etc., aceleasi solutii atunci
cand € = 0. Notdm, de asemenea, i} = I;(fo) si i» = I»(#). Putem obtine cu
usurintd echivalentul ecuatiei (14.2), care este sistemul

log

Ni —Rie(e) | @ Roe(e) a /*w
N;—1i; by N, N>

log

No—Rpe(0) | dRie() a /*‘”
Ny —ip b1 N N
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Acest sistem are solutii de forma Ry ¢ (o) = Ry (e0) + Ny cx € + o(€) pentru
k = 1 sau 2. Folosind teorema functiei implicite, obtinem

—1 _ oo
Njc; Nl_llzl(oo) ~ N, N L) o(t)dr

N2cy N NRE Ny o Ti(0) 9 (0)dr

Cu toate acestea, nu este posibil sd continudm ca in sectiunea 14.3, deoarece
nu avem formule aproximative explicite pentru I;(r) si I (7).

Concluzie. Am determinat analitic modul in care mirimea finald a epide-
miei este afectata de o ratd de contact periodicd micd atunci cind reproduc-
tivitatea % raméne apropiatd de 1. Aceasta reprezintid o micd imbunititire
fatd de rezultatele calitative din sectiunea 13.3 si fatd de cele pur numerice din
sectiunea 13.2. Cu toate acestea, ipotezele sunt destul de restrictive. in spe-
cial, acestea evitd cazurile in care apar mai multe varfuri epidemice, deoarece
ramanem aproape de situatia cu un singur varf in medii constante.
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Marimea finala a epidemiilor intr-un mediu
periodic de inalta frecventa

Se studiazd un model epidemiologic neliniar de tip S-1-R atunci
cdnd rata de contact oscileazd rapid. Mdrimea finald a epide-
miei este apropiatd de cea obtinutd prin inlocuirea ratei de con-
tact cu media acesteia. Se calculeazd o aproximare a corectiei
atunci cand reproductivitatea epidemiei este apropiatd de 1. Co-
rectia, care poate fi pozitivd sau negativd, este proportionald atdt
cu perioada oscilatiilor, cdt si cu fractiunea initiald de persoane
infectate.

15.1 Introducere

Considerdm modelul epidemiologic S-I-R. Fie N marimea, presupus con-
stantd, a unei populatii, S(#) numérul de persoane care ar putea fi infectate
la momentul ¢, I(r) numérul de persoane infectate si R(#) numérul de per-
soane eliminate din lantul de transmitere deoarece sunt vindecate si imune.
Astfel N = S(¢) +1(r) + R(¢). Fie a(r) rata efectivd de contact si b rata de
intdrire. Ca si in modelul Kermack si McKendrick, presupunem ca

s 1 dl

dR
E = —a(t)SN, E

I

—a(t)SN bl, o =bl. (15.1)
Fiecare individ susceptibil de a fi infectat este, prin urmare, influentat de
proportia I/N de indivizi infectati din populatia totald, adicé de ,,cAmpul me-
diu”, si nu de vecinatatea sa intr-o anumita structura de contact.

In capitolul 14, am fost interesati de influenta pe care o oscilatie peri-
odicd de micd amplitudine a ratei de contact a(f) ar avea-o asupra mirimii
finale R(e0) a epidemiei. Suntem interesati de cazul in care amplitudinea este
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arbitrara, dar perioada oscilatiilor este micd In comparatie cu durata tipica
a epidemiei. Pentru o epidemie care dureaza citeva sdptdmani, aceasta ar
reprezenta, de exemplu, alternanta rapida dintre zi si noapte. Pentru o epi-
demie care dureazd cateva luni, aceasta ar reprezenta alternanta dintre zilele
sdptamanii si weekend-uri, Tn special pentru epidemiile din scoli. Pentru o
epidemie care dureazd mai multi ani sau chiar zeci de ani, aceasta ar repre-
zenta alternanta dintre ierni si veri.

Fie T > 0 perioada oscilatiilor, un parametru care se doreste a tinde spre
0. Sd presupunem cd

a(t)=a(1+¢(/T))

cu a > 0 si o functie continud pe portiuni ¢ astfel incit |¢(s)| < 1 pentru
orice s, astfel incit rata efectivd de contact a(f) sd raimana intotdeauna po-
zitiva sau zero. Presupunem, de asemenea, cd functia ¢ este periodicd cu
perioada 1 si media zero:

/Ol(j)(s)ds:O.

Astfel, a(r) este o functie periodicd cu perioada T si media sa este . S& luim
drept conditii initiale la inceputul epidemiei

S(0)=N-1Ip, 1(0)=I, R(0)=0,

cul0<Ip<N.

Sectiunea 15.2 prezintd simuldri ale acestui model. Se poate observa din
exemple cd médrimea finald a epidemiei este foarte apropiatd de cea obtinutd
prin inlocuirea ratei de contact cu media sa. in sectiunea 15.3, propunem o
explicatie pentru aceastd apropiere prin formularea unor ipoteze suplimentare
privind parametrii modelului, si anume ca fractiunea initiald de persoane in-
fectate este micd si cd reproductivitatea epidemiei ramane apropiatd de 1. Se
obtine, astfel, o formuld aproximativad pentru corectia la mdrimea finald a epi-
demiei. Aceastd corectie este proportionala atit cu perioada oscilatiilor, cat si
cu fractia initiala de persoane infectate, de unde si caracterul sdu mic.

15.2 Unele simulari

Sé ludm 1n considerare modelul S-I-R (15.1). Parametrii sunt alesi astfel Tncét
sd fie plauzibili:

* populatia totald este de N = 10.000 ;

* doar o singurd persoand este infectatd la inceputul epidemiei (Ip = 1);



Capitolul 15 239

* fiecare persoand are in medie a = 15 contacte pe lund;

* durata medie a infectiei este de 1/b = 1/10 luni, adici aproximativ 3
zile;

e perioada T este de 1/4 de lund, adicd aproximativ 7 zile;

* factorul periodic este
0 (t/T) = kcos(Qt + v),
unde Q =27 /Tsi k| < 1;

o defazajul este y = —x/2, astfel incit ¢ (¢/T) = ksin(Qt), iar rata de
contact a(t) este in fazi crescitoare lat = 0.

Reproductivitatea este atunci Zy = a/b = 1,5 > 1, ceea ce garanteaza dezvol-
tarea unei epidemii cu mérimea finald R(e0) > N(1 —b/a) (capitolul 13).

Figura 15.1 prezintd doud simuldri tipice ale modelului: una cu k =0
(viteza de contact este constantd), cealaltd cu k = 1 (viteza de contact osci-
leaza). Desi curbele pentru k = 1 se abat in mod semnificativ de la cele pentru
k = 0 in timpul epidemiei, este remarcabil faptul cd mérimile finale R(eo) din
ambele simuldri nu se disting din punct de vedere grafic. Acest lucru va fi
explicat in sectiunea urmdtoare.

10 000 ~
8000
6000 -
4000

2000

Figura 15.1: Simularea unei epidemii: S(¢), I(r) si R(¢). Liniile continue non-ondulate
corespund la k = 0, iar liniile ondulate punctate la k = 1.
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Reducand perioada oscilatiilor (de exemplu, cu T = 1/8 cu luni), am ve-
dea cum curbele (S(¢),1(¢),R(r)) pentru k = 1 isi pistreaza oscilatiile, dar se
apropie de solutia cu k = 0, pe care o notdm (S(z),1(),R(¢)), deoarece cores-
punde cu a(t) = a. Aceasta este o consecinti a teoremei de medie a lui Fatou
[29, teorema 42]. Intr-adevir, daci s = /T, sistemul se poate scrie

ds SI  dl SI dR
=2 = _rta( 2, = =Tla 2 _pl|, = =Tbl
T = Ta(l40()y, 5 =T|a1+96) 3 b1, T =ThL
(15.2)
cu ¢(s) = cos(2ms + y). Introducem, de asemenea, notatiile Z = (S, I, R) si

co
Z=(S,1,R). Teorema asiguri c&, atunci caind T — 0,

N

(5) = Z(s) = (S(s) = 8(s), I(s) = I(s), R(s) —R(s)) = O(T)

pentru un timp s de ordinul 1/T. Astfel Z(t) —Z(t) = O(T) pentru un timp ¢
de ordinul 1. Mai precis, existd constante cy, ¢z, ¢3 si T toate pozitive astfel
incat pentru orice 0 < T < Ty si toate t > 0, avem

lz(t)—-Z@)|| <T [cleczt +C3] .
Putem calcula o aproximatie de ordinul doi. Mai intdi, scriem siste-
mul (15.2) sub forma
dzZ
— =Tf(s,Z
T/ (s.2),

unde f(s,Z) este periodicd in raport cu s de perioadi 1. Atunci

—aSI/N
fO(Z)déf/olf(s,Z)ds —| as I/bN—bI ,
I

s ks1n(27ts+ y) —sin(y) SI

2r N

[1fe.2)-n@lo=| , sin@as+y)-sin(y) SI

0 o N
0

Retineti c& termenul din sin(y) trebuie scizut pentru ca aceste ultime functii
sa aiba media zero. Conform [29, teorema 44], avem

S(s) = 5(s) ok sin(ZZTTCcs—f— V) S(sl)\lf(s) LoT).
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I(s) =i(s>+Tc'lk sin(zzsz) S(SI)\IT(S)

si R(s) = R(s) + O(T?) pe un interval de timp s de ordinul lui 1/T. Cu alte
cuvinte,

+0(T?)

S(1) = §(1) ak sin(gSZZt—i- V) S(tl)\y_(t) L 0(1/9%),
1) =) + ak sin(gt +v) S(tl)\;(t) L o(1/QY)

si R(t) =R(t) +0(1/Q?) pe un interval de timp ¢ de ordinul lui 1.

Retineti ci, cu o perioadd mica a ratei de contact, nu observam o curbi
epidemica cu mai multe valuri mari, spre deosebire de simuldrile din capitolul
13. Acest lucru se datoreazd faptului cd sistemul se apropie din ce in ce mai
mult de cazul 1n care se calculeazd media ratei de contact, ceea ce dd un singur
val epidemic.

15.3 Proximitatea marimilor finale

Scriind prima ecuatie a sistemului (15.1) sub forma

%(logS) — 4N,

integrand Intre t = 0 si r = +oo, tindnd cont de conditiile initiale si de relatia

+o0
| 16d =Ry,

obtinem, ca in capitolul 14,

N —R(e ) aR(e +°°
tog . +5 / o(t/T)dr = 0. (15.3)
Integrala oscilantd [;"1(¢) ¢ (t/T) dt tinde la 0 cand T — 0. Intr-adevir, stim,
pe de o parte, ci I(t) ~1(t). Pe de altd parte, cel putin atunci cand ¢ este un
cosinus, integrala [, 1(z) ¢ (¢/T)dr tinde la O atunci cand T — 0. Aceasta
este o consecintd a lemei Riemann-Lebesgue [19, p. 293] si a faptului cd
functia I() este pozitivd si integrabild, deoarece [,""1(¢)dt = R(c0)/b.

Rezulti cii R(o0) — R(o0) cand T — 0. Intrebarea este cit de repede se va
intdmpla acest lucru. La o primd aproximatie, o expansiune limitatd a ecuatiei
(15.3) cain capitolul 14 duce la

R(es) ~ R(e0) + i [ 100t
N/(N— R( )—a/b
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Apoi, expresia analitica simetricd aproximativa in forma de clopot sime-
tricd obtinutd in sectiunea 1.4 este utilizatd pentru I(z), care presupune ci
reproductivitatea d/b riméne aproape de 1, fiind in acelasi timp mai mare de-
cat 1, si cd fractiunea initiald infectatd Io /N este micd (In/N < 1). in ipoteza
suplimentari probabild Iy/N < (@/b — 1)? (fractiunea initiald infectatd este
mult mai mica decat reproductivitatea este apropiata de 1),

< N (a/b—1)?
%3 wla-nu-o72’

(15.4)

unde
. log 2(N/Io)(a/b 17’
a—b
Timpul 7 este o aproximare a timpului pana la varful epidemiei intr-un mediu
constant.
in cele din urmi, si presupunem ci

(15.5)

0 (s) = kcos(2ms + )

ca in figura 15.1. Fie Re(-) partea reald a unui numér complex si i numérul
imaginar obisnuit. Avem apoi, folosind un rezultat clasic privind calculul
asimptotic al integralelor complexe cu o fazd care nu este stationard, astfel
incat termenul principal provine de la marginea intervalului de integrare [54,
teorema 3],

oo _N(@/b—1)%k [t cos(Q+vy)
/0 ) o/Tydt ~ —= /0 h2[(@—b)(t —7)/2]

_ N(a/b—1)%k w [T el
-T2 Re(”/o ch2[<a-—b><r—r>/z1d’)

_ N(a/b—1)%* eV
momy ke (chhz[—(d—b)r/2]>

_ N(a/b—1)*ksin(y)
- 2Qch?[(a—b)t/2]

Cu aproximatia (15.5), vedem 1n plus ca
ch?[(@—b)7/2] ~ e D)7 /4 ~ (N/Iy)(a/b—1)?/2,
ceea ce duce, 1n final, pentru Q — 4o, la

ak sin(y) Iy

R~ RO~ N —R=) —a/p @

(15.6)
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Mirimea finald R(e0) intr-un mediu constant este singura solutie strict
pozitiva a ecuatiei
l-———==(1-1Iy/N —_
N - (lo/Nexp ( b N

(capitolul 1), care se obtine usor din ecuatia (15.3). Din Ip < N, mdrimea
finald R(e0) depinde foarte putin de conditia initiald Iy. Ea este datd aproxi-
mativ de solutia strict pozitivd a lui

l—ligo)zexp<—zﬁl(:’)>.

Termenul de corectie din ecuatia (15.6), care poate fi pozitiv sau negativ in
functie de semnul lui sin(y), este, prin urmare, atit proportional cu 1/Q,
adicd cu perioada T, care este micd, cit si cu fractiunea Iy/N de persoane
infectate initial, care este de asemenea micd. Prin urmare, mdrimea finald a
epidemiei este foarte apropiata de cea obtinuta prin Inlocuirea ratei de contact
cu media sa.

4e-04
.5e-04
3e-044
.5e-04]
2e-04]
.5e-04
1e-04
5e-05
0e00-
0

005 041 015 02 025

Figura 15.2: Diferenta relativd [R(co) — R(0)]/R(e0) intre mirimile finale ale epide-
miilor in functie de perioada T. Linii continue: R(eo) este estimat prin simularea siste-
mului de ecuatii diferentiale. Aproximarea (15.6) este reprezentatd prin linii punctate.
Parametrii sunt aceiasi ca in figura 15.1 cu k = 1, cu exceptia faptului céd perioada T
variaza ntre 0 si 0,25 luni si cd Ip = 1 [cele doud curbe de jos] sau Iy = 2 [cele doud
curbe de sus].

Acest lucru este ilustrat in figura 15.2 cu valori ale parametrilor identice
cu cele din figura 15.1 pentru k = 1. Perioada a fost variatd T. De asemenea,
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R(e0) pare a fi tangentd la aproximarea (15.6). Observati pe scara verticald
cat de mici este diferenta relativd [R(e0) — R(e0)]/R(e0). Cum N = 10.000,
aceasta implicd o diferentd de cel mult 1 sau 2 persoane Tn mirimea finald
a epidemiei. Retineti ci, 1n acest caz, reproductivitatea a/b este 1,3, astfel
incat aproximarea (15.4) lui Kermack si McKendrick este incd relativ buna
[31, p. 240].

Daca defazajul y este zero sau un multiplu intreg al numadrului 7, terme-
nul de corectie din ecuatia (15.6) este zero. Dar, deoarece acesta este un caz
exceptional, nu considerdm acum necesard aflarea un nou echivalent pentru
integrala de mai sus [, " 1(¢) ¢(¢/T)dk.

In concluzie, se poate spune ci proximitatea mirimilor finale R(co) si
R(e0) oferd o justificare pentru neglijarea oscilatiilor de scurtd durata in multe
modele epidemiologice si luarea Tn considerare doar a ratelor medii de con-
tact.
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Modele pentru boli endemice

In acest scurt capitol, vom studia modelele in care infectia poate
ramdne permanent in populatie: se spune, in acest caz, cd aceas-
ta devine endemicd. In primul rand, ardtam cd reproductivitatea
este incd utilizatd pentru a caracteriza pragul dintre persistenta
infectiei si disparitia acesteia intr-un model periodic S-I-R cu
demografie. Apoi studiem competitia dintre doi agenti patogeni,
de exemplu intre doud tulpini ale aceleiasi bacterii, intr-un mo-

del periodic S-I-S.

16.1 Persistenta unui model endemic

Se considerd un model periodic S-I-R cu nasteri si mortalitate. Nou-néscutii
intrd Tn compartimentul S. Mortalitatea este notatd cu (. Se presupune cd

rata natalititii este egald cu mortalitatea. Astfel,

ds |

dl I

— =a(t)S—=—-bl—pul
5 =Sy u
dR

9 _pr-ur

dt K

unde populatia totald N(¢) = S(¢) +1(¢) + R(r) depinde a priori de timp. Dar,

din moment ce

N _d
dt  dt

[SE)+1(1)+R(#)]=u(N—-S—I—-R) =0,
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populatia totald este de fapt constanta si se noteaza pur si simplu N. Conditia
initiald este
S(0)=N-1Ip, I(0)=Ip, R(0)=0,

cu 0 < Ip < N. Si presupunem ci rata efectivi de contact a(z) este o functie
continud, strict pozitiva si T-periodicd. Pozitivitatea solutiilor S(¢), 1(z) si
R(7) rezultd din lema 16.3 din anexa acestui capitol. Existenta globali a aces-
tor solutii rezultd ca Tn demonstratia propozitiei 1.2. Prin liniarizarea ecuatiei
(16.2) 1n vecinitatea echilibrului (S =N, I =0, R = 0) se obtine

dl
—=~a(t)[-bl—pul.
5 ~alt) u
Sa presupunem
_ 1T a
a= f/ a(t)dt, %= .
T Jo b+u

Propozitia 16.1. Dacd %y < 1, atunci

lim I(z) =0.

t—r+oo

Dacda %y > 1, atunci

. . def UN b+u)
limsupl(z) = lim supl(t) >a= —— | 1— >0.
g © ’_’+°°172It) @) b+pu (

Demonstratie. Sa presupunem %y < 1. Din S/N < 1, avem

o <lal)) bl

Deci

I(r) <1(0) exp (/Ota(s) ds— (b—i—/.L)I)

sil(t) > 0cand t — 4eosia < b+ .
Sa presupunem %o > 1. Sa rationdm prin reducere la absurd. Sa presu-
punem ca
limsupI(?) < a.
t—soo

Existd € € [0; o astfel incat

limsupI(?) = ot — €.
t—r+too
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Atunci exista ¢; > 0 astfel incat, pentru oricare t > ¢, avem
I(r) <o—¢g/2.

Din ecuatia (16.3), deducem
R
+uUR=bI<b(a—¢/2)

dt

pentru oricare ¢ > ;. Astfel,
R(1) <R(n)e #7) 4 (b/u) (o —£/2) [1— e MO0

Al doilea membru al acestei inegalititi tinde spre (b/u)(o —€/2) cand t —

+oo. Prin urmare, exista t, > t; astfel incat
R(t) < (b/u)(a—€/4)

pentru oricare ¢t > f,. Acum avem din ecuatia (16.2)
dl |
—=a(t)(N—I-R) = —bl—pulL
o=l (N=T-R) < —bI—p
Folosim majordrile functiilor I(¢) si R(¢) pentru ¢ > , in termenul N — I —R,
ceea ce implica

dl
— >
dar =~ a(t) [1 N

—a_e/z—ba_8/4]l—bl—ul
u N

a_g/z_ba—e/ﬂ _(b+u)}du>.

!
I(¢t) > I(p) ex / alu) [1—
> 1tesp ([ {atw [1- 452 - 22
Se observd ca termenul din interiorul exponentialului este echivalent cu ct

-5l

si

cand t — +oo, unde

_ b+u o ag |1 b
=a|ll-—=2| - —|+—= —+—
¢ a[ N} (+u)+N[2+4u N |2 "4

S() dr — (b+u)t2) >0

in plus, ecuatia (16.2) aratd cd

(5]
1(12) = Io exp < / a(t)
0
din Iy > 0. Prin urmare, I(z) — -0 cAnd t — +o0, ceea ce este imposibil din
0

moment ce I(r) <N.
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Limita inferioard o este echilibrul netrivial al sistemului atunci cand co-
eficientul a(¢) este inlocuit cu media sa a. Comportamentul solutiilor poate fi
destul de complicat, asa cum sugereaza figura 16.1: sistemul poate fi haotic
[10, capitolul 28] pentru anumite valori ale parametrilor.

7009 11
600
500
400
300

200

LLLLEL

Figura 16.1: Functia I(¢) in functie de timpul ¢ dacd N = 10.000, Ip = 1, a(t) =a [1 +
ecos(2mr)],a=60,e=0,5,b=50sip=1.

16.2 Doi agenti patogeni competitivi

Sa ludm in considerare un model S-1-S cu o populatie sensibila la doi agenti
patogeni ca doud tulpini ale aceleiasi bacterii. Sa presupunem ca infectia cu
un agent patogen protejeazd totusi impotriva infectiei cu celdlalt agent pa-
togen (fenomen de imunitate incrucisatd). Avand in vedere cd nasterile si
decesele se echilibreazd reciproc, acest lucru conduce la modelul

ds I; I

L _UN- 1 2 L+ b1
o u al(t)SN az(t)SN uS+b1L1+b1,
dl; I

e =TS

o al(l)SN uly—b11p,

dl, I,

— = HS=—ulb—-b1,.

o ax(t) N Ak-bb

Populatia totald N = S(¢) +I; (¢) + I>(¢) riméne constantd. Se presupune ci

I](O) >0, 12(0) >0, S(O) = N—I](O) —12(0) > 0.
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Se presupune ci ratele efective de contact a; (¢) si ax(¢) sunt functii periodice
T. Notdm

_a .
b T bt

_ 1 /T _ 1 /T
al:f/() al(t)dl‘7 az:f/() az(t)dl‘7 %

Propozitia 16.2. Sd presupunem cd existd o functie pozitivd ¢(t) cu media
egald cu 1, astfel incdat a\(t) = a) §(t) si ax(t) = a, ¢(t). Dacd %\ > %,
atunci Ip(t) — 0 cdand t — +-oo.

Demonstratie. Avem

ildh | =S pLd ),
an [ha HTTNT @@ [bar TR

Deci, simplificind prin ¢ (¢), obtinem

Integrand intre O si ¢, obtinem:

&il [logllll(((t)))Jr(/.Hrb])t} L {log 12

Deducem

(0] (0]
ay gll(O) ar gIz(O)

1. L) 1. L) 11
1 1 == -—) — 4
f ,@2 %1 I*>+°°+ ’

sau I; (1) < N. In primul membru, vedem ci I(¢) — 0 cAnd ¢ — +-oo. O

Competitia dintre acesti doi agenti patogeni duce, prin urmare, la dispari-
tia celui cu cea mai scdzutd reproductivitate. Daca in plus % > 1, atunci
functia I; (¢) converge la unica solutie strict pozitivd T -periodicd a ecuatiei

dly

I = al(t)ll(l —Il/N) —uly —b11y.

Daca cei doi agenti patogeni ar avea o sezonalitate diferitd, adica daca raportul
ax(t)/a;(¢) nu ar fi constant, atunci ei ar putea coexista pentru anumite valori
ale parametrilor (a se vedea si [44, p. 152—-156]).
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16.3 Anexa: sisteme pozitive

Lema 16.3. Fie f € €' (R x R™,R™) s5i X(t) o solutie a lui

dX
= X))

definitd pentru oricare t > ty. Sd presupunem X(to) > 0 si
Vi, Vx 20, Vi, x; = 0= fi(t,x) > 0.
Atunci X(t) > 0 pentru oricare t > 1.
Demonstratie. S3 presupunem mai ntdi X;(79) > 0 pentru fiecare i si
Vi, Vx>0, Vi, ;=0 = fi(t,x) > 0. (16.4)

Componentele solutiei X () rdman toate strict pozitive cel putin pe un interval
de timp suficient de mic care contine 7. S& rationadm prin reducere la absurd.
Sd presupunem cd multimea

E={t>1|3i, 1 <i<m, X;(t) =0}

nu este vida. Fie r; = inf&. Existi i astfel incat X;(z,) = 0. In plus, pentru
oricare 1 < j <msit € Jtp,1[, avem X;(r) > 0. Pe de o parte, avem
dX; o Xi(ty) — Xi(t — € . —Xi(ty —¢
l(t+): lim l("r) l(+ ) = lim l<+ ) <07
dt £—0t £ e—0t £

pe de altd parte

dX;
dt

X(t4) 20, Xi(t4) =0, (t+) = fi(t4,X(t4)) > 0.

Prin urmare, am ajuns la o contradictie. Asadar, X;(¢) > 0 pentru oricare
1<j<msit>n.

Dacé dispunem doar de X(#p) > 0 si de ipoteza din lemd asupra functiei
f, atunci definim

8" (1,%) = fi(t,0)+1/n
si considerim sirul de solutii X (¢) al sistemului

ax()
dt

=", x" (1)
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astfel incat XE") (to) = Xi(to) 4+ 1/n pentru 1 < i < m. Functiile g verifici
conditia (16.4). Din cele de mai sus, Xl(n) (t) > 0 pentru oricare n, i si t > fo.
Continuitatea unei solutii in raport cu un parametru si in raport cu conditia
initiala [15, teorema 3.39] aratd cd pentru oricare i si t > f,

X;(t) = lim X" (1) > 0. O

n—y+oo



Partea 111

Modele stocastice cu
coeficienti periodici
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Probabilitatea de extinctie intr-un mediu periodic

Pentru o anumitd clasd de procese de ramificare multitip in timp
continuu intr-un mediu periodic, ardtdim cd probabilitatea de
extinctie este egald cu 1 dacd si numai dacd reproductivitatea %
este mai micd sau egald cu 1. Demonstratia utilizeazd rezultate
privind comportamentul asimptotic al sistemelor cooperative de
ecuatii diferentiale. In epidemiologie, probabilitatea de extinctie
poate fi utilizatd ca o mdsurd periodicd a riscului epidemic. Ca
exemplu, ludm in considerare un model S-E-I-R liniarizat si date
privind o epidemie de rujeold in Franta. De asemenea, sunt dis-
cutate modelele in timp discret cu aplicatii potentiale in biologia
conservdrii.

17.1 Un tip de persoane infectate

Sd considerdm mai Intdi un ,,proces liniar de nastere si moarte” (sau mai de-
grabd de infectie si vindecare) de un singur tip intr-un mediu variabil, ca
de exemplu in [35, 47]. Fie a(t) rata reald de contact si b(¢) rata de vin-
decare la momentul . Daci existd n persoane infectate, probabilitatea de
aparitie a unei noi infectii pe parcursul unui interval de timp mic dr este
na(t)dt + o(dt) [liniard fatd de n]; probabilitatea de aparitie a unei noi vin-
deciri este nb(t)dt + o(dt). Presupunem a(r +T) = a(t) si b(t+T) = b(z)
pentru orice ¢. Fie ny numairul initial de persoane infectate la momentul 7y
(np = 1). Probabilitatea p,(t) de a avea n persoane infectate la momentul 7
este o solutie a sistemului

dpn

P —[a(r) +bOnp+alt) (1= 1) pay b (1 D pasr, 0> 1,
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cudpo/dt = b(t) p1, pn(to) = 1 dacd n = ng si p,(to) = 0 dacd n # no. intr-
adevdr, exista n persoane infectate la momentul 7 4+ dr dacd au existatn—1 la
momentul ¢ si a avut loc o infectie sau dacd au existat n+ 1 persoane infectate
si a avut loc o vindecare.

Propozitia 17.1. Functia generatoare

g(t.x) =Y pu(t)x"

n=0
verificd g(tp,x) = x"0 si
dg Jg _
EwL(lfx)[a(t)xfb(t)]a—O. (17.1)
Demonstratie. De la
dg _ -1
5= ’;npn(t)x” ,
avem
dg dpn ,
= = X
ot n;) dt
= —la(t) +b()] Y, npax"+a(t) Y, (n—1) pp1 "
n=0 n>1
+b(1) Y (n+1) par1x”
n=0
_ g 298 dg
= —[a(t)+b(t)]x$ +a(t)x o5 +b(t) == Epe O

Propozitia 17.2. Mdrimea preconizatd a populatiei infectate

oo
= Z,I”Pn([)

verificd I(ty) = ng si

7 = la(6) = b(n)]1(r).

Demonstratie. Observdm ca

J dl_ 07
I(t):aii(t71)7 E:T;;(tal)
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Se considerd derivata partiald in raport cu x a ecuatiei (17.1):

d’g dg d’g
— 1—x)— - —+(1- — — =0.
S5 {al0)(1 =)~ [al)x—b()]} T+ (1= 0)la(r— (1)) 55 =0
Sa schimbadm derivatele partiale si sd ludm x = 1:
P8 (0.1) o) ~ ()] L .1) =0
drox ) ox T
Aceasta este ecuatia diferentiald din enunt. O

Propozitia 17.3. Probabilitatea de extinctie la momentul t > ty este datd de

noy

1
1+ J! b(s)exp [ J2 [b(w) — a(u)] du] ds

po(t)= |1

Demonstratie. Se considera curbele caracteristice ale ecuatiei cu derivate par-
tiale liniare de ordinul intai (17.1):

dX

= (1=X)[a()X —b(0)).
Apoi
L 1gex(0)] = 2. x(0) + 2 . x0) X

(#,X(1)) + [1 = X(1)][a(t)X(1) —b(t)]%(hx(t)) =0.

T ot
_ 9%
ot
Apoi g(£,X(t)) = g(t0,X(t0)) = X(tp)". S& punem Y = 1 — X. Apoi

ay

== —a®)Y(1-Y)+b()Y.

Impirtim cu Y? si punem Z = 1/Y, ceea ce implici

_‘C% — —a(t)(Z—=1)+b(1)Z,
g (Z(t)exp { /to '[b(w) —a(u)]duD — _a(t) exp [ /[0 'b(u) —a(u)}du}
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Deci

Z(1) exp [ / 'Ib(u) —a(u)]du} —Z(10)

fo

__ / "a(s)exp { / Ib(u) —a(u)]du] ds.

o )
Curba caracteristicd prin X(z) = 0 corespunde cu Y(¢) =1 si Z(r) = 1. Cu

ecuatia de mai sus, deducem Z(#), Y(#) si in final

1

X(t()) :17m

1

=1-— .
exp | i [b(w) — a(u)]du| + [} a(s)exp | 3 b(u) ~ a(u)du] ds

Observam ca

/tot[a(S) —b(s)]exp [/t:[b(u) —a(u)]du} ds
)~ atwlan] =1-exp [ o)~ atw]

o fo

N

=— [exp

fo

Deci po(r) = g(¢,0) = X(#p)"™ si atunci rezultd

no
1
p()(l‘) =|1- . ; . ]
L+ ! b(s)exp [ J2 [b(w) —a(u)}du} ds
Sa consideram
1T - 1T .
a— T/0 a(t)di, b= T/0 be)ydr, ©= lim po(r)
Atunci @ este probabilitatea de extinctie finald.
Propozitia 17.4. Dacd a < b, atunci ® = 1. Dacd a > b, atunci
ny
1
w=|[1- . (172
L+ [, b(s) exp | o (b(u) — a(u)) du] ds
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Demonstratie. Daci a #+ b, atunci

/, Ib(u) — a(w)] du ~ (B—a)s

0

cand s — +oo. Daci, pe de alti parte, @ = b, atunci Julb(u) — a(u)] du este o
functie periodici T a lui 5. In cazul @ < b, adici atunci cind @ < b sau @ = b,
avem

b(s)exp [ /IO [b(w) a(u)]du] ds —s too

10 t—+oo0
siw=1.1ncazul @ > b, po (t) converge la limita dati in propozitie. O

Observatia 17.5. Dacid @ > b, atunci ® < 1 si ® este o functie T-periodici
a tp. Reamintim, de asemenea, ci reproductivitatea este datd de %y = a/b
pentru modelele cu un singur tip de indivizi (propozitia 7.14).

17.2 Mai multe tipuri de persoane infectate

Fie m > 1 un numdr intreg. Fie A(¢) = (A; ;(t)) o functie matriceald (cu valori
in multimea matricilor patratice de ordinul m) cu coeficienti pozitivi sau zero:

Vi, j, Aw‘(l‘) > 0.

Fie B(t) = (B, j(r)) o functie matriceald diagonald cu coeficienti pozitivi sau
zero:
vj, Bjyj(l‘) > 0.

Fie C(r) = (C; j()) o functie matriceald astfel incét
Vi?éj, Ci7j(t)<0, V], C]'J(t):*ZCi’j(t).
i#]

Fie D(r) =B(r) + C(r) si M(¢) = A(r) — D(2).

Coeficientii A; j(r) reprezinti ratele efective de contact. Coeficientii B; ;(r)
reprezinti ratele de vindecare sau de mortalitate, in timp ce coeficientii —C; ;(¢)
pentru i # j reprezintd ratele de transfer intre compartimente. Retineti ca
—D(#) si M(¢) sunt matrici cooperative: coeficientii lor de pe diagonald sunt
pozitivi sau zero. S& presupunem ca:

(H1) cel putin un coeficient al matricei A(¢) este strict pozitiv pentru orice f;

(H2) matricea M(¢) este ireductibili pentru orice t;
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(H3) functiile matriceale A(¢), B(¢) si C(¢) sunt continue si T-periodice;
(H4) existd B > 0 astfel incat Vj, Ve, B; (1) > B.

Ipoteza (H4) poate fi sldbitd, dar este in orice caz mai realist sd avem o mor-
talitate diferita de zero 1n fiecare compartiment.
Reamintim c& p(+) noteazd raza spectrald.

Lema 17.6. Fie Z(t) solutia sistemului matricial

dz _
dr

unde . este matricea identitate. Atunci p(Z(T)) < exp(—BT) < 1

Demonstratie. Deoarece matricea —D(t) este cooperantd, propozitia 2.5 ara-
td cd Z(t) > 0 pentru orice ¢ > 0. Prin urmare,

iizij(t):_ii])7 (1) Zs (1) Zn: i )| Zij(t)
dr ;= i=1k=1 k=1 [i=1
:_iB k(1) 2 j (1) i
k=1 k=1
si
;Zu( ) <exp(—BT)
din Z(0) = .#. Avem
pZ(T) < 2T = max 3 7:,(T)
= max ZZ,I < exp(—BT). O

l<]<m

Sd considerdm acum procesul de nastere si de deces de tip multiplu asociat
cu aceste matrici [47]. In intervalul de timp mic [r; f + dt], pentru ca sistemul
sd fie in starea (ny,...,n;,...,ny,) la momentul 7 + dt, avem situatiile:

* sau sistemul se afla in starea (nj,...,n; —1,...,n,;,) la momentul ¢ si
una dintre persoanele n; — 1 de tip i a generat prin infectare o noud
persoand de acelasi tip [probabilitatea (n; — 1)A; ;dt + o(dt)];
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* sau sistemul se afla in starea (np,...,n; — 1,...,n,) la momentul ¢ si
una dintre persoanele de tip n; j # i a infectat o noud persoand de tip i
[probabilitatea n; A; jdt +o(dt)];

* sausistemul se aflain starea (ny,...,n;+1,...,n,) lamomentul f si una
dintre n; 4+ 1 persoanele de tipul i a iesit din compartimentele infectate
[probabilitatea (n; + 1)B;;(¢) dt +o(dt)];

* sau sistemul se afla in starea (n1,...,n; —1,...,n;+1,...,n,) la mo-
mentul ¢ si una dintre persoanele n; 41 de tip j # i s-a transformat
intr-o persoani de tip i [probabilitatea —(n; 4 1)C; ;(¢) dt + o(dt)].

Daci p(t,ny,...,ny,) este probabilitatea de a avea n; persoane infectate de

tipul i (1 < i< m)lamomentul ¢, atunci

d
?f(t’nl""’ :ZA“ i— )p(t,nl,...,n,-fl,...,nm)

+ZA” nip(t,ny,....,ni—1,...,ny)
i#]

+ZB” (mi+ 1) p(t,ny,...,ni+1,....n)

_Zci=j (nj+1)p(t,ni,...,ni—1,...n+1,...,ny)
i#]J
_ZAU ”]anl, -1 ZBZZ ntpfnl, - m)

+ZC,] ynjpt,ng,... ,ny).
i#j

Sa ludm ca o conditie initiald

1 dacd (ni,...,nm) = (n?,...,n%),
p(t07n1a"'vnm):{ 0 altfel.( ! m) ( 1 m)

Propozitia 17.7. Se considerd functia generatoare

Atunci

glt,x1y. .y xy) = Z pltyny, ... ony)x1™ . xpy
nl,...,anO
dg
N (1—x) =2 =0
o A0y D0l —x) 5

cu conditia initiald

g(thx]a"'7xl‘f’l) :xln?"'xmn’?l- (173)
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Demonstratie. Avem

at I 7. dt
% = Z n; p(t,m Ty ) X1 XN,
axi e l 9 9 s vm M m
Observam cd pentru orice i si toate j,
0
Z (mi— 1) pt,ny,...,ni— 1, oo ny)x™ . oxp™ :x,-z—g7
Rlyeeesllm axi
0
Z (mi+ D) pt,nr,...,n+ 1, omy)x ™ ox,™ = —g,
i Ixi
dg
n]p t SN, . nm) Xy = e
---Z--nm ax]
si ca pentru orice i # j,
dg
Z.’nmnjp(t,nl,...,n,-f L) xg™ o xg,™ :xixjgj,
Z (nj+1)pt,ni,...,ni— 1, nj+ 1, n,)x" m —
N yeeeslim
Deducem
dg 2 dg dg
7t :;A[J(l‘)xl' aixl +§A,/<I)x,x/87x]
J g
dg dg
+;Bi,i(f)37i —;,_Ci,j(f)xz'aTj
J
dg

—;in.j( xja ZB” x,a ZjCi’j(I)ijXj.

Deoarece B,-yj(t) =0dacd i # j, avem

dg dg
ZA7J —1x]a +ZB1] xl‘)aixj
iJ
dg

o ;jci,./’(t) (xi *xj)g—xj.
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Dar
dg dg 9¢
Cz t Xi Xi)—— = Clt X l 7+ Cl t 1 28
L Cult) =) 5,0 = T Ol (= 135+ ) 1 -x) 30
9g 4 dg
_l;jc,](t)(x, 1)871_—;c,,,(t)(1 xJ)ij
dg
_;jciﬁj(W(xt I)Tx/
Deci ;
+Z ii( v/(f)—ci./(f)](l—xi)a—fzo. 0
J

Propozitia 17.8. Asteptarea numdrului de persoane infectate de tipul k
(1 <k <m)la momentul t,

Ik(t): Z nkp(t7nla"'7nm)7

}’l],...7l’l,n>0
verificd
dl
— =M()I(z
= MI(),

unde 1(t) = (11 (1), ..., Lu(t)). In plus, (to) = (n?,...,nY).

Demonstratie. Observdm ca

Jg
=—(£,1,... = t,1,...,1).

axk( Y 9 ) )7 dt &I&Xk( ) ) k) )

Se considera derivata partiald 1n raport cu x; a ecuatiei cu derivate partiale din
propozitia (17.7):

di, _ 9%

L(t) =

o’ +Y {Aij(0)8;x(1 —xi) — [Ai j(1)x; — Dy ()] & }%
8xk8t & i,j .k i i,j J i,j i,k (9)6]'
d%g
L) = Dis] (1) 5 50 =
unde §; j = 1 dacd i = j si §; ; = 0 In caz contrar. Dacd schimbam derivatele
partiale si sd luim (xi,...,x,) = (1,...,1), atunci avem:
d’g dg

8t8xk ZJ:[A"/ Dk»j(t)} 8xj( I,...,1)=0.
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Deci Al
& = LM (010, O

J
Propozitia 17.9. Probabilitatea de extinctie la momentul T > ty este datd de

n? n?

p(2.0,...,0) = [X{V(w0)] " -+ [XD )] (17.4)
unde X\ (t) este solutia sistemului
(7)
dX:
L= ¥ A x? =Dy [1-x7] (17.5)

i
astfel incar X(9 (1) = 0.

Demonstratie. Curbele caracteristice ale ecuatiei cu derivate partiale liniare
de ordinul intai din propozitia 17.7 sunt

% - Z [Aij ()X =D (0)] (1= Xy).
Apoi
%[g(t,xl (1), . Xm(1))] =0
si
g(t, X1 (1), -, Xm(t)) = g(10,X1(t0)5 - - -, Xim(t0))- (17.6)

Fie X(9)(¢) solutia astfel incat X(¥)(7) = 0 (vectorul nul). Utilizand conditia
initiald (17.3) si ludnd ¢ = 7 in formula (17.6), obtinem

no

. [x},? (to)} " O

0
m

p(1,0,...,0) = g(1,0,...,0) = {ng)(to)}
Propozitia 17.10. Fie

o= lim p(t,0,...,0),

t—+o0
probabilitatea de extinctie finald. Dacd ®(t) este solutia sistemului matricial

de _
dt

unde ¥ este matricea identitate, atunci avem doud cazuri:
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* dacd p(®(T)) < 1, atunci o = 1;
e dacd p(®(T)) > 1, atunci o < 1.

Demonstratie. Conform propozitiei anterioare, probabilitatea de extinctie @
este datd de

0= (0 )n? e (wm)"z?z’

cu conditia ca @; si fie limita lui XE-T) (fo) atunci cdnd T — 0. Prin urmare,
problema se reduce la studiul sistemului de ecuatii diferentiale (17.5).

Sa presupunem ca
Y (s5) =1-xP(r ). (17.7)

Atunci se obtine

Conditia initiald este Y;T) (0) = 1 pentru orice j si toate T = fo.

Sé& punem §~{j(s) = Y;HT) (s). Atunci Y(0) = Y(9(0) si Y(s) verifica
acelasi sistem diferential (17.8) ca si Y(”(s) datoritd ipotezei (H3) privind
periodicitatea coeficientilor. Prin urmare, Y (s) = Y(7)(s) si

(D)) — v+
Y (s) =Y (s) (17.9)

pentru orice s, toate T si toate j.
S& aplicdm propozitia 17.12 din anexi. Fie F = (Fy,...,F,,) si

Fi(s,Y) =Y [Aij(t—5) (1-Y;) =D j(t—s)]Y;,

1

astfel incat F; (s, Y(*)(s)) este al doilea membru al ecuatiei (17.8).
Sé verificim prima ipoteza din propozitia 17.12. Sistemul

dyY
2T _F(s,Y

N y)
lasi setul [0; 1] invariant. Intr-adevir, daci Y € [0;1]™ atunci

Y; =0 =F;(s,Y)=) (Arj(t—s)—Cij(t—s))Y; >0,
i#]
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Y;=1=Fj(s,Y)==Y Dij(t—s)Y;—Dj;(t—5s)
i#J
:—ZC,’J(T—S)Y,'—Bj,j(T—S)-i-ZCi’j(T—S)
i#j i#]
=Bz +ZC,1 -Y;) <0, (17.10)
i#J

inegalitatea strictd din ecuatia (17.10) fiind datorata ipotezei (H4).

Din lema 16.3, avem c& pentru orice conditie initiald din [0; 1] la mo-
mentul so, solutia corespunzitoare a sistemului (17.8) rdméne in [0;1]™ pen-
tru orice s > s9. Inegalitatea strictd (17.10) aratd, de asemenea, cd dacd
Y(s0) € [0;1]™, atunci Y(s) € [0; 1[™ pentru orice s > sp.

Avem

JF;

a—Yi(s,Y):Ak’j(T—s)(l—Y) Dy j(t—5) ]kZA” —)

A doua ipoteza din propozitia 17.12 este valabild deoarece

VY e [O;I]m, VS7 V‘]#k, (;95 (S Y) Ak’j(T—S) (I—Yj)—Ck’j(T—s) 20

Pentru orice j # k si Y € [0; 1], avem echivalentele
My j(T—s) = Ay j(T—5) = Cpj(t—5) >0

& [Arj(t—s5) >0 sau —Cyj(t—s)>0] & E(s Y) > 0.
h ’ aYk

Matricea M(7 — s) este ireductibild prin ipoteza (H2). Prin urmare, matricea

Jacobiana
(aF ( Y))
s
Yy ik

este ireductibild pentru orice s si toate Y € [0; 1[™. Rezultd ci a treia ipoteza
a propozitiei 17.12 este verificata.

S verificdm cea de-a patra ipotezi. Pentru orice o € ]0;1[si Y €]0;1]™,
avem

Fj(S,O!Y) = OCZ[A,'J(’L’-S) (1 —OCY]') —D,’ﬂj(’l'—s)}Y,'

=aF;(s5,Y)+a(l—«a ZA,, —5)Y;Y; > aF;(s,Y)
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si F(s,aY) # aF(s,Y) prin ipoteza (H1).
A cincea ipotezd este banald: F(s,0) = 0.
Sd verificdm cea de-a sasea ipotezd. Fie J(s,0) matricea Jacobiand in O:

I(s,0) = (3%;(&0))” = (Axj(t—s5) =Dy j(t— s))j,k ="M(t—ys),

unde *M este matricea transpusd a M. Pentru orice s si toate Y € [0;1]™,

Fj(S,Y) = Z[MJ}’,’(T_S)Yi —ZA,’J(T—S)Y/'Y,' < ZtM/’7l’<T—S>Y[.
i i

1

Mai mult, F(s,Y) # J(5,0)Y daci Y € ]0; 1), dati fiind ipoteza (H1).

Fie ®(1), @, (1), P3(¢) si P4(¢) solutiile fundamentale (cu matricea iden-
titate ca si conditie initiald la momentul 0) ale
dy Yy dy dy
— =M@Y, —=M(t+1)Y, — =-"M(t+1)Y, — ="M(1—s)Y.
oMY, S =ME)Y, =My, T =M(r—s)
Al doilea sistem este translatat In timp n raport cu primul. Al treilea este
adjunctul celui de-al doilea (propozitia 7.10). Al patrulea este la fel ca al
treilea, doar cd timpul este inversat. Astfel,

@3(T) = (1) D(T) ((1)) ", @3(T) = ['®2(T)] ™, P4(T) = [@3(T)]""

si
1

P(®(T)) = p(®2(T) = S o

= p(P4(T)).
Sd aplicdm propozitia 17.12:
¢ dacd p(P4(T)) < 1 atunci echilibrul 0 al sistemului (17.8) este stabil
global asimptotic in [0; 1]™; in special, Y(®) (s) — 0 cand s — +oo;

* dacd p(D4(T)) > 1 atunci sistemul (17.8) are o solutie unici strict po-
zitiva si T-periodici, care este stabild global asimptotic in [0; 1]™\ {0}
si astfel atrage Y(¥)(s) cAnd s — oo,

Vedem din formula (17.4) ¢ X\ (10) = p(7,0,...,0) cand n? = 1 si n =
0 pentru i # j. Functia T — p(7,0,...,0) este crescitoare deoarece

dp

1 (6:0,..,0) =Y Bii(1) plt,ei) > 0,
l
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unde ¢; = (0,...,1,...,0) este vectorul unitar cu 1 in coordonatele i. Aceasti

aplicatie este, de asemenea, majoratd de 1, deoarece este o probabilitate. Prin

urmare, X;T) (to) converge la o limitd @; < 1 atunci cand T — oo,

Cu relatia (17.9), avem pentru orice T > fy si toti numerele intregi n,

X (1) = 1 =Y (4 nT —19) = 1= YD (40T —19).
Luand limita n — —+o0, concluzionim :

* dacd p(®(T)) < 1, atunci w; = 1 pentru orice j;

* dacid p(®(T)) > 1, atunci @; < 1 pentru orice j; O

Observatia 17.11. Cele doud cazuri ale propozitiei 17.10 corespund cazurilor
o < 1si %y > 1 (corolarul 7.13).

17.3 Un model epidemiologic simplu pentru rujeola in Franta

Sa ludm ca exemplu un model S-E-I-R liniarizat pentru declansarea unei
epidemii:

%:—(CJF,LL)EJra(t)(lfq))I (17.11)
I
o= CE— (b L (17.12)

Numarul E reprezintd numarul de persoane expuse, dar neinfectate, I numarul
de persoane infectate. Perioada medie de latentd este de 1/c. Perioada medie
de infectie este de 1/b. Mortalitatea este yt. Rata efectivd de contact, adici
produsul dintre rata de contact si probabilitatea de transmitere, este a(t). Se
presupune ci este o functie strict pozitiva, periodicd, cu perioada T = 1 an,
care modeleaza sezonalitatea. Numarul ¢ reprezintd fractiunea din populatie
care este imund, fie prin vaccinare, fie prin infectie anterioard. Parametrii c, b
si W sunt strict pozitivi, Tn timp ce 0 < ¢ < 1 sunt pozitivi.
Ipotezele (H1)—-(H4) din sectiunea 17.2 sunt satisfacute cu

A(t)< 8 a(t)((l)_d)) >7B(f)< ’5 bJ(r)u >’C(t)< _Cc(lg.lz)'

Sa calculam probabilitatea de extinctie @ a procesului de nastere si moarte
multitip asociat matricelor (17.13) cu conditia initiald Intreaga

(E(IO)vl(IO)) 7é (070)
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la momentul 7y. Sa alegem mai intdi 7 astfel incat T —#y sa fie mare in
comparatie cu T. Din relatiile (17.4), (17.7) si (17.8) stim ca

E(1) I(t9)
o ~ p(,0,0) = (1—Y§“(r—t0)) ’ (1—Y§”(r—m)) Y714

unde
dy|” () (0
T;(s):—(c—hu)Yl (s)+cY57(s), (17.15)
dYgf) () () ()
s (s)=a(t—s5)(1=9)Y; " (s)(1 =Y, "(s)) = (b+p)Y, (s) (17.16)

pentru 0 < s < T —fy, Y(IT) (0)=1si Yér) (0) = 1. Aceste ecuatii permit

calcularea numerici a . In cele din urmi, acelasi algoritm trebuie utilizat
din nou cu o valoare mai mare a lui 7 pentru a verifica daca se obtine aceeasi
valoare aproximativa pentru @.

Ca exemplu, sd ludm in considerare epidemia emergentd de rujeold din
Franta in perioada 2008-2011 (fig. 17.1; in 2006 si 2007 au fost raportate
mai putin de 50 de cazuri). in 2007, avand in vedere acoperirea vaccinali, se
estimeazd cid aproximativ 10 % dintre copiii de doi ani si 7 % dintre copiii
de sase ani din Franta erau susceptibili la rujeold; in 2009-2010, aproximativ
8 % din populatia cu varsta cuprinsd intre 6 si 29 de ani era susceptibila [41,
p. 5]. Avand in vedere populatia totald a Frantei (65 de milioane de locuitori),
se poate estima cd populatia sensibild este probabil de peste doud milioane de
persoane. in plus, numirul cumulat de cazuri raportat in figura 17.1 este de
aproximativ 22.000, numérul real de cazuri in unele locuri fiind poate dublu
fatd de cel raportat. Astfel, populatia sensibild a ramas probabil relativ stabild
in perioada 2008-2011, ceea ce justificd modelul liniarizat (17.11)—(17.12).

S& presupunem pentru simplitate cd a(t) = a [1 + €cos(Qtf — )] cu Q =
2n/T si T =1 an. Aceastd expresie este inceputul expansiunii in serie Fourier
a functiei periodice a(t). Ar putea fi utilizate si alte forme pentru a(z), cum
ar fi functia slot. Fortarea sloturilor ar fi deosebit de adecvatd daca un studiu
stratificat pe varste al cazurilor ar indica transmiterea la scoald. Cu toate
acestea, nu pare sa fie cazul. Cea mai mare incidentd se inregistreazd in randul
copiilor cu varsta sub un an, care nu sunt 1ncd la scoald, in timp ce varsta
medie a cazurilor raportate a fost de 14 ani in 2010 si de 16 ani in 2011,
majoritatea cazurilor avand sub 30 de ani [13]. Este neobisnuit ca varsta
medianad si fie atit de ridicatd pentru o boald precum rujeola. Structura pe
varste a incidentei reflectd de fapt structura pe varste a populatiei susceptibile
mai mult decat scolarizarea: copiii cu varsta sub 1 an nu sunt incd vaccinati;
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cazuri / luna

13000

2008 2009 2010 2011

Figura 17.1: Numarul lunar de cazuri de rujeold raportate [functie in trepte] din ianua-
rie 2008 pana 1n februarie 2012 (date din [36]). Cea mai bund potrivire [curbd netedd]
la datele din ianuarie 2008 pand 1n iulie 2011.

dupd cum s-a mentionat mai sus, aproximativ 8 % din persoanele cu varsta
cuprinsd Intre 1 si 30 de ani sunt susceptibile; doar 1-2 % din persoanele
cu varsta cuprinsi intre 30 si 50 de ani sunt susceptibile [41]. Acest model
special se datoreaza declinului rapid al incidentei rujeolei in anii 1980, ca
urmare a recomandadrii vaccinului impotriva rujeolei In 1983 si a vaccinului
ROR (rujeold, oreion, rubeold) tn 1986.

Pentru a estima parametrii necunoscuti, modelul (17.11)—(17.12), care co-
respunde asteptarii procesului stocastic asociat matricelor (17.13), este com-
parat cu datele dintre inceputul lunii ianuarie 2008 (de exemplu, #*) si iulie
2011. in iulie 2011, au fost luate o serie de misuri pentru a controla epidemia,
astfel incat nu se mai poate presupune cd parametrii rdiméan la fel ca inainte.
Efectul acestora poate fi observat In absenta unui val epidemic la sfarsitul
anului 2011.

S& presupunem 1/c = 8 zile si 1/b =5 zile. Mortalitatea u este negli-
jabild in comparatie cu b: dureazd 1/u = 70 ani. Fie f fractiunea de cazuri
care sunt efectiv raportate. in figura 17.1 identificim incidenta cazurilor ra-
portate cu ajutorul functiei fb1(z). Deoarece sistemul (17.11)—(17.12) este
liniar, se verifici si prin functiile E(¢) = fE(¢) si I(t) = fI(¢). Prin urmare,
obiectivul este de a gisi E(r*), 1(t*), €, y si produsul a(1 — ¢) astfel inct
b1(t) sd se potriveascd cel mai bine datelor. Distanta fati de date se misoari
prin suma valorilor absolute ale diferentelor de incidentd lunard. Acest lucru
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tinde sd acorde o pondere mai mare valului din 2011, datoritd marimii sale. in
orice caz, cifrele pentru 2008 si 2009 sunt mici si oarecum neregulate, proba-
bil pentru ca mai multe epidemii locale au fost declansate de introducerea de
cazuri din strdindtate; nu ne putem astepta la o potrivire bund cu modelul de-
terminist pentru aceastd parte a curbei epidemice, care nu a atins inca forma
,stabild” (in sensul teoriei populatiei stabile a lui Lotka). In ceea ce priveste
valul din 2010, varful acestuia a fost atins cu o lund mai tarziu decéat in cazul
valului din 2011. Aceasta discrepanti se poate datora stocasticitatii demogra-
fice sau faptului cd a(¢) nu este cu adevirat periodicd din cauza stocasticititii
mediului. In afari de aceste observatii, constatim o potrivire relativ bun (cel
putin pentru valul din 2011), avand 1n vedere simplitatea modelului cu

E(t*)=3,1(t") =2, £ =033, % =-0,07,a(l—¢)=06,42/luni (17.17)
Utilizand aceste valori ale parametrilor, se poate simula procesul de nastere
si moarte cu doua tipuri. Figura 17.1 prezinta doar asteptirile privind numa-
rul de cazuri pe luni. in versiunea stocasticd, epidemia se stinge in multe
simuldri. Figura 17.2 prezintd o simulare in care epidemia nu a dispdrut, iar
marimea diferitelor valuri a fost de acelasi ordin de marime cu datele din
figura 17.1 (au fost necesare zeci de simuldri Tnainte de a gdsi un astfel de
exemplu).

400014
cazuri / luna
3500 A
3000 A
2500
20004
1500
1000 A

500 A

t
0 T f T T T T 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 17.2: Numirul de cazuri raportate cI(¢) in functie de timp (in luni) intr-o simu-
lare a procesului de nastere si de deces folosind valorile parametrilor (17.17). Conditia
initiald este E(r*) =3 si [(#*) = 2.

Conform propozitiei 7.11, reproductivitatea %, (pastrim notatia %, pen-
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tru cazul in care ¢ = 0) este caracterizata prin faptul cd sistemul liniar periodic

dX ([ —(c+p)  alt)(1-9)/%
dr ( c —(b+u) )X (1719

are un multiplicator Floquet dominant egal cu 1. Numeric se obtine %y ~
1,06. Retineti cd reproductivitatea % este doar putin mai mare dect 1; acest
lucru se datoreaza faptului cd 90 % din populatia totald este deja protejata, fie
prin vaccinare, fie prin infectie anterioara.

Utilizand ecuatiile (17.14)—(17.16), se poate calcula probabilitatea 1 —
p(7,0,0) ca procesul sd nu se stingd la momentul 7 pentru un 7y fix si toate
T 2> 1o, Incepand fie cu o persoand in compartimentul E, fie cu o persoand
in compartimentul I la momentul 7y (fig. 17.3). Asa cum era de asteptat,
1 —p(7,0,0) converge la o limitd 1 — @ cand T — +eo. Figura 17.3 tinde si
arate cd extinctia este cel mai probabil sa se produca in primul an dupa #.

Figura 17.3: Probabilitatea 1 — p(7,0,0) ca procesul sd nu se stingd la momentul T
in functie de 7 (in luni, 7 > #() pornind de la o persoand din compartimentul E [linie
continud] sau de la o persoand din compartimentul I [linie punctatd] la momentul #;.
Aici ty corespunde nceputului lunii septembrie.

Alegand 7 suficient de mare si repetand calculele pentru diferite valori ale
lui 79, obtinem figura 17.4 pentru probabilitatea 1 — @ ca procesul sd nu se
stingd 1n functie de 7y, pornind fie de la o persoana din compartimentul E, fie
de la o persoand din compartimentul I la momentul 7. Aceastd probabilitate
este cea mai mare in luna septembrie. Acesta este probabil momentul din an
in care autoritdtile sanitare ar trebui sd acorde cea mai mare atentie focarelor
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locale de rujeola pentru a actiona cat mai repede posibil inainte de a declansa
o epidemie majord. In alte perioade ale anului, este mai probabil ca focarele
sd se stingd de la sine, chiar dacd reproductivitatea %, este mai mare de 1.

r0.15

r0.10

r0.05

Figura 17.4: Probabilitatea 1 — @ ca procesul s nu se stingd in functie de #( (in luni,
din ianuarie pand In decembrie) pornind de la o persoand din compartimentul E [linie
continud] sau de la o persoand din compartimentul I [linie punctatd] la momentul 7.

Retineti cd incidenta maxima pentru valul din 2011 a avut loc in martie
2011 (fig. 17.1). Estimarea pentru y sugereazi ci rata efectiva de contact a(r)
a atins un nivel maxim in decembrie 2010. Partea de jos a depresiunii dintre
valurile din 2010 si 2011 este in august sau septembrie 2010, in sezonul in
care estimarea pentru 1 — @ este cea mai mare. Daca valul din 2010 ar fi fost
utilizat in principal pentru ajustarea parametrilor, varful pentru 1 — w ar fi fost
decalat cu doar aproximativ o lund. Asadar, indiferent de metoda, 1 — @ pare
sd fie la cel mai Tnalt nivel mai mult sau mai putin atunci cand incidenta este
la cel mai scdzut nivel si cdnd Incepe revenirea incidentei.

Desigur, trebuie retinut faptul cd acest model S-E-I-R liniarizat este o
reprezentare simplificatd a dinamicii transmiterii rujeolei. In special, acest
model nu ia In considerare structura de varsta si utilizeaza o fortare sezoniera
foarte simpld, a(t).

17.4 Reintroducerea speciilor in biologia conservarii

Alte domenii ale biologiei populatiilor utilizeazd procese de ramificare, in
special biologia conservdrii. De exemplu, imaginati-vd cd o specie de ani-
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male care a dispdrut intr-o anumita regiune este reintrodusa. Céate animale
trebuie sa fie reintroduse pentru ca populatia sa aibd sanse bune de a persista?
Cu un proces de nastere si moarte de un singur tip, probabilitatea de extinctie
pentru o populatie de n indivizi este ®", unde probabilitatea @ este datd de
formula (17.2). Cunoscand w, se poate, prin urmare, estima numarul Intreg
n astfel Incit @" sa fie mai mic decit un anumit nivel de risc; bineinteles,
reintroducerea are sens doar 1n cazurile 1n care @ < 1, pentru care @" poate
fi micsorata prin alegerea unui numadr suficient de mare de n. O altd intrebare
este: Tn ce moment #y al anului ar trebui reintroduse animalele pentru a mi-
nimiza probabilitatea de extinctie w? Aceeasi Intrebare se pune in contextul
proceselor de nastere si moarte de mai multe tipuri Intr-un mediu periodic, cu
posibilitatea suplimentard de a intreba ce tip de individ ar trebui reintrodus
pentru a minimiza probabilitatea de extinctie.

In timp ce modelele in timp continuu sunt foarte populare in epidemio-
logie, biologii din domeniul conservdrii au tendinta de a prefera modelele in
timp discret din diverse motive. Restul acestei sectiuni explica pe scurt cum
se calculeaza probabilititile de extinctie n acest context. Justificarea legé-
turii dintre reproductivitate % si probabilitatea de extinctie este mai simpla
in cazul timpului discret decat in cazul timpului continuu din sectiunea 17.2.
Aceasta rezultd din metodele cunoscute pentru procesele multitip Tntr-un me-
diu constant, pe de o parte, si pentru procesele de tip unic Intr-un mediu cu
variatie deterministd, pe de alta parte.

Se considerd modele in timp discret de forma

p(t+1) = (A(1) +B(@))p(),

unde A(r) si B(¢) sunt matrici pitrate de ordinul m, cu coeficienti pozitivi
sau zero, T-periodice in raport cu ¢ (T este un numdr intreg), astfel Tncét
raza spectrald a matricei B(T — 1) ---B(1)B(0) este strict mai micd dect 1 si
) jB,-7 i (t) < 1 pentru orice j. Pentru versiunea stocasticé corespunzitoare, tre-

buie specificate probabilitdtile F,(IJ 7)~~~7i/71 (¢) ca un individ de tip j sd dea nastere
la (i1,...,iy) indivizi de tip (1,...,m) intre momentele ¢ si 7+ 1. Se presu-

()

pune cd functiile Filj
egal cu media

,,, (1) sunt T-periodice in raport cu z. Atunci A; ;(¢) este

Coeficientul B; ;(r) indica probabilitatea ca un individ de tipul j sd se trans-
fere la tipul i Intre ¢ si ¢ + 1. Un individ de tipul j la momentul ¢ este Tnlocuit
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la momentul # + 1 de o populatie a carei functie generatoare este

gitix1, . xm) = ( Z Fz({?.wim(t)xlil ...xmim> (1—|—ZB,~7]'(I)(X,'— 1)) .

Astfel, un individ de tip j la momentul # este Tnlocuit la momentul #y + T de o
populatie a cérei functie generatoare G;(x1,...,x,) se obtine prin compune-
rea functiilor generatoare g;(,x1,...,x,) pentrut =tg,...,fo+T — 1. Daci,
de exemplu, T = 2, atunci

Gj(.X],...7Xm) :gj(t07g1(t0+ 17x17~~-7xm)a~~7gm(t0+ 1,X17...,Xm)).

Luati in considerare populatia la momentele (79 + nT),>o. Stim din teoria
proceselor de ramificare de mai multe tipuri intr-un mediu constant [47] cd
probabilitdtile de extinctie @;, pornind de la un individ de tip j la momentul
1o, sunt date de solutia minimala pe [0; 1] a sistemului ®; = G;(®@,...,®,)
pentru 1 < j<m. Dela

dgj

8x,» (l‘, 17 ceey 1) = Ai’j(t) +Bi,j(t),
putem verifica cd matricea mediilor, adica matricea Jacobiand in (1,...,1),
este

(%ij(l,...,l))A = [A(to+T—1)+B(tg+T—1)]---[A(to) +B(to)].

Presupunind cd aceastd matrice este primitivd si cd functiile generatoare G;
nu sunt singulare, adicd cd nu existd o matrice Q astfel incat

Gj(x1,... xm) = Y Qjixi
7

pentru orice j, teoria aratd cd (oy,...,0,) = (1,...,1) dacd si numai daci
raza spectrald a acestei matrice de medii este mai mica sau egald cu 1. Acest
lucru este echivalent cu % < 1, unde %) este raza spectrald a matricei <7 %~ 1
</ este matricea diagonald in bloc diag(A(0),A(1),...,A(T—1)) si & este
matricea data de formula (6.4). Cu n? indivizi de tipul i (1 < i < m) la mo-
mentul 7y, probabilitatea de extinctie este

o = (o )"(1) e (a)m)”gl_

Deci, concluziile sunt complet analoge cu cele din cazul timpului continuu.
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Ca exemplu, considerdm un model de un singur tip cu T = 2. S& presupu-
nem cd fiecare individ da nastere, intre momentele 7 si 7 + 1, la un descendent
conform unei distributii Poisson cu media A(z). Apoi

2(0,x) =AU (1-B(0) +B(0)x),
g(1,x) =eAM=D (1 —B(1)+B(1)x).

Probabilitatea de extinctie pornind de la un individ la momentul O este cea
mai mici solutie a lui @ = g(0,¢(1,®)) in intervalul [0; 1]. in mod similar,
probabilitatea de extinctie pornind de la un individ la momentul 1 este cea mai
mici solutie a @ = g(1,g(0, ®)) in intervalul [0; 1]. Ambele probabilititi sunt
strict mai mici decét 1 dacd si numai daci [A(1) +B(1)][A(0) +B(0)] > 1,
ceea ce este echivalent cu % > 1, unde %) este raza spectrald a matricei

(A W0 ) (N L)

17.5 Concluzie

Unele lucrari au incercat sd arate cum variaza riscul epidemic 1n diferite luni
ale anului. Acestia au utilizat un model periodic in timp, au calculat o ,,repro-
ductivitate” Z(y) presupunand ci coeficientii modelului au fost inghetati la
valorile lor pentru z = 1y si au trasat Z(#y) in raport cu 7y. Problema cu aceasti
metodi este cd Z (1) poate fi mai mici decét 1 pentru orice ¢, deoarece boala
devine endemici (a se vedea sectiunea 18.2.4). Definitia reproductivitatii %
utilizatd 1n acest capitol determind bine dacé o boald infectioasa poate deveni
endemicad (sectiunea 16.1) si cum se comportd marimea finald in modelele
epidemiologice (capitolul 13). In plus, are o interpretare biologici simpli ca
ratd asimptoticd de crestere pe generatie (capitolul 7). Dar are dezavantajul
aparent de a fi independent de fg.

A fost propusa o mésuri alternativa a riscului epidemic, respectiv proba-
bilitatea ca procesul de ramificare asociat cu liniarizarea unui model epidemi-
ologic sa nu se stingd. Principala sa proprietate matematica este fenomenul
de prag (propozitia 17.10). Sectiunea 17.1 a sugerat deja utilizarea acestei
probabilitdti pentru aplicatii epidemiologice, dar a luat in considerare doar
cazul populatiilor de un singur tip, pentru care existd o formuld explicita.
Majoritatea modelelor epidemiologice implicd mai multe compartimente in-
fectate, ca de exemplu 1n cazul bolilor transmise prin vectori. Riscul epidemic
in astfel de modele poate fi analizat cu aceeasi metodd numericd ca in figura
17.4.
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Probabilititile de extinctie prezinta interes si in biologia conservérii, in
special pentru reintroducerea speciilor. Pentru unele specii de animale, in spe-
cial pentru pésdrile cu o perioadd de cuibdrit bine definitd, poate fi oportund
utilizarea unor modele cu anotimpuri pentru a evalua in mod corespunzator
sansele de succes ale unei reintroduceri.

17.6 Anexa: sisteme cooperative periodice

Pentru o demonstratie a urmatorului rezultat, a se vedea [80].

Propozitia 17.12. Fie F: R, x [0;1]" — R™ o functie din clasa €', T-
periodicd in raport cu prima variabild t, cu urmdtoarele conditii:

1. Orice solutie a sistemului

dx

— =F(¢ 17.19

B o) (17.19)
cu x(0) € [0; 1] satisface x(t) € [0;1]™ pentru orice t > 0;

2. Pentru orice i # j, pentru orice (t,x) € Ry x [0;1]™,

JF;
8xj

(tax) 20;

3. Pentru orice (t,x) € Ry x [0; 1[™, matricea Jacobiand

I(t,x) = (35} (t,x))w

este ireductibild;
4. Pentru orice (t,x) € Ry x]0;1]™, pentru orice o. € 0;1],
F(r,ax) > aF(t,x) si F(t,ox) # aF(z,x);
5. Pentru oricet € Ry, F(t,0) =0;
6. Pentru orice (t,x) € Ry x]0;1]™,

F(t,x) <J(z,0)x si F(¢,x) £ J(¢,0)x.
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Fie Y(t) solutia lui

dy
T =1(,0)Y(t), Y(0)=.7,
unde ¥ este matricea identitate.

Atunci existd doud cazuri:

* dacd p(Y(T)) < 1, atunci orice solutie a ecuatiei (17.19) cu x(0) €
[0;1]™ converge spre O ;

* dacd p(Y(T)) > 1, atunci existd o solutie unicd x*(t) a ecuatiei (17.19)
care este T-periodicd si are valori in |0;1)". Mai mult, pentru orice
solutie x(t) a ecuatiei (17.19) cu x(0) € [0;1]™\ {0}, x(¢) —x*(¢) con-
verge la 0 atunci cdnd t — +oo.
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Probabilitatea de extinctie intr-un mediu periodic
lent

Pentru un proces liniar de nasteri si morti supercritice cu coefi-
cienti periodici si un singur tip de indivizi infectati, obtinem o
evolutie delimitatd pentru probabilitatea de neextinctie atunci
cdnd perioada este mare sau micd. Dacd rata de contact este mai
micd decdt rata de recuperare pentru o parte a perioadei si dacd
perioada tinde spre infinit, atunci probabilitatea de neextinctie
tinde spre o limitd discontinud legatd de o ,,ratd” intr-un sistem
lent-rapid. Acest rezultat este extins in cazul mai multor tipuri de
persoane infectate. Punctul de discontinuitate este determinat cu
precizie intr-un exemplu cu doud tipuri de indivizi care provine
dintr-un model de transmitere a unei boli transmise prin vectori.

18.1 Un tip de persoane infectate

Sa consideram un proces liniar de nastere si moarte (sau mai degrabd de
infectie si recuperare) cu o ratd efectivd de contact a(t) si o ratd de recu-
perare b(t), care sunt functii periodice ale aceleiasi perioade T. Pornind de la
un singur individ infectat la momentul f, probabilitatea de neextinctie, adicd
complementul probabilititii de extinctie (1), este

w(to) =1—w(t) = - ,1
L+ [ b()exp [ J! [b(u) - a(u)] du| dr

EENGER))

indiferent dacd integrala din numitor este finitd sau infinita (propozitia 17.4).
Fie a(s) si B(s) functiile periodice de perioada 1 astfel incat

s=t/T, a(t)=al(s), b(t)=P(s).
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Luam in considerare mediile
1 1 (T _ 1 1 (T
o= a d:f/ t)dt, :/ sds:f/btdt.
| awdas=1 [, = [ peras=1 [ b

Atunci 7(tp) este identic egald cu 0 dacd & < B_ sau este o functie strict po-
zitivd T - periodicad dacd & > B (propozitia 17.4). Considerim acum cazul
supercritic In care B

a>p.
De asemenea, presupunem cé sezonul in care incepe procesul,

N t()/T7
este fixat. S presupunem ca
M(so) = 7(t0), Als) = e(s) —B(s).

In sectiunea 18.1.2 demonstrim urmitorul rezultat:

Propozitia 18.1. Dacd T — 0, atunci

T(so) = (1 - g) {1 _ BTT+E [/Olﬁ(so—|—u)/so+ua(v)dvdu} +0(T)}.

o K

Pentru studiul limitei T — oo, presupunem cd functiile a(s) si B(s) sunt
regulate (de exemplu, din clasa ') si considerdm doui cazuri:

* A(s) > 0 pentru orice s € [0; 1] (cazul puternic supercritic);

* A(s) >O0pentruorice s € [0;51[U]s2; 1] unde 0 <51 < s2 < 1si A(s) <0
pentru s € sy ;52| (caz slab supracritic);

Féra a pierde din generalitate, putem presupune, 1n plus, in al doilea caz,

52
/ A(s)ds >0,
0

dupd cum vom vedea mai jos. Atunci existd un s* € ]0;s;[ unic astfel incét
5
/ A(s)ds =0. (18.2)
s*

in sectiunea 18.1.3 demonstrim urmitorul rezultat:
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Propozitia 18.2. In cazul puternic supercritic pentru orice sy € [0;1] siin
cazul slab supercritic pentru orice sy & [s*; s3],

_(,_ Bso) _ (s0)B’(s0) — &'(s0)B(s0) ,
H(SO)‘(l O‘(So)){l TaGoAGl? <1/T)}(1'83)

In cazul slab supercritic cu so € |s*: 2],

2/\/(.8‘2) X
B(so) VAT p(

Probabilitatea (18.4) tinde exponential de repede spre O cand T — oo,
La limita, existd, prin urmare, o discontinuitate in so = s*. Faptul ca limita
este zero 1n intervalul |s*; s3[ si nu numai in intervalul |s; ; s, [ este legat de
fenomenul ,,ratd” (,,canard”) intr-un sistem lent-rapid, asa cum vom explica
in sectiunea 18.1.5.

M(s0) ~ T / Sz/\(u)du) . (18.4)

S0

18.1.1 Calcul preliminar

Sa ludm mai Intai In considerare procesul liniar de nastere si moarte. Consi-
derand integrala de la numitorul formulei (18.1) observam ca

oo '
= / b(t)exp { / Ib(s) —a(s)] ds] dr.
J 1y Io

Cu notatiile introduse mai sus, avem

to+t

oo
J= A B((to+1)/T) exp {— A(s/T)ds} dr.

[

Tinénd cont ci #y/T = sy, vom utiliza substitutia u = ¢/T si v = s/T. Apoi,
folosind periodicitatea functiilor o (s) si B(s), obtinem

=1 Bso+w) exp[ T/sw )dv} du
:Tnz/ B(so+u) exp{ T/SW } u
_T Z | /0 B (50 + ) exp {—T /ASOHHMA(V) dv} du

J 80

_T;exp [nT / B(so+u) exp{ T/SO+MA(v)dv] du.

S0
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Astfel,

s+u
I= / B(so+u) exp{ T/O dv] du. (18.5)
1—exp [T ﬁ

18.1.2 Cazul T— 0

Cu expansiunea limitatd exp(x) = 1 +x+x2/2 +0(x?) cand x — 0 in factorul
dinaintea integralei si, mai simplu, exp(x) = 1 +x+ o(x) in integrald, obtinem

J—<ail§+§+0( )(ﬁ T[/ﬁso+u /”’”A(V)dvdu]ﬂ(n).

Retineti cd un termen este usor de integrat:

1 SO+ S0+ 2 R2
[ Beorw [ ﬁ@)wm;é[(/so : ﬁ(v)dv) Lzﬁz.
Deducem
__B_ BT _PT
e B2 T p)
T 1 So+u
_ G h ﬁ(so—ku)/so o(v)dvdu+o(T).

Din II(sg) = 1/(1+17), gisim formula propozitiei 18.1.

18.1.3 Cazul T — +oo

Consideram formula (18.5). Integrala este de forma

1
/ G(u) e TF ay
Jo

cu
so+u

G(u) = B(so+u), Flu)= / A(v)dv.

0

Aplicand metoda lui Laplace pentru T — 4o obtinem

F(u) =A(so+u), F'(u)=AN(so+u).
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Cazul supercritic ridicat

S presupunem mai intai ci A(s) > 0 pentru orice s € [0; 1]. Atunci F'(u) >0
pentru orice u € [0; 1], F(«) are minimul in u = 0 si este F(0) = 0. in plus,
F(u) = gou+ ¢y u® +o(u?) cand u — 0 cu ¢o = A(so) si ¢ = A'(so)/2. De
asemenea, G(u) = Wy + Y u—+o(u) cind u — 0 cu Wy = B(so) si w1 = B'(s0)-
Conform unei teoreme a lui Erdélyi [53, p. 85],

1
~TF() g, _ o~TFO) (€0, €1, (1
/0 Gu)e TFW gy — ¢ (T +T2+0<T2>> (18.6)

co=Vo/Po, c1=(Povi —2010)/%;.

Astfel, deoarece exp[T (3 — @)] este exponential de mici, formula (18.5) se
poate scrie

cu

~ B(so) | a(s0)B'(s0) — & (s0)B(s0)
A(s0) T[A(s0)]?

+0o(1/T).
Din II(sg) = 1/(1+17), obtinem, astfel, formula (18.3).

Cazul supercritic slab
Sd presupunem acum cd existd sy si s astfel Tncat 0 < 51 < sp < 1si

A(s) < 0 pentru orice s € ]s; ;52
A(s) > 0 pentru orice s € ]0;s1[U]s2;1].

Din X
/ A(s)ds=0a— B >0,
0
avem

52 1
/ A(s)ds >0 sau / Als)ds > 0. (18.7)
0 8§

Schimband timpul printr-o translatie, sd presupunem ca prima inegalitate este
adevdratd.
Atunci existd un s* € [0;s1] unic astfel incat

52
/ A(u)du=0.
s*
Intr-adevir, si notim cu A(s) functia definiti pe intervalul [0;s] de citre

h(s) = / Al du.
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Atunci /' (s) = —A(s) < 0 pentru s € [0;5;[. Mai mult, 2(0) > 0 din prima
inegalitate (18.7) si i(s1) < 0. Prin urmare, existd un singur s* € ]0; ;[ astfel
incat h(s*) = 0.

Luim mai Int4i in considerare cazul in care 0 < 5o < s;. Functia F(u) este
crescitoare pentru u € [0;s] — 5o, descrescitoare pentru u € [s; — S0 ;52 — o
si din nou crescétoare pentru u € [s2 — 5o ; 1]. Prin urmare, functia F(u) are un
minim local in s — sp. Reamintim ci F(0) = 0.

Daci so € |0;5*[, atunci F(sy —sp) > 0. Prin urmare, ¥ = 0 rimine mini-
mul global al functiei F(u) pe intervalul [0;1]. Extinderea asimptotici (18.6)
ramane valabila si la fel si formula (18.3).

Daci, pe de altd parte, so € |s*;s;[, atunci F(sy — s0) < 0. Minimul global
al functiei F(u) pe intervalul [0; 1] este in u = 55 — 5o,

F/(Sz - So) = 0, FH(SQ — S()) = A/(Sz)

si

[ G 0 g BEIVE1rts
0 2TA(s2)

cand T — 4o, conform metodei Laplace [54]. Astfel,

JNﬁ(szol)\/Yz ( /A )

sill(so) =1/(1+7J) ~1/J cAnd T — oo, ceea ce conduce la formula (18.4).

S& ludm acum in considerare cazul in care 57 < so < sp. Functia F(u)
este descrescitoare pe intervalul [0;s, — so] si apoi crescitoare pe intervalul
[s2 —s0;1]. Minimul su in intervalul [0; 1] este, prin urmare, atins in u =
s» — 8o, ca si in cazul precedent. Formula (18.4) ramane valabila.

In final, considerim cazul in care s, < so < 1. Functia F(u) este cres-
cdtoare pe intervalul [0;1 4 s; — s¢], descrescétoare pe intervalul [1 +s; —
505 14+ 52 — so] si crescétoare pe intervalul [1 + s, — so; 1]. Prin urmare, are
un minim local in 1+ s — 59 si

1+s2
F(l+sz—so)>/ A(s)ds >0
1

in conformitate cu prima inegalitate (18.7). Minimul sdu global in intervalul
[0;1] este, prin urmare, atins in u = 0. Se aplicé formula (18.3).
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18.1.4 Exemplu

Sa presupunem
B(s)=B >0, a(s)=all +kcos(2ms)]

cu a > B si0<k< 1. Cazul puternic supracritic corespunde la &(1 —k) >
B. Daci, dimpotrivd, & (1 —k) < f3, atunci s; < sy sunt cele doud solutii in
intervalul [0; 1] ale ecuatiei

cos(2ms) = —(1— B /&) /k,

si anume

arccos(—(1—B/a&)/k)
2n

S1 =

€10;1/2[, sa=1-s;.

Pragul s* este solutia in intervalul [0;s[ a ecuatiei

sin(27ms;) — sin(27ws™)
2n

(6—B)(s2—5") + otk =0.

Formula din propozitia 18.1 conduce la

T(so) = (1 - Z) (1 - BZI;T sin(27rso)+0(T)>

cand T — 0. Daci @(1 —k) > B sau daci & (1 —k) < B si so & [s*;52], atunci
formula (18.3) devine

B )(1 21 & B k sin(27s)
o(s0) Tau(so)[et(s0) — ﬁ]2

cand T — o0 Dac @ (1 —k) < fB si so € ]s* ;5[ din formula (18.4) rezulti

i) = (1- +ol1/1))

24/ —aksin(27s;)
BVT
atunci cand T — +oo0, sau A = & — B B
Sd ludm in considerare cazul particular § = 1, & = 3 si k = 0,5. Atunci
o (1 —k) > . Figura 18.1 prezintd rezultatele pentru doud valori ale peri-

oadei: T=0,5 si T =50. Probabilitatea de neextinctie I1(sp), datd de for-
mula (18.1), este estimatd prin integrare numerica cu ajutorul programului

() ~

< in(2 —sin(2
exp [TA(so—sz)—&-éckTsm( nso)znsm( mz)}
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0 02 04 06 08 1

Figura 18.1: Doud exemple. Pentru T = 0,5, probabilitatea de neextinctie I1(so) datd
de formula (18.1) [linie continua], formula aproximativd a propozitiei 18.1 [linie punc-
tatd cu linii scurte] si termenul de ordin 0, 1 — B/& [linie punctati cu linii lungi].
Pentru T = 50, probabilitatea de neextinctie I1(sy) datd de formula (18.1) [linie conti-
nud], de formula aproximativa (18.3) [linie punctati cu linii scurte] si de termenul de
ordin 0, 1 — B(so)/a(so) [linie punctatd cu linii lungi].

Scilab. Se poate observa cad formula aproximatd a propozitiei 18.1 si for-
mula aproximatd (18.3) oferd aproximiri mai bune ale I1(sy) decat termenii
de ordin 0. Cu toate acestea, trebuie remarcat faptul ca, pentru T — oo,
aproximarea (18.3) se abate putin de la I1(so) in vecinitatea minimului sdu.

Consideram acum valorile B_ =1, a=3,k=0,75si T=100. Atunci
a(l—k) < B, s*~ 0347, s; ~ 0,424 si s, ~ 0,576. Diferitele formule apro-
ximative sunt prezentate In figura 18.2. Probabilitatea de neextinctie tinde
spre o limita discontinud, datd de curbele punctate cu linii lungi pentru s < s*
si s > sy, si care este O In intervalul ]s*;s;[. Existd o micd problemi de co-
nectare a aproximatiilor la sop = s, ceea ce sugereaza necesitatea unei priviri
mai atente la ceea ce se Tntdmpla in acest punct.

Ca si in cazul in care s, < 59 < 1, vedem 1n cazul special 1n care sy = 57
cd functia F(«) are minimul global in [0; 1] in # = 0. Dar, de data aceasta,
F'(0) = A(s2) = 0. In conformitate cu metoda Laplace [54],

_ Bls2)vaT

1
I~ T/ G(u)e TP gy
0 ZA/(SQ)

astfel incét I1(s;) = 1/(1+17J) ~ 1/J cAnd T — +oo. Formula (18.4) rimane
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Figura 18.2: Casiin cazul T =50 din figura 18.1, dar cu T = 100 si k = 0,75. Formula
aproximativa (18.4) pentru s* < s < s, este punctatd cu linii scurte.

valabild atunci cand sg = 5. Declinul exponential pand la 0 cind sg € ]s* ;s3]
este inlocuit de un declic in 1/+/T in punctul s5.

18.1.5 Legitura cu ,,ratele”

Formula (18.1) pentru probabilitatea de neextinctie 7(#y) la momentul 7y se
obtine, de fapt, astfel: dacd #; > fy, probabilitatea ca procesul care porneste de
la un individ infectat la momentul ¢y s se termine la momentul ¢; este egald
cuz(ty —19) cuz(0) =0si
dz
dr
in intervalul # € [0;#] — o] (propozitia 17.9 modulo o schimbare de variabil).

Datoritd faptului cd aceastd ecuatie Riccati este rezolvabild in mod explicit,
obtinem formula (18.1) pentru probabilitatea de neextinctie

[b(ty — 1) —a(t; —1)z()](1 —z(2)) (18.8)

(ty) =1 —tll_lg_looz(tl —1p).

Sa ludm ca exemplu ¢| = fo+nT cu n un numdr intreg strict pozitiv. Ecuatia (18.8)
se poate scrie

= lp (M) e (M ] 20
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Sé presupunem s = /T si z(¢) = x(s). Avem

dx

= T{Bso+n—5) — also+n—s)x(s)) (1 x(s))

pe intervalul s € [0;n]. Acest lucru poate fi scris ca un sistem autonom lent-
rapid:

% —T[B(s0+n—y)— aso+n—y)(s)] (1 —x(s)),
dy_
ds

pentru s € [0;7], cu x(0) = 0 si y(0) = 0. In cele din urmd,

II(so) =7(tp) =1 — lim x(n).

(s0) = 7(1) = 1~ lim_x(n)
Cand T — oo, vedem pe acest sistem lent-rapid cd x(n) — 1 sau x(n) —
B(so)/a(so). Faptul cd x(n) riméine a priori pe ramura instabild 1 pentru
§* < sg < s este, prin urmare, acelasi fenomen ca si cel numit ,,ratd” in studiul
sistemelor lente-rapide. Reamintim definitia [43, p. 182] :

Intr-un cAmp lent-rapid de tipul R?, pot exista traiectorii care si
rdmand infinit de aproape de curba lentd pentru un timp semni-
ficativ (neinfinit de mic) de-a lungul unui arc atractiv, urmate de
un timp semnificativ petrecut de-a lungul unui arc de respingere.
O astfel de traiectorie se numeste [...] o ratd.”

Relatia (18.2) care leagd s* de s, este ,,relatia intrare-iesire” corespunzatoare
[14].

18.2 Mai multe tipuri de persoane infectate

Estimarea probabilitdtii de extinctie a unei populatii este o problema in biolo-
gia conservirii si in epidemiologie. In acest din urmi caz, populatie inseamni
populatie infectatd. Un model matematic clasic pentru studierea acestui tip de
problema este cel al proceselor liniare de nastere si moarte cu unul sau mai
multe tipuri de indivizi [35, 47]. Cu toate acestea, in multe situatii, trebuie s
se tind seama de sezonalitatea mediului, ceea ce conduce la studiul unor ast-
fel de procese atunci cand coeficientii sunt functii periodice de timp (capitolul
17). Anumite populatii sau epidemii au coeficienti a cdror scard de timp este
relativ scurtd In comparatie cu sezonalitatea anuald; prin urmare, este necesar
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sd se ia 1n considerare limita in care perioada coeficientilor este foarte mare.
Atunci cand parametrii sunt subcritici pentru o parte a perioadei (de exemplu,
sezonul nefavorabil), probabilitatea de extinctie in functie de sezonul in care
incepe procesul tinde spre o limitd discontinud. Punctul de discontinuitate
apare Tnainte de Tnceperea sezonului nefavorabil.

In sectiunea anterioari, a fost studiat doar cazul unui singur tip de indi-
vid. S-a observat ca discontinuitatea in probabilitatea de extinctie este legatd
de prezenta Intr-un sistem dinamic lent-rapid a unei ,rate”, adicd a unei tra-
iectorii care urmeaza un arc atractiv pentru un anumit timp Tnainte de a urma
un arc repulsiv. Un exemplu cu doud tipuri de indivizi inspirat de un model
de transmitere a bolilor transmise prin vectori este discutat mai jos. Punctul
de discontinuitate al probabilititii de extinctie va fi determinat cu precizie.

In sectiunea 18.2.1, este prezentat modelul pentru populatie, si anume cel
al proceselor liniare de nastere si moarte cu coeficienti periodici si mai multe
tipuri de indivizi. Se explica faptul cd probabilitatea de extinctie este legatd
de un sistem de ecuatii diferentiale ordinare. Atunci cand perioada tinde spre
infinit, o schimbare de variabild transforma acest sistem ntr-un sistem lent-
rapid cu perioada fixa.

In sectiunea 18.2.2, este prezentat un exemplu cu doud tipuri de per-
soane. Simuldrile numerice sugereazd cd probabilitatea de extinctie tinde
cdtre o limitd discontinua si cd punctul de discontinuitate este determinat de
o conditie care implicd integrala valorii proprii dominante a unei anumite
matrice. Pentru o demonstratie cu ajutorul instrumentelor de analizd non-
standard cd aceastd conditie este intr-adevir cea care determind punctul de
discontinuitate, ne referim la [11]. in sectiunea 18.2.3, este prezentat un alt
exemplu, de data aceasta cu patru tipuri de persoane. O simulare numerica
sugereazd ca o conditie de acelasi tip determind in continuare punctul de di-
scontinuitate. Nu existd inca o demonstratie intr-un cadru general atunci cand
numadrul de tipuri de indivizi este strict mai mare de doi.

18.2.1 Modelul

Se considerd un proces liniar de nastere si moarte cu un numar de tipuri m
(m > 1) intr-un mediu periodic. Fie T > 0 perioada mediului. Se dau trei
functii matriciale A(¢), B(¢) si C(¢) de ordin m si perioadd T cu urmitoarele
ipoteze:
* pentru orice i si toate j, A; j(t) > 0 reprezintd rata la care indivizii de
tip j genereazd noi indivizi de tip i;

* matricea B(r) este diagonald, iar B; ;(r) > 0 este rata la care indivizii
de tip j Inceteazd sd mai fie infectati;
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* pentru orice i # j, C; j(t) <0 si —C; ;(r) este rata la care indivizii de
tip j se transformd 1n indivizi de tip i;

* pentru orice j,

Cjj(t) ==Y Cij(t);
i#]j
* dacd D(¢) = B(¢) +C(¢) si dacd Z(¢) este solutia sistemului
dZ
— =-—-D(#)Z(¢
~ — p(1)2(1)

cu conditia initiald Z(0) = .#, unde .# este matricea identitate, atunci
pZ(T) < I

* matricea M(¢) = A(¢) — D(¢) este ireductibili pentru orice ¢.

Mai precis (vezi capitolul 17), dacd p(¢,ny,...,n,) este probabilitatea de
a avea n; indivizi de tipul i pentru orice 1 < i < m la momentul ¢ (n; sunt nu-
mere intregi) si daci g(¢,x1,...,x) este functia generatoare corespunzétoare,
atunci 5 5
8 8
3 + Y [Aij(0)x; =Dy ()] [1 = xi] 5= = 0.
Ly dx;
Sa presupunem cd la momentul initial 7o existd n? > 0 indivizi infectati de
tipul § (n? sunt numere Intregi) pentru orice 1 < i < m cu

n?}l.

on

i=1

Putem presupune 0 < 79 < T. Am vizut in 17 ci probabilitatea w(z,#) ca
populatia infectatd sd dispard la momentul #; > 7y, adicd sd nu mai existe
indivizi de diferite tipuri, este data de

0 0
o(to,t1) = [z1(t1 —10)]"1 -~ [zm(t1 — 10)]"",
unde z(r) = (z;(¢))1<i<k este solutia sistemului diferential

%(t) =Y [Dji(t —1) = Azt = )z(0)][1 —2;(1)]

J

pe intervalul 0 < ¢ < #; —#( cu conditia initiald z;(0) = O pentru orice i (propozitia
17.9 modulo o schimbare de variabild).
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Asteptarea I(¢) = (I;(),...,L,(¢)) a numérului de indivizi de diferite ti-
puri la momentul ¢ verifica

dl
i M(#)1(z)

si Ix(to) = n? pentru orice k (propozitia 17.8). Fie ®(¢) solutia sistemului

dod
M@0
cu conditia initiald ®(0) = .#. Cand p(P(T)) < 1, probabilitatea de extinctie
(ty, 1) tinde spre 1 cand #; — 4-co. Cand p(P(T)) > 1, aceasta probabilitate
tinde in schimb spre o limitd strict mai mica decat 1, dar care depinde de ¢y in
mod periodic (propozitia 17.10). R R R

Se considerd functiile matriciale periodice A(s), B(s) si C(s) de peri-
oada 1 astfel Incat

s=1/T, A(t)=A(s), B(t)=B(s), C(r)=C(s).

Si presupunem din nou ci sy = fo/T este fixat. in mod similar, presupunem
cd t) =to+nT, unde n > 1 este un numdr Intreg fix. Obiectivul este de a
studia, pentru 1 < i < m, limita
Q; (S()) = TLHJIrlooZl (tl 7t()) = TngZl (HT)

in functie de sg, cu 0 < sop < 1. Numdrul Q;(so) este, de asemenea, limita pen-
tru T — oo din @(fo,7;), probabilitatea de extinctie dupi n perioade atunci
cand se porneste de la un singur individ infectat de tip i in sezonul sy = 79/ T.
Retineti cd accentul este pus aici pe probabilitatea de extinctie si nu, ca in
sectiunea 18.1, pe complementul sdu, probabilitatea de neextinctie. Sa presu-
punem ca

e=1/T, D(s)=B(s)+C(s), M(s)=A(s)=D(s), x(s)=z(r).
Apoi

dx,‘ ~ ~
€ E(s) = Z[l —xj(s)] [Dj,i(so +n—s)—Aji(so+n— s)x,'(s)} (18.9)
pe intervalul 0 < s < n cu x;(0) = 0 pentru orice i. In plus, z(nT) = x(n).
Reamintim in treacdt cd 0 < x;(s) < 1 pentru orice i si toate 0 < s < n (vezi
capitolul 17).
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Atunci cand T — 400, adicd atunci cand € — 0, sistemul (18.9) poate fi
scris ca un sistem lent-rapid autonom cu m variabile rapide x;(s) (1 < i< m)
si 0 variabild lentd x,,11 (s) = s astfel incat dx,,+1/ds = 1.

Matricea Jacobiand a partii drepte a sistemului (18.9), pentru solutia stationard
triviald x; = 1 pentru orice i, este ‘M(so +n — s), unde ‘M(+) reprezintd matri-
cea transpusi a matricei 1\7[()

Matricea I\A/I(s) este ireductibild, iar coeficientii sdi din afara diagonalei
sunt to;Ai pozitivi sau zero. Prin urmare, existd o constantd c astfel Tncit ma-
tricile M(s) + .7 si '‘M(s) +c.# si fie pozitive. Conform teoremei Perron-
Frobenius, aceste matrici au o razd spectrald care este o valoare proprie reald
comuni pe care o notdm A(s) 4 c. Aceasta este strict mai mare decit modulul
tuturor celorlalte valori proprii si, prin urmare, si partea lor reald. Matricele
M(s) si "M(s) au, prin urmare, o valoare proprie reali comund A(s), care
este strict mai mare decat partea reald a tuturor celorlalte valori proprii ale
acestora.

18.2.2 Exemplu

Sa consideram

=5 ). Bo=(5 §) cw-o

cua(s)>0,8>0,y>0sid > 0; functia a(s) este periodica cu perioada 1 si
continud. Acest model stocastic este inspirat de modelul determinist liniarizat
pentru o boald vectoriald din sectiunea 9.4.1:

g:< —f O‘%T) )I:l\7[(t/T)I. (18.10)

Vectorii infectati sunt de tip 1; persoanele infectate sunt de tip 2. Parametrul
o (s) este rata la care persoanele infectate transmit infectia vectorilor atunci
cand sunt muscate; aceastd ratd este periodica deoarece populatia de vectori
sensibili este periodicd. Parametrul 8 este rata la care mor vectorii. Parame-
trul y este rata la care vectorii inteapd. Parametrul O este rata de recuperare a
persoanelor infectate. Sistemul (18.9) devine

8%(S):B“’xl(”]*Vxl(s)[lfxz(S)]v (18.11)
8@(6') =061 —x2(s)] —at(so+n—s)[1 —x1(s)]x2(s). (18.12)

ds
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Retineti ci cei doi membri se anuleaza in doui cazuri: fie x; (s) = 1 si x2(s) =
1, sau

1+% 1+8
" (so+n—s) * Y
x1(s) =x1(s) = ;o Xo(s) =x5(s) = . (18.13
1( ) 1( ) 1+% 2( ) 2( ) 1+ oc(so—gn—s) ( )

Cele doui valori proprii ale matricei M(s) sunt reale:

_ —(B+8)+ V(B +8)*+4[a(s)y—BI]
Ai(s) = 7

Valoarea proprie dominanti este A(s) = A (s). Retineti cd A_(s) < 0 pentru
orice s.

Sa presupunem ca existd un sezon nefavorabil pentru transmiterea epide-
miei, adica exista 51 si s> cu 0 < 51 < 57 < 1 astfel incat

algs;7<1 cu alte cuvinte A(s) <0 Vs € ]sy:s2], (18.14)
algs;7>1 cualte cuvinte A(s) >0 Vse]0;s1[Uls2:1[.  (18.15)

Sa presupunem, de asemenea, ca
1

/ Als)ds > 0. (18.16)
0

Ca exemplu, considerdm o(s) = @(1 + kcos(27s)) cu & > 0, |k| < 1 si

a(l—k)y o(l+k)y
Bé Bé
Aceastd ultima conditie garanteaza cd existd un sezon nefavorabil. De exem-
plu, putem alege & = 3, k =0,75, B =2, y=1si § = 1. Aceste valori nu
sunt foarte realiste, dar ele evidentiazd fenomenul. Avem atunci s; ~ 0,323 si
52 ~ 0,677. Putem verifica numeric ci este verificatd conditia (18.16). Ale-
gem T = 1.000, n = 3 si s9 = 0,25.

In figura 18.3 este prezentati solutia sistemului (18.11)—(18.12) cu conditia
initiald x; (0) = x2(0) = 0. Din punct de vedere numeric, am folosit software-
ul Scilab si am rezolvat sistemul verificat de log(1 — x;(s)) si log(1 —x2(s))
fnainte de a reveni la variabilele initiale. Curbele lente au fost, de asemenea,
trasate (18.13). Retineti urmitoarele:

<1<
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* in vecinatatea lui s = 0, curbele sunt aproape verticale (nu sunt vizibile
pe figurd);

* solutiile x; (s) si x2(s) tind s& devini periodice;

* x1(s) si x2(s) sunt apoi foarte apropiate de 1 nu numai pentru valorile
lui s, cum ar fi A(sg+n—s) <0, in special pentru s € s+ 1 —s2;50 +
I—si[,cisipentrus €]sop+1—si;50+1—s[cus;—1<s* <sy,
unde A(sp+n—s) > 0 (existd o ,ratd”).

1.8
1.6 o +
1.4 1 oy i oy

4 n = o
1.2 o STy A

/ i
. ., W [y
5 N . W
0.8 1 v (Y \
\ \ '
. Al
0.6 S '

0.4 1 T2

0.2

Figura 18.3: In functie de s, curbele x; (s) si x2(s) [linii continue], curbele lente x7 (s)
si x3(s) [linii punctate] si o portiune din functia s — 1+ [ | A(so+n—u)du [linie

mixta].

Figura 18.4 aratd cum variaza probabilitatile de extinctie dupa perioadele
n, x1(n) si x2(n), In functie de so. De asemenea, sunt trasate curbele derivate
din formulele (18.13)

1+ 28 1+2
) = ) =
1+ =5

Figura 18.4 sugereazi ci x;(n) si xp(n) tind, atunci cind T — oo, la limite
care sunt 1 pe intervalul so € |s*;s[; mai mult, limitele sunt discontinue in
punctul sop = s*. Problema este de a determina s*.
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0.8

0.6

0.4 T T T T T T T T T |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 18.4: In functie de s, probabilititile de extinctie dupd n perioade x;(n) si
x2(n) [linii continue], formulele pentru x7(n) si x}(n) [linie punctati], si o portiune
din functia s — 1+ [; A(s)ds [linie mixtd].

Se poate demonstra cu ajutorul instrumentelor de analizd non-standard
(vezi [11] pentru detalii) c& solutiile x; (s) si x2(s) din figura 18.3, care sunt
foarte apropiate de 1 pentru

def
péso—l—l—sz<s<so—|—1—s17

se abat brusc din vecindtatea lui 1 pentru
def
s=qg=so+1—s5" >s0+1—s5

astfel incat .
/ Also+n—s)ds=0.
Jp

Cu alte cuvinte, aceste solutii se abat de la vecindtatea lui 1 din s = g =
so + 1 —s* astfel incat

52
/ A(s)ds = 0.
S*

Aceastd ecuatie este cea care determind Tn mod unic s*.
notdm

Intr-adevir, daca

h(s) = /  Alw)du,
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atunci avem ¢ (s1) < 0 datoritd conditiei (18.14), /'(s) = —A(s) < 0 pentru
s € sz — 1551 datoritd conditiei (18.15) si

h(sz—1) = /2: Als)ds = /OIA(s)ds >0

datoriti conditiei (18.16). Prin urmare, existd un singur s* € Js, — 1;s1 [ astfel
incat A(s*) = 0. In exemplu, obtinem numeric s* ~ 0,079.

Observatia 18.3. Conditia (18.16) nu este legatd de un eventual caracter su-
percritic al sistemului (18.10) [multiplicator Floquet dominant mai mare de-
cat 1]. intr-adevér, dacd luam, de exemplu, ¢ = 0,7 in loc de ¢ = 1, constatdm
numeric cd multiplicatorul Floquet dominant este p(®(T)) ~ 1,025 > 1 in
loc de f; A(s)ds ~ —0,016 < 0.

18.2.3 Generalizare

Acest studiu se extinde probabil la probleme cu mai mult de doud ecuatii
rapide si una lentd. S& considerdm, de exemplu, sistemul liniarizat cu patru
ecuatii rapide din §9.4.2

—(y+u) 0 0 y(@/T)

dl Y —-u 0 0 e
o= 0 B —5 0 I=M(/T) 1,
0 0 4 —a

unde ¢ >0, >0,7>0,0>0,u>0si y(-) > 0 este o functie periodici
cu perioada 1. Acesta este, de asemenea, un model de transmitere a unei boli
transmise prin vectori; primele doud componente reprezintd vectorii infectati
in faza latenta si infectioasd, in timp ce ultimele doua componente reprezinta
persoanele infectate in faza latentd si infectioasa. Sistemul (18.9)cue=1/T
ia forma

d)C1

e S = (r+ )l —xi(5)] — 111 ()],
e Z2(5) = ull —x2(5)] B —x5(5)
e Z3(5) = 8[1 — ()] — 31— ()],

dX4

e X (s) = aft —xa(s)] — Wlso 71— 5)[1 —x1 (5)bua(s).
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Conjectura este ca functia intrare-iesire este in continuare datd de formula
52
/ A(s)ds =0, (18.17)
s*

unde A(s) este valoarea proprie reald dominanti a matricei 1\7I(s), dupa cum se
verificd pe un exemplu numeric (fig. 18.5). Valorile parametrilor sunt @ = 1,
B=1Ly=16=1u=1, y(s) =3x(1+0,75c08(2ms)),n=3si T =
2.000. Ecuatia caracteristicd pentru valorile proprii A ale matricei I\A/I(s) este

A+y+)A+p)(A+8)(A+a)=Brdy(s).

Deducem ci A(s) < 0 daci si numai daci
Brvis) _,

op(y+p)

care apare numeric pentru s; < s < sp cu s1 ~ 0,323 si 5o =~ 0,677, ca in
exemplul numeric din sectiunea 18.2.2 (coincidentd simpld). Cu formula
(18.17) obtinem s* = 0,047, care pare sa corespunda bine cu saltul brusc al
probabilitdtii de extinctie din figura 18.5.

2.
S )
\
1.5 Js(n) s
. /:’—¢s‘ \\
14, NN
Sooin) N
1 ] - l/ — N N
_ _-__—;7"‘" - z1(n
- -/ | | -
e Zo(n)
- | |
0.54 z3(n
| | | zif(n))
| | |
olls [51 52 S0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 18.5: In functie de s, probabilititile de extinctie dupi n perioade x; (n), x;(n)
precum si x3(n) si x4(n) care nu se disting [linii continue], curbele lente [punctate] si
o portiune din functia so — 1+ [> A(s) ds [linie mixtd].
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18.2.4 Concluzie

Un aspect important de retinut este ca rezultatele privind comportamentul
sistemului implici integrale ale unei valori proprii pe intervale. In special,
valoarea acestei valori proprii la un moment dat nu oferd informatii directe
despre comportamentul sistemului. Este bine cunoscut in teoria lui Floquet
faptul cé un sistem periodic poate avea numai valori proprii negative in fiecare
moment si totusi sd fie instabil. Acesta este cazul, de exemplu, al sistemului
periodic cu perioada 1

a_ M(1)1

dr '

cu

M(t) = M, :< _31 1_/22 ) n<t<nt1/2,n=0,1,2...,

si

M(f):MF(l_/lz _32> n1/2<t<n+1,n=0,1,2...

Valorile proprii %ﬁ ale acestor matrici sunt ambele strict negative. Dar
putem verifica numeric ci raza spectrald a matricei de monodromie ®(1) ve-
rificd

p(@(1) =p (eMZ/zeM‘/z) ~ 126> 1,

ceea ce inseamnd ca solutia nuld este instabild.

Cu toate acestea, in timpul epidemiei de coronavirus din 2020, se auzeau
cu regularitate anunturi despre o ,,reproductivitate” zilnicd sau sdptdmanala,
care este doar o prezentare usor diferitd a valorii proprii instantanee.
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Modelul stocastic S-1-S intr-un mediu periodic

In modelul stocastic S-1-S cu ratd efectivi de contact a, ratd de
vindecare b < a si mdrime a populatiei N, valoarea asteptatd T
a timpului necesar pentru ca epidemia sd se stingd este in asa
fel incdr (logt)/N converge la ¢ = bj/a—1—1log(b/a) atunci
cdnd N tinde spre infinit. Dacd rata efectivd de contact a(t) este
o functie periodicd a cdrei medie este mai mare decdt b, atunci
(logT)/N converge cdtre o noud limitd, legatd de o ecuatie
Hamilton-Jacobi periodicd in timp. Atunci cdnd functia a(t)
este sinusoidald cu amplitudine micd, cu frecventd mare sau cu
frecventd foarte micd, sunt obtinute formule aproximative pen-
tru calculul analitic al acestei limite. Aceste rezultate sunt apoi
ilustrate prin simuldri numerice.

19.1 Modelul

Modelul stocastic S-I-S cu coeficienti constanti a fost studiat in sectiunea
5.2. Prin metoda BKW, am vizut cum a apdrut conexiunea cu un sistem
hamiltonian si cum limita cdnd N — +oco a timpului mediu de extinctie a
fost pusd in legaturd cu o orbitd heteroclinicd a acestui sistem. Un mediu
periodic in timp influenteazi aceastd orbitd heteroclinici. In acest capitol,
se va calcula corectia timpului mediu de extinctie datoratd unei perturbatii
periodice de amplitudine mica si de frecventd micad sau mare.

Considerdm modelul epidemiologic S-I-S cu o rati efectiva de contact a(r)
care este o functie T-periodicd a cdrei medie este strict mai mare decét b
(fig. 19.1). Acest model poate reprezenta, de exemplu, raspandirea unei
infectii bacteriene care nu conferd imunitate intr-o scoald, cu o periodici-
tate sdptdmanald datoratd weekend-urilor, sau anuald datoratd vacantelor si
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variatiilor sezoniere. Acesta este, desigur, doar un prim pas cétre modele mai
realiste.

Figura 19.1: O simulare a modelului stocastic atunci cand rata de contact este perio-
dica si a solutiei modelului determinist asociat (19.4).

In sectiunea 19.2, calculele euristice sugereazi ci timpul mediu de extinctie
T, pornind de la o singura persoand infectatd la momentul O, este astfel incat

logt
%% ., C= min S$*(t,0%)— min_min S*(,x). (19.1)
N No+o 0<t<T 0<r<T 0<x<1

Functia S*(¢,x) este o solutie T-periodicd a ecuatiei Hamilton-Jacobi

S S
at+H(t,x78x> =0 (19.2)

pentru 0 < x < 1, cu conditia la frontiera mixta

as
S(¢,0) =0, g(t, 1) = +oo.

Hamiltonianul este

H(t,x,p) =a(t)x(1—x) (e’ — 1)+ bx(e™? —1)
=x(1—eP)a(t) (1l —x)e” —b]. (19.3)
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Cand
a(t) = ap[1 +ecos(Q)]

cu Q=2x/T, ayp > bsi |e| < 1, putem nota
co=>b/ay—1—1log(b/ay).

Sectiunea 19.2 aratd cd

Qe

CrRam— Y
a()Sh (aofb)

atunci cand € este apropiat de 0,
Crzco—|e|(1—b/ap)

cand Q < ag si
(a() — b)2 82
12 02

in cazul de inaltd frecventd Q > ag. Se poate presupune atunci ca valoarea
Iui C este intotdeauna mai micd decét cea a lui co: variatiile sezoniere ar
tinde sa favorizeze disparitia bolilor infectioase. Mai exact, un mediu periodic
duce la o scddere exponentiald a timpului mediu de extinctie. Sectiunea 19.3
ilustreaza aceste rezultate cu ajutorul simularilor numerice. Sectiunea 19.4
adauga cateva observatii.

C=cy— (1+2b/a0)

19.2 Calcule analitice

19.2.1 Ecuatia cu derivate partiale Hamilton-Jacobi

Ecuatia principala si teoria Floquet. Si presupunem ci a(t) este o functie
pozitiva continud si T-periodicd astfel Incat

1T
T fo a(t)dt
Ry =12~ o ) > 1.
b
Aceasta este o conditie necesard si suficientd ca solutia ecuatiei campului

mediu
dl

dt
sd conveargd citre o functie periodica si strict pozitiva (fig. 19.1). In caz
contrar, solutia respectivd converge citre zero.

a(t)1(1—1/N) —bI (19.4)
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Fie P, (¢) probabilitatea ca I(t) = n. Ecuatia principald,

dP,
dt

—at) (1= ) [1 ~ (1~ 1)/N]P,_y
—[a(t)n(1—n/N)+bn]P,+b(n+1)P,4, (19.5)

este valabild pentru 0 < n < N dacd se impun P_; = 0 si Py = 0. Desigur,
are loc egalitatea

N
Y Pu(r)=1.
n=0
Sistemul (19.5) se poate scrie si sub forma

dp
— =M(@)P
=M,

unde P(¢) este vectorul (P,(7))o<n<N $i M(¢) este matricea patratd de ordinul
N+1

0| b 0 0 0
0 —b—a(t)(1-5) 2b 0 0
M) =| 0| al)(1-%) —2b—2a(t)(1—-%) 3b 0
0 0 0 0 —bN

Aceastad matrice are structura bloc

M@:<8 &n)’

unde Q(¢) este o matrice pétrati de ordinul N. Fie X(¢) si Y(¢) matricele de
solutii ale sistemelor

dX dY
- =MOX, X(0)= A, —-=Q)Y, Y(0)= A,

unde .#N este matricea identicd de ordinul N. Multiplicatorii Floquet ai lui
M(t), adicd valorile proprii ale matricei X(T), formeazd o multime care este
reuniunea dintre {ty = 1} si multimea multiplicatorilor Floquet ai matri-
cei Q(r). Matricea Q(¢) este cooperativa: coeficientii din afara diagonalei sunt
pozitivi sau nuli. Aceastd matrice este, de asemenea, ireductibild, deoarece
elementele de deasupra si de dedesubtul diagonalei sunt toate strict pozitive.
Conform propozitiei 2.8, toate elementele matricei Y(¢) sunt strict pozitive
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pentru orice ¢ > 0. Din teorema Perron-Frobenius, raza spectrald (; a matri-
cei Y(T) este o valoare proprie strict pozitiva, iar subspatiul propriu asociat ei
este de dimensiune 1. Mai mult, avem (1, 1,...,1)Q(¢) = (=b, 0, O, ...,0).
Astfel, pentru orice i si j intre 1 si N si orice t > 0,

d & S dY;
— Y Yi(t)= = HY
dt ~ ,./() dt ZZth k,j

i=1 i=1k=

-y [zsz

ka ) = 7bY1’j(l‘) < 0.

Functia a cérei derivatd am calculat-o este, prin urmare, strict descrescétoare.
Atunci

= p(Y(T)) <Yl = maXZ Yi,j(T)| = maXZYz j

<maxZY,',j =1
I

De aici, 4; = (logt;)/T < 0. Vectorul (1,0,0,...,0) este deci o stare stationard
spre care P(f) converge cind 1 — +oo. Obiectivul este de a estima distanta
dintre A; si 0 cAnd N — +oo,
Fie v un vector propriu al matricei X(T) asociat cu valoarea proprie [ =

MT | putem alege v astfel incat v, > 0 pentru orice 1 < n < N. Avem atunci

X(T)v = eMTy. Si notim 7(r) = e 17X (¢)v. Se obtine ci
dn

ZO) =—An(t)+M()x(z).
in plus, 7(T) = e MTX(T)v = v = 7(0), iar functia 7(z) este T-periodici. Si
notdm acum 7(¢t) = (7, (¢))o<n<N. Urmeaza ci

+ d[Z” =a(t)(n—1)(1—(n—1)/N)m,_,

—[a(®)n(1 —=n/N)+bn|m, +b(n+ 1), . (19.6)

Insumand aceste ecuatii, se obtine

A‘l Z Tcn + Z 7rn = a
deci

N N
Y m(t)=eM"Y m,(0)
n=0 n=0
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Primul membru este insa o functie T-periodicd, iar acest lucru este posibil
doar daci al doilea membru este identic zero. Deci,

N N
Y m()=0, m@)=—) m).
n=0 n=1
Ecuatia (19.6) cu n = 0 implica de asemenea ca

d
M) + 7’;0 —bm (1)

Integrand pe o perioadi si folosind periodicitatea lui 7(#), obtinem

T T
A :bfo m (1) dt - Jo m(r)dt (19.7)

Jo mo(t)dt NI AGE

Solutia BKW si ecuatia Hamilton-Jacobi. Ciand N este mare, poate fi ci-
utatd o solutie BKW de forma

T, (t) o e—NS(t,x)

pentru 1 < n < N, unde x = n/N iar S(¢,x) este o functie continua de 7 si x
pentru 0 < x < 1 care este T-periodicd in raport cu z. Atunci

dm, dJS
~-—-N—
dt ot

Tt (1) 0 € NS s exp (—NS(m) - ‘;ia,x)) ,

(1,5) NS0

o 0) e (NS() + 52 09
ox
Sé notam o (¢,x) = a(t)x(1 —x) si B(x) = bx. Ecuatia (19.6) se scrie atunci

dam,
M Tyt~ =Na(t,x—1/N)m,_1 —N[o(t,x)+ B (x)]m +NB (x+1/N) 11 -
Pastrand doar termenii dominanti, putem folosi a(f,x — 1/N) = a(z,x) si

B(x+1/N) =~ B(x) pentru a obtine

Mm, + ~No(t,x)[m—1 — ) + NB (x) [1 — ) -

dt
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Deoarece este de asteptat ca valoarea proprie A; s fie exponential de mica,
aceasta poate fi neglijatd in primul membru. Prin utilizarea formei BKW si
tmpirtirea la Ne NS(Y)  obtinem ecuatia Hamilton-Jacobi

‘;—f’ +a(t)x(1—x) {exp (gi) - 1} +bx [exp (gi) - 1] =0 (19.8)

pentru 0 < x < 1. Aceasta este de forma (19.2), cu un hamiltonian periodic in
timp H(z,x, p) dat de formula (19.3).

Conditii la frontiera. Din H(z,0, p) =0, avem %—f(nO) = 0. Atunci S(¢,0)
este o constantd Sy independentd de 7. Deoarece ecuatia (19.8) implica doar
derivate partiale ale lui S(z,x), solutiile sale sunt definite pani la o constanti
aditivd; reamintim cd vectorul propriu v al lui X(T) este definit pand la o
constantd multiplicativd. Prin urmare, putem alege So = 0, de unde obtinem
conditia Dirichlet:

S(1,0) =0. (19.9)

Mai mult, din moment ce m,(t) = 0 pentru n > N iar formula (5.10) intr-
un mediu constant aratd ci S(1) este finit in timp ce %(1) = o0, Obtinem

,constrangerea de stare”

aS
To(t,1) = e (19.10)

Proprietati ale hamiltonianului. Hamiltonianul H(z, x, p) este convex in p
deoarece

J*H » )

a—pz(t,x,p) =a(t)x(1—x)e’ +bxe™? > 0.
Mai mult, H(¢,x,p) — 4o cand |p| — oo cu conditia ca 0 < x < 1. De
remarcat cd H(z,x,0) = 0. Lagrangianul este

L(¢,x,v) = max{pv—H(z,x,p)}.
P
Cand 0 < x < 1, avem L(¢,x,v) = p,v —H(¢t,x, p.), p« fiind unica solutie a
ecuatiei

H
V= E(I,x,p*) =a(t)x(1 —x)e’* —bxe P=.
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Aceasta este o ecuatie polinomiald de gradul 2 in e”+, lucru care conduce la
L(t,%,v) = pov—a(t)x(1—x) (" — 1) —bx (e 7 —1)
2+ 4a(t)x(1 —x)b.
= vlog (H_ Vi + da(0x(1 ) x) +a(t)x(1 —x) + bx

2a(t)x(1 —x)
vV +4a()x(1 —x)bx 2a(t)x(1 —x)bx
2 v4 V2 +da(t)x(1—x)bx

Pentru x = 1, avem

L(z,1,v) = 4o daca v>0,
L(+,1,0)=0
L(z,1,v) = —vlog(—v/b)+v+b dacd v<O.

Pentru x = 0, avem L(#,0,v) = 4o dacd v # 0 si L(¢,0,0) = 0. Pentru x
apropiat de 0, se poate observa cd L(z,x,v) ~ —vlogx. Deci, pentru n > 0
mic si pentru orice functie £ € €’'([6,1];[0; 1]) astfel incat £(0) = 0, avem

/:ML(s,é(S),Zf) dsz—/:m ds log& (s)ds —/Oé(eﬂ)logédé,

care este finit.

Solutii ale ecuatiei Hamilton-Jacobi. Pentru o conditie initiald datd So(x),
functia

S(t,x —1nf{/L ))ds+1g-0So(E(8)); 0< 0 <1,

E c€'([6,1):[0:1]), 6 =0sau &(6) =0, £(r) :x}

este o solutie de vascozitate a lui (19.8) cu conditii la frontierd mixte (19.9)—
(19.10) astfel incat S(0,x) = Sp(x) [12]. Aceasta este functia valoare a unei
probleme de timp de iesire in x = O cu ,,constrangerea de stare” inx = 1. O
solutie periodica in timp S*(¢,x) a (19.8)—(19.10) este astfel datd de un punct
fix al operatorului de evolutie de mai sus: S*(0,x) = S*(T,x).

De retinut totusi ci nu are loc proprietatea de unicitate. Intr-adevir, si
consideram cazul special in care a(t) = aq este constant. In acest caz, existi
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doud tipuri de solutii de véscozitate stationare S*(x): pe de o parte, existi
solutii de forma

xlog(b/ag) +x+ (1 —x)log(1 —x) +y

cu constanta ¥ < 0, care diferd intre ele doar prin constanta 7, solutia cu y =0
fiind singura care verificd conditia la frontierd in x = 0 in sens clasic; pe de
alta parte, exista solutii de forma

min{0,xlog(b/ap) +x+ (1 —x)log(l —x) + v}

pentru constante Y astfel incat 0 < ¥ < cg. Aceste din urma solutii sunt identic
zero in apropiere de x = O si, prin urmare, nu furnizeazd valoarea corectd a
Iui C.

In ceea ce priveste ecuatia periodici in timp (19.8) cu conditii la fron-
tiera mixte (19.9)—-(19.10), se poate presupune ca aceasta are solutii de va-
scozitate S*(¢,x) care sunt T-periodice in raport cu ¢, nu sunt identic zero in
apropierea lui x = 0 si diferd doar printr-o singurd constanta (furnizand astfel
aceeasi C). O astfel de solutie este cea aleasd ca solutie BKW. Dupd cum
se sugereaza in figura 19.4 de mai jos, conditia de frontierd in x = O trebuie
inteleasd in sensul vascozititii, deoarece functia S*(z,x) poate s nu fie con-
tinud In x = 0.

Comportamentul valorii proprii A, atunci cind N este mare. Sirevenim
la formula (19.7). Avem

log(—A) _logb 1\ (TN 1 (N
N "N +Nlog /()nl(t)dt Nlog ,;1/0 m,(t)dt | .

Observam ca

_ * _ * +
o e NS*(L1/N) o o=NS*(1,0%)

~
~

m (1)

cand N este mare. Prin urmare,

0<t<T

1 T

—1 m(t)dt )| — — min S*(t,0"
TN
datoritd formulei lui Laplace pentru evaluarea asimptoticd a integralelor [54].

In mod similar, deoarece

71'”(1‘) ~ efNS*(t,n/N),
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avem

1 o [T o
ﬁlOg (Z /o n"(t)dt> Nt OSreT 021)3215 (t,%)

si

log(—A1) ., _c
N N—+oo

cu constanta C data de formula (19.1).

Timpul mediu de extinctie. Timpul mediu de extinctie 7,(¢) pornind de la
n persoane infectate n la momentul ¢ este o solutie T-periodica a sistemului

—1= at, +bnt,_1—[a(t)n(1—n/N)+bn|t,+a(t)n(l —n/N) 1,41

dt
(19.11)
pentru 1 <n <N, cu 79(¢) = 0. Si notdm 7(¢) = (7,(¢))1<nen, A(t) =
(ma () 1<cnen sil=(1,1,...,1). Atunci

~ ~

- dm _ ~ . _dT ~
MT+ 7 Q(r)m, 1 dt+Q(t)T,

unde 'Q(z) este transpusa matricei Q(r). Fie (-,-) produsul scalar uzual al
vectorilor reali. Au loc atunci egalititile

CEAD =S+ 70 = QWED ~ MR - (71) - (7'Q0)3)

Termenii care implicd Q(¢) si 'Q(¢) se anuleazd. Integrind pe o perioadi si
folosind periodicitatea functiilor 7(¢) si 7(z), se obtine

L W&

Jo ®T)dt

Acest lucru sugereaza ca timpul mediu de extinctie 7, Incepand, de exemplu,
cu o singurd persoand infectatd la momentul O, este de acelasi ordin de marime

cu—1/4;:
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19.2.2 Orbita heteroclinica

Reamintim cd ecuatia Hamilton-Jacobi (19.2) poate fi rezolvatd macar local
prin rezolvarea simultand a sistemului hamiltonian

dx OJH
— == 19.12
d = op’ ( )
dp JH
- =—— 19.13
dr dx ( )
si a ecuatiei
dz JH
= iy —_H
= P05 (1.3(0).p(0) ~ Ho.x0).p(0)
cu conditiile initiale
as
X(O) = X0, p(O) = a(oaxo)v Z(O) = S(07x0)7
astfel incat z(r) = S(¢,x(¢)). In cazul de fati,
JH
a—(l,x,p):a(t)x(l—)c)e”—bxefp7 (19.14)
p
JH
o (txp) =a(t) (1-20) " = 1) +b (e~ 1).
X
Sd cdutam mai intai o solutie T-periodica netriviald astfel Tncat x = 0 si
dp JH Cpyfap
—_—=—— =— - —1).
D 2 (1,0,p) = —(alr) —beP) ("~ 1)

Cu notatia p = log(1+ g), obtinem o ecuatie diferentiald Bernoulli care este
usor de rezolvat. Se obtine astfel solutia T-periodicd

e—bt—}—j'é a(s)ds

er (0) _ 1

+/0ta(5) exp (—b(t—s)_,_/sta(u)du) ds} 1>’

pr(t) = 10g<1 +

unde

1 —exp (—bT—i—fOTa(s) ds)

(0)=1lo T T
P 1+/0 a(s) exp (—b(T—s)—i—/‘Y a(u)du) ds
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Solutia periodici (0, p*(¢)) este instabild. Intr-adevir, notand x(f) = i(¢) si
p(t) = p*(¢) + p(¢) si liniarizand ecuatiile, se obtine

d(x\_ a(t)e?” ) —pe=r'() 0 . x
di\ p )\ 2a(t)(e”®-1) —a(t)e’ V) 4 pe=r®) p)

Multiplicatorii Floquet sunt

T X *
f= exp/ [a(r)e? V) — be™ P )dr
0

si 1/f, de unde si instabilitatea.
In al doilea rand, s cdutim o solutie T-periodicd netriviald astfel incat
p=0si
d JH
di: 3, (650 =a(x(1—x) —bx.

Aceasta este ecuatia campului mediu pentru modelul S-I-S. Singura solutie
T-periodica diferita de zero este

X1 = LEO) exp (bt— /0 ta(s)ds)
+/ exp( t—u)—/uta(s)ds)du]

1 —exp (bT — [T a(s) ds)

/O " a(u) exp <b(T— u) — / " as) ds> du

Solutia periodici (x*(¢),0) este, de asemenea, instabild. Intr-adevir, notand
x(t) =x*(t) +%(t) si p(t) = p(¢) obtinem prin liniarizare ci

d ( 7 > B ( a(t)[1 =2x*(t)] —b a(t)x*(t)[1 —x*(t)] +bx*(t) ) ( F )
da\p ) 0 —a(t)[1—2x*(t)]+b p )
Multiplicatorii Floquet sunt din nou inversi unul celuilalt, de unde si instabi-
litatea.

Reamintim din sectiunea 5.2 cd, intr-un mediu constant, existd o orbitd he-
teroclinicd in planul (x, p) care leagd punctele stationare (x*,0) = (1 —5b/a,0)
si (0,p*) = (0,log(b/a)) atunci cind a > b. Ne putem astepta la existenta

-1

cu

x(0) = (19.15)
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unei orbite heteroclinice (x(¢), p(¢)) care leaga solutiile periodice (x*(¢),0)
si (0,p*(¢)), cel putin pentru o amplitudine micd a perturbatiei periodice.
Aceastd orbita speciald poate fi obtinutd numeric prin metoda tirului si atunci
avem

€= /:J [ﬁ(’)?:(“f@»ﬁ(f)) —H(t.x(1), p(t)) | dr (19.16)

Metoda de perturbatie. Cind functia a(r) este o constantd ag, si notim

(%0(r), Po(1))
orbita heteroclinicd care leagd punctele stationare
(x*,0) = (1—">b/ao,0)
si

(0,[7*) = (0,10g(b/a0)).

Aceasti orbitd este astfel incit ag (1 —x)e? —b = 0, dupd cum se poate ob-
serva din expresia (19.3) a hamiltonianului. Utilizand aceastd ecuatie pentru
a exprima p in functie de x si Inlocuind rezultatul in ecuatia (19.12), obtinem

d
d—j =bx—apx(l —x).

Solutia este

1 a -
— (ao—b)(t—t9) 0 _ alao=b)(t—19)
0= e +a0_b(1 e )] .

Alegénd, de exemplu, x(79) = (1 —b/ap) /2, se obtine

1—b/ag 1 + elao—b)(t=r0)

o) = g - PO =8 b

Sa presupunem ca
a(t) = ao[l +€¢(1)]

cuag > b, € mic si ¢(¢) o functie T-periodica astfel incét

T
/ ¢(t)dr=0.
0
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Hamiltonianul poate fi scris sub forma
H(t7xap) = H()(X,p) +£H1(ta-x7p)7

unde Hy(x,p) este identicd cu expresia (19.3), cu exceptia faptului ci a(r)
este Tnlocuitd cu ag si unde

H(t,x,p) =ao¢(t)x(1—x) (e’ —1).

Avem
X(t) =xo(t) +exi(t)+---, plt) =po(t) +epi(t)+---
Deci,
__0H, .
(f)%(l,X(f),p(t))—H(l,X(f),p(t))
e ~ d)/C\o dx1 ~ o~
= S I s L —H
[Po+€p1+ ][dt +E ar + } 0(Xo0, Po)
__O0Hy, . . __0Hy, . . R
_SXIT;(t7x07PO)_8P1T;(I>XO>PO)_ng(laXOapO)+"'
__dxp o _[dxy O0Hy, . . __dx
= pp— —H ep | — ——=—(t £py—
po—, 0(Xo, Po) + € D1 [dt ap(ﬂ%ﬁo) +E€po o
dpo. . [JdHy, . .  dpo PR
= _ — (1 — | = H t
+e€ T EN [ e (t,X0, po) + i eH(t,X0, o) +
_dx R d . PN
:POTIO—HO(XO7P0)+£E(POXI)_ng(ta)COaPO)"_"'

Sd presupunem cd
co = b/ao —1 —log(b/ao).

Urmeaza ca

/:o [ﬁ@?;(fvf(f)vﬁ(t)) —H(t,f(t),ﬁ(z))] dt

+oo
~co—€ [ Hi(t,Xo(r),po(t))dt.

S& notdm al doilea membru cu I'(zp). Atunci

C ~ minI(fy)
fo
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pentru £ apropiat de 0. in cazul de fati, (1 —Xp)e”® = b/ag. Prin urmare,

F(to) =co—Eq t:olp(l)f()(l) [b/a() —1 —|—)/C\o(t)]dl

+oo e
:co+s(1*b/ao)[m ¢(to+u/(ao*b))md”~

Urmeazd ci I'(1) este o functie T-periodicd de fy cu proprietatea ci

T
/ [(to) dio = 0.
0

Sé considerdm dezvoltarea 1n serie Fourier a functiei ¢ (¢),
v i
o() =Y o,
k=—oo

cuQ =27x/T, ¢g = 0, deoarece media lui ¢ () este zero, si ¢_ = ¢; (numdrul
complex conjugat). Atunci

= ko, [T kow et
. _ 0 apy—b
T = o e(1 —bjao) T e [ e o an
+oo kn’Qb
_ 1— kiQry  do—
co+ & b/ao)k;wd)ke Sh(km)
- ag—b

(a se vedea anexa 19.5). In particular, daca
0(t) = cos (<),

atunci @11 = 1/2, iar ¢ = 0 in caz contrar. Astfel,

TQ Qf
Plto) = o + e 2220820 (19.17)
ap sh (aggb)
Reamintim ci sistemul perturbat este de forma
d JdH, JH d JH JH
t_ 270 L4 90 o (19.18)

da op Cap’ At ox  ox
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si ¢ Xp(¢) si po(t) depind doar de t — #o; deci functia Melnikov [23, §4.7.3]
este

. +eo ' 9H; J0Hy JH; dHy —~ ~
///(fo)—/_oo _—axap‘F@ax}(t;xo(t)aPO(f)) dt
[ G R S ea. o) ar

. +°<>'ng dxg JH; dﬁo — —~ .
= St Gy R0 R =~

Folosind (19.17), obtinem

T Q sin(Qip)

aosh (%)

Astfel, functia . (ty) ia valoarea 0 pentru to = k7 /Q (k intreg). Prin urmare,
orbita heteroclinicd existd cel putin pentru € mic.

Minimul lui I'(#9) in (19.17) se obtine pentru fo = T /2 dacd € > 0 si pentru
to = 0 daci € < 0: In ambele cazuri, are loc

M (to) =

Q€|
a()Sh (az?b)

pentru € apropiat de 0. Cand frecventa Q este micd (si perioada T mare),
astfel incat Q < ag, atunci (19.19) arata ca

Crco— (19.19)

Crco—|e|(1—b/ay), (19.20)

care este independentd de Q. Aceastd formuld este identicd cu cea obtinutd
prin inlocuirea a = ap(1 — |€|) in formula (5.12):

— iig— =2 1 _log 2 —|e|(1—bJag)+o(e
ao(1— [¢]) Ea(i—Te) ~ a g -~ lel(1=b/ag) +o(e)

pentru € apropiat de 0. Cum sh(x) > x pentru orice x > 0, putem observa ci
valoarea aproximativa a lui C data de formula (19.20) este Intotdeauna mai
mica decit cea data de formula (19.19).
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Limita de inalta frecventa. Presupunem acum ci Q > ag, iar ¢ (1) = cos(Qxr).
Sistemul (19.18) se scrie

dx o aHo p

o= a—p(x,p) +ap€ecos(Qr)x(1 —x)e

dp _ JHy »
5= —W(x,p) —apecos(Qr)(1—2x)(e? —1).

Urméand metoda lui Kapitsa [40, §30], fie

x(t) =X()+&(1),  plt) =P(1)+n(),

unde X si P sunt variabile lente, in timp ce & si 1 sunt oscilatii mici, dar
rapide. Termenii cu oscilatii rapide trebuie sa se echilibreze:

% ~ ape cos(Qr)X(1 - X)et, 62—7 ~ —apecos(Qr)(1 —2X) (e’ - 1).

Considerdnd X si P ca fiind constante pe parcursul perioadei scurte T =
2m/Q, se obtine

E(t) ~ %sin(m)x(l ~X)eP, n() ~ —%sin(ﬂt)(l —2X)(e” - 1).

Acest lucru sugereazd ca transformarea

€
x=X+ % sin(Q)X (1 — X)e?

2a2

ap€ . as€
p=P— Esm(Qz)(l —2X)(ef - 1)+&q>(z,x,1>),

unde functia ®(7,X,P) este aleasi astfel incit transformarea sd fie aproape
canonica [40, §45], adicd astfel incat parantezele Poisson sd satisfaca conditia

_dxdp Jdxdp 3 12
{op} = o555~ 3pax = | Ho(a/Q7). (19.21)
Deoarece
{x.p}
= [14+ % sin(@) (1 - 2X)¢F | |1— 22 sin(@r) (1 - 2X)eP + age” 9
B Q Q Q2 9P

202
- [% sin(Q)X(1-X)e’| {2“;28 sin(Qr)(e® — 1)+ “Ogaq’] ,
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conditia (19.21) se scrie

2,2 20
o H%E 2 ) op . GHE” 0D
{xap}_l_ﬁsln (Qz‘)(l—ZX) € —|—?78P

202
290 i (Q)X(1 = X)eP (& — 1) +0(a/Q%) = 1 + o(a /22).

Deci

‘;—f = sin’(Qr) [(1 —2X)%e® +2X(1 - X)eP (e — 1)].

Pentru a avea ®(7,X,0) = 0, trebuie sd alegem
®(1,X,P) =sin*(Qr) [(1 - 2X)* (e —1)/2+X(1 - X)(e" — 1)7] .
Functia generatoare de tipul al doilea F;(7,x,P) a acestei transformari [61,

capitolul 7], astfel incat

oF,
JP

JF
=X+o(ah/@), 5Z=ptola/).

este datd de
£
BOJJﬁZXP—%%ﬁMQQﬂI-@@P—U
2e?
+ ﬁ sin(Q1)x(1 —x)(1 —2x) (e —1).
Fie H(z,x,y) = h(t,X,P). Noul hamiltonian este
JdF,
h(t,X,P)+ —=.
( ) ) ) Jr at

in media pe o perioadi a acestui hamiltonian T = 27 /Q, al doilea termen se

anuleazd deoarece fOT aa—Flz dt = 0 si rdmane doar hamiltonianul efectiv

_ 1 T
A(XP) = /O h(1,X,P)d.

Un calcul laborios care utilizeazi faptul ci + fOT sin®(Qr)dr = 1/2 conduce la

202

_ €
AX,P)~X(1-eF) [ao(l —X)eP — b+ ;OF {—aoX(l —X)%e*+

+b(1=X)(1-2X)e’ —bX(1-X)(e" — 1) —b(1 —2X)2}
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Orbita heteroclinicd perturbatd se obtine impunind cé termenul dintre paran-
teze sd fie zero. Aceastd orbitd leaga (X3,0) de (0,P}), cu

% b(a() — b) 82 % ap (a() — b)82
X ~ (1—b/ao) [1 - 2O TE N P log(b/ag) + DTS
Actiunea de-a lungul acestei orbite heteroclinice este
0
C= [ PdX.
Xz
Un calcul de rutind duce in final la
N (ag—b)*e?

Deoarece functia u — (1 — u)?(1 +2u) este mai mici dect 1 pe intervalul

0 < u < 1, termenul de corectie pentru C este intotdeauna mai mic decat

2 o2
ag € . .. v
T2g2 care este mic deoarece  >> ag prin ipotezd. Asa cum era de asteptat,

o populatie supusa unei perturbatii de frecventd ridicatda depinde foarte putin
de amplitudinea € acestei perturbatii.

19.3 Calcule numerice

Multiplicatori Floquet. Valoarea proprie A; poate fi estimatd direct prin
calcularea multiplicatorilor Floquet ai ecuatiei principale (19.5) cu un software
precum Scilab, care rezolva numeric ecuatii diferentiale ordinare si calcu-
leazi valorile proprii ale matricelor. Intr-adevir, eMT este valoarea proprie
cu a doua cea mai mare parte reald, prima fiind 1. Putem apoi reprezenta
—log(—A1) in functie de N. Panta acestei curbe oferd o valoare aproximativi
a constantei C.

Orbita heteroclinici. Metoda tirului oferd orbita care leagd (x*(¢),0) de
(0, p*(t)), ludnd conditia initiald x*(0) datd de formula (19.15) si o valoare
negativi foarte micé pentru p(0). Variem aceasti valoare pand cind obtinem
o solutie (x(#), p()) care tinde si devind periodica, adicé cu x(¢) apropiindu-
se de O si p(kT) apropiindu-se de p*(0) pentru k mare (dar nu prea mare,
pentru a evita instabilitatea numericd). Se poate folosi apoi integrala (19.16)
pentru a calcula numeric constanta C.



316

Metoda cu ecuatia diferentiala partiala. Se poate calcula, de asemenea,
o solutie periodicd S*(¢,x) a ecuatiei Hamilton-Jacobi (19.2) folosind metode
numerice din teoria solutiilor de vascozitate. De exemplu, fie At pasul tem-
poral si Ax pasul spatial. Fie S”! o aproximare a lui S(mAt, jAx), unde j si m
sunt numere intregi astfel incit m > 0si 0 < j < J cuJ = 1 /Ax. Putem folosi
schema de tip Godunov

gl _gm §m_gm §gm _gm
J J Af. i J Jj—1 Y+l i\ _
A + (m t, jAx, A A 0,

unde hamiltonianul numeric J#(¢,x, p~, p™) este dat de

_ min{H(¢,x,p); p- <p<pT} daci p <pt,
H(t,x,p7,p") = { ma)i{H((t,x,llja));11)7+ <1;7 gl;’}} daci 2* < Z’.
Deoarece H(z, x, p) este convexd in raport cu p, cea de-a doua expresie, care
utilizeazd un maxim, este egald cu max{H(r,x,p"),H(t,x,p”)}. In ceea
ce priveste prima expresie, care utilizeazda un minim, observam cu ajutorul
ecuatiei (19.14) ca H(z,x, p) are un minim in raport cu p atunci cind 3—;1 =0,
adica atunci cand

p=pi= llog _b
2 Ca(t)(1—x)

Prin urmare,

H(t,x,p*) daci p~ <p* <pf,
min{H(r,x,p); p~ <p<p*} =9 H(t,x,p") daci p*<p <p?,

H(t,x,p*) dacd p~ <p'<pT.
Pentru conditiile la frontierd, se iau Sff = 0 si (Sf' —S}",)/Ax =K, cu o
valoare mare pentru K. Pasul de timp At trebuie sd fie suficient de mic in
comparatie cu Ax. Drept conditie initiala a fost luatd

S(0,x) =xlog(b/ag) +x+ (1 —x)log(1 —x),
adicd solutia stationara regulatd atunci cand functia a(t) este inlocuiti cu me-

dia sa temporald. Odatd ce solutia problemei nestationare a ajuns la un regim
periodic, putem estima

C= rrltinS*(t,0+) —minS*(z,x).

t,x
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Exemplu. Sa presupunem cd
a(t) =ap(l +ecos(2mt/T))

cu T =1 sdptdimand. Sd ludm mai intdi in considerare cazul In care ap = 20
pe sdptamana si b = 5 pe sdptimand. Durata medie a infectiei este de 1/b =
1,4 zile. Astfel, Zy = ao/b=4>1sico=b/ag—1—1log(b/ag) ~ 0,636.
Figura 19.2 prezintd —log(—A,) 1n functie de N pentru € = 0,2, 0,5 sau 0,8
si N =10, 20, ..., 60, calculate cu ajutorul multiplicatorilor Floquet. Liniile
corespund unor regresii liniare ale ultimelor 3 puncte N = 40, 50, 60. Pantele
acestor linii, care dau estimari ale lui C, sunt 0,524, 0,364 si 0,225 pentru € =
0,2,0,55i0,8.

607 —10g(-)
501
40+
301
201

10+

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 19.2: Calculul multiplicatorilor Floquet ai ecuatiei principale: —log(—A;) in
functie de N pentru € = 0,2, 0,5 sau 0,8 si N = 10, 20, ..., 60. Numadrul C reprezinta
panta acestor drepte. Valorile parametrilor: T =1, ag =20, b = 5.

In acest exemplu, parametrii ag si Q = 27/T sunt de acelasi ordin de
marime; acesta este deci un caz de frecventa intermediara. Prin urmare, este
de asteptat ca formula (19.19) sd ofere o bund aproximare pentru C atunci
cand € este mic. Figura 19.3 prezintd urmaitoarele curbe 1n functie de € pentru
0<e<1:

e calculul lui C cu orbita heteroclinici si calculul lui C cu ecuatia Hamilton-
Jacobi folosind Ax = 0,002 si Ar = 0,0002 (aceste prime doua curbe
sunt aproape imposibil de distins);

* valorile lui C obtinute in figura 19.2 (de observat cum se incadreaza pe
cele doua curbe anterioare);
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 formula de aproximare (19.19);
* aproximatia de joasa frecventd (19.20).

Se poate observa cd formula (19.19) furnizeaza o bund aproximare a Iui C
chiar si atunci cand € este doar moderat de mica.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 i

Figura 19.3: Frecventa intermediard: numarul C calculat cu ajutorul orbitei heterocli-
nice [linie continud] sau a ecuatiei Hamilton-Jacobi [linie punctatd cu linii lungi] (cele
doud curbe sunt aproape imposibil de distins), multiplicatorii Floquet ca in figura 19.2
[puncte], formula aproximativa (19.19) [linie punctata cu linii scurte] si formula de
joasd frecventd (19.20) [linie mixtd], in functie de €. Aceleasi valori ale parametrilor
cain figura 19.2.

Figura 19.4 prezinti o solutie periodici in timp S*(#,x) a ecuatiei Hamil-
ton-Jacobi, reprezentatd in functie de x pentru diferite valori ale 7, cdnd € =
0,5. De observat discontinuitatea solutiei in x = 0. Un zoom 1n apropierea x =
0 ar ardta cd S*(¢,0™) este intr-adevdr periodicd In timp, astfel incat conditia
la frontierd S*(#,0) = 0 poate fi satisfacutd doar intr-un sens slab.

Figura 19.5 prezintd un exemplu de Tnaltd frecventd: ay = 2 pe sdptdmana
si b =1 pe siptimand. Atunci Zy =2 si co ~ 0,1931. In acest caz, Q ~
6,28 pe sdptamind este ceva mai mare decit ag. Numirul C este calculat
folosind orbita heteroclinicd si formula de Tnalta frecventd (19.22) in functie
de € pentru 0 < € < 1. Acordul intre metode este bun pe intreaga gama
de valori ale lui €. In cele din urmi, figura 19.6 prezinti orbita care leagi
(x*(1),0) de (0, p*(r)) pentru aceleasi valori ale parametrilor, cu € = 0, 1.
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01 S*(t, x)
-0.4

—0.21
-0.3\,
-0.4]
-0.5]
-0.6]

-0.7

Figura 19.4: O solutie periodicd in timp S*(z,x) a ecuatiei Hamilton-Jacobi, reprezen-
tatd ca functie de x pentru 7 = O [linie continui], r = T/4 [linie punctati cu linii lungi],
t = T/2 [linie punctatd cu linii scurte] si # = 3T/4 [linie mixtd]. Aceleasi valori ale
parametrilor ca in figura 19.2 si € = 0,5.

0.1935 1
0.193 4
0.1925 4
0.192 4
0.1915 4
0.191+
0.1905 +

0.19
0.1895 +
0.189 4
0.18850

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 19.5: Regimul de inaltd frecventd: C calculat folosind orbita heteroclinicd
[linie continud] si formula de 1naltd frecventd (19.22) [linie punctatd] in functie de €.
Valorile parametrilor: T=1,a9=2,b = 1.
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Figura 19.6: Componentele ¢ — X(¢) si ¢ — p(t) ale orbitei heteroclinice (x(¢), p(¢))
care leagi cele doud solutii periodice (0, p*(z)) si (x*(¢),0). Aceleasi valori ale para-
metrilor ca n figura 19.5 si € = 0,1.

19.4 Observatii

 Estimadri mai precise pot fi obtinute cu ajutorul solutiei BKW rafinate

ﬂn(l‘) 7NSO (#,n/N)— S](l,n/N)_

Prin introducerea

2
nm(r)zex;)( NSo(e./N) — 22 (11/N) — 21 5 1./N)

~Sifen/N) - B /N))

si a unei expresii similard pentru 7, (¢) in ecuatia (19.6), si separarea
termenilor de grad superior, obtinem ecuatia Hamilton-Jacobi (19.8)
pentru Sy(t,x) si ecuatia de transport

a5
or

_ 2
— alt)e 7" [1—2x+ *1 )80} +be P {—1+xaso}

NN ——

2 o0x? 2 dx2
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pentru S;(z,x). Functiile So(¢,x) si S;(¢,x) trebuie si fie calculate nu-
meric.

* Fie functia generatoare

cu 0 <x< 1. Atunci g(¢,1) = 1 pentru orice . Un calcul simplu
pornind de la sistemul (19.5) aratd ca

% =(1—x) <b+ a(&)x —a(t)x) %8 + @xz(l —X) =~

dx N
pentru 0 < x < 1. In regim cvasi-stationar, ne asteptim ca g(t,x) =
14+eMy(t,x) cu w(r,x) periodicd in 7, w(r,1) = 0 si

oy _ ax NV ) o
MY+ 3 =(1—x) (b—i— N —a(z)x> I + N (I—x) R

Astfel, A; este, de asemenea, cea mai mare valoare proprie diferitd de
zero a acestei probleme parabolice. Aceasta ar putea fi o modalitate de
a demonstra mai riguros rezultatele asimptotice referitoare la A; pentru
N mare.

* Daci se pune P,(t) = £(t,x), cu x = n/N si se efectueazi o dezvol-
tare Taylor de ordinul 2 a ecuatiei principale (19.5), se obtine ecuatia
Fokker-Planck sau ecuatia de difuzie

0P d
- == l(a(x(l —x) ~ bx) 7]
1 92
+ﬁﬁ [(a(t)x(l —x)+bx) ‘@] .

In mod similar, daci se pune pentru timpul mediu de extinctie 7, (f) =
7(t,x), unde x = n/N, sistemul (19.11) conduce la problema adiacenta

ot ot 1 ’t
—1 ==+ (a(t)x(1 —x) —bx) =— + —— (a(t)x(1 —x) + bx) = .
(a1 = 2) = bx) 5+ 5 (a0 =) +5x) 5
Cu toate acestea, chiar si 1n cazul coeficientilor independenti de timp,
aceste ecuatii nu furnizeaza valoarea corectd a lui C; valoarea tinde sd
fie corectd numai atunci cind reproductivitatea %, este apropiati de 1.



322

* Deoarece timpul mediu pani la extinctie este T ~ e“N, se poate spune,

simplificand, ci acest timp este mic daci N < 1/C si mare dacd N >
1/C. Numirul 1/C aminteste astfel de notiunea de mérime criticd a
unei comunitdti, ,,populatia prag sub care un agent cauzator de boli nu
poate persista local Tn timp fard o sursad externd de cazuri contaminate”
[33]. De retinut insd cd in modelul S-I-S nu exista un prag real, adicd
o bifurcatie, atunci cand mérimea N populatiei variaza. Acest fenomen
este destul de diferit de cel care distinge cazul subcritic (ap < b) de
cazul supercritic (ag > b), unde existd un prag real.

19.5 Anexa

Sa demonstram ca

—+oo u
ilu € B 717}1,
/700 e ) (19.23)

in primul rand, e*/(1 +e*)? = 1/(4ch?(u/2)) este o functie pard. Acest lu-
cru, combinat cu o integrare prin parti, aratd ca

u

et o [ eos(u) ——
./ﬂoe (e u= /0 cos( u)(1+e")2 u

_ tee +o0 4 o
5 { cos(lu)} _2/ A sin(Au) i
L+e* |, 0 14"

+oo
_1—21/ e sin(Au)
1+eu

Dezvoltand 1/(1+e") in serie, obtinem

+-oco l eu —+oo o0
/ eM———du=1-24 Z(—l)"/ e~ DU sin(Au) du

e (1+4eu)2 0
=14272 Z 17)n+1
“ A2+ (n4+1)2

Suma acestei serii se poate calcula ludnd z = izA in formula lui Euler [76]

1 1 = 2z
-z S L —
sinz  z +,§’1( ) 22 —n?n?



Capitolul 19 323

adevaratd pentru orice numar complex z astfel incat z # nx (n intreg). Din
sin(ird) = ish(zwA ), obtinem

sh(mA)

+oo n
_ vy (=1
=1+2A n;/l s

de unde concluzia.
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