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Prefat, ă

„De aceea aces, ti oameni, care pînă de curînd
dispret,uiau limba romanilor, începeau să se pasio-
neze acum pentru elocvent,a acestora. [...] Astfel,
aces, ti oameni, în lipsa lor de experient, ă, considerau
aceasta drept civilizat,ie, des, i nu era decît o parte din
robie.”

Tacitus,
Despre viaţa şi caracterul lui I. Agricola [72]

Modelarea epidemiilor a devenit o problemă de actualitate odată cu de-
butul pandemiei din 2020 cauzate de noul coronavirus, not,iuni tehnice pre-
cum parametrul R0 apărând atunci în discursul factorilor de decizie politică.
Problema sezonalităt,ii a fost pusă începând cu cel de-al doilea val epidemic,
dificultatea de a obt,ine previziuni fiabile nescăpând nimănui.

Există, în esent,ă, două abordări în ceea ce prives, te modelarea epidemii-
lor. Cea dintâi se bazează pe modele matematice relativ simple, acestea având
două avantaje. Primul este că modelele respective pot fi analizate matematic,
astfel încât poate fi înt,eles ceea ce se petrece indiferent de valorile parame-
trilor. Al doilea este că parametrii, care sunt foarte put,in numeros, i, pot fi
estimat,i cu precizie rezonabilă plecând de la date epidemice reale. Acest lucru
poate fi folosit pentru a face predict,ii sau pentru a estima consecint,ele diferi-
telor politici de sănătate publică dintre care se dores, te să se aleagă. Această
abordare este cea mai veche: a se vedea, de exemplu, capitolele 5, 14 s, i 18
din [10] care prezintă, respectiv, modelul lui Daniel Bernoulli pentru variolă,
modelul lui Ross pentru malarie s, i modelul general al lui Kermack s, i McKen-
drick. Ea poate fi însot,ită de simulări pe calculator, ceea ce evident nu a fost
cazul pentru aceste exemple istorice.

A doua abordare se bazează pe modele „complexe”, care pot fi simulate
dar despre care nu se poate afirma nimic cu certitudine, doar aparit,ia calcula-
toarelor rapide făcând posibilă această abordare. Unele dintre aceste modele
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au un număr mare de ecuat,ii s, i parametri, fapt care le face din ce în ce mai re-
aliste. Totus, i, din acest motiv, este nevoie să fie fixat,i a priori mult,i parametri,
adesea cunoscut,i doar într-un mod foarte aproximativ, înainte de a se încerca
să se estimeze alt,i parametri cu ajutorul datelor epidemice. Ecuat,iile în sine
au uneori o formă „matematică”, cum ar fi ecuat,iile diferent,iale, alteori o
formă „informatică”, cum ar fi regulile urmate de „agent,i”. Această distinct,ie
nu este însă esent,ială, deoarece ecuat,iile matematice sunt, de asemenea, co-
dificate într-un program de calculator. De ret,inut că, în general, rezultatele
modelului nu pot fi reproduse dacă programul de calculator nu este disponibil
în mod gratuit. Unele dintre aceste modele au doar un număr mic de para-
metri, dar caracterul lor stocastic s, i spat,ial le face foarte dificil de analizat:
trebuie să ne mult,umim cu simulări.

Această carte este o introducere în modelarea matematică a epidemiilor în
sensul primei abordări. Accentul este pus în principal pe analiza matematică,
dar există s, i câteva estimări ale parametrilor pentru epidemii reale cu transmi-
tere directă (coronavirus, rujeolă...) sau cu transmitere prin intermediul unui
vector insectă (ciumă, leishmanioză, chikungunya, ...). Put,ine cărt,i în limba
franceză au fost dedicate modelării epidemiilor. Există doar câteva capitole
izolate, de exemplu în [1, 2, 10, 17, 22, 31, 32, 35, 44, 64, 75], prima lucrare
de modelare matematică a unei epidemii, cea a lui Daniel Bernoulli, fiind
totus, i publicată în limba franceză. Pentru abordarea modelelor „complexe”,
se poate consulta, de exemplu, [66].

Un concept relativ central este cel de „reproductivitate”, notat cu R0. Pen-
tru a simplifica, acesta este numărul mediu de cazuri secundare infectate de
fiecare dintre primele cazuri la începutul unei epidemii. De exemplu, în cazul
R0 = 2, o persoană infectează alte două persoane, care apoi infectează fiecare
alte două persoane s, i as, a mai departe, ceea ce duce la o progresie geometrică,
adică exponent,ială, a numărului de cazuri. Deoarece este vorba de o medie,
numărul R0 nu este de obicei un număr întreg. Epidemia se poate dezvolta
numai dacă R0 > 1.

Există o not,iune similară în demografie: nas, terile sunt analogii ale infect,i-
ilor, iar decesele sunt analogii ale tratamentelor. Numărul R0 reprezintă deci
raportul dintre nas, terile din două generat,ii succesive. Analogia între acest R0
demografic, care este mai vechi (lucrarea lui Böckh din anii 1880 [16]), s, i
corespondentul său epidemiologic a fost făcută abia mai târziu. Din punct de
vedere matematic, acestea pot fi comparate s, i cu parametrul critic al proce-
sului de ramificare sau al procesului Bienaymé-Galton-Watson, de asemenea
cu o istorie complicată [10].

Notat,ia R0, devenită clasică, se datorează lui Lotka (1880–1949), care
o numes, te reproductivitate (mai exact reproductivitate netă, „reproductivité
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nette”) în cartea sa de demografie matematică publicată în limba franceză
la Paris în 1939 [46]. Acest termen rar, derivat din cuvântul reproduct,ie, a
apărut în jurul anului 1832, desemnând „proprietatea de a produce alte cor-
puri asemănătoare cu sine însus, i, inerentă corpurilor vii” [62]. Prin urmare,
Lotka1 schimbă put,in sensul, luând ca definit,ie numărul care măsoară canti-
tativ această proprietate. De ret,inut că la Congresul internat,ional al populat,iei
de la Paris din 1937, Lotka vorbea încă de „indicele lui Böckh R0” [45]. Ter-
menul „reproductivitate” apare în dict,ionarul Littré s, i în Trésor de la langue
française, dar nu s, i în majoritatea dict,ionarelor actuale. Am considerat că este
oportun să folosim acest termen în locul „ratei reproductive de bază” utilizate
în epidemiologie sau a „ratei nete de reproducere” utilizate în demografie.
Cuvântul „rată” este într-adevăr ambiguu. În majoritatea cazurilor, acesta se
referă la una dintre următoarele posibilităt,i:

• o mărime a cărei dimensiune este inversa unui timp, cum ar fi ratele de
cres, tere, de natalitate sau de dobândă, care sunt date pe an; aceste rate
capătă o valoare diferită dacă se schimbă unitatea de timp;

• un procent, între 0 s, i 1, fără dimensiune, ca în cazul ratei s, omajului sau
al ratei de abt,inere.

Confuzia dintre cele două provine din faptul că unitatea de timp „pe an” este
adesea implicită în primul caz. Numărul R0 nu corespunde însă nici unuia
dintre aceste două cazuri: este un număr adimensional, care poate fi mai mare
sau mai mic decât 1. De aceea, unii autori preferă expresia „număr reproduc-
tiv”. Cu toate acestea, expresia „rată de reproducere” s-a răspândit, în special
în Frant,a, întrucât înstrăinarea lingvistică pervazivă nu favorizează reflect,ia
terminologică. Această carte oferă o oportunitate de a încerca să corectăm
această situat,ie, mai ales că există un termen bine formulat care este s, i terme-
nul original. Prin urmare, în cele ce urmează, vom folosi „rată” doar pentru a
desemna un parametru a cărui dimensiune este inversul unui timp, în timp ce
R0 va fi „reproductivitate”.

Interesul asupra acestei not,iuni de reproductivitate este dublu. Pe de o
parte, va fi arătat că, pentru mai multe modele relativ simple cu coeficient,i
constant,i, mărimea finală a unei epidemii, adică numărul total de persoane
afectate de boală, depinde în mod esent,ial doar de doi parametri: mărimea
populat,iei s, i reproductivitatea acesteia. Cum reproductivitatea poate fi esti-
mată de la începutul unei epidemii, acest lucru dă impresia că, teoretic vor-
bind, ar fi posibil să se prevadă mărimea unei epidemii, cel put,in în cazul cel

1Lotka era cetăt,ean american, dar a crescut în Frant,a. Limba sa maternă era franceza, mama
sa fiind de origine alsaciană. În ceea ce prives, te viat,a lui Lotka, pot fi consultate [73, 77, 78]
sau [10, capitolele 17 s, i 24].
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mai defavorabil în care nu se face nimic ca epidemia să fie oprită. În prac-
tică este evident mult mai complicat [38], principala problemă fiind faptul că
trebuie presupus că populat,ia se amestecă omogen.

Reproductivitatea R0 este de asemenea legată de efortul necesar pentru a
preveni o epidemie sau a eradica o endemie, adică o boală care este prezentă
pe termen lung. În multe modele, acest lucru necesită împărt,irea contactelor
cel put,in cu R0 sau împărt,irea populat,iei susceptibile de a contracta boala
cu R0, ceea ce se poate face prin vaccinarea unei fract,iuni 1 − 1/R0 din
populat,ie. De exemplu, cu R0 = 2,5, găsim 1− 1/R0 = 60%. Cunoas, terea
lui R0 ne permite astfel să estimăm numărul minim de doze de vaccin ne-
cesare pentru a obt,ine imunitatea colectivă. Reproductivitatea ajută astfel la
explicarea motivelor pentru care unele boli sunt mai greu de eradicat decât
altele, chiar s, i prin vaccinare: reproductivitatea lor este deosebit de ridicată.
Acesta este cazul rujeolei, pentru care estimările plasează R0 între 15 s, i 20,
ceea ce duce la o acoperire vaccinală minimă necesară de aproximativ 95 %,
o cifră greu de atins.

Din punct de vedere matematic, ne dăm seama rapid că reproductivitatea
R0, dincolo de lipsa de complexitate aparentă a definit,iei sale pentru mode-
lele cele mai simple, nu poate fi definită în mod rezonabil pentru modele cu
o structură mai realistă decât ca valoare proprie a unei anumite matrice sau
a unui anumit operator. Instabilitatea populat,iei după introducerea câtorva
cazuri infectate este într-adevăr, în mod obis, nuit, o problemă de valori pro-
prii. Punctul de plecare al activităt,ii noastre în domeniul epidemiologiei ma-
tematice a fost constatarea confuziei care exista în ceea ce prives, te definit,ia
reproductivităt,ii în cazul foarte comun în care sezonalitatea juca un rol în
transmiterea bolii, în special în cazul bolilor de iarnă din Europa s, i al bolilor
transmise de insecte din Africa. În acest sens, specialis, tii puteau fi împărt,it,i,
în linii mari, în două grupuri.

În primul dintre acestea se aflau cei înclinat,i spre matematică, familiariza-
t,i cu ideea că, într-un model cu coeficient,i periodici, stabilitatea depinde de un
singur număr, de exemplu multiplicatorul Floquet dominant [15, capitolul 9]
în cazul sistemelor de ecuat,ii diferent,iale. Cu toate acestea, „numărul mediu
de cazuri secundare” depindea, în mod evident, de sezon. Sfatul acestora a
fost, prin urmare, să se renunt,e la not,iunea de R0 în cadrul periodic.

În celălalt grup se aflau cei înclinat,i spre statistică s, i aplicat,ii în epidemio-
logie. Aces, tia nu au ezitat să vorbească de un R0 sau R care variază zilnic,
săptămânal sau lunar, pentru a-l calcula prin înghet,area valorilor parametri-
lor (astfel încât tehnica să poate fi aplicată s, i sistemelor ai căror coeficient,i
variază în timp fără a fi periodici), s, i a-l reprezenta grafic în funct,ie de timp
(de exemplu, pentru epidemia de coronavirus din 2020) sau pentru a alcătui
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hărt,i lunare de risc, în special pentru bolile transmise prin vectori s, i legate de
schimbările climatice. Cu toate acestea, vom prezenta în sect,iunea 18.2.4 un
exemplu în care sistemul ar părea să se îndrepte spre stingerea epidemiei în
fiecare moment dacă i-am înghet,a coeficient,ii, dar în care epidemia continuă
să apară.

Prin urmare, am încercat să-i convingem pe aces, ti colegi că reproduc-
tivitatea poate fi într-adevăr definită pentru modelele periodice cu păstrarea
rigorii matematice:

• R0 este valoarea proprie a unui anumit operator pe un spat,iu de funct,ii
periodice;

• Este un număr care nu depinde de timp;

• Dacă este dorit un indice al riscului epidemic care să varieze în funct,ie
de anotimpuri, atunci probabilitatea de extinct,ie este mai potrivită decât
cea propusă până acum.

Dacă primul grup ment,ionat mai sus pare acum a fi în mare parte convins, ma-
joritatea specialis, tilor din cel de-al doilea grup continuă să folosească „R0”în
mod defectuos din punct de vedere matematic. Această utilizare pare să aibă
s, i un caracter oarecum tautologic: nu este mai bine să spunem că numărul
săptămânal de cazuri a crescut cu atâtea procente fat,ă de săptămâna prece-
dentă, un lucru adevărat pe care toată lumea îl poate înt,elege, decât să spu-
nem că R0 sau R are ca valoare un anume număr mai mare decât 1, în ziua
cutare sau cutare? Această a doua afirmat,ie nu numai că are o bază matema-
tică îndoielnică, dar este adesea însot,ită de o precizie exagerată de două cifre
după virgulă, o gres, eală care a fost descrisă ca fiind „pseudo-s, tiint,ifică” [42,
p. 234].

Diversele capitole ale acestei cărt,i corespund unor articole publicate în
ultimii cincisprezece ani, ale căror referint,e exacte pot fi găsite pe site-ul
www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer. De asemenea, au fost incluse unele re-
capitulări, în special în primele capitole. Un rezumat aflat la începutul fie-
cărui capitol oferă o idee despre scopul principal al capitolului respectiv. Cu
except,ia primei părt,i, cartea a fost în principal o oportunitate de a reveni asu-
pra unor întrebări clasice din epidemiologia matematică, dar într-un cadru
periodic s, i în lumina noii definit,ii propuse pentru reproductivitatea R0. Prin
urmare, acesta nu este un curs în sensul tradit,ional. Există o oarecare repetit,ie
între capitole. Cu toate acestea, avantajul este că fiecare capitol poate fi ci-
tit relativ independent de celelalte. Materialul este, de asemenea, destul de
nou s, i nu va fi găsit în nicio altă carte. Bibliografia a fost revizuită pentru a
păstra doar ceea ce este cu adevărat util pentru înt,elegerea textului. Un efort

http://www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer
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deosebit a fost făcut pentru a indica sursele în limba franceză. Progresele în
domeniul traducerii automate au făcut deja posibilă renunt,area la uniformi-
tatea lingvistică actuală [8]. Capitolele au fost grupate în funct,ie de temă s, i
nu în ordine cronologică. Unele capitole sunt scrise într-un stil matematic, cu
propozit,ii s, i demonstrat,ii bine definite, altele sunt mai put,in riguroase.

Prima parte se referă la modelele cu coeficient,i constant,i sau constant,i
pe port,iuni. Această parte poate fi utilizată ca o introducere în modelarea
epidemiilor, deoarece include, de exemplu, modelul S-I-R al lui Kermack s, i
McKendrick, studiul mărimii finale a epidemiei s, i modelul S-E-I-R. Primele
două capitole se concentrează asupra problemei neglijate a estimării datei
vârfului epidemic. Capitolul 3 propune o definit,ie a reproductivităt,ii R0 ca o
rată asimptotică de cres, tere pe generat,ie. Capitolul 4 se concentrează asupra
începutului epidemiei de coronavirus din Frant,a, încercând în acelas, i timp să
obt,ină formule generale pentru situat,ia în care rata de contact suferă un salt
brusc în urma unei izolări. Capitolul 5 serves, te ca o introducere în modelele
epidemiologice stocastice.

Pornind de la aceste elemente de bază, pot fi construite un număr mare
de modele, al căror grad de rafinare depinde de întrebarea practică adresată,
de disponibilitatea datelor s, i de caracteristicile biologice s, i sociale ale bolii
infect,ioase. De exemplu, populat,ia poate fi stratificată în funct,ie de vârstă,
de sex (pentru bolile cu transmitere sexuală), de grupurile de risc sau de re-
giune. În cele ce urmează, va fi acordată o atent,ie specială rolului caracterului
sezonier.

A doua parte se ocupă de modelele deterministe cu coeficient,i periodici.
Caracterul sezonier este într-adevăr evident pentru multe epidemii. Este rea-
lizat un studiu detaliat al parametrului R0 în cazul periodic. Sunt prezentate,
de asemenea, studii privind chikungunya în Réunion, leishmanioza în Maroc
s, i o epidemie istorică de ciumă în India. Ultimele trei capitole ale acestei
părt,i se ocupă de mărimea finală a unei epidemii, din nou în cazul periodic.

A treia s, i ultima parte se ocupă de modelele stocastice cu coeficient,i pe-
riodici. Discut,ia se învârte în principal în jurul calculării probabilităt,ii de
extinct,ie a unei epidemii. Este prezentată o aplicat,ie la cazul rujeolei în
Frant,a. Ultimul capitol se referă la timpul necesar pentru ca o epidemie să
se stingă. Trebuie remarcat faptul că aceste două teme au fost studiate s, i în
cazul în care mediul nu este periodic, ci aleatoriu [4, 5, 6, 7, 9].

Le mult,umesc colegilor fără de care multe dintre aceste capitole nu ar fi
fost posibile: Souad Guernaoui s, i El Hadi Ait Dads în Marrakech, Rachid
Ouifki în Stellenbosch, Africa de Sud, Xamxinur Abdurahman în Ürümqi,
China, Gabriela Gomes, Carlota Rebelo s, i Alessandro Margheri în Lisabona,
Hisashi Inaba în Tokyo, Claude Lobry în Nisa, Tewfik Sari în Montpellier s, i
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Frederic Hamelin în Rennes. Unele dintre aceste colaborări au fost posibile
datorită finant,ării din partea Institutului de cercetare pentru dezvoltare (Insti-
tut de recherche pour le développement). Unele părt,i ale cărt,ii au fost predate
în Marrakech, Tlemcen în Algeria s, i Tokyo, pentru care le mult,umesc, de
asemenea, lui Ali Moussaoui, Hiroshi Nishiura s, i, din nou, lui Hisashi Inaba.
Programul informatic „gtexfix”, scris de Dmitri R. Gulevici din Sankt Peters-
burg, a facilitat traducerea acestei cărt,i.
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Partea I

Modele epidemiologice cu
coeficient, i constant, i



Capitolul 1

Modelul S-I-R

Studiem comportamentul asimptotic, atunci când mărimea popu-
lat,iei este mare, al timpului necesar pentru ca o epidemie mode-
lată de un sistem diferent,ial de tip S-I-R să atingă vârful.

1.1 Ecuat, ii

Să considerăm o populat,ie de mărimea N supusă unei boli contagioase:

• notăm S(t) numărul de persoane susceptibile de a fi infectate la mo-
mentul t; în general, se vorbes, te despre „persoane susceptibile”, des, i
adjectivul poate fi confundat cu celălalt sens, „us, or de ofensat”;

• notăm I(t) numărul de persoane infectate;

• R(t) este numărul de persoane eliminate din calea transmiterii prin izo-
lare, recuperare sau deces; se presupune că persoanele recuperate sunt
imune s, i că îs, i păstrează imunitatea fără limită de timp.

Astfel,
N = S(t)+ I(t)+R(t)

reprezintă populat,ia totală. Diferitele clase de indivizi se mai numesc s, i com-
partimente (fig. 1.1), dar aceasta nu înseamnă că sunt separate fizic: ele rămân
în contact în cadrul aceleias, i populat,ii.

Se presupune că populat,ia totală este constantă s, i suficient de mare pentru
a fi rezonabil să se modeleze epidemia ca un sistem diferent,ial mai degrabă
decât ca un proces stocastic. Într-adevăr, atunci când numărul de indivizi este
suficient de mare, se poate uita cumva că acest număr trebuie să fie un număr
întreg s, i se poate pretinde că acesta variază continuu. De asemenea, putem
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uita pentru moment de efectele întâmplării la începutul epidemiei, când nu-
mărul persoanelor infectate este încă mic. Vom reveni asupra acestor aspecte
în capitolul 5 s, i în a treia parte a cărt,ii.

S I R

Figura 1.1: Compartimentele modelului S-I-R.

Rata efectivă de contact este notată ca a (a > 0). Este produsul a două
numere: numărul de contacte pe unitate de timp s, i probabilitatea de transmi-
tere în timpul unui contact între o persoană neinfectată s, i o persoană infectată.
Unitatea de măsură a ratei a este, prin urmare, inversul unui timp, în confor-
mitate cu regula aleasă pentru utilizarea cuvântului „rată”.

Rata la care indivizii părăsesc compartimentul I s, i intră în compartimen-
tul R este notată ca b (b > 0). Cu alte cuvinte, fiecare individ din comparti-
mentul I are o probabilitate bdt de a se muta în compartimentul R în timpul
fiecărui mic interval de timp dt. Aceasta implică faptul că timpul petrecut în
compartimentul I este o variabilă aleatoare distribuită conform unei distribut,ii
exponent,iale cu parametrul b, media

∫ +∞

0
e−bx dx =

1
b
.

Acest lucru poate părea nerealist, dar simplifică prezentarea. Cazul distri-
but,iilor generale va fi discutat în mai multe rânduri, începând cu sect,iunea
3.2.

Se presupune că toate contactele sunt aleatorii, astfel încât, atunci când
o persoană neinfectată întâlnes, te o altă persoană, probabilitatea ca acea per-
soană să fie infectată este egală cu I/N, proport,ia de persoane infectate din
populat,ie. Prin urmare, fiecare persoană din compartimentul S are o probabi-
litate a× (I/N)× dt de a fi infectată pe parcursul unui mic interval de timp
dt.

Toate aceste ipoteze conduc la faimosul model S-I-R al lui Kermack s, i
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McKendrick (1927) [10, capitolul 18] pentru o epidemie:

dS
dt

=−aS
I
N
, (1.1)

dI
dt

= aS
I
N
−b I, (1.2)

dR
dt

= b I. (1.3)

Acest model este de fapt o versiune simplificată a modelului original. Iar
modelul original permitea orice distribut,ie pentru timpul petrecut în compar-
timentul I.

Se consideră condit,iile init,iale

S(0) = N− I0, I(0) = I0, R(0) = 0, (1.4)

cu 0 < I0 < N. Numărul I0 este în general foarte mic în fat,a numărului N,
care este notat ca I0 ≪ N.

Un exemplu este detaliat în figura 1.2. S-a utilizat software-ul Scilab
s, i funct,ia sa pentru solut,ionarea numerică a sistemelor diferent,iale cu N =
65 × 106 (populat,ia Frant,ei), I0 = 1, a = 1/2 pe zi s, i b = 1/4 pe zi. La
începutul epidemiei, o persoană infectată infectează în medie o persoană la
două zile (1/a). Durata medie a infect,iei 1/b este de 4 zile. Reproductivitatea
R0 este, în acest caz foarte simplu, numărul mediu de cazuri secundare pe
care o persoană infectată le infectează la începutul epidemiei, adică produsul
a× (1/b). Astfel,

R0 =
a
b
,

ceea ce dă R0 = 2.
De notat că λ = a− b este rata de cres, tere a epidemiei în primele sale

etape, deoarece atunci avem S(t)≈ N s, i

dI
dt

≈ (a−b) I.

Prin urmare, numerele I(t) s, i R(t) cresc la început ca eλ t . Rata λ poate
fi estimată pe baza datelor epidemiologice, de exemplu prin reprezentarea ç
pe o scară logaritmică s, i măsurarea pantei. În cazul în care durata medie a
infect,iei 1/b este cunoscută, fie pentru că este vorba de o boală înregistrată
anterior, fie, în cazul unei boli noi, prin observarea atentă a unui număr de
cazuri pentru care a putut fi identificată data infect,iei, se poate deduce rata
efectivă de contact a = λ +b s, i reproductivitatea R0 = a/b = 1+λ/b.
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Figura 1.2: O simulare a modelului S-I-R cu timpul t în zile pe axa x.

Observat,ia 1.1. Proport,iile

x(t) = S(t)/N, y(t) = I(t)/N, z(t) = R(t)/N

sunt solut,ii ale sistemului

dx
dt

=−axy ,
dy
dt

= axy−by ,
dz
dt

= by ,

cu x(0) = S(0)/N = 1− I0/N, y(0) = I0/N s, i z(0) = 0. Acest lucru arată, de
exemplu, că unele proprietăt,i ale modelului, cum ar fi data vârfului epidemic,
depind doar de parametrii I0 s, i N prin relat,ia I0/N.

1.2 Mărimea finală a epidemiei

Propozit, ia 1.2. Sistemul (1.1)–(1.4) are o solut,ie unică definită pentru orice
t > 0. În plus, S(t)> 0, I(t)> 0 s, i R(t)> 0 pentru orice t > 0.

Demonstraţie. Teorema Cauchy-Lipschitz [52, teorema 16.5.5] asigură exis-
tent,a s, i unicitatea unei solut,ii a sistemului (1.1)–(1.4) pe un interval maximal
[0; T[. Din ecuat,ia (1.1), avem pentru orice 0 < t < T,

S(t) = S(0)exp
(
− a

N

∫ t

0
I(u)du

)
> 0,



6

deoarece S(0)> 0. Deoarece ecuat,ia (1.2) se scrie

dI
dt

= (aS/N−b)I,

avem, de asemenea

I(t) = I(0)exp
(

a
N

∫ t

0
S(u)du−bt

)
> 0,

deoarece I(0)> 0. În sfârs, it

R(t) = b
∫ t

0
I(u)du > 0

pentru 0 < t < T. În plus,

d
dt
(S+ I+R) = 0,

deci S(t)+ I(t)+R(t) = S(0)+ I(0)+R(0) = N. Avem astfel 0 < S(t)< N,
0< I(t)<N s, i 0<R(t)<N pentru orice 0< t < T. Deoarece solut,iile rămân
mărginite pe intervalul maxim [0; T[, rezultă că T =+∞ [15, corolarul 3.34].
Sistemul (1.1)–(1.4) are astfel o solut,ie unică definită pentru orice t > 0.

Să notăm log(·) logaritmul neperian.

Propozit, ia 1.3. Funct,ia S(t) este strict descrescătoare s, i converge spre o li-
mită S∞. Funct,ia R(t) este strict crescătoare s, i converge spre o limită R∞.
Funct,ia I(t) tinde spre 0 atunci când t →+∞. Avem S∞ +R∞ = N. Să presu-
punem x0 = S(0)/N. Mărimea finală a epidemiei este astfel încât x∞ = S∞/N
este singura solut,ie în intervalul ]0; 1[ a ecuat,iei

φ(x)def
= 1− x+

b
a

log
x
x0

= 0. (1.5)

Dacă a > b, atunci această solut,ie se află în subintervalul ]0; b/a[.

Demonstraţie. Din propozit,ia 1.2, rezultă S(t)> 0 s, i I(t)> 0. Prin urmare,

dS
dt

=−aS
I
N

< 0.

Funct,ia S(t) este, prin urmare, strict descrescătoare s, i minorată de 0. Ea
converge la o limită S∞ când t →+∞. În mod similar,

dR
dt

= b I > 0.
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Prin urmare, funct,ia R(t) este strict crescătoare s, i majorată de N. Ea converge
la o limită R∞ când t →+∞. Cu ecuat,iile (1.1) s, i (1.3), observăm că

dR
dt

= b I =−bN
aS

dS
dt

.

Prin urmare,

R(t) =−bN
a

log
S(t)
S(0)

. (1.6)

La limită, deducem S∞ > 0 s, i

R∞ =−bN
a

log
S∞

S(0)
.

Ca s, i I(t) = N−S(t)−R(t), funct,ia I(t) converge s, i ea spre o limită I∞ când
t →+∞. Dar dacă am avea I∞ > 0, am putea deduce

R(t) = b
∫ t

0
I(u)du −→

t→+∞
+∞,

ceea ce este imposibil din R(t) < N. Prin urmare, I∞ = 0 s, i S∞ +R∞ = N.
Astfel,

S∞ = N−R∞ = N+
bN
a

log
S∞

S(0)
.

Această ecuat,ie determină S∞ s, i, prin urmare, s, i mărimea finală a epidemiei
R∞. Împărt,ind cu N, obt,inem cu definit,ia (1.5) a funct,iei φ(x): φ(x∞) = 0 s, i
0 < x∞ < 1. Acum

φ
′(x) =−1+

b
ax

.

Să distingem două cazuri. În primul rând, să presupunem a⩽ b. Apoi φ ′(x)>
0 pe intervalul ]0; 1[. Funct,ia φ(x) este strict crescătoare pe acest interval. În
plus, φ(x)→−∞ dacă x → 0+ s, i

φ(1) =
b
a

log
1
x0

> 0

din 0< x0 < 1. Prin urmare, există o singură x∗ ∈ ]0; 1[ astfel încât φ(x∗) = 0.
Astfel x∞ = x∗.

Presupunem acum a> b. Atunci φ ′(x)> 0 dacă 0< x< b/a, iar φ ′(x)< 0
dacă b/a < x < 1. Funct,ia φ este strict crescătoare pe intervalul ]0; b/a[ s, i
strict descrescătoare pe intervalul ]b/a ; 1[. Avem

φ(b/a) = 1− b
a
+

b
a

log
b/a
x0

> 1− b
a
+

b
a

log
b
a
.
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Fie χ(x) = 1−x+x logx. Avem χ ′(x) = logx < 0 dacă x ∈ ]0; 1[ s, i χ(1) = 0.
Astfel χ(x)> 0 dacă x ∈ ]0; 1[. Astfel φ(b/a)> χ(b/a)> 0. Avem φ(x)→
−∞ dacă x → 0+ s, i φ(1) > 0. Deci, există un singur x∗ ∈ ]0; 1[ astfel încât
φ(x∗) = 0. În plus, x∗ ∈ ]0; b/a[ s, i x∞ = x∗.

Observat,ia 1.4. Ecuat,ia (1.5) poate fi scrisă s, i sub forma

x = x0 exp
(
−a

b
(1− x)

)
,

sau, cu z = 1− x,
1− z = x0 exp

(
−a

b
z
)
.

Dacă a > b, atunci z∞ = R∞/N = 1− x∞ > 1−b/a.

Observat,ia 1.5. Solut,ia x∞ depinde de parametrii a s, i b doar prin raportul
adimensional R0 = a/b. Derivând ecuat,ia (1.5), găsim

− dx∞

dR0
− 1

(R0)2 log
x∞

x0
+

1
R0 x∞

dx∞

dR0
= 0.

Astfel,
dx∞

dR0
=

log x∞

x0

R0(1/x∞ −R0)
< 0.

Ca s, i în cazul z∞ = R∞/N = 1− x∞, vedem că fract,iunea finală care a sufe-
rit o infect,ie este o funct,ie strict crescătoare de R0. Cu cât este mai mare
reproductivitatea R0, cu atât este mai mare mărimea finală a epidemiei R∞.

Propozit, ia 1.6. Dacă a < b, atunci

R∞ ⩽
I0

1−a/b

s, i R∞/N → 0 când I0/N → 0.

Demonstraţie. Ca s, i S(t)/N < 1, avem din ecuat,ia (1.2)

dI
dt

⩽ (a−b) I < 0.

Prin urmare, I(t)⩽ I(0)e(a−b)t s, i

R∞ = b
∫ +∞

0
I(u)du ⩽

b I(0)
b−a

.
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Observat,ia 1.7. Să presupunem I0 ≪ N.
Dacă a < b, atunci z∞ = R∞/N ≈ 0, din propozit,ia anterioară.
Dacă a > b, atunci observat,ia 1.4 împreună cu x0 ≈ 1 ne conduc la

1− z∞ ≈ exp
(
−a

b
z∞

)
s, i z∞ ̸= 0. Figura 1.3 ilustrează aceste formule, arătând cum variază z∞ în
funct,ie de R0 = a/b. Dacă R0 < 1, nu există o epidemie ca atare.
Dacă R0 > 1 s, i R0 ≈ 1, atunci o dezvoltare trunchiată la ordinul doi a funct,iei
exponent,iale ne conduce la

1− z∞ ≈ 1−R0 z∞ +
(R0 z∞)

2

2
,

din care
z∞ ≈ 2(R0 −1). (1.7)

De exemplu, o reproductivitate R0 = 1,05 conduce la o mărime finală a epi-
demiei R∞/N apropiată de 10 % (mai precis 9,4 %).

0 21 30.5 1.5 2.5

0

1

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 1.3: Fract,iunea finală a populat,iei afectate de epidemie, z∞ = R∞/N, în funct,ie
de reproductivitatea R0 = a/b, atunci când I0 ≪ N.

1.3 Vârf epidemic

Am văzut în demonstrat,ia propozit,iei 1.6 că funct,ia I(t) este descrescătoare
dacă a < b. În acest caz, nu există un vârf epidemic, iar mărimea finală a
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epidemiei este foarte mică în comparat,ie cu populat,ia totală N dacă condit,ia
init,ială I(0) este la rândul ei foarte mică în comparat,ie cu N, care este în
general cazul în practică.

În această sect,iune, ne limităm la cazul în care a > b sau, mai precis,
la cazul în care a(1 − I0/N) > b, ceea ce este aproape acelas, i lucru dacă
I0/N ≪ 1. Să notăm în treacăt că

R0 =
a
b
>

1
1− I0/N

> 1.

Atunci avem
dI
dt
(0) = [a(1− I0/N)−b]I0 > 0.

Funct,ia S(t) este strict descrescătoare. Acesta scade de la S(0) = N− I0 =
N(1− I0/N)> Nb/a la S∞ pe intervalul [0; +∞[. Sau S∞ < Nb/a în confor-
mitate cu propozit,ia 1.3. Prin urmare, există o singură τ > 0 astfel încât

S(τ) = Nb/a.

Ca
dI
dt

= (aS/N−b)I. (1.8)

s, i ca I(t) > 0 pentru orice t > 0, vedem că dI/dt > 0 s, i funct,ia I(t) sunt
strict crescânde pe intervalul ]0; τ[. Atunci dI/dt < 0 s, i funct,ia I(t) este strict
descrescătoare pe intervalul ]τ ; +∞[. Numim τ vârful epidemic:

I(τ) = max
t>0

I(t).

Înălt,imea vârfului I(τ) este us, or de determinat. Într-adevăr, cu relat,ia
(1.6), avem

S(τ) =
Nb
a

, R(τ) =−Nb
a

log
S(τ)
S(0)

, N = S(τ)+ I(τ)+R(τ).

Se obt,ine

I(τ)
N

= 1− S(τ)
N

− R(τ)
N

= 1− b
a
+

b
a

log
(

N
N− I0

b
a

)
.

Dacă I0/N ≪ 1, atunci

I(τ)
N

≈ 1− b
a
+

b
a

log
b
a
= 1− 1+ logR0

R0
.

Dacă în plus R0 ≈ 1, atunci o dezvoltare limitată la ordinul 2 a logaritmului
dă

I(τ)
N

≈ 1− 1+(R0 −1)− (R0 −1)2/2
R0

≈ (R0 −1)2

2
.
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1.3.1 Data vârfului epidemic

Data vârfului este mai greu de studiat. Din relat,ia (1.6)

dS
dt

=−a
S
N
(N−S−R) =−a

S
N

(
N−S+

Nb
a

log[S(t)/S(0)]
)
.

Deoarece S(t) este strict monotonică, avem

τ =
∫

τ

0
dt =

∫ Nb/a

S(0)

dS
−a S

N

(
N−S+ Nb

a log[S/S(0)]
) .

Fie s = S/N. Apoi

τ =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

ds
s
(
1− s+ b

a log[s/(1− I0/N)]
) . (1.9)

Vom studia comportamentul asimptotic al acestei integrale atunci când N →
+∞ în timp ce tot,i ceilalt,i parametri sunt fixat,i, inclusiv I0.

Propozit, ia 1.8. Data τ a vârfului epidemic este dată, când N → +∞, de
formula

τ =
1

a−b

{
log

N
I0

+ log
[(

1− b
a

)
log

a
b

]
+
∫ log a

b

0

−1+ e−u +u
u(1− e−u − b

a u)
du

}
+o(1)

care poate fi rescrisă sub forma

τ =
1

a−b

{
log

N
I0

+ f (R0)

}
+o(1) (1.10)

unde R0 = a/b > 1.

Demonstraţie. Să punem

ε =−b
a

log(1− I0/N).

Avem ε > 0. Atunci τ = τ1 + τ2 cu

τ1 =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

(
1

1+ ε − s+ b
a logs

− 1
ε − (1− b

a ) logs

)
ds
s
,

τ2 =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

ds
s
[
ε − (1− b

a ) logs
] .
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Prin aducerea la acelas, i numitor obt,inem

τ1 =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

−1+ s− logs[
ε −
(
1− b

a

)
logs

](
1+ ε − s+ b

a logs
) ds

s
.

Avem

ε ∼ b
a

I0

N
→ 0

când N → +∞. Să observăm că integrala care intervine atunci când trecem
formal la limita N →+∞∫ 1

b
a

−1+ s− logs
−(logs)

(
1− s+ b

a logs
) ds

s

este a priori o integrală generalizată în s = 1. Dar funct,ia integrată se extinde
prin continuitate pentru că

logs = s−1− (s−1)2

2
+o
(
(s−1)2)

în vecinătatea lui s = 1, astfel încât

−1+ s− logs
−(logs)

(
1− s+ b

a logs
)

s
−→
s→1

1
2(1−b/a)

.

În special, această integrală este convergentă. Pentru b/a < s < 1, fie

ψ(s) =
−1+ s− logs

−(a−b)(logs)
(
1− s+ b

a logs
)

s
,

ψN(s) =
1
a

−1+ s− logs[
ε −
(
1− b

a

)
logs

](
1+ ε − s+ b

a logs
)

s
.

Avem : 0 < ψN(s)< ψ(s) s, i ψN(s)→ ψ(s) când N →+∞. Ca∫ 1

b
a

ψ(s)ds

este o integrală convergentă, teorema convergent,ei dominate [52, teorema
10.1.34] arată că ∫ 1

b
a

ψN(s)ds −→
N→+∞

∫ 1

b
a

ψ(s)ds.
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În plus,

0 ⩽
∫ 1

1− I0
N

ψN(s)ds ⩽
∫ 1

1− I0
N

ψ(s)ds −→
N→+∞

0.

Astfel,

τ1 =
∫ 1− I0

N

b
a

ψN(s)ds =
∫ 1

b
a

ψN(s)ds−
∫ 1

1− I0
N

ψN(s)ds −→
N→+∞

∫ 1

b
a

ψ(s)ds.

s, i

τ1 =
1

a−b

∫ 1

b
a

−1+ s− logs
−(logs)

(
1− s+ b

a logs
) ds

s
+o(1), N →+∞.

Prin schimbarea de variabilă s = e−u, obt,inem

τ1 =
1

a−b

∫ log a
b

0

−1+ e−u +u
u
(
1− e−u − b

a u
) du+o(1).

În plus, integrala τ2 poate fi calculată explicit:

τ2 =
1
a

[
log
{

ε −
(
1− b

a

)
logs

}
−
(
1− b

a

) ]1− I0
N

b
a

=
1

a−b

[
log
{

ε −
(

1− b
a

)
log

b
a

}
− log

{
− log

(
1− I0

N

)}]
=

log N
I0
+ log

[(
1− b

a

)
log a

b

]
a−b

+o(1).

Adăugând cele două rezultate, obt,inem formula propunerii.

Figura 1.4 arată cât de bine se apropie această formulă de data τ a vârfului
epidemic dat de model. Pentru calculul numeric al integralelor a fost utilizat
programul gratuit Scilab. Parametrul b a fost ales astfel încât perioada de
infect,ie să dureze în medie 1/b = 4 zile.

Observat,ia 1.9. Formula (1.10) rămâne neschimbată dacă pornim de la con-
dit,ia init,ială S(0) = N− i− r, I(0) = i s, i R(0) = r, cu i > 0, r ⩾ 0, i+ r < N
s, i a(1− i+r

N ) > b. Într-adevăr, fie N̂ = N− r = N(1− r/N), R̂(t) = R(t)− r
s, i â = aN̂/N = a(1− r/N). Apoi

dS
dt

=−âS
I

N̂
,

dI
dt

= âS
I

N̂
−b I,

dR̂
dt

= b I,
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Figura 1.4: Data τ a vârfului epidemic al modelului S-I-R, în zile de la începutul epi-
demiei, în funct,ie de logN conform formulei exacte (1.9) [linii continue] s, i conform
formulei aproximative (1.10) [cercuri mici]. Valorile parametrilor: I0 = 1, b = 1/4 pe
zi, R0 = a/b ∈ {1,5 ; 2 ; 3}.

cu S(0) = N̂− i, I(0) = i s, i R̂(0) = 0. Ne întoarcem la cazul tratat mai sus.
Prin urmare,

τ =
1

â−b

{
log

N̂
i
+ f (â/b)

}
+o(1), N̂ →+∞.

Dar cum N̂ →+∞ este echivalent cu N →+∞, ca s, i logN̂ = logN+O(1/N)
s, i ca s, i â = a+O(1/N), se cade să revenim la

τ =
1

a−b

{
log

N
i
+ f (a/b)

}
+o(1), N →+∞.

1.3.2 Studiul funct, iei f (R0)

Figura 1.5 arată cum variază funct,ia f (R0) a propozit,iei 1.8 în funct,ie de R0:

• funct,ia f (R0) pare să fie crescătoare; acest lucru nu este evident, nici
măcar atunci când se calculează derivata;

• avem f (R0) = 0 pentru R0 ≈ 2,1.
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• pentru valori ale lui R0 nu prea apropiate de 1, de exemplu între 1,5 s, i
10, ceea ce reprezintă un interval rezonabil pentru multe boli infec-
t,ioase, termenul f (R0) pare destul de mic în comparat,ie cu primul
termen log(N/I0) din formulă (1.10). Cu I0 = 1 s, i, de exemplu, o
populat,ie N = 105, avem log(N/I0)≈ 11,5, în timp ce | f (R0)| rămâne
mai mic decât 2.

102 4 6 81 3 5 7 9

0

−10

−8

−6

−4

−2

2

4

6

Figura 1.5: f (R0) în funct,ie de R0 [linie continuă] s, i aproximarea (1.11) în vecinăta-
tea lui R0 = 1 [linie punctată].

Propozit, ia 1.10.

f (R0) = log
[
2(R0 −1)2

]
+o(1), R0 → 1+. (1.11)

Demonstraţie. Când R0 → 1+, logR0 = (R0 −1)(1+o(1)) s, i

log
[(

1− 1
R0

)
logR0

]
= log

[
(R0 −1)2]+o(1) = 2log(R0 −1)+o(1).

În vecinătatea lui u = 0+,

−1+ e−u +u
u(1− e−u −u/R0)

=
u2/2+o(u2)

u(u−u2/2+o(u2)−u/R0)

=
1+o(1)

2(1−1/R0)−u+o(u)
.
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Sau ∫ logR0

0

du
2(1−1/R0)−u

=
[
− log

{
2(1−1/R0)−u

}]logR0

0

=− log
2(1−1/R0)− logR0

2(1−1/R0)

=− log
[

1− logR0

2(1−1/R0)

]
−→

R0→1+
− log(1/2) = log2

Fie

ζ (u) =
−1+ e−u +u

u(1− e−u −u/R0)
− 1

2(1−1/R0)−u
.

Rămâne să arătăm că ∫ logR0

0
ζ (u)du −→

R0→1+
0.

Aducând la acelas, i numitor, observăm că

ζ (u) = (1−1/R0)
e−u −1+u−u2/2

u(1− e−u −u/R0)(1−1/R0 −u/2)
.

Conform formulei Taylor-Lagrange, pentru orice u> 0, există θ ∈ ]0; 1[ astfel
încât

e−u = 1−u+
u2

2
− u3

6
e−θu.

Deci, pentru orice u > 0,∣∣∣∣e−u −1+u− u2

2

∣∣∣∣⩽ u3

6
,

1− e−u −u/R0 = u− u2

2
+

u3

6
e−θu −u/R0

> u− u2

2
−u/R0 = u(1−1/R0 −u/2).

Observăm că pentru 0 < u < logR0,

1−1/R0 −u/2 > 1−1/R0 − (logR0)/2 ∼
R0→1+

(R0 −1)/2 > 0.
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Pentru R0 aproape de 1, avem 1−1/R0 − (logR0)/2 > 0. Astfel,∣∣∣∣∫ logR0

0
ζ (u)du

∣∣∣∣⩽ 1−1/R0

[1−1/R0 − (logR0)/2]2

∫ logR0

0

u
6

du

=
1−1/R0

[1−1/R0 − (logR0)/2]2
(logR0)

2

12

∼
R0→1+

R0 −1
3

−→
R0→1+

0.

1.3.3 Notă

Data vârfului nu este o funct,ie monoton descrescătoare a ratei efective de
contact a, as, a cum s-ar putea crede a priori. Figura 1.6 ilustrează acest lucru
cu câteva exemple numerice.

1 21.2 1.4 1.6 1.81.1 1.3 1.5 1.7 1.9

0

100

20

40

60

80

Figura 1.6: Data vârfului epidemic conform formulei exacte (1.9) în funct,ie de rata
efectivă de contact a pentru a > b/(1− I0

N ) dacă I0 = 1 s, i N ∈ {100; 1.000; 10.000}.
Unitatea de timp a fost aleasă astfel încât b = 1.

Pentru a înt,elege această cifră fără a fi foarte riguros, i, să presupunem că N
este mare s, i R0 este aproape de 1, dar cu N(R0−1)2 nu prea mic. Combinând
formulele aproximative (1.10) s, i (1.11), găsim

τ ≈
log
[

N
I0

2(a/b−1)2
]

a−b
.



18

Deci

∂τ

∂a
≈

2− log
[

N
I0

2(a/b−1)2
]

(a−b)2 .

Ret,inet,i că ∂τ

∂a ≈ 0 dacă
a
b
≈ 1+ e

√
I0

2N
,

unde e este baza logaritmilor neperieni. Cu această valoare a lui a, să notăm
că a∗, valoarea corespunzătoare a maximului lui τ este

τmax ≈
2

a∗−b
=

2
be

√
2N
I0

.

Prin urmare, data vârfului epidemic nu este întotdeauna o funct,ie descrescă-
toare a ratei de contact, dar acest lucru se observă numai pentru valori ale R0
apropiate de 1.

1.4 Aproximat, ie atunci când reproductivitatea este apro-
piată de 1

Să luăm din nou în considerare cazul în care R0 = a/b ≈ 1 cu R0 > 1. Să
presupunem că condit,ia init,ială I0/N este mică. Conform aproximat,iei (1.7),
mărimea finală a epidemiei R∞/N este, de asemenea, mică. Deoarece funct,ia
R(t) este crescătoare, aceasta înseamnă că funct,ia R(t)/N rămâne mică pe
toată durata t ⩾ 0. Ecuat,ia (1.6) arată că S(t) = S(0)e−aR(t)/(Nb). Prin urmare,

dR
dt

= b I = b(N−S−R) = b
[
N−S(0)e−aR/(Nb)−R

]
.

O dezvoltare trunchiată la ordinul doi a funct,iei exponent,iale e−x = 1− x+
x2/2+o(x2) ne conduce la

dR
dt

≈ b
[

N−S(0)
(

1− aR
Nb

+
a2 R2

2N2 b2

)
−R

]
.

Ca S(0) = N− I0,

dR
dt

≈ b I0 +

(
aS(0)

N
−b
)

R− S(0)a2

2bN2 R2. (1.12)

Reamintim că ch(·) s, i th(·) desemnează cosinusul hiperbolic s, i tangenta hi-
perbolică.
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Lema 1.11. Fie α < 0, β > 0 s, i γ > 0. Fie

∆ = β
2 −4α γ, τ =

2√
∆

Arg th
(

β√
∆

)
.

Atunci solut,ia ecuat,iei Riccati

dR
dt

= α R2 +β R+ γ

cu condit,ia init,ială R(0) = 0 este

R(t) =
−β −

√
∆ th

(√
∆(t − τ)/2

)
2α

,

astfel încât
dR
dt

=
−∆/(4α)

ch2
(√

∆(t − τ)/2
) .

Demonstraţie. Ipotezele implică ∆ > 0. Să presupunem

R± =
−β ±

√
∆

2α
, R(t) = R−+ r(t).

Apoi

dr
dt

=
dR
dt

= α (R−+ r)2 +β (R−+ r)+ γ

= α R−
2 +β R−+ γ +(β +2α R−)r+α r2

= (β +2α R−)r+α r2 =−
√

∆ r+α r2.

Să presupunem δ =
√

∆. Fie ca ρ = 1/r să fie valabil. Apoi

dρ

dt
=− 1

r2
dr
dt

=
δ

r
−α = δ ρ −α.

Acest lucru duce la

ρ(t) = ρ(0)eδ t +
α

δ

(
1− eδ t

)
.

Revenind la variabilele r(t) s, i R(t) s, i t,inând cont de R(0) = 0, obt,inem

R(t) = R−+
1

− eδ t

R−
+ α

δ

(
1− eδ t

) .
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Înlocuind R− cu expresia sa, obt,inem

R(t) =
−β −δ

2α
+

δ/α

1+ δ−β

δ+β
eδ t

.

Acum, o formulă de trigonometrie hiperbolică [52, sect,iunea 8.5.3] dă

τ =
2
δ

Arg th
(

β

δ

)
=

1
δ

log
(

1+β/δ

1−β/δ

)
=

1
δ

log
(

δ +β

δ −β

)
.

Astfel,

R(t) =
−β −δ

2α
+

δ/α

1+ eδ (t−τ)
=− β

2α
− δ

2α

(
1− 2

1+ eδ (t−τ)

)
=− β

2α
− δ

2α

eδ (t−τ)−1
eδ (t−τ)+1

=− β

2α
− δ

2α
th [δ (t − τ)/2] .

Derivata din R(t) se deduce imediat.

Să ne întoarcem la ecuat,ia aproximativă (1.12). Avem

α =−S(0)a2

2bN2 < 0, β =
aS(0)

N
−b > 0, γ = b I0 > 0.

Deci

I(t) =
1
b

dR
dt

≈ N
2

[N/S(0)](∆/a2)

ch2
(√

∆ (t − τ)/2
) ,

cu

∆ =

(
aS(0)

N
−b
)2

+2a2 S(0) I(0)
N2 , τ =

2√
∆

Arg th

(
aS(0)

N −b
√

∆

)
.

Observat,i că această aproximare a I(t) este o curbă de tip clopot, simetrică, cu
un maxim pentru t = τ , ceea ce justifică a posteriori utilizarea lui τ în lema
1.11. Kermack s, i McKendrick au obt,inut această aproximare în 1927 [10,
capitolul 18].

Să presupunem mai precis R0 = a/b ≈ 1, R0 > 1 s, i I0/N ≪ (R0 −1)2.
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Deoarece avem s, i I0/N ≪ R0 −1, găsim

α =− a2

2bN
(1− I0/N)≈− a

2N
,

β = (a−b)
(

1− I0/N
1−b/a

)
≈ a−b,

∆ = [a(1− I0/N)−b]2 +2a2(I0/N)(1− I0/N)

≈ (a−b)2 +2ab(I0/N)≈ (a−b)2.

Astfel,

I(t) =
1
b

dR
dt

≈ N
2

(a/b−1)2

ch2[(a−b)(t − τ)/2]
. (1.13)

Constatăm, ca s, i în sect,iunea 1.3, că I(τ)/N ≈ (R0 −1)2/2. În plus,

th
(√

∆τ/2
)
=

β√
∆
≈

1− I0/N
1−b/a

1+ab I0/N
(a−b)2

≈ 1−ab
I0/N

(a−b)2 ≈ 1− I0/N
(a/b−1)2 .

Deducem că tangenta hiperbolică este apropiată de 1, astfel încât

th
(√

∆τ/2
)
≈ 1−2e−

√
∆τ .

Astfel,

τ ≈ 1
a−b

log
(

2N
I0

(a/b−1)2
)
.

Aceasta este aceeas, i expresie ca în sect,iunea 1.3.3, as, a cum ar trebui să fie.
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Modelul S-E-I-R

Studiem o epidemie modelată de un sistem diferent,ial de tip S-E-
I-R. Atunci când populat,ia N este mare, conjecturăm că vârful
epidemiei are loc la momentul τ cu τ ∼ (logN)/λ+, unde λ+

este cea mai mare valoare proprie a sistemului liniarizat.

2.1 Ecuat, ii

Modelul S-E-I-R include în plus fat,ă de capitolul anterior o fază latentă, cu-
prinzând persoanele infectate, înainte de a deveni infect,ioase. Notând numă-
rul de persoane aflate în faza latentă prin E (E pentru „expuse”), ajungem la
sistemul diferent,ial

dS
dt

=−aS
I
N
, (2.1)

dE
dt

= aS
I
N
− cE, (2.2)

dI
dt

= cE−b I, (2.3)

dR
dt

= b I, (2.4)

unde parametrii a s, i b sunt aceias, i ca pentru modelul S-I-R din capitolul 1,
iar parametrul c este rata la care cei infectat,i în faza latentă devin infect,ios, i
(c > 0). Condit,iile init,iale sunt

S(0) = N−nE −nI, E(0) = nE ⩾ 0, I(0) = nI ⩾ 0, R(0) = 0, (2.5)

cu nE ⩾ 0, nI ⩾ 0 s, i 0 < nE +nI < N.
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Observând că
d
dt
(S+E+ I+R) = 0,

deducem constant,a populat,iei totale

S(t)+E(t)+ I(t)+R(t) = S(0)+E(0)+ I(0)+R(0) = N. (2.6)

Propozit, ia 2.1. Sistemul (2.1)–(2.4) are o solut,ie unică definită pentru orice
t > 0. În plus, S(t)> 0, E(t)> 0, I(t)> 0 s, i R(t)> 0, pentru orice t > 0.

Demonstraţie. Ca s, i în cazul modelului S-I-R, teorema Cauchy-Lipschitz asi-
gură existent,a s, i unicitatea unei solut,ii a sistemului (2.1)–(2.4) cu condit,ii
init,iale (2.5) pe un interval maximal [0; T[. De asemenea, avem

S(t) = S(0)exp
(
− a

N

∫ t

0
I(u)du

)
> 0

pentru orice 0 < t < T. Fie

X(t) =
(

E(t)
I(t)

)
, F(t) =

(
−c aS(t)/N
c −b

)
.

Avem
dX
dt

= F(t)X(t).

În cele ce urmează, inegalităt,ile ⩽ s, i ⩾ între vectori sau matrici vor însemna
că există inegalitate pentru orice componentele respective. nE + nI > 0 im-
plică X(0)⩾ 0 s, i X(0) ̸= 0. Deoarece termenii non-diagonali ai matricei F(t)
sunt strict pozitivi, se poate aplica propozit,ia 2.8 din anexă de mai jos s, i de-
duce că pentru orice t ∈ ]0; T[, E(t)> 0 s, i I(t)> 0. De asemeni

R(t) = b
∫ t

0
I(u)du > 0,∀t ∈ ]0; T[

s, i deci

0 < S(t)< N, 0 < E(t)< N, 0 < I(t)< N, 0 < R(t)< N

pentru orice 0 < t < T. Rezultă, ca s, i în demonstrat,ia propozit,iei 1.2, că
T =+∞: sistemul are o solut,ie unică definită pentru orice t > 0.

Propozit, ia 2.2. Funct,ia S(t) este strict descrescătoare s, i converge la o li-
mită S∞ care este aceeas, i cu cea din propozit,ia 1.3. Funct,ia R(t) este strict
crescătoare s, i converge la o limită R∞ cu S∞ +R∞ = N. În plus, E(t)→ 0 s, i
I(t)→ 0 când t →+∞.
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Demonstraţie. Ca s, i în cazul modelului S-I-R, avem

dS
dt

=−aS
I
N

< 0.

Funct,ia S(t) este prin urmare strict descrescătoare s, i minorată de 0, s, i con-
verge la o limită S∞ când t →+∞. În mod similar,

dR
dt

= b I > 0.

Funct,ia R(t) este deci strict crescătoare s, i majorată de N s, i converge la o
limită R∞ când t →+∞. Cum

d
dt
(I+R) = cE > 0

funct,ia I(t)+R(t) este de asemeni crescătoare; fiind de asemenea majorată
de N, converge către o limită. Prin urmare, I(t) converge, de asemenea, la o
limită I∞. Dar

b
∫ t

0
I(u)du = R(t)⩽ N.

Prin urmare I∞ = 0. Funct,ia E(t) = N−S(t)− I(t)−R(t) converge, de ase-
menea, către o limită E∞. Cum

c
∫ t

0
E(u)du = I(t)+R(t)− I(0)⩽ N,

avem E∞ = 0. Cu ecuat,ia (2.6), obt,inem la limită

S∞ +R∞ = N.

Din ecuat,iile (2.1) s, i (2.4),

dR
dt

=−bN
aS

dS
dt

.

Ca s, i în cazul modelului S-I-R, concludem că

R(t) =−bN
a

log
S(t)
S(0)

(2.7)

s, i mărimea epidemiei R∞ este dată de propozit,ia 1.3.
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2.2 Vârf epidemic

Să clarificăm definit,ia vârfului epidemic pe care o vom adopta. Avem

d
dt
(E+ I) = (aS/N−b)I. (2.8)

Să presupunem că

S(0)/N = 1− (nE +nI)/N > b/a.

Dacă a > b, această inegalitate este adevărată de îndată ce N este suficient de
mare. Avem I(t)> 0 pentru orice t > 0. Funct,ia S(t) este strict descrescătoare
de la S(0) > Nb/a până la S∞ < Nb/a, prin propozit,ia 1.3. Astfel, există un
singur τ > 0 astfel încât

S(τ) = Nb/a.

Conform ecuat,iei (2.8), funct,ia E(t)+ I(t) este strict crescătoare pe intervalul
[0; τ] s, i apoi strict descrescătoare pe intervalul [τ ; +∞[. Numim τ vârful
epidemic. De obicei, nu corespunde maximului din I(t) sau E(t).

În conformitate cu ecuat,ia (2.7), avem de asemenea

E(τ)+ I(τ) = N−S(τ)−R(τ) = N−S(τ)+
bN
a

log
S(τ)
S(0)

.

Din S(τ) = Nb/a, avem

E(τ)+ I(τ) = N
(

1− b
a
+

b
a

log
Nb

aS(0)

)
, (2.9)

care dă înălt,imea vârfului epidemic.

Ideea acestui capitol este că deoarece numărul init,ial de persoane infec-
tate nE + nI este de obicei foarte mic în comparat,ie cu populat,ia totală N la
începutul unei epidemii, avem S(t)≈ N, astfel încât

dE
dt

≈ aI− cE,
dI
dt

≈ cE−bI.

Funct,iile E(t) s, i I(t) cresc sau scad deci ca eλ+t , unde λ+ este cea mai mare
valoare proprie a matricei

M =

(
−c a
c −b

)
.
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Lema 2.3. Fie M o matrice pătrată de ordin 2 cu coeficient,i reali. Să presu-
punem că cele două valori proprii λ1 s, i λ2 ale acestei matrice sunt distincte.
Apoi

exp(M) =
λ1eλ2 −λ2eλ1

λ1 −λ2
I +

eλ1 − eλ2

λ1 −λ2
M,

unde I este matricea identitate de ordinul 2.

Demonstraţie. Să presupunem

D =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Conform teoremei Cayley-Hamilton [52, teorema 3.2.7], matricea D2 s, i prin
urmare s, i puterile superioare ale lui D pot fi scrise ca o combinat,ie liniară
a matricei identitate I s, i a matricei D. Acelas, i lucru este valabil s, i pentru
exp(D). Să căutăm numerele x s, i y astfel încât exp(D) = xI + yD. Aceasta
conduce la sistemul

eλ1 = x+ yλ1, eλ2 = x+ yλ2,

a cărei solut,ie este

x =
λ1eλ2 −λ2eλ1

λ1 −λ2
, y =

eλ1 − eλ2

λ1 −λ2
.

Există o matrice inversabilă P astfel încât M = P−1DP. Prin urmare,

exp(M) =
+∞

∑
n=0

Mn

n!
= P−1 exp(D)P = P−1(xI + yD)P = xI + yM.

Următoarea propunere oferă o limită inferioară pentru data vârfului epi-
demic.

Propozit, ia 2.4. Există o constantă K ∈ R, care depinde de a, b, c, nE s, i nI
(dar nu de N), astfel încât

τ ⩾
logN
λ+

+K.

Demonstraţie. Cum S/N ⩽ 1, avem

dE
dt

⩽−cE+a I,
dI
dt

= cE−b I.
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Fie

X(t) =
(

E(t)
I(t)

)
, M =

(
−c a
c −b

)
, Y(t) = etM

(
nE
nI

)
.

Reamintim că inegalităt,ile ⩽ s, i ⩾ între vectori sau matrici înseamnă că există
inegalitate pentru orice componentele respective. Avem

dX
dt

⩽ MX(t),
dY
dt

= MY(t), X(0) = Y(0).

Termenii non-diagonali ai matricei M sunt pozitivi. Prin corolarul 2.6 din
anexă, X(t)⩽ Y(t) pentru orice t ⩾ 0, adică(

E(t)
I(t)

)
⩽ etM

(
nE
nI

)
.

Prin lema 2.3, exponent,iala matricei exp(t M) se calculează explicit cu valo-
rile proprii ale matricei M, care sunt

λ± =
−b− c±

√
(b− c)2 +4ac
2

.

Am găsit pentru exp(t M)
eλ+t+eλ−t

2 + b−c√
(b−c)2+4ac

eλ+t−eλ−t

2
a(eλ+t−eλ−t)√

(b−c)2+4ac

c(eλ+t−eλ−t)√
(b−c)2+4ac

eλ+t+eλ−t

2 + c−b√
(b−c)2+4ac

eλ+t−eλ−t

2


pentru orice t ⩾ 0. Deducem

E(τ)+ I(τ)⩽ (1 1) eτM
(

nE
nI

)
⩽

(
eλ+τ + eλ−τ

2
+

b+ c√
(b− c)2 +4ac

eλ+τ − eλ−τ

2

)
nE

+

(
eλ+τ + eλ−τ

2
+

2a+ c−b√
(b− c)2 +4ac

eλ+τ − eλ−τ

2

)
nI.

Din λ− < λ+, există o constantă k > 0, care depinde de a, b, c, nE s, i nI (dar
nu s, i de N), astfel încât

E(τ)+ I(τ)⩽ k eλ+τ .
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Dar ecuat,ia (2.9) pentru înălt,imea vârfului epidemic cu S(0)/N < 1 arată că

N
(

1− b
a
+

b
a

log(b/a)
)
⩽ E(τ)+ I(τ)⩽ k eλ+τ .

Rezultă limita inferioară din propozit,ie.

Această limită inferioară sugerează conjectura

τ ∼ logN
λ+

, N →+∞.

Ca exemplu, am ales c = 1/3 pe zi, b = 1/4 pe zi, nE = 1, nI = 0, s, i trei valori
ale ratei efective de contact a astfel încât a/b ∈ {1,5 ; 2 ; 3}. O perioadă
infect,ioasă care durează în medie 4 zile urmează astfel unei faze latente care
durează în medie 3 zile. S-au luat diferite valori pentru populat,ia totală N între
102 s, i 108. Sistemul S-E-I-R a fost rezolvat cu ajutorul programului gratuit
Scilab s, i a fost găsit vârful τ care corespunde maximului din E+ I. Figura
2.1 arată cum variază τ în funct,ie de logN. De asemenea, este reprezentată
figura (logN)/λ+. Pantele par să coincidă, ceea ce ar trebui să se întâmple
în cazul în care conjectura ar fi adevărată. Figura sugerează, de asemenea,
că următorul termen din expansiunea asimptotică a τ este încă o constantă,
care este negativă atunci când R0 = a/b este aproape de 1 s, i devine pozitivă
atunci când R0 cres, te. Pare dificil de determinat această constantă în funct,ie
de parametrii modelului.

Terminăm acest capitol remarcând ca expresia a
b , care a apărut în nume-

roase calcule, are o interpretare importantă. La începutul unei epidemii, o
persoană nou infectată va mai infecta în medie R0 cazuri secundare înainte
de a intra în compartimentul R, unde

R0 =
a
b

pentru modelul S-E-I-R (vedet,i demonstrat,ia de la pagina 41 din capitolul
următor).

2.3 Anexă: sisteme diferent, iale liniare cooperative

Inegalităt,ile ⩽ s, i ⩾ între vectori înseamnă că există inegalitate pentru orice
componentele respective.
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Figura 2.1: Data τ a vârfului epidemic al modelului S-E-I-R în funct,ie de logN din
simulările numerice [linii continue] s, i (logN)/λ+ [cercuri mici].

Propozit, ia 2.5. Fie m⩾ 2 un număr întreg, J un interval din R, M : J→Rm×m

o funct,ie continuă astfel încât

∀i ̸= j, ∀t ∈ J, Mi, j(t)⩾ 0,

s, i G : J → Rm o funct,ie continuă astfel încât

∀t ∈ J, G(t)⩾ 0.

Fie t0 ∈ J s, i X0 ∈ Rm astfel încât X0 ⩾ 0. Fie X : J → Rm solut,ia sistemului
diferent,ial liniar

∀t ∈ J,
dX
dt

= M(t)X+G(t)

cu X(t0) = X0. Atunci X(t)⩾ 0 pentru orice t ∈ J cu t ⩾ t0.

Demonstraţie. Reamintim că solut,ia X(t) = (X1(t), . . . ,Xm(t)) este bine de-
finită pentru orice t ∈ J [15, teorema 2.3]. Să presupunem mai întâi că toate
componentele condit,iei init,iale X0 sunt strict pozitive. Componentele solut,iei
X(t) rămân toate strict pozitive cel put,in pe un mic interval de timp care
cont,ine t0. Să rat,ionăm prin absurd. Să presupunem că setul

E = {t ∈ J | t > t0, ∃i, 1 ⩽ i ⩽ m, Xi(t) = 0}
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nu este gol. Fie t+ = infE . Atunci t+ > t0 s, i există i astfel încât Xi(t+) = 0.
În plus, pentru 1 ⩽ j ⩽ m s, i t ∈ ]t0 ; t+[, X j(t)> 0. Deci, pentru t ∈ ]t0 ; t+[,

dXi

dt
= Mi,i(t)Xi(t)+∑

j ̸=i
Mi, j(t)X j(t)+Gi(t)⩾ Mi,i(t)Xi(t),

d
dt

[
exp
(
−
∫ t

t0
Mi,i(s)ds

)
Xi(t)

]
⩾ 0,

exp
(
−
∫ t

t0
Mi,i(s)ds

)
Xi(t)⩾ Xi(t0).

Făcând ca t să tindă spre t+, obt,inem 0 ⩾ Xi(t0), ceea ce este imposibil din
moment ce Xi(t0) > 0. Prin urmare, X j(t) > 0 pentru 1 ⩽ j ⩽ m s, i pentru
orice t ∈ J astfel încât t > t0.

Dacă avem doar X0 ⩾ 0, atunci considerăm, de exemplu, secvent,a de
solut,ii X(n)(t) a aceluias, i sistem diferent,ial, dar cu condit,ia init,ială X(n)

i (t0) =
X0,i +1/n pentru 1 ⩽ i ⩽ m. Din cele de mai sus, X(n)

i (t)> 0 pentru orice i s, i
toate t ∈ J∩ ]t0 ; +∞[. Continuitatea unei solut,ii în raport cu condit,ia init,ială
[15, teorema 3.39] arată că pentru orice i s, i toate t ∈ J∩ ]t0 ; +∞[,

Xi(t) = lim
n→+∞

X(n)
i (t)⩾ 0.

Corolarul 2.6. Fie m⩾ 2 un număr întreg, J un interval din R, M : J→Rm×m

o funct,ie continuă astfel încât

∀i ̸= j, ∀t ∈ J, Mi, j(t)⩾ 0,

s, i H : J →Rm o funct,ie continuă. Să presupunem că X : J →Rm s, i Y: J →Rm

sunt funct,ii continue s, i diferent,iabile astfel încât

∀t ∈ J,
dX
dt

⩽ M(t)X(t)+H(t),
dY
dt

⩾ M(t)Y(t)+H(t)

s, i X(t0)⩽ Y(t0). Atunci X(t)⩽ Y(t) pentru orice t ∈ J cu t ⩾ t0.

Demonstraţie. Fie Z(t) = Y(t)−X(t) s, i

G(t) = M(t)X(t)+H(t)− dX
dt

+
dY
dt

−M(t)Y(t)−H(t).

. Atunci Z(t0)⩾ 0, G(t)⩾ 0 s, i

dZ
dt

=
dY
dt

− dX
dt

= M(t)Z(t)+G(t).

Prin propozit,ia 2.5, Z(t) ⩾ 0 s, i deci X(t) ⩽ Y(t) pentru orice t ∈ J cu t ⩾
t0.
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Definit, ia 2.7. O matrice pătrată M astfel încât Mi, j ⩾ 0 pentru orice i ̸= j
se spune că este ireductibilă dacă pentru orice i ̸= j există un număr întreg
p⩾ 1 s, i o succesiune k0, k1, . . ., kp astfel încât k0 = i, kp = j, kℓ ̸= kℓ+1 pentru
orice 0 ⩽ ℓ⩽ p−1 s, i

Mk0,k1 ×Mk1,k2 ×·· ·×Mkp−1,kp > 0.

Propozit, ia 2.8. Aceleas, i ipoteze ca în 2.5. Să presupunem în continuare că
X0 ̸= 0 s, i matricea M(t0) sunt ireductibile. Atunci Xi(t)> 0 pentru orice t ∈ J
astfel încât t > t0 s, i pentru 1 ⩽ i ⩽ m.

Demonstraţie. Conform propozit,iei 2.5, X(t)⩾ 0 pentru orice t ∈ J cu t ⩾ t0.
Avem pentru orice i s, i toate t ∈ J astfel încât t > t0,

dXi

dt
−Mi,i(t)Xi(t) = ∑

j ̸=i
Mi, j(t)X j(t)+Gi(t)⩾ ∑

j ̸=i
Mi, j(t)X j(t).

Prin urmare,

d
dt

[
exp
(
−
∫ t

t0
Mi,i(u)du

)
Xi(t)

]
⩾ exp

(
−
∫ t

t0
Mi,i(u)du

)
∑
j ̸=i

Mi, j(t)X j(t)

s, i

Xi(t)⩾exp
(∫ t

t0
Mi,i(u)du

)
Xi(0)

+∑
j ̸=i

∫ t

t0
exp
(∫ t

s
Mi,i(u)du

)
Mi, j(s)X j(s)ds.

Prin ipoteză, există j0 astfel încât X j0(t0)> 0. Prin urmare,

X j0(t)⩾ exp
(∫ t

t0
M j0, j0(u)du

)
X j0(0)> 0

pentru orice t ∈ J astfel încât t > t0.
Fie i ̸= j0. Deoarece matricea M(t0) este ireductibilă, există un număr

întreg p⩾ 1 s, i o succesiune k0, k1, . . ., kp astfel încât k0 = i, kp = j0, kℓ ̸= kℓ+1
pentru orice 0 ⩽ ℓ⩽ p−1 s, i

Mk0,k1(t0)×Mk1,k2(t0)×·· ·×Mkp−1,kp(t0)> 0.
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Fiecare dintre factorii acestui produs este strict pozitiv. Deoarece funct,ia t 7→
M(t) este continuă, există ε > 0 astfel încât pentru orice t ∈ ]t0 ; t0 + ε[,

Mk0,k1(t)> 0, Mk1,k2(t)> 0, . . . Mkp−1,kp(t)> 0.

Prin urmare,

Xkp−1(t)⩾
∫ t

t0
exp
(∫ t

s
Mkp−1,kp−1(u)du

)
Mkp−1, j0(s) X j0(s) ds > 0

pentru orice t ∈ J cu t > t0. Deducem în acelas, i mod pentru orice t ∈ I cu
t > t0 că Xkp−2(t)> 0, . . ., Xk1(t)> 0 s, i în final Xk0(t) = Xi(t)> 0.
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Reproductivitate

Pentru modelele epidemiologice cu compartimente multiple s, i un
mediu constant, reproductivitatea R0 apare adesea ca raza spec-
trală a unei as, a-numite matrice de generat,ie următoare. Această
not,iune se extinde, de asemenea, la modelele structurate în func-
t,ie de timpul scurs de la infectare.

3.1 Sisteme de ecuat, ii diferent, iale

Multe modele matematice ale epidemiilor sunt sub forma unui sistem de
ecuat,ii diferent,iale ordinare neliniare, as, a cum se arată în capitolele 1 s, i 2. La
începutul epidemiei, indivizii infectat,i, care pot fi de m tipuri diferite (m ⩾ 1),
de exemplu E s, i I în modelul S-E-I-R, reprezintă o fract,iune neglijabilă din
populat,ie, astfel încât modelul poate fi liniarizat pentru a obt,ine un sistem li-
niar numai pentru compartimentele infectate. Acest sistem este de obicei de
forma:

dI
dt

= (A−B−C)I, (3.1)

unde

• componenta Ik(t) a vectorului I = (I1, . . . , Im) reprezintă numărul de
persoane infectate, de tipul k;

• coeficientul
Ai, j ⩾ 0

al matricei de infect,ie A reprezintă rata la care o persoană infectată de
tip j produce noi persoane infectate de tip i;
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• matricea B este o matrice diagonală s, i

B j, j ⩾ 0

este rata la care o persoană infectată de tipul j încetează să mai fie
infectată;

• matricea de transfer C este astfel încât

∀i ̸= j, −Ci, j ⩾ 0 ,

unde Ci, j este rata cu care o persoană infectată de tipul j devine o per-
soană infectată de tipul i s, i

C j, j =−∑
i̸= j

Ci, j ⩾ 0;

• valorile proprii ale matricei

D = B+C

au toate partea reală strict pozitivă.

Pentru orice matrice M, notăm cu Sp(M) spectrul său, adică mult,imea
tuturor valorilor proprii. Vom nota cu

ρ(M) = max{|λ | : λ ∈ Sp(M)}

raza sa spectrală, iar cu

σ(M) = max{Re(λ ) : λ ∈ Sp(M)}

notăm modulul său de stabilitate.
Comportamentul asimptotic al sistemului diferent,ial liniar (3.1) depinde

de spectrul matricei
M = A−D.

Solut,ia I = 0 este stabilă asimptotic dacă s, i numai dacă

σ(M)< 0

[15, teorema 6.13]. De exemplu, în absent,a infect,iei (A = 0), sistemul se
reduce la

dI
dt

=−DI.
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Ca s, i în σ(−D)< 0, solut,iile acestui din urmă sistem converg la 0.
Epidemiologii preferă adesea să folosească un alt indice ca prag decât

modulul de stabilitate, s, i anume reproductivitatea R0, pe care vom încerca să
o explicăm în cadrul modelului liniarizat (3.1).

Să presupunem că populat,ia infectată la momentul init,ial t = 0 apart,ine
generat,iei 0. Fie I(n)(t) populat,ia infectată care apart,ine generat,iei n la mo-
mentul t. Ea este dată pentru orice t > 0 s, i toate n ⩾ 0 de

I(0)(0) = I(0),
dI(0)

dt
=−DI(0)(t), (3.2)

I(n+1)(0) = 0,
dI(n+1)

dt
= AI(n)(t)−DI(n+1)(t). (3.3)

Această ultimă ecuat,ie înseamnă că persoanele infectate apart,inând generat,iei
n+1 au fost infectate de persoane din generat,ia n.

Propozit, ia 3.1. Pentru orice n ⩾ 0 s, i toate t ⩾ 0,

I(n+1)(t) =
∫ t

0
e−xD AI(n)(t − x)dx.

Demonstraţie. Cu ecuat,ia (3.3), avem

d
dt

(
etD I(n+1)(t)

)
= etD

[
DI(n+1)(t)+

dI(n+1)

dt

]
= etD AI(n)(t).

Ca s, i în I(n+1)(0) = 0, o integrare dă

I(n+1)(t) =
∫ t

0
e−(t−s)D AI(n)(s)ds.

Fie ∥ · ∥ o normă matriceală subordonată unei norme vectoriale notate în
acelas, i mod.

Propozit, ia 3.2. Există α > 0 s, i β > 0 astfel încât pentru orice n ⩾ 0 s, i toate
t ⩾ 0,

∥I(n)(t)∥⩽ α
n+1 ∥A∥n tn

n!
e−β t ∥I(0)∥.

Demonstraţie. Deoarece σ(−D)< 0, [15, lema 6.15] arată că există α > 0 s, i
β > 0 astfel încât pentru orice x ⩾ 0,

∥e−xD∥⩽ α e−βx.
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Avem

∥I(0)(t)∥= ∥e−tDI(0)∥⩽ ∥e−tD∥∥I(0)∥⩽ α e−β t ∥I(0)∥

iar inegalitatea din propozit,ie este adevărată pentru n = 0. Prin recurent,ă, să
presupunem că este adevărat la rangul n−1 cu n ⩾ 1. Apoi

∥I(n)(t)∥⩽
∫ t

0
∥e−xD AI(n−1)(t − x)∥dx

⩽
∫ t

0
∥e−xD∥∥A∥∥I(n−1)(t − x)∥dx

⩽ ∥A∥
∫ t

0
α e−βx

α
n ∥A∥n−1 (t − x)n−1

(n−1)!
e−β (t−x) ∥I(0)∥dx

⩽ α
n ∥A∥n+1e−β t

∫ t

0

(t − x)n−1

(n−1)!
dx∥I(0)∥

= α
n ∥A∥n+1 e−β t tn

n!
∥I(0)∥.

Din această propozit,ie rezultă că seria

∑
n⩾0

I(n)(t)

este într-adevăr convergentă, iar suma sa I(t) este o solut,ie a sistemului (3.1)
cu condit,ia init,ială I(0).

Propozit, ia 3.3. Să presupunem

h(n)(t) = AI(n)(t),

K(x) = Ae−xD.

Atunci pentru orice n ⩾ 0 s, i orice t ⩾ 0,

h(n+1)(t) =
∫ t

0
K(x)h(n)(t − x)dx,

∥h(n)(t)∥⩽ α
n+1 ∥A∥n+1 tn

n!
e−β t ∥I(0)∥

s, i h(0)(t) = K(t) I(0).

Vectorul h(n)(t) este vectorul de noi infect,ii pe unitate de timp datorate
generat,iei n la momentul t, adică incident,a.
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Demonstraţie. Avem

h(n+1)(t) = AI(n+1)(t) = A
∫ t

0
e−xD AI(n)(t − x)dx

=
∫ t

0
Ae−xD h(n)(t − x)dx.

În plus,
h(0)(t) = AI(0)(t) = Ae−tDI(0).

Not,iunile de matrice pozitivă s, i vector pozitiv sunt amintite în anexa 3.3.
Presupunem I(0)⩾ 0.

Propozit, ia 3.4. Pentru orice x ⩾ 0, matricile e−xD, K(x) = Ae−xD, D−1 s, i
AD−1 sunt pozitive s, i ∫ +∞

0
e−xD dx = D−1.

În plus, h(n)(t)⩾ 0 pentru orice n ⩾ 0 s, i orice t ⩾ 0.

Demonstraţie. Fie x ⩾ 0. Să se aplice Q(x) = e−xD. Apoi

dQ
dx

=−DQ(x)

s, i Q(0) = I (matricea identitate). Din moment ce −Di, j = −Ci, j ⩾ 0 dacă
i ̸= j, propozit,ia 2.5 aplicată la fiecare dintre vectorii unitate arată că Q(x)⩾ 0
pentru orice x ⩾ 0. Cum A ⩾ 0, matricea K(x) = AQ(x) este de asemenea
pozitivă.

Prin integrare, găsim

Q(x)−Q(0) = Q(x)−I =−D
∫ x

0
Q(y)dy.

Din σ(−D)< 0, avem Q(x)→ 0 când x→+∞ [15, lema 6.15]. Deci integrala
este convergentă s, i

I = D
∫ +∞

0
Q(y)dy.

Din Q(x)⩾ 0, avem

D−1 =
∫ +∞

0
Q(x)dx ⩾ 0.

Pozitivitatea vectorului h(n)(t) rezultă din propozit,ia 3.3.
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Propozit, ia 3.5. Să presupunem

H(n) =
∫ +∞

0
h(n)(t)dt,

K =
∫ +∞

0
K(x)dx = AD−1.

Atunci, pentru orice n ⩾ 0,

H(n) = K n+1 I(0).

Vectorul H(n) este vectorul incident,elor datorate generat,iei n. Matricea
pozitivă K se numes, te „matrice de generat,ie următoare ”.

Demonstraţie. Conform propozit,iei 3.3,

H(n+1) =
∫ +∞

0
h(n+1)(t)dt

=
∫ +∞

0

∫ t

0
K(x)h(n)(t − x)dx dt

=
∫ +∞

0

∫ +∞

x
K(x)h(n)(t − x)dt dx

=

(∫ +∞

0
K(x)dx

)(∫ +∞

0
h(n)(t)dt

)
= K H(n).

În plus,

H(0) =
∫ +∞

0
h(0)(t)dt =

∫ +∞

0
K(t) I(0)dt = K I(0).

Definit, ia 3.6. Reproductivitatea R0 este raza spectrală a matricei K :

R0 = ρ(K ) = ρ(AD−1).

Propozit, ia 3.7. Să presupunem că matricea M = A−D este ireductibilă s, i
că A ̸= 0. Atunci funct,ia r : ]0; +∞[→ R definită prin

r(λ ) = σ(A/λ −D)

este continuă s, i strict descrescătoare. Dacă R0 > 0, atunci R0 este solut,ia
unică a ecuat,iei r(λ ) = 0.
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Demonstraţie. Există k ∈ R astfel încât matricea −D+ kI să fie pozitivă.
Atunci matricea A/λ −D+kI este pozitivă pentru orice λ > 0. Prin urmare,

r(λ )+ k = σ(A/λ −D+ kI ) = ρ(A/λ −D+ kI )

(corolarul 3.18). Continuitatea razei spectrale [63, teorema 3.16] implică,
prin urmare, continuitatea funct,iei r(λ ).

Fie 0 < λ1 < λ2. Deoarece matricea A este pozitivă, avem A/λ1 ⩾ A/λ2.
Prin urmare, A/λ1 −D ⩾ A/λ2 −D s, i r(λ1) ⩾ r(λ2) dau propozit,ia 3.26.
Matricea A−D este ireductibilă. Prin urmare, matricea A/λ1 −D este de
asemenea ireductibilă, deoarece pentru orice i ̸= j,

Ai, j/λ −Di, j > 0 ⇔ [Ai, j > 0 sau −Di, j > 0]⇔ Ai, j −Di, j > 0.

Având în vedere propozit,ia 3.27, r(λ1)= r(λ2) ar implica A/λ1−D=A/λ2−
D, ceea ce este imposibil din moment ce A ̸= 0. Prin urmare r(λ1)> r(λ2).

Să presupunem R0 > 0. Matricea K = AD−1 este pozitivă. Dată fiind
propozit,ia 3.17, există un vector u ̸= 0 astfel încât AD−1u = R0u s, i u ⩾ 0.
Să punem v = D−1u. Apoi v ̸= 0 s, i Av = R0Dv. Mai mult, v ⩾ 0 deoarece
D−1 ⩾ 0 s, i u⩾ 0. Din R0 > 0, avem : (A/R0−D)v= 0. Matricea A/R0−D
este ireductibilă. Prin urmare σ(A/R0 −D) = 0 (propozit,ia 3.25).

Corolarul 3.8. Să presupunem că matricea M = A−D este ireductibilă s, i
că R0 > 0. Apoi

σ(A−D)< 0 ⇔ R0 = ρ(AD−1)< 1,
σ(A−D) = 0 ⇔ R0 = 1,
σ(A−D)> 0 ⇔ R0 > 1.

Demonstraţie. Avem r(1) = σ(A−D) s, i r(R0) = 0. Funct,ia r(λ ) este strict
descrescătoare. Prin urmare,

r(1)< 0 = r(R0)⇔ 1 > R0,

r(1) = 0 = r(R0)⇔ 1 = R0,

r(1)> 0 = r(R0)⇔ 1 < R0.

Observat,ia 3.9. Dacă H(n) = (H1(n), . . . ,Hm(n)), să zicem

g(n) =
m

∑
i=1

Hi(n).
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Aceasta este incident,a totală la generat,ia n. Dacă matricea K este primitivă
(definit,ia 3.23), atunci propozit,ia 3.24 arată că H(n)/(R0)

n converge atunci
când n→+∞ către un vector propriu cu componente strict pozitive al matricei
K . Astfel, R0 este rata asimptotică de cres, tere pe generat,ii:

lim
n→+∞

n
√

g(n) = R0.

Mai precis, avem

lim
n→+∞

g(n+1)
g(n)

= R0.

Observat,ia 3.10. Dacă matricea de infect,ie A este împărt,ită la un număr k >
0, atunci reproductivitatea R0 = ρ(AD−1) este, de asemenea, împărt,ită la
acest număr k. În special, noua reproductivitate va fi strict mai mică decât 1
dacă s, i numai dacă k>R0. Prin urmare, reproductivitatea este factorul minim
cu care trebuie împărt,ită matricea de infect,ie A, adică ratele de contact, pentru
ca echilibrul fără boală să devină stabil, adică pentru a evita o epidemie.

Observat,ia 3.11. Dacă există un singur tip de persoană infectată (m = 1),
atunci

H(n+1) = R0 H(n).

În acest caz particular, R0 nu este doar rata asimptotică de cres, tere pe generat,ie.
Este, de asemenea, numărul mediu de cazuri secundare infectate de un prim
caz. Aceasta este definit,ia obis, nuită a reproductivităt,ii.

Observat,ia 3.12. Dacă structura populat,iei infectate nu este reprezentată de
setul {1, . . . ,m}, ci, de exemplu, de intervalul [0; +∞), ca în unele modele
epidemiologice structurate pe vârste, atunci teoria este foarte asemănătoare:
R0 este raza spectrală a unui operator integral de generat,ie următoare cu un
nucleu pozitiv K (x,y) s, i

H(n+1,x) =
∫ +∞

0
K (x,y)H(n,y)dy.

În anumite condit,ii, teorema Krein-Rutman 7.26 arată că secvent,a

H(n, ·)/(R0)
n

converge la o funct,ie proprie pozitivă a operatorului integral. Din nou, R0
este rata asimptotică de cres, tere pe generat,ii.
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Exemple.

1. Pentru modelul S-I-R din capitolul 1, avem m = 1, A = a, B = b s, i
C = 0. Prin urmare R0 = a/b.

2. Pentru modelul S-E-I-R din capitolul 2, avem m = 2,

A =

(
0 a
0 0

)
, B =

(
0 0
0 b

)
, C =

(
c 0
−c 0

)
.

Astfel,

AD−1 =

(
0 a
0 0

)(
c 0
−c b

)−1

=

(
0 a
0 0

)(
1/c 0
1/b 1/b

)
=

(
a/b a/b
0 0

)
s, i avem R0 = a/b.

3.2 O ecuat, ie cu derivate part, iale

Să presupunem că există un singur tip de persoană infectată, dar că acest tip
este structurat în funct,ie de timpul scurs de la infectare. Fie I(t,x) densitatea
de persoane infectate de la x unităt,i de timp la momentul t. Fie a(x) rata reală
de contact s, i b(x) rata la care persoanele infectate încetează să mai transmită
infect,ia. Se presupune că funct,iile a(x) s, i b(x) sunt continue, mărginite s, i
pozitive. Se presupune, de asemenea, că există β > 0 astfel încât b(x) ⩾
β pentru orice x suficient de mari. În aproximat,ia liniară la începutul unei
epidemii, avem pentru orice x > 0 s, i t > 0,

I(0,x) = I0(x), (3.4)

I(t,0) =
∫ +∞

0
a(x) I(t,x)dx, (3.5)

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

=−b(x) I(t,x) . (3.6)

Această ecuat,ie cu derivate part,iale se numes, te uneori ecuat,ia McKendrick-
von Foerster [10, capitolul 18].

Să presupunem că populat,ia infectată la momentul init,ial t = 0 apart,ine
generat,iei 0. Fie I(n)(t,x) populat,ia infectată apart,inând generat,iei n la mo-
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mentul t. Ea este dată pentru t > 0 s, i x > 0 prin

I(0)(0,x) = I0(x),

I(0)(t,0) = 0,

∂ I(0)

∂ t
+

∂ I(0)

∂x
=−b(x) I(0)(t,x)

s, i pentru orice n ⩾ 0 prin

I(n+1)(0,x) = 0,

I(n+1)(t,0) =
∫ +∞

0
a(x) I(n)(t,x)dx,

∂ I(n+1)

∂ t
+

∂ I(n+1)

∂x
=−b(x) I(n+1)(t,x).

Persoanele infectate din generat,ia n + 1 au fost infectate de persoane din
generat,ia n. Cu aceste definit,ii,

I(t,x) = ∑
n⩾0

I(n)(t,x)

este într-adevăr o solut,ie a sistemului (3.4)-(3.6) cu condit,ia init,ială I(0,x).

Propozit, ia 3.13. Să presupunem

h(n)(t) = I(n+1)(t,0), K(x) = a(x) exp
(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
.

Atunci, pentru orice n ⩾ 0,

h(n+1)(t) =
∫ t

0
K(x)h(n)(t − x)dx

s, i

h(0)(t) =
∫ +∞

t
a(x) exp

(
−
∫ x

x−t
b(y)dy

)
I0(x− t)dx

Vectorul h(n)(t) este incident,a datorată generat,iei n la momentul t.
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Demonstraţie. Avem

h(n)(t) = I(n+1)(t,0)

=
∫ +∞

0
a(x) I(n)(t,x)dx

=
∫ t

0
a(x) I(n)(t,x)dx+

∫ +∞

t
a(x) I(n)(t,x)dx

=
∫ t

0
a(x) exp

(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
I(n)(t − x,0)dx

+
∫ +∞

t
a(x) exp

(
−
∫ x

x−t
b(y)dy

)
I(n)(0,x− t)dx.

Prin urmare,

h(0)(t) =
∫ +∞

t
a(x) exp

(
−
∫ x

x−t
b(y)dy

)
I0(x− t)dx

s, i pentru orice n ⩾ 1,

h(n)(t) =
∫ t

0
K(x)h(n−1)(t − x)dx.

Termenul

exp
(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
este probabilitatea de a fi încă infectat după x unităt,i de timp. Astfel, se poate
modela o mare varietate de distribut,ii pentru perioada de infect,ie.

Propozit, ia 3.14. Să presupunem că

H(n) =
∫ +∞

0
h(n)(t)dt, R0 =

∫ +∞

0
K(x)dx.

Atunci, pentru orice n ⩾ 0,

H(n+1) = R0 H(n).

Demonstraţie. Exact ca în demonstrat,ia propozit,iei 3.5, găsim

H(n+1) =
(∫ +∞

0
K(x)dx

)
H(n).
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Observat,ia 3.15. Dacă funct,iile a(x) s, i b(x) sunt constante (să le notăm a s, i
b), atunci

R0 =
∫ +∞

0
ae−bx dx =

a
b

s, i

I(t) =
∫ +∞

0
I(t,x)dx

este o solut,ie a
dI
dt

= (a−b)I.

Într-adevăr,

dI
dt

=
∫ +∞

0

∂ I
∂ t

(t,x)dx =−
∫ +∞

0

∂ I
∂x

(t,x)dx−b
∫ +∞

0
I(t,x)dx

= I(t,0)−b I(t) = a I(t)−b I(t).

3.3 Anexă : matrici pozitive

Definit, ia 3.16. Se spune că o matrice M este pozitivă dacă Mi, j ⩾ 0 pentru
orice i s, i j. În mod similar, se spune că un vector v este pozitiv dacă vi ⩾ 0
pentru orice i.

Reamintim un anumit număr de proprietăt,i ale matricelor pozitive. Pentru
demonstrat,ii, se va consulta, de exemplu, [63, capitolul 4] s, i, de asemenea,
[71, capitolul 5] pentru propozit,iile 3.17 s, i 3.22.

Propozit, ia 3.17. Fie M o matrice pătrată pozitivă. Atunci raza spectrală
ρ(M) este o valoare proprie a matricei M s, i există un vector propriu pozitiv
asociat. Cu alte cuvinte,

∃v ⩾ 0, v ̸= 0, Mv = ρ(M)v.

Corolarul 3.18. Fie M o matrice pătrată pozitivă. Atunci ρ(M) = σ(M).

Teorema 3.19. (Perron-Frobenius). Fie M o matrice pătrată pozitivă ireduc-
tibilă. Atunci ρ(M) > 0 s, i ρ(M) este o valoare proprie simplă a matricei
M. În plus, există un vector propriu asociat ale cărui elemente sunt strict
pozitive.

Propozit, ia 3.20. O matrice pătrată ireductibilă pozitivă nu poate avea doi
vectori proprii pozitivi liniar independent,i.
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Pentru două matrici M s, i N, notăm M ⩽ N dacă Mi, j ⩽ Ni, j pentru orice i, j.

Propozit, ia 3.21. Fie M s, i N două matrici pătrate pozitive. Dacă M ⩽ N,
atunci ρ(M)⩽ ρ(N).

Propozit, ia 3.22. Fie M s, i N două matrici pătrate pozitive. Să presupunem că
matricea N este ireductibilă. Dacă M ⩽ N s, i ρ(M) = ρ(N), atunci M = N.

Definit, ia 3.23. Dacă M este o matrice pătrată pozitivă, se spune că M este
primitivă dacă există un număr întreg p ⩾ 1 astfel încât toate elementele
matricei Mp să fie strict pozitive.

Propozit, ia 3.24. Fie M o matrice pătrată primitivă pozitivă. Există vectorii
v s, i w ale căror elemente sunt strict pozitive s, i astfel încât

Mv = ρ(M)v, tMw = ρ(M)w, tv w = 1.

În plus,

lim
n→+∞

(
M

ρ(M)

)n

= v tw.

Din aceste propozit,ii, putem deduce cu us, urint,ă unele proprietăt,i ale ma-
tricelor pătrate în care numai coeficient,ii din afara diagonalei sunt pozitivi.

Propozit, ia 3.25. Fie M o matrice pătrată astfel încât Mi, j ⩾ 0 pentru orice
i ̸= j. Să presupunem că M este ireductibil. Atunci următoarele afirmat,ii sunt
echivalente:

• există un vector v ̸= 0 astfel încât Mv = 0 s, i v ⩾ 0 ;

• σ(M) = 0.

Demonstraţie. Există k ∈R astfel încât M+kI să fie o matrice pozitivă. Cu
propozit,ia 3.20 s, i corolarul 3.18, avem echivalent,ele:

• există un vector v ̸= 0 astfel încât Mv = 0 s, i v ⩾ 0;

• există un vector v ̸= 0 astfel încât (M+ kI )v = k v s, i v ⩾ 0 ;

• ρ(M+ kI ) = k ;

• σ(M+ kI ) = k ;

• σ(M) = 0.

Propozit, ia 3.26. Fie M s, i N matrici pătrate de acelas, i ordin, astfel încât
Mi, j ⩾ 0 s, i Ni, j ⩾ 0 pentru orice i ̸= j. Dacă M ⩽ N, atunci σ(M)⩽ σ(N).
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Demonstraţie. Există k ∈ R astfel încât M+ kI să fie o matrice pozitivă.
Avem M+ kI ⩽ N+ kI . Conform propozit,iei 3.21, rezultă ρ(M+ kI )⩽
ρ(N+ kI ). Folosind corolarul 3.18, avem că σ(M+ kI ) ⩽ σ(N+ kI ).
Prin urmare, σ(M)⩽ σ(N).

Propozit, ia 3.27. Fie M s, i N două matrici pătrate de acelas, i ordin, astfel
încât Mi, j ⩾ 0 s, i Ni, j ⩾ 0 pentru orice i ̸= j. Să presupunem că matricea N
este ireductibilă. Dacă M ⩽ N s, i σ(M) = σ(N), atunci M = N.

Demonstraţie. Există k ∈ R astfel încât M+ kI să fie o matrice pozitivă.
Avem M+ kI ⩽ N+ kI . În conformitate cu corolarul 3.18, avem

ρ(M+ kI ) = σ(M+ kI )

= σ(M)+ k = σ(N)+ k = σ(N+ kI ) = ρ(N+ kI ).

Conform propozit,iei 3.22, avem M+ kI = N+ kI . Prin urmare, M = N.
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Începutul epidemiei de coronavirus în Frant,a

Este studiat un model matematic S-E-I-R în două faze, inspirat
de epidemia de coronavirus din 2020. Când contactele sunt re-
duse la zero de la o anumită dată T apropiată de începutul epide-
miei, mărimea finală a epidemiei este apropiată de cea obt,inută
prin înmult,irea numărului cumulat de cazuri R(T) la acea dată
cu reproductivitatea R0 a epidemiei. Mai general, când contac-
tele sunt diminuate de la momentul T cu un factor q > 1 astfel
încât R0/q < 1, atunci mărimea finală a epidemiei este apro-
piată de R(T)R0 (1− 1/q)/(1−R0/q). Parametrii modelului
sunt aproximat,i cu ajutorul datelor privind începutul epidemiei
în Frant,a.

4.1 Un model

Figura 4.1(a) prezintă numărul cumulat de cazuri confirmate în timpul epide-
miei de coronavirus din Frant,a, între 25 februarie s, i 29 martie 2020; aceste
valori includ atât date din laboratoarele de biologie medicală, cât s, i date de
la pacient,ii spitalizat,i [69]. Este necesar să distingem data de 15 martie, de
la care au fost luate măsuri drastice s, i imediate pentru a opri epidemia: în-
chiderea s, colilor, restaurantelor etc. Pentru aceste trei date, numărul cumulat
de cazuri confirmate a crescut de la 13 la 5.423 s, i apoi la 40.174. Figura
4.1(b) prezintă aceleas, i date pe o scară verticală logaritmică, însot,ite de linii
de regresie liniară. Pot fi observate trei perioade: în prima, până la 6 martie,
cres, terea este rapidă, dar destul de neregulată; în a doua, de la 6 la 15 martie,
cres, terea este ceva mai lentă, dar regulată; în a treia, începând cu 16 martie,
cres, terea este mai lentă, dar încă regulată. Dacă potrivim o linie dreaptă pe în-
treaga perioadă a primelor două perioade, de la 25 februarie până la 15 martie,
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constatăm că numărul cumulat de cazuri cres, te ca eλ t cu o rată de λ ≈ 0,31 pe
zi [linie punctată cu linii lungi]. Timpul de dublare este de ((log2)/λ ≈ 2,2
zile. Dacă, în schimb, ne limităm la a doua perioadă, cu date deosebit de bine
aliniate pe scara logaritmică, obt,inem λ ≈ 0,225 pe zi s, i un timp de dublare
de 3,1 zile [linie continuă]. Deoarece datele de la începutul epidemiei sunt
perturbate de o mare parte a cazurilor nou importate s, i de efectele stocastice,
cea de-a doua estimare este probabil cea mai fiabilă. Pentru cea de-a treia
perioadă, după implementarea unor măsuri drastice, timpul de dublare cres, te
la 4,9 zile [linie punctată].
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Figura 4.1: a) Numărul cumulat de cazuri confirmate în Frant,a între 25 februarie s, i 29
martie 2020, conform Santé publique France. b) Logaritmul natural al acestui număr
s, i liniile de regresie liniară.

Vom studia un model matematic inspirat de această epidemie. Să împărt,im
populat,ia în cinci compartimente conform unei variante a modelului S-E-I-R
din capitolul 2:

• susceptibili de a fi infectat,i (S),

• infectat,i în faza latentă, adică încă neinfect,ios, i (E),

• infect,ios, i fără protect,ie (I),

• eliminat,i din lant,ul de transmitere s, i numărat,i ca fiind cazuri confirmate
(R1),

• eliminat,i din lant,ul de transmitere fără a fi contabilizat,i (R2).

Aceste ultime două compartimente includ, prin urmare, atât pe cei care sunt
încă infect,ios, i, dar izolat,i, cât s, i pe cei care nu mai sunt infect,ios, i deoarece
s-au vindecat sau au murit. Unii pacient,i au simptome us, oare s, i rămân la do-
miciliu fără a fi testat,i, alt,ii trăiesc în cămine de bătrâni s, i nu au fost testat,i în
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ciuda complicat,iilor sau chiar a decesului; acestea sunt categoriile regăsite în
compartimentul R2. Evident, acest model poate fi rafinat la infinit pentru a fi
făcut mai realist, însă am încercat aici să limităm cât mai mult posibil numă-
rul de parametri necunoscut,i. Obiectivul principal este obt,inerea unui rezultat
teoretic privind mărimea finală a epidemiei în cazul foarte optimist în care o
izolare deosebit de strictă permite trecerea imediată la regimul subcritic, caz
asemănător cu cel observat în China.

Fie N populat,ia totală, presupusă a fi mare, s, i atunci

N = S(t)+E(t)+ I(t)+R1(t)+R2(t).

Să notăm cu a rata reală de contact, cu c rata la care indivizii infectat,i în
stare latentă devin infect,ios, i s, i cu b rata medie la care indivizii infect,ios, i sunt
izolat,i s, i astfel eliminat,i din lant,ul de transmitere. Notăm de asemenea cu f
fract,iunea de indivizi infect,ios, i care sunt numărat,i printre cazurile confirmate
la momentul izolării (0 ⩽ f ⩽ 1); această fract,iune poate varia în timp, dar
pentru simplificare se va presupune că este constantă. Modelul este

dS
dt

=−aS
I
N
, (4.1)

dE
dt

= aS
I
N
− cE , (4.2)

dI
dt

= cE−b I , (4.3)

dR1

dt
= f b I , (4.4)

dR2

dt
= (1− f )b I . (4.5)

Pentru a face legătura cu datele din figura 4.1, numărul R1(t) este numărul
cumulat de cazuri confirmate la momentul t. Dacă notăm R(t) = R1(t) +
R2(t), atunci

dR
dt

= b I . (4.6)

Cum R1(0) = R2(0) = 0, se deduce că

R1(t) = f R(t), R2(t) = (1− f )R(t)

pentru orice t ⩾ 0.
La începutul epidemiei, numărul de cazuri rămâne foarte mic în compa-

rat,ie cu populat,ia totală, astfel încât S(t)≈ N, ceea ce conduce la liniarizarea

dE
dt

≈ a I− cE,
dI
dt

≈ cE−b I.
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Compartimentele E s, i I, dar s, i compartimentele R1 s, i R2, tind deci să crească
exponent,ial ca eλ t , unde λ este cea mai mare valoare proprie a matricei(

−c a
c −b

)
. (4.7)

Polinomul caracteristic este

λ
2 +(b+ c)λ + c(b−a) = 0, (4.8)

de unde

λ =
−(b+ c)+

√
(b+ c)2 −4c(b−a)

2
=

−(b+ c)+
√
(b− c)2 +4ac
2

.

(4.9)
Sansonetti [67] afirmă că perioada de incubat,ie, adică perioada de dinain-

tea aparit,iei simptomelor, este de 5–6 zile. Perioada de latent,ă poate fi ceva
mai scurtă, deoarece o persoană poate deveni infect,ioasă înainte de a prezenta
simptome. Durata medie 1/c în faza de latent,ă este determinată a fi 4 zile;
astfel, c = 0,25 pe zi.

Timpul mediu în compartimentul I înainte de izolare, care este 1/b, este
mai dificil de estimat, deoarece depinde de mai mult,i factori. Acesta depinde
de caracteristicile biologice ale virusului, de caracteristicile indivizilor, cum
ar fi vârsta, dar s, i de rapiditatea cu care sunt izolate cazurile, care variază de la
o t,ară la alta. Epidemia din Frant,a a avut loc când oamenii erau deja cons, tient,i
de pandemie; bolnavii au fost izolat,i fără prea multă întârziere. Unii nu au
fost deloc infect,ios, i, iar alt,ii au fost infect,ios, i cu câteva zile înainte de a fi
izolat,i. Să presupunem că media este de ordinul unei zile, forma modelului
implicând că distribut,ia este exponent,ială. O medie de acest ordin de mărime
ar fi obt,inută într-un model mai rafinat dacă, de exemplu, 80 % dintre cei
infectat,i ar rămâne infect,ios, i timp de 0 zile s, i 20 % ar rămâne infect,ios, i timp
de 5 zile înainte de a fi izolat,i. În concluzie, s-a ales b = 1 pe zi.

Din formula (4.9), se poate deduce că

a =
(2λ +b+ c)2 − (b− c)2

4c
= (λ +b)

(
1+

λ

c

)
, (4.10)

ceea ce permite calcularea numerică a ratei efective de contact a pornind de
la rata de cres, tere observată λ .

Să presupunem că măsurile de sănătate publică pot împărt,i rata efectivă
de contact cu un număr q care este mai mare decât 1. Care este valoarea
minimă a lui q pentru a opri epidemia? Această valoare, care reprezintă re-
productivitatea R0, se obt,ine pur s, i simplu observând că atunci când a este
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înlocuit cu a′ = a/R0, noua rată de cres, tere a epidemiei λ ′ trebuie să fie zero,
ceea ce, conform ecuat,iei (4.8), conduce la b−a/R0 = 0 s, i la

R0 =
a
b
=

(
1+

λ

b

)(
1+

λ

c

)
≈ 2,3,

dacă folosim valoarea numerică λ ≈ 0,225 pe zi sugerată de curba epidemică
din figura 4.1. Având în vedere incertitudinile parametrilor b s, i c, aceasta nu
poate fi decât o valoare aproximativă. Ca s, i în 3, s-ar fi putut observa că R0
era raza spectrală a matricei(

0 a
0 0

)(
c 0
−c b

)−1

.

Să revenim la modelul S-E-I-R (4.1)-(4.6). Conform propozit,iei 2.2 s, i
observat,iei 1.4, mărimea finală a epidemiei în absent,a totală a intervent,iei
verifică relat,ia

N−R(∞) = S(0) exp
(
−a

b
R(∞)

N

)
.

La începutul epidemiei, există doar câteva persoane infectate în întreaga po-
pulat,ie, deci S(0) ≈ N. Ecuat,ia implicită pentru mărimea finală a epidemiei
poate fi scrisă sub forma

1− R(∞)

N
≈ exp

(
−R0

R(∞)

N

)
. (4.11)

Cu R0 ≈ 2,3 (mai exact 2,33), găsim numeric R(∞)/N ≈ 87%. Totus, i, doar
o fract,iune f din aceste cazuri au fost recenzate.

4.2 A doua fază cu intervent, ie drastică

Să presupunem că, la o anumită dată T, se iau măsuri drastice astfel încât
noua rată efectivă de contact să fie redusă la 0 atunci când există R1(T) cazuri
confirmate cumulate. De exemplu, în Frant,a au existat 5.423 cazuri confir-
mate cumulate la 15 martie, când au intrat în vigoare măsurile privind s, colile
s, i locurile publice. Putem prezice atunci care ar fi fost noua mărime finală
a epidemiei în aceste ipoteze ideale R(∞) sau cel put,in mărimea confirmată
R1(∞)?

Atâta timp cât t ⩽ T s, i numărul total de cazuri este încă o fract,iune infimă
din populat,ia totală, avem S(t)≈ N s, i

dS
dt

=−aS
I
N

≈−a I =−R0 b I =−R0
dR
dt

.
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Astfel, integrând,
S(t)≈ S(0)−R0 R(t).

Dar dacă data T nu este prea apropiată de 0, numărul init,ial de persoane infec-
tate, N−S(0), este deja neglijabil în comparat,ie cu numărul R(T) de cazuri
la momentul T, astfel încât

E(T)+ I(T)+R(T) = N−S(T)≈ N−S(0)+R0 R(T)≈ R0 R(T). (4.12)

În plus, avem

E(t)≈ ueλ t , I(t)≈ veλ t , R(t)≈ weλ t ,

unde (u,v) este un vector propriu asociat cu cea mai mare valoare proprie λ

a matricei (4.7). Astfel,
−cu+av = λ u.

Din ecuat,ia (4.10), găsim

u =
av

λ + c
=

λ +b
c

v.

Astfel,

E(t)≈ λ +b
c

veλ t ≈ λ +b
c

I(t), I(t) =
1
b

dR
dt

≈ λ

b
R(t). (4.13)

În particular, aceste ecuat,ii oferă aproximări ale lui E(T) s, i I(T) prin interme-
diul lui R(T).

Dacă se reduc apoi contactele la zero, avem pentru t > T

dS
dt

= 0,
dE
dt

=−cE, (4.14)

în timp ce celelalte ecuat,ii (4.3), (4.4) s, i (4.5) rămân neschimbate. Fără a fi
nevoie să rezolvăm acest sistem, este clar că mărimea finală a epidemiei va fi

R(∞) = E(T)+ I(T)+R(T)

deoarece există E(T)+ I(T) indivizi infectat,i care nu se află încă în compar-
timentele R la momentul T. Astfel,

R(∞)≈ R0 R(T)

în conformitate cu formula (4.12). Deoarece în orice moment R1(t) = f R(t),
deducem s, i R1(∞)≈ R0 R1(T).
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Astfel, când contactele sunt reduse la zero de la o anumită dată apropiată
de începutul epidemiei – suficient de apropiată pentru ca aproximat,ia liniară
să fie încă valabilă, dar nu atât de apropiată încât numărul init,ial de cazuri
infectate să devină neglijabil – atunci mărimea finală (confirmată sau totală) a
epidemiei este apropiată de cea obt,inută prin înmult,irea numărului cumulativ
de cazuri (confirmate sau totale) la acea dată cu reproductivitatea R0 a epide-
miei. Un rezultat similar se obt,ine în acelas, i mod pentru un model S-I-R. Cu
toate acestea, în anexa 4.5, observăm că nu mai este R0 cel care determină
valoarea raportului R(∞)/R(T) în modelele în care perioada de infect,ie nu
este distribuită exponent,ial, ci o expresie mai complicată.

Cu R1(T) = 5.423 s, i R0 ≈ 2,33, rezultă R1(∞)≈ 12.600. Subliniem încă
o dată incertitudinea care înconjoară parametrii b s, i c, reflectată în valoarea
R1(∞), precum s, i caracterul evident prea optimist al unei reduceri a contacte-
lor la 0.

De notat în treacăt analogia cu conceptul de „potent,ial de cres, tere a popu-
lat,iei” în demografie [58, p. 176]. Acesta din urmă este raportul dintre popula-
t,ia stat,ionară finală s, i populat,ia de la un anumit moment dat, dacă fertilitatea
este brusc împărt,ită în acel moment prin reproductivitatea R0, astfel încât
populat,ia să ajungă la o rată de cres, tere asimptotică zero. Similar calculului
nostru, presupunând că populat,ia în acest moment este „stabilă” în sensul
lui Lotka (adică dată de primul vector propriu), Keyfitz a obt,inut o formulă
relativ simplă pentru potent,ialul de cres, tere, care implică s, i ea R0, des, i într-
un mod mai complicat decât pentru modelul nostru S-E-I-R [58, p. 179].

Trebuie ret,inut, de asemenea, că estimarea E(T)+ I(T)+R(T) numai din
datele privind R(T) este analoagă problemei care a apărut în primele zile
ale epidemiei de HIV în ceea ce prives, te estimarea numărului de persoane
seropozitive pornind de la numărul de cazuri de SIDA raportate.

Figura 4.2 ilustrează acest model în două faze. Am luat N = 65× 106

(populat,ia totală a Frant,ei) s, i condit,iile init,iale

S(0) = N−1, E(0) = 1, I(0) = 0, R(0) = 0. (4.15)

Parametrul a este dat de formula (4.10) cu λ = 0,225 pe zi, ca în figura 4.1.
Sunt disponibile put,ine informat,ii despre parametrul f , cu except,ia faptu-
lui că, retrospectiv, un număr mare de decese datorate virusului în cămi-
nele de bătrâni nu au fost contabilizate printre cazurile confirmate la înce-
putul epidemiei; să stabilim f = 0,5 pentru ilustrare. Am luat T = 43,2 zile,
astfel încât R1(T) ≈ 5.438 să fie apropiat de valoarea dată 5.423 pentru 15
martie. Dacă continuăm simularea mai mult decât în figură, găsim numeric
R1(∞)/R1(T) ≈ 2,3 ≈ R0. Ret,inem, de asemenea, că numărul de cazuri are
nevoie de două săptămâni după data T de izolare pentru a se stabiliza. Acest
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timp este legat de inversa celei mai mari valori proprii a matricei(
−c 0
c −b

)
,

care este −c în exemplul nostru numeric.
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Figura 4.2: Exemplu de simulare a modelului cu două faze. Data T de izolare este
reprezentată de o linie punctată verticală.

Figura 4.3 arată modul în care raportul R1(∞)/R1(T) variază în funct,ie
de timpul T atunci când viteza de contact este redusă la zero. Există într-
adevăr un platou în care acest raport este apropiat de R0. Când T → 0, avem
R1(T)→ 0 s, i R1(∞)→ f (E(0)+ I(0))> 0, deci raportul R1(∞)/R1(T) tinde
spre infinit. Raportul se apropie de R0 atunci când T este de ordinul inversei
diferent,ei dintre cele două valori proprii ale matricei (4.7). Când, dimpo-
trivă, T → +∞, atunci intervent,ia vine prea târziu; epidemia a trecut deja s, i
R1(∞)/R1(T)→ 1. Este de as, teptat ca lăt,imea platoului în care R1(∞)/R1(T)
este aproape de R0 să crească ca (logN)/λ când N →+∞, ceea ce reprezintă
acelas, i comportament ca s, i al timpului până la vârful epidemiei în modelul
S-E-I-R cu coeficient,i constant,i (a se vedea capitolul 2).

4.3 O generalizare

În realitate, este evident că rata efectivă de contact nu poate fi zero pentru
t > T. Valoarea obt,inută pentru R(∞) poate fi totus, i considerată ca o limită
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Figura 4.3: Raportul R1(∞)/R1(T) în funct,ie de T.

inferioară a valorii reale, deoarece este clar că mărimea finală a epidemiei
va fi mai mare cu rată de contact diferită de zero decât cu rată de contact
zero pentru t > T. Cu toate acestea, trebuie reamintit faptul că modelele
epidemiologice de tip S-I-R sau S-E-I-R cu o rată de contact variabilă nu sunt
„monotone”: o reducere a ratei de contact poate duce uneori la o mărime
finală mai mare a epidemiei (a se vedea capitolul 13).

Prin urmare, să luăm în considerare cazul în care rata de contact nu este
redusă la 0, ci este împărt,ită la un număr q > 1. Reducerea la 0 corespunde
cazului limită în care q tinde spre infinit. Pentru t > T, avem

dS
dt

=−a
q

S
I
N
,

dE
dt

=
a
q

S
I
N
− cE, (4.16)

în timp ce ecuat,iile (4.3), (4.4) s, i (4.5) rămân neschimbate. Atunci, pentru
t > T,

1
S

dS
dt

=− a
qbN

dR
dt

.

Integrând între t = T s, i t =+∞, rezultă

log
S(∞)

S(T)
=−R0

q
R(∞)−R(T)

N
,
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unde R0 = a/b > 1. Deoarece S(∞) = N−R(∞), avem

1− R(∞)

N
=

S(T)
N

exp
(
−R0

q
R(∞)−R(T)

N

)
. (4.17)

Să presupunem ca în 4.2 că timpul T nu este nici prea mic, nici prea mare,
adică se află în platoul din figura 4.3. La o primă aproximare, S(T) ≈ N s, i
R(T) sunt încă mici în comparat,ie cu N. în acest caz, apar două situat,ii.

Dacă 1 < q < R0, atunci un argument grafic constând în reprezentarea
primului s, i celui de-al doilea membru al ecuat,iei (4.17) în funct,ie de R(∞)/N
arată că solut,ia R(∞)/N nu este mică, ci este apropiată de solut,ia strict pozi-
tivă a ecuat,iei

1− R(∞)

N
≈ exp

(
−R0

q
R(∞)

N

)
. (4.18)

Dacă dimpotrivă q > R0, atunci solut,ia R(∞)/N a ecuat,iei (4.17) este
mică. Deoarece S(T) ≈ N−R0 R(T), o dezvoltare de ordinul întâi a expo-
nent,ialei din ecuat,ia (4.17) conduce la

1− R(∞)

N
≈
[

1− R0 R(T)
N

] [
1− R0

q
R(∞)−R(T)

N

]
.

Păstrând doar termenii de ordinul cel mai mic, găsim

1− R(∞)

N
≈ 1− R0 R(T)

N
− R0

q
R(∞)−R(T)

N
.

În cele din urmă,

R(∞)≈ R(T)R0
1−1/q

1−R0/q
. (4.19)

Când q →+∞, găsim R(∞)≈ R(T)R0. De asemenea, observăm că

1−1/q
1−R0/q

> 1,

as, a cum ar trebui să fie. O relat,ie identică cu formula (4.19) leagă R1(∞) s, i
R1(T).

Formula (4.19) este us, or de interpretat. Cei infectat,i la momentul T care
nu se află încă în compartimentele R infectează în medie R0/q persoane sus-
ceptibile s, i fiecare dintre acestea va infecta la rândul său R0/q persoane sus-
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ceptibile etc., conform unei serii geometrice de rat,ie R0/q < 1. Astfel,

R(∞)≈ R(T)+ [E(T)+ I(T)]

[
1+

R0

q
+

(
R0

q

)2

+

(
R0

q

)3

+ · · ·

]

≈ R(T)+
E(T)+ I(T)
1−R0/q

.

Am observat cu ajutorul formulei (4.12) că

E(T)+ I(T)≈ R(T)(R0 −1).

Obt,inem atunci

R(∞)≈ R(T)
[

1+
R0 −1

1−R0/q

]
≈ R(T)R0

1−1/q
1−R0/q

.

Figura 4.4 prezintă, în funct,ie de parametrul de reducere q, mărimea finală
a epidemiei pe o scară logaritmică, log(R(∞)/N), obt,inută prin simularea
numerică a sistemului (4.1)–(4.6) pentru t < T cu condit,iile init,iale (4.15), iar
apoi a sistemului (4.16) pentru t > T. Ca în figura 4.2, populat,ia totală este
N = 65×106 iar parametrul a este dat de formula (4.10) cu λ = 0,225 pe zi;
din nou se iau f = 0,5 s, i T = 43,2 zile, astfel încât R1(T) ≈ 5.438. Figura
arată, de asemenea, ce se poate obt,ine din formula (4.19) pentru q > R0. Ea
indică, de asemenea, solut,ia strict pozitivă a ecuat,iei (4.18) pentru q < R0.
Vedem că ambele aproximări încetează să mai fie valabile în vecinătatea lui
q = R0.

Mărimea finală a epidemiei variază cu câteva ordine de mărime atunci
când parametrul q este apropiat de R0. Deoarece acesta este dificil de cuanti-
ficat, predict,ia mărimii finale a epidemiei este, de asemenea, dificilă în acest
domeniu. Numai dacă parametrul q este semnificativ mai mare decât R0,
prognoza efectuată cu ajutorul formulei (4.19) devine mai put,in sensibilă.

4.4 Estimarea parametrului de reducere

Să încercăm să estimăm parametrul q prin adaptarea unei simulări a modelu-
lui la datele din perioada 15 martie – 15 aprilie 2020. Totus, i, [69] avertizează
că „numărul de cazuri confirmate în Frant,a nu mai reflectă în mod satisfăcă-
tor dinamica epidemiei”, deoarece „pacient,ii cu semne de COVID-19 nu mai
sunt confirmat,i în mod sistematic printr-un test biologic”.

Se pornes, te de la datele R1(T) = 5.423 s, i de la relat,iile R(T) = R1(T)/ f
s, i R2(T) = (1− f )R(T). Deoarece datele pentru cele 8 zile anterioare sunt
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Figura 4.4: Logaritmul fract,iei infectate finale, log(R(∞)/N), în funct,ie de parametrul
de reducere q [linie continuă], comparativ cu formula (4.19) [cercuri mici] valabilă
pentru q > R0 s, i cu solut,ia ecuat,iei (4.18) [romburi mici] valabilă pentru q < R0.

deosebit de bine aliniate, începem simularea modelului cu

R(T−θ)≈ e−λθ R(T)

unde λ = 0,225 pe zi s, i θ = 8 zile, cu estimările corespunzătoare (4.13)

I(T−θ)≈ λ

b
R(T−θ), E(T−θ)≈ λ +b

c
I(T−θ),

s, i cu
S(T−θ) = N−E(T−θ)− I(T−θ)−R(T−θ).

Pentru t > T, rata efectivă de contact este a/q s, i încercăm să potrivim
R1(t) la datele de până la 15 aprilie. Cea mai bună potrivire este în jurul
valorii de q = 1,7 (fig. 4.5). Deoarece această valoare este mai mică decât
reproductivitatea R0, s-ar părea că măsurile de izolare au fost insuficiente.
Ultimele puncte din figură arată că abaterea de la model cres, te în direct,ia unei
încetiniri a epidemiei reale. Este posibil ca valoarea f aleasă să nu fie adec-
vată sau ca aceasta să fi variat în timpul epidemiei. Alternativ, modelul poate
fi put,in prea simplist; în special, ne-am as, tepta ca o distribut,ie neexponent,ială
a timpului petrecut în diferitele compartimente să influent,eze momentul în
care graficul începe să se curbeze.
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Figura 4.5: Logaritmul numărului de cazuri înregistrate între 7 martie s, i 15 aprilie
[cercuri mici, date de la Santé publique France] s, i log(R1(t)) în funct,ie de timp în
patru simulări cu, de sus în jos q ∈ {1,5 ; 1,7 ; 2 ; 2,5}.

În concluzie, a fost explorat un scenariu în două faze în care rata de con-
tact este redusă de la o anumită dată. A fost găsită o formulă aproximativă
simplă pentru mărimea finală a epidemiei în funct,ie de numărul de cazuri de-
tectate la momentul reducerii. Cu toate acestea, acest rezultat trebuie să fie
enunt,at s, i demonstrat mai riguros, probabil formulat ca un rezultat asimptotic
atunci când N →+∞.

4.5 Anexă: o perioadă infect, ioasă neexponent, ială

Să considerăm un model S-I-R cu o perioadă de infect,ie care nu este nea-
părat distribuită exponent,ial. Fie I(t,x) densitatea de persoane infectate de x
unităt,i de timp la momentul t. Fie a(x) rata efectivă de contact s, i b(x) rata
la care persoanele infectate încetează să mai transmită infect,ia. La începutul
epidemiei avem

I(t,0)≈
∫ +∞

0
a(x) I(t,x)dx

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

=−b(x) I(t,x)
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dR
dt

=
∫ +∞

0
b(x) I(t,x)dx

Deducem, ca în teoria populat,iei stabile a lui Lotka [10, capitolul 24], că

I(t,x)≈ k eλ t e−λx−
∫ x

0 b(y)dy

unde k este o constantă, iar rata de cres, tere λ este solut,ia unică a ecuat,iei

1 =
∫ +∞

0
a(x)e−λx−

∫ x
0 b(y)dy dx.

Dacă notăm
I(t) =

∫ +∞

0
I(t,x)dx,

problema este de a estima I(T)+R(T) cu ajutorul lui R(T). Atunci

λR(T)≈ dR
dt

(T) =
∫ +∞

0
b(x) I(T,x)dx

≈
∫ +∞

0
b(x)k eλT e−λx−

∫ x
0 b(y)dy dx.

Deducem

k ≈ λR(T)e−λT∫ +∞

0 b(x)e−λx−
∫ x

0 b(y)dy dx
.

În cele din urmă,

I(T)+R(T)
R(T)

≈
λ
∫ +∞

0 e−λx−
∫ x

0 b(y)dy dx∫ +∞

0 b(x)e−λx−
∫ x

0 b(y)dy dx
+1.

Cel de-al doilea membru nu are nici un motiv special pentru a coincide cu
reproductivitatea

R0 =
∫ +∞

0
a(x)e−

∫ x
0 b(y)dy dx

(propozit,ia 3.14). În cazul special în care ratele sunt constante, cu a(x)≡ a s, i
b(x)≡ b, avem însă λ = a−b s, i astfel

I(T)+R(T)
R(T)

≈ λ

b
+1 =

a
b
= R0.
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Modele stocastice

În primul rând, se prezintă o formulă pentru probabilitatea de
extinct,ie a unei epidemii modelate printr-un proces de ramifi-
care multitip, care este construit plecând de la un model com-
partimental definit printr-un sistem de ecuat,ii diferent,iale. Apoi,
studiem durata medie a unei epidemii într-un model stocastic S-
I-S pentru o populat,ie de mărime mare.

5.1 Probabilitatea de extinct, ie a epidemiilor

5.1.1 Procese de ramificare

La începutul unei epidemii, efectele stocastice sunt importante s, i pot duce
la stingerea epidemiei chiar dacă R0 > 1. Vom construi acum modele sto-
castice care sunt procese de ramificare de tipul m în timp continuu, utilizând
coeficient,ii matricelor A, B s, i C din sect,iunea 3.1. Obiectul de interes este
calcularea probabilităt,ii de extinct,ie în aceste modele, dacă pornim la t = 0 de
la n j persoane infectate de tipul j pentru 1 ⩽ j ⩽ m (n j sunt numere întregi).
Această probabilitate va avea forma unui produs

ω1
n1 · · ·ωm

nm

[47, §3.7]. Căutăm o formulă generală care să facă legătura între probabilită-
t,ile ω j s, i matricile A, B s, i C.

Vom arăta că vectorul de probabilităt,i de extinct,ie (ω j) este, când R0 > 1,
solut,ia unică în [0; 1[m a problemei de punct fix

ω j =
∑i Ai, j ωi ω j +B j, j −∑i̸= j Ci, j ωi

∑i Ai, j +B j, j +C j, j
(5.1)
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cu 1 ⩽ j ⩽ m. Putem rescrie (5.1), după cum vom vedea,

∑
i
(1−ωi)(Ai, j ω j −Bi, j −Ci, j) = 0 (5.2)

cu 1 ⩽ j ⩽ m. Dacă notăm [1 − ω] vectorul linie (1 − ω1, . . . ,1 − ωm) s, i
diag[ω] matricea diagonală cu ωi pe diagonală, sistemul ia o formă mai com-
pactă:

[1−ω](Adiag[ω]−B−C) = 0 . (5.3)

Formula (5.2) poate fi generalizată pentru cazul unui mediu periodic (a se
vedea capitolul 17).

Demonstrat, ie. Să construim modelul stocastic asociat în mod natural cu
modelul determinist (3.1). Se presupune că, cu o rată Ai, j, fiecare persoană
infectată de tip j este cumva înlocuită de două persoane, una de tip i, cealaltă
de tip j: a avut loc o nouă infect,ie. Aceasta înseamnă că probabilitatea acestui
eveniment este Ai, j dt +o(dt) pe parcursul unui interval de timp infinitezimal
dt. Cu o rată B j, j, fiecare persoană infectată de tipul j încetează să mai fie
infect,ioasă. Cu o rată −Ci, j pentru i ̸= j, fiecare persoană infectată de tipul j
se transformă într-o persoană infectată de tipul i. Schematic,

j−→
Ai, j

i+ j , j−→
B j, j

/0, j −→
−Ci, j

i (i ̸= j) .

Cum −∑i̸= j Ci, j =C j, j, fiecare persoană infectată de tipul j suferă unul dintre
cele trei evenimente de mai sus cu rata totală

λ j = ∑
i

Ai, j +B j, j +C j, j.

Fie g j(x1, . . . ,xm) funct,ia generatoare a numărului de persoane de diferite ti-
puri generate de o persoană de tip j în conformitate cu schema de mai sus,
dacă oprim procesul după un eveniment. Avem

g j(x1, . . . ,xn) =
1
λ j

(
∑

i
Ai, j xi x j +B j, j +∑

i̸= j
(−Ci, j)xi

)
.

Din teoria proceselor de ramificare multitip [47, teorema 3.7.5], care este
o generalizare a teoriei proceselor Bienaymé-Galton-Watson [10], s, tim că
atunci când R0 > 1 (adică în cazul supercritic în care σ(A − B − C) > 0
prin corolarul 3.8), probabilităt,ile (ω1, . . . ,ωm) sunt solut,ia unică în [0; 1[m a
problemei de punct fix

g j(ω1, . . . ,ωm) = ω j
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pentru 1 ⩽ j ⩽ m. Acest lucru poate fi scris s, i sub forma

∑
i

Ai, j ωi ω j +B j, j +∑
i̸= j

(−Ci, j)ωi = ω j λ j = ω j

(
∑

i
Ai, j +B j, j +C j, j

)
.

Prin urmare, rearanjând,

−∑
i

Ci, j ωi +B j, j(1−ω j) = ω j ∑
i

Ai, j(1−ωi) .

Cum ∑i Ci, j = 0, putem adăuga acest termen în primul membru:

∑
i

Ci, j(1−ωi)+B j, j(1−ω j) = ω j ∑
i

Ai, j(1−ωi)

s, i regăsi ecuat,ia (5.2) (căci Bi, j = 0 pentru i ̸= j).

5.1.2 Exemple

Pentru modelul S-I-R din capitolul 1, există un singur compartiment infectat,
compartimentul I. Ecuat,ia (5.3) se reduce la

(1−ω)(aω −b) = 0,

astfel încât
ω =

b
a
=

1
R0

dacă R0 > 1.

Ca un al doilea exemplu, luăm o variantă a modelului S-E-I-R cu demo-
grafie

dS
dt

= ν −aS
I
N
−µ S ,

dE
dt

= aS
I
N
− (µ + c)E ,

dI
dt

= cE− (µ + ε +b) I ,

dR
dt

= b I−µ R

unde N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t) este populat,ia totală, ν numărul de
nas, teri pe unitate de timp, a rata efectivă de contact, µ mortalitatea natu-
rală, c rata cu care persoanele aflate în faza latentă devin infect,ioase, b rata
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la care persoanele infect,ioase se recuperează s, i ε excesul de mortalitate în
timpul perioadei de infect,ie.

În absent,a bolii, starea de echilibru este S = N∗ = ν/µ . La începutul unei
epidemii, populat,ia este formată aproape în întregime din indivizi suscepti-
bili, astfel încât S ≈ N ≈ N∗. Se obt,ine astfel modelul liniarizat

dE
dt

≈−(µ + c)E+a I ,

dI
dt

≈ cE− (µ + ε +b) I .

Folosind notat,iile din sect,iunea anterioară, avem

A =

(
0 a
0 0

)
, B =

(
µ 0
0 µ + ε +b

)
, C =

(
c 0
−c 0

)
.

Astfel,

A(B+C)−1 =

( ac
(c+µ)(µ+ε+b)

a
µ+ε+b

0 0

)
s, i

R0 =
ac

(c+µ)(µ + ε +b)

(se poate arăta că c/(c+ µ) este probabilitatea ca o persoană care tocmai a
intrat în compartimentul E să ajungă la compartimentul I fără să moară între
timp, în modelul stocastic).

Să presupunem R0 > 1. Sistemul (5.3) se scrie

(1−ω1 1−ω2)

[(
0 a
0 0

)(
ω1 0
0 ω2

)
−
(

c+µ 0
−c µ + ε +b

)]
= 0;

din ecuat,iile

−(c+µ)(1−ω1)+c(1−ω2) = 0 , aω2(1−ω1)−(µ+ε+b)(1−ω2) = 0 ,

găsim solut,ia din [0; 1[2

ω1 =
µ + c/R0

µ + c
, ω2 =

1
R0

.

Pentru un al treilea exemplu, calculăm probabilităt,ile de extinct,ie pentru
un model de malarie (a se vedea capitolul 9). Fie a frecvent,a mus, căturilor, b1
rata de vindecare umană, b2 mortalitatea t,ânt,arilor, N1 numărul de oameni s, i
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N2 numărul de t,ânt,ari. Dacă I1 este numărul de oameni infectat,i s, i I2 numărul
de t,ânt,ari infectat,i, atunci modelul liniarizat este de forma

A =

(
0 a

aN2/N1 0

)
, B =

(
b1 0
0 b2

)
, C = 0.

Rezultă

R0 = a

√
N2/N1

b1b2
.

Sistemul (5.3) devine

(1−ω1 1−ω2)

[(
0 a

aN2/N1 0

)(
ω1 0
0 ω2

)
−
(

b1 0
0 b2

)]
= 0 ,

cu solut,ie

ω1 =
b2 +a

b2(R0)2 +a
, ω2 =

b2 +a/(R0)
2

b2 +a
.

De obicei, când există două tipuri de persoane infectate, sistemul de două
ecuat,ii de gradul al doilea (5.2) conduce la o ecuat,ie polinomială de gradul
4 pentru fiecare dintre probabilităt,ile ω j. Deoarece 1 este întotdeauna o ră-
dăcină, ajungem la o ecuat,ie de gradul 3 care, în general, nu poate fi redusă
mai mult. Acesta este cazul, de exemplu, pentru un model S-I-S sau S-I-R
cu migrat,ie între două situri, pentru care sistemul liniarizat pentru indivizii
infectat,i (I1, I2) în ambele situri este de forma

A =

(
a1 0
0 a2

)
, B =

(
b1 0
0 b2

)
, C =

(
c1 −c2
−c1 c2

)
.

Doar prezent,a multor zerouri în matricile A, B s, i C permite efectuarea unor
calcule explicite relativ simple în cazul modelului S-E-I-R sau al modelului
malariei. Dacă ne mult,umim cu calculele numerice, atunci, în loc să folosim
sistemul (5.3), obt,inem punctul fix din [0; 1[m al sistemului (5.1) prin simple
iterat,ii pornind de la (x1, . . . ,xm) = (0, . . . ,0).

5.2 Model S-I-S

Modelul stocastic S-I-S, în care indivizii infectat,i devin din nou susceptibili
atunci când se recuperează, este un caz special al procesului de nas, tere s, i
moarte în care „rata de nas, tere” este pătratică, în timp ce „rata de moarte”
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este liniară [55]. Acesta a fost studiat în detaliu atunci când se presupune că
mediul este constant. Fie a rata efectivă de contact s, i b rata de recuperare. Fie
N mărimea populat,iei. Dacă există n persoane infectate la momentul t, atunci
există N−n persoane susceptibile:

• probabilitatea de a avea n+1 persoane infectate la momentul t +dt, cu
dt infinitezimal, este an(1−n/N)dt +o(dt);

• probabilitatea de a avea n−1 persoane infectate la momentul t+dt este
bndt +o(dt).

Figura 5.1 prezintă un exemplu de simulare a acestui model. Toate simulă-
rile ajung în cele din urmă la starea de absorbt,ie n = 0 în care nu mai există
indivizi infectat,i s, i epidemia se opres, te [70, sect,iunea 2.13]. O întrebare fun-
damentală este cât timp în medie se întâmplă acest lucru. Acest lucru este
oarecum analog cu problema fixării unei gene prin derivă genetică [10, capi-
tolul 20].
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Figura 5.1: Exemplu de simulare cu a = 10, b = 5 s, i N = 15 [curbă fluctuantă]; solut,ie
a modelului determinist dI/dt = a I(1− I/N)−b I asociat [curbă netedă].

Probabilitatea Pn(t) de a avea n ⩾ 1 persoane infectate la momentul t
verifică

dPn

dt
= a(n−1)[1− (n−1)/N]Pn−1

− [an(1−n/N)+bn]Pn +b(n+1)Pn+1 (5.4)
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pentru 1 ⩽ n ⩽ N−1, în timp ce

dP0

dt
= bP1, (5.5)

dPN

dt
= a(N−1)[1− (N−1)/N]PN−1 −bNPN.

Fără a intra în detalii, deoarece calculele vor fi repetate într-un cadru periodic
în capitolul 19, este de as, teptat ca pentru orice 1 ⩽ n ⩽ N, Pn(t) → 0 când
t →+∞, în timp ce P0(t)→ 1. Mai exact,

Pn(t)≈ eλ1t
πn

pentru 1 ⩽ n ⩽ N cu λ1 < 0 s, i πn > 0. În plus, P0(t)≈ 1+eλ1tπ0 cu π0 < 0 s, i

N

∑
n=0

πn = 0. (5.6)

Numerele πn verifică

λ1πn = a(n−1) [1− (n−1)/N]πn−1

− [an(1−n/N)+bn]πn +b(n+1)πn+1 . (5.7)

Rezultatele analitice pot fi obt,inute în limita în care mărimea N a populat,iei
este mare. Vom presupune a > b pe parcursul acestei sect,iuni: acesta este ca-
zul supercritic, cel mai interesant. Figura 5.2 arată cum arată solut,ia Pn(t)
într-un exemplu cu N = 100 înainte de a converge la măsura concentrată în
n= 0: se apropie de o stare metastabilă, distribut,ia cvasi-stat,ionară (πn)1⩽n⩽N.
Numeric, valoarea proprie λ1 care dă viteza de convergent,ă este extrem de
mică (aproximativ −4× 10−8). As, teptarea τ a timpului necesar pentru ca
epidemia să se stingă, chiar s, i pornind de la o singură persoană infectată, este
de ordinul −1/λ1 s, i, prin urmare, extrem de mare. În timp ce epidemia poate
dispărea rapid într-o parte din simulări din cauza micimii condit,ii init,iale,
timpul până la extinct,ie este foarte mare în fract,iunea complementară, astfel
încât as, teptarea τ este, de asemenea, foarte mare.

Să folosim metoda Brillouin, Kramer s, i Wentzel sau BKW, care este cla-
sică în fizică [48]. Să presupunem că

x = n/N, 0 ⩽ x ⩽ 1.

Când N este mare, avem
πn ≈ e−NS(x)
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Figura 5.2: Solut,ia sistemului (5.4) la timpul t = 20 dacă a = 10, b = 5, N = 100 s, i
dacă pornim de la N/2 persoane infectate la t = 0.

pentru 1 ⩽ n ⩽ N s, i pentru o anumită funct,ie S(x). Prin inserarea

πn+1 ≈ e−NS(x+ 1
N ) ≈ exp

(
−NS(x)− dS

dx
(x)
)
,

πn−1 ≈ exp
(
−NS(x)+

dS
dx

(x)
)

în ecuat,ia (5.7) s, i neglijând termenul λ1πn din cauza micimii lui λ1, obt,inem
ecuat,ia stat,ionară Hamilton-Jacobi

H
(

x,
dS
dx

)
= 0 (5.8)

cu Hamiltonianul

H(x, p) = ax(1− x)(ep −1)+bx(e−p −1)

= x(1− e−p)[a(1− x)ep −b]. (5.9)

Ramura netrivială a liniei de nivel H = 0, cea cu a(1−x)ep −b = 0, conduce
la formula

S(x) = x log(b/a)+ x+(1− x) log(1− x)+ constante . (5.10)

Această funct,ie are un minim (fig. 5.3) atunci când x = x∗ = 1−b/a.
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Figura 5.3: Funct,ia S(x) astfel încât S(0) = 0 dacă a = 10 s, i b = 5.

În cele din urmă, din ecuat,iile (5.5) s, i (5.6) rezultă că

λ1 = b
π1

π0
=−b

π1

∑
N
n=1 πn

(5.11)

≈−b
e−NS(1/N)

∑
N
n=1 e−NS(n/N)

≈−be−N [S(0)−min(S)].

Împreună cu τ ≈−1/λ1, obt,inem

logτ

N
−→

N→+∞
c def
= S(0)−S(x∗) = b/a−1− log(b/a)> 0 . (5.12)

sau τ ≈ ecN. Numărul c reprezintă adâncimea „put,ului potent,ial” între mi-
nimul lui S(x) s, i x = 0. Timpul estimat până la extinct,ie cres, te exponent,ial
odată cu mărimea populat,iei.

Echivalent, sistemul hamiltonian

dx
dt

=
∂H
∂ p

= ax(1− x)ep −bxe−p, (5.13)

d p
dt

=−∂H
∂x

=−a(1−2x)(ep −1)−b(e−p −1), (5.14)

are o orbită heteroclinică (fig. 5.4) care leagă punctele de echilibru

(x∗,0) = (1−b/a,0) , (0, p∗) = (0, log(b/a)).

Aceasta este ramura liniei de nivel H = 0 ment,ionată mai sus. În plus,

c =
∫ 0

x∗
pdx =

∫ 0

x∗

dS
dx

dx = S(0)−S(x∗),
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prima integrală fiind luată de-a lungul acestei orbite.
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Figura 5.4: Sistemul hamiltonian (5.13)–(5.14) în planul (x, p) cu orbita heteroclinică
ce leagă (x∗,0) de (0, p∗), cu a = 10 s, i b = 5.

Observat,ia 5.1. Estimări mai precise pot fi obt,inute cu ajutorul solut,iei BKW
rafinate

πn ≈ e−NS0(n/N)−S1(n/N).

Inserând

πn+1 ≈ exp
(
−NS0(x)−

dS0

dx
(x)− 1

2N
d2S0

dx2 (x)−S1(x)−
1
N

dS1

dx
(x)
)

s, i o expresie similară pentru πn−1 în ecuat,ia (5.7) s, i separând termenii de grad
superior, obt,inem ecuat,ia Hamilton-Jacobi (5.8) pentru S0(x) s, i ecuat,ia[

ax(1− x) exp
(

dS0

dx

)
−bx exp

(
−dS0

dx

)]
dS1

dx

= a exp
(

dS0

dx

)[
1−2x+

x(1− x)
2

d2S0

dx2

]
+b exp

(
−dS0

dx

)[
−1+

x
2

d2S0

dx2

]
pentru S1(x). Astfel, S0(x) este dat de formula (5.10), iar ecuat,ia pentru S1(x)
conduce la

S1(x) = log
(

x
√

1− x
)
+ const.

Deci

πn ≈ k
e−NS0(n/N)

n
N

√
1− n

N
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pentru o constantă k. Când n este mic,

πn ≈
k N
n

e−NS0(0)−nS′0(0) =
k N
n

e−NS0(0)
(a

b

)n
. (5.15)

Dar pentru n mic, sistemul (5.7) poate fi aproximat s, i prin ecuat,ia de recurent,ă

a(n−1)πn−1 −n(a+b)πn +b(n+1)πn+1 ≈ 0

pentru n ⩾ 1, ceea ce dă

πn ≈
π1

n
1− (a/b)n

1−a/b
.

În cazul în care n →+∞, această expresie este echivalentă cu

π1

n
(a/b)n

a/b−1
,

care coincide cu formula (5.15) dacă s, i numai dacă π1 ≈ kNe−NS0(0)(a/b−
1). Cu metoda Laplace [54], formula (5.11) dă în final

λ1 ≈
−bπ1/(k N)∫ 1

0

e−NS0(x)

x
√

1− x
dx

≈
(b−a)x∗

√
1− x∗

√
NS′′

0(x
∗)

eN[S0(0)−S0(x∗)]
√

2π
=− (a−b)2

aecN

√
N
2π

.

Dacă, de exemplu, a = 20, b = 5 s, i N = 50, atunci această estimare este cu
numai 2 % peste valoarea λ1 obt,inută cu un software care calculează valorile
proprii ale matricelor mari.



Partea II

Modele deterministe cu
coeficient, i periodici
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Modele matriceale periodice

În acest capitol sunt analizate unele aspecte ale modelelor ma-
triceale periodice. Reproductivitatea R0 este raportul asimpto-
tic dintre noile infect,ii în două generat,ii succesive ale arborelui
de infect,ie. Sunt obt,inute o formulă pentru sensibilitatea ratei de
cres, tere λ s, i o inegalitate între λ s, i R0.

6.1 Reproductivitate

Chiar dacă modelele în timp discret sunt mult mai utilizate în demografie sau
ecologie decât în epidemiologie, capitolul de fat,ă este dedicat acestui tip de
modele. Acest lucru ne permite să înt,elegem mai bine definit,ia reproducti-
vităt,ii în cazul periodic cu ajutorul unor instrumente elementare de algebră
liniară.

Propozit, ia 6.1. Fie m ⩾ 1 s, i T ⩾ 1 numere întregi. Fie de asemenea

(A(t))0⩽t⩽T−1, (B(t))0⩽t⩽T−1

matrice pătrate de ordinul m pozitive. Presupunem că

A(t +T) = A(t), B(t +T) = B(t), M(t) = A(t)+B(t),

pentru orice t ∈ Z. Fie I0 ∈ Rm un vector pozitiv s, i t0 un număr întreg astfel
încât 0 ⩽ t0 ⩽ T−1. Pentru orice t ⩾ t0 s, i n ⩾ 0, fie

I(0)(t0) = I0, I(0)(t +1) = B(t) I(0)(t), (6.1)

I(n+1)(t0) = 0, I(n+1)(t +1) = A(t) I(n)(t)+B(t) I(n+1)(t). (6.2)
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Notăm
I(t) = ∑

n⩾0
I(n)(t).

Atunci
I(t +1) = M(t) I(t) (6.3)

s, i I(t0) = I0.

Vectorul I(n)(t) este populat,ia infectată care apart,ine generat,iei n la mo-
mentul t. Populat,ia init,ială apart,ine generat,iei 0. Matricea A(t) reprezintă
contactele infect,ioase. Matricea B(t) reprezintă vindecările sau transferurile.

Demonstraţie. Însumând ecuat,iile, obt,inem

∑
n⩾0

I(n)(t +1) = (A(t)+B(t)) ∑
n⩾0

I(n)(t), ∑
n⩾0

I(n)(t0) = I0.

Lema 6.2. Aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 6.1. În plus, presupunem că

ρ(B(T−1) · · ·B(1)B(0))< 1.

Fie

B =



−B(0) I 0 · · · 0

0 −B(1) I
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0
. . .

. . . I
I 0 · · · 0 −B(T−1)


, (6.4)

unde I reprezintă matricea identică. Atunci matricea B este inversabilă.

Condit,ia de mai sus reprezintă faptul că populat,ia infectată este pe cale de
disparit,ie în absent,a unor noi infect,ii.

Demonstraţie. Pentru orice 0 ⩽ i, j ⩽ T−1, fie

B∗(i, j) =



I dacă i = j+1
sau (i, j) = (0,T−1),

B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1) dacă i > j+1,

B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1−T) dacă i ⩽ j,
(i, j) ̸= (0,T−1).
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Cu convent,ia că un produs de matrici ca B(i− 1)B(i− 2) · · ·B( j + 1) este
matricea identică dacă ultimul indice j+1 este strict mai mare decât primul
indice i−1, putem scrie mai simplu

B∗(i, j) =
{

B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1) dacă i ⩾ j+1,
B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1−T) dacă i ⩽ j.

Fie B∗ matricea bloc definită prin B∗ = (B∗(i, j))0⩽i, j⩽T−1. Fie de asemenea
B(i, j) blocurile matricei B. Atunci

T−1

∑
k=0

B∗(i,k)B(k, j) =
{

−B∗(i, j)B( j)+B∗(i, j−1) dacă j ⩾ 1,
−B∗(i,0)B(0)+B∗(i,T−1) dacă j = 0.

Dacă i < j, atunci i ⩽ j−1 s, i

−B∗(i, j)B( j)+B∗(i, j−1) =−B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1−T)B( j−T)
+B(i−1)B(i−2) · · ·B( j−T) = 0.

Dacă i > j s, i j ⩾ 1, atunci

−B∗(i, j)B( j)+B∗(i, j−1) =−B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1)B( j)

+B(i−1)B(i−2) · · ·B( j) = 0.

Dacă i > j s, i j = 0, atunci

−B∗(i,0)B(0)+B∗(i,T−1) =−B(i−1)B(i−2) · · ·B(1)B(0)
+B(i−1)B(i−2) · · ·B(0) = 0.

Dacă i = j ⩾ 1, atunci

−B∗(i, i)B(i)+B∗(i, i−1) =−B(i−1)B(i−2) · · ·B(i+1−T)B(i−T)+I .

Dacă în fine i = j = 0, atunci

−B∗(0,0)B(0)+B∗(0,T−1) = B(T−1)B(T−2) · · ·B(1)B(0)+I .

Deci
B∗B = diag

0⩽i⩽T−1
[I −B(i−1)B(i−2) · · ·B(i−T)] .

Produsul B(i−1)B(i−2) · · ·B(i−T) este o permutare circulară a produsului
B(T − 1) · · ·B(1)B(0). Aceste două matrice au, prin urmare, acelas, i poli-
nom caracteristic [63, exercit,iul 1.3], aceleas, i valori proprii s, i aceeas, i rază
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spectrală, care este strict mai mică decât 1 din ipoteză. Matricea I −B(i−
1)B(i−2) · · ·B(i−T) este deci inversabilă [63, teorema 3.17] s, i

[
I −B(i−1)B(i−2) · · ·B(i−T)

]−1
=

+∞

∑
k=0

[B(i−1)B(i−2) · · ·B(i−T)]k.

Matricea B este de asemenea inversabilă s, i

B−1 =

(
diag

0⩽i⩽T−1
[I −B(i−1)B(i−2) · · ·B(i−T)]−1

)
B∗.

Următoarea propozit,ie este analoagă, într-un mediu periodic, propozit,iei
3.5.

Propozit, ia 6.3. Aceleas, i ipoteze ca s, i în cazul Lemei 6.2. Pentru n ⩾ 0, t ⩾ t0
s, i 0 ⩽ s ⩽ T−1, notăm,

h(n)(t) = A(t) I(n)(t), (6.5)

H(n)(s) = ∑
k⩾ks

h(n)(s+ kT) cu ks =

{
0 dacă t0 ⩽ s ⩽ T−1,
1 dacă 0 ⩽ s ⩽ t0 −1, (6.6)

H(n) =


H(n)(0)
H(n)(1)

...
H(n)(T−1)

 , Î =



0...
0
I0
0...
0


,

unde I0 ocupă al t0-lea bloc modulo T s, i unde 0 reprezintă vectorul nul. Fie

A =


A(0) 0 · · · 0

0 A(1)
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 A(T−1)

 . (6.7)

Atunci, pentru orice n ⩾ 0, avem H(n) = K n+1 Î, cu K = A B−1.

Vectorul h(n)(t) reprezintă noile infect,ii datorate generat,iei n între mo-
mentele t s, i t+1. Vectorul H(n)(s) reprezintă noile infect,ii datorate generat,iei
n în sezonul s. Vectorul H(n) este vectorul noilor infect,ii datorate generat,iei n
structurat în funct,ie de sezoanele în care apar infect,iile.
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Demonstraţie. Pentru orice n ⩾ 0 s, i 0 ⩽ s ⩽ T−1, fie

F(n)(s) = ∑
k⩾ks

I(n)(s+ kT)

unde ks este definit în relat,ia (6.6).
Să presupunem că 0 ⩽ s ⩽ t0 − 2 sau t0 ⩽ s ⩽ T− 2. În ambele cazuri,

ks+1 = ks. Cu ajutorul ecuat,iei (6.2) se obt,ine că

F(n+1)(s+1) = ∑
k⩾ks+1

I(n+1)(s+1+ kT)

= ∑
k⩾ks

[
A(s+ kT) I(n)(s+ kT)+B(s+ kT) I(n+1)(s+ kT)

]
.

Deoarece A(s+ kT) = A(s) s, i B(s+ kT) = B(s), avem

F(n+1)(s+1) = A(s)F(n)(s)+B(s)F(n+1)(s) .

Întrucât I(n+1)(t0) = 0, obt,inem în acelas, i mod pentru s = t0 −1 s, i s = T−1
că

F(n+1)(t0) = A(t0 −1)F(n)(t0 −1)+B(t0 −1)F(n+1)(t0 −1) dacă t0 ̸= 0,

F(n+1)(0) = A(T−1)F(n)(T−1)+B(T−1)F(n+1)(T−1) .

În concluzie, avem

−B(s)F(n+1)(s)+F(n+1)(s+1) = A(s)F(n)(s) , 0 ⩽ s ⩽ T−2,

−B(T−1)F(n+1)(T−1)+F(n+1)(0) = A(T−1)F(n)(T−1) .

Deci, dacă notăm

F(n) =


F(n)(0)
F(n)(1)

...
F(n)(T−1)

 ,

atunci B F(n+1) = A F(n). Dar

H(n)(s) = ∑
k⩾ks

A(s+ kT) I(n)(s+ kT) = A(s)F(n)(s) .

Atunci H(n) = A F(n) = B F(n+1). Prin urmare,

H(n+1) = A F(n+1) = A B−1 H(n)
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pentru orice n ⩾ 0.
Rămâne să determinăm H(0). Să presupunem că 0 ⩽ s ⩽ T−2. Cu ajuto-

rul ecuat,iei (6.1), obt,inem

−B(s)F(0)(s)+F(0)(s+1) =− ∑
k⩾ks

B(s+ kT) I(0)(s+ kT)+F(0)(s+1)

=− ∑
k⩾ks

I(0)(s+ kT+1)+ ∑
k⩾ks+1

I(0)(s+ kT+1)

=

{
0 dacă s ̸= t0 −1,
I0 dacă s = t0 −1.

În mod similar, obt,inem pentru s = T−1

−B(T−1)F(0)(T−1)+F(0)(0) =
{

0 dacă t0 ̸= 0,
I0 dacă t0 = 0.

Astfel, BF(0) = Î s, i H(0) = A F(0) = A B−1 Î.

Matricea K poate fi astfel interpretată ca o matrice de generat,ie urmă-
toare, în care sezonul de infect,ie serves, te ca un tip de structurare suplimentar.

Reamintim că ⟨·, ·⟩ reprezintă produsul scalar uzual al vectorilor reali:

⟨w,v⟩= ∑
i

wi vi.

Pentru un vector real w de mărime oarecare, se notează

∥w∥1 = ∑
i
|wi|.

Corolarul 6.4. Aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 6.3. Fie

g(n) = ∥H(n)∥1 = ∑
t⩾t0

∥h(n)(t)∥1

incident,a totală pentru generat,ia n. Fie de asemenea

R0 = ρ(K ).

Dacă matricea K este primitivă, V s, i W sunt vectori proprii ai matricei
K s, i respectiv ai matricei transpuse tK asociat,i valorii proprii R0 s, i dacă
I0 ̸= 0, atunci

H(n) ∼
n→+∞

(R0)
n+1 ⟨̂I,W⟩

⟨V,W⟩
V ,

g(n+1)

g(n)
−→

n→+∞
R0 .
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Demonstraţie. Acest lucru rezultă din propozit,ia 3.24.

Astfel, reproductivitatea R0 poate fi interpretată ca raportul asimptotic
al infect,iilor în două generat,ii succesive. Ea este independentă de condit,iile
init,iale s, i de momentul init,ial t0.

Propozit, ia 6.5. Aceleas, i ipoteze ca în 6.3. Dacă matricile A(t) s, i B(t) pentru
0 ⩽ t ⩽ T−1 nu depind de timpul t (să le numim A s, i B), atunci

R0 = ρ
(
A(I −B)−1) .

Demonstraţie. Avem K = A B−1, unde A este matricea bloc diagonală

A = diag(A, . . . ,A)

s, i

B−1 = diag
((

I −BT)−1
, . . . ,

(
I −BT)−1

)


BT−1 BT−2 · · · I

I BT−1 . . .
...

...
. . . . . . BT−2

BT−2 · · · I BT−1

 .

Fie r0 = ρ(A(I −B)−1). Să presupunem pentru început că matricea A are
componente strict pozitive. Componentele matricei

A(I −B)−1 = A+AB+AB2 + · · ·

sunt atunci de asemenea strict pozitive. Conform teoremei Perron-Frobenius
(teorema 3.19), există un vector propriu v al acestei matrice ale cărui compo-
nente sunt strict pozitive s, i care este asociat cu valoarea proprie r0. Să notăm
V = (v . . .v), unde vectorul v se repetă de T ori. Atunci K V = (w . . .w) cu

w = A
(
I −BT)−1 (

I +B+ · · ·+BT−1)v = A(I −B)−1v = r0 v.

De aici, K V = r0 V s, i r0 = R0, deoarece R0 este singura valoare proprie
a matricei K cu un vector propriu cu componente strict pozitive (propozit,ia
3.20).

În cazul în care matricea A nu are componente strict pozitive, se consideră
matricea E de aceeas, i dimensiune, cu toate componentele egale cu 1, s, i ma-
tricele A(ε) = A+ ε E pentru ε > 0 suficient de mic. Să definim R

(ε)
0 s, i r(ε)0

în acelas, i mod ca R0 s, i r0, cu except,ia faptului că matricea A este înlocuită
cu matricea A(ε). Atunci r(ε)0 = R

(ε)
0 , din cele de mai sus. Prin continuitatea

razei spectrale când ε → 0 [63, teorema 3.16], obt,inem că r0 = R0.
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Exemple. Cel mai simplu exemplu este cel în care vectorul I(t) s, i matricile
A(t) s, i B(t) sunt scalari, iar T = 2. Atunci

K =

(
A(0) 0

0 A(1)

)(
−B(0) 1

1 −B(1)

)−1

=

( A(0)B(1)
1−B(0)B(1)

A(0)
1−B(0)B(1)

A(1)
1−B(0)B(1)

A(1)B(0)
1−B(0)B(1)

)
. (6.8)

Un individ infectat în sezonul 0 infectează în medie A(1) persoane în decursul
primului interval de timp, A(0)B(1) persoane în decursul următorului inter-
val de timp, deoarece B(1) este probabilitatea de nevindecare în sezonul 1,
apoi A(1)B(0)B(1) persoane, apoi A(0)B(1)B(0)B(1) persoane, etc. Acest
individ infectează deci

A(0)B(1)+A(0)B(1)B(0)B(1)+ · · ·= A(0)B(1)
1−B(0)B(1)

persoane în sezonul 0 s, i

A(1)+A(1)B(0)B(1)+ · · ·= A(1)
1−B(0)B(1)

persoane în sezonul 1. Acest lucru este prezentat în prima coloană din K .
În mod similar, putem verifica că o persoană infectată în sezonul 1 infectează

A(0)
1−B(0)B(1) persoane în sezonul 0 s, i

A(1)B(0)
1−B(0)B(1) persoane în sezonul 1, as, a cum

este indicat în a doua coloană din K .
Matricea K 2 indică numărul mediu de persoane infectate în generat,ia

următoare în sezonul 0 s, i în sezonul 1 (primul s, i al doilea rând) de către o
persoană infectată în sezonul 0 sau în sezonul 1 (prima s, i a doua coloană),
etc.

În ceea ce prives, te interpretarea R0, să ne imaginăm, de exemplu, că
începem cu un individ, „pacientul zero”, infectat în sezonul 0; astfel, t0 = 1
s, i I(t0) = 1. El infectează g(0) indivizi, suma primei coloane din K , adică

g(0) =
A(0)B(1)+A(1)

1−B(0)B(1)
.

Generat,ia următoare, g(1), este suma primei coloane din K 2, etc. Propozit,ia
6.3 arată că g(n+ 1)/g(n) converge la R0, raza spectrală a matricei K : ar-
borele de infect,ie cres, te asimptotic ca (R0)

n. Dacă pacientul zero ar fi fost
infectat în sezonul 1, g(n+1)/g(n) ar fi fost convergent la aceeas, i limită R0.
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Observat,ia 6.6. Matricea generat,iei următoare K s, i raza spectrală R0 de-
pind liniar de familia de matrice A(t): dacă notăm K (µ) s, i R0(µ) matri-
cea generat,iei următoare s, i reproductivitatea modelului în care toate matricile
A(t) au fost împărt,ite cu µ , atunci K (µ) = K /µ s, i R0(µ) = R0/µ . În
consecint,ă, R0(µ)< 1 dacă s, i numai dacă µ > R0. Reproductivitatea R0 se
interpretează ca fiind efortul minim de control asupra termenilor de infect,ie
pentru a conduce populat,ia infectată către disparit,ie. Tocmai datorită acestei
proprietăt,i, R0 este atât de des utilizat în epidemiologie.

Propozit, ia 6.7. Aceleas, i ipoteze ca în 6.3. Să notăm h(t) = A(t) I(t). Atunci

I(t) =
t

∑
x=1

β (t,x)h(t − x)+β (t, t +1) I(0), (6.9)

h(t) =
t

∑
x=1

K(t,x)h(t − x)+K(t, t +1) I(0) (6.10)

pentru orice t ⩾ 0, cu

β (t,x) = B(t −1)B(t −2) · · ·B(t +1− x), x ⩾ 2,
β (t,1) = I ,

K(t,x) = A(t)β (t,x), x ⩾ 1,

unde I este matricea identică.

Ecuat,ia (6.10) este o ecuat,ie de reînnoire.

Demonstraţie. Relat,ia (6.9) se verifică în mod trivial dacă t = 0. Să presupu-
nem prin induct,ie că ea este adevărată pentru t ⩾ 0. Atunci

I(t +1) = A(t)I(t)+B(t)I(t)

= h(t)+B(t)
t

∑
x=1

β (t,x)h(t − x)+B(t)β (t, t +1)I(0)

=β (t +1,1)h(t)+
t+1

∑
x=2

B(t)β (t,x−1)h(t +1− x)+β (t +1, t +2)I(0)

=
t+1

∑
x=1

β (t +1,x)h(t +1− x)+β (t +1, t +2)I(0).

Prin urmare, relat,ia (6.9) este adevărată pentru t + 1 s, i, în final, pentru orice
t ⩾ 0. Relat,ia (6.10) rezultă imediat.
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Propozit, ia 6.8. Aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 6.3. Atunci R0 este raza
spectrală a operatorului liniar

u(t) 7−→
+∞

∑
x=1

K(t,x)u(t − x) (6.11)

pe spat,iul funct,iilor T-periodice u : Z→ Rm.

Demonstraţie. Să fixăm t cu 0 ⩽ t ⩽ T−1. Pentru orice funct,ie T-periodică
u(t),

+∞

∑
x=1

K(t,x)u(t−x) = A(t)
T−1

∑
s=0

Θt,s u(s) , (6.12)

unde

Θt,s =
+∞

∑
k=0

B(t −1) · · ·B(s+1− kT), 0 ⩽ s ⩽ t −1,

Θt,s =
+∞

∑
k=1

B(t −1) · · ·B(s+1− kT), t ⩽ s ⩽ T−1.

Deoarece B(t) este T-periodică, avem

Θt,s =
[
I −B(t −1) · · ·B(t −T)

]−1B(t −1) · · ·B(s+1)

dacă 0 ⩽ s ⩽ t −1 s, i

Θt,s =
[
I −B(t −1) · · ·B(t −T)

]−1B(t −1) · · ·B(s+1−T)

dacă t ⩽ s ⩽ T−1. Dar R0 este raza spectrală a operatorului liniar (6.11) pe
spat,iul funct,iilor T-periodice u(t) cu valori în Rm. Acest spat,iu se identifică
cu setul de vectori (u(0), . . . ,u(T−1)) ∈Rm×·· ·×Rm. Astfel, relat,ia (6.12)
arată că R0 este de asemenea raza spectrală a matricei produs A Θ, unde Θ

este matricea bloc (Θt,s)0⩽t,s⩽T−1. Acum, demonstrat,ia lemei 6.2 arată că
Θ = B−1. Prin urmare, R0 este raza spectrală a matricei A B−1.

Observat,ia 6.9. Într-un mediu constant, nucleul matricial K(t,x) se poate
scrie

K(x) = ABx−1.

Raza spectrală a operatorului (6.11) este raza spectrală R0 a matricei de
generat,ie următoare

+∞

∑
x=1

K(x) = A(I −B)−1.
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Aceasta este generalizarea la modele matriciale structurate pe etape a for-
mulei lui Leslie pentru R0 în modele matriciale structurate pe vârste [10,
capitolul 21].

6.2 Sensibilitatea ratei de cres, tere

Leslie [10, capitolul 21] a studiat modelele de timp discret

I(t +1) = MI(t), t = 0,1,2 . . .

cu matricea M pozitivă s, i primitivă. Propozit,ia 3.24 arată că vectorul I(t)
tinde să crească exponent,ial ca λ t , unde λ = ρ(M) este raza spectrală a
matricei M. Matricele primitive sunt cazuri speciale de matrice ireductibile
(definit,ia 2.7 s, i [63, §4.4]). Conform teoremei Perron-Frobenius (teorema
3.19), valoarea proprie λ = ρ(M) este simplă. Fie w un vector propriu al
matricei transpuse tM s, i v un vector propriu al matricei M asociat cu valoarea
proprie λ :

tMw = λ w, Mv = λ v.

Pentru a calcula sensibilitatea valorii proprii simple λ în raport cu coeficient,ii
matricei M, avem astfel, conform [59, teorema 5.4]

∂λ

∂Mi, j
=

wi v j

⟨w,v⟩
. (6.13)

Această formulă este bine cunoscută în biologia populat,iilor [34, §8.2.2.2].
Vectorul v se numes, te „populat,ie stabilă”, iar vectorul w „valoare reproduc-
tivă”. Să ne reamintim pe scurt o schit,ă de demonstrat,ie. Matricea M+ εM̂
cu |ε| mic are o valoare proprie λ + ελ̂ + o(ε) s, i un vector propriu asociat
v+ ε v̂+o(ε) astfel încât[

M+ εM̂
]
[v+ ε v̂+o(ε)] = [λ + ελ̂ +o(ε)][v+ ε v̂+o(ε)].

Egalitatea termenilor de ordin ε conduce la

Mv̂+ M̂v = λ v̂+ λ̂v.

Se consideră produsul scalar cu vectorul w:

⟨w,Mv̂⟩+ ⟨w,M̂v⟩= λ ⟨w, v̂⟩+ λ̂ ⟨w,v⟩.
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Avem însă ⟨w,Mv̂⟩= ⟨ tMw, v̂⟩= λ ⟨w, v̂⟩. Rămâne doar să arătăm că ⟨w,M̂v⟩=
λ̂ ⟨w,v⟩, adică

λ̂ =
⟨w,M̂v⟩
⟨w,v⟩

. (6.14)

Derivata part,ială a formulei (6.13) se obt,ine alegând ca matrice M̂ matricea
cu elemente egale cu 0, cu except,ia unui 1 în linia i s, i coloana j.

Să luăm acum în considerare modelele matriciale periodice în timp.

Propozit, ia 6.10. Fie m ⩾ 1 s, i T ⩾ 1 numere întregi. Fie (M(t))0⩽t⩽T−1 ma-
trici pătrate de ordinul m. Notăm

Λ = ρ(M(T−1) · · ·M(1)M(0)). (6.15)

Fie λ raza spectrală a matricei bloc

C =


0 0 · · · 0 M(T−1)

M(0) 0 · · · 0 0

0 M(1)
. . . 0 0

...
. . .

. . .
. . .

...
0 0 · · · M(T−2) 0

 . (6.16)

Atunci
λ

T = Λ. (6.17)

Demonstraţie. Să presupunem că M(t +T) = M(t) pentru orice t ∈ Z. Un
calcul simplu arată că C T este o matrice bloc diagonală,

C T = diag
[
M∗(0), . . . ,M∗(T−1)

]
, (6.18)

M∗(t) = M(t −1) · · ·M(t −T) (6.19)
= M(t −1) · · ·M(0)M(T−1) · · ·M(t).

Produsele M∗(t) se obt,in prin permutări ciclice unele din celelalte. Aceste
matrice au deci acelas, i polinom caracteristic [63, exercit,iul 1.3], aceleas, i va-
lori proprii s, i aceeas, i rază spectrală Λ ca s, i M∗(T). Prin urmare, Λ este raza
spectrală a matricei C T. Acum, această rază spectrală este de asemenea egală
cu λ T. Prin urmare, Λ = λ T.

Propozit, ia 6.11. Aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 6.10. Să presupunem în
continuare că matricele M(t) sunt toate pozitive s, i că matricea C este ireduc-
tibilă. Fie W = (w(0), . . . ,w(T−1)) un vector propriu al matricei transpuse
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tC s, i V = (v(0), . . . ,v(T−1)) un vector propriu al matricei C asociat valorii
proprii λ = ρ(C ). Să extindem definit,iile din M(t), w(t) s, i v(t) la orice t ∈Z,
punând M(t +T) = M(t), w(t +T) = w(t) s, i v(t +T) = v(t). Atunci, pentru
orice t ∈ Z,

tM(t)w(t +1) = λ w(t) , M(t)v(t) = λ v(t +1) , (6.20)

⟨w(t),v(t)⟩= ⟨w(0),v(0)⟩. (6.21)

Numărul λ reprezintă rata de cres, tere.

Demonstraţie. Deoarece matricea C este ireductibilă, există conform teore-
mei Perron-Frobenius (teorema 3.19) un vector propriu W al matricei tC s, i un
vector propriu V al matricei C asociat,i valorii proprii λ , ambii vectori având
toate componentele strict pozitive:

tC W = λ W , C V = λ V . (6.22)

În plus, λ > 0 s, i vectorii W s, i V sunt unici până la o constantă multiplicativă.
Avem

⟨w(t +1),λ v(t +1)⟩= ⟨w(t +1),M(t)v(t)⟩
= ⟨ tM(t)w(t +1),v(t)⟩= ⟨λ w(t),v(t)⟩.

Deoarece λ > 0, deducem că ⟨w(t + 1),v(t + 1)⟩ = ⟨w(t),v(t)⟩ pentru orice
t ∈ Z.

Propozit, ia 6.12. Aceleas, i ipoteze ca în 6.11. Să presupunem în continuare
că matricea M(T−1) · · ·M(1)M(0) este primitivă. Fie I(t) astfel încât pentru
orice t ⩾ 0,

I(t +1) = M(t) I(t),

condit,ia init,ială I(0) fiind un vector pozitiv. Atunci

I(t)
λ t − ⟨w(0), I(0)⟩

⟨w(0),v(0)⟩
v(t) −→

t→+∞
0.

Demonstraţie. Fie Q matricea primitivă din această propozit,ie. Avem că
I(nT) = Qn I(0) pentru orice număr întreg n ⩾ 1. Acum, relat,iile (6.20) arată
că

Qv(0) = M(T−1) · · ·M(1)M(0)v(0) = λ
Tv(T) = λ

Tv(0),
tQw(0) = tM(0) tM(1) · · · tM(T−1)w(T) = λ

Tw(0).



86

Astfel, v(0) s, i w(0) sunt vectori proprii ai matricelor Q s, i tQ asociate valorii
proprii λ T = Λ, care este raza spectrală a matricei Q. Conform propozit,iei
3.24,

QnI(0)
Λn −→

t→+∞

v(0) tw(0)I(0)
tv(0) w(0)

,

adică
I(nT)
λ nT −→

t→+∞

⟨w(0), I(0)⟩
⟨w(0),v(0)⟩

v(0).

Prin urmare, pentru orice 0 ⩽ k ⩽ T−1, avem de asemenea

I(nT+ k)
λ nT+k =

M(nT+ k−1) · · ·M(nT)I(nT)
λ nT+k

=
M(k−1) · · ·M(0)I(nT)

λ nT+k

−→
n→+∞

⟨w(0), I(0)⟩
⟨w(0),v(0)⟩

M(k−1) · · ·M(0)v(0)
λ k =

⟨w(0), I(0)⟩
⟨w(0),v(0)⟩

v(k) .

Propozit, ia 6.13. Aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 6.11. Atunci

∂λ

∂Mi, j(t)
=

wi(t +1) v j(t)
T⟨w(0),v(0)⟩

. (6.23)

Demonstraţie. Deoarece matricea C este ireductibilă, raza sa spectrală λ este
o valoare proprie simplă, din teorema Perron-Frobenius. Pentru 1 ⩽ α,β ⩽
mT, avem cu ajutorul [59, teorema 5.4]

∂λ

∂Cα,β
=

Wα Vβ

⟨W,V⟩
, (6.24)

unde Wα este al α-lea element din W s, i Vβ este al β -lea element din V. Dar
dacă α = (t +1)m+ i (modulo mT) s, i β = tm+ j cu 0 ⩽ t ⩽ T−1, 1 ⩽ i ⩽ m
s, i 1 ⩽ j ⩽ m, atunci Cα,β = Mi, j(t), Wα = wi(t + 1) s, i Vβ = v j(t). În plus,
propozit,ia 6.11 arată că

⟨W,V⟩=
T−1

∑
t=0

⟨w(t),v(t)⟩= T⟨w(0),v(0)⟩. (6.25)

Observat,ia 6.14. Avem

⟨w(t +1), I(t +1)⟩= ⟨w(t +1),M(t) I(t)⟩
= ⟨ tM(t)w(t +1), I(t)⟩= λ ⟨w(t), I(t)⟩.



Capitolul 6 87

Deci
⟨w(t), I(t)⟩= λ

t⟨w(0), I(0)⟩ . (6.26)

Se spune atunci că valoarea reproductivă totală cres, te exponent,ial (a se vedea
sect,iunea 11.6).
Observat,ia 6.15. Deoarece Λ = λ T, există o legătură foarte simplă între for-
mula de sensibilitate pentru λ s, i cea pentru Λ:

∂Λ

∂Mi, j(t)
= Tλ

T−1 ∂λ

∂Mi, j(t)
. (6.27)

Observat,ia 6.16. Interpretarea formulei (6.23) este o simplă generalizare a
celei asociate formulei (6.13): sensibilitatea lui λ în raport cu numărul de
„descendent,i” Mi, j(t) în stadiul i la momentul t + 1 generat,i de un individ
în stadiul j la momentul t este proport,ională cu populat,ia stabilă în stadiul
j la momentul t, v j(t) s, i cu valoarea reproductivă în stadiul i la momentul
t + 1, wi(t + 1). Pentru aceste modele matriciale, în loc de compartiment se
foloses, te termenul de etapă.

6.3 Inegalităt, i între reproductivitate s, i rata de cres, tere

Propozit, ia 6.17. Aceleas, i ipoteze s, i notat,ii ca în propozit,ia 6.3. Fie λ =
ρ(C ) raza spectrală a matricei (6.16). Atunci

R0 ⩾ 1 ⇒ 1 ⩽ λ ⩽ R0 , 0 < R0 < 1 ⇒ R0 ⩽ λ ⩽ 1.

Demonstraţie. Fie
C = subdiag

0⩽t⩽T−1
(M(t))

matricea (6.16). Să presupunem mai întâi că această matrice este ireducti-
bilă. Avem că R0 = ρ(A B−1) = ρ(B−1A ). Am văzut în demonstrat,ia
lemei 6.2 că matricea B−1 este pozitivă. Prin urmare, matricea B−1A este
de asemenea pozitivă. Conform propozit,iei 3.17, există un vector pozitiv s, i
diferit de zero Φ = (φ(0), . . . ,φ(T−1)) astfel încât B−1A Φ = R0 Φ. Prin
urmare, A Φ = R0 B Φ, adică A(t)φ(t) = R0[−B(t)φ(t)+φ(t +1)] pentru
orice 0 ⩽ t ⩽ T− 1, unde am pus φ(T) = φ(0). Să presupunem că R0 > 0.
Atunci

[A(t)/R0 +B(t)]φ(t) = φ(t +1). (6.28)

Matricea C este ireductibilă din ipoteză. Urmează că

Ai, j(t)+Bi, j(t)> 0 ⇔ [Ai, j(t)> 0 sau Bi, j(t)> 0]

⇔
Ai, j(t)

R0
+Bi, j(t)> 0.
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Matricea

subdiag
0⩽t⩽T−1

(
A(t)
R0

+B(t)
)

este, prin urmare, de asemenea ireductibilă. Ecuat,ia (6.28) arată că Φ este
un vector propriu pozitiv al acestei din urmă matrice asociat cu valoarea pro-
prie 1. Conform teoremei Perron-Frobenius s, i propozit,iei 3.20, componentele
vectorului Φ sunt de fapt strict pozitive s, i

ρ

(
subdiag
0⩽t⩽T−1

(
A(t)
R0

+B(t)
))

= 1.

Să presupunem mai întâi că R0 ⩾ 1. În conformitate cu propozit,ia 3.21,

1 = ρ

(
subdiag
0⩽t⩽T−1

(A(t)
R0

+B(t)
))

⩽ ρ

(
subdiag
0⩽t⩽T−1

(
A(t)+B(t)

))
= λ

⩽ ρ

(
subdiag
0⩽t⩽T−1

(
A(t)+R0B(t)

))
= R0 ρ

(
subdiag
0⩽t⩽T−1

(A(t)
R0

+B(t)
))

= R0.

Prin urmare, 1 ⩽ λ ⩽ R0. Aceeas, i demonstrat,ie funct,ionează s, i în cazul în
care 0 < R0 < 1, dar cu toate semnele ⩽ înlocuite cu ⩾, ceea ce conduce la
1 ⩾ λ ⩾ R0.

În sfârs, it, dacă matricea C nu este ireductibilă, fie E matricea cu toate
elementele egale cu 1 s, i, pentru orice ε > 0, fie

A(ε)(t) = A(t)+εE, M(ε)(t) = A(ε)(t)+B(t), C (ε) = subdiag
0⩽t⩽T−1

(M(ε)(t)).

Matricea C (ε) este ireductibilă. Fie R
(ε)
0 reproductivitatea s, i λ (ε) rata de

cres, tere asociate.
Să presupunem că R0 ⩾ 1. Atunci R

(ε)
0 ⩾ R0 ⩾ 1, pentru că A(ε)(t) ⩾

A(t). Din cele de mai sus, 1 ⩽ λ (ε) ⩽ R
(ε)
0 . Continuitatea razei spectrale a

matricelor [63, teorema 3.16] când ε → 0 conduce la 1 ⩽ λ ⩽ R0.
Dacă R0 < 1, atunci R

(ε)
0 < 1 pentru ε suficient de mic, din nou datorită

continuităt,ii razei spectrale. Din cele de mai sus, 1 ⩾ λ (ε) ⩾ R
(ε)
0 s, i trecând

la limită se obt,ine 1 ⩾ λ ⩾ R0.

Propozit, ia 6.18. Aceleas, i ipoteze s, i notat,ii ca în propozit,ia 6.3. Să presu-
punem că matricea C dată de formula (6.16) este ireductibilă s, i că matricile
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A(t) nu sunt toate nule. Dacă R0 > 0, atunci R0 este singurul număr x > 0
astfel încât

ρ

([
A(T−1)

x
+B(T−1)

]
· · ·
[

A(0)
x

+B(0)
])

= 1. (6.29)

Demonstraţie. Să notăm cu Λ(x) partea stângă a formulei (6.29) s, i cu λ (x)
raza spectrală a matricei

C (x) = subdiag
0⩽t⩽T−1

(
A(t)

x
+B(t)

)
.

Din propozit,ia 6.10, Λ(x) = λ (x)T. Să presupunem că 0 < x1 < x2. Atunci
C (x1) ⩾ C (x2) s, i λ (x1) ⩾ λ (x2) (propozit,ia 3.21). Se observă că matri-
cea C (x1) este de asemenea ireductibilă, deoarece

Ai, j(t)+Bi, j(t)> 0 ⇔
Ai, j(t)

x1
+Bi, j(t)> 0.

Dacă am avea λ (x1) = λ (x2), atunci am avea s, i C (x1) = C (x2) (propozit,ia
3.22); dar acest lucru este imposibil, deoarece matricile A(t) nu sunt toate
nule. Prin urmare, λ (x1) > λ (x2). Funct,iile x 7→ λ (x) s, i x 7→ Λ(x) sunt,
as, adar, strict descrescătoare pentru x > 0.

Să notăm cu R(x) reproductivitatea asociată matricelor (A(t)/x)0⩽t⩽T−1
s, i (B(t))0⩽t⩽T−1. Avem R(x) =R0/x. În particular, R(R0) = 1. Cu ajutorul
propozit,iei 6.17, avem λ (R0) = 1 s, i deci Λ(R0) = 1.

6.4 O funct, ie monotonă

Propozit, ia 6.19. Aceleas, i ipoteze s, i notat,ii ca în propozit,ia 6.11. Fie I(t)
astfel încât pentru orice t ⩾ t0, I(t +1) = M(t) I(t), cu condit,ia init,ială I(t0),
care este un vector pozitiv. Fie

πk(t) =
wk(t) Ik(t)

λ t−t0⟨I(t0),w(t0)⟩
, ωk(t) =

vk(t)wk(t)
⟨v(t0),w(t0)⟩

s, i

Pi, j(t) =
w j(t +1)M j,i(t)

λ wi(t)
, Qi, j(t) =

Mi, j(t)v j(t)
λ vi(t +1)

.

Atunci π(t) s, i ω(t) sunt distribut,ii de probabilitate asociate cu un lant, Mar-
kov periodic neomogen:

π(t +1) = π(t)P(t), ω(t +1) = ω(t)P(t), ω(t) = ω(t +1)Q(t).
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Demonstraţie. Observat,ia 6.14 formulată după propozit,ia 6.13 arată că

∑
k

πk(t) = 1.

Din formula (6.21) rezultă

∑
k

ωk(t) = 1.

Relat,iile (6.20) sunt echivalente cu

∑
j

Pi, j(t) = 1, ∑
j

Qi, j(t) = 1.

În plus,

∑
i

πi(t)Pi, j(t) = ∑
i

wi(t) Ii(t)
λ t−t0⟨I(t0),w(t0)⟩

w j(t +1)M j,i(t)
λ wi(t)

=
w j(t +1)

λ t+1−t0⟨I(t0),w(t0)⟩ ∑
i

Ii(t)M j,i(t)

=
w j(t +1) I j(t +1)

λ t+1−t0⟨I(t0),w(t0)⟩
= π j(t +1).

Cu ajutorul relat,iilor (6.20), avem

∑
i

ωi(t)Pi, j(t) = ∑
i

vi(t)wi(t)
⟨v(t0),w(t0)⟩

w j(t +1)M j,i(t)
λ wi(t)

=
w j(t +1)

λ ⟨v(t0),w(t0)⟩ ∑
i

vi(t)M j,i(t)

=
v j(t +1)w j(t +1)

⟨v(t0),w(t0)⟩
= ω j(t +1)

s, i

∑
i

ωi(t +1)Qi, j(t) = ∑
i

vi(t +1)wi(t +1)
⟨v(t0),w(t0)⟩

Mi, j(t)v j(t)
λ vi(t +1)

=
v j(t)

λ ⟨v(t0),w(t0)⟩ ∑
i

wi(t +1)Mi, j(t)

=
v j(t)w j(t)
⟨v(t0),w(t0)⟩

= ω j(t).
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Propozit, ia 6.20. Dacă F : [0,+∞[→ R este o funct,ie convexă, atunci funct,ia

t 7−→ ∑
i

ωi(t)F
(

πi(t)
ωi(t)

)
este descrescătoare pentru t ⩾ t0.

Demonstraţie. Din π(t +1) = π(t)P(t), avem

F
(

πi(t +1)
ωi(t +1)

)
= F

(
∑

j

ω j(t)P j,i(t)
ωi(t +1)

π j(t)
ω j(t)

)
.

Dar ω(t +1) = ω(t)P(t) conduce la

∑
j

ω j(t)P j,i(t)
ωi(t +1)

= 1.

De aici, convexitatea funct,iei F implică

F

(
∑

j

ω j(t)P j,i(t)
ωi(t +1)

π j(t)
ω j(t)

)
⩽ ∑

j

ω j(t)P j,i(t)
ωi(t +1)

F
(

π j(t)
ω j(t)

)
.

Deoarece matricea P(t) este stocastică, obt,inem prin urmare

∑
i

ωi(t +1)F
(

πi(t +1)
ωi(t +1)

)
⩽ ∑

i
∑

j
ω j(t)P j,i(t)F

(
π j(t)
ω j(t)

)
= ∑

j
ω j(t)F

(
π j(t)
ω j(t)

)
.
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Modele periodice în timp continuu

Se studiază comportamentul asimptotic al sistemelor periodice
liniare în timp continuu cu mai multe tipuri de persoane infec-
tate. Reproductivitatea R0 este raportul asimptotic dintre noile
infect,ii în două generat,ii succesive ale arborelui de infect,ie. Se
constată că o anumită funct,ie pozitivă, construită cu funct,iile
proprii asociate cu rata de cres, tere, este monoton descrescă-
toare.

7.1 Reproductivitate

În această sect,iune, perioada T este un număr real strict pozitiv.

Exemple 1. Să luăm cazul din sect,iunea 3.1, dar într-un cadru periodic. Fie
m ⩾ 1 un număr întreg. Fie A(t) o funct,ie cu valori matrici pătrate de ordinul
m astfel încât

∀i, j, Ai, j(t)⩾ 0.

Fie B(t) = (Bi, j(t)) o funct,ie matriceală diagonală astfel încât

∀ j, B j, j(t)⩾ 0.

Fie C(t) = (Ci, j(t)) o funct,ie matriceală astfel încât

∀i ̸= j, Ci, j(t)⩽ 0, ∀ j, C j, j(t) =−∑
i̸= j

Ci, j(t).

Fie
D(t) = B(t)+C(t), M(t) = A(t)−D(t).
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Se presupune că toate aceste funct,ii matriciale sunt T-periodice s, i continue.
Vectorul I(t) al populat,iei infectate se află în solut,ia de aproximare liniară a
sistemului

dI
dt

= M(t) I(t) (7.1)

cu condit,ia init,ială I(t0) cu componente pozitive sau zero la momentul t0 (0 ⩽
t0 <T). Atunci h(t) =A(t)I(t) este vectorul de noi infect,ii pe unitate de timp.
Se presupune că sistemul matricial periodic

dZ
dt

=−D(t)Z(t)

cu condit,ia init,ială Z(0) = I (matricea identitate) este astfel încât

ρ(Z(T))< 1.

Cu alte cuvinte, populat,ia infectată moare dacă nu există noi infect,ii. Intro-
ducem resolventul Σ(t,s) astfel încât pentru orice (t,s) ∈ R2,

∂Σ

∂ t
(t,s) =−D(t)Σ(t,s) (7.2)

s, i Σ(s,s) = I . Avem
Σ(t,s) = Z(t)Z(s)−1 (7.3)

[15, corollaire 2.22].
Fie Φ(t) matricea de solut,ie a sistemului (7.1) cu Φ(0) = I (matricea

identitate). Solut,ia I = 0 a sistemului (7.1) este stabilă asimptotic dacă s, i nu-
mai dacă ρ(Φ(T))< 1 [15, teorema 9.20]. Pentru a exprima această condit,ie
în mod diferit, vom adapta not,iunea de reproductivitate la cazul periodic.

Să presupunem că populat,ia init,ială la momentul t0 apart,ine generat,iei 0.
Fie I(n)(t) populat,ia infectată care apart,ine generat,iei n la momentul t, dată
pentru orice t > t0 s, i orice n ⩾ 0 de

I(0)(t0) = I(t0),
dI(0)

dt
(t) =−D(t) I(0)(t), (7.4)

I(n+1)(t0) = 0,
dI(n+1)

dt
(t) = A(t) I(n)(t)−D(t) I(n+1)(t). (7.5)

Avem
∑
n⩾0

I(n) = I(t)

pentru orice t ⩾ t0. Fie
h(n)(t) = A(t) I(n)(t)
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să fie vectorul de noi infect,ii pe unitate de timp datorate generat,iei n la mo-
mentul t.

Lema 7.1. Funct,ia h(n)(t) verifică

h(n+1)(t) =
∫ t−t0

0
K(t,x)h(n)(t − x)dx,

cu nucleul pozitiv
K(t,x) = A(t)Σ(t, t − x).

Demonstraţie. Reamintim că matricea Z(t) este întotdeauna inversabilă [15,
propozit,ia 2.26]. Prin derivarea relat,iei Z(t)Z(t)−1 = I , obt,inem

d
dt

[
Z(t)−1]=−Z(t)−1 dZ

dt
Z(t)−1.

Deci, cu ecuat,ia (7.5), obt,inem

d
dt

[
Z(t)−1 I(n+1)(t)

]
=−Z(t)−1 dZ

dt
Z(t)−1 I(n+1)(t)+Z(t)−1 A(t) I(n)(t)

−Z(t)−1 D(t) I(n+1)(t)

= Z(t)−1 A(t) I(n)(t).

Integrăm între t0 s, i t:

Z(t)−1 I(n+1)(t) =
∫ t

t0
Z(s)−1 A(s) I(n)(s)ds.

Deci

I(n+1)(t) =
∫ t

t0
Z(t)Z(s)−1A(s) I(n)(s)ds =

∫ t

t0
Σ(t,s)h(n)(s)ds.

În sfârs, it

h(n+1)(t) = A(t)
∫ t−t0

0
Σ(t, t − x)h(n)(t − x)dx.

Elementele din afara diagonalei matricei −D(t) sunt toate pozitive. Prin ur-
mare, matricea Σ(t,s) cu t ⩾ s este pozitivă (propozit,ia 2.5). Matricea K(t,x)
cu x ⩾ 0 este de asemenea pozitivă.
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Exemple 2. Fie m ⩾ 1 un număr întreg. Fie A(t,x), B(t,x) s, i C(t,x) pentru
t ∈ R s, i x > 0 funct,ii continue, T-periodice în raport cu t, cu valori în matrici
pătrate de ordinul m. Să presupunem că B(t,x) este o matrice diagonală. Să
presupunem în continuare că pentru orice 1 ⩽ i, j ⩽ m,

Ai, j(t,x)⩾ 0, B j, j(t,x)⩾ 0, Ci, j(t,x)⩽ 0 dacă i ̸= j, (7.6)

cu pentru orice j,
∑

i
Ci, j(t,x) = 0.

Fie
D(t,x) = B(t,x)+C(t,x).

Să introducem funct,ia matriceală Σ(t,s) astfel încât

∀t > s,
∂Σ

∂ t
=−D(t, t − s)Σ(t,s), (7.7)

s, i Σ(s,s) = I , unde I este matricea identitate de ordinul m. Se presupune
că există constante strict pozitive α , β s, i γ astfel încât pentru orice t ⩾ s > 0
s, i toate x ⩾ 0,

∥A(t,x)∥⩽ α, ∥Σ(t,s)∥⩽ γ e−β (t−s), (7.8)

unde ∥ ·∥ este o normă matriceală. Fie Ik(t,x) numărul de persoane de tipul k
(1 ⩽ k ⩽ m) la momentul t care sunt infectate de la x unităt,i de timp încoace.
Să presupunem că I = (I1, . . . , Im) este o solut,ie a sistemului de ecuat,ii cu
derivate part,iale

∀x > 0, ∀t > 0,
∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

+D(t,x) I(t,x) = 0, (7.9)

cu condit,ia init,ială I0(x) pentru x > 0 s, i condit,ia de margine

∀t > 0, I(t,0) =
∫ +∞

0
A(t,x) I(t,x)dx. (7.10)

Pentru simplificare, am luat t0 = 0. Fie I(n)(t,x) populat,ia infectată de la x
unităt,i de timp care apart,ine generat,iei n la momentul t. Ea este dată pentru
t > 0 s, i x > 0 prin

I(0)(0,x) = I0(x),

I(0)(t,0) = 0,

∂ I(0)

∂ t
+

∂ I(0)

∂x
=−D(t,x) I(0)(t,x)
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s, i pentru orice n ⩾ 0 prin

I(n+1)(0,x) = 0,

I(n+1)(t,0) =
∫ +∞

0
A(t,x) I(n)(t,x)dx,

∂ I(n+1)

∂ t
+

∂ I(n+1)

∂x
=−D(t,x) I(n+1)(t,x).

Cu aceste definit,ii,
I(t,x) = ∑

n⩾0
I(n)(t,x)

este într-adevăr o solut,ie a sistemului (7.9)-(7.10) cu condit,ia init,ială I0(x).
Fie

h(n)(t) = I(n+1)(t,0).

Se poate demonstra, ca s, i în cazul primului exemplu, că pentru orice n ⩾ 0,

h(n+1)(t) =
∫ t

0
K(t,x)h(n)(t − x)dx

cu nucleul
K(t,x) = A(t,x)Σ(t, t − x). (7.11)

Sistemul (7.7) este un sistem diferent,ial liniar s, i cooperant. Prin urmare, ma-
tricea Σ(t,s) cu t ⩾ s este pozitivă (propozit,ia 2.5). În ipotezele (7.6), matricea
K(t,x) este, de asemenea, pozitivă.

Dacă matricile A(t,x), B(t,x) s, i C(t,x) nu depind de x (să le notăm A(t),
B(t) s, i C(t)), atunci

I(t) =
∫ +∞

0
I(t,x)dx

este o solut,ie a sistemului

dI
dt

= [A(t)−D(t)] I(t)

ca în exemplul 1. Într-adevăr, ca în observat,ia 3.15 din sect,iunea 3.2,

dI
dt

=
∫ +∞

0

∂ I
∂ t

(t,x)dx =−
∫ +∞

0

∂ I
∂x

(t,x)dx−D(t)
∫ +∞

0
I(t,x)dx

= I(t,0)−D(t) I(t) = A(t) I(t)−D(t) I(t).
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Generalizare. Fie m ⩾ 1 un număr întreg. Dacă w ∈Rm s, i M este o matrice
pătrată de mărimea m, fie

∥w∥1 =
m

∑
i=1

|wi|, ∥M∥1 = max
1⩽ j⩽m

m

∑
i=1

|Mi, j| .

∥M∥1 este norma matricială subordonată normei vectoriale ∥w∥1, deci

∥Mw∥1 ⩽ ∥M∥1∥w∥1.

Definit, ia 7.2. Fie P spat,iul Banach al funct,iilor continue T-periodice din R
în Rm cu norma

∥v∥∞ = max
0⩽τ⩽T

∥v(τ)∥1 = max
0⩽τ⩽T

m

∑
i=1

|vi(τ)| .

Următoarea propozit,ie este analogă cu propozit,ia 6.3.

Propozit, ia 7.3. Fie K(t,x) o matrice pătrată de ordinul m cu coeficient,i po-
zitivi sau zero, care este o funct,ie continuă, T-periodică în raport cu t. Să
presupunem în continuare că există α > 0 s, i β > 0 astfel încât pentru orice t
s, i x > 0,

∥K(t,x)∥1 ⩽ α e−βx.

Dacă v ∈ P , atunci∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx =

∫ T

0
K̂(t,x)v(x)dx ,

cu

K̂(t,x) =


∑
q⩾0

K(t, t − x+qT) dacă 0 ⩽ x < t,

∑
q⩾1

K(t, t − x+qT) dacă t ⩽ x < T.

Demonstraţie.

∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx =

∫ t

−∞

K(t, t − y)v(y)dy

=
∫ t

0
K(t, t − y)v(y)dy+ ∑

q⩾0

∫ −qT

−(q+1)T
K(t, t − y)v(y)dy
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=
∫ t

0
K(t, t − y)v(y)dy+ ∑

q⩾0

∫ T

0
K(t, t − y+(q+1)T)v(y)dy

=
∫ t

0

[
∑
q⩾0

K(t, t − y+qT)

]
v(y)dy+

∫ T

t

[
∑
q⩾1

K(t, t − y+qT)

]
v(y)dy

=
∫ T

0
K̂(t,y)v(y)dy.

Propozit, ia 7.4. Aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 7.3. Fie K operatorul
integral definit prin

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx (7.12)

pe spat,iul P . Atunci K este un operator compact.

Demonstraţie. Avem

∥K(t,x)v(t − x)∥1 ⩽ ∥K(t,x)∥1 ∥v(t − x)∥1 ⩽ α e−βx ∥v∥∞.

Deci continuitatea funct,iei t 7→ (K v)(t) rezultă din teorema de continui-
tate prin convergent,ă dominată [52, teorema 10.3.1]. Această funct,ie este
T-periodică. În plus,

∥(K v)(t)∥1 ⩽
∫ +∞

0
∥K(t,x)v(t − x)∥1 dx ⩽

α

β
∥v∥∞

s, i
∥K v∥∞ = max

0⩽t⩽T
∥(K v)(t)∥1 ⩽

α

β
∥v∥∞.

Operatorul K este deci mărginit s, i

∥K ∥∞ ⩽
α

β
,

unde ∥K ∥∞ este norma operatorului în spat,iul L (P) al operatorilor liniari
delimitat,i pe P . Pentru orice v ∈ P s, i 0 ⩽ t ⩽ T, avem

(K v)(t) =
∫ T

0
K̂(t,x)v(x)dx,

unde K̂(t,x) este ca în propunerea 7.3. Deoarece pentru orice (t,x) ∈ [0,T]2

s, i toate numerele întregi q,

0 ⩽ ∥K(t, t − x+qT)∥⩽ α e−β (t−x+qT) ⩽ α e−β (q−1)T,
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funct,ia K̂(t,x) este continuă pe ansamblul

{(t,x) ∈ [0,T]× [0,T]; t ̸= x}

s, i delimitată pe ansamblul [0,T]× [0,T]. Prin urmare, K̂(t,x) este un nucleu
„slab singular” s, i operatorul integral K este compact [39, teorema 2.22].

Definit, ia 7.5. Cu aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 7.3, notăm raza spectrală
a operatorului K R0 s, i o numim „reproductivitate”.

Propozit, ia 7.6. Aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 7.3. Să presupunem că
h(n) : [t0 ; +∞[→Rm se verifică pentru orice număr întreg n ⩾ 0 s, i orice t ⩾ t0

h(n+1)(t) =
∫ t−t0

0
K(t,x)h(n)(t − x)dx. (7.13)

Fie

H(n)(τ) = ∑
q⩾qτ

h(n)(τ +qT), qτ =

{
0 dacă t0 ⩽ τ < T
1 dacă 0 ⩽ τ < t0

(7.14)

Să extindem funct,ia H(n)(τ) prin periodicitate la toate valorile reale ale lui
τ . Atunci, pentru orice n ⩾ 0, avem

H(n+1) = K H(n) .

Vectorul H(n)(τ) este vectorul numărului de infect,ii pe unitate de timp
datorate generat,iei n la momentul τ modulo T, adică la sezonul τ .

Demonstraţie. Să presupunem mai întâi t0 ⩽ τ < T. Din (7.13) s, i (7.14)
rezultă că

H(n+1)(τ) = ∑
q⩾0

∫
τ+qT−t0

0
K(τ,x)h(n)(τ +qT− x)dx.

Rearanjând suma dublă, se obt,ine

H(n+1)(τ) = ∑
p⩾0

∫
τ−t0+pT

pT
∑
q⩾p

K(τ,x)h(n)(τ +qT− x)dx

+ ∑
p⩾0

∫ T+pT

τ−t0+pT
∑

q⩾p+1
K(τ,x)h(n)(τ +qT− x)dx.
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Cu schimbarea variabilelor y = x− pT s, i r = q− p, se ajunge la

H(n+1)(τ) = ∑
p⩾0

∫
τ−t0

0
∑
r⩾0

K(τ,y+ pT)h(n)(τ + rT− y)dy (7.15)

+ ∑
p⩾0

∫ T

τ−t0
∑
r⩾1

K(τ,y+ pT)h(n)(τ + rT− y)dy . (7.16)

În cazul integralelor (7.15), avem 0 ⩽ y ⩽ τ − t0 deci t0 ⩽ τ − y ⩽ τ < T. În
integralele (7.16), distingem cazul τ − t0 ⩽ y ⩽ τ (pentru care 0 ⩽ τ −y ⩽ t0)
de cazul τ ⩽ y ⩽ T (pentru care t0 ⩽ τ ⩽ T+ τ − y ⩽ T). Cu definit,ia (7.14)
din H(n)(τ), ajungem la

H(n+1)(τ) = ∑
p⩾0

∫
τ−t0

0
K(τ,y+ pT)H(n)(τ − y)dy

+ ∑
p⩾0

∫
τ

τ−t0
K(τ,y+ pT)H(n)(τ − y)dy

+ ∑
p⩾0

∫ T

τ

K(τ,y+ pT)H(n)(T+ τ − y)dy .

Cu schimbarea variabilei σ = τ − y, obt,inem

H(n+1)(τ) =
∫ T

0
K̂(τ,σ)H(n)(σ)dσ (7.17)

cu K̂(τ,σ) ca în propozit,ia 7.3. În cazul în care 0 ⩽ τ < t0, un calcul complet
analog conduce, de asemenea, la relat,ia (7.17). S, i, deoarece H(n)(τ) a fost
extins prin periodicitate pentru τ arbitrar, avem∫ T

0
K̂(τ,σ)H(n)(σ)dσ =

∫ +∞

0
K(τ,x)H(n)(τ − x)dx.

Propozit, ia 7.7. Aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 7.3. Considerăm produsul
scalar pe spat,iul P

⟨u,v⟩=
m

∑
i=1

∫ T

0
ui(t)vi(t)dt.

Pentru orice v ∈ P , fie

(K ∗v)(t) =
∫ +∞

0

tK(t + x,x)v(t + x)dx,
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unde tK(t,x) este matricea transpusă a K(t,x). Atunci

∀(u,v) ∈ P2, ⟨K u,v⟩= ⟨u,K ∗v⟩.

Operatorul K ∗ este transpusă a operatorului K . Este, de asemenea, un
operator compact [24, §2.5.2.3] s, i raza sa spectrală este egală cu cea a opera-
torului K .

Demonstraţie. Cu u ∈ P , propozit,ia 7.3 s, i teorema lui Fubini, obt,inem

⟨K u,v⟩=
m

∑
i=1

∫ T

0

∫ +∞

0

m

∑
j=1

Ki, j(t,x)u j(t − x)dx vi(t)dt

=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0

∫ T

0
K̂i, j(t,x)u j(x)dx vi(t)dt

=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0

∫ T

0
K̂i, j(t,x)vi(t)dt u j(x)dx.

Împărt,im intervalul de integrare în două părt,i:

⟨K u,v⟩=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0

∫ x

0
K̂i, j(t,x)vi(t)dt u j(x)dx

+
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0

∫ T

x
K̂i, j(t,x)vi(t)dt u j(x)dx

=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0
∑
s⩾1

∫ x

0
Ki, j(t, t − x+ sT)vi(t)dt u j(x)dx

+
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0
∑
s⩾0

∫ T

x
Ki, j(t, t − x+ sT)vi(t)dt u j(x)dx.

Schimbarea de variabilă y = t − x+ sT, periodicitatea lui K(t,x) în raport cu
t s, i ipoteza v ∈ P dau

⟨K u,v⟩=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0
∑
s⩾1

∫ sT

−x+sT
Ki, j(x+ y,y)vi(x+ y)dy u j(x)dx

+
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0
∑
s⩾0

∫ −x+(s+1)T

sT
Ki, j(x+ y,y)vi(x+ y)dt u j(x)dx
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=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0

∫ +∞

0
Ki, j(x+ y,y)vi(x+ y)dy u j(x)dx

=
m

∑
j=1

∫ T

0

∫ +∞

0

m

∑
i=1

Ki, j(x+ y,y)vi(x+ y)dy u j(x)dx.

Se spune că un operator este puternic pozitiv dacă oricărei funct,ii v ̸= 0 cu
v ⩾ 0, adică astfel încât vi(t)⩾ 0 pentru orice i s, i toate t, îi asociază o funct,ie
ale cărei componente sunt toate strict pozitive. Următorul corolar este analog
cu corolarul 6.4.

Corolarul 7.8. Aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 7.6. Se presupune că opera-
torul K este puternic pozitiv. Fie

g(n) =
∫ T

0
∥H(n)(τ)∥1 dτ =

∫ +∞

t0
∥h(n)(t)∥1 dt . (7.18)

Dacă funct,ia h(0)(t) nu este identică cu zero, atunci

g(n+1)
g(n)

−→
n→+∞

R0 .

Numărul g(n) este numărul total de infect,ii datorate generat,iei n.

Demonstraţie. Să folosim teorema Krein-Rutman (teorema 7.26). Raza spec-
trală a operatorului compact puternic pozitiv K este o valoare proprie simplă
cu o funct,ie proprie vectorială u(τ) cu componente strict pozitive. Această
valoare proprie domină toate celelalte valori proprii. Astfel, există o con-
stantă c > 0 astfel încât ||H(n)(·)/(R0)

n − cu(·)||∞ → 0 când n → +∞. Prin
urmare,

g(n)
(R0)n =

∫ T
0 ∥H(n)(τ)∥dτ

(R0)n −→
n→∞

c
∫ T

0
∥u(τ)∥dτ

s, i g(n+1)/g(n)→ R0.

7.2 Sisteme diferent, iale

Propozit, ia 7.9. Fie m ⩾ 1. Fie A(t), B(t) s, i C(t) matrici ca în exemplul 1
din sect,iunea 7.1. Fie D(t) = B(t)+C(t).

• Să presupunem λ ̸= 0. Atunci w(t) este o funct,ie proprie a operatorului
de transpunere K ∗ asociat cu valoarea proprie λ dacă s, i numai dacă
w(t) este o solut,ie periodică T neidentice cu zero a sistemului

dw
dt

=

(
tD(t)−

tA(t)
λ

)
w(t). (7.19)
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• Să presupunem λ = 0. Dacă w(t) este o funct,ie proprie a operatorului
K ∗ asociat valorii proprii λ , atunci tA(t)w(t) = 0 pentru orice t.

Demonstraţie. Fie w(t) o funct,ie proprie a operatorului K ∗ asociată cu va-
loarea proprie λ . În conformitate cu propozit,ia 7.7, avem

∫ +∞

0

tK(t + x,x)w(t + x)dx = λw(t)

cu

K(t,x) = A(t)Σ(t, t − x)

prin lema 7.1. Prin urmare,∫ +∞

0

t
Σ(t + x, t) tA(t + x)w(t + x)dx = λw(t).

Să derivăm această ecuat,ie:

∫ +∞

0

∂

∂ t

[t
Σ(t + x, t) tA(t + x)

]
w(t + x)dx

+
∫ +∞

0

t
Σ(t + x, t) tA(t + x)w′(t + x)dx = λ

dw
dt

.

Să integrăm prin părt,i cea de-a doua integrală:

∫ +∞

0

∂

∂ t

[t
Σ(t + x, t) tA(t + x)

]
w(t + x)dx

−
∫ +∞

0

∂

∂x

[t
Σ(t + x, t) tA(t + x)

]
w(t + x)dx

+
[

t
Σ(t + x, t) tA(t + x)w(t + x)

]+∞

0
= λ

dw
dt

.

Conform formulei (7.3), Σ(t + x, t) = Z(t + x)Z(t)−1. Astfel, Σ(t + x, t)→ 0
când x →+∞ s, i

∫ +∞

0

(
∂

∂ t

[t
Σ(t + x, t)

]
− ∂

∂x

[t
Σ(t + x, t)

]) tA(t + x)w(t + x)dx

− tA(t)w(t) = λ
dw
dt

.
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Acum

∂

∂ t
Σ(t + x, t) = Z′(t + x)Z(t)−1 −Z(t + x)Z(t)−1 Z′(t)Z(t)−1

=−D(t + x)Z(t + x)Z(t)−1 +Z(t + x)Z(t)−1 D(t)

=−D(t + x)Σ(t + x, t)+Σ(t + x, t)D(t),

∂

∂x
Σ(t + x, t) = Z′(t + x)Z(t)−1

=−D(t + x)Z(t + x)Z(t)−1 =−D(t + x)Σ(t + x, t).

Deci
∂

∂ t
Σ(t + x, t)− ∂

∂x
Σ(t + x, t) = Σ(t + x, t)D(t)

s, i
tD(t)

∫ +∞

0

t
Σ(t + x, t) tA(t + x)w(t + x)dx− tA(t)w(t) = λ

dw
dt

.

Astfel,

λ
tD(t)w(t)− tA(t)w(t) = λ

dw
dt

.

Invers, dacă w(t) este o solut,ie periodică T a sistemului (7.19) s, i dacă
λ ̸= 0, atunci

∀s ∈ R, λ

[
−dw

ds
+ tD(s)w(s)

]
= tA(s)w(s).

Să înmult,im în partea stângă cu tΣ(s, t):

λ

[
−t

Σ(s, t)
dw
ds

+ t
Σ(s, t) tD(s)w(s)

]
= t

Σ(s, t) tA(s)w(s).

Să luăm în considerare ecuat,ia (7.2):

λ
d
ds

[
−t

Σ(s, t)w(s)
]
= t

Σ(s, t) tA(s)w(s).

Integrând între t s, i +∞,

λ

[
−t

Σ(s, t)w(s)
]+∞

t
= λw(t) =

∫ +∞

t

t
Σ(s, t) tA(s)w(s)ds

=
∫ +∞

0

t
Σ(t + x, t) tA(t + x)w(t + x)dx.
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Următoarea propozit,ie leagă solut,ia fundamentală a unui sistem de cea a
adjunctului său [65, p. 127].

Propozit, ia 7.10. Fie P : R → Rm×m o funct,ie continuă. Fie X(t) s, i Y(t)
solut,iile sistemelor matriciale

dX
dt

= P(t)X(t),
dY
dt

=−tP(t)Y(t), (7.20)

cu condit,iile X(0) = I s, i Y(0) = I . Atunci

X(t) =
[ tY(t)

]−1

pentru orice t ∈ R.

Demonstraţie. Să presupunem Z(t) = X(t) tY(t). Atunci

dZ
dt

=
dX
dt

tY(t)+X(t) t
[

dY
dt

]
= P(t)X(t) tY(t)−X(t) tY(t)P(t)
= P(t)Z(t)−Z(t)P(t).

Funct,ia Z(t) este deci o solut,ie a acestei ecuat,ii diferent,iale s, i Z(0) = I .
Această problemă are o solut,ie unică, s, i I este o solut,ie evidentă. Prin ur-
mare, Z(t) = I pentru orice t ∈ R.

Propozit, ia 7.11. Aceleas, i ipoteze ca în 7.9. Fie M(t) = A(t)−D(t). Pentru
orice λ > 0, fie Φ(t;λ ) solut,ia sistemului periodic matricial

dX
dt

= [A(t)/λ −D(t)]X(t) (7.21)

cu condit,ia init,ială X(0) = I . Fie r(λ ) raza spectrală a matricei Φ(T;λ ).
Atunci

• funct,ia λ 7→ r(λ ) este descrescătoare pentru λ > 0;

• dacă R0 > 0 s, i matricea M(0) este ireductibilă, atunci R0 este solut,ia
unică a ecuat,iei r(λ ) = 1 cu λ > 0.

Demonstraţie. Fie
Mλ (t) = A(t)/λ −D(t).

Coeficient,ii din afara diagonalei matricei Mλ (t) sunt pozitivi. Conform propo-
zit,iei 2.5 aplicată fiecăruia dintre vectorii unitari (0, . . . ,0,1,0, . . . ,0) ca o
condit,ie init,ială, matricea Φ(t;λ ) are coeficient,i pozitivi pentru orice t ⩾ t0.
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Să presupunem că 0 < λ1 < λ2. Fie v ∈ Rm
+ \ {0} solut,ia sistemului

Fie X1(t) solut,ia sistemului (7.21) cu λ = λ1 s, i condit,ia init,ială X1(0) = v.
În mod similar, fie X2(t) solut,ia sistemului vectorial (7.21) cu λ = λ2 s, i
condit,ia init,ială v. Pentru orice t ⩾ t0, X1(t) = Φ(t;λ1)v ∈ (R+)

m s, i X2(t) =
Φ(t;λ2)v ∈ (R+)

m. În plus, putem spune că

dX1

dt
= Mλ1(t)X1 ⩾ Mλ2(t)X1,

dX2

dt
= Mλ2(t)X2

s, i X1(0) = X2(0). Prin corolarul 2.6, X1(t)⩾ X2(t) pentru orice t ⩾ 0. Dacă
aplicăm acest lucru la vectorii unitari, obt,inem inegalitatea între matrici pozi-
tive

∀t ⩾ t0, Φ(t;λ1)⩾ Φ(t;λ2).

În particular, Φ(T;λ1)⩾ Φ(T;λ2). Astfel r(λ1)⩾ r(λ2) din propozit,ia 3.21.
Să presupunem că R0 > 0 s, i matricea M(0) sunt ireductibile. Prin teo-

rema Krein-Rutman slabă (teorema 7.27), există o funct,ie w ∈ P cu w ̸= 0
s, i w(t) ⩾ 0 pentru orice t ∈ R astfel încât K ∗w = R0w. În conformitate cu
propozit,ia 7.9, funct,ia w(t) verifică

dw
dt

=

(
tD(t)−

tA(t)
λ

)
w(t) (7.22)

pentru orice t ∈ R cu λ = R0. Fie Ψ(t;λ ) solut,ia matriceală a acestui sistem
cu condit,ia init,ială I până la t = 0. Atunci

ρ(Ψ(T;R0)) = 1

în conformitate cu propozit,ia 7.25. Dar acest sistem este adjunctul sistemului
(7.21) cu λ = R0. Deci

Φ(T;R0) = [ t
Ψ(T;R0)]

−1

(propozit,ia 7.10) s, i

r(R0) = ρ(Φ(T;R0)) =
1

ρ( tΨ(T;R0))
=

1
ρ(Ψ(T;R0))

= 1.

Pentru a arăta că R0 este solut,ia unică a ecuat,iei r(λ ) = 1, să rat,ionăm
prin absurd. Să presupunem 0 < λ1 < λ2 s, i r(λ1) = r(λ2) = 1. Deoarece
funct,ia λ 7→ r(λ ) este descrescătoare, avem r(λ )= 1 pentru orice λ ∈ [λ1 ; λ2].
Prin urmare,

∀λ ∈ [λ1 ; λ2], ρ(Ψ(T;λ )) = 1/ρ(Φ(T;λ )) = 1/r(λ ) = 1.
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Deoarece matricea M(0) este ireductibilă, Propozit,ia 7.25 arată că există
X(λ ) : R → Rm o solut,ie T-periodică neidentice zero a sistemului (7.22) cu
X(λ )(t) ⩾ 0 pentru orice t ∈ R. Cu propozit,ia 7.9, deducem că X(λ )(t) este
o funct,ie proprie a operatorului K ∗ asociat valorii proprii λ , aceasta pentru
orice λ ∈ [λ1 ; λ2]. Acest lucru este imposibil deoarece setul de valori proprii
ale operatorului compact K ∗ este finit sau numărabil [18, teorema VI.8].

Observat,ia 7.12. Această propozit,ie oferă o metodă practică de calcul al
reproductivităt,ii R0. Este suficient să se utilizeze un software precum Sci-
lab pentru a calcula r(λ ) s, i o metodă dihotomică pentru a rezolva ecuat,ia
r(λ ) = 1.

Corolarul 7.13. Aceleas, i ipoteze cu o matrice ireductibilă M(0).

λ > R0 dacă s, i numai dacă r(λ )< 1;

λ = R0 dacă s, i numai dacă r(λ ) = 1;

λ < R0 dacă s, i numai dacă r(λ )> 1.

În particular,

R0 < 1 dacă s, i numai dacă r(1)< 1 ;

R0 = 1 dacă s, i numai dacă r(1) = 1 ;

R0 > 1 dacă s, i numai dacă r(1)> 1.

Caz special. Fie a(t) s, i b(t) funct,ii scalare strict pozitive T - periodice.
Luat,i în considerare modelul

dI
dt

= [a(t)−b(t)]I(t),

unde a(t)I(t) este din nou numărul de noi infect,ii pe unitate de timp, cu
condit,ia init,ială I(t0). Acesta este doar un caz special al exemplului 1 din
sect,iunea anterioară. Avem

K(t,x) = a(t) exp
(
−
∫ t

t−x
b(s)ds

)
. (7.23)

Propozit, ia 7.14. Dacă m = 1 s, i nucleul K(t,x) este dat de formula (7.23),
atunci valorile proprii ale operatorului K ∗ sunt

ā
b̄+2n iπ/T

, n ∈ Z,
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unde

ā =
1
T

∫ T

0
a(s)ds, b̄ =

1
T

∫ T

0
b(s)ds.

Raza spectrală este
R0 = ā/b̄ . (7.24)

Funct,iile proprii ale operatorului K ∗ asociate cu raza spectrală R0 sunt
proport,ionale cu

w(t) = exp
(
−
∫ t

0
[a(s)/R0 −b(s)]ds

)
.

Demonstraţie. Fie w(t) o funct,ie proprie a operatorului K ∗ asociată cu va-
loarea proprie λ . Conform propozit,iei 7.9, λ ̸= 0, pentru că altfel am avea
a(t)w(t) = 0 pentru orice t, ceea ce ar implica w(t) = 0 pentru orice t, deoa-
rece se presupune că funct,ia a(t) este strict pozitivă. Mai mult,

dw
dt

=

(
b(t)− a(t)

λ

)
w(t).

Deci

w(t) = w(0)exp
(
−
∫ t

0
[a(s)/λ −b(s)]ds

)
.

Această funct,ie este T-periodică dacă s, i numai dacă w(0) = w(T), adică dacă∫ T

0
[a(s)/λ −b(s)]ds = 2n iπ

cu n ∈ Z. Astfel,

λ =
ā

b̄+2n iπ/T
.

Deoarece modulul acestei valori proprii este

ā√
b̄2 +(2nπ/T)2

,

raza spectrală corespunde la n = 0.

Observat,ia 7.15. Valorile proprii sunt toate în planul complex pe cercul de
diametru OM, unde O este originea s, i M are coordonatele (R0,0), cu R0 dat
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de formula (7.24) (fig. 7.1). Într-adevăr, dacă | · | reprezintă modulul unui
număr complex, atunci∣∣∣∣ ā

b̄+2n iπ/T
− ā

2b̄

∣∣∣∣= ∣∣∣∣2āb− ā(b̄+2n iπ/T)
2b̄(b̄+2n iπ/T)

∣∣∣∣= ā
2b̄

∣∣∣∣ b̄−2n iπ/T
b̄+2n iπ/T

∣∣∣∣= ā
2b̄

.

Valorile proprii formează o secvent,ă care tinde spre 0, as, a cum se întâmplă
adesea în cazul operatorilor compact,i [18, teorema VI.8]. Pragul epidemic
(R0 > 1) depinde în acest caz doar de valorile medii ale funct,iilor a(t) s, i
b(t).

Figura 7.1: Valorile proprii ale operatorului K ∗ în planul complex.

Propozit, ia 7.16. Aceleas, i ipoteze. Funct,iile proprii ale operatorului K aso-
ciate cu raza spectrală R0 sunt proport,ionale cu

u(t) = a(t) exp
(∫ t

0
[a(s)/R0 −b(s)]ds

)
.

Demonstraţie. Să derivăm ecuat,ia pentru o valoare proprie diferită de zero
λ ,

a(t)
∫ +∞

0
exp
(
−
∫ t

t−x
b(s)ds

)
u(t − x)dx = λ u(t) .
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Se obt,ine

λ u′(t) = a′(t)
∫ +∞

0
e−

∫ t
t−x b(s)ds u(t − x)dx

+a(t)
∫ +∞

0
e−

∫ t
t−x b(s)ds u′(t − x)dx

+a(t)
∫ +∞

0
e−

∫ t
t−x b(s)ds [b(t − x)−b(t)

]
u(t − x)dx

Să integrăm prin părt,i al doilea termen al celui de-al doilea membru:

λ u′(t) = a′(t)
λ u(t)
a(t)

−a(t)
∫ +∞

0
b(t − x)e−

∫ t
t−x b(y)dy u(t − x)dx

−a(t)
[
e−

∫ t
t−x b(s)ds u(t − x)

]+∞

0

+a(t)
∫ +∞

0
e−

∫ t
t−x b(s)ds [b(t − x)−b(t)] u(t − x)dx

=
a′(t)
a(t)

λ u(t)−b(t)λ u(t)+a(t)u(t)

Această ecuat,ie se mai scrie

u′(t)
u(t)

=
a′(t)
a(t)

−b(t)+
a(t)
λ

,

care se integrează în

u(t) = ca(t) exp
(
−
∫ t

0
b(s)ds+

1
λ

∫ t

0
a(s)ds

)
, (7.25)

unde c este o constantă. Funct,ia u(t) astfel obt,inută este T-periodică dacă
u(0) = u(T), ceea ce dă

λ = ā/
(
b̄+2n iπ/T

)
.

Propozit, ia 7.17. Dacă m = 1 s, i dacă I(n)(t) este solut,ia sistemului (7.4)-
(7.5), atunci pentru orice n ⩾ 0 s, i t ⩾ t0,

I(n)(t) = exp
(
−
∫ t

t0
b(s)ds

)
1
n!

(∫ t

t0
a(s)ds

)n

I(t0).
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Demonstraţie. Avem

I(0)(t0) = I(t0),
dI(0)

dt
(t) =−b(t) I(0)(t),

I(n+1)(t0) = 0,
dI(n+1)

dt
(t) = a(t) I(n)(t)−b(t) I(n+1)(t).

Prin urmare, formula propunerii este adevărată pentru n = 0. Prin recurent,ă,
să presupunem că este adevărat la rangul n. Am văzut în demonstrat,ia lemei
7.1 că

I(n+1)(t) =
∫ t

t0
exp
(
−
∫ t

s
b(u)du

)
a(s) I(n)(s)ds.

Ajungem la o integrală care poate fi calculată în mod explicit:

I(n+1)(t) = exp
(
−
∫ t

t0
b(u)du

)∫ t

t0
a(s)

(∫ s

t0
a(u)du

)n

ds
I(t0)
n!

= exp
(
−
∫ t

t0
b(u)du

)(∫ t

t0
a(u)du

)n+1 I(t0)
(n+1)!

.

Observat,ia 7.18. Teoria operatorilor pozitivi s, i propozit,ia 7.6 implică faptul
că

H(n)(τ) ∼
n→+∞

(R0)
n
∫ T

0 H(0)(t)w(t)dt∫ T
0 u(t)w(t)dt

u(τ) , (7.26)

unde funct,ia proprie u este dată de propozit,ia 7.16, iar funct,ia proprie w de
propozit,ia 7.14. Dar, din moment ce

I(0)(t) = exp
(
−
∫ t

t0
b(s)ds

)
I(t0),

se poate verifica cu us, urint,ă că

H(0)(t) = (K δ̂t0)(t) I(t0),

unde δ̂t0 este extensia periodică T a măsurii Dirac din t = t0. Astfel,∫ T

0
w(t)H(0)(t)dt =

∫ T

0
(K ∗w)(t) δ̂t0(t)dt I(t0) = R0 w(t0) I(t0).

În concluzie, formula (7.26) arată că

H(n)(τ) ∼
n→+∞

(R0)
n+1

a(τ) exp
(∫

τ

t0 [a(t)/R0 −b(t)]dt
)

∫ T
0 a(t)dt

I(t0) ,
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ceea ce implică

g(n) ∼
n→+∞

(R0)
n+1

∫ T
0 a(τ) exp

(∫
τ

t0 [a(t)/R0 −b(t)]dt
)

dτ∫ T
0 a(τ)dτ

I(t0) . (7.27)

Acest ultim rezultat asimptotic poate fi verificat în exemple numerice: este
suficient să folosim formula pentru I(n)(t) din propozit,ia anterioară s, i să ne
amintim că

g(n) =
∫ +∞

t0
a(t) I(n)(t)dt.

7.3 Rata de cres, tere

Propozit, ia 7.19. Aceleas, i ipoteze ca în propozit,ia 7.3. Pentru orice ℓ >−β ,
considerăm operatorul liniar mărginit Kℓ pe spat,iul P definit prin

(Kℓv)(t) =
∫ +∞

0
e−ℓx K(t,x)v(t − x)dx.

Fie ρ(ℓ) raza spectrală a acestui operator. Să presupunem că există ℓ0 >−β

astfel încât ρ(ℓ0) > 1. Atunci există un număr unic λ > −β astfel încât
ρ(λ ) = 1.

Numim acest număr λ rata de cres, tere.

Demonstraţie. Ca s, i în propozit,ia 7.4, putem arăta că operatorul Kℓ este com-
pact s, i că

∥Kℓ∥∞ ⩽
α

β + ℓ
. (7.28)

Monotonie a aplicat,iei s 7→ ρ(ℓ). Componentele nucleului matricei ker-
nel K(t,x) sunt pozitive sau zero, deci operatorul Kℓ este de asemenea pozi-
tiv: dacă vi ⩾ 0 pentru orice i, care observăm că este v ⩾ 0, atunci Kℓv ⩾ 0.
În plus, ℓ1 ⩽ ℓ2 implică faptul că Kℓ1 ⩾Kℓ2 . Monotonicitatea razei spectrale
pentru operatori pozitivi s, i compact,i arată că aplicat,ia ℓ 7→ ρ(ℓ) este descres-
cătoare [79, propozit,ia 3].

Continuitatea funct,iei ℓ 7→ ρ(ℓ). Aplicat,ia ℓ 7→ Kℓ de la ]− β ,+∞[ la
L (P) este continuă, deoarece

∥Kℓ−Kℓ′∥∞ ⩽ max
0⩽t⩽T

∫ +∞

0
|e−ℓx − e−ℓ′x|∥K(t,x)∥1 dx

⩽ α

∫ +∞

0
|e−ℓx − e−ℓ′x|e−βx dx −→

ℓ′→ℓ
0.



Capitolul 7 113

Raza spectrală este continuă pe spat,iul operatorilor liniari compact,i [26]. Prin
urmare, aplicat,ia ℓ 7→ ρ(ℓ) este continuă

Existent,a lui λ . Inegalitatea (7.28) arată că ∥Kℓ∥∞ → 0 când ℓ → +∞.
Deoarece ρ(ℓ)⩽ ∥Kℓ∥∞ [24, §2.3.3], avem s, i ρ(ℓ)→ 0 când s →+∞. Con-
tinuitatea din ℓ 7→ ρ(ℓ) s, i ipoteza ρ(ℓ0) > 1 implică faptul că există λ ⩾ ℓ0
astfel încât ρ(λ ) = 1.

Log-convexitatea funct,iei ℓ 7→ ρ(ℓ). Să presupunem −β < ℓ1 < ℓ2 s, i

ℓ= rℓ1 +(1− r)ℓ2

cu 0 < r < 1. Am dori să arătăm

ρ(ℓ)⩽ ρ(ℓ1)
r
ρ(ℓ2)

1−r.

Datorită continuităt,ii razei spectrale pe spat,iul operatorilor liniari compact,i s, i
considerând operatorul asociat nucleului modificat

Kε
i, j(t,x) = Ki, j(t,x)+ ε e−βx,

este suficient să se demonstreze log-convexitatea cu ipoteza suplimentară că
Kℓ este puternic pozitivă. Conform teoremei Krein-Rutman, există funct,ii
proprii strict pozitive v(1)(t) s, i v(2)(t) asociate valorilor proprii ρ(ℓ1) s, i ρ(ℓ2)
ale operatorilor Ks1 s, i Ks2 . Fie

wi(t) =
[
v(1)i (t)

]r [
v(2)i (t)

]1−r
.

Conform versiunii discrete a inegalităt,ii lui Hölder [52, corolarul 8.3.17] cu
p = 1/r s, i q = 1/(1− r),

(Kℓw)i(t) =
∫ +∞

0
∑

j
e−ℓx Ki, j(t,x)w j(t − x)dx

=
∫ +∞

0
∑

j

{[
e−ℓ1x Ki, j(t,x)v(1)j (t − x)

]r

×
[
e−ℓ2x Ki, j(t,x)v(2)j (t − x)

]1−r
}

dx,
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(Kℓw)i(t)⩽
∫ +∞

0

[
∑

j
e−ℓ1x Ki, j(t,x)v(1)j (t − x)

]r

×

[
∑

j
e−ℓ2x Ki, j(t,x)v(2)j (t − x)

]1−r

dx.

Conform versiunii continue a inegalităt,ii lui Hölder [18, teorema IV.6],

(Kℓw)i(t)⩽

{∫ +∞

0

[
∑

j
e−ℓ1x Ki, j(t,x)v(1)j (t − x)

]
dx

}r

×

{∫ +∞

0

[
∑

j
e−ℓ2x Ki, j(t,x)v(2)j (t − x)

]
dx

}1−r

.

Astfel,

(Kℓw)i(t)⩽
[
ρ(ℓ1)v(1)i (t)

]r [
ρ(ℓ2)v(2)i (t)

]1−r
= ρ(ℓ1)

r
ρ(ℓ2)

1−r wi(t).

În concluzie, teorema 2.4 din [27] (limita superioară Collatz s, i Wielandt) im-
plică faptul că ρ(ℓ)⩽ ρ(ℓ1)

r ρ(ℓ2)
1−r

Unicitatea lui λ . Să presupunem că există λ1 < λ2 astfel încât ρ(λ1) =
ρ(λ2) = 1. Deoarece aplicat,ia ℓ 7→ ρ(ℓ) este descrescătoare s, i (log-)convexă,
avem ρ(ℓ) = 1 pentru orice ℓ⩾ λ1. Acest lucru contrazice faptul că ρ(ℓ)→ 0
când ℓ → +∞. Prin urmare, există un singur λ > −β astfel încât ρ(λ ) =
1.

Corolarul 7.20. Aceleas, i ipoteze. Presupunem existent,a lui R0 = ρ(0).
Atunci

λ > 0 dacă s, i numai dacă R0 > 1,

λ = 0 dacă s, i numai dacă R0 = 1,

λ < 0 dacă s, i numai dacă R0 < 1.

Demonstraţie. Am văzut în demonstrat,ia propozit,iei 7.19 că aplicat,ia ℓ 7→
ρ(ℓ) este fie strict descrescătoare pe intervalul ]−β ; +∞[, fie strict descres-
cătoare pe un interval ]− β ; λ0[ cu ρ(ℓ) = 0 pentru orice ℓ ⩾ λ0. Acum
ρ(λ ) = 1 s, i R0 = ρ(0). Rezultă corolarul.
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Observat,ia 7.21. Dacă m = 1 s, i nucleul K(t,x) este dat de formula (7.23),
atunci pornind de la ecuat,ia

∫ +∞

0
e−λx K(t,x)v(t − x)dx = v(t),

arătăm, ca în demonstrat,ia propozit,iei 7.16, că

v(t) = ca(t)e−λ t−
∫ t

0 b(s)ds+
∫ t

0 a(s)ds .

Această funct,ie este pozitivă s, i T-periodică dacă s, i numai dacă c > 0 s, i

λ =
1
T

∫ T

0
a(t)dt − 1

T

∫ T

0
b(t)dt . (7.29)

7.4 O funct, ie monotonă

Să luăm exemplul 2 din sect,iunea 7.1. Fie tA(t,x), tB(t,x) s, i tK(t,x) matricile
transpuse ale matricelor A(t,x), B(t,x) s, i K(t,x).

Propozit, ia 7.22. Există o solut,ie unică tripletă (λ ,v,w) a problemelor duble
de valori proprii

∂v
∂ t

(t,x)+
∂v
∂x

(t,x)+λ v(t,x)+B(t,x)v(t,x) = 0 , ∀t, ∀x > 0, (7.30)

v(t,0) =
∫ +∞

0
A(t,x)v(t,x)dx (7.31)

v(t +T,x) = v(t,x), v(t,x)⩾ 0, ∑
i

∫ T

0

∫ +∞

0
vi(t,x)dxdt = 1,

− ∂w
∂ t

(t,x)− ∂w
∂x

(t,x)+λ w(t,x)+ tB(t,x)w(t,x) = tA(t,x)w(t,0) ,

(7.32)

w(t +T,x) = w(t,x), w(t,x)⩾ 0, ∑
i

∫ +∞

0
vi(t,x)wi(t,x)dx = 1 .

Demonstraţie. Se notează L v = λ v ecuat,ia (7.30) s, i L ∗w = λ w ecuat,ia
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(7.32). O integrare prin părt,i dă∫ T

0

∫ +∞

0
⟨L v,w⟩dx dt =

∫ T

0

∫ +∞

0
⟨−∂v

∂ t
− ∂v

∂x
−B(t,x)v,w⟩dx dt

=
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨v, ∂w

∂ t
+

∂w
∂x

− tB(t,x)w⟩dx dt −
∫ T

0

[
⟨v(t,x),w(t,x)⟩

]x=+∞

x=0
dt

=
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨v, ∂w

∂ t
+

∂w
∂x

− tB(t,x)w⟩dx dt +
∫ T

0
⟨v(t,0),w(t,0)⟩dt

=
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨v, ∂w

∂ t
+

∂w
∂x

− tB(t,x)w⟩dx dt

+
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨A(t,x)v(t,x),w(t,0)⟩dx dt

=
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨v, ∂w

∂ t
+

∂w
∂x

− tB(t,x)w(t,x)+ tA(t,x)w(t,0)⟩dx dt

=
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨v,L ∗w⟩dx dt.

Ecuat,iile (7.30)–(7.31), pe de o parte, s, i (7.32), pe de altă parte, se reduc la
probleme duale de valori proprii

v(t,0) =
∫ +∞

0
e−λx K(t,x)v(t − x,0)dx ,

w(t,0) =
∫ +∞

0
e−λx tK(t + x,x)w(t + x,0)dx,

ale căror proprietăt,i rezultă din propozit,ia 7.19 s, i din teorema Krein-Rutman.

Următoarea propozit,ie este analogul în timp continuu al propozit,iei 6.20.

Propozit, ia 7.23. Fie F : R→ R o funct,ie convexă. Să presupunem că I(t,x)
este o solut,ie a sistemului (7.9)–(7.10). Fie

F (t) = ∑
i

∫ +∞

0
wi(t,x)vi(t,x)F

(
Ii(t,x)e−λ t

vi(t,x)

)
dx. (7.33)

Atunci dF
dt ⩽ 0 pentru orice t > 0.

Demonstraţie. Fie

µi, j(t,x) =
Ai, j(t,x)v j(t,x)

vi(t,0)
, φ j(t,x) =

I j(t,x)e−λ t

v j(t,x)
. (7.34)
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Vom arăta că

dF

dt
=∑

i
wi(t,0)vi(t,0)

{
F

(∫ +∞

0
∑

j
µi, j φ j dx

)
−
∫ +∞

0
∑

j
µi, j F(φ j)dx

}

+∑
i, j

∫ +∞

0
wi Bi, j v j

{
F(φ j)−F(φi)+(φi −φ j)F′(φi)

}
dx , (7.35)

unde, pentru simplificare, nu repetăm că funct,iile depind de (t,x). Într-adevăr,
derivata funct,iei (7.33) este

dF

dt
= ∑

i

∫ +∞

0

{[
∂wi

∂ t
vi +wi

∂vi

∂ t

]
F

(
Ii e−λ t

vi

)

+wi vi F′

(
Ii e−λ t

vi

)[
∂ Ii

∂ t
−λ Ii −

Ii

vi

∂vi

∂ t

]
e−λ t

vi

}
dx .

Înlocuind ∂ Ii/∂ t, ∂vi/∂ t s, i ∂wi/∂ t prin (7.9), (7.30) s, i (7.32), se obt,ine pen-
tru dF/dt expresia

∑
i

∫ +∞

0

{[
−∂wi

∂x
+λ wi +∑

j
w j B j,i −∑

j
w j(t,0)A j,i

]
vi F

(
Ii e−λ t

vi

)

−wi

[
∂vi

∂x
+λ vi +∑

j
Bi, j v j

]
F

(
Ii e−λ t

vi

)

−wi vi F′

(
Ii e−λ t

vi

)[
∂ Ii

∂x
+∑

j
Bi, j I j

]
e−λ t

vi

+wi vi F′

(
Ii e−λ t

vi

)
Ii

vi

[
∂vi

∂x
+∑

j
Bi, j v j

]
e−λ t

vi

}
dx .

Introducând notat,ia φ j din (7.34), grupând termenii care cont,in derivate în
raport cu x pe de o parte s, i termenii care cont,in Bi, j pe de altă parte, s, i schim-
bând indicii i s, i j în sumele care cont,in B j,i s, i A j,i, obt,inem

dF

dt
=−∑

i

∫ +∞

0

∂

∂x
[wiviF(φi)]dx−∑

i, j
wi(t,0)

∫ +∞

0
Ai, jv jF(φ j)dx

+∑
i, j

∫ +∞

0
wi Bi, j v j

{
F(φ j)−F(φi)+(φi −φ j)F′(φi)

}
dx .
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Integrând prima integrală, obt,inem

dF

dt
=∑

i
wi(t,0)vi(t,0)

{
F(φi(t,0))−

∫ +∞

0
∑

j

Ai, jv j

vi(t,0)
F(φ j)dx

}

+∑
i, j

∫ +∞

0
wi Bi, j v j

{
F(φ j)−F(φi)+(φi −φ j)F′(φi)

}
dx .

Aceasta conduce la relat,ia (7.35) dacă luăm în considerare condit,ia de mar-
gine (7.10), care arată că

φi(t,0) =
Ii(t,0)e−λ t

vi(t,0)
=
∫ +∞

0
∑

j

Ai, j(t,x)v j(t,x)
vi(t,0)

I j(t,x)e−λ t

v j(t,x)
dx .

Să ne întoarcem la demonstrat,ie. Inegalitatea lui Jensen [19, p. 301],
folosind că ∫ +∞

0

(
∑

j
µi, j

)
dx = 1,

s, i versiunea sa discretă arată că

F

(∫ +∞

0
∑

j
µi, j φ j dx

)
⩽
∫ +∞

0
F
(

∑ j µi, j φ j

∑ j µi, j

)(
∑

j
µi, j

)
dx

⩽
∫ +∞

0
∑

j
µi, j F(φ j)dx.

As, adar, prima linie din relat,ie (7.35) este negativă. A doua linie este de ase-
menea negativă deoarece termenul cu i = j se anulează s, i deoarece pentru
i ̸= j, convexitatea lui F implică faptul că expresia din interiorul parantezelor
este pozitivă în timp ce Bi, j ⩽ 0, wi ⩾ 0 s, i v j ⩾ 0. Prin urmare dF

dt ⩽ 0.

Propozit, ia 7.24. Fie I(t,x) solut,ia lui (7.9)-(7.10) cu condit,ia init,ială I(0,x).
Fie

c = ∑
k

∫ +∞

0
Ik(0,x)wk(0,x)dx.

Atunci

∑
k

∫ +∞

0

∣∣∣Ik(t,x)e−λ t − cvk(t,x)
∣∣∣ wk(t,x)dx −→

t→+∞
0 . (7.36)

Demonstraţie. Să observăm că

Ik(t,x)− cvk(t,x)eλ t
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este o solut,ie a ecuat,iilor liniare (7.9)–(7.10). Aplicând propozit,ia 7.23 la
această solut,ie cu funct,ia convexă F(x) = |x|, obt,inem că F (t), partea stângă
a (7.36), scade ît cu timpul t s, i astfel converge la o limită ℓ. Faptul că ℓ = 0
se demonstrează cu argumente similare celor din [50, p. 1259].

7.5 Anexă: sisteme cooperative periodice

Propozit, ia 7.25. Fie m ⩾ 2 un număr întreg, M : R→ Rm×m o funct,ie conti-
nuă T-periodică astfel încât

∀i ̸= j, ∀t ∈ R, Mi, j(t)⩾ 0.

Să presupunem că matricea M(0) este ireductibilă. Următoarele două con-
dit,ii sunt echivalente:

(i) există X : R→ Rm o solut,ie periodică T neidentice zero a sistemului

dX
dt

= M(t)X

cu X(t)⩾ 0 pentru orice t ∈ R;

(ii) solut,ia matriceală Φ(t) a aceluias, i sistem cu condit,ia init,ială Φ(0) = I
verifică

ρ(Φ(T)) = 1.

Demonstraţie. Deoarece matricea M(0) este ireductibilă, toate componentele
matricei Φ(t) sunt strict pozitive pentru orice t > 0 (propozit,ia 2.8).

Să presupunem (i). Deoarece X(0) = X(T), avem

Φ(T)X(T) = Φ(T)X(0) = X(T).

Acum X(T)⩾ 0 s, i X(T) ̸= 0. Prin urmare, X(T) este un vector propriu pozitiv
al matricei Φ(T), care este ireductibilă. Propozit,ia 3.20 arată că valoarea
proprie corespunzătoare, s, i anume 1, este raza spectrală.

Să presupunem (ii). Având în vedere teorema Perron-Frobenius, există un
vector v cu componente strict pozitive astfel încât Φ(T)v = ρ(Φ(T))v = v. Să
presupunem X(t) = Φ(t)v. Componentele din X(t) sunt strict pozitive pentru
orice t > 0. În plus,

dX
dt

=
dΦ

dt
v = M(t)Φ(t)v = M(t)X(t)

s, i
X(T) = Φ(T)v = v = Φ(0)v = X(0).

În concluzie, X(t) este T-periodică.
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7.6 Anexa: teorema Krein-Rutman

Pentru demonstrarea următoarelor două teoreme, vezi [25, p. 221].

Teorema 7.26. (teorema Krein-Rutman). Fie X un spat,iu Banach real. Fie
C ⊂ X un subansamblu închis, cu interiorul C̊ ̸=∅, astfel încât

(i) 0 ∈ C ;

(ii) ∀u ∈ C, ∀v ∈ C, ∀α ⩾ 0, ∀β ⩾ 0, αu+βv ∈ C;

(iii) u ∈ C s, i −u ∈ C ⇒ u = 0;

(iv) X = C−C.

Fie K ∈ L (X) un operator compact s, i puternic pozitiv:

∀u ∈ C\{0}, K u ∈ C̊.

Atunci raza spectrală ρ(K ) este o valoare proprie simplă a K s, i există un
vector propriu asociat în C̊. Toate celelalte valori proprii sunt strict mai mici
în modul decât ρ(K ).

Teorema 7.27. (teorema Krein-Rutman, versiunea slabă). Fie X un spat,iu
Banach real. Fie C ⊂ X un subansamblu închis care satisface condit,iile
(i), (ii), (iii) s, i (iv) din teorema anterioară. Fie K ∈ L (X) un operator
compact astfel încât ρ(K ) > 0. Atunci există u ∈ C astfel încât u ̸= 0 s, i
K u = ρ(K )u.
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O boală cu transmitere prin vectori biologici, cu
caracter sezonier

Leishmanioza cutanată este o boală transmisă de insecte (mus, tele
de nisip). În acest capitol, este dezvoltat un model matematic
care ia în considerare caracterul sezonier al populat,iei de vec-
tori s, i distribut,ia perioadei de incubat,ie la om. Parametrii sunt
adaptat,i la datele din provincia Chichaoua din Maroc. Nume-
ric, găsim R0 ≈ 1,9. Modelul sugerează că epidemia s-ar opri
dacă populat,ia de vectori ar fi împărt,ită cu (R0)

2. În acest stu-
diu a fost propusă o generalizare a definit,iei reproductivităt,ii R0
pentru mediile periodice.

8.1 O epidemie de leishmanioză în Maroc

Leishmanioza este un complex de boli transmise prin vectori s, i cauzate de
protozoarele din genul Leishmania. Parazitul se transmite la om prin înt,epătu-
rile mus, telor de nisip femele. Boala este endemică în multe părt,i din Africa,
America de Sud, America Centrală, Europa de Sud, Asia s, i Orientul Mij-
lociu. Leishmanioza are patru forme principale din punct de vedere eco-
epidemiologic, în funct,ie de faptul că leishmanioza este viscerală sau cutanată
s, i dacă transmiterea este zoonotică sau antroponotică. În formele antropono-
tice, oamenii sunt singura sursă de infect,ie pentru vectorii de mus, te de nisip.
În ciclurile de transmitere zoonotică, animalele sunt rezervoare care ment,in s, i
răspândesc parazit,ii. În fiecare an, la nivel mondial, se înregistrează aproxi-
mativ 500.000 cazuri noi de leishmanioză viscerală s, i între 1 s, i 1,5 milioane
de cazuri de leishmanioză cutanată. Leishmanioza viscerală este fatală dacă
nu este tratată. Leishmanioza cutanată se vindecă, de obicei, de la sine, dar
poate lăsa cicatrici desfigurante.



122

Conform Ministerului marocan al Sănătăt,ii Publice [51], leishmanioza cu-
tanată antroponotică cauzată de Leishmania tropica a fost o boală emergentă
în provincia Chichaoua la începutul anilor 2000: 1.877 de cazuri au fost ra-
portate oficial între începutul anului 2000 s, i sfârs, itul anului 2004. Figura 8.1
arată evolut,ia lunară a numărului de cazuri raportate în oras, ul Imintanoute,
care a reprezentat aproximativ 80 % din cazurile din provincie, între începu-
tul anului 2001 s, i sfârs, itul anului 2004. Câteva cazuri (43 în total) au fost
observate în 2000, dar raportul lunar detaliat nu este disponibil.
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Figura 8.1: Numărul lunar de cazuri raportate de leishmanioză cutanată în Iminta-
noute în provincia Chichaoua, Maroc, între 2001 s, i 2004 [curbă în trepte]. Evolut,ia
populat,iei de Phlebotomus sergenti, conform lui Souad Guernaoui [cercuri mici, scală
nesemnificativă].

Un studiu de teren a arătat că mus, tele de nisip din specia Phlebotomus
sergenti au fost responsabile de transmitere s, i că transmiterea a fost antro-
ponotică: nu a fost detectat niciun rezervor animal, cum ar fi câinii, pentru
acest focar special. Figura 8.1 prezintă, de asemenea, estimările populat,iei
de Phlebotomus sergenti obt,inute cu capcane o dată sau de două ori pe lună,
din iunie 2002 până în decembrie 2003. Populat,ia de vectori scade la zero
între decembrie s, i mai. Acest lucru se datorează ciclului de viat,ă special al
mus, telor de nisip din această regiune: în aceste luni, doar ouăle s, i larvele
supraviet,uiesc ascunse în sol. Când temperatura cres, te la începutul fiecărei
veri, larvele se metamorfozează în adult,i zburători. Metamorfoza se opres, te
la revenirea sezonului rece.

Obiectivul acestui capitol este de a dezvolta un model matematic al acestei



Capitolul 8 123

epidemii, de a estima unii parametri ai ciclului de transmitere s, i de a estima
reproductivitatea R0, care măsoară efortul necesar pentru a opri epidemia.
Acest studiu particular a condus la o nouă definit,ie a reproductivităt,ii R0 într-
un mediu periodic, ca fiind raza spectrală a unui operator integral (definit,ia
7.5) s, i la formula explicită în cazul special al propozit,iei 7.14.

În ceea ce prives, te modelul, sunt subliniate două aspecte. În primul rând,
există fluctuat,ii sezoniere puternice în populat,ia de vectori; cele mai simple
modele se obt,in presupunând că populat,ia de vectori este periodică, cu o pe-
rioadă egală cu un an. În al doilea rând, există o întârziere de câteva luni între
infect,ie, care are loc vara sau toamna, când populat,ia de vectori este diferită
de zero, s, i debutul cazurilor simptomatice, care este la cel mai înalt nivel iarna
s, i primăvara (fig. 8.1).

Sect,iunea 8.2 prezintă sistemul de ecuat,ii diferent,iale utilizat pentru a mo-
dela epidemia. Sect,iunea 8.3 analizează modelul, în special stabilitatea stării
fără infect,ie. Sect,iunea 8.4 prezintă o simulare cu parametri ajustat,i la datele
epidemice din oras, ul Imintanoute. La final, se estimează reproductivitatea
R0 pentru această epidemie particulară.

8.2 Model

Notăm prin:

• s(t): numărul de mus, te de nisip susceptibile la momentul t;

• i(t): numărul de mus, te de nisip infectate;

• S(t): numărul de oameni susceptibili;

• I(t,x): oameni infectat,i la momentul t, structurat,i în funct,ie de timpul
x scurs de la infectare;

• R(t): numărul de oameni care sunt imuni.

Pentru a simplifica modelul, nu se ia în considerare perioada de timp în care
oamenii sau vectorii sunt infectat,i, dar nu sunt încă infect,ios, i. Grupul „imun”
de oameni cont,ine atât persoane ale căror leziuni au apărut recent s, i au fost
acoperite de t,esut, cât s, i persoane ale căror leziuni s-au vindecat s, i care sunt
imune. Cazurile raportate sunt cele care intră în compartiment R. Se pre-
supune că leziunile sunt acoperite imediat ce apar; aceasta este, evident, o
simplificare a situat,iei reale. Numărul total de oameni infectat,i este

I(t) =
∫ +∞

0
I(t,x)dx.



124

Notăm prin

• N = S(t)+ I(t)+R(t): populat,ia umană totală;

• p(t) = s(t)+ i(t): populat,ia totală de mus, te de nisip;

• Λ(t): rata de aparit,ie a mus, telor de nisip;

• µ: mortalitatea mus, telor de nisip;

• α: frecvent,a mus, căturilor de mus, te de nisip;

• b(x): rata de progres de la infect,ie la imunitate la om;

• γ: rata de pierdere a imunităt,ii;

• q: probabilitatea de transmitere a leishmaniozei de la o muscă de nisip
la un om printr-o înt,epătură;

• q̂: probabilitatea de transmitere a leishmaniozei de la un om la o muscă
de nisip în momentul unei înt,epături.

Modelul constă în următoarele ecuat,ii:

ds
dt

= Λ(t)−µ s(t)−α q̂ s(t)
I(t)
N

, (8.1)

di
dt

= α q̂ s(t)
I(t)
N

−µ i(t) , (8.2)

dS
dt

=−α qi(t)
S(t)
N

+ γ R(t) , (8.3)

I(t,0) = α qi(t)
S(t)
N

,
∂ I
∂ t

(t,x)+
∂ I
∂x

(t,x) =−b(x) I(t,x) , (8.4)

dR
dt

=
∫ +∞

0
b(x) I(t,x)dx− γ R(t) , (8.5)

cu condit,iile init,iale s(0), i(0), S(0), I(0,x) s, i R(0). T, inem cont că

p(t) = s(t)+ i(t)

verifică
d p
dt

= Λ(t)−µ p(t) (8.6)

s, i că N = S(t)+ I(t)+R(t) rămâne constantă. Dacă ψ(x) este distribut,ia de
probabilitate a timpului scurs de la infect,ie până la aparit,ia simptomelor la
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om s, i dacă σ(x) este probabilitatea de a nu dezvolta simptome în x unităt,i de
timp după infect,ie, atunci

σ(x) = 1−
∫ x

0
ψ(y)dy = exp

(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
. (8.7)

Astfel,

b(x) =
ψ(x)

1−
∫ x

0 ψ(y)dy
.

8.3 Analiză

Să presupunem că Λ(t) este o funct,ie periodică cu perioada T. Atunci siste-
mul (8.1)–(8.5) are o solut,ie periodică fără boală, dată de s(t) = p(t), i(t) = 0,
S(t) = N s, i I(t) = R(t) = 0, unde p(t) este singura solut,ie periodică a ecuat,iei
(8.6). Stabilitatea sa este studiată prin liniarizarea sistemului. Se obt,ine

di
dt

≈ α q̂ p(t)
I(t)
N

−µ i(t) , (8.8)

I(t,0)≈ α qi(t) ,
∂ I
∂ t

(t,x)+
∂ I
∂x

(t,x) =−b(x) I(t,x) . (8.9)

Acest sistem include atât o ecuat,ie diferent,ială liniară, cât s, i o ecuat,ie cu
derivate part,iale liniară. Pentru simetrie, să introducem funct,ia i(t,x), unde x
este timpul scurs de la infectarea mus, telor de nisip. Fie

J(t,x) = (i(t,x) , I(t,x)).

Scriind = în loc de ≈ pentru sistemul liniarizat, avem

∂ J
∂ t

(t,x)+
∂ J
∂x

(t,x) =
(

−µ 0
0 −b(x)

)
J(t,x)

J(t,0) =
(

0 α q̂p(t)
N

αq 0

)∫ +∞

0
J(t,x)dx .

Astfel,

J(t,0) =
∫ t

0

(
0 α q̂p(t)

N e−
∫ x

0 b(y)dy

αqe−µx 0

)
J(t − x,0)dx

+
∫ +∞

t

(
0 α q̂p(t)

N e−
∫ x

x−t b(y)dy

αqe−µt 0

)
J(0,x− t)dx .
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Să presupunem că
h(t) = J(t,0).

Aceasta este o funct,ie vectorială ale cărei componente reprezintă numărul de
noi infect,ii pe unitate de timp, adică incident,a. Atunci ecuat,ia de mai sus este
o ecuat,ie de reînnoire, de forma

h(t) =
∫ t

0
K(t,x)h(t − x)dx+h0(t), (8.10)

unde K(t,x) este T-periodică în t s, i h0(t) este o funct,ie dată. Să notăm faptul
că coeficientul Ki, j(t,x) din rândul i s, i coloana j din matricea K(t,x) este
numărul as, teptat de indivizi de tip i (vectorii sunt de tip 1, oamenii sunt de
tip 2) pe care un individ infectat de tip j îi va infecta într-o unitate de timp, la
momentul t, dacă a fost infectat la momentul t − x.

Fie P ansamblul funct,iilor continue T-periodice cu valori în R2. Am
văzut în Capitolul 7 că

h(t)∼ eλ t v(t), t →+∞,

unde λ este un număr real s, i v ∈P este o funct,ie nenegativă, nu identic zero,
astfel încât

v(t) =
∫ +∞

0
e−λxK(t,x)v(t − x)dx. (8.11)

Mai precis, există un singur număr real λ pentru care putem găsi un astfel de
element al lui P care este pozitiv s, i care nu este identic zero.

Fie R0 raza spectrală a operatorului liniar K , care asociază lui v ∈ P
funct,ia

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx,

care se află, de asemenea, în P . Conform teoremei Krein-Rutman, există
u ∈ P , cu componente strict pozitive, astfel încât∫ +∞

0
K(t,x)u(t − x)dx = R0 u(t). (8.12)

În plus, R0 are proprietăt,ile unui prag epidemic: λ > 0 dacă R0 > 1, iar
λ < 0 dacă R0 < 1.

Dacă funct,ia p(t) este o constantă p, atunci K(t,x) nu depinde de t. În
acest caz, se consideră funct,ia u(t) constantă egală cu un vector propriu pozi-
tiv al matricei pozitive ∫ +∞

0
K(x)dx,
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care este matricea următoarei generat,ii. Vedem că R0 este raza spectrală a
acestei matrice. Mai precis, obt,inem formula

R0 =

√
α2 qq̂

N
× p

µ

∫ +∞

0
σ(x)dx, (8.13)

în care apare produsul dintre numărul mediu de oameni infectat,i de o muscă
de nisip infectată (αq/µ) s, i numărul mediu de mus, te de nisip infectate de un
om infectat,

α q̂p
N

∫ +∞

0
σ(x)dx.

Dacă funct,ia p(t) nu este constantă, ci T-periodică, să luăm u = (u1,u2).
Atunci problema valorilor proprii (8.12) se scrie

α q̂ p(t)
N

∫ +∞

0
σ(x)u2(t − x)dx = R0 u1(t)

α q
∫ +∞

0
e−µx u1(t − x)dx = R0 u2(t).

Să introducem a doua ecuat,ie în prima. Observăm că, dacă r0 este astfel încât
să existe o funct,ie T-periodică u1(t), pozitivă s, i neidentic-zero, care verifică

p(t)
∫ +∞

0
σ(x)

∫ +∞

0
e−µy u1(t − x− y)dydx = r0 u1(t), (8.14)

atunci

R0 =

√
α2 qq̂

N
× r0. (8.15)

Formula (8.15) generalizează formula clasică (8.13) pentru bolile vectoriale
cu o populat,ie periodică de vectori. De notat faptul că r0 este o funct,ie com-
plicată de p(t), σ(x) s, i µ . În mod clar, r0 este o funct,ie descrescătoare în µ .
Dacă, în plus, p(t) este înlocuit cu ε p(t), atunci r0 devine ε r0. Astfel, conclu-
zia clasică potrivit căreia o boală vectorială poate fi eradicată dacă populat,ia
de vectori este divizibilă prin (R0)

2, care este valabilă a priori numai pentru o
populat,ie constantă de vectori, rămâne adevărată s, i dacă populat,ia de vectori
este periodică, cu condit,ia să se utilizeze definit,ia R0 de mai sus.

Pentru a evita confuzia, ment,ionăm faptul că unii autori notează R0 ceea
ce aici ar fi (R0)

2.
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8.4 Simulare s, i estimare a reproductivităt, ii

Dorim să estimăm parametrii modelului. Populat,ia totală a oras, ului Iminta-
noute este de aproximativ 5.000 locuitori. Cu toate acestea, unele părt,i ale
oras, ului sunt mai afectate decât altele, deoarece mus, tele de nisip preferă lo-
curile în care îs, i pot depune ouăle, de exemplu, lângă gropile de gunoi. Există
un singur grup omogen în modelul nostru. O modalitate de abordare a acestei
probleme este de a considera faptul că populat,ia susceptibilă init,ială N este
necunoscută, dar cu constrângerea N ⩽ 5.000, s, i trebuie determinată atunci
când se potrives, te curba epidemică pe date.

Sperant,a de viat,ă 1/µ a unui adult este de aproximativ 10 zile. Prin ur-
mare, se alege µ = 3 pe lună.

Datele din figura 8.1 arată fluctuat,iile sezoniere ale populat,iei de vectori
la o constantă multiplicativă între iunie 2002 s, i decembrie 2003. Populat,ia
periodică a modelului nostru se bazează pe datele din perioada ianuarie –
decembrie 2003. Populat,ia de vectori între iunie s, i decembrie 2002 nu a fost,
bineînt,eles, strict aceeas, i cu cea dintre iunie s, i decembrie 2003, deoarece, de
exemplu, temperatura medie lunară poate fi fost us, or diferită de la un an la
altul. Să notăm cu pmax numărul maxim de mus, te de nisip într-un an s, i să
presupunem că

p̄(t) =
p(t)
pmax

, Λ̄(t) =
Λ(t)
pmax

, s̄(t) =
s(t)
pmax

, ī(t) =
i(t)
pmax

.

Să presupunem că rata de aparit,ie lunară a mus, tei de nisip Λ̄(t) este o funct,ie
în scară, cu lăt,imea diviziunii egală cu timpul dintre două observat,ii ale popu-
lat,iei de mus, te de nisip. Înălt,imile salturilor sunt us, or de ajustat astfel încât
p̄(t) dat de

d p̄
dt

= Λ̄(t)−µ p̄(t) (8.16)

coincide cu datele (fig. 8.2a s, i 8.2b). Mai precis, dacă θk < θk+1 sunt două
momente de observare succesive, atunci

Λ̄(t) = Λ̄k = µ
exp(µ θk+1) p̄(θk+1)− exp(µ θk) p̄(θk)

exp(µ θk+1)− exp(µ θk)
(8.17)

pe intervalul ]θk ; θk+1[. Această alegere se dovedes, te a fi compatibilă cu
datele, deoarece am găsit

Λ̄ ⩾ 0

pe fiecare interval, cu except,ia, bineînt,eles, a ultimului interval de la sfârs, itul
sezonului de transmitere, pentru care am luat p̄(θk) > 0 s, i p̄(θk+1) = 0 s, i
pentru care am luat Λ̄(t) = 0.
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Figura 8.2: (a): rata de aparit,ie a mus, telor de nisip Λ̄(t). (b): populat,ia de mus, te de
nisip p̄(t). Curba este calculată cu ajutorul ecuat,iei (8.16).

Să presupunem că la t = 0, să zicem la începutul anului 2000, un om im-
portă infect,ia în populat,ia susceptibilă. În acel moment, populat,ia de vec-
tori este zero. Condit,ia init,ială este: s(0) = 0, i(0) = 0, S(0) = N − 1,
I(0,x) = δx=0 (masa Dirac în x = 0) s, i R(0) = 0.

Pentru a determina b(x), se presupune că distribut,ia de probabilitate ψ(x)
a timpului dintre infect,ie s, i simptome la om este o distribut,ie Gamma:

ψ(x) = aν xν−1 e−ax/Γ(ν). (8.18)

Pentru calculele numerice, să remarcăm faptul că pentru x →+∞,

b(x) =
ψ(x)

1−
∫ x

0 ψ(y)dy
≈−ψ ′(x)

ψ(x)
= a− ν −1

x
.

Se consideră sistemul (8.1)–(8.5). Se împart primele două ecuat,ii cu pmax.
Se obt,ine

ds̄
dt

= Λ̄(t)−µ s̄(t)−α q̂ s̄(t)
I(t)
N

, (8.19)

dī
dt

= α q̂ s̄(t)
I(t)
N

−µ ī(t) , (8.20)

(8.21)
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Figura 8.3: Numărul lunar de cazuri noi de leishmanioză cutanatua calculate cu aju-
torul modelului [linia punctată] s, i numărul de cazuri raportate [funct,ia scară]. De
asemenea, este prezentată s, i populat,ia de mus, te de nisip [în bold, scală arbitrară].

s, i

dS
dt

=−α q pmax ī(t)
S(t)
N

+ γ R(t) , (8.22)

I(t,0) = α q pmax ī(t)
S(t)
N

, (8.23)

∂ I
∂ t

(t,x)+
∂ I
∂x

(t,x) =−b(x) I(t,x) , (8.24)

dR
dt

=
∫ +∞

0
b(x) I(t,x)dx− γ R(t) . (8.25)

Astfel, din moment ce Λ̄(t) s, i µ sunt cunoscute, singurii parametri necu-
noscut,i sunt: N, produsul α q̂, produsul α q pmax, γ s, i cei doi parametri a s, i ν ,
care definesc b(x). Reamintim că, pentru distribut,ia Gamma, ν/a reprezintă
media s, i

√
ν/a abaterea standard.

Sistemul (8.19)–(8.25) a fost simulat cu diferite valori ale parametrilor. Se
observă o potrivire destul de bună a numărului de cazuri raportate în fiecare
lună între ianuarie 2001 s, i decembrie 2004, adică a datelor din figura 8.1, cu
N= 800, α q̂= 1,1 pe lună , α q pmax = 16.230 pe lună, 1/γ = 1,2 an, ν/a= 6
lună s, i

√
ν/a = 1,5 lună (fig. 8.3).

Folosind aceste valori ale parametrilor, se poate calcula numeric repro-
ductivitatea R0, definită în sect,iunea anterioară. În primul rând, pentru a
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simplifica ecuat,ia (8.14), folosim schimbarea de variabilă θ = x+ y pentru a
obt,ine

p(t)
∫ +∞

0
σ(x)eµx

∫ +∞

x
e−µθ u1(t −θ)dθ dx = r0 u1(t) .

Integrăm prin părt,i s, i observăm că termenul integrat dispare. Ajungem la

p(t)
∫ +∞

0
g(x)u1(t − x)dx = r0 u1(t) , (8.26)

unde
g(x) = e−µx

∫ x

0
eµy

σ(y)dy . (8.27)

Deoarece u1(t) este T-periodică, observăm că∫ +∞

0
g(x)u1(t − x)dx =

∫ t

−∞

g(t −θ)u1(θ)dθ

=
∫ t

0
g(t −θ)u1(t −θ)dθ +

+∞

∑
n=0

∫ T

0
g(t +(n+1)T−θ)u1(θ)dθ

=
∫ t

0
ḡ(t −θ)u1(θ)dθ +

∫ T

t
ḡ(t −θ +T)u1(θ)dθ ,

unde am notat

ḡ(x) =
+∞

∑
n=0

g(x+nT) . (8.28)

Deci, problema valorilor proprii (8.26) este echivalentă cu problema

p(t)
{∫ t

0
ḡ(t −θ)u1(θ)dθ +

∫ T

t
ḡ(t −θ +T)u1(θ)dθ

}
= r0 u1(t) , (8.29)

care poate fi us, or de aproximat, deoarece conţine doar valorile lui u1(t) pe
intervalul [0; T]. Într-adevăr, fie n un număr întreg suficient de mare. Fie
ti = (i−1)T/n i= 1, . . . ,n s, i fie ρ̄0 raza spectrală a problemei valorilor proprii
matriciale

p̄(ti)
T
n

{
i−1

∑
j=1

ḡ(ti − t j)U j +
n

∑
j=i

ḡ(ti − t j +T)U j

}
= ρ̄0 Ui , (8.30)

care este de forma M U = ρ̄0 U, unde M este o matrice de ordinul n cu
coeficient,i pozitivi sau zero s, i U = (U1, . . . ,Un). Luând în considerare relat,ia
(8.15) dintre R0 s, i r0, concluzionăm că√

(α q̂)× (α q pmax)× ρ̄0/N −→
n→+∞

R0 .
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Tabela 8.1: Estimarea reproductivităt,ii R0 în funct,ie de numărul n de puncte de dis-
cretizare ale intervalului [0; T], care reprezintă un an.

n 25 50 100 200 400

R0 1,90 1,93 1,94 1,94 1,94

Rezultatele sunt prezentate în tabelul 8.1.
În practică, calculăm termenii din (8.30) după cum urmează:

• Pentru populat,ia normalizată de vectori p̄(ti), ecuat,ia d p̄/dt = Λ̄(t)−
µ p̄(t) s, i ipoteza că Λ̄(t) este o funct,ie scară dată de formula (8.17)
implică faptul că

p̄(ti) = e−µ(ti−θk)[p̄(θk)− Λ̄k/µ]+ Λ̄k/µ

dacă θk ⩽ ti < θk+1. Reamintim că p̄(t) este prezentat în figura 8.2(b).

• Pentru funct,ia ḡ(x), trunchiem suma (8.28), păstrând doar primii doi
termeni. Dacă se iau mai mult de doi termeni în sumă, nu se schimbă
niciunul dintre numerele din tabelul 8.1. Pentru funct,ia g(x), care este
folosită pentru a calcula ḡ(x), folosim ecuat,iile (8.7) s, i (8.27), apoi o
integrare prin părt,i, pentru a obt,ine forma mai convenabilă

g(x) =
[

e−µx
∫ x

0
eµy

ψ(y)dy+1− e−µx −
∫ x

0
ψ(y)dy

]
/µ.

• Raza spectrală ρ̄0 este calculată cu ajutorul unui software precum Sci-
lab.

În cele din urmă, se pare că R0 ≈ 1,94 (să zicem 1,9). Epidemia ar putea
fi oprită dacă populat,ia de vectori ar fi redusă de un factor (R0)

2 ≈ 3,8. S-a
verificat numeric faptul că o simulare a sistemului (8.19)–(8.25) de ecuat,ii cu
derivate part,iale cu produsul α q pmax împărt,it la 3,7 conduce în continuare la
o epidemie, în timp ce nu va exista epidemie dacă acest produs este împărt,it
la 3,9. Dacă, în loc să se folosească metoda oarecum complicată din această
sect,iune, s-ar fi folosit o formulă aproximativă (8.13) cu simbolul p înlocuit
cu media lui p(t), s-ar fi obt,inut R0 ≈ 2,8, ceea ce ar fi supraestimat efortul
necesar pentru a opri epidemia.

În prezent, nu există niciun medicament profilactic sau vaccin care să
poată fi utilizat pentru a preveni leishmanioza. Locurile de aparit,ie a mus, telor



Capitolul 8 133

de nisip sunt în general necunoscute. Eforturile de control care se concen-
trează doar asupra stadiilor incipiente nu sunt, în general, fezabile. Prin ur-
mare, controlul leishmaniozei se bazează pe măsuri de reducere a densităt,ii
mus, telor de nisip. O astfel de reducere poate fi obt,inută prin utilizarea de
insecticide.
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Aproximarea reproductivităt, ii

Obiectivul principal al acestui capitol este de a obt,ine o formulă
aproximativă în doi termeni pentru reproductivitatea R0 a unei
boli transmise prin vectori a cărei populat,ie de vectori suferă
mici fluctuat,ii sezoniere, de forma p(t) = p0(1+ ε cos(ωt −φ))
cu |ε| ≪ 1. Primul termen este similar cu cel obt,inut în ca-
zul unei populat,ii constante p, dar cu p înlocuit cu media p0
a populat,iei de vectori. Corect,ia relativă maximă datorată ce-
lui de-al doilea termen este ε2/16 s, i tinde întotdeauna să scadă
R0. Reproductivitatea R0 este raza spectrală a unui operator
integral. Comparăm patru metode numerice pentru calculul lui
R0, folosind ca exemplu un model pentru epidemia de chikungu-
nya din Insula Réunion în 2005–2006. Formulele aproximative
s, i metodele numerice pot fi utilizate pentru multe alte modele
epidemiologice care iau în considerare sezonalitatea.

9.1 O epidemie de chikungunya în Réunion

Din martie 2005, o epidemie de chikungunya a afectat pentru prima dată in-
sula Réunion din Oceanul Indian. După un vârf init,ial de peste 400 de cazuri
noi pe săptămână în mai 2005, epidemia a încetinit (fig. 9.1a) datorită iernii
sudice mai reci s, i mai put,in ploioase (fig. 9.1b), care este mai put,in favora-
bilă proliferării Aedes albopictus, t,ânt,arul care transmite virusul chikungunya
la om. Trebuie remarcat faptul că insula Réunion se află în emisfera sudică.
Aedes albopictus a fost, de asemenea, responsabil pentru o mică epidemie
de denga care a durat din aprilie până în iulie 2004, adică până la începutul
iernii australe [56]. Acest lucru i-a determinat probabil pe epidemiologi să
creadă că scenariul epidemiei de denga se va repeta cu chikungunya s, i că o
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campanie de control la scară mică a t,ânt,arilor s, i o căutare activă a cazurilor ar
fi suficiente pentru a opri epidemia înainte de sfârs, itul iernii. Nu a fost cazul.
După ce a atins un minim de mai put,in de 100 de cazuri noi pe săptămână în
septembrie 2005, epidemia de chikungunya a început să crească din nou s, i a
atins un vârf de 40.000 de cazuri noi pe săptămână în februarie 2006. Până
atunci, epidemia a devenit un subiect de controversă s, tiint,ifică s, i politică. De
ce nu reus, iseră epidemiologii să prezică epidemia? De ce Ministerul Sănătăt,ii
nu a lansat o campanie de control al vectorilor la scară largă suficient de de-
vreme? Până în iulie 2006, mai mult de 260.000 de persoane au contractat
boala de la începutul epidemiei, adică aproximativ o treime din populat,ia in-
sulei. Aproximativ 200 de certificate de deces au indicat chikungunya ca fiind
una dintre cauzele decesului. În plus, epidemia a avut un efect semnificativ
asupra economiei insulei, în special asupra turismului. Efectul combinat al
iernii s, i al controlului vectorilor a redus numărul de cazuri noi pe săptămână
la mai put,in de 1.000 până în iulie 2006.

O întrebare importantă era dacă epidemia ar putea trece din nou prin iarnă
s, i să provoace un nou vârf major în vara următoare. După cum s-a discutat
în capitolele anterioare, epidemiologii sunt interesat,i de un parametru asociat
cu epidemia, reproductivitatea R0, adesea definită ca fiind numărul mediu
de cazuri secundare cauzate de un prim caz la începutul epidemiei. Dacă
R0 > 1, atunci epidemia este în cres, tere. Dacă R0 < 1, atunci se opres, te.
Ca s, i în lucrarea lui Ronald Ross despre malarie [10, capitolul 14], formula
pentru R0 în cazul bolilor transmise prin vectori este

R0 =

√
α2 qq̂ p
b µ N

, (9.1)

unde α este frecvent,a cu care vectorii înt,eapă, q s, i q̂ sunt probabilităt,ile de
transmitere per înt,epătură de la vector la om s, i de la om la vector, p este
populat,ia de vectori, N este populat,ia umană, 1/b este durata medie a infect,iei
la om, iar 1/µ este sperant,a de viat,ă a vectorilor adult,i.

În special, această formulă arată că R0 este proport,ional cu
√

p. Dacă un
sistem de supraveghere ar fi fost capabil să urmărească densitatea vectorilor
înainte s, i în timpul epidemiei s, i dacă ar fi fost cunoscută valoarea numerică a
lui R0, atunci s-ar fi putut prezice că epidemia ar fi încetat dacă o intervent,ie
împotriva vectorilor ar fi împărt,it densitatea acestora cu (R0)

2. Dar, întrucât
niciun sistem de supraveghere nu monitoriza atunci densitatea de Aedes albo-
pictus în Réunion, metoda descrisă mai sus nu a putut funct,iona. Prin urmare,
părea imposibil să se răspundă în mod rezonabil la întrebarea dacă epidemia
de chikungunya va traversa din nou iarna.
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Figura 9.1: (a) Numărul estimat de cazuri noi pe săptămână, reprezentat pe două scări
diferite. Pe axa verticală din stânga, putet,i vedea clar curba epidemică pentru anul
2005. Pe axa verticală din dreapta, putem vedea cum a evoluat în 2006. Datele sunt
de la Institut de veille sanitaire. (b) Temperaturile maxime s, i minime în grade Celsius
[curbele de sus s, i din mijloc, axa din stânga] s, i precipitat,iile în milimetri pe lună
[curba de jos, axa din dreapta] în oras, ul Sainte-Marie din Réunion. Datele sunt de la
Météo France.
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În acest capitol, ne concentrăm asupra părt,ii mai teoretice a problemei,
s, i anume estimarea reproductivităt,ii R0. Un aspect frapant al epidemiei de
chikungunya este caracterul sezonier al acesteia. Formula (9.1) presupune
că populat,ia de vectori p este constantă pe tot parcursul anului. Apar mai
multe întrebări: cum se defines, te R0 atunci când se ia în considerare sezo-
nalitatea, de exemplu dacă presupunem că vectorul populat,ie este o funct,ie
p(t) periodică în timp? Cum se calculează R0? Există cazuri speciale în care
se poate obt,ine o formulă simplă similară cu 9.1? Evident, aceste întrebări
nu sunt specifice chikungunya. Acestea apar, de exemplu, în timpul aparit,iei
altor boli transmise prin vectori s, i, în general, pentru probleme de dinamică a
populat,iei influent,ate de sezonalitate în epidemiologie, ecologie, demografie,
imunologie, genetica populat,iilor...

Capitolele anterioare au început să răspundă la unele dintre aceste între-
bări. Acestea cont,in o definit,ie a lui R0 într-un mediu periodic ca fiind raza
spectrală a unui operator integral liniar pe un spat,iu de funct,ii periodice. De
asemenea, a fost propus un algoritm de calcul al lui R0 bazat pe discretiza-
rea operatorului integral. Acest algoritm a fost utilizat pentru a estima R0 în
timpul unui focar de leishmanioză cutanată în Maroc, pentru care fluctuat,iile
populat,iei de vectori erau cunoscute cu exactitate din studiile de teren.

Acest nou capitol este organizat după cum urmează. În sect,iunea 9.2,
reamintim definit,ia lui R0 s, i arătăm, de asemenea, pentru o anumită clasă de
modele „ciclice”, că problema integrală a valorilor proprii în dimensiune m se
reduce la o problemă unidimensională. În partea principală a capitolului, ne
concentrăm pe cazul special în care nucleul problemei reduse este de forma

K(t,x) = f (t)g(x),

unde f (t) este o funct,ie periodică. Acest caz include deja multe modele de
boli transmise prin vectori s, i boli transmise direct.

În sect,iunea 9.3, sunt prezentate patru metode numerice pentru calculul
R0 în probleme de valori proprii integrale unidimensionale. Prima metodă
este cea prezentată deja în sect,iunea 8.4: este o discretizare simplă a ope-
ratorului integral. Cea de-a doua metodă utilizează seriile Fourier. Ambele
metode funct,ionează pentru o funct,ie generală g(x) s, i pentru o funct,ie pe-
riodică f (t). A treia metodă se referă doar la cazul special în care f (t) =
1 + ε cos(ωt − φ); ea combină seriile Fourier cu o metodă de perturbat,ii
pentru ε mic. Cea de-a patra metodă funct,ionează pentru sisteme liniare de
ecuat,ii diferent,iale ordinare cu coeficient,i periodici.

În sect,iunea 9.4, luăm în considerare bolile transmise prin vectori s, i pre-
supunem că populat,ia de vectori este dată de

p(t) = p0 [1+ ε cos(ωt −φ)] . (9.2)
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Folosind mai întâi un model simplu pentru malarie s, i rezultatele din sect,iunea
9.3.3, arătăm că, cu aceleas, i notat,ii ca s, i pentru formula (9.1), reproductivita-
tea este astfel încât

R0 ≈

√
α2 qq̂ p0

b µ N

(
1− bµ

ω2 +(b+µ)2
ε2

4

)
(9.3)

unde ε este mic. Această formulă generalizează formula (9.1). Primul termen
este similar cu cel obt,inut în cazul unei populat,ii constante p de vectori, dar
cu p înlocuit cu populat,ia medie de vectori p0. Corect,ia relativă maximă da-
torată celui de-al doilea termen este ε2/16 s, i tinde întotdeauna să scadă R0.
Apoi, ne întoarcem la epidemia de chikungunya, folosind un model put,in mai
complicat. Forma simplificată (9.2) pentru vectorul populat,ie nu pare prea
nerezonabilă dacă ne uităm la curbele de temperatură s, i de precipitat,ii din
Réunion (fig. 9.1b): ambele au un singur maxim în fiecare an, în jurul lunii
februarie. După estimarea parametrilor acestui model, vom compara cele pa-
tru metode numerice din sect,iunea 9.3 pentru calcularea reproductivităt,ii R0.
Cu toate acestea, valoarea numerică a lui R0 obt,inută în acest mod pentru
epidemia de chikungunya nu trebuie luată prea în serios, având în vedere că
valorile parametrilor nu sunt cunoscute cu precizie s, i faptul că ipoteza (9.2)
este prea simplificată. Acest lucru poate fi văzut ca un exercit,iu de testare a
diferitelor metode numerice, ca o sursă de inspirat,ie pentru dezvoltarea teo-
riei, sau ca o primă încercare de modelare în as, teptarea unor studii de teren
privind fluctuat,iile populat,iei de Aedes albopictus.

Ultima sect,iune discută aplicabilitatea metodei din sect,iunea 9.3.3 pentru
a obt,ine formule aproximative pentru R0, în contextul altor modele mate-
matice de boli infect,ioase cu coeficient,i periodici, în special pentru modelul
S-I-R cu o rată de contact periodică s, i o perioadă de infect,ie fixă, precum s, i
pentru modelul S-E-I-R cu o rată de contact periodică s, i perioade de latent,ă
s, i infect,iozitate distribuite exponent,ial.

9.2 Reamintire a definit, iei reproductivităt, ii

Pentru orice t ∈ R s, i x ⩾ 0, fie K(t,x) o matrice de ordinul m cu coeficient,i
pozitivi sau zero. Să presupunem că K(t,x) este o funct,ie periodică de t, cu
perioada T pentru orice x ⩾ 0.

Ideea din spatele funct,iei K(t,x) este aceea a unui model epidemiologic cu
m compartimente infectate (I1, I2, . . . , Im), care pot fi infect,ioase sau latente.
Coeficientul Ki, j(t,x) din rândul i s, i coloana j reprezintă valoarea as, teptată a
numărului de indivizi din compartimentul Ii pe care un individ din compar-
timentul I j „îl generează” la începutul unei epidemii pe unitate de timp, la
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momentul t, dacă a fost în compartimentul I j pentru x unităt,i de timp. Ipoteza
de periodicitate din K(t,x) reprezintă un mediu periodic.

Considerăm operatorul integral liniar K definit de

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx (9.4)

pe spat,iul funct,iilor continue T-periodice cu valori în Rm. Cu ipotezele de
periodicitate pentru K(t,x) s, i v(t), formula (9.4) se poate scrie

(K v)(t) =
∫ T

0
K̂(t,s)v(s)ds

unde

K̂(t,s) =


+∞

∑
k=0

K(t, t − s+ k T) (s < t),

+∞

∑
k=1

K(t, t − s+ k T) (s > t)

(propozit,ia 7.3). Operatorul K este „operatorul de generat,ie următoare”,
iar K(t,x) este nucleul asociat. Fie R0 raza spectrală a lui K . Operatorul
K este pozitiv. În anumite ipoteze tehnice (a se vedea capitolul 7), teorema
Krein-Rutman arată că R0 este o valoare proprie a lui K s, i că există o funct,ie
proprie pozitivă u asociată cu R0:∫ +∞

0
K(t,x)u(t − x)dx = R0 u(t) . (9.5)

În restul acestui capitol, considerăm modele „ciclice” care au următoa-
rea formă particulară: toate elementele Ki, j(t,x) ale nucleului sunt zero, cu
except,ia K1,m(t,x) s, i K j+1, j(t,x) pentru 1 ⩽ j ⩽ m− 1. Aceasta include în
special cazul general unidimensional m = 1 cu un nucleu arbitrar K(t,x). Să
presupunem că

u(t) = (u1(t), . . . ,um(t)).

Problema integrală a valorilor proprii (9.5) se scrie∫ +∞

0
K1,m(t,x)um(t − x)dx = R0 u1(t),∫ +∞

0
K j+1, j(t,x)u j(t − x)dx = R0 u j+1(t), 1 ⩽ j ⩽ m−1.
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Înlocuim succesiv ecuat,ia cu j = m−1, j = m−2, . . . j = 1 în prima ecuat,ie:∫ +∞

0
· · ·
∫ +∞

0
K1,m(t,x1)Km,m−1(t − x1,x2) · · · K2,1(t − x1 −·· ·− xm−1,xm)

u1(t − x1 −·· ·− xm)dx1 · · ·dxm = (R0)
m u1(t).

Să ment,ionăm o proprietate importantă: dacă un element diferit de zero
Ki, j(t,x) este multiplicat cu o anumită constantă, atunci (R0)

m este multi-
plicat s, i el cu aceeas, i constantă. Schimbarea variabilei (x1 = x1, . . . ,xm−1 =
xm−1,x = x1 + · · ·+ xm) conduce la∫ +∞

0
K̃(t,x)u1(t − x)dx = (R0)

m u1(t), (9.6)

unde K̃(t,x) este integrala hipersuprafet,ei

K̃(t,x)=
∫

σm
x

K1,m(t,x1)Km,m−1(t−x1,x2) · · · K2,1(t−x1−·· ·−xm−1,xm)dσ
m
x

s, i

σ
m
x = {(x1, . . . ,xm) ∈ Rm; x1 + · · ·+ xm = x, x1 ⩾ 0, . . . , xm ⩾ 0}.

Astfel, am redus problema integrală cu valori proprii (9.5), care este m-
dimensională, la o problemă unidimensională (9.6).

În restul acestui capitol, cu except,ia sect,iunii 9.3.4, considerăm cazul spe-
cial în care

K1,m(t,x) = f (t)gm(x), K j+1, j(t,x) = g j(x), 1 ⩽ j ⩽ m−1. (9.7)

Ecuat,ia (9.6) devine

f (t)
∫ +∞

0
g(x)u1(t − x)dx = (R0)

m u1(t), (9.8)

unde
g(x) =

∫
σm

x

g1(x1) · · ·gm(xm)dσ
m
x . (9.9)

Dacă m = 1, nucleul se reduce la K(t,x) = f (t)g1(x), astfel încât g(x) =
g1(x). Dacă

g j(x) = a j e−b j x, 1 ⩽ j ⩽ m, (9.10)

putem arăta (vezi anexă 9.6) din relat,ia (9.9) că

g(x) = a1 · · ·am

m

∑
j=1

e−b j x

∏k ̸= j(bk −b j)
. (9.11)
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Această formulă, similară formulei lui Bateman din fizica nucleară, rămâne
valabilă pentru m = 1, cu convent,ia obis, nuită că produsul peste un set gol este
egal cu 1.

9.3 Metode numerice pentru calcularea reproductivităt, ii

9.3.1 Discretizarea problemei integrale a valorilor proprii

Această metodă constă în discretizarea problemei integrale a valorilor proprii
(9.8). Ea este prezentată în sect,iunea 8.4, as, a că o amintim doar pe scurt. Fie
n un număr întreg suficient de mare s, i fie tk = (k−1)T/n, k = 1,2, . . . ,n. Fie

ḡ(x) =
+∞

∑
k=0

g(x+ k T). (9.12)

Fie r(n)0 raza spectrală a matricei problemei cu valori proprii

f (tk)
T
n

[
k−1

∑
j=1

ḡ(tk − t j)U j +
n

∑
j=k

ḡ(tk − t j +T)U j

]
= r(n)0 Uk , (9.13)

unde (Ui) este un vector propriu. Este de as, teptat ca r(n)0 → (R0)
m atunci când

n →+∞. Calculul numeric din r(n)0 poate fi efectuat cu ajutorul programului
gratuit Scilab. Dacă g j(x) = a j e−b j x pentru orice 1⩽ j ⩽m, din relat,ia (9.11)
rezultă că

ḡ(x) = a1 · · ·am

m

∑
j=1

e−b j x

(1− e−b j T) ∏i̸= j(bi −b j)
. (9.14)

9.3.2 Serii Fourier: cazul general periodic

Să presupunem că ω = 2π/T. Se consideră descompunerea Fourier a funct,iei
periodice f (t):

f (t) = ∑
k∈Z

fk ekiωt , fk =
1
T

∫ T

0
f (t)e−kiωt dt , (9.15)

unde Z este mult,imea numerelor întregi s, i i2 = −1. Coeficient,ii fk sunt nu-
mere complexe, cum ar fi f−k = f ∗k (exponentul ∗ reprezintă aici numărul
complex conjugat). Căutăm o solut,ie reală a ecuat,iei (9.8) de forma

u1(t) = ∑
k∈Z

ck ekiωt . (9.16)
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Coeficient,ii ck sunt, de asemenea, numere complexe, astfel încât c−k = c∗k .
Înlocuim expresiile (9.15) s, i (9.16) în ecuat,ia (9.8):(

∑
k∈Z

fk ekiωt

)(
∑
k∈Z

ĝk ck ekiωt

)
= (R0)

m
∑
k∈Z

ck ekiωt , (9.17)

unde
ĝk =

∫ +∞

0
g(x)e−kiωx dx . (9.18)

Din definit,ia (9.9) rezultă că

ĝk =

(∫ +∞

0
g1(x)e−kiωx dx

)
· · ·
(∫ +∞

0
gm(x)e−kiωx dx

)
. (9.19)

Dacă gk(x) = ak e−bk x pentru orice 1 ⩽ k ⩽ m, atunci

ĝk =
a1 · · ·am

(b1 + kiω) · · ·(bm + kiω)
(9.20)

pentru orice k ∈ Z. Ecuat,ia (9.17) poate fi scrisă astfel

∑
k∈Z

(
∑
j∈Z

fk− j ĝ j c j

)
ekiωt = (R0)

m
∑
k∈Z

ck ekiωt .

Această egalitate este adevărată dacă s, i numai dacă

∑
j∈Z

fk− j ĝ j c j = (R0)
m ck (9.21)

pentru orice k ∈ Z. De ment,ionat că f j → 0 s, i ĝ j → 0 când j →±∞. Dacă
r(n)0 este raza spectrală a matricei pătrate trunchiate ( fk− j ĝ j)−n⩽k, j⩽n, atunci

ne as, teptăm ca r(n)0 → (R0)
m când n →+∞.

9.3.3 Serii Fourier: cazul sinusoidal

Să presupunem că
f (t) = 1+ ε cos(ωt −φ) , (9.22)

unde 0 ⩽ ε ⩽ 1 s, i 0 ⩽ φ < 2π . Aceasta se numes, te o funct,ie „sinusoidală”.
Pentru problema valorilor proprii (9.8), observăm că o deplasare în timp a lui
f (t) nu modifică R0. Într-adevăr, dacă (R0)

m este raza spectrală asociată lui
f (t) cu funct,ia proprie v1(t), atunci (R0)

m este raza spectrală asociată s, i lui
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f̃ (t) = f (t − τ), cu funct,ia proprie ṽ1(t) = v1(t − τ). Pentru calculul lui R0,
putem să presupunem s, i că φ = 0, astfel încât

f (t) = 1+
ε

2
eiωt +

ε

2
e−iωt .

Evident, avem f0 = 1, f1 = f−1 =
ε

2 s, i fk = 0 pentru |k|> 1. Sistemul (9.21)
devine

ε

2
ĝk−1 ck−1 + ĝk ck +

ε

2
ĝk+1 ck+1 = (R0)

m ck (9.23)

pentru orice k ∈ Z. Deoarece funct,ia g(x) este cu valori reale, coeficientul ĝk
dat de definit,ia (9.18) verifică ĝ−k = ĝ∗

k . De aici rezultă că ecuat,ia (9.23) cu
c−k în al doilea membru este pur s, i simplu conjugatul complex al ecuat,iei
(9.23) cu ck în al doilea membru. Prin urmare, putem lăsa deoparte ecuat,iile
(9.23) pentru k < 0. Reamintim că c−1 = c∗1 s, i ĝ−1 = ĝ∗1. Problema valorilor
proprii (9.23) cu k ∈ Z se reduce la{

ε

2 ĝ∗1 c∗1 + ĝ0 c0 + ε

2 ĝ1 c1 = (R0)
m c0 ,

ε

2 ĝk−1 ck−1 + ĝk ck + ε

2 ĝk+1 ck+1 = (R0)
m ck , (k ⩾ 1).

(9.24)
Funct,ia proprie v1(t) poate fi normalizată astfel încât c0 = 1. Acest lucru este
posibil deoarece funct,ia v1(t) este strict pozitivă, astfel încât

c0 =
1
T

∫ T

0
v1(t)dt > 0.

Să căutăm o solut,ie a sistemului (9.24) de forma

(R0)
m = ∑

j⩾0
ρ j ε

j, ck = ∑
j⩾0

ck, j ε
j, (9.25)

care ne as, teptăm să fie valabilă cel put,in pentru ε mic. Deoarece c0 = 1, să
notăm că c0,0 = 1 s, i c0, j = 0 pentru orice j ⩾ 1. Introducem expresiile (9.25)
în prima ecuat,ie a sistemului (9.24) s, i separăm puterile lui ε j. Se obt,ine
ĝ0 = ρ0 s, i

ĝ∗
1
2

c∗1, j−1 +
ĝ1

2
c1, j−1 = ρ j (9.26)

pentru orice j ⩾ 1. În mod similar, introducând expresiile (9.25) în a doua
ecuat,ie a sistemului (9.24), obt,inem ĝk ck,0 = ρ0 ck,0 pentru orice k ⩾ 1 s, i

ĝk−1

2
ck−1, j−1 + ĝk ck, j +

ĝk+1

2
ck+1, j−1 =

j

∑
ℓ=0

ρℓ ck, j−ℓ (9.27)
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pentru orice k ⩾ 1 s, i j ⩾ 1. Astfel, pentru orice k ⩾ 1,

(ĝ0 − ĝk)ck,0 = 0.

Atunci ck,0 = 0, deoarece g(x) nu este negativ s, i nu este identic zero, de unde

ĝ0 − ĝk =
∫ +∞

0
(1− e−kiωx)g(x)dx ̸= 0.

S, tiind că

ρ0 = ĝ0, ck,0 = 0 (k ⩾ 1), c0,0 = 1, c0, j = 0 ( j ⩾ 1),

observăm că, din ecuat,iile (9.26) s, i (9.27), se calculează recursiv coeficient,ii
ρ j s, i ck, j pentru orice k ⩾ 1 s, i j ⩾ 1:

ρ j = Re(ĝ1 c1, j−1) , (9.28)

ck, j =
1

ĝ0 − ĝk

[
ĝk−1

2
ck−1, j−1 +

ĝk+1

2
ck+1, j−1 −

j−1

∑
ℓ=1

ρℓ ck, j−ℓ

]
, (9.29)

unde Re(z) reprezintă partea reală a numărului complex z. Mai precis, dacă
coeficient,ii ρℓ s, i ck,ℓ sunt calculat,i pentru ℓ⩽ j−1 s, i k ⩾ 1, atunci formulele
dau o expresie pentru ρ j s, i ck, j, pentru orice k ⩾ 1. Acest algoritm poate în-
cepe deoarece ρ0 s, i coeficient,ii ck,0 sunt cunoscut,i. Folosind ecuat,iile (9.28)–
(9.29), putem vedea cu us, urint,ă că ck, j = 0 pentru k > j, că ρ j = 0 pentru
orice număr întreg impar j, s, i că ck, j = 0 când k ⩾ 1 este impar s, i j ⩾ 1 este
par.

În practică, să fixăm un număr întreg κ > 1 s, i să considerăm vectorul
(ρ j)0⩽ j⩽κ s, i matricea dreptunghiulară (ck, j)0⩽k⩽κ+1,0⩽ j⩽κ . Să luăm ρ0 = ĝ0,
c0,0 = 1, ck, j = 0 pentru orice k > j din matrice, s, i c0, j = 0 pentru 1 ⩽ j ⩽ κ .
Algoritmul funct,ionează după cum urmează:

pentru j=1 până la κ ,
calculat,i ρ j folosind (9.28)
pentru k=1 până la j,

calculat,i ck, j folosind (9.29)
sfârs, it;

sfârs, it.

În acest fel, putem vedea cu us, urint,ă că

ρ1 = 0, c1,1 =
ĝ0

2(ĝ0 − ĝ1)
, ρ2 =

1
2

Re
(

ĝ0 ĝ1

ĝ0 − ĝ1

)
, (9.30)
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În cele din urmă găsim

(R0)
m ≈ ĝ0 +

ε2

2
Re
(

ĝ0 ĝ1

ĝ0 − ĝ1

)
(9.31)

pentru ε mic; aceasta este corect,ia de ordinul cel mai mic pentru reproducti-
vitate atunci când sunt luate în considerare mici variat,ii sezoniere.

Observat,ia 9.1. Observăm că

1− ε cos(ωt −φ) = 1+ ε cos(ω(t +T/2)−φ) .

Astfel, trecerea de la ε la −ε corespunde unui decalaj temporal de f (t). Deci,
conform observat,iei făcute la începutul sect,iunii 9.3.3, R0 trebuie să rămână
neschimbată. Acest lucru explică de ce termenii impari ρ2 j+1 ( j ⩾ 0) din
dezvoltarea în serie a R0 sunt zero.

Observat,ia 9.2. Funct,ia sinusoidală (9.22) nu este atât de ciudată pe cât ar
părea la prima vedere. Într-adevăr, pentru orice funct,ie pozitivă T-periodică
f (t) cu, de exemplu, o medie egală cu 1, primii termeni ai dezvoltării Fourier
sunt 1+ f1 cos(ωt)+ f ′1 sin(ωt), care pot fi puse în forma 1+ ε cos(ωt −φ)

cu ε =
√

( f1)2 +( f ′1)
2 s, i φ = arctan( f ′1/ f1).

Observat,ia 9.3. Pare dificil să se determine razele de convergent,ă ale seriilor
de numere întregi (9.25). Teoremele generale privind perturbat,iile analitice
ale operatorilor liniari ar arăta că aceste raze sunt strict pozitive, deoarece R0
este o valoare proprie simplă izolată a „operatorului de generat,ie următoare”.

Observat,ia 9.4. Metoda de perturbare utilizată în această sect,iune poate fi
considerată dintr-un punct de vedere mai general. Să considerăm, de exem-
plu, primul membru al ecuat,iei (9.8), funct,ia f (t) fiind dată de relat,ia (9.22),
ca operator liniar Lε pe spat,iul P al funct,iilor reale continue s, i T -periodice.
Fie

⟨ψ1,ψ2⟩=
∫ T

0
ψ1(t)ψ2(t)dt.

Să considerăm problema valorilor proprii neperturbate, L0 ψ = λ ψ , adică,∫ +∞

0
g(x)ψ(t − x)dx = λ ψ(t) .

Să căutăm o solut,ie de forma

ψ(t) = ∑
k∈Z

ak ekiωt .
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Găsim că (λ − ĝk)ak = 0 pentru orice k. Astfel, valorile proprii sunt date de
λk = ĝk pentru k ∈ Z, iar spat,iul propriu asociat cu λk este generat de ψk(t) =
ekiωt . S, tim că ψk formează o bază. Se consideră baza duală ψ̂k(t) = e−kiωt/T,
cu k ∈ Z, astfel încât ⟨ψ j, ψ̂k⟩= 1 pentru j = k s, i ⟨ψ j, ψ̂k⟩= 0 pentru j ̸= k.
Operatorul Lε este de forma

Lε = L0 + ε L ′,

unde

(L ′
ψ)(t) = cos(ωt −φ)

∫ +∞

0
g(x)ψ(t − x)dx .

Suntem interesat,i de perturbat,ia

ρ0 + ε ρ1 + ε
2

ρ2 + · · ·

a valorii proprii λ0 = ρ0 = ĝ0, a cărei funct,ie proprie asociată ψ0 = 1 este
pozitivă. Utilizând bine-cunoscutele formule din mecanica cuantică [21, ca-
pitolul XI], obt,inem

ρ1 = ⟨L ′
ψ0, ψ̂0⟩=

ĝ0

T

∫ T

0
cos(ωt −φ)dt = 0 ,

s, i

ρ2 = ∑
k ̸=0

⟨L ′ψ0, ψ̂k⟩⟨L ′ψk, ψ̂0⟩
λ0 −λk

=
1

T2 ∑
k ̸=0

ĝ0 ĝk

ĝ0 − ĝk

∣∣∣∣∫ T

0
cos(ωt −φ)ekiωt dt

∣∣∣∣2 = 1
2

Re
(

ĝ0 ĝ1

ĝ0 − ĝ1

)
,

care este identică cu formula (9.30). Expresiile pentru corect,iile de ordin su-
perior sunt mai complicate: metoda s, i algoritmul ad-hoc pe care le-am folosit
pentru a calcula ρk par mai practice.

9.3.4 Aplicarea teoriei lui Floquet

În această sect,iune, considerăm sistemul linear de ecuat,ii diferent,iale ordinare

dI1

dt
=−β1(t) I1(t)+αm(t) Im(t), (9.32)

dI j+1

dt
=−β j+1(t) I j+1(t)+α j(t) I j(t), 1 ⩽ j ⩽ m−1, (9.33)
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unde toate funct,iile β j(t) s, i α j(t) sunt T-periodice. Acest sistem poate fi
derivat din liniarizarea în apropierea echilibrului fără boală al unui model
epidemiologic neliniar. Nucleul operatorului de generat,ie următoare asociat
este dat de

K1,m(t,x) = αm(t)e−
∫ t
t−x β1(s)ds,

K j+1, j(t,x) = α j(t)e−
∫ t
t−x β j+1(s)ds, 1 ⩽ j ⩽ m−1,

s, i Ki, j(t,x) = 0 pentru tot,i ceilalt,i indici. Prin urmare, este un model „ciclic”
în sensul sect,iunii 9.2. O observat,ie din această sect,iune arată că dacă, de
exemplu, α j(t) este multiplicat cu o anumită constantă, atunci (R0)

m este
multiplicat cu aceeas, i constantă.

Teoria lui Floquet aplicată la sistemul (9.32)–(9.33) arată că echilibrul nul
este instabil dacă s, i numai dacă raza spectrală a matricei de monodromie este
mai mare decât 1. Astfel, reproductivitatea R0 este s, i singurul număr real
pozitiv astfel încât raza spectrală a matricei X(T) să fie egală cu 1, unde X(T)
este solut,ia la momentul t = T a sistemului de ecuat,ii diferent,iale

dX
dt

=



−β1(t) 0 · · · 0 αm(t)
R0

α1(t)
R0

. . . . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 αm−1(t)

R0
−βm(t)


X(t)

cu condit,ia init,ială X(0) = I (matricea identitate de ordinul m). Astfel, R0
este calculată prin combinarea unei metode dihotomice cu un software pre-
cum Scilab, care rezolvă numeric ecuat,iile diferent,iale ordinare.

9.4 Bolile transmise prin vectori

9.4.1 Malarie

În această sect,iune, luăm în considerare un model foarte simplu pentru mala-
rie, s, i anume o variantă a unuia dintre primele modele propuse de Ross [10,
capitolul 14] cu o populat,ie periodică de vectori. Să introducem notat,iile:

• S(t) este populat,ia umană susceptibilă;

• I(t) este populat,ia umană infectată;
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• N = S(t)+ I(t) este populat,ia umană totală;

• s(t) este populat,ia de vectori susceptibili;

• i(t) este populat,ia de vectori infectat,i;

• p(t) = s(t)+ i(t) este populat,ia totală de vectori.

În plus, se iau în considerare următorii parametri:

• b este rata de vindecare umană;

• α este viteza cu care înt,eapă vectorii;

• q (sau q̂ ) este probabilitatea de transmitere prin înt,epătură de la vector
la om (sau de la om la vector);

• Λ(t) este numărul de vectori adult,i noi care apar pe unitate de timp,
care este o funct,ie periodică T;

• µ este mortalitatea vectorilor.

Modelul este dat de

ds
dt

= Λ(t)−α q̂ s(t)
I(t)
N

−µ s(t), (9.34)

di
dt

= α q̂ s(t)
I(t)
N

−µ i(t), (9.35)

s, i

dS
dt

=−α qi(t)
S(t)
N

+b I(t) , (9.36)

dI
dt

= α qi(t)
S(t)
N

−b I(t) . (9.37)

Adunând ecuat,iile (9.34) s, i (9.35), observăm că

d p
dt

= Λ(t)−µ p(t).

Se presupune că p(t) este dată de

p(t) = p0[1+ ε cos(ωt −φ)].
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Deoarece µ este cunoscută, aceasta determină Λ(t). Liniarizând sistemul
(9.34)–(9.37) în apropierea echilibrului fără boală, se obt,ine

di
dt

≈ α q̂ p(t)
I(t)
N

−µ i(t) ,
dI
dt

≈ α qi(t)−b I(t) . (9.38)

Nucleul operatorului de generat,ie următoare asociat este

K(t,x) =
(

0 α q̂ p(t)
N e−bx

α qe−µ x 0

)
. (9.39)

Acesta este „ciclic” s, i are forma particulară (9.7), cu funct,iile g j(x) (1 ⩽ j ⩽
2) de forma (9.10) s, i f (t) = 1+ ε cos(ωt −φ). Formula (9.20) dă

ĝ j =
α2 qq̂ p0

(b+ jiω)(µ + jiω)N
(9.40)

pentru orice j ∈ Z. În final, relat,ia (9.31) este de forma

(R0)
2 ≈ α2 qq̂ p0

b µ N

(
1− bµ

ω2 +(b+µ)2
ε2

2

)
.

Astfel,

R0 ≈

√
α2 qq̂ p0

b µ N

(
1− bµ

ω2 +(b+µ)2
ε2

4

)
. (9.41)

Aceasta este corect,ia de ordinul cel mai mic a formulei (9.1). Avem inegali-
tatea

0 ⩽
bµ

ω2 +(b+µ)2
ε2

4
⩽

bµ

(b+µ)2
ε2

4
⩽

ε2

16
.

Astfel, ajungem la următoarea concluzie:

Primul termen din formula aproximativă pentru R0 este acelas, i
ca s, i în cazul unei populat,ii constante p de vectori, dar cu p înlo-
cuit cu populat,ia medie de vectori p0. Corect,ia relativă maximă
datorată celui de-al doilea termen este ε2/16 s, i tinde întotdeauna
să scadă R0.

Ca s, i în cazul 0 ⩽ ε ⩽ 1, corect,ia relativă este întotdeauna mai mică de 1/16,
sau aproximativ 6 %.
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9.4.2 Chikungunya în Réunion

Chikungunya este o boală virală care pare să ducă la o imunitate de durată. În
plus, dacă se dores, te să se ia în considerare perioada de incubat,ie la om s, i la
vectori, următorul model pare să se potrivească:

ds
dt

= Λ(t)−as(t)
I(t)
N

−µ s(t), (9.42)

de
dt

= as(t)
I(t)
N

− (γ +µ)e(t),
di
dt

= γ e(t)−µ i(t), (9.43)

dS
dt

=−ai(t)
S(t)
N

, (9.44)

dE
dt

= ai(t)
S(t)
N

− cE(t) ,
dI
dt

= cE(t)−b I(t) , (9.45)

dR
dt

= b I(t) , (9.46)

unde, în plus fat,ă de parametrii de mai sus:

• am presupus q = q̂ s, i am luat a = αq;

• e(t) este populat,ia de vectori infectat,i, dar neinfectat,i;

• E(t) reprezintă populat,ia umană infectată, dar neinfect,ioasă;

• R(t) reprezintă populat,ia umană imună;

• N = S(t)+E(t)+ I(t)+R(t) este populat,ia umană totală;

• 1/γ este perioada medie de latent,ă în vectori;

• 1/c este perioada medie de latent,ă la om.

Populat,ia umană totală N este constantă, în timp ce populat,ia totală de vectori
p(t) = s(t)+ e(t)+ i(t) se verifică

d p
dt

= Λ(t)−µ p(t).

Acest model este utilizat pentru a încerca să se estimeze reproductivitatea
R0 pentru epidemia de chikungunya din 2005 s, i 2006 din Réunion. Deoa-
rece fluctuat,iile populat,iei de vectori sunt necunoscute, adoptăm forma sim-
plă p(t)= p0(1+ε cos(ωt−φ)), ceea ce nu este prea nerezonabil atunci când
observăm curba temperaturii s, i a precipitat,iilor din Réunion (fig. 9.1b), am-
bele având un singur maxim anual în jurul lunii februarie s, i un minim în jurul



Capitolul 9 151

lunii iulie. Astfel, perioada T = 2π

ω
este de un an s, i putem lua φ = 2π

12 . Funct,ia
s(t) poate fi eliminată din sistemul (9.42)–(9.46) din s(t) = p(t)−e(t)− i(t).
Celelalte valori ale parametrilor utilizat,i pentru simulare sunt rezumate în ta-
belul 9.1. De exemplu, [81, #83] se referă la întrebarea 83 din întrebările
frecvente de pe site-ul [81] creat de epidemiologi s, i dedicat epidemiei de chi-
kungunya din Réunion.

Se estimează că incubat,ia la om durează între 3 s, i 7 zile [28, p. 6] sau
între 4 s, i 7 zile [81, #101]. Dar, potrivit [81, #156], oamenii pot începe să
devină infect,ios, i cu 2 sau 3 zile înainte de aparit,ia simptomelor. Prin urmare,
s-a ales o perioadă de latent,ă de 4 zile. Perioada de infect,ie după aparit,ia
simptomelor la om este estimată la aproximativ 5 zile [28, p. 7] sau între 5 s, i
7 zile [81, #49,52]. Având în vedere observat,ia anterioară, se ia o valoare de
7 zile pentru întreaga perioadă de infect,ie. Perioada de latent,ă pentru vectori
este estimată a fi între 9 s, i 14 zile [81, #83], între 4 s, i 5 zile [81, #253] sau
între una s, i două săptămâni [81, #395]. Noi am ales 7 zile. Odată infectat,i,
se pare că vectorii rămân infectat,i până când mor [81, #83]. Durata de viat,ă a
unui vector adult este estimată a fi între 4 s, i 10 săptămâni [81, #83] sau „câ-
teva” săptămâni [81, #404]. Noi am ales o perioadă de o lună. Vectorul poate
mus, ca de 5 sau 6 ori în timpul viet,ii sale [81, #404]: s-a ales o medie de o
mus, cătură la fiecare 4 zile. Nu se s, tia dacă vectorul infectat ar putea transmite
virusul la ouăle sale [81, #83/385/442]: modelul nu ia în considerare această
posibilitate. Infect,ia la om duce la o stare de imunitate [81, #10/385] care
durează probabil cel put,in cât,iva ani, deoarece nimeni nu pare să fi suferit de
două ori de chikungunya în timpul epidemiei din Réunion. Cazurile asimpto-
matice reprezintă între 10 s, i 15 % din cazuri, conform [81, #385], dar nu par
a fi incluse în estimarea numărului de cazuri din figura 9.1; acestea nu sunt
luate în considerare în model.

parametru simbol valoare
perioada de latent,ă în vectori 1/γ 7 zile
durata de viat,ă a vectorului 1/µ 1 lună
perioada de latent,ă la om 1/c 4 zile
perioada infect,ioasă la om 1/b 7 zile
perioada dintre două mus, cături 1/a 4 zile
populat,ia din Réunion N 785.000
schimbare în caracterul sezonier φ

2π

12

Tabela 9.1: Valorile parametrilor utilizat,i pentru simulare

Primul caz de chikungunya în Réunion a fost detectat la 22 februarie
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2005. Probabil că a fost importată din Insulele Comore, unde câteva mii
de persoane au fost deja infectate. T, inând cont de perioada de latent,ă s, i de
durata infect,iei, se presupune pentru simulare că un om din compartimentul E
ajunge în Réunion la începutul celei de-a cincea săptămâni din 2005. Simu-
larea modelului este continuată până la începutul lunii februarie 2006, adică
până la punerea în aplicare a unui control vectorial pe scară largă, ca urmare
a vârfului ridicat; acest control nu este inclus în model. Controlul vectorial la
nivel scăzut înainte de această dată se presupune a fi neglijabil.

Parametrii p0 s, i ε pentru populat,ia de vectori sunt necunoscut,i s, i trebuie
să fie estimat,i cu ajutorul curbei epidemice (fig. 9.1). Să presupunem pmax =
p0(1+ ε) s, i pmin = p0(1− ε). Utilizând o metodă rudimentară de încercare
s, i eroare, se găses, te o bună potrivire a curbei epidemice, având în vedere
simplitatea modelului, cu un număr maxim de înt,epături pe om pe săptămână
egal cu apmax/N = 1,2 s, i un număr minim de înt,epături pe om pe săptămână
egal cu 6 % din acest maxim, adică pmin/pmax = 6 % (fig. 9.2). De aici pmax,
pmin,

p0 = (pmax + pmin)/2, ε = (pmax − pmin)/(pmax + pmin).

Numeric, ε ≈ 0,887. Este us, or de verificat că Λ(t) = d p/dt +µ p(t) rămâne
pozitiv deoarece

ε ⩽ 1/
√

1+(ω/µ)2.

Acum, că tot,i parametrii acestui model sunt fixat,i, trecem la estimarea
reproductivităt,ii R0. Liniarizând ecuat,iile (9.43) s, i (9.45) în apropierea echi-
librului fără boală, obt,inem

de
dt

≈ a p(t)
I(t)
N

− (γ +µ)e(t),

di
dt

≈ γ e(t)−µ i(t),

dE
dt

≈ ai(t)− cE(t) ,

dI
dt

≈ cE(t)−b I(t) .

Nucleul operatorului de generat,ie următoare asociat este

K(t,x) =


0 0 0 ap(t)

N e−bx

γ e−(γ+µ)x 0 0 0
0 ae−µx 0 0
0 0 ce−cx 0

 . (9.47)
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Figura 9.2: Estimarea parametrilor p0 s, i ε prin adaptarea curbei netede produse de
model la curba epidemică înainte de controlul vectorial pe scară largă din februarie
2006. Curba punctată arată modificarea presupusă a populat,iei de vectori (nescalată).

El este „ciclic” s, i are forma particulară (9.7) cu f (t) = 1+ ε cos(ωt −φ), în
timp ce funct,iile g j(x) (1 ⩽ j ⩽ 4) sunt de forma (9.10). Astfel, g(x), Ĝ(x) s, i
ĝk sunt date de formulele (9.11), (9.14) s, i (9.20).

Cu valorile parametrilor de mai sus, obt,inem (R0)
2 ≈ 3,4 folosind oricare

dintre cele patru metode din sect,iunea 9.3. Tabelul 9.2 prezintă convergent,a
primelor trei metode.

Prima metodă:
n 12 25 50 100 200

(R0)
2 3,10 3,40 3,39 3,39 3,39

A doua metodă:
n 0 1 2 3 4

(R0)
2 3,87 3,50 3,42 3,39 3,39

A treia metodă:
κ 0 2 4 10 12

(R0)
2 3,87 3,46 3,41 3,39 3,39

Tabela 9.2: Convergent,a primelor trei metode numerice.

Prima metodă (sect,iunea 9.3.1) pare să converge mai lent decât celelalte.
Acest lucru se datorează probabil faptului că înlocuies, te funct,ia f (t) cu o
funct,ie etajată ( f (tk))1⩽k⩽n, care nu este o aproximare bună pentru cazul spe-
cial în care f (t) este sinusoidală.
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A doua metodă (sect,iunea 9.3.2) utilizează coeficient,ii Fourier fk din f (t),
care în cazul nostru particular sunt pur s, i simplu f0 = 1, f1 = f−1 = ε

2 s, i
fk = 0 pentru |k|> 1. Din acest motiv, convergent,a metodei este foarte rapidă.
Ambele metode necesită calcularea razei spectrale a unei anumite matrice.

Pe de altă parte, cea de-a treia metodă (sect,iunea 9.3.3) necesită doar
operat,ii elementare s, i poate fi realizată cu un simplu calculator. Reamintim
faptul că κ este numărul de termeni pe care îi păstrăm în expresia din (R0)

2

în seria de puteri ale lui ε . Observăm că aproximat,ia dată de formula (9.1),
cu p înlocuit cu media p0 a populat,iei de vectori, corespunde cu κ = 0 din
tabel. Diferent,a fat,ă de valoarea exactă a (R0)

2 este de 14 %. Dacă includem
termenul de ordin ε2 ca în formula (9.31), diferent,a se reduce la 2 % chiar
dacă ε nu este foarte mic.

Convergent,a celei de-a patra metode (sect,iunea 9.3.4) este determinată de
discretizarea ecuat,iei diferent,iale. Acest lucru este controlat, de obicei, de
rezolvitorul de ecuat,ii diferent,iale. Cu Scilab, valoarea corectă (R0)

2 ≈ 3,39
este us, or de găsit după un număr de iterat,ii ale dihotomiei.

9.5 Alte aplicat, ii

Modele epidemiologice cu m = 1.

Să considerăm un model epidemiologic cu un singur compartiment infectat s, i
un nucleu de forma

K(t,x) = [1+ ε cos(ωt −φ)]g(x). (9.48)

Atunci R0 poate fi aproximat prin formula (9.31). Nucleul (9.48) apare, de
exemplu, în modelele epidemiologice S-I-S, S-I-R sau S-I-R-S cu o rată de
contact sinusoidală.

Dacă perioada de infect,ie este distribuită exponent,ial, atunci g(x) = ae−bx

s, i este us, or de verificat că ĝ0 = a/b s, i termenul de ordinul ε2 din formula
(9.31) se anulează, astfel încât R0 ≈ a/b. Propozit,ia 7.14 a demonstrat for-
mula exactă R0 = a/b în acest caz. Desigur, acest „rezultat” a fost deja ob-
servat de mult timp, deoarece nucleul (9.48) apare în legătură cu ecuat,ia

dI
dt

= a [1+ ε cos(ωt −φ)] I(t)−b I(t),

care poate fi rezolvată în mod explicit s, i pentru care se poate demonstra cu
us, urint,ă că starea de echilibru zero este instabilă dacă s, i numai dacă a/b > 1.
Prin analogie cu cazul trivial când ε = 0, mai mult,i autori care au propus
R0 = a/b ca definit,ie, au observat că R0 este media în timp a funct,iei a [1+
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ε cos(ωt−φ)]/b s, i au crezut că această proprietate de medie rămâne valabilă
pentru modele mai complicate, ceea ce nu este cazul.

Dacă perioada de infect,ie este o constantă fixată τ , atunci g(x) = a pentru
x < τ s, i g(x) = 0 pentru x > τ . Prin urmare,

ĝ0 = aτ, ĝ1 = a
1− e−iωτ

iω
,

iar din formula (9.31) rezultă

R0 ≈ aτ + ε
2 2aτ sin2(ωτ/2)
[ωτ − sin(ωτ)]2 +[1− cos(ωτ)]2

[
ωτ/2

tan(ωτ/2)
−1
]
. (9.49)

Această formulă arată că, spre deosebire de cazul modelului malariei din
9.4.1, sezonalitatea poate fie să crească, fie să scadă reproductivitatea R0,
în funct,ie de valoarea numerică din ωτ .

Modele epidemiologice cu m = 2.

Considerăm un model epidemiologic cu două compartimente infectate care,
atunci când este liniarizat în apropierea echilibrului fără boală, ia forma

dI1

dt
≈−b1 I1(t)+a2 [1+ ε cos(ωt −φ)] I2(t),

dI2

dt
≈ a1 I1(t)−b2 I2(t).

Sistemul (9.38) a avut această formă. Nucleul operatorului de generat,ie ur-
mătoare asociat este

K(t,x) =
(

0 [1+ ε cos(ωt −φ)]a2 e−b2 x

a1 e−b1x 0

)
. (9.50)

Din formula (9.31) rezultă

R0 ≈
√

a1 a2

b1 b2

(
1− b1 b2

ω2 +(b1 +b2)2
ε2

4

)
. (9.51)

Ca un exemplu de acest tip, putem găsi un model pentru malarie cu ω =
2π , ε = 15/25, a1 = 20 pe an, a2 = 20×25 pe an, b1 = 50 pe an s, i b2 = 4 pe
an. Cele patru metode numerice din 9.3, împreună cu formula aproximativă
(9.51), dau (R0)

2 ≈ 49,4. Termenul de cel mai mic ordin este ρ0 = 50.
Un alt exemplu este modelul epidemiologic S-E-I-R sau S-E-I-R-S cu o

rată de contact sinusoidală. Ca valori numerice, considerăm ω = 1, ε = 0,8,
a1 = 0,3, a2 = 1, b1 = 0,3 s, i b2 = 0,99. O simulare numerică ar arăta că în
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acest caz nu se poate stabili nicio epidemie. Dar, dacă ε = 0, avem (R0)
2 =

ρ0 = (a1 a2)/(b1 b2) = 1/0,99 > 1. Prin urmare, calcularea mediei ratei de
contact nu este modalitatea corectă de determinare a pragului epidemic. Într-
adevăr, cele patru metode numerice din sect,iunea 9.3 dau (R0)

2 ≈ 0,973 < 1
pentru ε = 0,8. Formula aproximativă (9.51) dă (R0)

2 ≈ 0,974.

9.6 Anexă

Pornind de la definit,ia (9.9) a funct,iei g(x) s, i presupunând relat,ia (9.10), de-
monstrăm formula (9.11) prin recurent,ă. Desigur, nu restrângem generalitatea
presupunând că a j = 1 pentru orice j. Pentru m = 2, un calcul simplu arată
că

g(x) =
∫ x

0
e−b1 x1−b2 (x−x1) dx1 =

e−b1 x

b2 −b1
+

e−b2 x

b1 −b2
.

Să presupunem că formula (9.11) este adevărată pentru un număr întreg m.
Apoi

g(x) =
∫

σ
m+1
x

e−b1 x1−···−bm xm−bm+1 xm+1 dσ
m+1
x

=
∫ x

0

(∫
σm

x−xm+1

e−b1 x1−···−bm xm dσ
n
x−xm+1

)
e−bm+1 xm+1 dxm+1.

Din ipoteza recurent,ei,

g(x) =
∫ x

0

(
m

∑
j=1

e−b j (x−xm+1)

∏ k ̸= j
k⩽m

(bk −b j)

)
e−bm+1 xm+1 dxm+1

=
m

∑
j=1

e−b j x

∏ k ̸= j
k⩽m

(bk −b j)

∫ x

0
e(b j−bm+1)xm+1dxm+1

=
m

∑
j=1

e−b j x

∏k ̸= j
k⩽m+1

(bk −b j)
+ e−bm+1x

m

∑
j=1

1
(b j −bm+1)∏ k ̸= j

k⩽m
(bk −b j)

.

A doua sumă din ultimul rând este descompunerea în elemente simple a
fract,iei rat,ionale din bm+1:

1
∏1⩽ j⩽m(b j −bm+1)

.
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Astfel,

g(x) =
m+1

∑
j=1

e−b j x

∏k ̸= j
k⩽m+1

(bk −b j)
,

iar formula (9.11) este adevărată pentru m+1.
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Modele cu un factor periodic simplu

Pentru modelele epidemiologice în timp continuu cu un coeficient
periodic sinusoidal, se arată că rata de cres, tere s, i reproductivi-
tatea sunt cele mai mari solut,ii ale unor ecuat,ii simple care im-
plică fract,ii continue. Ca exemplu, se ia în considerare un model
S-E-I-S, în care persoanele infectate devin din nou susceptibile
atunci când se recuperează, cu o perioadă de latent,ă fixă, o pe-
rioadă infect,ioasă distribuită exponent,ial s, i o rată de contact si-
nusoidală. Se arată că, în afara câtorva valori except,ionale ale
parametrilor, pragul epidemic nu depinde numai de rata medie
de contact, ci s, i de amplitudinea fluctuat,iilor.

10.1 Introducere

La începutul unei epidemii, numărul h(t) de noi infect,ii pe unitate de timp,
adică incident,a, este adesea corelat cu rata reală de contact a(x) s, i rata de
vindecare b(x), unde x este timpul scurs de la infectare, printr-o ecuat,ie de
forma

h(t) =
∫ t

0
K(x)h(t − x)dx+h0(t) , (10.1)

unde
K(x) = a(x)e−

∫ x
0 b(y)dy

iar h0(t) este o funct,ie care depinde de condit,iile init,iale. Lotka [10, capito-
lul 24] a arătat că h(t) s, i populat,ia totală infectată cres, te ca s, i eλ t , unde λ este
singura rădăcină reală a ecuat,iei

1 =
∫ +∞

0
K(x)e−λx dx . (10.2)
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Relat,iile analoage în timp discret pentru (10.1) s, i (10.2) sunt: modelul matri-
cei populat,iei Leslie s, i ecuat,ia caracteristică a matricei Leslie [10, capitolul
25]. Euler a studiat deja un caz special, de aceea ecuat,ia (10.2) este adesea
denumită „ecuat,ia Euler-Lotka”. Lotka defines, te reproductivitatea ca fiind

R0 =
∫ +∞

0
K(x)dx . (10.3)

În epidemiologie, R0 reprezintă numărul mediu de persoane infectate de o
persoană pe parcursul infect,iei sale. Incident,a h(t) cres, te asimptotic (λ > 0)
dacă R0 > 1. Ea scade (λ < 0) dacă R0 < 1.

În demografie, h(t) este numărul de nas, teri pe unitate de timp, x este
vârsta, a(x) este fertilitatea s, i b(x) este mortalitatea. Reproductivitatea R0
este atunci numărul mediu de descendent,i produs, i de un individ în timpul
viet,ii sale.

Multe populat,ii de animale, de plante, dar s, i boli infect,ioase prezintă
fluctuat,ii sezoniere. Aceste fluctuat,ii influent,ează atât rata de cres, tere, cât
s, i reproductivitatea. În acest caz, înlocuim modelul (10.1) cu

h(t) =
∫ t

0
K(t,x)h(t − x)dx+h0(t) , (10.4)

unde K(t,x) este o funct,ie periodică de t, cu perioada T, continuă s, i pozitivă.
Fie Kλ operatorul integral liniar

(Kλ v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)e−λx v(t − x)dx (10.5)

pe spat,iul funct,iilor periodice continue T. Atunci, rata de cres, tere λ este
singurul număr real pentru care raza spectrală a acestui operator este egală cu
1 (propozit,ia 7.19). Reproductivitatea R0 poate fi definită în acelas, i mod ca
s, i raza spectrală a operatorului K , cu

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx,

pe acelas, i spat,iu al funct,iilor periodice continue T. Ca s, i mai înainte, λ > 0
dacă R0 > 1 s, i λ < 0 dacă R0 < 1. Dacă K(t,x) nu depinde de t, aceste
definit,ii s, i rezultate se reduc la cele ale lui Lotka.

Să presupunem acum că

K(t,x) = [1+ ε cos(ωt)]g(x), (10.6)
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unde ω = 2π/T, |ε|⩽ 1 s, i g ⩾ 0. Fie ξ limita inferioară a tuturor numerelor
reale s astfel încât integrala ∫ +∞

0
g(x)e−sx dx

este finită. Să presupunem că ξ < 0. Fie

ĝn(s) =
∫ +∞

0
g(x)e−sx−niωx dx (10.7)

pentru orice n ∈ Z s, i pentru orice număr real s > ξ .
Se arată în sect,iunea 10.2 că, pentru orice |ε|⩽ 1, rata de cres, tere λ s, i re-

productivitatea R0 sunt cele mai mari rădăcini reale ale următoarelor ecuat,ii,
care implică fract,ii continue,

1
ĝ0(λ )

−1 = 2Re
ε2/4

1
ĝ1(λ )

−1−
ε2/4

1
ĝ2(λ )

−1−
ε2/4
· · ·

, (10.8)

R0

ĝ0(0)
−1 = 2Re

ε2/4
R0

ĝ1(0)
−1−

ε2/4
R0

ĝ2(0)
−1−

ε2/4
· · ·

, (10.9)

unde Re(z) este partea reală a numărului complex z. Aceste ecuat,ii relativ
simple, cu o singură necunoscută, pot fi utilizate pentru a calcula numeric rata
de cres, tere λ s, i reproductivitatea R0, pentru orice |ε| ⩽ 1. Dacă scriem, de
exemplu, λ (ε) pentru a sublinia dependent,a ratei de cres, tere de parametrul ε ,
atunci vom vedea că, în general, avem inegalitatea λ (ε) ̸= λ (0) pentru ε ̸= 0.
Cu alte cuvinte, pragul de cres, tere a populat,iei (λ > 0) nu poate fi obt,inut
pur s, i simplu prin calcularea mediei coeficientului periodic 1+ ε cos(ωt) pe
o perioadă, deoarece acest lucru ar fi echivalent cu calculul ε = 0.

Din ecuat,iile (10.8) s, i (10.9), arătăm în sect,iunea 10.3 că

λ ≈ λ0 +λ2 ε
2

pentru ε mic, unde λ0 este definit implicit s, i λ2 explicit prin

1 = ĝ0(λ0) , λ2 =− 1
2 ĝ0′(λ0)

Re
(

1
1/ĝ1(λ0)−1

)
, (10.10)
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unde ′ reprezintă derivata. De asemenea, regăsim rezultatul din capitolul 9
pentru reproductivitate,

R0 ≈ R0,0 +R0,2 ε
2

pentru ε mic, unde

R0,0 = ĝ0(0) , R0,2 =
ĝ0(0)

2
Re
(

ĝ1(0)
ĝ0(0)− ĝ1(0)

)
. (10.11)

În sect,iunea 10.4, luăm ca exemplu modelul epidemiologic S-E-I-S cu o pe-
rioadă de latent,ă fixă s, i o perioadă infect,ioasă distribuită exponent,ial.

10.2 Calcule

Raza spectrală a operatorului liniar pozitiv (10.5) este o funct,ie descrescătoare
de λ , iar rata de cres, tere a modelului (10.4) este singurul număr real pentru
care această rază spectrală este egală cu 1. Prin urmare, conform teoremei
Krein-Rutman, rata de cres, tere λ este, de asemenea, cel mai mare număr real
astfel încât să existe o funct,ie periodică non-trivială v(t) cu∫ +∞

0
K(t,x)e−λx v(t − x)dx = v(t) (10.12)

pentru orice t. Să luăm mai întâi în considerare cazul în care

K(t,x) = f (t)g(x),

f (t) fiind o funct,ie periodică T. Descompunerea în serii Fourier este

f (t) = ∑
n∈Z

fn eniωt , v(t) = ∑
n∈Z

vn eniωt ,

unde ω = 2π/T. Ecuat,ia (10.12) este echivalentă cu un sistem infinit de
ecuat,ii liniare

∑
n∈Z

fk−n ĝn(λ )vn = vk (k ∈ Z), (10.13)

unde ĝn este definit prin formula (10.7).
Să considerăm acum cazul special în care

f (t) = 1+ ε cos(ωt).

Din f (t) = 1+ ε

2 eiωt + ε

2 e−iωt , sistemul (10.13) se scrie

ε

2
ĝk−1(λ )vk−1 + ĝk(λ )vk +

ε

2
ĝk+1(λ )vk+1 = vk (k ∈ Z) . (10.14)
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Acesta este un sistem tridiagonal. Să îl rescriem sub forma

1
ĝk(λ )

−1 =
ε

2
ĝk−1(λ )

ĝk(λ )

vk−1

vk
+

ε

2
ĝk+1(λ )

ĝk(λ )

vk+1

vk
. (10.15)

Când k = 0, această ecuat,ie se scrie astfel

1
ĝ0(λ )

−1 =
ε2/4

ε

2
ĝ0(λ )

ĝ−1(λ )
v0

v−1

+
ε2/4

ε

2
ĝ0(λ )
ĝ1(λ )

v0
v1

. (10.16)

Ecuat,ia (10.15) cu k−1 sau k+1 în loc de k arată, de asemenea, că

ε

2
ĝk(λ )

ĝk−1(λ )

vk

vk−1
=

1
ĝk−1(λ )

−1− ε2/4
ε

2
ĝk−1(λ )
ĝk−2(λ )

vk−1
vk−2

, (10.17)

ε

2
ĝk(λ )

ĝk+1(λ )

vk

vk+1
=

1
ĝk+1(λ )

−1− ε2/4
ε

2
ĝk+1(λ )
ĝk+2(λ )

vk+1
vk+2

. (10.18)

Să combinăm ecuat,iile (10.16) s, i (10.17)-(10.18) în mod iterativ. Se obt,in
fract,iile continue

1
ĝ0(λ )

−1 =
ε2/4

1
ĝ−1(λ )

−1−
ε2/4

1
ĝ−2(λ )

−1−
ε2/4
· · ·

+
ε2/4

1
ĝ1(λ )

−1−
ε2/4

1
ĝ2(λ )

−1−
ε2/4
· · ·

.

Deoarece ĝk(λ ) s, i ĝ−k(λ ) sunt numere complexe conjugate, ajungem la
„ecuat,ia caracteristică” (10.8), rata de cres, tere λ fiind cea mai mare solut,ie a
acesteia.

Ecuat,ia (10.9) se obt,ine în mod similar din problema valorilor proprii∫ +∞

0
K(t,x)u(t − x)dx = R0 u(t) . (10.19)

R0 este cel mai mare număr real astfel încât această ecuat,ie să aibă o solut,ie
ne-trivială u(t) de perioadă T. Pentru cazul special

K(t,x) = (1+ ε cos(ωt))g(x),
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ecuat,ia (10.19) conduce la

ε

2
ĝk−1(0)uk−1 + ĝk(0)uk +

ε

2
ĝk+1(0)uk+1 = R0 uk (k ∈ Z) ,

s, i după calcule similare cu ecuat,ia (10.9).

10.3 Formule aproximative

Pornind de la ecuat,iile (10.8)–(10.9), putem găsi aproximările (10.10)–(10.11).
Să începem cu rata de cres, tere λ . Să căutăm începutul unei dezvoltări în serie
pentru ε mic de forma λ ≈ λ0 + λ1 ε + λ2 ε2. Când ε = 0, al doilea mem-
bru al ecuat,iei (10.8) se anulează s, i obt,inem λ0 ca unică solut,ie a ecuat,iei
ĝ0(λ0) = 1, care este, desigur, identică cu ecuat,ia Euler-Lotka (10.2). În
plus, modificarea ε 7→ −ε corespunde înlocuirii lui f (t) = 1+ε cos(ωt) prin
f (t −T/2). Acum, operatorul

v(t) 7→
∫ +∞

0
K(t −T/2,x)e−λx v(t − x)dx

pe spat,iul funct,iilor periodice T are aceleas, i valori proprii ca s, i operatorul
(10.5), funct,iile proprii fiind decalate cu T/2. Pentru a evident,ia dependent,a
lui λ de ε , să notăm prin λ (ε). Astfel, λ (−ε) = λ (ε) s, i λ1 = 0. Capitolul 9
a folosit un argument similar pentru aproximarea reproductivităt,ii R0.

Prin urmare, avem λ ≈ λ0 + λ2 ε2 s, i rămâne de determinat λ2. Rata de
cres, tere λ este o solut,ie a ecuat,iei implicite (10.8). Din ĝ0(λ0) = 1, observăm
că

ĝ0(λ0)− ĝk(λ0) =
∫ +∞

0
g(x)e−λ0x(1− e−kiωx)dx ̸= 0

pentru orice număr întreg k ⩾ 1 dacă presupunem, de exemplu, că funct,ia
g(x) este strict pozitivă cel put,in pe un mic interval cuprins în [0; +∞[. Prin
urmare, ĝk(λ0) ̸= 1 s, i 1/ĝk(λ0)− 1 ̸= 0 pentru orice număr întreg k ⩾ 1.
Pentru a păstra doar termenul de ordine ε2 în cel de-al doilea membru al
ecuat,iei (10.8), înlocuim numitorul cu aproximat,ia de ordinul cel mai mic:
înlocuim ĝ1(λ ) cu ĝ1(λ0) s, i neglijăm „restul” fract,iei continue, deoarece este
de ordinul ε2, ceea ce dă

1
ĝ0(λ )

−1 ≈ 2Re
(

ε2/4
1/ĝ1(λ0)−1

)
. (10.20)

Dar

ĝ0(λ )≈ ĝ0(λ0 +λ2 ε
2)≈ ĝ0(λ0)+λ2 ε

2ĝ0
′(λ0) = 1+λ2 ε

2ĝ0
′(λ0).
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Utilizăm aproximarea pentru ĝ0(λ ) s, i identificăm termenii de ordinul ε2 în
relat,ia (10.20). Acest lucru dă

λ2 =− 1
2 ĝ0′(λ0)

Re
(

1
1/ĝ1(λ0)−1

)
, (10.21)

ceea ce este echivalent cu relat,ia (10.10). De ment,ionat faptul că această
formulă poate fi scrisă într-o formă us, or diferită. Într-adevăr, punând

c1 =
∫ +∞

0
g(x)e−λ0x cos(ωx)dx , s1 =

∫ +∞

0
g(x)e−λ0x sin(ωx)dx ,

vedem că ĝ1(λ0) = c1 − is1. Deci

λ2 =− 1
2 ĝ0′(λ0)

Re
(

c1 − is1

1− c1 + is1

)
=− 1

2 ĝ0′(λ0)

(1− c1)c1 − s2
1

(1− c1)2 + s2
1
.

În acelas, i mod, să luăm R0 ≈ R0,0 +R0,2 ε2 pentru ε mic. Din ecuat,ia
(10.3) sau din ecuat,ia (10.9) cu ε = 0, găsim că R0,0 = ĝ0(0). Pentru a păstra
doar termenul de ordine ε2 în cel de-al doilea membru al ecuat,iei (10.9),
înlocuim numitorul cu aproximat,ia de ordinul cel mai mic, folosind R0,0 =
ĝ0(0) s, i neglijând „restul” din fract,ia continuă, deoarece este de ordinul ε2,
ceea ce dă

R0

ĝ0(0)
−1 ≈ 2Re

(
ε2/4

ĝ0(0)/ĝ1(0)−1

)
s, i conduce la formula (10.11).

10.4 Un model S-E-I-S cu o perioadă de latent, ă fixă

Modelele epidemiologice numite S-E-I-R sau S-E-I-S au o perioadă de latent,ă
s, i un compartiment infect,ios. Acestea au fost studiate pe larg din punct de
vedere matematic sau numeric atunci când, în plus, rata de contact este peri-
odică.

Să presupunem că perioada de latent,ă este fixă s, i să prezentăm diferitele
formulări posibile ale modelului S-E-I-S. Observăm că modelul S-E-I-R con-
duce la aceleas, i ecuat,ii liniarizate în apropierea echilibrului fără boală; prin
urmare, acesta are acelas, i prag epidemic.

Formularea ce cont,ine o ecuat,ie cu derivate part,iale are trei comparti-
mente:

• S(t) este populat,ia susceptibilă la momentul t;
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• E(t,x) este populat,ia infectată, dar nu încă infect,ioasă, care la momen-
tul t a fost infectată pentru x unităt,i de timp;

• I(t) este populat,ia infect,ioasă la momentul t.

Parametrii modelului sunt

• N este populat,ia totală, care rămâne constantă;

• L: perioada de latent,ă fixă;

• b: rata de recuperare a persoanelor infect,ioase, astfel încât perioada de
infectare să fie distribuită exponent,ial;

• a(t): rata efectivă de contact la momentul t, care este o funct,ie perio-
dică T.

Modelul are forma

dS
dt

=−a(t)S(t) I(t)/N+b I(t) ,

E(t,0) = a(t)S(t) I(t)/N ,
∂E
∂ t

+
∂E
∂x

= 0 (0 < x < L) ,

dI
dt

= E(t,L)−b I(t) ,

cu E(t,x) = 0 pentru x > L. Integrând ecuat,ia cu derivate part,iale de-a lungul
curbelor caracteristice, se obt,ine E(t,L) = E(t − L,0). Prin urmare, siste-
mul poate fi scris într-o formă mai compactă folosind ecuat,ii diferent,iale cu
întârziere:

dS
dt

(t) =−a(t)S(t) I(t)/N+b I(t) ,

dI
dt
(t) = a(t −L)S(t −L) I(t −L)/N−b I(t) .

Liniarizăm aceste ecuat,ii în vecinătatea echilibrului fără boală (S = N, I = 0).
Se obt,ine

dI
dt
(t)≈ a(t −L) I(t −L)−b I(t) . (10.22)

Fie h(t) = a(t) I(t) numărul de noi infect,ii pe unitate de timp în acest model
liniarizat. Apoi

d
dt

[
ebt I(t)

]
= ebt h(t −L) .
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Integrăm între −∞ s, i t s, i facem o schimbare de variabilă. Se obt,ine următoa-
rea ecuat,ie integrală pentru h(t):

h(t) = a(t)
∫ +∞

0
φ(x)h(t − x)dx , (10.23)

unde

φ(x) =
{

0, x < L ,

e−b(x−L), x > L .
(10.24)

Nucleul este K(t,x) = a(t)φ(x).
Să presupunem că în ecuat,ia (10.6) avem a(t) = a0[1+ ε cos(ωt)], astfel

încât K(t,x) = (1 + ε cos(ωt))g(x) cu g(x) = a0 φ(x). Conform definit,iei
(10.7), avem

ĝn(s) = a0

∫ +∞

L
e−b(x−L) e−sx−niωx dx = a0

e−sL−niωL

s+b+niω
. (10.25)

Putem rezolva apoi ecuat,iile implicite (10.8) s, i (10.9) pentru rata de cres, tere λ

s, i reproductivitatea R0 cu diferite valori ale parametrilor folosind o dihotomie
simplă. Observăm, de exemplu, că numitorul din cel de-al doilea membru
al ecuat,iei (10.8) poate fi aproximat prin numărul complex z1 obt,inut prin
algoritmul iterativ

zn =
1

ĝn(λ )
−1 , zk−1 =

1
ĝk−1(λ )

−1− ε2/4
zk

(k = n,n−1, . . . ,2).

Eroarea introdusă este foarte mică dacă n este suficient de mare; noi am folo-
sit n= 20, dar rezultatul cu n= 2 este deja foarte apropiat. În plus, a trebuit să
fim atent,i la dihotomie deoarece ecuat,iile (10.8) s, i (10.9) pot avea mai multe
rădăcini reale: λ s, i R0 sunt cele mai mari. Figura 10.1 prezintă reproductivi-
tatea R0 în funct,ie de perioada de latent,ă L pentru diferite valori ale ε , dar cu
T, a0 s, i b fixe. Am luat T = 1, log2/b = 1/12 s, i a0/b = 1,2.

Pentru o anumită valoare a perioadei de latent,ă L, reproductivitatea poate
varia considerabil în funct,ie de ε . Pentru ε = 1, o mare parte a curbei pentru
R0 este sub 1, adică sub pragul epidemic, în timp ce R0,0 = a0/b (valoarea
corespunzătoare lui ε = 0) este deasupra acestui prag: calcularea mediei ratei
de contact ar prezice un rezultat fals.

Observat, ii.

• Reproductivitatea R0 este independentă de L atunci când ε = 0. Folo-
sind formula (10.3) sau ecuat,ia (10.9), vedem că R0 = ĝ0(0) = a0/b
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Figura 10.1: Reproductivitatea R0 în funct,ie de perioada de latent, ă L pentru ε ∈
{0 ; 0,25 ; 0,5 ; 0,75 ; 1}. Alt,i parametri: T = 1, log2/b = 1/12 s, i a0/b = 1,2.

când ε = 0. Fără periodicitate, perioada de latent,ă nu influent,ează nu-
mărul de cazuri secundare, deoarece tot,i indivizii supraviet,uiesc peri-
oadei de latent,ă s, i devin infect,ios, i, iar rata de contact rămâne aceeas, i.

• Reproductivitatea este o funct,ie periodică de L, cu perioada T. Acest
lucru rezultă din ecuat,ia (10.9) s, i din faptul că

ĝn(0) = a0
e−niωL

b+niω

rămâne neschimbată atunci când L este înlocuită cu L+T. Intuitiv,
un individ infectat experimentează acelas, i mediu după o perioadă de
latent,ă L sau după o perioadă de latent,ă L+T; produce acelas, i număr
de cazuri secundare.

• Reproductivitatea R0 nu depinde de ε atunci când L = 0 s, i, prin ur-
mare, s, i atunci când L este un multiplu întreg de T. Când L = 0, mo-
delul se reduce la un model S-I-S cu o perioadă de infect,ie distribuită
exponent,ial. În acest caz particular, reproductivitatea se obt,ine prin cal-
cularea mediei vitezei de contact (propozit,ia 7.14). Într-adevăr, putem
verifica că R0 = a0/b este o solut,ie a (10.9) când L = 0 deoarece

R0/ĝn(0)−1 = R0(b+niω)/a0 −1 = niω/b
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este pur imaginar pentru orice număr întreg n ⩾ 1: ambii membri ai
ecuat,iei (10.9) sunt zero.

• Pentru o perioadă de latent,ă fixă L, reproductivitatea R0 poate fi o
funct,ie crescătoare sau descrescătoare de ε . Pentru a înt,elege acest
lucru, să folosim formula aproximativă (10.11) pentru ε mic. Se arată
că reproductivitatea R0 verifică R0 ≈ R0,0 +R0,2 ε2, cu

R0,0 =
a0

b
, R0,2 =

a0

2b
Re
(

1
eiωL(1+ iω/b)−1

)
.

Pentru ε mic, R0 este o funct,ie crescătoare (sau descrescătoare) de ε

dacă R0,2 > 0 (sau R0,2 < 0). De ment,ionat faptul că R0,2 = 0 dacă
s, i numai dacă eiω L(1+ iω/b)− 1 este pur imaginar. Această condit,ie
este scrisă

cos(ωL)− ω

b
sin(ωL)−1 = 0.

Fie ψ ∈ ]0,π/2[ singurul număr real astfel încât

cosψ =
1√

1+(ω/b)2
, sinψ =

ω/b√
1+(ω/b)2

,

adică ψ = arctan(ω/b). Observăm că ψ depinde numai de produsul
bT. Astfel R0,2 = 0 dacă s, i numai dacă

cos(ωL+ψ) = cos(ωL)cosψ − sin(ωL)sinψ

=
1√

1+(ω/b)2
= cosψ ,

adică, dacă ωL+ψ =±ψ+2kπ cu k ∈Z. Din ω = 2π/T, observăm că
R0,2 = 0 dacă L = k T sau L = (k−ψ/π)T cu k ∈ Z. În special, având
în vedere valorile numerice din figura 10.1, R0,2 = 0 când L/T = 1−
ψ/π ≈ 0,794. Dar, contrar a ceea ce ar putea sugera figura 10.1, cele
patru curbe care corespund diferitelor valori ale ε > 0 (ε nu este „mic”)
nu intersectează linia orizontală R0 = a0/b exact la L/T = 1−ψ/π , ci
foarte aproape.

În mod similar, figura 10.2 reprezintă rata de cres, tere λ în funct,ie de
perioada de latent,ă L pentru diferite valori ale ε , dar cu parametrii T, a0 s, i b
fixat,i ca mai înainte. Rata de cres, tere λ nu este o funct,ie periodică de L: o
perioadă de latent,ă mai lungă tinde să scadă λ , des, i nu în mod monoton din
cauza „rezonant,elor” dintre L s, i T.
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Figura 10.2: Rata de cres, tere L în funct,ie de perioada de decalaj L pentru ε ∈
{0 ; 0,25 ; 0,5 ; 0,75 ; 1}. Ceilalt,i parametri sunt cei din figura 10.1.

Cu toate acestea, rata de cres, tere λ este încă independentă de ε atunci
când L este un multiplu de T, adică L = k T pentru k = 0,1,2... Într-adevăr,
reamintim că λ0 este solut,ia unică a ecuat,iei

ĝ0(λ0) = 1 ⇔ a0 e−λ0kT/(λ0 +b) = 1 .

Deci λ = λ0 este s, i ea o solut,ie a ecuat,iei (10.8), deoarece

1/ĝn(λ )−1 = (λ0 +b+niω)eλ0kT/a0 −1 = niω eλ0kT/a0

este pur imaginar pentru orice număr întreg n ⩾ 1: partea stângă s, i partea
dreaptă a ecuat,iei (10.8) sunt zero.

Pentru o perioadă de latent,ă generală L, folosind relat,iile (10.10) s, i
(10.25), observăm că λ verifică λ ≈ λ0 + λ2 ε2 pentru ε mic, cu λ0 definit
implicit prin

ĝ0(λ0) = 1 ⇔ a0 e−λ0L/(λ0 +b) = 1 .



170

Relat,iile (10.10) s, i (10.25) sunt valabile s, i pentru λ2: întrucât

ĝ1(λ0) = a0
e−λ0L−iωL

λ0 +b+ iω

= a0
e−λ0L

λ0 +b
× e−iωL

1+ iω/(λ0 +b)
=

e−iωL

1+ iω/(λ0 +b)
,

ĝ0
′(λ0) =−a0

e−λ0L

λ0 +b

(
L+

1
λ0 +b

)
=−

(
L+

1
λ0 +b

)
,

obt,inem

λ2 =− 1
2 ĝ0′(λ0)

Re
(

1
1/ĝ1(λ0)−1

)
=

1
2[L+1/(λ0 +b)]

Re
(

1
eiωL[1+ iω/(λ0 +b)]−1

)
.

10.5 Concluzie

În afară de modelele S-E-I-S / S-E-I-R ment,ionate în sect,iunea anterioară,
stabilitatea liniară a echilibrului trivial al altor câteva modele epidemiolo-
gice se reduce la ecuat,ia (10.4) cu K(t,x) dată de formula (10.6). Acesta
este, în special, cazul modelelor epidemiologice cu m compartimente infec-
tate I1, I2, . . . , Im, unde infect,ia urmează un ciclu (I1 → I2 → ··· Im → I1) s, i
cu o funct,ie de contact doar sinusoidală (capitolul 9). Modelul epidemiologic
S-I-S / S-I-R cu o perioadă fixă de infect,ie L s, i o rată de contact sinusoidală
corespunde cu g(x) = a0 pentru x < L s, i g(x) = 0 pentru x > L. Plecând de la

ĝn(s) = a0

(
1− e−sL−niωL

)
/(s+niω),

putem arăta s, i în acest caz, ca în sect,iunea anterioară, că R0 s, i λ sunt inde-
pendente de ε dacă L este un multiplu de T. Acesta este un caz degenerat,
deoarece nu există niciun motiv ca perioada de infect,ie să aibă vreo relat,ie
aritmetică cu perioada de contact, care este de obicei de o săptămână (mai
put,ine contacte la sfârs, it de săptămână) sau un an (mai put,ine contacte în
timpul vacant,ei de vară pentru bolile copilăriei, probabilitate mai mare de
transmitere a bolilor transmise prin aer în timpul iernii).

Semnificat,ia mai generală a acestor rezultate este că media pentru R0
s, i λ , adică obt,inerea aceluias, i rezultat pentru ε = 0 s, i ε ̸= 0, ar trebui să
fie considerată except,ională. În afară de cazurile degenerate similare celor
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deja ment,ionate, singura situat,ie în care calcularea mediei este corectă este
cea în care există un singur compartiment infect,ios, o perioadă infect,ioasă
distribuită exponent,ial s, i nicio perioadă de latent,ă (propozit,ia 7.14). Pe de altă
parte, nu este corectă, de exemplu, pentru două compartimente infect,ioase, ca
în cazul bolilor transmise prin vectori, sau pentru o perioadă infect,ioasă care
nu este distribuită exponent,ial, sau pentru o perioadă de latent,ă diferită de
zero.
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Rezonant,a ratei de cres, tere

Au existat numeroase studii privind rezonant,a dintre perioada
naturală a unei boli endemice s, i o rată de contact sezonier pe-
riodică. Acest capitol nu se concentrează pe rezonant,a pentru
bolile endemice, ci pe rezonant,a pentru bolile emergente. Peri-
odicitatea poate avea o influent,ă majoră asupra ratei init,iale de
cres, tere s, i, prin urmare, asupra pragului epidemic. Rezonant,a
apare atunci când ecuat,ia Euler-Lotka are o rădăcină complexă
a cărei parte imaginară este apropiată de pulsul ratei de contact
s, i a cărei parte reală nu este prea departe de rata de cres, tere.
Acest fenomen de rezonant,ă este ilustrat pe câteva modele sim-
ple de epidemii cu contacte săptămânale care variază periodic.
Sunt explicate diferent,ele surprinzătoare dintre un model S-E-
I-R periodic cu o perioadă de latent,ă distribuită exponent,ial s, i
acelas, i model cu o perioadă de latent,ă fixă.

11.1 Introducere

Bolile infect,ioase pot prezenta oscilat,ii amortizate în apropierea unei stări
de echilibru endemice [2, §2.5.1]. Într-adevăr, în cazul unui model simplu,
format dintr-un sistem de ecuat,ii diferent,iale ordinare, valorile proprii ale ma-
tricei Jacobi în acest punct de echilibru pot fi complexe, ceea ce determină o
anumită „perioadă naturală” de oscilat,ie. Începând cu anii 1970 s, i, în special,
de la aparit,ia „teoriei haosului”, numeroase lucrări au arătat că rezonant,a din-
tre această perioadă naturală s, i o rată de contact periodică sau un alt factor
periodic poate induce un comportament dinamic neas, teptat, chiar s, i pentru
modele neliniare foarte simple (a se vedea sect,iunile 16.1 s, i [20]). În primul
rând, atunci când ecuat,iile liniarizate din apropierea echilibrului endemic au
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o valoare proprie complexă x+ iy cu o parte imaginară y apropiată de pulsat,ia
ω a ratei de contact s, i cu o parte reală x apropiată de 0 („rezonant,ă simplă”),
atunci oscilat,ii relativ mici ale ratei de contact pot provoca oscilat,ii mari ale
prevalent,ei. În al doilea rând, atunci când raportul y/ω este apropiat de un
număr rat,ional p/q ̸= 1 cu numere întregi mici p s, i q s, i pentru amplitudini
de oscilat,ie suficient de mari ale ratei de contact, prevalent,a poate oscila la
o frecvent,ă subarmonică. Haosul poate apărea, de asemenea, pentru anumite
intervale de valori ale parametrilor. În acest fel, teoria ar putea încerca să ex-
plice seriile cronologice ale incident,ei anumitor boli, cum ar fi rujeola, care
a fost cândva endemică, dar cu vârfuri epidemice cam la fiecare doi ani în
anumite oras, e s, i a cărei „perioadă naturală” de oscilat,ie în apropierea echi-
librului său endemic a fost, prin urmare, considerată a fi de aproape doi ani.
În ecologie, există, de asemenea, fenomene similare de rezonant,ă între un
mediu fluctuant s, i o perioadă naturală de oscilat,ie în apropierea unei stări de
echilibru care nu este zero.

Independent de aceasta, se s, tie încă din lucrările lui Lotka [46] că ecuat,ia
caracteristică (10.2) sau ecuat,ia Euler-Lotka pentru modelele liniare în timp
continuu poate avea s, i rădăcini complexe, care provoacă „valuri de populat,ie”.
Lotka credea că există întotdeauna un număr infinit de astfel de rădăcini s, i
că una dintre ele are asociată o perioadă naturală apropiată de o generat,ie,
adică două sau trei decenii pentru populat,iile umane. Coale a studiat cazul
fertilităt,ii periodice s, i a constatat o cres, tere semnificativă a ratei de cres, tere
a modelului atunci când perioada de fertilitate este apropiată de o generat,ie.
Alte lucrări au studiat rezonant,a în modele matriciale liniare în timp discret:
dată fiind legătura dintre modelele în timp discret s, i cele în timp continuu,
rezonant,a apare atunci când matricea care descrie cres, terea într-un mediu
constant are o valoare proprie complexă x+ iy astfel încât arctan(y/x) este
apropiat de ω s, i astfel încât modulul este apropiat de raza spectrală a matri-
cei.

Modelele obt,inute prin liniarizarea modelelor epidemiologice neliniare în
apropierea echilibrului fără boală (nu în apropierea echilibrului endemic) sunt
foarte asemănătoare cu modelele populat,ionale liniare ment,ionate în paragra-
ful anterior; variabila vârstei este înlocuită cu timpul scurs de la infectare.
Prin urmare, este de as, teptat ca rezonant,a ratei init,iale de cres, tere să apară,
de asemenea, într-un mediu periodic, ceea ce modifică semnificativ pragul
epidemic. Acest lucru poate avea consecint,e importante pentru bolile emer-
gente. Cu toate acestea, trebuie remarcat faptul că, pentru multe boli trans-
mise prin aer, timpul mediu între două generat,ii de infect,ie este de ordinul a
una sau două săptămâni; acest lucru depinde de perioada de latent,ă. Astfel,
rezonant,a a priori este as, teptată doar dacă rata de contact variază cu o peri-
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oadă de acelas, i ordin de mărime, de obicei dacă variază săptămânal. Acest
lucru nu este nerezonabil dacă ne gândim că ratele de contact pot fi diferite
între zilele lucrătoare s, i cele de weekend. În cazul copiilor de vârstă s, colară,
este probabil ca rata de contact să scadă la sfârs, it de săptămână.

Sect,iunea 11.2 reamintes, te cum se calculează rata de cres, tere în modelele
de populat,ie liniare, periodice s, i continue în timp. Se oferă o formulă gene-
rală pentru perturbat,ia de ordinul întâi; aceasta implică not,iunea de valoare
reproductivă într-un mediu periodic. Dar pentru o mică perturbat,ie periodică
a unui model cu coeficient,i care nu depind de timp, această formulă arată
că este necesar să se includă un termen de ordinul al doilea pentru a studia
rezonant,a ratei de cres, tere.

Sect,iunea 11.3 prezintă trei metode diferite de studiere a rezonant,ei. Pri-
mele două metode, una pur numerică s, i cealaltă part,ial analitică, se bazează
pe rezultatele din capitolul 10. A treia metodă sugerează, as, a cum ne-am
as, tepta, că rezonant,a ratei de cres, tere apare atunci când ecuat,ia Euler-Lotka
are o rădăcină complexă cu o parte imaginară apropiată de impulsul ratei de
contact s, i o parte reală apropiată de rata de cres, tere; există, de asemenea, o
condit,ie tehnică suplimentară.

Sect,iunea 11.4 aplică cele trei metode la cinci modele epidemiologice cla-
sice cu rate de contact periodice pentru a arăta cum modele relativ apropiate
pot avea proprietăt,i foarte diferite:

• un model S-I-R cu o perioadă infect,ioasă distribuită exponent,ial; rezo-
nant,a ratei init,iale de cres, tere este imposibilă. Scopul este de a subli-
nia faptul că acest model este except,ional în sensul că rata de cres, tere
init,ială este chiar complet independentă de frecvent,a factorului perio-
dic.

• un model S-I-R cu o perioadă de infect,ie fixă, pentru care este posibilă
rezonant,a. Dar cu valorile parametrilor ales, i aici, rezonant,a este foarte
slabă.

• un model S-E-I-R cu o perioadă latentă s, i o perioadă infect,ioasă care
sunt distribuite exponent,ial; rezonant,a este imposibilă (a se vedea capi-
tolul 9), dar rata de cres, tere depinde de factorul periodic, spre deosebire
de primul model S-I-R.

• un model S-E-I-R cu o perioadă latentă fixă s, i o perioadă infect,ioasă
distribuită exponent,ial, în care, spre deosebire de modelele anterioare,
este posibilă o rezonant,ă puternică, ca în capitolul 10.

• un model S-E-I-R cu o perioadă latentă distribuită în mod Gamma s, i o
perioadă infect,ioasă distribuită exponent,ial; acesta este o generalizare
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a celor două modele anterioare, care arată cum rezonant,a devine impo-
sibilă atunci când distribut,ia perioadei latente se schimbă progresiv de
la o masă Dirac la o exponent,ială.

Un aspect esent,ial este acela că ecuat,ia Euler-Lotka pentru modelul autonom
poate să nu aibă altă rădăcină complexă decât rădăcina sa reală. Desigur,
se s, tie de mult timp că două modele epidemiologice cu o distribut,ie diferită
doar pentru timpul petrecut într-un compartiment pot avea proprietăt,i cali-
tative diferite, de exemplu în ceea ce prives, te existent,a solut,iilor periodice
pentru modelele epidemiologice autonome.

Pe scurt, regula a priori rezonabilă din punct de vedere biologic, conform
căreia rezonant,a pragului epidemic este importantă atunci când frecvent,a me-
diului este apropiată de o frecvent,ă naturală a bolii, nu funct,ionează întotdea-
una. În mod surprinzător, nu funct,ionează pentru cele mai simple modele,
modelele S-I-R s, i S-E-I-R cu perioade de latent,ă s, i infectivitate distribuite
exponent,ial. Această regulă ar trebui să fie înlocuită cu un studiu mai precis
al rădăcinilor complexe ale ecuat,iei Euler-Lotka. Un fenomen de rezonant,ă
similar poate apărea în cazul reproductivităt,ii R0 (capitolul 10). Prin urmare,
estimările lui R0 ar trebui revizuite pentru bolile care se propagă într-un me-
diu periodic.

Anexa 11.6 cont,ine o demonstrat,ie a cres, terii exponent,iale a valorii repro-
ductive totale a unei populat,ii într-un mediu periodic; acesta este un corolar
al studiului nostru s, i o generalizare a unui rezultat clasic al lui Fisher pentru
modelele autonome.

11.2 Teoria perturbativă: formule de ordinul întâi

11.2.1 Rata de cres, tere init, ială ca valoare proprie

Atunci când se studiază stabilitatea echilibrului fără boală al unui model epi-
demiologic, se începe prin liniarizarea modelului în apropierea acestui echi-
libru. Sistemul liniar rezultat poate fi de obicei scris ca o ecuat,ie integrală de
reînnoire de forma

h(t) =
∫ t

0
K(t,x)h(t − x)dx+h0(t) , (11.1)

unde nucleul K(t,x) este o funct,ie pozitivă care este T-periodică în raport cu t
dacă sistemul init,ial are coeficient,i T-periodici. Ret,inet,i aici că h(t) poate fi
un vector (h1(t), . . . ,hm(t)), în care indicele i = 1, . . . ,m reprezintă diferite ti-
puri de persoane infectate, în timp ce K(t,x) este o matrice pătrată de ordinul
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m. Funct,ia hi(t) reprezintă numărul de persoane noi care intră în comparti-
mentul infectat i pe unitate de timp la momentul t. Funct,ia Ki, j(t,x) indică
numărul mediu de infect,ii de tipul i produse pe unitate de timp la momentul t
de către o persoană infectată la momentul t−x s, i care intră în compartimentul
j. Astfel, x este timpul scurs de la infectare. Funct,ia vectorială h0(t) depinde
numai de condit,iile init,iale.

Pentru simplificare, vom lua în considerare doar cazul m = 1, deoarece
acesta este suficient pentru exemplele din sect,iunile următoare. Acest caz
apare, de exemplu, atunci când se ia în considerare o singură populat,ie de
persoane infectate cu o rată efectivă de contact a(t,x) (produsul dintre rata
de contact s, i probabilitatea de transmitere per contact) s, i o rată de vindecare
b(t,x) care depind de timpul t s, i de timpul x de la infectare. Se presupune că
funct,iile a(t,x) s, i b(t,x) sunt T-periodice în raport cu t. Fie I(t,x) densitatea
populat,iei infectate de la x unităt,i de timp la t. În aproximat,ia liniară din
apropierea echilibrului fără boală, I(t,x) este o solut,ie a sistemului

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

+b(t,x) I(t,x) = 0 , I(t,0) =
∫ +∞

0
a(t,x) I(t,x)dx. (11.2)

Fie h(t) = I(t,0). Atunci h(t) verifică ecuat,ia (11.1) cu

K(t,x) = a(t,x)σ(t − x,x), σ(τ,x) = exp
(
−
∫ x

0
b(τ + y,y)dy

)
. (11.3)

Funct,ia σ(τ,x) reprezintă probabilitatea ca o persoană nou infectată la mo-
mentul τ să fie încă infectată la momentul τ + x. Rata de cres, tere init,ială λ a
epidemiei este unicul număr real astfel încât ecuat,ia integrală

v(t) =
∫ +∞

0
e−λx K(t,x)v(t − x)dx (11.4)

are o solut,ie v(t) pozitivă, netrivială s, i T-periodică (capitolul 7). Este, de
asemenea, unicul număr real λ astfel încât să existe o funct,ie v(t,x) pozitivă,
netrivială, T-periodică în raport cu t, care să satisfacă relat,iile

∂v
∂ t

+
∂v
∂x

+b(t,x)v(t,x) =−λ v(t,x) , v(t,0) =
∫ +∞

0
a(t,x)v(t,x)dx

(11.5)

s, i condit,ia de normalizare

1
T

∫ T

0

∫ +∞

0
v(t,x)dx dt = 1. (11.6)
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Rata de cres, tere λ este în continuare unicul număr real astfel încât să existe o
funct,ie w(t,x) pozitivă, netrivială, T-periodică în raport cu t, care să satisfacă
ecuat,ia adjunctă

∂w
∂ t

+
∂w
∂x

−b(t,x)w(t,x)+a(t,x)w(t,0) = λ w(t,x) , (11.7)

s, i condit,ia de normalizare

⟨v,w⟩= 1
T

∫ T

0

∫ +∞

0
v(t,x)w(t,x)dx dt = 1. (11.8)

Tripleta (λ ,v,w) este cea din propozit,ia 7.22.
Numim w(t,x) „valoarea de reproducere a unui individ infectat de x unităt,i

de timp, la momentul t”. În modelele demografice, a(t,x) ar fi fertilitatea s, i
b(t,x) mortalitatea. În afară de normalizare, această funct,ie w(t,x) este gene-
ralizarea, pentru modelul cu coeficient,i periodici, a definit,iei lui Fisher [74,
p. 379] pentru valoarea de reproducere în modelele autonome.

Cu această definit,ie a lui w(t,x), se poate generaliza s, i o observat,ie a lui
Fisher, arătând că valoarea totală de reproducere a unei populat,ii care verifică
sistemul (11.2), definită prin

W(t) =
∫ +∞

0
I(t,x)w(t,x)dx , (11.9)

este egală cu W(0)eλ t (anexa 11.6).

11.2.2 Formule perturbative de ordinul întâi pentru rata de cres, tere

Să luăm mai întâi în considerare cazul în care b(t,x) = b0(t,x)+ ε b1(t,x),
cu două funct,ii b0(t,x) s, i b1(t,x) periodice în raport cu t s, i de aceeas, i peri-
oadă. Să scriem prima ecuat,ie din (11.5) sub forma Lε v = λ v, unde Lε este
un operator diferent,ial liniar pe un spat,iu de funct,ii T-periodice (în raport cu
variabila t) care satisfac restrict,ia dată de a doua ecuat,ie din (11.5). Atunci
Lε = L0 + ε M cu (M v)(t,x) = −b1(t,x)v(t,x). Fie (λ0,v0,w0) tripleta
asociată cu L0. Conform teoriei perturbative a operatorilor liniari [21, capito-
lul XI], care dă o formulă analogă formulei (6.14) în dimensiune finită, valoa-
rea proprie principală λε asociată lui Lε este astfel încât λε = λ0+ε Λ+o(ε)
când ε → 0, unde

Λ = ⟨M v0,w0⟩=− 1
T

∫ T

0

∫ +∞

0
b1(t,x)v0(t,x)w0(t,x)dx dt . (11.10)

Observat,i că Λ < 0 dacă b1 > 0, as, a cum ar trebui să fie.
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În mod similar, să luăm în considerare cazul în care a(t,x) = a0(t,x)+
ε a1(t,x), cu două funct,ii a0(t,x) s, i a1(t,x) periodice în raport cu t. Să scriem
ecuat,ia (11.7) în forma L ′

ε v = λ v. Atunci L ′
ε =L ′

0 +ε N cu (N w)(t,x) =
a1(t,x)w(t,0). Ret,inet,i că (λ0,w0,v0) este tripleta asociată cu L ′

0 . Aceeas, i
teorie perturbativă arată că valoarea proprie principală λε asociată lui L ′

ε este
astfel încât λε = λ0 + ε Λ′+o(ε) când ε → 0, unde

Λ
′ = ⟨N w0,v0⟩=

1
T

∫ T

0
w0(t,0)

∫ +∞

0
a1(t,x)v0(t,x)dx dt . (11.11)

Observat,i că Λ′ > 0 dacă a1 > 0, as, a cum ar trebui să fie.

Coeficient, i independent, i de timp. Dacă a(t,x) = a0(x) s, i b(t,x) = b0(x),
atunci ecuat,ia (11.4) arată că rata de cres, tere λ0 este unica solut,ie reală a
ecuat,iei Euler-Lotka

1 =
∫ +∞

0
e−λ0 x K0(x)dx (11.12)

unde

K0(x) = a0(x)σ0(x), σ0(x) = exp
(
−
∫ x

0
b0(y)dy

)
.

Solut,iile ecuat,iilor (11.5)-(11.6) s, i (11.7)-(11.8) sunt date de formulele dato-
rate lui Lotka s, i Fisher pentru piramida vârstelor s, i pentru valoarea reproduc-
tivă:

v0(x) =
e−λ0x σ0(x)∫ +∞

0 e−λ0y σ0(y)dy
,

w0(x) = w0(0)
∫ +∞

x
e−λ0(y−x) σ0(y)

σ0(x)
a0(y)dy . (11.13)

Dacă b(x) = b0(x) + εb1(x) sau a(x) = a0(x) + ε a1(x), atunci formulele
(11.10) s, i (11.11) se reduc la

Λ =−
∫ +∞

0 b1(x)
∫ +∞

x e−λ0y σ0(y)a0(y)dy dx∫ +∞

0 xe−λ0x σ0(x)a0(x)dx
,

Λ
′ =

∫ +∞

0 e−λ0x σ0(x)a1(x)dx∫ +∞

0 xe−λ0x σ0(x)a0(x)dx
. (11.14)

Coeficient, i independent, i de x. Dacă a(t,x) = a(t) s, i b(t,x) = b(t), atunci
solut,iile ecuat,iilor (11.4), (11.5)-(11.6) s, i (11.7)-(11.8) sunt

λ =
1
T

∫ T

0
(a(t)−b(t))dt ,
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v(t,x) =
a(t − x) e−

∫ t
t−x a(τ)dτ

ψ(t)
1
T
∫ T

0 ψ(τ)dτ
, w(t,x) =

1
T
∫ T

0 ψ(τ)dτ

ψ(t)
,

unde am notat
ψ(t) = e−λ t+

∫ t
0(a(τ)−b(τ))dτ .

Valoarea reproductivă w(t,x) este atunci independentă de x. Dacă b(t) =
b0(t)+ εb1(t) sau a(t) = a0(t)+ ε a1(t), atunci formulele (11.10) s, i (11.11)
se reduc la

Λ =− 1
T

∫ T

0
b1(t)dt , Λ

′ =
1
T

∫ T

0
a1(t)dt ,

as, a cum se cuvine având în vedere expresia lui λ .

Mici perturbat, ii periodice în cazul autonom. Să considerăm acum cazul
unei mici perturbat,ii periodice a unei situat,ii autonome de forma

a(t,x) = (1+ ε cosωt)a0(x) , b(t,x) = b0(x) (11.15)

cu |ε|⩽ 1. În acest caz, nucleul (11.3) are forma

K(t,x) = (1+ ε cosωt)g(x) , (11.16)

cu g(x) = a0(x)σ0(x). Funct,iile v0(t,x) s, i w0(t,x) sunt întotdeauna indepen-
dente de t s, i sunt date de formulele (11.13). Deoarece media temporală a
a1(t,x) = cos(ωt)a0(x) este zero, formula (11.11) arată că Λ′ = 0. Prin ur-
mare λε = λ0+o(ε). Trebuie să studiem termenul de ordin ε2 pentru a vedea
cum poate apărea rezonant,a ratei de cres, tere λε .

Nu toate situat,iile interesante sunt de forma (11.15). De exemplu, dacă
studiem influent,a unei mici schimbări climatice asupra unei boli transmise
prin vectori, atunci a0(t,x) s, i b0(t,x) vor fi funct,ii periodice de timp din ca-
uza sezonalităt,ii populat,iei de vectori. Într-un astfel de caz, este probabil ca
modificarea de ordinul întâi a ratei de cres, tere dată de formula (11.11) să fie
diferită de zero.

În restul acestui capitol (cu except,ia anexei), accentul va fi pus pe mode-
lele liniarizate care pot fi scrise ca o ecuat,ie de reînnoire (11.1) cu un nucleu
K(t,x) de forma (11.16), des, i unele dintre aceste modele nu pot fi scrise ca
sub forma ecuat,iei cu derivate part,iale (11.2).

11.3 Formula de ordinul doi s, i rezonant,a

Capitolul 10 a dezvoltat o metodă numerică specială pentru a calcula rata
de cres, tere λε atunci când nucleul K(t,x) este de forma (11.16). Ret,inet,i,
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totus, i, că metodele din 9 s, i 10 ar putea gestiona un factor periodic arbitrar,
în special în cazul unei funct,ii periodice în trepte, care este mai realistă nu
numai pentru diferent,a anuală dintre perioada s, colară s, i cea de vacant,ă, ci s, i
pentru diferent,a săptămânală dintre zilele săptămânii s, i cele de weekend.

Putem spune, în mod vag, că există „rezonant,ă” dacă λε este semnificativ
mai mare decât λ0 atunci când ε ̸= 0 pentru anumite valori speciale ale impul-
sului ω , adică dacă anumite frecvent,e speciale favorizează cres, terea. Atunci,
întrebările care se pun sunt: se poate produce rezonant,a s, i dacă da, pentru ce
valori ale parametrilor?

Primul s, i cel mai evident mod de a răspunde la aceste întrebări este de a
calcula numeric λε s, i de a o compara cu λ0. Capitolul 10 a arătat că rata de
cres, tere λε definită de ecuat,iile (11.4) s, i (11.16) este cea mai mare rădăcină
reală a următoarei ecuat,ii, care implică o fract,ie continuă:

1/ĝ0(λ )−1 = 2Re
ε2/4

1/ĝ1(λ )−1−
ε2/4

1/ĝ2(λ )−1−
ε4/4
· · ·

, (11.17)

unde Re reprezintă partea reală s, i unde prin definit,ie

ĝn(λ ) =
∫ +∞

0
g(x)e−λ x−niωx dx (11.18)

este transformata Laplace a lui g calculată în λ + niω . Când ε = 0, ecuat,ia
(11.17) se reduce la ĝ0(λ ) = 1, care este ecuat,ia Euler-Lotka (11.12).

Există o a doua metodă de detectare a rezonant,ei. Capitolul 10 oferă o
formulă aproximativă de ordinul al doilea pentru λε atunci când ε este mic:

λε = λ0 +α ε
2 +o

(
ε

2) cu α =− 1
2 ĝ0′(λ0)

Re
(

1
1/ĝ1(λ0)−1

)
.

(11.19)
În acest fel, vedem că rezonant,a apare dacă α > 0 s, i α nu sunt mici în
comparat,ie cu λ0. Aceste condit,ii pot fi us, or verificate numeric.

În cele din urmă, există o a treia s, i poate cea mai interesantă metodă de
detectare a rezonant,ei. Rezonant,a este de as, teptat să apară atunci când ecuat,ia
Euler-Lotka (11.12) are o pereche de rădăcini complexe conjugate λ = x± iy
cu partea imaginară y apropiată de ω s, i partea reală x apropiată de rata de
cres, tere λ0. Într-adevăr, să presupunem că λ = ξ + iω este o rădăcină exactă
a ecuat,iei (11.12). Atunci

ĝ1(ξ ) =
∫ +∞

0
g(x)e−ξ x−iωx dx = 1 .
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Dacă partea reală ξ este apropiată de λ0, mai precis dacă (λ0 − ξ )/ω este
mică, avem aproximativ

ĝ1(λ0)≈ ĝ1(ξ )+(λ0 −ξ )ĝ1
′(ξ ) = 1+(λ0 −ξ )ĝ1

′(ξ ) .

Să înlocuim această aproximare în formula (11.19) pentru α înlocuit cu λ0 −
ξ care este mic, fapt ce se va utiliza de mai multe ori pentru obt,inerea formulei
de aproximare. Se obt,ine

α ≈ 1
2 ĝ0′(λ0)(λ0 −ξ )

Re
(

1
ĝ1′(ξ )

)
. (11.20)

S, tim că, pentru orice rădăcină λ = ξ + iω a ecuat,iei (11.12), inegalitatea
strictă ξ < λ0 este adevărată. Într-adevăr, cu

1 =
∫ +∞

0
e−λ0xg(x)dx, 1 =

∫ +∞

0
e−(ξ+iω)xg(x)dx,

avem în primul rând

1 =

∣∣∣∣∫ +∞

0
e−(ξ+iω)xg(x)dx

∣∣∣∣⩽ ∫ +∞

0
e−ξ xg(x)dx.

Deci ξ ⩽ λ0. Dacă am avea ξ = λ0, am putea deduce prin scădere

0 =
∫ +∞

0
e−λ0x

(
1− e−iωx

)
g(x)dx,

a cărui parte reală ar da

0 =
∫ +∞

0
e−λ0x[1− cos(ωx)]g(x)dx,

ceea ce este imposibil dacă funct,ia pozitivă g(x) nu este identic zero. Prin
urmare ξ < λ0.

Ret,inet,i, de asemenea, că

ĝ0
′(λ0) =−

∫ +∞

0
xg(x)e−λ0x dx < 0 .

Mai mult, pentru orice număr complex z = x+ iy, avem Re(1/z) = x/(x2 +
y2); semnul lui Re(1/z) este acelas, i cu semnul lui Re(z). Deci, pentru for-
mula (11.20), trebuie doar să determinăm semnul lui Re(ĝ1

′(ξ )). Dacă

Re(ĝ1
′(ξ ))< 0,
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atunci α este pozitiv s, i mare din cauza numitorului mic λ0 − ξ . Cu alte cu-
vinte, λε este semnificativ mai mare decât λ0: există o rezonant,ă. Gradul de
rezonant,ă se măsoară, într-un fel, prin distant,a λ0 −ξ . Cu cât este mai mică,
cu atât mai mare este rezonant,a. Reamintim, de asemenea, că λ0 −ξ este le-
gat de viteza cu care populat,ia tinde spre forma sa stabilă (în sensul lui Lotka,
cu durata infect,iei x înlocuind vârsta). În modelele epidemiologice, această
not,iune nu este foarte importantă, deoarece termenii neliniari domină rapid
dinamica. Condit,ia Re(ĝ1

′(ξ )) < 0 ar trebui să fie considerată o condit,ie
tehnică suplimentară pentru aparit,ia rezonant,ei.

Pentru această a treia metodă, un aspect important este acela că ecuat,ia
Euler-Lotka poate să nu aibă o altă rădăcină complexă decât cea reală. Acest
lucru face distinct,ia între modelele în care poate apărea rezonant,a s, i cele în
care nu apare. Des, i este posibil să se calculeze timpul mediu de generare
în fiecare model, acest lucru nu înseamnă că există întotdeauna o rădăcină
complexă a ecuat,iei Euler-Lotka cu o parte imaginară apropiată de acest timp
de generare.

În sect,iunea următoare, vom studia aceste trei metode pentru mai multe
modele epidemiologice simple cu o rată de contact periodică, pentru a arăta
cum modele a priori foarte asemănătoare pot avea proprietăt,i destul de diferite
în ceea ce prives, te rezonant,a ratei init,iale de cres, tere.

11.4 Exemple

11.4.1 Modelul periodic S-I-R

Fie S(t) numărul de persoane susceptibile, I(t) numărul de persoane infectate
s, i R(t) numărul de persoane vindecate. Fie N = S(t)+ I(t)+R(t) populat,ia
totală, care este constantă. Se consideră modelul dat de

dS
dt

=−a(t)S
I
N
,

dI
dt

= a(t)S
I
N
−b I ,

dR
dt

= b I ,

cu a(t) = a0(1+ ε cosωt) s, i |ε|⩽ 1. Proport,iile

s(t) = S(t)/N, i(t) = I(t)/N, r(t) = R(t)/N

verificat,i
ds
dt

=−a(t)s i ,
di
dt

= a(t)s i−bi ,
dr
dt

= bi .

cu s+ i+ r = 1. Parametrul a(t) este rata efectivă de contact cu o perioadă
T = 2π/ω . Parametrul b este rata de recuperare. Spre deosebire de lucrările
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privind rezonant,a pentru bolile endemice, adăugarea nas, terilor s, i a decese-
lor sau revenirea la compartimentul susceptibililor nu sunt importante pentru
pragul epidemic. Aces, ti termeni au fost omisi în acest model, precum s, i în
celelalte modele de mai jos, pentru ca discut,ia să fie cât mai simplă posibil.

Echilibrul fără boală este (s, i,r) = (1,0,0). Liniarizăm sistemul în apro-
pierea acestui echilibru s, i punem h(t) = a(t) i(t); acesta este numărul de noi
infect,ii pe unitate de timp în această aproximare. Putem verifica că h(t) este
o solut,ie a unei ecuat,ii de forma (11.1) cu un nucleu dat de formula (11.16).
Folosind relat,iile (11.12), (11.18) s, i (11.19), găsim cu us, urint,ă

g(x) = a0 e−bx , ĝn(λ ) = a0/(b+λ +niω) , λ0 = a0 −b , α = 0 .

Prima metodă de detectare a rezonant,ei este calcularea numerică a λε .
Pentru acest model, în capitolul 10 s-a observat deja că λ = ā− b = λ0 este
o rădăcină a (11.17) pentru orice |ε| ⩽ 1, dar a priori poate nu este cea mai
mare. Deci putem bănui că λε = λ0. S, i, într-adevăr, pornind de la definit,ia
(11.4) din λε , putem arăta că λε este exact egal cu λ0 (a se vedea observat,ia de
după corolarul 7.20). Nu există rezonant,ă, indiferent de valorile parametrilor.

A doua metodă se concentrează pe α . Aici α este zero, ceea ce tinde
să confirme că nu există rezonant,ă. În ceea ce prives, te cea de-a treia me-
todă, observăm că λ0 este singura rădăcină în întregul plan complex a ecuat,iei
Euler-Lotka (11.12): nu există rezonant,ă.

11.4.2 Modelul periodic S-I-R cu o perioadă fixă de infect, ie

Să ne uităm direct la modelul pentru proport,ii, dar păstrând literele majuscule
S-I-R

dS
dt

(t) =−a(t)S(t) I(t) ,

dI
dt
(t) = a(t)S(t) I(t)−a(t − τ)S(t − τ) I(t − τ) ,

dR
dt

(t) = a(t − τ)S(t − τ) I(t − τ) ,

cu S+ I+R = 1 s, i a(t) = a0(1+ ε cosωt). Parametrul τ reprezintă durata
perioadei de infect,ie.

Echilibrul fără boală este (S, I,R) = (1,0,0). Numărul de noi infect,ii pe
unitate de timp în modelul liniarizat, h(t) = a(t) I(t), este o solut,ie a unei
ecuat,ii de forma (11.1) cu un nucleu (11.16). Aici

g(x) =
{

a0, x < τ,
0, x > τ,

ĝn(λ ) =

{
a0 τ, λ +niω = 0,
a0

1−e−λτ−niωτ

λ+niω altfel
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s, i

1 = a0
1− e−λ0τ

λ0
. (11.21)

Observat,i că λ0 este o funct,ie implicită de τ , dar că

τ =− 1
λ0

log
(

1− λ0

a0

)
. (11.22)

Mai mult, λ0 → −∞ când τ → 0, λ0 îs, i schimbă semnul când τ = 1/a0 s, i
λ0 → a0 când τ → +∞; acest lucru poate fi us, or de demonstrat cu ajutorul
relat,iilor (11.21) s, i (11.22). Formula (11.19) pentru α nu poate fi cu ade-
vărat simplificată. Să presupunem că perioada T = 2π/ω = 1 ar reprezenta
o săptămână. Ca exemplu, să luăm în considerare cazul în care a0 = 1 pe
săptămână.

Cu prima metodă, figura 11.1(a) arată modul în care rata de cres, tere λε

depinde de perioada de infect,ie τ pentru 0 < τ < 2,5 s, i pentru diferite valori
ale ε . Un zoom pe figură ar arăta că λε > λ0 pentru ε ̸= 0 când 1 < τ <
1,43 s, i când 2 < τ < 2,44 (aproximativ). Cu toate acestea, diferent,a nu este
semnificativă. Există doar o rezonant,ă slabă.
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Figura 11.1: Rezonant, ă slabă în modelul periodic S-I-R cu o perioadă de infect,ie fixă.
(a) Rata de cres, tere λε în funct,ie de perioada de infect,ie τ pentru diferite valori ale lui
ε . (b) Coeficientul α în funct,ie de τ .

Cu cea de-a doua metodă, figura 11.1(b) arată cum depinde coeficientul
α de perioada de infect,ie τ în acelas, i interval. Din punct de vedere numeric,
α > 0 pentru 1 < τ < 1,43 s, i 2 < τ < 2,44, as, a cum ar trebui. Maximul α/λ0,
care este atins când τ ≈ 1,17, este de aproximativ 9 %. Acest lucru confirmă
slăbiciunea rezonant,ei.

Cu cea de-a treia metodă, reamintim mai întâi că există întotdeauna o sin-
gură rădăcină reală λ0 a ecuat,iei Euler-Lotka (11.21). Dar s, i această ecuat,ie
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are un număr infinit de perechi de rădăcini complexe conjugate: acesta este
cazul mai general pentru modelele în care g(x) are un suport compact. Dintre
aceste rădăcini complexe, unele pot avea o parte imaginară egală cu ω pen-
tru anumite valori particulare ale τ . Pentru a găsi aceste valori, observăm
că ecuat,ia (11.21) cu λ = x+ iy în loc de λ0 este echivalentă (dacă excludem
x = y= 0) cu sistemul real x = a0 (1− e−xτ cos(yτ)) s, i y= a0 e−xτ sin(yτ). Să
punem y = ω s, i să eliminăm x din a doua ecuat,ie. Obt,inem o singură ecuat,ie
pentru τ:

1
ωτ

log
[

ω

a0 sin(ωτ)

]
− 1

tan(ωτ)
+

a0

ω
= 0 . (11.23)

Primul membru este o funct,ie continuă de τ pentru orice nT< τ < (n+1/2)T
s, i toate numerele întregi n ⩾ 1, care tinde la −∞ când τ → nT+ s, i care tinde
la +∞ când τ → (n + 1/2)T−. Prin urmare, (11.23) are un număr infinit
de solut,ii pozitive τ1 < τ2 < · · · . Pentru exemplul nostru în care ω = 2π s, i
a0 = 1, obt,inem: τ1 ≈ 1,19, τ2 ≈ 2,20, τ3 ≈ 3,21. . .

Când τ = τ1, rădăcinile complex conjugate ale ecuat,iei (11.21) cu partea
reală mai mare sunt x1 ± iω sau x1 ≈ −1,61, în timp ce λ0 ≈ 0,30. Astfel,
des, i condit,ia tehnică Re(ĝ1

′(x1)) ≈ −1,2 < 0 este îndeplinită, diferent,a din-
tre x1 s, i λ0 este prea mare pentru a se produce o rezonant,ă semnificativă:
(λ0 − x1)/ω ≈ 0,30. În mod similar, atunci când τ = τ2, rădăcinile com-
plex conjugate ale ecuat,iei (11.21) cu a doua cea mai mare parte reală sunt
x2 ± iω cu x2 ≈ −0,85, în timp ce λ0 ≈ 0,85. Astfel, des, i condit,ia tehnică
Re(ĝ1

′(x2))≈−2,23< 0 este îndeplinită, diferent,a dintre x2 s, i λ0 este din nou
prea mare pentru a se produce o rezonant,ă semnificativă: (λ0−x2)/ω ≈ 0,27.
Aceeas, i concluzie este valabilă s, i pentru celelalte rădăcini complexe care pen-
tru τ = τn au partea imaginară egală cu ω .

11.4.3 Modelul periodic S-E-I-R

Să presupunem acum că există o proport,ie E(t) din populat,ie care este infec-
tată, dar nu este încă infect,ioasă, adică în faza de latent,ă. Luat,i în considerare
modelul pentru proport,ii

dS
dt

=−a(t)SI ,
dE
dt

= a(t)SI− cE,
dI
dt

= cE−b I ,
dR
dt

= b I ,

cu S+E+I+R= 1 s, i a(t)= a0(1+ε cosωt). Noul parametru c este proport,ia
indivizilor infectat,i care devin infect,ios, i. Când c → +∞, acest model tinde
spre modelul S-I-R din sect,iunea 11.4.1.

Echilibrul fără boli este (S,E, I,R) = (1,0,0,0). Numărul de noi infect,ii
pe unitate de timp în modelul liniarizat, h(t) = a(t) I(t), este o solut,ie a unei
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ecuat,ii de forma (11.1) cu un nucleu (11.16). Aici,

g(x) = a0 c
e−cx − e−bx

b− c
, ĝn(λ ) =

a0 c
(λ + c+niω)(λ +b+niω)

,

λ0 =
−(b+ c)+

√
(b− c)2 +4a0c
2

, (11.24)

α =
−(a0 c)2√

(b− c)2 +4a0c [ω2 +(b− c)2 +4a0 c]
.

Pentru prima metodă, se ia în considerare cazul în care T = 2π/ω = 1
este o săptămână, care modelează diferent,ele în ratele de contact între zilele
lucrătoare s, i cele de weekend, s, i în care perioada medie de infect,ie 1/b este
egală cu 2 zile sau 2/7 săptămâni. Să luăm o rată medie de contact a0 astfel
încât reproductivitatea a0/b atunci când ε = 0 este egală cu 1,2, o ipoteză
rezonabilă dacă luăm în considerare o boală emergentă. Figura 11.2 arată
modul în care rata de cres, tere λε depinde de perioada medie de latent,ă 1/c
pentru diferite valori ale ε . Ret,inet,i că λε este întotdeauna mai mic decât λ0
atunci când ε ̸= 0 este prezent. Nu există rezonant,ă.
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Figura 11.2: Absent,a rezonant,ei în modelul periodic S-E-I-R. Rata de cres, tere λε în
funct,ie de perioada medie de latent, ă 1/c (în săptămâni) pentru diferite valori ale lui ε .

Pentru cea de-a doua metodă, ret,inet,i că α < 0: nu există rezonant,ă. În
ceea ce prives, te cea de-a treia metodă, ecuat,ia Euler-Lotka (11.12) pentru
acest model are o singură rădăcină, s, i anume λ0, în partea din planul com-
plex în care converge integrala celui de-al doilea membru al ecuat,iei (11.12):
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Re(λ )> max{−b,−c}. Ret,inet,i că λ0 este o solut,ie a unei ecuat,ii polinomi-
ale de gradul 2. Cealaltă solut,ie, dată de formula (11.24) cu semnul minus
în fat,a rădăcinii pătrate, este o rădăcină a ecuat,iei dedusă din (11.12) prin
continuarea analitică a integralei. Pentru această a doua solut,ie, integrala
este divergentă. În orice caz, această solut,ie este un număr real; nu există
rezonant,ă.

11.4.4 Modelul periodic S-E-I-R cu o perioadă de latent, ă fixă

Modelul este dat de

dS
dt

=−a(t)S(t) I(t) ,
dE
dt

= a(t)S(t) I(t)−a(t − τ)S(t − τ) I(t − τ) ,

dI
dt

= a(t − τ)S(t − τ) I(t − τ)−b I(t) ,
dR
dt

= b I(t) ,

cu S+E+ I+R = 1 s, i a(t) = a0(1+ ε cosωt). Parametrul τ este acum peri-
oada de latent,ă. Când τ → 0, modelul tinde spre cel din sect,iunea 11.4.1.

Echilibrul fără boli este (S,E, I,R) = (1,0,0,0). Numărul de noi infectat,i
pe unitate de timp, în modelul liniarizat, h(t) = a(t) I(t), este o solut,ie a unei
ecuat,ii de forma (11.1) cu un nucleu (11.16). Aici

g(x) =
{

0, x < τ,

a0 e−b(x−τ), x > τ,
ĝn(λ ) = a0

e−niωτ−λτ

λ +b+niω
,

λ0 = a0 e−λ0τ −b . (11.25)

Ecuat,ia pentru λ0 este din nou implicită. Formula (11.19) pentru α nu poate
fi cu adevărat simplificată.

Pentru prima metodă, la fel ca în sect,iunea anterioară, au fost alese T =
2π/ω = 1 săptămână, 1/b = 2 zile sau 2/7 săptămâni s, i a0/b = 1,2. Fi-
gura 11.3(a) arată modul în care rata de cres, tere λε depinde de perioada de
decalaj τ pentru diferite valori ale ε . Observat,i în figura 11.3(a) că rezonant,a
apare aproximativ pentru 0,66 < τ < 1 s, i 1,66 < τ < 2. Există, de asemenea,
o rezonant,ă pentru valori mai mari ale τ care nu este prezentată. Capitolul 10
prezintă o cifră similară pentru un model us, or diferit (S-E-I-S s, i nu S-E-I-R);
dar nu a fost dată nicio explicat,ie pentru „umflături”.

Cu cea de-a doua metodă se poate verifica numeric că α > 0 cel put,in
pentru 0,66 < τ < 1 s, i 1,66 < τ < 2 (fig. 11.3b). Cu cea de-a treia metodă,
întrebarea este dacă ecuat,ia Euler-Lotka (11.25) poate avea solut,ii λ cu o
parte imaginară y egală cu ω . Să presupunem λ = x+ iy. Ecuat,ia pentru
λ poate fi scrisă ca un sistem real pentru x s, i y: x = a0 e−xτ cos(yτ)− b s, i
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Figura 11.3: Rezonant,a în modelul periodic S-E-I-R cu o perioadă de latent, ă fixă.
(a) Rata de cres, tere λε în funct,ie de perioada de latent, ă τ (în săptămâni) pentru diferite
valori ale lui ε . (b) Coeficientul α în funct,ie de τ .

y = −a0 e−xτ sin(yτ). Să punem y = ω s, i să eliminăm x din a doua ecuat,ie.
Se obt,ine

1
ωτ

log
[
− ω

a0 sin(ωτ)

]
− 1

tan(ωτ)
− b

ω
= 0 . (11.26)

Ca s, i în sect,iunea 11.4.2, primul membru este o funct,ie continuă a τ pentru
orice (n−1/2)T < τ < nT s, i toate numerele întregi n ⩾ 1, care tinde la −∞

când τ → (n− 1/2)T+ s, i care tinde la +∞ când τ → nT−. Astfel, ecuat,ia
(11.26) are un număr infinit de solut,ii τ1 < τ2 < · · · care tind spre +∞, pentru
care ne putem as, tepta la rezonant,ă. Să rezolvăm numeric ecuat,ia (11.26) cu
aceleas, i valori ale parametrilor ca mai sus. Se obt,ine: τ1 ≈ 0,82, τ2 ≈ 1,83,
τ3 ≈ 2,83. . .

Când τ = τ1, rădăcinile complex conjugate ale (11.25) cu partea reală
mai mare sunt x1 ± iω cu x1 ≈ −0,61, în timp ce λ0 ≈ 0,17. Condit,ia teh-
nică Re(ĝ1

′(x1)) ≈ −0,88 < 0 este verificată, iar diferent,a dintre x1 s, i λ0
este destul de mică: (λ0 − x1)/ω ≈ 0,12. Deci există rezonant,ă când τ ≈ τ1.
Când τ = τ2, rădăcinile complex conjugate ale (11.25) cu partea reală care
vine a doua în ordine descrescătoare sunt x2 ± iω cu x2 ≈ −0,28, în timp ce
λ0 ≈ 0,086. Din nou, condit,ia tehnică Re(ĝ1

′(x2)) ≈ −1,89 < 0 este veri-
ficată, iar diferent,a dintre x2 s, i λ0 este mică: (λ0 − x2)/ω ≈ 0,06. Există
rezonant,ă când τ ≈ τ2. Există, de asemenea, rezonant,ă când τ = τn pentru
n > 2.

Din punct de vedere practic, nu este imposibil ca o boală să aibă o peri-
oadă de latent,ă τ apropiată de τ1 (aici aproximativ 6 zile) urmată în medie de
două zile de perioadă de infect,ie. O rată de contact cu o perioadă de o săp-
tămână, datorită diferent,ei dintre zilele lucrătoare s, i cele de weekend, poate
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provoca o rezonant,ă puternică pentru o astfel de boală. Timpul mediu între
două generat,ii ∫ +∞

0 xg(x)dx∫ +∞

0 g(x)dx
= τ1 +1/b ≈ 7,7 zile

este apropiat de perioada T = 7 zile a ratei de contact. Dar această regulă
aproximativă pentru rezonant,ă nu a funct,ionat pentru modelul din sect,iunea
anterioară. Diferent,a dintre figura 11.2 s, i figura 11.3a este put,in surprinză-
toare. Acestea sunt modele S-E-I-R, primul cu o perioadă de latent,ă distribu-
ită exponent,ial, iar al doilea cu o perioadă de latent,ă fixă. Concluzia biolo-
gică, dacă boala se va declans, a sau nu, pare să depindă foarte mult de alegerea
între aceste două modele a priori similare. Prin urmare, modele foarte ase-
mănătoare se pot comporta foarte diferit în ceea ce prives, te rezonant,a ratei de
cres, tere.

Modelele S-E-I-R în care perioada de latent,ă s, i perioada infect,ioasă sunt
fixe prezintă o rezonant,ă similară a ratei de cres, tere. Este încă posibil să
se găsească valori ale parametrilor pentru care există o rădăcină complexă
x+ iy a ecuat,iei Euler-Lotka cu o parte imaginară egală cu ω . Dar trucul de
eliminare a părt,ii reale x pentru a obt,ine o singură ecuat,ie ca în ecuat,ia (11.26)
nu mai funct,ionează.

11.4.5 Model periodic S-E-I-R cu o perioadă de latent, ă distribuită con-
form unei distribut, ii Gamma

Pentru a înt,elege de ce modelele din ultimele două sect,iuni dau rezultate atât
de diferite, să luăm în considerare cazul unei perioade latente care urmează
distribut,ia Gamma. Aceasta este o generalizare atât a distribut,iei exponen-
t,iale, cât s, i a distribut,iei Dirac atunci când perioada latentă este fixă. Mai
precis, fie

ψ(x) = β
ν xν−1 e−β x/Γ(ν)

distribut,ia perioadei latente, unde β > 0 s, i ν ⩾ 1 sunt numere reale. Perioada
medie de latent,ă este τ = ν/β iar variant,a este ν/β 2 = τ2/ν . Când ν = 1,
găsim distribut,ia exponent,ială cu o medie egală cu 1/β din sect,iunea 11.4.3.
Distribut,ia Gamma tinde spre distribut,ia Dirac în x = τ din sect,iunea 11.4.4
dacă ν s, i β tind spre +∞, în timp ce raportul ν/β este ment,inut constant s, i
egal cu τ .



190

Modelul este

dS
dt

=−a(t)S(t) I(t), E(t,0) = a(t)S(t) I(t),
∂E
∂ t

+
∂E
∂x

= −c(x)E(t,x),

dI
dt

=
∫ +∞

0
c(x)E(t,x)dx−b I(t) ,

dR
dt

= b I(t) ,

cu
S(t)+

∫ +∞

0
E(t,x)dx+ I(t)+R(t) = 1

s, i a(t) = a0(1+ε cosωt). Coeficientul c(x) este legat de distribut,ia ψ(x) prin
relat,iile

exp
(
−
∫ x

0
c(y)dy

)
= 1−

∫ x

0
ψ(y)dy , c(x) =

ψ(x)
1−

∫ x
0 ψ(y)dy

.

Se poate demonstra că numărul de infect,ii noi pe unitate de timp în mode-
lul liniarizat, h(t) = a(t) I(t), este solut,ia unei ecuat,ii de forma (11.1) cu un
nucleu (11.16) s, i

g(x) = a0

∫ +∞

0
e−b(x−y)

ψ(y)dy .

De asemenea, se poate demonstra că

ĝn(λ ) =
a0 β ν

(b+λ +niω)(β +λ +niω)ν
, λ0 =

a0 β ν

(β +λ0)ν
−b .

Formula pentru λ0 este din nou implicită. Formula (11.19) pentru α nu poate
fi simplificată.

În figura 11.4 este prezentat semnul α (mai precis liniile de nivel α = 0)
în diagrama (τ,1/ν). Reamintim că α > 0 este o condit,ie necesară pentru
rezonant,ă. Linia orizontală de sus, ν = 1, corespunde cazului unei perioade
de latent,ă distribuită exponent,ial s, i se află în partea din diagramă în care α <
0, as, a cum se as, teaptă din figura 11.2. Limita 1/ν → 0 corespunde perioadei
de latent,ă fixă, astfel încât linia orizontală de jos corespunde figurii 11.3 s, i
are mai multe părt,i unde α > 0. În acest fel, vedem cum dispare rezonant,a pe
măsură ce cres, te variant,a τ2/ν .

11.5 O mie s, i unul de modele periodice

Lista acestor modele ar putea continua până ne plictisim, de exemplu, cu
o rată de contact periodică a unei forme diferite, o vaccinare periodică, o
populat,ie de vectori sau un rezervor periodic, o demografie periodică sau o
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Figura 11.4: Linii de nivel α = 0 în diagrama (τ,1/ν). Zonele în care α > 0 sunt
cele în care poate apărea rezonant,a. În partea din dreapta jos a diagramei, zonele în
care α < 0 alternează cu cele în care α > 0, dar sunt reprezentate doar liniile de nivel
α = 0.

migrat,ie periodică. Mai mult, ecuat,ia liniară (11.1) se regăses, te în majorita-
tea celorlalte probleme de dinamică a populat,iei (demografie, ecologie, teo-
ria chemostatului, imunologie etc.), cel put,in în aproximat,ie liniară. Astfel,
acelas, i fenomen de rezonant,ă poate fi studiat, de exemplu, în cazul recoltelor
periodice, al înfloririi periodice a fitoplanctonului, al intrărilor s, i ies, irilor pe-
riodice dintr-un chemostat, al tratamentelor antivirale periodice, al tratamen-
telor periodice împotriva cancerului, al modelelor periodice ale populat,iei ce-
lulare etc. Rezonant,a este as, teptată pentru unele modele s, i nu pentru altele.
Răspunsul depinde de modelul liniarizat în apropierea stării stat,ionare trivi-
ale (sau periodice), dar nu s, i de termenii neliniari utilizat,i. Astfel, majoritatea
modelelor cu un număr mic de compartimente conduc la aceleas, i calcule ca
cele de mai sus.

Principala întrebare care rămâne este dacă, pentru anumite boli sau pentru
anumite aplicat,ii din alte domenii ale dinamicii populat,iei, acest fenomen de
rezonant,ă joacă un rol semnificativ. Aceasta este o întrebare dificilă, deoarece
pentru modele foarte asemănătoare, cum ar fi modelele S-E-I-R cu o perioadă
de latent,ă exponent,ială sau fixă, concluziile sunt diferite, chiar dacă ambele
modele ar putea fi adecvate pentru aceeas, i boală. Modelele cu o funct,ie g(x)
cu suport compact sunt, totus, i, mai realiste. În acest caz, ecuat,ia Euler-Lotka
are un număr infinit de rădăcini complex conjugate. Prin urmare, este posibil
ca rezonant,a să apară pentru anumite valori ale parametrilor.
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11.6 Anexă: cres, terea exponent, ială a valorii totale de re-
producere într-un mediu periodic

Demonstrat,ia începe cu definit,ia (11.9) s, i apoi utilizează prima ecuat,ie a sis-
temului (11.2) s, i o integrare prin părt,i:

dW
dt

=
∫ +∞

0

[
I(t,x)

∂w
∂ t

+
∂ I
∂ t

w(t,x)
]

dx

=
∫ +∞

0

[
I(t,x)

∂w
∂ t

− ∂ I
∂x

w(t,x)−b(t,x) I(t,x)w(t,x)
]

dx

=
∫ +∞

0

[
∂w
∂ t

+
∂w
∂x

−b(t,x)w(t,x)
]

I(t,x)dx+ I(t,0)w(t,0) .

Folosind a doua ecuat,ie a sistemului (11.2) s, i ecuat,ia (11.7), obt,inem în final

dW
dt

=
∫ +∞

0

[
∂w
∂ t

+
∂w
∂x

−b(t,x)w(t,x)+w(t,0)a(t,x)
]

I(t,x)dx

= λ

∫ +∞

0
w(t,x) I(t,x)dx = λ W(t) .

Astfel W(t) = W(0)eλ t .

Observat,ia 11.1. Cu definit,ia (11.5) a funct,iei v(t,x), vedem că dacă I(0,x) =
v(0,x), atunci I(t,x) = eλ t v(t,x). Cres, terea exponent,ială a valorii totale de
reproducere W(t) implică egalitatea∫ +∞

0
v(t,x)w(t,x)dx =

∫ +∞

0
v(0,x)w(0,x)dx

pentru orice t > 0. Prin urmare, normalizarea (11.8) ia forma mai simplă∫ +∞

0
v(t,x)w(t,x)dx = 1.
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Modelul lui Kermack s, i McKendrick pentru ciuma
din Bombay

Figura care arată modul în care modelul Kermack s, i McKen-
drick se potrives, te cu datele din 1906 pentru epidemia de ciumă
din Bombay este una dintre cele mai reproduse figuri din cărt,ile
despre modelarea matematică a epidemiilor. În acest capitol, se
arată că ipoteza unor parametri constant,i în acest model con-
duce la valori numerice nerealiste. În plus, rapoartele publicate
la acea vreme arată că epidemiile de ciumă au apărut în Bom-
bay cu o sezonalitate remarcabilă în fiecare an din 1897 până cel
put,in în 1911. As, adar, epidemia din 1906 nu este un bun exem-
plu de epidemie care se opres, te, pentru că numărul de persoane
susceptibile de a fi infectate a scăzut sub un anumit prag, ci un
exemplu de epidemie sezonieră. Se prezintă un model pentru
ciuma din Bombay cu caracter sezonier s, i se calculează repro-
ductivitatea asociată s, obolanilor s, i puricilor.

12.1 O ajustare îns, elătoare

Figura care arată modul în care modelul S-I-R al lui Kermack s, i McKendrick
(capitolul 1) se potrives, te cu datele din 1906 pentru epidemia de ciumă din
Bombay este bine cunoscută celor care fac modele (fig. 12.1). Ea a fost re-
produsă în numeroase cărt,i de epidemiologie matematică [44], biomatematică
[1, 30] s, i istoria modelării matematice [37]. Datele, a căror origine nu este
precizată de Kermack s, i McKendrick, provin dintr-un raport al unei anchete
asupra ciumei din India publicat în 1907. Pentru referint,e la datele epide-
miologice din acest capitol, a se vedea [3]. Pentru informat,ii istorice despre
Kermack s, i McKendrick, a se vedea [10, capitolul 18].



194

0 2010 305 15 25

0

1 000

200

400

600

800

Figura 12.1: Numărul săptămânal de decese cauzate de ciumă în Bombay între 17
decembrie 1905 s, i 21 iulie 1906. Ecuat,ia curbei este 890/ch2(0,2 t −3,4).

Cu toate acestea, Kermack s, i McKendrick nu au obt,inut curba clopotu-
lui din figura 12.1 direct din modelul lor original, un sistem de trei ecuat,ii
diferent,iale, deoarece acestea nu aveau o solut,ie explicită. În schimb, ei au
folosit o anumită aproximare (sect,iunea 1.4) pentru care au obt,inut o solut,ie
explicită: numărul de decese pe unitatea de timp dR/dt era de forma

dR
dt

≈ α

ch2(β t − γ)
, (12.1)

unde cei trei parametri α , β s, i γ depind într-un mod complicat de parame-
trii modelului. Potrivirea datelor a fost α = 890 pe săptămână, β = 0,2 pe
săptămână s, i γ = 3,4. Kermack s, i McKendrick au ment,ionat, de asemenea,
câteva ipoteze simplificatoare în modelul lor; de exemplu, modelul lor nu ia în
considerare în mod explicit s, obolanii s, i puricii care transmit ciuma. Aces, tia
au remarcat:

„Niciuna dintre aceste ipoteze nu este strict îndeplinită s, i, prin
urmare, ecuat,ia numerică nu poate fi decât o aproximare foarte
aproximativă. Nu trebuie să se as, tepte o potrivire perfectă s, i nu
trebuie să se facă deduct,ii cu privire la valorile reale ale diferite-
lor constante.”

În ciuda acestei atent,ionări, ar putea fi interesant de studiat mai atent acest
aspect. În special, ne putem întreba:
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• care sunt valorile parametrilor modelului original care corespund ajus-
tării din figura 12.1?

• care este reproductivitatea asociată R0?

În sect,iunea 12.2, sunt amintite contextul istoric s, i formulele obt,inute
de Kermack s, i McKendrick. În sect,iunea 12.3, prezentăm calculele care ne
permit să găsim valorile parametrilor din ajustare, le aplicăm la cazul ciu-
mei din Bombay s, i explicăm că valorile obt,inute sunt mai degrabă nerea-
liste. Prin urmare, ipoteza unor valori constante ale parametrilor trebuie să
fie pusă sub semnul întrebării. Sect,iunea 12.4 discută rolul sezonalităt,ii, care
este cu sigurant,ă responsabilă pentru declinul epidemiei din 1906, s, i pro-
pune un model periodic pentru această epidemie de ciumă. Modelul include
purici, s, obolani s, i oameni. Sect,iunea 12.5 prezintă mai întâi o definit,ie a
reproductivităt,ii asociate cu fiecare tip de gazdă pentru modelele periodice.
Acest lucru se aplică modelului din sect,iunea anterioară. Sect,iunea 12.6 com-
pară reproductivităt,ile modelului periodic cu reproductivitatea unui model re-
dus.

12.2 Ciuma bubonică din Bombay s, i formulele obt, inute de
Kermack s, i McKendrick

Ciuma bubonică a apărut în Bombay (actualul Mumbai) în august 1896.
Aceasta a devenit endemică s, i a reapărut în anii următori, cu un puternic ca-
racter sezonier, după cum s-a discutat în sect,iunea 12.4. Ciuma s-a răspândit
s, i în India, provocând peste zece milioane de decese între 1898 s, i 1918 [57,
p. 26]. În ianuarie 1905, secretarul de stat pentru India, Royal Society s, i Insti-
tutul Lister au înfiint,at un comitet consultativ. Comitetul de lucru al acestuia
a avut sediul la Bombay. Comitetul a efectuat numeroase experimente de la-
borator s, i investigat,ii pe teren pentru a studia toate aspectele bolii. Ca urmare,
nu mai put,in de optzeci s, i patru de rapoarte despre ciuma din India, cu sute
de tabele, diagrame s, i hărt,i, au fost publicate între septembrie 1906 s, i aprilie
1917 ca numere speciale ale Journal of Hygiene. Majoritatea informat,iilor
din acest capitol provin din aceste rapoarte (jurnalul a fost digitalizat).

Epidemia de ciumă sezonieră din 1906, care a durat din ianuarie până în
iulie 1906, a fost prima epidemie pe care Comisia a studiat-o s, i, de asemenea,
cea care a primit cea mai mare atent,ie. Dar, în realitate, a fost de „gravitate
moderată”. Comisia a confirmat rolul s, obolanilor s, i al puricilor lor în răspân-
direa ciumei, rol care fusese demonstrat experimental de Paul-Louis Simond
în 1898. Este demn de remarcat faptul că M. Kesava Pai, cu care McKendrick
avea să scrie o lucrare în 1911, s, i directorul Institutului Pasteur din India din
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Kasauli, unde McKendrick avea să lucreze între 1905 s, i 1920, au fost membri
ai comisiei.

Kermack s, i McKendrick au studiat un model matematic cu trei comparti-
mente:

• persoane sensibile S(t);

• oameni infectat,i cu ciumă I(t);

• persoane moarte sau imune R(t).

Notat,iile originale au fost x(t), y(t) s, i z(t); notat,iile S-I-R au devenit standard
abia mult mai târziu. Populat,ia totală este de N = S(t)+ I(t)+R(t). Ecuat,iile
au fost

dS
dt

=−k SI,
dI
dt

= k SI−b I,
dR
dt

= b I, (12.2)

unde k = a/N, a este rata efectivă de contact s, i b > 0 o rată de mortalitate
sau de vindecare. În cazul în care condit,iile init,iale sunt S(0) = S0, I(0) = I0,
R(0) = 0 s, i dacă a/b ≈ 1 cu a > b, atunci numărul de decese pe unitatea de
timp este dat de formula aproximativă (12.1) cu

α =
b3δ 2

2S0k2 , β =
δb
2
, th(γ) =

kS0
b −1

δ
, δ =

√(
kS0

b
−1
)2

+2S0I0
k2

b2

(sect,iunea 1.4). Având în vedere formula (12.1), numărul α este maximul
funct,iei dR/dt (aproximativ 900 pe săptămână în figura 12.1), iar t∗ = γ/β

este momentul în care se atinge maximul (19 săptămâni de la început în
această figură). Deci, în procesul de ajustare există de fapt un singur parame-
tru necunoscut, să spunem β . Kermack s, i McKendrick au încercat probabil
mai multe valori. După o estimare init,ială de β , probabil s, i-au dat seama că
ajustarea lor la întreaga curbă ar putea fi îmbunătăt,ită prin modificarea us, oară
a α (de aici α = 890 pe săptămână) s, i t∗ = γ/β (de aici t∗ = 17 săptămâni). În
cele din urmă au optat pentru β = 0,2 pe săptămână s, i, astfel, pentru γ = 3,4.
Cu toate acestea, modelul are patru parametri: S0, I0, k s, i b. Cum pot fi
derivat,i patru parametri necunoscut,i din doar trei ecuat,ii?

12.3 Valorile parametrilor

Să presupunem φ = kS0/b. Apoi

α =
bδ 2 S0

2φ 2 , β =
δ b
2
, th(γ) =

φ −1
δ

, δ =
√

(φ −1)2 +2φ I0/S0 .
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Deci δ = (φ −1)/th(γ) s, i obt,inem din ultima ecuat,ie

S0 =
2φ I0

δ 2 − (φ −1)2 =
2φ I0

(φ −1)2
(

1
th2(γ)

−1
) =

2φ I0 sh2(γ)

(φ −1)2 . (12.3)

Dar ecuat,iile pentru α s, i β indică, de asemenea, că b = 2β/δ s, i

S0 =
2φ 2α

bδ 2 =
φ 2α

βδ
=

φ 2α th(γ)
β (φ −1)

=
φ 2α sh(γ)

β (φ −1)ch(γ)
. (12.4)

Să eliminăm S0 între ecuat,iile (12.3) s, i (12.4). Ajungem la

φ(φ −1) =
2β I0 sh(γ)ch(γ)

α
=

β I0 sh(2γ)

α
. (12.5)

Singura rădăcină pozitivă a acestei ecuat,ii pătratice din φ este

φ =
1+
√

1+4β I0 sh(2γ)/α

2
. (12.6)

Avem patru necunoscute, dar trei ecuat,ii. Mai multe alegeri pentru para-
metrii (S0, I0,k,b) corespund aceluias, i triplet (α,β ,γ). Cum se poate aranja
acest lucru? Se poate decide să se fixeze unul dintre parametri: perioada me-
die de infect,ie 1/b a ciumei, mărimea init,ială S0 a populat,iei sensibile din
Bombay în 1905 sau numărul init,ial de persoane infectate I0. Nu pare posibil
să se stabilească a priori parametrul k.

La început, s-ar putea crede că stabilirea perioadei de infect,ie este relativ
simplă. Durata medie a bolii în cazurile mortale este de aproximativ 5,5 zile.
Cu toate acestea, există, de asemenea, o perioadă de incubat,ie de aproximativ
3 zile în medie. În cele din urmă, nu trebuie să uităm că modelul (12.2) este
o simplificare a procesului de infectare. S, obolanii infectat,i îs, i infectează pu-
ricii, care infectează alt,i s, obolani s, i, ocazional, s, i oamenii. Focarul de ciumă
la om este complet determinat de focarul de ciumă la s, obolani, cu doar câteva
zile de întârziere. Imaginat,i-vă că sistemul (12.2) este un model pentru ciuma
la s, obolani. În experimentele de laborator, s, obolanii Bombay cărora le-a fost
transmisă efectiv ciuma au murit în medie la 9 zile de la prima expunere la
puricii infectat,i. Dar, din nou, trebuie reamintit faptul că această perioadă
poate avea put,in de-a face cu „perioada aparent infect,ioasă”, deoarece puricii
părăsesc s, obolanii doar atunci când aces, tia sunt deja mort,i. Experimentele au
arătat că puricii pot rămâne infect,ios, i timp de două săptămâni în timpul sezo-
nului de ciumă, dar numai o săptămână în afara acestui sezon. Prin urmare,
există o variat,ie sezonieră considerabilă, care este discutată în continuare în
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sect,iunea 12.4. Prin urmare, este dificil de ales o valoare pentru 1/b pentru
un model autonom atât de simplu ca sistemul (12.2).

Acum luat,i în considerare mărimea init,ială S0 a populat,iei care ar putea
fi în Bombay în decembrie 1905. La acea vreme, populat,ia din Bombay era
concentrată aproape în întregime pe „Insula Bombay” s, i pe cele 22 de mile
pătrate ale sale. Recensământul din februarie 1906 a indicat o populat,ie de
aproximativ un milion de locuitori. Să fixam S0 = 106. Ecuat,ia (12.4) arată
că φ este o solut,ie a ecuat,iei de gradul doi (α thγ)φ 2 − (βS0)φ + βS0 = 0.
Numeric, se obt,ine φ ≈ 202 sau φ ≈ 1,005. Dar relat,ia (12.5) arată că I0 =
αφ(φ −1)/(β sh(2γ)). Rezultă fie I0 ≈ 446.000, fie I0 ≈ 0,06; ambele solut,ii
sunt absurde, prima pentru că epidemia din 1906 a ucis aproximativ 10.000
persoane, iar a doua pentru că I0 este un număr de persoane. Prin urmare, nu
este posibil să se considere întreaga populat,ie ca fiind populat,ia la risc.

Rămâne de verificat dacă fixarea I0 oferă valori realiste pentru parametri.
De exemplu, să stabilim I0 = 1 la începutul curbei epidemice. De fapt, Ker-
mack s, i McKendrick (a se vedea figura 12.1) nu specifică ce eveniment cores-
punde timpului t = 0. Odată ales numărul I0, ecuat,ia (12.6) dă φ . Putem cal-
cula δ = (φ −1)/th(γ) s, i b = 2β/δ . În cele din urmă S0 este dată de formula
(12.3) s, i k = φ b/S0. Împreună cu I0 = 1, obt,inem b ≈ 4,32 pe săptămână,
S0 ≈ 57.368 s, i k ≈ 8,23×10−5 pe săptămână. Ret,inet,i că perioada medie de
infectare ar fi de 1/b ≈ 0,23 săptămâni sau 1,6 zile. Populat,ia expusă riscu-
lui ar fi N = S0 + I0 ≈ 57.369. Reproductivitatea ar fi R0 = kN/b ≈ 1,09 s, i
numeric aproape egală cu φ . Acest R0 pare destul de mic în comparat,ie cu
valorile tipice pentru alte boli infect,ioase, mai ales că epidemia de ciumă nu
s-a datorat unei cres, teri lente a densităt,ii populat,iei până la pragul R0 = 1,
ci aproape sigur sosirii s, obolanilor infectat,i cu vaporul; cea de-a treia pande-
mie de ciumă a început în 1894 în Hong Kong. Cu toate acestea, deoarece
„perioada aparentă de infect,ie” 1/b (care este dificil de interpretat, după cum
s-a ment,ionat mai sus) este, de asemenea, foarte scurtă, timpul de dublare
log(2)/(kS0 − b) la începutul epidemiei ia o valoare rezonabilă, de aproxi-
mativ 13 zile. O problemă mai mare apare atunci când se ia în considerare
populat,ia expusă riscului N ≈ 57.000. Din rapoartele privind distribut,ia geo-
grafică a cazurilor de ciumă la om, se pare că toate zonele dens populate ale
insulei Bombay au fost afectate de epidemie. Nu există niciun motiv evident
pentru care doar 57.000 persoane ar trebui să fie în pericol, în condit,iile în
care populat,ia totală este de aproximativ un milion.

Ne-am putea întreba dacă o alegere us, or diferită a lui I0 (presupus a fi un
număr întreg) ar putea duce la valori mai rezonabile ale parametrilor. Acest
lucru este prezentat în tabelul 12.1, unde este inclusă R0 s, i nu k. Curbele de
epidemie corespunzătoare (nearătate) rămân toate apropiate de cea din figura
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12.1, dar apropierea se deteriorează pe măsură ce I0 cres, te.

Tabela 12.1: Sensibilitatea parametrilor la alegerea lui I0.

I0 S0 1/b (zile) R0

1 57.368 1,6 1,09
2 35.439 3,0 1,17
3 28.202 4,3 1,24

Tabelul 12.1 pare să sugereze că procesul de estimare nu este cu adevărat
robust. Dar se presupune că R0 este put,in peste 1, unde modelul este foarte
sensibil la mici modificări ale valorilor parametrilor. În orice caz, diferitele
valori ale S0 s, i N = S0 + I0 din tabelul 12.1 sunt toate mult prea mici pentru
a fi realiste.

Până acum s-a presupus implicit că toate infect,iile duc la moarte. Dar
studiile raportează 11.010 decese la 12.245 infect,ii, adică 90 % mortalitate.
Deoarece R(t) include atât decesele, cât s, i persoanele vindecate, curba pen-
tru dR/dt (fig. 12.1) trebuie redimensionată cu un nou maxim α egal cu
890/0,9 ≈ 989, parametrii β s, i γ rămânând aceias, i. Cu I0 = 1, noii para-
metri sunt S0 ≈ 69.183, 1/b ≈ 1,5 zile s, i R0 ≈ 1,08. Există o diferent,ă mică
fat,ă de cazul în care există o mortalitate de 100 %; populat,ia estimată la risc
rămâne prea mică.

În concluzie, se pare că ajustarea curbei epidemice în ipoteza unor para-
metri constant,i conduce la valori nerealiste ale parametrilor. Nu este suficient
că, as, a cum scriu Kermack s, i McKendrick, „curba calculată, care implică fap-
tul că ratele nu au variat în timpul perioadei epidemice, este aproximativ în
concordant,ă cu cifrele observate”.

12.4 Caracter sezonier

Solut,ia la problema din sect,iunea anterioară este, de fapt, foarte simplă. Mo-
delul (12.2) trebuie abandonat. Curba din figura 12.1 poate fi obt,inută cu
valori mai realiste ale parametrilor prin includerea sezonalităt,ii. Scopul este
acum de a dezvolta un astfel de model al epidemiei de ciumă s, i de a estima
reproductivitatea corespunzătoare R0. Aceasta va include cele două gazde
principale, s, obolanii s, i puricii, pentru care reproductivitatea T0 a unui tip
este o măsură mai bună decât R0 a efortului necesar pentru a controla epide-
mia. Prin urmare, se va discuta, de asemenea, calculul lui T0 pentru modelele
sezoniere, care poate prezenta un interes mai larg.
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Ciuma a apărut în Bombay în august 1896, dar prima adevărată epidemie
a început în primăvara anului 1897. A devenit endemică. Decesele cauzate
de ciumă au avut loc aproape în fiecare lună, cel put,in până în 1911, cu vâr-
furi în martie sau aprilie în fiecare an (fig. 12.2). Mortalitatea ridicată a fost
observată în mod constant între decembrie s, i iunie, iar mortalitatea scăzută
între iulie s, i noiembrie. Ciuma a rămas frecventă în Bombay până în 1923
[57, p. 28]. Această sezonalitate regulată este foarte diferită de epidemiile de
ciumă din secolele XIV–XVIII din Europa, care au avut loc în mod neregulat.

1000

500

decese

1906
anul

Figura 12.2: Numărul săptămânal de decese cauzate de ciumă în Bombay între ianua-
rie 1897 s, i decembrie 1911.

Lucrările care au avut loc în acelas, i timp cu epidemia din India au inves-
tigat originea acestei sezonalităt,i. O comparat,ie cu statisticile meteorologice
a arătat că epidemia nu poate fi sust,inută atunci când temperatura medie este
mai mare de 80 ◦F, adică 26,7◦C. S-a ajuns la o concluzie similară pentru
alte părt,i ale Indiei, umiditatea având un rol secundar. Bacilii ciumei sunt
sensibili la temperatură. Experimentele de laborator au arătat că proport,ia
de purici în stomacul cărora bacilii ciumei se înmult,esc abundent poate fi de
câteva ori mai mare pe vreme rece decât pe vreme caldă. În mod corespunză-
tor, puricii pot rămâne infect,ios, i mult mai mult timp pe vreme rece decât pe
vreme caldă. Utilizarea unei camere reci sau a unei camere încălzite a avut
rezultate similare.

Un alt factor a fost prezent,a sezonieră a puricilor de s, obolan. Între ianua-
rie s, i martie au fost prins, i mai mult,i purici folosind cobai ca momeală decât
în celelalte luni ale anului. Numărul mediu de purici găsit a fost cel mai mare
la s, obolanii capturat,i între februarie s, i mai. Cu toate acestea, variat,iile în
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abundent,a puricilor ar putea fi cauzate de faptul că puricii părăsesc s, obolanii
mort,i de ciumă pentru a găsi o nouă gazdă.

Caracterul sezonier al fertilităt,ii s, obolanilor, estimat prin proport,ia de
s, obolani tineri s, i gestant,i din rândul s, obolanilor capturat,i, pare mai put,in im-
portant. Cu toate acestea, populat,iile de s, obolani au fluctuat cu sigurant,ă din
cauza mortalităt,ii cauzate de ciumă.

Având în vedere toate aceste elemente, este clar că declinul epidemiei din
1906, în luna iunie, nu trebuie atribuit unei scăderi a numărului de oameni
susceptibili sub un anumit prag, as, a cum sugerează modelul Kermack s, i Mc-
Kendrick, ci pur s, i simplu unui factor sezonier care afectează bacilii s, i puricii.
Ca model alternativ, se poate încerca să se păstreze aceleas, i ecuat,ii (12.2), dar
cu coeficient,i periodici k sau b. Dar, în acest stadiu, pare adecvat un model
ceva mai complex s, i mai realist. Fie

• S(t) fie numărul de s, obolani sensibili,

• I(t) numărul de s, obolani infectat,i,

• R(t) numărul de s, obolani imuni,

• P(t) = S(t)+ I(t)+R(t) numărul total de s, obolani în viat,ă.

Mai precis, va fi luat în considerare doar s, obolanul negru, des, i rapoartele
indică în mod clar că epizootia de ciumă la aces, ti s, obolani a fost întotdea-
una precedată, la doar câteva săptămâni distant,ă, de o epizootie similară la
s, obolanii bruni. Fie

• V(t) să fie numărul de vectori, adică puricii infectat,i care trăiesc liberi
s, i care nu sunt încă atas, at,i de un s, obolan sau de un om,

• H(t) numărul de oameni infectat,i,

• D(t) incident,a deceselor cauzate de ciumă la om.

Oamenii sensibili s, i puricii sensibili nu sunt inclus, i, deoarece aces, tia erau
probabil în exces: reamintim că la o populat,ie de un milion de locuitori se
înregistrau anual aproximativ 10.000 decese cauzate de ciumă umană. De-
oarece ciuma bubonică este în principal o epizootie la s, obolani, omul fiind
doar o gazdă ocazională a puricilor de s, obolan, se ia în considerare numărul
de s, obolani susceptibili s, i imunizat,i. Procesul de infectare este rezumat după
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cum urmează:

dS
dt

= Λ(P)−mS− c(1−ω)π(θ(t))
S
P

V+ ε µ I, (12.7)

dI
dt

= c(1−ω)π(θ(t))
S
P

V−µ I, (12.8)

dR
dt

= η µ I−mR, (12.9)

dV
dt

= χ ν(1− ε −η)µ I− cV, (12.10)

dH
dt

= cω π(θ(t))V−bH, D(t) = σ bH(t). (12.11)

Tabelul 12.2 prezintă semnificat,ia parametrilor s, i valorile numerice ale aces-
tora. Adăugăm câteva comentarii privind modelul s, i parametrii:

• Observat,i similitudinea dintre acest model s, i modelele de infect,ie cu
HIV în interiorul gazdei: s, obolanii infectat,i eliberează purici atunci
când mor, la fel cum celulele CD4 infectate eliberează virioni HIV.

• Modelul este potrivit pentru ciuma bubonică, de departe cea mai frec-
ventă în India [57, p. 28], dar, desigur, nu s, i pentru ciuma pneumonică,
care a fost, de exemplu, principala formă a epidemiei de ciumă din Har-
bin, China, în 1910. Ciuma pneumonică poate fi transmisă direct între
oameni.

• Experimentele de laborator au arătat că transmiterea directă a pestei
bubonice nu poate avea loc în absent,a puricilor.

• Datele din lucrarea clasică a lui Leslie [10, capitolul 25] sunt pentru
s, obolani bruni (ret,inet,i că log(2)/m ≈ 23 luni este timpul de înjumătă-
t,ire). Cu toate acestea, reproducerea experimentală a s, obolanilor negri,
a căror populat,ie cres, te ca e(r−m)t , a dat rezultate similare. Parametrul
K din expresia Λ(P), care este legat de mărimea populat,iei de s, obolani,
este un parametru liber care a fost utilizat pentru ajustarea curbei ciu-
mei la om.

• Timpul mediu necesar pentru ca un purice liber să găsească o gazdă a
fost considerat ca fiind de 1/c ≈ 1 zi, din cauza următoarei observat,ii:
„într-o clădire din Bombay, în care se înregistrase o mare mortalitate în
rândul s, obolanilor, care s-a dovedit a fi datorată ciumei, am luat purici
de s, obolan în număr mare de pe picioarele oamenilor care au intrat în
unele dintre camerele acelei clădiri, chiar s, i pentru o perioadă scurtă de
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timp”. Dacă se ia ziua 1/c ≈ 0,5, nu există aproape nicio diferent,ă (a
se vedea sect,iunea 12.6 de mai jos).

Tabela 12.2: Valorile parametrilor.

Λ(P) fertilitatea s, obolanilor r = 0,4/lună
Λ(P) = r P/(1+P/K) K = 50.000 ajustare

1/m sperant,a de viat,ă a s, obolanilor m = 0,03/lună

1/c timpul ca puricii liberi să-s, i gă-
sească o gazdă

c = 30/lună

ω proport,ia de purici liberi care
găsesc o gazdă umană

ω = 2% ajustare

π(θ) probabilitatea de transmitere de
la purice la s, obolan sau la om
(θ în ◦ F)

π(θ) = π0 × (0,75−
0,25th(θ −80)),

π0 = 90 %

ajustare

θ(t) temperatură (◦ F) figura 12.3

1/µ durata ciumei la s, obolani µ = 3/lună

ε proport,ia de s, obolani care se
recuperează fără imunitate

ε = 10 %

η proport,ia de s, obolani imunizat,i η = 10 %

χ numărul de purici pe un s, obo-
lan

χ = 4

ν transmiterea de la s, obolan la
purici

ν = π0 ipoteza

1/b durata ciumei umane b = 4/lună

σ mortalitate σ = 90 %

• Proport,ia ω de purici liberi care găsesc o gazdă umană depinde de
condit,iile sanitare din Mumbai. Acesta a fost folosit ca parametru
de ajustat, observându-se că numărul de decese cauzate de ciumă este
aproape proport,ional cu ω .

• Probabilitatea de transmitere π(θ) modelează dependent,a de tempera-
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tură a dezvoltării bacililor în stomacul puricilor. A fost aleasă o funct,ie
netedă cu un prag relativ ascut,it la 80◦ F, astfel încât puricii să aibă
aproximativ jumătate din s, ansele de a transmite ciuma pe vreme caldă
decât pe vreme rece. Probabilitatea maximă de transmitere π0 este un
parametru liber care a fost utilizat pentru a se potrivi cu curba ciu-
mei la om. Un studiu ment,ionează o probabilitate de transmitere per
mus, cătură de mai put,in de 15 %; ret,inet,i, totus, i, că π(θ) este probabi-
litatea generală de transmitere, ceea ce implică mus, cături multiple ale
puricilor pe gazda lor s, obolan.

• Figura 12.3 arată temperatura medie înregistrată în Bombay din ianua-
rie 1897 până în decembrie 1906, cu un pas de timp de două săptămâni.
Este aproape de o funct,ie periodică. Pentru modelul nostru, facem ipo-
teza simplificatoare că θ(t) este o funct,ie periodică reală cu o perioadă
T = 1 de un an s, i cu valori obt,inute prin calcularea mediei celor zece
ani de date din figura 12.3. Nu există o corelat,ie evidentă între abaterea
temperaturii lunare de la media sa s, i variat,iile în mărimea vârfurilor
epidemice sezoniere din figura 12.2.
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Figura 12.3: Temperatura medie în ◦ F în Bombay între ianuarie 1897 s, i decembrie
1906 s, i funct,ia periodică care o aproximează cel mai bine (linia punctată).

• Proport,iile η s, i ε de s, obolani infectat,i care supraviet,uiesc ciumei cu sau
fără imunitate nu sunt us, or de estimat, deoarece mult,i dintre s, obolanii
folosit,i în experimentele de laborator erau deja imuni. Dar experimente
similare cu cobai neimunizat,i în condit,ii de temperatură favorabile au
sugerat că 10–20 % ar putea supraviet,ui. Pentru simplificare, s-a presu-
pus că ε = η = 10 %. Astfel, un s, obolan infectat care supraviet,uies, te
ciumei are o s, ansă de 50 % de a fi imun s, i o s, ansă de 50 % de a fi încă
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sensibil.

• Numărul de purici găsit,i pe s, obolanii negri variază în funct,ie de sezon.
Au fost păstrat,i doar χ ≈ 4 purici în medie pe s, obolan.

• Deoarece s, obolanul este un animal cu sânge cald, s-a presupus că pro-
babilitatea de transmitere a ciumei de la s, obolan la purice nu depinde de
temperatura exterioară s, i este egală cu probabilitatea maximă de trans-
mitere de la purice la s, obolan, adică ν = π0.

Pe scurt, trei parametri liberi principali (K, ω , π0) au fost păstrat,i pen-
tru a ajusta numărul de decese cauzate de ciumă. Aces, ti parametri au fost
ajustat,i prin încercări s, i erori pentru a avea un număr maxim de decese pe
săptămână sub 1.000, pentru a avea un vârf epidemic în martie sau aprilie s, i
pentru a avea o epidemie sezonieră care să dureze aproximativ 5 luni. În cele
din urmă, au fost alese K = 50.000, ω = 2 % s, i π0 = 90 %. Populat,ia de
s, obolani negri în absent,a ciumei este astfel de S∗ = K(r/m− 1) ≈ 620.000,
adică mai put,in de un s, obolan negru pe cap de locuitor. Cu alegerea noastră
a valorilor parametrilor s, i cu un s, obolan infectat introdus la începutul lunii
august 1896, modelul (12.7)–(12.11) converge către o solut,ie periodică, care
este comparată cu datele pentru anii 1904–1907 în figura 12.4.

1904 1905 1906 1907
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Figura 12.4: Numărul săptămânal de decese cauzate de ciumă între ianuarie 1904 s, i
decembrie 1907 s, i componenta D(t) a solut,iei modelului periodic.

Rezultatul modelului nu poate fi ajustat la întreaga serie de timp din fi-
gura 12.2 din următoarele motive. Primul vârf epidemic produs de model
după introducerea unui caz infectat este de câteva ori mai mare decât vâr-
furile din anii următori, deoarece tot,i s, obolanii sunt susceptibili la început.
Acest lucru nu este ceea ce se observă în figura 12.2. Posibile explicat,ii pot fi
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găsite într-un raport despre ciuma din Bombay publicat în 1897, adică la un
an după începerea epidemiei s, i cu cât,iva ani înainte de înfiint,area comitetului
consultativ s, i a comitetului de lucru. Raportul detaliază dificultăt,ile întâm-
pinate în obt,inerea unor estimări fiabile ale mortalităt,ii cauzate de ciumă în
primul an al epidemiei: în unele luni, s-a estimat că decesele înregistrate ca
fiind datorate ciumei (fig. 12.2) reprezentau mai put,in de o treime din excesul
de mortalitate calculat prin scăderea mortalităt,ii medii din anii precedent,i din
mortalitatea totală observată în timpul epidemiei. În schimb, un raport pu-
blicat zece ani mai târziu, în 1907, era foarte încrezător în statisticile privind
ciuma, deoarece identificarea cazurilor de ciumă devenise o rutină. Astfel,
mărimea primelor vârfuri epidemice din figura 12.2 este discutabilă. Un alt
factor important este scăderea populat,iei de la 850.000 la 437.000 între de-
cembrie 1896 s, i februarie 1897; oamenii au fugit din Bombay pentru a scăpa
de ciumă. Această migrat,ie, considerată atunci „probabil unică în istoria lu-
mii”, a redus cu sigurant,ă mărimea primului vârf epidemic. Populat,ia a re-
venit la un nivel normal la câteva luni după primul vârf. În cele din urmă,
este posibil ca vârfurile epidemice mai mici de după 1907 (fig. 12.2) să se
fi datorat intervent,iilor eficiente sugerate de comisie după o înt,elegere atentă
a epidemiologiei ciumei. Toate acestea tind să justifice de ce figura 12.4 se
concentrează doar pe perioada 1904–1907.

Figura 12.5 prezintă oscilat,iile periodice ale populat,iei de s, obolani. Com-
parativ cu situat,ia din afara bolii, ciuma a redus populat,ia totală de s, obolani
de aproximativ cinci ori. Populat,ia de s, obolani sensibili este, de asemenea,
foarte mică în timpul sezonului de ciumă, din februarie până în aprilie, dar
începe să crească la sfârs, itul lunii aprilie, când temperaturile ridicate reduc
transmiterea. Această cres, tere continuă până în luna ianuarie a anului urmă-
tor. Numărul s, obolanilor susceptibili s, i condit,iile de temperatură sunt atunci
favorabile pentru o nouă epidemie. Numărul minim de s, obolani infectat,i în
timpul unui sezon este de 26, ceea ce este mult prea mic pentru a fi vizibil în
figura 12.5, dar probabil suficient pentru a evita extinct,ia dacă se ia în con-
siderare stocasticitatea. Proport,ia de s, obolani imuni R/P variază de la 25 %
în februarie, la începutul focarului sezonier, la 65 % în mai, la sfârs, itul foca-
rului. Aceste modificări ale imunităt,ii au fost observate s, i în experimentele
de laborator. În cele din urmă, se poate observa că epidemia din figura 12.4
s, i epizootia din figura 12.5 se suprapun în mare măsură, prima fiind în urma
celei de-a doua cu doar câteva săptămâni. Acest lucru este confirmat de datele
privind numărul de s, obolani negri infectat,i (vii s, i mort,i) examinat,i în Bombay
în 1905–1906.

Ca s, i în cazul modelului clasic periodic S-I-R cu demografie (vezi [20]
s, i sect,iunea 16.1), modelul (12.7)–(12.11) poate avea solut,ii subarmonice (a
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Figura 12.5: Populat,ia de s, obolani: sensibilă (S), infectată (I), imună (R) s, i totală (P).

căror perioadă este un multiplu al anului) s, i, eventual, solut,ii haotice pentru
diferite valori ale parametrilor. Nu s-a încercat întocmirea unei diagrame de
bifurcat,ie. Această complexitate potent,ială poate explica part,ial de ce vârfu-
rile epidemice sezoniere din Figura 12.2 nu au toate aceeas, i mărime. Ideea
aici a fost pur s, i simplu de a arăta că un model sezonier se poate potrivi datelor
cu valori realiste ale parametrilor.

12.5 Reproductivitatea unui tip în modele cu sezonalitate

Să ne întoarcem acum la a doua întrebare pusă în sect,iunea 12.1: care este
reproductivitatea asociată cu ciuma în Mumbai? Vom folosi modelul peri-
odic din sect,iunea anterioară, care include s, obolani s, i purici. Pentru bolile
infect,ioase cu mai multe gazde, este mai bine să se calculeze reproductivita-
tea pentru fiecare „tip”, adică reproductivitatea pentru fiecare gazdă. Să rea-
mintim mai întâi câteva generalităt,i despre reproductivitatea unui tip într-un
mediu constant înainte de a extinde not,iunea la modelele periodice.

Un mediu constant.

Să considerăm un model autonom liniarizat cu compartimente infectate m
dI/dt = (A−D) I(t), unde

• I(t) = (I1(t), . . . , Im(t)),

• A este o matrice de infect,ie ale cărei elemente sunt toate ⩾ 0,
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• D este o matrice de tranzit,ie s, i de recuperare cu Di, j ⩽ 0 pentru orice
i ̸= j, ∑i Di, j ⩾ 0 pentru orice j s, i astfel încât toate valorile sale proprii
să aibă o parte reală strict pozitivă.

Vom numi acest model (A,D). Reproductivitatea este R0 = ρ(K ), raza
spectrală a matricei pozitive K = AD−1 (capitolul 3).

Să presupunem acum că verificarea se efectuează pe o sumult,ime nevidă
E ⊂ {1, . . . ,m} al tuturor stărilor infectate. Fie P matricea de proiect,ie pe
acest subset: Pi, j = 0 dacă i ̸= j sau i = j /∈ E ; Pi,i = 1 dacă i ∈ E . Fie I
matricea identitate de ordinul m. Fie

Â = PA, A∗ = (I −P)A, D̂ = D−A∗.

Cu alte cuvinte, liniile matricei Â al căror număr se află în submult,imea E
sunt aceleas, i cu cele ale matricei A, în timp ce celelalte linii sunt zero. Apoi
A = Â+A∗. Deoarece A∗ este o matrice pozitivă, toate elementele nediago-
nale ale matricei D̂ sunt negative. În plus,

D̂ = D− (I −P)A =
[
I − (I −P)AD−1]D = [I − (I −P)K ]D.

Pentru ca reproductivitatea T0 asociată cu E să fie bine definită, vom presu-
pune că ρ((I − P)K ) < 1. Deoarece A−D = Â− D̂, este ca s, i cum am
avea un model liniarizat

dI
dt

=
(

Â− D̂
)

I(t)

cu o matrice de transmisie Â s, i o matrice de tranzit,ie s, i recuperare D̂. Ajun-
gem la definit,ie:

pentru modelul (A,D), reproductivitatea T0 asociată cu E este
reproductivitatea modelului

(
Â, D̂

)
.

Astfel,

T0 = ρ

(
ÂD̂−1

)
= ρ

(
PAD−1[I − (I −P)K ]−1)

= ρ
(
PK [I − (I −P)K ]−1) . (12.12)

Pentru modelele în timp discret de forma I(t+1) = (A+B) I(t) cu matrici
pozitive A s, i B, astfel că ρ(B)< 1 (a se vedea capitolul 6), avem R0 = ρ(K )
cu K = A(I −B)−1. Un calcul similar arată din nou că

T0 = ρ
(
PA(I − (I −P)A−B)−1)= ρ

(
PK [I − (I −P)K ]−1) .
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Un mediu periodic

Considerăm acum un sistem periodic liniarizat T.

dI
dt

= (A(t)−D(t)) I(t),

pe care îl numim modelul (A(t),D(t)), unde A(t) este o matrice de infect,ie
continuă pozitivă s, i D(t) este o matrice de tranzit,ie s, i de recuperare continuă,
cu elemente negative în afara diagonalei. Se presupune, de asemenea, că
multiplicatorul Floquet dominant ρ(X(T)) al sistemului dX/dt =−D(t)X(t)
cu X(0) = I este strict mai mic decât 1.

Se consideră ca mai sus o submult,ime E ⊂ {1, . . . ,m} s, i matricea de
proiect,ie corespunzătoare P. Fie

Â(t) = PA(t), A∗(t) = (I −P)A(t), D̂(t) = D(t)−A∗(t).

Atunci A(t) = Â(t)+A∗(t) s, i A(t)−D(t) = Â(t)− D̂(t). Elementele nedi-
agonale ale matricei D̂(t) sunt negative. Să presupunem că multiplicatorul
Floquet dominant ρ(X̂(T)) al sistemului dX̂/dt = −D̂(t) X̂(t) cu X̂(0) = I
este strict mai mic decât 1. Iată definit,ia:

reproductivitatea T0 asociată cu E în modelul (A(t),D(t)) este
reproductivitatea modelului (Â(t), D̂(t)).

Pentru cazul special al sistemelor de ecuat,ii diferent,iale, teoria lui Floquet
poate fi utilizată pentru a calcula R0 (propozit,ia 7.11): R0 este unicul număr
strict pozitiv astfel încât sistemul liniar periodic

dI
dt

=

[
A(t)
R0

−D(t)
]

I(t)

are un multiplicator Floquet dominant egal cu 1. Astfel, reproductivitatea T0
asociată cu E este unicul număr strict pozitiv astfel încât

dI
dt

=

[
Â(t)
T0

− D̂(t)

]
I(t) (12.13)

are un multiplicator Floquet dominant egal cu 1. Acest număr T0 are aceleas, i
proprietăt,i de prag ca s, i R0: avem T0 > 1 dacă s, i numai dacă sistemul
dI/dt = (Â(t)− D̂(t))I(t) are o rată de cres, tere strict pozitivă. Dar aceasta
este egală cu rata de cres, tere a sistemului dI/dt = (A(t)−D(t))I(t). Astfel,
starea fără boală este instabilă dacă s, i numai dacă T0 > 1.
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Pentru modelele cu timp discret T-periodice I(t + 1) = (A(t)+B(t))I(t)
cu matrici pozitive A(t) s, i B(t) s, i ρ(B(T− 1) · · ·B(1)B(0)) < 1 ca în 6, re-
productivitatea unui tip este dată tot de reproductivitatea modelului echivalent
I(t+1) = (Â(t)+B̂(t))I(t), unde Â(t) = PA(t) s, i B̂(t) = (I −P)A(t)+B(t),
cu condit,ia ca ρ(B̂(T−1) · · · B̂(1)B̂(0))< 1.

În sfârs, it, pentru modelele periodice de ecuat,ii cu derivate part,iale struc-
turate prin timpul x scurs de la infect,ie, care sunt de forma

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

=−D(t,x) I(t,x), (12.14)

I(t,0) =
∫ +∞

0
A(t,x) I(t,x)dx, (12.15)

reproductivitatea unui tip poate fi definită ca fiind numărul real pozitiv T0
astfel încât sistemul (12.14) cu condit,ia la limita

I(t,0) =
∫ +∞

0

(
PA(t,x)

T0
+(I −P)A(t,x)

)
I(t,x)dx

are o rată de cres, tere nulă sau, în mod echivalent, o reproductivitate egală cu
1, cu condit,ia ca sistemul (12.14) cu condit,ia la limita

I(t,0) =
∫ +∞

0
(I −P)A(t,x) I(t,x)dx,

să aibă o rată de cres, tere strict negativă (sau reproductivitate < 1). Atunci
când A(t,x) s, i D(t,x) nu depind de x, este us, or de observat că această definit,ie
coincide cu cea din ecuat,ia (12.13).

O aplicat, ie

Ca exemplu, să luăm în considerare modelul din sect,iunea 12.4. Numărul de
s, obolani în starea fără boală este S∗ = K(r/m−1). Sistemul liniarizat pentru
s, obolanii s, i puricii infectat,i oferă un vector de stări infectate care este vectorul
(I(t),V(t)). Reproductivitatea R0, reproductivitatea TR asociată s, obolanilor
s, i reproductivitatea TV asociată puricilor sunt astfel încât sistemele liniare
periodice de ecuat,ii diferent,iale definite de matricile(

−µ c(1−ω)π(θ(t))/R0
χν(1− ε −η)µ/R0 −c

)
, (12.16)(

−µ c(1−ω)π(θ(t))/TR
χν(1− ε −η)µ −c

)
, (12.17)(

−µ c(1−ω)π(θ(t))
χν(1− ε −η)µ/TV −c

)
, (12.18)
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au un multiplicator Floquet dominant egal cu unu. Cu valorile parametrilor
din sect,iunea anterioară, obt,inem R0 ≈ 1,3 s, i TR = TV ≈ 1,8 (mai precis
TR =TV ≈ 1,78). În cazul special al sistemelor periodice, cum ar fi (12.16)–
(12.18), avem, de altfel, (R0)

2 = TR = TV, ca s, i în cazul autonom.

12.6 Dinamica lent-rapidă s, i modelul S-I-R

În sect,iunea 12.4, s-a observat că graficul pentru numărul de decese cauzate
de ciumă nu a fost sensibil la modificarea parametrului c. Explicat,ia este
simplă: timpul mediu în care un purice liber găses, te o nouă gazdă, 1/c = 1 zi
sau 1/30 de lună, este cea mai scurtă scală de timp din model (12.7)–(12.11).
Prin urmare, este de as, teptat ca ecuat,ia (12.10) să se afle într-o stare cvasi-
stat,ionară: cV ≈ χ ν(1− ε −η)µ I. Înlocuim cV în ecuat,iile (12.7), (12.8) s, i
(12.11). Se obt,ine următorul sistem redus, în care nu intervine c:

dS
dt

= Λ(P)−mS− (1−ω)π(θ)
S
P

χ ν(1− ε −η)µ I+ ε µ I, (12.19)

dI
dt

= (1−ω)π(θ)
S
P

χ ν(1− ε −η)µ I−µ I, (12.20)

dR
dt

= η µ I−mR, (12.21)

dH
dt

= ω π(θ) f ν(1− ε −η)µ I−bH, D(t) = σ bH(t). (12.22)

Putem verifica că solut,ia periodică a acestui sistem este într-adevăr foarte
apropiată de cea a sistemului (12.7)–(12.11) cu c = 30 pe lună s, i chiar mai
aproape atunci când c = 60 pe lună. Să considerăm acum ecuat,ia (12.20).
Deoarece există un singur tip de gazdă obligatorie în sistemul redus, repro-
ductivitatea R0 s, i reproductivitatea unui singur tip T0 coincid s, i sunt egale
cu media de timp

(1−ω)

[
1
T

∫ T

0
π(θ(t))dt

]
χ ν(1− ε −η)

(propozit,ia 7.14). Numeric, obt,inem T0 ≈ 1,79, o valoare care nu se deose-
bes, te biologic de valoarea 1,78 obt,inută în sect,iunea 12.5 cu ajutorul teoriei
Floquet.

Sistemul (12.19)–(12.21) este un fel de versiune periodică a modelului S-
I-R (12.2), dar cu demografie s, i o posibilă revenire după recuperare la clasa
susceptibilă. Numărul de decese dat de relat,ia (12.22) urmează variat,iile din
I(t) cu o întârziere 1/b de o săptămână.
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12.7 Concluzie

Modelul propus de Kermack s, i McKendrick nu este foarte bun din punct de
vedere biologic. Des, i epidemia din 1906 a durat doar câteva luni, influent,a
sezonalităt,ii nu poate fi neglijată. Prin urmare, a fost propus un nou model
periodic. Deoarece modelul a inclus două gazde diferite, s-a calculat repro-
ductivitatea unui tip s, i nu R0. Acest lucru a extins not,iunea de reproductivi-
tate a unui tip la modelele cu sezonalitate. Reproductivitatea unui tip pentru
modelul cu două gazde a fost, de asemenea, comparată cu reproductivitatea
unui model redus cu o singură gazdă.

Problemele legate de modelul Kermack s, i McKendrick pentru epidemia
de ciumă din Mumbai nu ar fi semnificative dacă acest model nu ar fi folo-
sit în manualele s, colare ca unul dintre cele mai bune exemple despre cum
un model matematic poate explica procesul epidemic s, i se poate potrivi cu
datele. Prima problemă a fost mărimea N populat,iei expuse la risc. Multe
modele acordă o atent,ie deosebită estimării reproductivităt,ii, care, în mode-
lele simple, este strâns legată de fract,iunea finală a populat,iei care sfârs, es, te
prin a fi infectată. Dar la ce populat,ie se aplică aceste calcule? Este vorba
de populat,ia din cartierul în care începe epidemia, de populat,ia oras, ului, a re-
giunii sau a întregii t,ări? Se pare că există mult mai multă incertitudine în N
decât în R0. Ambele sunt necesare pentru a prezice mărimea finală a epide-
miei; N este chiar mai importantă decât R0 pentru a obt,ine ordinul de mărime
al epidemiei. A doua problemă a fost că modelul lui Kermack s, i McKendrick
nu a luat în considerare sezonalitatea, des, i aceasta este una dintre cele mai
evidente caracteristici ale figurii 12.2. Această observat,ie poate fi relevantă s, i
pentru unele studii contemporane de modelare a pandemiilor.
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Mărimea finală a epidemiilor cu caracter sezonier

Studiem un sistem S-I-R cu coeficient,i periodici care descrie o
epidemie într-un mediu cu sezonalitate. Spre deosebire de un
mediu constant, este posibil ca mărimea finală a epidemiei să nu
fie o funct,ie crescătoare a ratei de contact. Mai mult, pot apărea
epidemii mari chiar dacă R0 < 1. Dar, ca s, i într-un mediu con-
stant, mărimea finală a epidemiei tinde spre 0 dacă R0 < 1 când
fract,iunea init,ială de persoane infectate tinde spre 0. Când R0 >
1, mărimea finală a epidemiei este mai mare decât fract,iunea
1−1/R0 din populat,ia init,ială neimunizată

13.1 Modelul periodic S-I-R

Luăm în considerare sistemul S-I-R pentru fract,iunile de populat,ie:

dS
dt

=−a(t)SI ,
dI
dt

= a(t)SI−b(t) I ,
dR
dt

= b(t) I . (13.1)

Rata efectivă de contact a(t) s, i rata de vindecare b(t) sunt funct,ii continue,
strict pozitive s, i T-periodice. Funct,ia S(t) reprezintă fract,iunea din populat,ie
care este sensibilă, adică nu este încă infectată, I(t) fract,iunea care este infec-
tată, R(t) fract,iunea care s-a recuperat în urma infect,iei s, i este imună, astfel
încât S(t)+ I(t)+R(t) = 1. Se consideră condit,ia init,ială

S(t0) = 1− i− r, I(t0) = i, R(t0) = r, (13.2)

cu i > 0, r ⩾ 0 s, i i + r < 1. Cazurile triviale i = 0 s, i i + r = 1 sunt ex-
cluse. Cazul special în care r = 0 corespunde unei boli emergente pentru care
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populat,ia nu are imunitate. Definim R∞ ca fiind limita lui R(t) când t →+∞.
Atunci R∞ − r este mărimea finală a epidemiei. Sistemul (13.1) cu o funct,ie
periodică a(t) s, i un parametru constant b poate fi utilizat pentru bolile virale
transmise prin aer care se răspândesc pe o scară de timp rapidă în comparat,ie
cu procesele demografice s, i cu perioada de imunitate, cum ar fi gripa s, i SARS
(sindromul respirator acut sever).

Atunci când funct,iile a(t) s, i b(t) sunt constante, sistemul (13.1) este mo-
delul S-I-R al lui Kermack s, i McKendrick (capitolul 1). În acest caz, există o
formulă implicită pentru limita R∞,

1−R∞ = (1− i− r) exp
[
−R0

R∞ − r
1− r

]
, (13.3)

unde R0 = a(1 − r)/b este reproductivitatea. Această formulă se demon-
strează ca în propozit,ia 1.3. Rezultă că R∞ este o funct,ie crescătoare a R0 s, i
i, independentă de t0. Dacă R0 < 1 atunci R∞ → r când i → 0. Dacă R0 > 1
atunci

R∞ − r ⩾ (1− r)(1−1/R0) ,

ca în observat,ia 1.4 din capitolul 1. În cazul unei boli emergente în care r = 0,
limita R∞ poate fi identificată cu rezultatul unui test de seroprevalent,ă după
încheierea epidemiei. Ecuat,ia (13.3) oferă apoi o estimare a reproductivităt,ii
R0, care, la rândul ei, oferă o estimare a acoperirii vaccinale necesare pentru
a preveni un focar în alte zone cu caracteristici similare.

Capitolele anterioare au explorat problema definirii reproductivităt,ii pen-
tru sistemele periodice. În concluzie, pentru sistemul (13.1)

R0 = ā(1− r)/b̄ , ā =
1
T

∫ T

0
a(t)dt , b̄ =

1
T

∫ T

0
b(t)dt ,

unde observăm în treacăt că ā > 0 s, i b̄ > 0. Într-adevăr, prin liniarizarea
sistemului (13.1) în vecinătatea echilibrului fără boală (S = 1− r, I = 0, R =
r), vedem că

dI
dt

≈ a(t)(1− r)I−b(t) I.

R0 = 1 este în mod clar pragul pentru această ecuat,ie periodică liniară sim-
plă. Dar putem arăta, de asemenea, că R0 este raza spectrală a operatorului
integral K pe spat,iul funct,iilor continue T-periodice, unde

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx,
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s, i

K(t,x) = a(t)(1− r)exp
(
−
∫ t

t−x
b(s)ds

)
este rata de producere a cazurilor secundare la momentul t de către o persoană
infectată la momentul t − x (capitolul 7). Acest punct de vedere este apropiat
de definit,ia uzuală a reproductivităt,ii R0 într-un mediu constant ca fiind nu-
mărul mediu de cazuri secundare produse de un caz init,ial. Dar sezonalitatea
introduce un nivel de complexitate similar cu cel al modelelor epidemiolo-
gice structurate pe vârste, pentru care R0 este raza spectrală a unui operator
integral. Reproductivitatea R0 este, de asemenea, singurul număr real pozitiv
astfel încât sistemul liniar periodic

dI
dt

= a(t)(1− r) I/R0 −b(t) I

are un multiplicator Floquet dominant egal cu 1. Ret,inet,i că noi numim R0
reproductivitate, în timp ce unii autori ar numi-o reproductivitate efectivă s, i
păstrează R0 pentru raportul ā/b̄. În orice caz, R0 nu depinde de numărul
init,ial de persoane infectate i = I(t0) sau t0.

În sect,iunea 13.2, vom investiga mai întâi ce proprietăt,i ale modelului
Kermack s, i McKendrick rămân valabile în cazul periodic (13.1). Se pare că
mărimea finală a epidemiei R∞ poate să nu fie o funct,ie crescătoare a ratei
de contact, că este o funct,ie T-periodică în t0 s, i că poate să nu fie o funct,ie
crescătoare în i. Prima dintre aceste observat,ii este oarecum contraintuitivă.
Aceasta implică faptul că poate fi imposibil să se estimeze R0 din datele pri-
vind seroprevalent,a. Simulările arată, de asemenea, că pot apărea epidemii
mari chiar s, i atunci când R0 < 1. Acest lucru se întâmplă dacă boala este
introdusă într-o perioadă favorabilă, dacă fract,iunea init,ială de persoane in-
fectate nu este prea mică, dacă sezonalitatea este suficient de accentuată s, i
dacă perioada medie de infect,ie 1/b este scurtă în comparat,ie cu durata T
unui sezon. Epidemia de chikungunya din 2007 din Italia a fost probabil un
astfel de caz. Nu ar trebui să se concluzioneze că R0 > 1 pur s, i simplu din
observarea unui vârf epidemic s, i ar trebui să se acorde atent,ie modului în care
este definit R0 dacă sezonalitatea este importantă. Simulările arată, de aseme-
nea, că mărimea finală a epidemiei poate fi foarte sensibilă la mici schimbări
în R0. Acest lucru ar putea explica de ce este atât de dificil să se prevadă vii-
torul unei epidemii influent,ate de sezonalitate, as, a cum s-a observat în timpul
epidemiei de chikungunya din 2005 s, i 2006 din Réunion.

În sect,iunea 13.3 arătăm că, la fel ca în modelul Kermack s, i McKendrick,
R0 = 1 este un prag pentru sistemul periodic neliniar (13.1). Mai precis,
arătăm că
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• dacă R0 < 1, apoi R∞ − r → 0 când i → 0.

• dacă R0 > 1, atunci R∞ − r ⩾ (1− r)(1−1/R0) pentru orice 0 < i <
1− r.

Dacă R0 > 1, atunci avem 1−R∞ ⩽ (1− r)/R0. Astfel, epidemia sfârs, es, te
prin a împărt,i populat,ia init,ială neimună cu un număr mai mare decât R0.
Teoreme de prag similare au fost demonstrate pentru diverse generalizări ale
modelului Kermack s, i McKendrick. Dar metoda noastră de demonstrat,ie va fi
diferită, deoarece nu se poate găsi o ecuat,ie pentru mărimea finală similară cu
ecuat,ia (13.3) atunci când sistemul are coeficient,i periodici. De asemenea, în
sect,iunea 13.3 se arată că teorema pragului rămâne valabilă pentru un sistem
periodic S-E-I-R.

13.2 Simulări numerice

Să luăm în considerare sistemul (13.1) cu a(t) = ā [1+ ε sin(2πt/T)], unde
perioada T = 1 an reprezintă sezonalitatea. În această sect,iune se presupune
că r = 0, ca s, i în cazul unei boli emergente. Studiem modul în care R∞

depinde de ceilalt,i parametri: ā, ε , b, t0 s, i i.
Figura 13.1(a) arată că mărimea finală a epidemiei R∞ poate să nu cre-

ască odată cu rata de contact. Valorile parametrilor sunt ε = 0,5, 1/b = 1
săptămâna = 1/52 an, t0/T = 0,5, i = 10−3 s, i se iau două valori pentru ā ast-
fel încât R0 = ā/b = 2 s, i R0 = 2,5. Dacă notăm a1(t) s, i a2(t) ratele efective
de contact pentru cele două valori ale R0, avem : a1(t)< a2(t) pentru orice t.
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Figura 13.1: Mărimea finală a epidemiei poate să nu crească: a) cu rata de contact;
b) cu fract,iunea init,ială i de persoane infectate.
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Cu cea mai mare valoare a lui R0, epidemia apare în cel mai put,in favo-
rabil sezon 0,5 < t/T < 1, când a(t) este sub media sa. În timpul sezonului
favorabil (1 < t/T < 1,5), grupul de persoane susceptibile este deja în mare
parte epuizat, astfel încât nu apare un nou val epidemic. Pentru o valoare mai
mică a lui R0, numărul de persoane susceptibile nu a fost suficient de redus,
apare un al doilea val epidemic s, i mărimea finală a epidemiei este mai mare.

Această ultimă situat,ie este exact ceea ce s-a întâmplat în 2005 s, i 2006 în
Réunion. Un prim vârf mic a avut loc în mai 2005, chiar înainte de începutul
iernii sudice. Epidemia a decurs iarna la un nivel scăzut. Un al doilea vârf
epidemic, mult mai mare, a avut loc la începutul verii următoare, în ianuarie
2006, s, i a infectat aproximativ 250.000 persoane, adică o treime din populat,ia
insulei.

În cele din urmă, ret,inet,i că, dacă mărimea finală a epidemiei R∞ nu este
o funct,ie cu cres, tere monotonă a ratei de contact, atunci este imposibil să se
estimeze R0 din R∞ s, i, în special, din datele de seroprevalent,ă. Cu toate aces-
tea, se va arăta în sect,iunea 13.3 că R∞− r ⩾ (1− r)(1−1/R0). Prin urmare,
s, tim cel put,in că R0 ⩽ (1− r)/(1−R∞), ceea ce oferă o limită superioară
pentru R0.

În mod similar, figura 13.1(b) arată că mărimea finală a epidemiei R∞

poate să nu crească odată cu fract,iunea init,ială i de persoane infectate. Valo-
rile parametrilor sunt ε = 0,5, 1/b = 1/52 an, t0/T = 0,5, R0 = 2,5 (care
stabiles, te parametrul ā ) s, i considerăm i = 10−6 sau i = 10−3. Din nou,
i = 10−6 reduce numărul de susceptibilităt,i mai lent în sezonul cel mai put,in
favorabil.

Figura 13.2(a) arată că sunt posibile epidemii relativ mari chiar dacă R0 <
1. Valorile parametrilor sunt R0 = 0,9, ε = 0,5, 1/b = 1/52 an, t0/T = 0 s, i
i = 10−3. Faptul că R0(1+ ε) > 1 dar R0(1− ε) < 1 oferă o explicat,ie în
acest sens; mai general, sistemul (13.1) arată că dI/dt < 0 când a(t)/b(t)< 1.
Epidemia apare în timpul sezonului favorabil s, i se opres, te pur s, i simplu când
vine sezonul nefavorabil. Faptul că fract,iunea init,ială de persoane infectate
nu este prea mică (i = 10−3) joacă, de asemenea, un rol important. Într-
adevăr, teorema pragului cu r = 0 arată că R∞ → 0 când i → 0 s, i R0 < 1.
Din aceste observat,ii, ar trebui să fim atent,i înainte de a afirma că R0 > 1 de
îndată ce se observă un vârf epidemic. În vara anului 2007, un mic focar de
chikungunya a apărut în apropiere de Ravenna, în Italia. Vara este cel mai
favorabil anotimp pentru t,ânt,ari în această regiune, iar focarul probabil că nu
ar fi reus, it să treacă de iarnă. Estimările pentru R0 cu mult peste 1 trebuie
tratate cu prudent,ă. Problema constă în primul rând în definit,ia lui R0 s, i în
ipotezele modelului. Un model care presupune un mediu constant, similar
condit,iilor de vară, nu poate explica de ce epidemia se opres, te toamna; acesta
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este cu sigurant,ă inadecvat atunci când epidemia durează doi ani, as, a cum se
întâmplă în Réunion.
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Figura 13.2: (a) Pot apărea epidemii mari chiar dacă R0 < 1. (b) R∞ poate fi foarte
sensibil la variat,ii mici în R0.

Figura 13.2(b) arată că mărimea finală a epidemiei R∞ poate fi foarte
sensibilă la mici variat,ii ale reproductivităt,ii R0. Valorile parametrilor sunt
ε = 0,5, 1/b = 1/52 an, t0/T = 0,5, i = 10−6, în timp ce R0 ia una din va-
lorile: 1,15, 1,2 s, i 1,25. Obt,inem R∞ ≈ 54 % când R0 = 1,15, R∞ ≈ 23 %
când R0 = 1,2 s, i R∞ ≈ 50 % când R0 = 1,25. În practică, nu este posibil să
se distingă valori atât de apropiate de R0. Cu toate acestea, mărimea finală a
epidemiei corespunzătoare variază cu un factor 2. În sistemele cu coeficient,i
periodici, cum ar fi 13.1, predict,ia mărimii finale a epidemiei poate fi foarte
dificilă.

Acesta este un posibil răspuns la criticile adresate epidemiologilor care au
urmărit epidemia de chikungunya din Réunion. Des, i o ret,ea de supraveghere
a monitorizat cu atent,ie epidemia încă de la începutul ei, în aprilie 2005, epi-
demiologii nu au putut să prevadă vârful mare care a avut loc în ianuarie s, i
februarie 2006. Acest lucru a pus presiune asupra Institutului de supraveghere
sanitară, care este responsabil de monitorizarea bolilor în Frant,a s, i în departa-
mentele sale de peste mări, din partea publicului s, i a politicienilor. Simulările
noastre sugerează că este posibil ca această presiune să fi fost nejustificată.
Într-un anumit fel, previziunile privind epidemiile care depăs, esc câteva săp-
tămâni într-un mediu cu caracter sezonier sunt poate la fel de nesigure ca s, i
previziunile meteorologice care depăs, esc câteva zile.

Pentru figura 13.2(b), a fost ales i = 10−6. În practică, este dificil să se
estimeze fract,iunea init,ială i de indivizi infectat,i. Problema este că sistemul
S-I-R presupune contacte omogene. Dacă o epidemie începe într-un oras, de
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la un singur caz init,ial, atunci se poate presupune că fract,iunea i este pur s, i
simplu inversa populat,iei oras, ului. Dar dacă oras, ul este mare, atunci este
rezonabil să nu se presupună că contactele sunt omogene s, i s-ar putea folosi
populat,ia din zona oras, ului în care a fost introdus cazul init,ial. Problema este
aceeas, i în cazul epidemiilor pe o insulă mică, cum ar fi Insula Réunion, dar
cu aproximativ 800.000 locuitori concentrat,i de-a lungul coastei.

Figura 13.3(a) descrie dependent,a mărimii finale R∞ a epidemiei de mo-
mentul t0 la care începe epidemia. Bineînt,eles, mărimea finală R∞ este întot-
deauna o funct,ie periodică T a lui t0, deoarece sistemul (13.1) este invariant
printr-o deplasare temporală a lui T. Valorile parametrilor din figura 13.3(a)
sunt R0 = 1 sau R0 = 1,5, ε = 0,5, 1/b = 1 săptămână sau 3 săptămâni s, i
i = 10−3. Dependent,a de t0 este semnificativă dacă R0 este aproape de 1 s, i
dacă perioada de infect,ie 1/b este scurtă în comparat,ie cu perioada T. În acest
caz, epidemia nu se poate dezvolta în timpul sezonului nefavorabil.
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Figura 13.3: (a) Atunci când R0 este aproape de 1, mărimea finală a epidemiei R∞

depinde în mare măsură de t0 dacă perioada de infect,ie 1/b este scurtă în comparat,ie
cu durata sezonului T. (b) Valoarea standardizată a reproducerii W(t0) oferă o idee
vagă despre dependent,a mărimii finale a epidemiei de t0 (aici R0 = 1).

Figura 13.3(b) arată pentru R0 = 1 „valoarea de reproducere” W(t0) („va-
loarea infect,ioasă” ar fi o expresie mai adecvată) a unui caz init,ial introdus
la momentul t0, calculat cu ecuat,ia liniarizată în apropierea echilibrului fără
boală:

dI
dt

= a(t)(1− r) I(t)−b(t) I(t) . (13.4)

Considerăm aici cazul general, nu doar cazul special cu r = 0 s, i b(t) con-
stante. Reamintim că rata de cres, tere asimptotică a ecuat,iei (13.4) este λ =
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ā(1− r)− b̄ s, i că acesta este singurul număr real pentru care ecuat,ia

dV
dt

+λ V(t) = a(t)(1− r)V(t)−b(t)V(t)

are o solut,ie periodică diferită de zero V(t), după cum se poate observa prin
postularea I(t) = V(t)exp(λ t) în ecuat,ia (13.4). În 11 s-a demonstrat că va-
loarea de reproducere nu depinde de „vârsta” (aici, timpul scurs de la infect,ie)
în modele de populat,ie periodice în timp liniar, cum ar fi (13.4). Ea este dată
de orice solut,ie diferită de zero a ecuat,iei adiacente

−dW
dt

+λ W(t) = a(t)(1− r)W(t)−b(t)W(t) .

De aici rezultă că

W(t) = exp
[∫ t

0
(b(s)− b̄)ds− (1− r)

∫ t

0
(a(s)− ā)ds

]
eventual înmult,ită cu o constantă. Compararea figurilor 13.3(b) s, i 13.3(a)
cu R0 = 1 arată că valoarea de reproducere oferă doar o idee vagă despre
dependent,a mărimii finale a epidemiei R∞ de t0: ne as, teptăm ca maximul din
R∞ să fie atins în apropierea t0 = 0 s, i minimul în apropierea t0 = 0,5. Cu
R0 = 1,5, modelul W(t) ar fi similar, cu un maxim la t0 = 0 s, i un minim
la t0 = 0,5. Dar figura 13.3(a) arată că acest lucru este îns, elător: efectele
neliniare devin importante. Cu o perioadă de infect,ie mai lungă (1/b = 3
săptămâni), diferent,a dintre o epidemie care începe într-un sezon nefavorabil
s, i una care începe într-un sezon favorabil este mai put,in pronunt,ată decât
atunci când perioada de infect,ie este mai scurtă (1/b = 1 săptămâni).

Să adăugăm câteva observat,ii despre o metodă de estimare a R0 din date
fără a utiliza mărimea finală a epidemiei. La începutul unei epidemii, avem
t ≈ t0, S ≈ 1, I ≈ 0 s, i R ≈ 0. Astfel,

dI
dt

≈ (a(t0)−b)I

s, i I(t) tinde să crească exponent,ial cu rata a(t0)−b. Această rată poate fi esti-
mată cu ajutorul începutului curbei epidemice. Cunoscând durata medie 1/b
a perioadei de infect,ie, putem deduce a(t0) s, i, prin urmare, raportul a(t0)/b.
Dar analiza noastră arată că, spre deosebire de R0 = ā/b, raportul a(t0)/b nu
este corelat cu proprietăt,ile de prag ale sistemului. Dacă totus, i a(t) = ā f (t),
unde f (t) este cunoscută s, i periodică cu media egală cu 1, atunci se poate
calcula R0 = (a(t0)/b)/ f (t0). Pentru bolile transmise prin aer, este dificil
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de stabilit forma lui f (t) = a(t)/ā, deoarece este dificil de estimat cantitativ
influent,a temperaturii s, i a umidităt,ii asupra transmisibilităt,ii. Pentru bolile
transmise prin vectori, se pot măsura variat,iile sezoniere ale populat,iei de
vectori, astfel încât R0 poate fi estimat (a se vedea, de exemplu, capitolul 8).

Figura 13.4 prezintă liniile de nivel ale mărimii finale a epidemiei R(∞)∈
{0,5; 0,7; 0,9} atunci când variază timpul t0 de introducere a primului caz in-
fectat (0 ⩽ t0 ⩽ T) s, i nivelul ε de sezonalitate (0 ⩽ ε ⩽ 1). Aici am utilizat
a(t) = ā [1+ ε cos(2πt/T)], T = 1 pe an s, i b = 100 pe an, astfel încât durata
infect,iei 1/b este cuprinsă între 3 s, i 4 zile. Să presupunem că R0 = ā/b =1,5.
Să presupunem în continuare că I(t0) = i = 10−4: un caz este introdus într-o
populat,ie de 10.000 persoane care se amestecă omogen. Ora t a calendaru-
lui a fost setată astfel încât a(t) să atingă maximul atunci când se ajunge la
t = 0. În funct,ie de alegerea lui (t0,ε), mărimea finală variază de la 38 % la
94 %. Subliniem că aceste valori diferite ale mărimii finale R(∞) corespund
aceleias, i valori a reproductivităt,ii R0. Pe axa orizontală ε = 0 (fără sezona-
litate), mărimea finală R(∞) este evident independentă de t0: R(∞) = 58%.
Pentru ε = 5%, mărimea finală variază de la 53 % la 63 % în funct,ie de
t0. Pentru ε = 10%, aceasta variază de la 48 % la 67 %. Pentru ε = 15%,
aceasta variază de la 42 % la 70 %. Astfel, chiar s, i amplitudinile relativ mici
ale sezonalităt,ii au un efect semnificativ asupra mărimii finale a epidemiei.
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Figura 13.4: Linii de nivel (50 %, 70 % s, i 90 %) ale mărimii finale a epidemiei R(∞)
atunci când variază timpul t0 de introducere al primului caz infectat (axa orizontală) s, i
amplitudinea ε a sezonalităt,ii (axa verticală). În toată această figură, avem R0 = 1,5.

Figura 13.5 prezintă liniile de nivel {0,5 ; 1 ; 1,5 ; 2 ; 2,5} ale raportului
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a(t0)/b, care poate fi estimat prin adaptarea unei exponent,iale la începutul
unei curbe epidemice, atunci când se variază timpul t0 de introducere al pri-
mului caz infectat (0 ⩽ t0 ⩽ T) s, i magnitudinea ε a sezonalităt,ii (0 ⩽ ε ⩽ 1),
ca în figura 13.4. Se poate observa că a(t0)/b nu prezice bine mărimea finală
a epidemiei. Cel mai frapant caz este cel în care t0/T = 0,5 s, i ε = 1. În acest
caz, a(t0)/b = 0, s, i R(∞) = 93 % (fig. 13.4).
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Figura 13.5: Liniile de nivel ale lui a(t0)/b pe măsură ce variază timpul t0 de intro-
ducere al primului caz infectat (axa orizontală) s, i amplitudinea ε a sezonalităt,ii (axa
verticală).

13.3 Teoreme de prag

13.3.1 Sistem periodic S-I-R

Ca s, i în 1, sistemul (13.1)–(13.2) are o solut,ie unică definită pentru orice
t ⩾ t0. În plus, S(t) > 0, I(t) > 0 s, i R(t) > r = R(t0) pentru orice t > t0. În
plus, funct,ia S(t) este descrescătoare, funct,ia R(t) este crescătoare s, i S(t)+
I(t)+R(t) = 1. Prin urmare, S(t) → S∞ s, i R(t) → R∞ când t → +∞. Din
I = 1−S−R, vedem că I(t)→ I∞. Dar

R(t)− r =
∫ t

t0
b(u) I(u)du.

Deci, această integrală converge când t →+∞; b̄ > 0 implică I∞ = 0.

Propozit, ia 13.1. Să presupunem R0 < 1. Atunci R∞ → r când i → 0.



Capitolul 13 223

Demonstraţie. Deoarece S(t) = 1− I(t)−R(t), I(t) ⩾ 0 s, i R(t) ⩾ r pentru
orice t ⩾ t0, avem

dI
dt

= a(t)(1− I−R)I−b(t)I ⩽ [a(t)(1− r)−b(t)]I(t).

Din I(t0) = i, obt,inem

I(t)⩽ i exp
(∫ t

t0
[a(u)(1− r)−b(u)] du

)
.

Dar dR/dt = b(t)I s, i R(t0) = r. Deci

r ⩽ R(t)⩽ r+ i
∫ t

t0
b(u)exp

(∫ u

t0
[a(v)(1− r)−b(v)] dv

)
du. (13.5)

Când u →+∞, avem∫ u

t0
[a(v)(1− r)−b(v)]dv ∼

[
ā(1− r)− b̄

]
u.

Dar ā(1 − r)− b̄ < 0 de la R0 < 1. Deci, integrala din partea dreaptă a
inegalităt,ii (13.5) converge când t →+∞ s, i

r ⩽ R∞ ⩽ r+ i
∫ +∞

t0
b(u)exp

(∫ u

t0
[a(v)(1− r)−b(v)] dv

)
du.

Deci R∞ → r când i → 0.

Propozit, ia 13.2. Să presupunem R0 > 1. Atunci R∞−r ⩾ (1−r)(1−1/R0).

Demonstraţie. Dovada este prin reducere la absurd. Să presupunem R∞−r <
(1− r)(1−1/R0). Atunci 1−R∞ > (1− r)/R0 = b̄/ā. Deoarece R(t) este
o funct,ie crescătoare, vedem că R(t)⩽ R∞ pentru orice t ⩾ t0. Apoi

dI
dt

= a(t)(1− I−R)I−b(t)I ⩾ c(t)I−a(t)I2, (13.6)

unde c(t) = a(t)(1−R∞)−b(t). În plus,

c̄ =
1
T

∫ T

0
c(t)dt = ā(1−R∞)− b̄ > 0.

Alegem η astfel încât 0 < η < c̄/ā. Din moment ce I(t)→ 0 când t → +∞,
există t1 > t0 astfel încât să avem 0 ⩽ I(t) ⩽ η pentru orice t ⩾ t1. Acum,
inegalitatea (13.6) implică

dI
dt

⩾ (c(t)−a(t)η)I , I(t)⩾ I(t1)exp
(∫ t

t1
(c(u)−a(u)η)du

)
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pentru orice t ⩾ t1. Din cauza modului în care este ales η , obt,inem I(t)→+∞

când t →+∞, ceea ce contrazice I(t)⩽ 1.

13.3.2 Sistemul periodic S-E-I-R

Să considerăm sistemul

dS
dt

=−a(t)SI,
dE
dt

= a(t)SI−c(t)E,
dI
dt

= c(t)E−b(t)I,
dR
dt

= b(t)I,

cu S+E+ I+R = 1 s, i în care rata c(t) de tranzit,ie de la faza latentă E la faza
infect,ioasă I este o funct,ie continuă, T-periodică s, i strict pozitivă cu media c̄.
Se consideră condit,ia init,ială

S(t0) = 1− e− i− r, E(t0) = e, I(t0) = i, R(t0) = r,

cu e ⩾ 0, i ⩾ 0, r ⩾ 0, e+ i > 0 s, i e+ i+ r < 1. Pentru orice λ > 0, fie
Φ(t, t0;λ ) operatorul de evolut,ie asociat sistemului liniar T-periodic.

dX
dt

=

(
−c(t) a(t)(1−r)

λ

c(t) −b(t)

)
X = Mλ(t)X. (13.7)

Astfel, Φ(t0, t0;λ ) = I , matricea identitate de ordin 2. Se observă că

ρ(Φ(T,0;λ )) = ρ(Φ(t0 +T, t0;λ ))

pentru orice t0 [15, teorema 9.7]. Fie Σ(t, t0) operatorul de evolut,ie asociat
sistemului

dX
dt

=

(
−c(t) 0
c(t) −b(t)

)
X.

Reproductivitatea R0 este raza spectrală a operatorului K pe spat,iul P
al funct,iilor continue T-periodice R în R2 cu

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx

s, i

K(t,x) =
(

0 a(t)(1− r)
0 0

)
Σ(t, t − x).

Reproductivitatea R0 este, de asemenea, valoarea unică λ > 0 astfel încât
ρ(Φ(T,0;λ )) = 1 (propozit,ia 7.21).
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Propozit, ia 13.3. Sistemul periodic S-E-I-R are o solut,ie unică definită pen-
tru orice t ⩾ t0. În plus, S(t) > 0, E(t) > 0 s, i I(t) > 0 pentru orice t > t0.
Funct,ia S(t) este descrescătoare s, i converge spre o limită S∞. Funct,ia R(t)
este crescătoare s, i converge spre o limită R∞. Funct,iile E(t) s, i I(t) converg
la 0. În plus, S∞ > 0 s, i R∞ < 1.

Demonstraţie. Primele afirmat,ii sunt dovedite ca în 2: S(t)→ S∞ s, i R(t)→
R∞. Din

d
dt
(I+R) = c(t)E,

rezultă că funct,ia I+R este crescătoare s, i converge. Prin urmare I(t)→ I∞.
În plus,

R(t)− r =
∫ t

t0
b(u)I(u)du

converge când t →+∞. Prin urmare, b̄ > 0 implică I∞ = 0. Din E = 1−S−
I−R obt,inem E(t)→ E∞. Deoarece

d
dt
(S+E) =−c(t)E,

integrala ∫ +∞

t0
c(u)E(u)du

converge. Prin urmare, c̄ > 0 implică E∞ = 0. Vom arăta acum că S∞ > 0.
Din

dS
dt

=−a(t)SI,

obt,inem

logS(t)− logS(t0) =−
∫ t

t0
a(u) I(u)du.

Din inegalităt,ile∫ t

t0
a(u) I(u)du ⩽

[
max

0⩽u⩽T

a(u)
b(u)

]∫ t

t0
b(u) I(u)du ,∫ t

t0
b(u) I(u)du = R(t)− r ⩽ 1− r

rezultă că ∫ +∞

t0
a(u) I(u)du <+∞.

Astfel S∞ > 0 s, i R∞ = 1−S∞ < 1.
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Propozit, ia 13.4. Dacă R0 < 1, atunci R∞ → r când e → 0 s, i i → 0.

Demonstraţie. Din S = 1−E− I−R, avem

d
dt

(
E
I

)
⩽

(
−c(t) a(t)(1− r)
c(t) −b(t)

)(
E
I

)
,

unde inegalitatea între vectori înseamnă inegalitate componentă cu compo-
nentă. Astfel, (

E(t)
I(t)

)
⩽ Φ(t, t0;1)

(
e
i

)
în conformitate cu corolarul 2.6. Deoarece R0 < 1, avem ρ(Φ(t0+T, t0;1))<
1 (corolarul 7.13). Prin urmare,

R∞ − r =
∫ +∞

0
b(t) I(t)dt ⩽ (1 1)

∫ +∞

0
b(t)Φ(t, t0;1)dt

(
e
i

)
converge spre 0 dacă e s, i i tind spre 0.

Propozit, ia 13.5. Dacă R0 > 1, atunci R∞ − r ⩾ (1− r)(1−1/R0).

Demonstraţie. Prin reducere la absurd, să presupunem R∞ − r < (1− r)(1−
1/R0). Atunci 1−R∞ > (1− r)/R0, astfel încât (1− r)/(1−R∞)< R0 s, i

ρ(Φ(T,0; (1− r)/(1−R∞)))> ρ(Φ(T,0; R0)) = 1

(propozit,ia 7.11). Rezultă că R∞ < 1. Prin continuitatea razei spectrale s, i
solut,ia unei ecuat,ii diferent,iale în raport cu un parametru, putem alege η > 0
astfel încât η < 1−R∞ s, i ρ(Φ(T,0; λ ))> 1, unde λ = (1−r)/(1−R∞−η).
Rezultă că S(t)→ 1−R∞ când t →+∞. Prin urmare, există t1 > t0 astfel încât

S(t)⩾ 1−R∞ −η pentru orice t ⩾ t1. Fie X =

(
E
I

)
. Prin urmare,

dX
dt

⩾

(
−c(t) a(t)(1−R∞ −η)
c(t) −b(t)

)
X

s, i X(t)⩾ Φ(t, t1;λ )X(t1) pentru orice t ⩾ t1 conform corolarului 2.6. În par-
ticular, X(t1 + nT) ⩾ Φ(t1 + nT, t1;λ )X(t1) = Φ(t1 + T, t1;λ )nX(t1) pentru
orice număr întreg n ⩾ 1. Matricea Φ(t1 +T, t1;λ ) are coeficient,i strict pozi-
tivi. Utilizând teorema Perron-Frobenius (teorema 3.19), fie V s, i W vectorii
proprii cu componente strict pozitive ai acestei matrice, respectiv ai transpusei
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sale asociate cu raza spectrală ρ(Φ(t1 +T, t1;λ )) s, i astfel încât ⟨V,W⟩ = 1.
Atunci

Φ(t1 +T, t1;λ )nX(t1)
ρ(Φ(t1 +T, t1;λ ))n −→

n→+∞
V⟨W,X(t1)⟩.

Deoarece componentele vectorului X(t1) sunt strict pozitive s, i avem ρ(Φ(t1+
T, t1;λ )) > 1, urmează că E(t1 + nT) s, i I(t1 + nT) tind spre +∞ când n →
+∞. Dar acest lucru contrazice faptul că funct,iile E(t) s, i I(t) sunt majorate
cu 1.

Concluzie. Teorema pragului pentru sistemele cu coeficient,i constant,i (cu
cele două cazuri clasice R0 < 1 s, i R0 > 1) se generalizează la sistemele cu
coeficient,i periodici care reprezintă sezonalitatea, cu condit,ia ca reproducti-
vitatea R0 să fie definită ca în capitolele anterioare. Cu toate acestea, în mod
oarecum neas, teptat, sistemele periodice pot avea ca rezultat epidemii destul
de mari chiar s, i atunci când R0 < 1; mărimea finală a epidemiei poate să nu
crească odată cu rata de contact sau cu fract,iunea init,ială i de persoane infec-
tate. Aceste observat,ii bazate pe sisteme simple ar trebui să servească drept
avertisment pentru interpretarea epidemiilor influent,ate de sezonalitate. Epi-
demiile emergente de boli transmise prin vectori, cărora teoria schimbărilor
climatice le acordă o atent,ie deosebită, ar trebui analizate cu prudent,ă, as, a
cum s-a văzut în cazul chikungunya în Réunion s, i Italia. Un alt caz intere-
sant este cel al pandemiei de gripă H1N1. Pandemia din 1918–1920 a avut
loc în mai multe valuri influent,ate de sezonalitate. Încercările de estimare
a reproductivităt,ii pentru această pandemie au folosit coeficient,i constant,i s, i
au utilizat începutul curbei epidemice sau mărimea finală a epidemiilor cu
un singur val. Acest capitol sugerează că revizuirea acestor analize poate fi
necesară, deoarece relat,ia dintre reproductivitate R0 s, i comportamentul epi-
demiilor influent,ate de sezonalitate nu este o generalizare evidentă a ceea ce
se cunoas, te în cazul unui mediu constant.
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Mărimea finală a epidemiilor într-un mediu perio-
dic de amplitudine redusă

În acest capitol, studiem din punct de vedere teoretic modul în
care, în cadrul unui model S-I-R foarte simplu pentru o boală
cu transmitere directă, un mediu periodic poate modifica mări-
mea finală a unei epidemii. Rezultatele analitice sunt obt,inute
presupunând că amploarea sezonalităt,ii este mică.

14.1 O epidemie de denga în Réunion

O epidemie de denga a avut loc în 2018 pe insula Réunion. Mai mult de 5.000
cazuri au fost confirmate biologic între ianuarie s, i iunie 2018 s, i au fost rapor-
tate mai mult de 16.000 cazuri suspecte de denga (fig. 14.1). Până la sfârs, itul
lunii iunie, datorită debutului iernii sudice, dar s, i datorită controlului vecto-
rial, epidemia a scăzut. Cu toate acestea, a fost dificil de prezis dacă numărul
de infect,ii va scădea suficient pentru a preveni un al doilea val epidemic la
sfârs, itul anului 2018, când condit,iile climatice vor fi mai favorabile t,ânt,arilor
care transportă boala. Acest al doilea val a fost cel care a infectat aproape o
treime din populat,ie cu chikungunya în 2006.

Ar fi tentant să se modeleze matematic răspândirea denga într-un mod re-
alist, limitând complexitatea modelului la cât,iva parametri necunoscut,i, as, a
cum s-a încercat pentru chikungunya în capitolul 9. Cu toate acestea, in-
certitudinile care înconjoară aces, ti parametri s, i dependent,a lor de variabilele
climatice sunt atât de mari încât este probabil ca rezultatele numerice să fie
mai degrabă îndoielnice [60].

În cele ce urmează, ne vom limita la un model epidemiologic extrem
de simplificat, cu transmitere directă s, i netransmisie vectorială, care nu are
pretent,ia de a fi aplicabil în cazul denga din Réunion. Nu ar avea sens să se
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Figura 14.1: Funct,ia pas de sus (scara de pe axa verticală din stânga): numărul estimat
de cazuri săptămânale de denga în Réunion între ianuarie s, i iunie 2018, conform [68].
Funct,ia pas de jos (aceeas, i scară): cazuri săptămânale de chikungunya în 2005 (vezi
capitolul 9). Linia punctată: date climatice la stat,ia aeroportului din Réunion, conform
Météo France. Temperatura minimă (de la 18,0 la 23,7 oC) s, i temperatura maximă (de
la 25,2 la 30,1 oC) [linii lungi]. Precipitat,ii lunare (43–351 mm) [linii scurte].

adapteze parametrii acestuia la datele epidemice. Scopul este mai degrabă de
a atrage atent,ia asupra problemei mărimii finale a unei epidemii într-un mediu
periodic, care a fost put,in studiată din punct de vedere teoretic.

Chiar s, i cele mai simple modele matematice care iau în considerare ca-
racterul sezonier prezintă numeroase dificultăt,i. Se va vedea în sect,iunea 16.1
(a se vedea, de asemenea, [20]) că, pentru modelele de boli endemice, un co-
eficient periodic poate conduce la oscilat,ii cu o perioadă diferită sau chiar la
oscilat,ii haotice.

După cum s-a văzut în capitolele anterioare, reproductivitatea R0 trebuie
să fie definită cu atent,ie în modelele periodice, astfel încât inegalitatea R0 > 1
să reflecte instabilitatea situat,iei fără epidemie; dificultatea apare în special
pentru modelele cu cel put,in două compartimente infectate.

În capitolul 13, a fost discutat modelul periodic S-I-R, o generalizare sim-
plă a modelului clasic al lui Kermack s, i McKendrick:

dS
dt

=−a(t)S
I
N
,

dI
dt

= a(t)S
I
N
−b I,

dR
dt

= b I, (14.1)

unde N este mărimea populat,iei, S(t) este numărul de persoane susceptibile
de a fi infectate, I(t) este numărul de persoane infectate, R(t) este numărul de
persoane vindecate, a(t) este rata efectivă de contact s, i b este rata de vinde-
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care. Condit,iile init,iale sunt, de exemplu

S(t0) = S0 = N− I0, I(t0) = I0, R(t0) = 0,

cu 0 < I0 < N. Funct,ia a(t) este periodică cu perioada T. Să presupunem că

R0 =
1

bT

∫ T

0
a(t)dt.

Am arătat în capitolul 13 că proprietatea pragului epidemic se traduce astfel:
dacă R0 < 1, atunci mărimea finală R(∞) a epidemiei tinde la 0 dacă I0 tinde
la 0; dacă, dimpotrivă, R0 > 1, atunci

R(∞)> N(1−1/R0)

indiferent de 0 < I0 < N. Această proprietate se extinde de la modelele cu
transmitere directă, cum ar fi sistemul (14.1), la modelele cu transmitere vec-
torială, cum ar fi denga. În figura 13.4, s-a investigat numeric modul în care
mărimea finală R(∞) a epidemiei depinde de timpul init,ial t0 s, i de mărimea
ratei de contact a(t). S-a observat că R(∞) poate varia de două ori pentru
aceeas, i valoare a reproductivităt,ii R0.

Prin combinarea metodelor numerice s, i analitice, mărimea finală a epide-
miei este studiată mai îndeaproape în cazul special în care

a(t) = ā(1+ ε φ(t))

cu o funct,ie φ(t) periodică (de exemplu continuă pe port,iuni) cu perioada T
s, i media zero s, i cu un parametru ε mic, astfel încât mediul să fie doar slab
sezonier. Să notăm :

• Sε(t), Iε(t) s, i Rε(t) solut,iile corespunzătoare cu aceeas, i condit,ie init,ia-
lă (N− I0, I0,0);

• S(t), I(t) s, i R(t) solut,iile cu aceeas, i condit,ie init,ială, dar cu ε = 0.

În sect,iunea 14.2 se arată că

Rε(∞) = R(∞)+Ncε +o(ε)

când ε → 0, unde R(∞) este mărimea finală a epidemiei într-un mediu con-
stant. Coeficientul de corect,ie c poate fi pozitiv sau negativ.

Dacă φ(t) = cos(ωt), numărul de persoane infectate la început este mic în
comparat,ie cu mărimea populat,iei (I0 ≪ N), R0 = ā/b > 1 cu R0 aproape de
1 s, i I0/N ≪ (R0 −1)2, atunci coeficientul de corect,ie c se determină analitic
în funct,ie de parametrii modelului N, I0, ā, b, t0 s, i ω . Constatăm că mediul
periodic cres, te mărimea finală a epidemiei (c> 0 dacă rata efectivă de contact
se verifică a(t0+τ)> ā, unde t0+τ este momentul în care epidemia ar atinge
vârful într-un mediu constant.
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14.2 Formula exactă pentru coeficientul de corect, ie

Despre sistemul diferent,ial (14.1), am văzut în sect,iunea 13.3 următoarele
proprietăt,i:

• Sε(t)+ Iε(t)+Rε(t) = N pentru orice t ⩾ t0 ;

• Sε(t)> 0, Iε(t)> 0 s, i Rε(t)⩾ 0 pentru orice t ⩾ t0 ;

• funct,ia Sε(t) este descrescătoare s, i tinde spre o limită Sε(∞) ;

• funct,ia Rε(t) este crescătoare s, i tinde spre o limită Rε(∞) ;

• funct,ia Iε(t) tinde spre o limită care nu poate fi decât 0.

Să integrăm a treia ecuat,ie diferent,ială de la t0 la infinit:

Rε(∞) = b
∫ +∞

t0
Iε(t)dt.

În plus, prima ecuat,ie diferent,ială se scrie

1
Sε

dSε

dt
=−a(t)

Iε(t)
N

.

Integrând în acelas, i mod obt,inem

log
Sε(∞)

N− I0
=− ā

N

∫ +∞

t0
Iε(t)dt − ā

N
ε

∫ +∞

t0
Iε(t)φ(t)dt .

Înlocuind prima integrală s, i t,inând cont că Sε(∞) = N−Rε(∞) obt,inem

log
N−Rε(∞)

N− I0
+

ā
b

Rε(∞)

N
+

ā
N

ε

∫ +∞

t0
Iε(t)φ(t)dt = 0 . (14.2)

Când ε = 0, ultimul termen din partea dreaptă dispare s, i recunoas, tem ecuat,ia
clasică pentru mărimea finală a epidemiei într-un mediu constant (propozit,ia
1.3). Avem

ε

∫ +∞

t0
Iε(t)φ(t)dt = ε

∫ +∞

t0
I(t)φ(t)dt +o(ε).

Scriind Rε(∞) = R(∞)+Ncε +o(ε) pentru ε → 0, obt,inem

log
N−R(∞)−Ncε +o(ε)

N− I0
+

ā
b

R(∞)

N

+
ā
b

cε +
ā
N

ε

∫ +∞

t0
I(t)φ(t)dt +o(ε) = 0.
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Termenii de ordin ε sunt

−Nc
N−R(∞)

+
ā
b

c+
ā
N

∫ +∞

t0
I(t)φ(t)dt = 0 .

Deci

c =
ā/N

N/(N−R(∞))− ā/b

∫ +∞

t0
I(t)φ(t)dt . (14.3)

Reamintim că R(∞)>N(1−b/ā). Prin urmare, numitorul din formula (14.3)
este strict pozitiv. Coeficientul c are acelas, i semn ca s, i integrala∫ +∞

t0
I(t)φ(t)dt .

Putem evalua numeric această integrală. În primul rând, folosim un soft-
ware de calcul numeric, cum ar fi Scilab, pentru a rezolva sistemul diferent,ial
(14.1) cu ε = 0. Obt,inem astfel (S(t), I(t),R(t)) pentru un set discret de valori
ale t, cu un pas de timp mic. În particular, deducem valoarea lui R(∞). Apoi
calculăm integrala cu aceeas, i discretizare temporală. În final, aflăm valoarea
coeficientului c.

Să considerăm un exemplu. Să presupunem φ(t)= cos(ωt) cu ω = 2π/T,
N = 10.000, I0 = 1, T = 12 luni, ā = 10/lună s, i b = 5/lună. Rezultă că repro-
ductivitatea este R0 = 2; mărimea finală a epidemiei într-un mediu constant
este R(∞) ≈ 7.968. Figura 14.2 arată cum variază Rε(∞) în funct,ie de ε

(0 ⩽ ε ⩽ 1) atunci când t0 ia trei valori diferite, corespunzând la trei momente
diferite de introducere a primului caz infectat în populat,ie: 0,5 luni, 2 luni sau
3 luni. În figură este prezentată s, i aproximarea R(∞)+Ncε pentru ε mică, cu
coeficientul de corect,ie c calculat conform formulei (14.3). Observăm că coe-
ficientul c poate fi pozitiv sau negativ, astfel încât mărimea finală a epidemiei
poate fi mai mare sau mai mică decât într-un mediu constant. Observăm, de
asemenea, că pentru lunile t0 = 3, funct,ia Rε(∞) variază în funct,ie de ε într-
un mod mai complicat decât pentru celelalte două valori ale lui t0: în special,
această funct,ie este descrescătoare doar atât timp cât ε < 0,3.

14.3 Formule aproximative

Să presupunem R0 ≈ 1 s, i I0/N ≪ (R0 −1)2. În sect,iunea 1.4, a fost găsită o
aproximare pentru numărul de persoane infectate:

I(t)≈ N
2

(ā/b−1)2

ch2[(ā−b)(t − t0 − τ)/2]
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Figura 14.2: Mărimea finală a epidemiei în funct,ie de ε pentru trei valori diferite ale
lui t0 (linie punctată). În linie continuă: aproximat,ia R(∞)+Ncε pentru ε aproape
de 0.

pentru orice t > t0, unde

τ ∼ 1
ā−b

log
[
2(N/I0)(ā/b−1)2] .

În t = t0 + τ , aproximat,ia din I(t) atinge apogeul. Apoi

c ≈ ā(ā/b−1)2/2
N/(N−R(∞))− ā/b

∫ +∞

t0

φ(t)
ch2[(ā−b)(t − t0 − τ)/2]

dt . (14.4)

Ret,inet,i că ā− b este mic s, i τ este mare. După schimbarea de variabilă t =
t0 + τ +u, observăm că funct,ia

1
ch2[(ā−b)u/2]

este aproape zero în afara vecinătăt,ii lui u = 0, astfel încât∫ +∞

−τ

φ(t0 + τ +u)
ch2[(ā−b)u/2]

du ≈
∫ +∞

−∞

φ(t0 + τ +u)
ch2[(ā−b)u/2]

du .

Această ultimă integrală este calculată explicit atunci când

φ(t) = cos(Ωt).
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Într-adevăr,∫ +∞

−∞

cos(Ω(t0 + τ +u))
ch2[(ā−b)u/2]

du = cos[Ω(t0 + τ)]
∫ +∞

−∞

cos(Ωu)
ch2[(ā−b)u/2]

du

deoarece integrala cu funct,ia impară sin(Ωu) se anulează. Conform formu-
lei (19.23), pe care o vom demonstra într-un capitol ulterior, avem

∫ +∞

−∞

cos(Ωu)
ch2[(ā−b)u/2]

du =

πΩ

[(ā−b)/2]2

sh
(

πΩ

ā−b

) ,

unde sh(·) reprezintă sinusul hiperbolic. În cele din urmă ajungem la

c ≈ cos[Ω(t0 + τ)]

N/(N−R(∞))− ā/b
2πΩ/ā

sh
(

πΩ

ā−b

) . (14.5)

Observăm că semnul coeficientului de corect,ie c este acelas, i cu cel din

cos[Ω(t0 + τ)].

Astfel, mediul periodic cres, te mărimea finală a epidemiei dacă

a(t0 + τ)> ā,

unde t0 + τ este momentul în care epidemia ar atinge punctul maxim într-un
mediu constant.

Ca exemplu, să luăm aceleas, i valori ale parametrilor ca în figura 14.2, cu
except,ia ā = 6 pe lună pentru a avea R0 = 1,2 mai aproape de 1; [31, p. 240]
indică faptul că aproximarea simetrică în formă de clopot a lui Kermack s, i
McKendrick este satisfăcătoare doar pentru R0 < 1,5. Figura 14.3 compară
expresia exactă (14.3) a coeficientului de corect,ie c cu aproximat,iile (14.4) s, i
(14.5). Cu aceste valori numerice, ultimele două aproximat,ii nu se pot dis-
tinge una de cealaltă. Acestea sunt cu atât mai apropiate de valoarea exactă cu
cât R0 este aproape de 1. Ret,inet,i că aici I0/N = 10−4 ≪ (R0 −1)2 = 0,04.
Figura poate fi interpretată astfel: dacă epidemia a început la t0 = 0, de
exemplu, valorile parametrilor ar conduce la un vârf al epidemiei aproximativ
τ ≈ 6,3 luni mai târziu într-un mediu constant; dar mediul periodic va fi ne-
favorabil în acel moment (ne vom afla în depresiunea factorului cosΩt); prin
urmare, mărimea finală a epidemiei va fi mai mică s, i c < 0.
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Figura 14.3: Coeficientul de corect,ie c pentru mărimea finală a epidemiei în funct,ie
de t0, momentul începerii epidemiei. Comparat,ie între expresia exactă (14.3) [linie
continuă] s, i aproximările (14.4) [puncte] s, i (14.5) [linie punctată].

Observat,ia 14.1. Formula exactă (14.3) pentru coeficientul de corect,ie c poate
fi adaptată la modele mai complexe. De exemplu, să presupunem că epidemia
se răspândes, te între două populat,ii, cum ar fi oamenii s, i vectorii, în confor-
mitate cu schema S-I-R, cu N1 = S1(t)+ I1(t)+R1(t) s, i N2 = S2(t)+ I2(t)+
R2(t) :

dS1

dt
=−a(t)S1

I2

N2
,

dI1

dt
= a(t)S1

I2

N2
−b1 I1,

dR1

dt
= b1 I1 ,

dS2

dt
=−a(t)I1

S2

N2
,

dI2

dt
= a(t)I1

S2

N2
−b2 I2,

dR2

dt
= b2 I2 .

Să presupunem, ca s, i înainte, a(t) = ā(1 + ε φ(t)). Vom nota cu S1,ε(t),
I1,ε(t), etc., solut,iile respective s, i cu S1(t), I1(t), etc., aceleas, i solut,ii atunci
când ε = 0. Notăm, de asemenea, i1 = I1(t0) s, i i2 = I2(t0). Putem obt,ine cu
us, urint,ă echivalentul ecuat,iei (14.2), care este sistemul

log
N1 −R1,ε(∞)

N1 − i1
+

ā
b2

R2,ε(∞)

N2
+

ā
N2

ε

∫ +∞

t0
I2,ε(t)φ(t)dt = 0

log
N2 −R2,ε(∞)

N2 − i2
+

ā
b1

R1,ε(∞)

N2
+

ā
N2

ε

∫ +∞

t0
I1,ε(t)φ(t)dt = 0.
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Acest sistem are solut,ii de forma Rk,ε(∞) = Rk(∞) +Nk ck ε + o(ε) pentru
k = 1 sau 2. Folosind teorema funct,iei implicite, obt,inem

 N1 c1

N2 c2

=


1

N1−R1(∞) − ā
b2N2

− ā
b1N2

1
N2−R2(∞)


−1 ā

N2

∫ +∞

t0 I2(t)φ(t)dt

ā
N2

∫ +∞

t0 I1(t)φ(t)dt

 .

Cu toate acestea, nu este posibil să continuăm ca în sect,iunea 14.3, deoarece
nu avem formule aproximative explicite pentru I1(t) s, i I2(t).

Concluzie. Am determinat analitic modul în care mărimea finală a epide-
miei este afectată de o rată de contact periodică mică atunci când reproduc-
tivitatea R0 rămâne apropiată de 1. Aceasta reprezintă o mică îmbunătăt,ire
fat,ă de rezultatele calitative din sect,iunea 13.3 s, i fat,ă de cele pur numerice din
sect,iunea 13.2. Cu toate acestea, ipotezele sunt destul de restrictive. În spe-
cial, acestea evită cazurile în care apar mai multe vârfuri epidemice, deoarece
rămânem aproape de situat,ia cu un singur vârf în medii constante.
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Mărimea finală a epidemiilor într-un mediu
periodic de înaltă frecvent, ă

Se studiază un model epidemiologic neliniar de tip S-I-R atunci
când rata de contact oscilează rapid. Mărimea finală a epide-
miei este apropiată de cea obt,inută prin înlocuirea ratei de con-
tact cu media acesteia. Se calculează o aproximare a corect,iei
atunci când reproductivitatea epidemiei este apropiată de 1. Co-
rect,ia, care poate fi pozitivă sau negativă, este proport,ională atât
cu perioada oscilat,iilor, cât s, i cu fract,iunea init,ială de persoane
infectate.

15.1 Introducere

Considerăm modelul epidemiologic S-I-R. Fie N mărimea, presupus con-
stantă, a unei populat,ii, S(t) numărul de persoane care ar putea fi infectate
la momentul t, I(t) numărul de persoane infectate s, i R(t) numărul de per-
soane eliminate din lant,ul de transmitere deoarece sunt vindecate s, i imune.
Astfel N = S(t)+ I(t)+R(t). Fie a(t) rata efectivă de contact s, i b rata de
întărire. Ca s, i în modelul Kermack s, i McKendrick, presupunem că

dS
dt

=−a(t)S
I
N
,

dI
dt

= a(t)S
I
N
−b I,

dR
dt

= b I. (15.1)

Fiecare individ susceptibil de a fi infectat este, prin urmare, influent,at de
proport,ia I/N de indivizi infectat,i din populat,ia totală, adică de „câmpul me-
diu”, s, i nu de vecinătatea sa într-o anumită structură de contact.

În capitolul 14, am fost interesat,i de influent,a pe care o oscilat,ie peri-
odică de mică amplitudine a ratei de contact a(t) ar avea-o asupra mărimii
finale R(∞) a epidemiei. Suntem interesat,i de cazul în care amplitudinea este
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arbitrară, dar perioada oscilat,iilor este mică în comparat,ie cu durata tipică
a epidemiei. Pentru o epidemie care durează câteva săptămâni, aceasta ar
reprezenta, de exemplu, alternant,a rapidă dintre zi s, i noapte. Pentru o epi-
demie care durează câteva luni, aceasta ar reprezenta alternant,a dintre zilele
săptămânii s, i weekend-uri, în special pentru epidemiile din s, coli. Pentru o
epidemie care durează mai mult,i ani sau chiar zeci de ani, aceasta ar repre-
zenta alternant,a dintre ierni s, i veri.

Fie T > 0 perioada oscilat,iilor, un parametru care se dores, te a tinde spre
0. Să presupunem că

a(t) = ā(1+φ(t/T))

cu ā > 0 s, i o funct,ie continuă pe port,iuni φ astfel încât |φ(s)| ⩽ 1 pentru
orice s, astfel încât rata efectivă de contact a(t) să rămână întotdeauna po-
zitivă sau zero. Presupunem, de asemenea, că funct,ia φ este periodică cu
perioada 1 s, i media zero: ∫ 1

0
φ(s)ds = 0.

Astfel, a(t) este o funct,ie periodică cu perioada T s, i media sa este ā. Să luăm
drept condit,ii init,iale la începutul epidemiei

S(0) = N− I0, I(0) = I0, R(0) = 0,

cu 0 < I0 < N.
Sect,iunea 15.2 prezintă simulări ale acestui model. Se poate observa din

exemple că mărimea finală a epidemiei este foarte apropiată de cea obt,inută
prin înlocuirea ratei de contact cu media sa. În sect,iunea 15.3, propunem o
explicat,ie pentru această apropiere prin formularea unor ipoteze suplimentare
privind parametrii modelului, s, i anume că fract,iunea init,ială de persoane in-
fectate este mică s, i că reproductivitatea epidemiei rămâne apropiată de 1. Se
obt,ine, astfel, o formulă aproximativă pentru corect,ia la mărimea finală a epi-
demiei. Această corect,ie este proport,ională atât cu perioada oscilat,iilor, cât s, i
cu fract,ia init,ială de persoane infectate, de unde s, i caracterul său mic.

15.2 Unele simulări

Să luăm în considerare modelul S-I-R (15.1). Parametrii sunt ales, i astfel încât
să fie plauzibili:

• populat,ia totală este de N = 10.000 ;

• doar o singură persoană este infectată la începutul epidemiei (I0 = 1);
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• fiecare persoană are în medie ā = 15 contacte pe lună;

• durata medie a infect,iei este de 1/b = 1/10 luni, adică aproximativ 3
zile;

• perioada T este de 1/4 de lună, adică aproximativ 7 zile;

• factorul periodic este

φ(t/T) = k cos(Ωt +ψ),

unde Ω = 2π/T s, i |k|⩽ 1 ;

• defazajul este ψ = −π/2, astfel încât φ(t/T) = k sin(Ωt), iar rata de
contact a(t) este în fază crescătoare la t = 0.

Reproductivitatea este atunci R0 = ā/b = 1,5 > 1, ceea ce garantează dezvol-
tarea unei epidemii cu mărimea finală R(∞)⩾ N(1−b/ā) (capitolul 13).

Figura 15.1 prezintă două simulări tipice ale modelului: una cu k = 0
(viteza de contact este constantă), cealaltă cu k = 1 (viteza de contact osci-
lează). Des, i curbele pentru k = 1 se abat în mod semnificativ de la cele pentru
k = 0 în timpul epidemiei, este remarcabil faptul că mărimile finale R(∞) din
ambele simulări nu se disting din punct de vedere grafic. Acest lucru va fi
explicat în sect,iunea următoare.

0 2 41 30.5 1.5 2.5 3.5

0

10 000

2 000

4 000

6 000

8 000

Figura 15.1: Simularea unei epidemii: S(t), I(t) s, i R(t). Liniile continue non-ondulate
corespund la k = 0, iar liniile ondulate punctate la k = 1.
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Reducând perioada oscilat,iilor (de exemplu, cu T = 1/8 cu luni), am ve-
dea cum curbele (S(t), I(t),R(t)) pentru k = 1 îs, i păstrează oscilat,iile, dar se
apropie de solut,ia cu k = 0, pe care o notăm (S̄(t), Ī(t), R̄(t)), deoarece cores-
punde cu a(t) = ā. Aceasta este o consecint,ă a teoremei de medie a lui Fatou
[29, teorema 42]. Într-adevăr, dacă s = t/T, sistemul se poate scrie

dS
ds

=−T ā(1+φ(s))
SI
N
,

dI
ds

= T
[

ā(1+φ(s))
SI
N

−b I
]
,

dR
ds

= Tb I,

(15.2)
cu φ(s) = cos(2πs+ψ). Introducem, de asemenea, notat,iile Z = (S, I, R) s, i
Z̄ = (S̄, Ī, R̄). Teorema asigură că, atunci când T → 0,

Z(s)− Z̄(s) = (S(s)− S̄(s), I(s)− Ī(s), R(s)− R̄(s)) = O(T)

pentru un timp s de ordinul 1/T. Astfel Z(t)− Z̄(t) = O(T) pentru un timp t
de ordinul 1. Mai precis, există constante c1, c2, c3 s, i T0 toate pozitive astfel
încât pentru orice 0 < T < T0 s, i toate t > 0, avem

∥Z(t)− Z̄(t)∥⩽ T
[
c1ec2t + c3

]
.

Putem calcula o aproximat,ie de ordinul doi. Mai întâi, scriem siste-
mul (15.2) sub forma

dZ
ds

= T f (s,Z),

unde f (s,Z) este periodică în raport cu s de perioadă 1. Atunci

f0(Z)
def
=
∫ 1

0
f (s,Z)ds =

 −ā S I/N
ā S I/N−b I

b I

 ,

∫ s

0
[ f (σ ,Z)− f0(Z)]dσ =


−ā k

sin(2πs+ψ)− sin(ψ)

2π

SI
N

ā k
sin(2πs+ψ)− sin(ψ)

2π

SI
N

0


.

Ret,inet,i că termenul din sin(ψ) trebuie scăzut pentru ca aceste ultime funct,ii
să aibă media zero. Conform [29, teorema 44], avem

S(s) = S̄(s)−T
ā k sin(2πs+ψ)

2π

S̄(s) Ī(s)
N

+O(T2),
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I(s) = Ī(s)+T
ā k sin(2πs+ψ)

2π

S̄(s) Ī(s)
N

+O(T2)

s, i R(s) = R̄(s)+O(T2) pe un interval de timp s de ordinul lui 1/T. Cu alte
cuvinte,

S(t) = S̄(t)− ā k sin(Ωt +ψ)

Ω

S̄(t) Ī(t)
N

+O(1/Ω
2),

I(t) = Ī(t)+
ā k sin(Ωt +ψ)

Ω

S̄(t) Ī(t)
N

+O(1/Ω
2)

s, i R(t) = R̄(t)+O(1/Ω2) pe un interval de timp t de ordinul lui 1.
Ret,inet,i că, cu o perioadă mică a ratei de contact, nu observăm o curbă

epidemică cu mai multe valuri mari, spre deosebire de simulările din capitolul
13. Acest lucru se datorează faptului că sistemul se apropie din ce în ce mai
mult de cazul în care se calculează media ratei de contact, ceea ce dă un singur
val epidemic.

15.3 Proximitatea mărimilor finale

Scriind prima ecuat,ie a sistemului (15.1) sub forma

d
dt
(logS) =−a(t) I/N,

integrând între t = 0 s, i t =+∞, t,inând cont de condit,iile init,iale s, i de relat,ia∫ +∞

0
I(t)dt = R(∞)/b,

obt,inem, ca în capitolul 14,

log
N−R(∞)

N− I0
+

ā
b

R(∞)

N
+

ā
N

∫ +∞

0
I(t)φ(t/T)dt = 0 . (15.3)

Integrala oscilantă
∫ +∞

0 I(t)φ(t/T)dt tinde la 0 când T→ 0. Într-adevăr, s, tim,
pe de o parte, că I(t) ≈ Ī(t). Pe de altă parte, cel put,in atunci când φ este un
cosinus, integrala

∫ +∞

0 Ī(t)φ(t/T)dt tinde la 0 atunci când T → 0. Aceasta
este o consecint,ă a lemei Riemann-Lebesgue [19, p. 293] s, i a faptului că
funct,ia Ī(t) este pozitivă s, i integrabilă, deoarece

∫ +∞

0 Ī(t)dt = R̄(∞)/b.
Rezultă că R(∞)→ R̄(∞) când T → 0. Întrebarea este cât de repede se va

întâmpla acest lucru. La o primă aproximat,ie, o expansiune limitată a ecuat,iei
(15.3) ca în capitolul 14 duce la

R(∞)≈ R̄(∞)+
ā

N/(N− R̄(∞))− ā/b

∫ +∞

0
Ī(t)φ(t/T)dt .
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Apoi, expresia analitică simetrică aproximativă în formă de clopot sime-
trică obt,inută în sect,iunea 1.4 este utilizată pentru Ī(t), care presupune că
reproductivitatea ā/b rămâne aproape de 1, fiind în acelas, i timp mai mare de-
cât 1, s, i că fract,iunea init,ială infectată I0/N este mică (I0/N ≪ 1). În ipoteza
suplimentară probabilă I0/N ≪ (ā/b− 1)2 (fract,iunea init,ială infectată este
mult mai mică decât reproductivitatea este apropiată de 1),

Ī(t)≈ N
2

(ā/b−1)2

ch2[(ā−b)(t − τ)/2]
, (15.4)

unde

τ ≈
log
[
2(N/I0)(ā/b−1)2

]
ā−b

. (15.5)

Timpul τ este o aproximare a timpului până la vârful epidemiei într-un mediu
constant.

În cele din urmă, să presupunem că

φ(s) = k cos(2πs+ψ)

ca în figura 15.1. Fie Re(·) partea reală a unui număr complex s, i i numărul
imaginar obis, nuit. Avem apoi, folosind un rezultat clasic privind calculul
asimptotic al integralelor complexe cu o fază care nu este stat,ionară, astfel
încât termenul principal provine de la marginea intervalului de integrare [54,
teorema 3],∫ +∞

0
Ī(t)φ(t/T)dt ≈ N(ā/b−1)2 k

2

∫ +∞

0

cos(Ωt +ψ)

ch2[(ā−b)(t − τ)/2]
dt

=
N(ā/b−1)2 k

2
Re
(

eiψ
∫ +∞

0

eiΩt

ch2[(ā−b)(t − τ)/2]
dt
)

≈−N(ā/b−1)2 k
2

Re
(

eiψ

i Ω ch2[−(ā−b)τ/2]

)
=−N(ā/b−1)2 k sin(ψ)

2 Ω ch2[(ā−b)τ/2]
.

Cu aproximat,ia (15.5), vedem în plus că

ch2[(ā−b)τ/2]≈ e(ā−b)τ/4 ≈ (N/I0)(ā/b−1)2/2,

ceea ce duce, în final, pentru Ω →+∞, la

R(∞)≈ R̄(∞)− ā k sin(ψ)

N/(N− R̄(∞))− ā/b
I0

Ω
. (15.6)
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Mărimea finală R̄(∞) într-un mediu constant este singura solut,ie strict
pozitivă a ecuat,iei

1− R̄(∞)

N
= (1− I0/N)exp

(
− ā

b
R̄(∞)

N

)
(capitolul 1), care se obt,ine us, or din ecuat,ia (15.3). Din I0 ≪ N, mărimea
finală R̄(∞) depinde foarte put,in de condit,ia init,ială I0. Ea este dată aproxi-
mativ de solut,ia strict pozitivă a lui

1− R̄(∞)

N
≈ exp

(
− ā

b
R̄(∞)

N

)
.

Termenul de corect,ie din ecuat,ia (15.6), care poate fi pozitiv sau negativ în
funct,ie de semnul lui sin(ψ), este, prin urmare, atât proport,ional cu 1/Ω,
adică cu perioada T, care este mică, cât s, i cu fract,iunea I0/N de persoane
infectate init,ial, care este de asemenea mică. Prin urmare, mărimea finală a
epidemiei este foarte apropiată de cea obt,inută prin înlocuirea ratei de contact
cu media sa.
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Figura 15.2: Diferent,a relativă [R(∞)− R̄(∞)]/R̄(∞) între mărimile finale ale epide-
miilor în funct,ie de perioada T. Linii continue: R(∞) este estimat prin simularea siste-
mului de ecuat,ii diferent,iale. Aproximarea (15.6) este reprezentată prin linii punctate.
Parametrii sunt aceias, i ca în figura 15.1 cu k = 1, cu except,ia faptului că perioada T
variază între 0 s, i 0,25 luni s, i că I0 = 1 [cele două curbe de jos] sau I0 = 2 [cele două
curbe de sus].

Acest lucru este ilustrat în figura 15.2 cu valori ale parametrilor identice
cu cele din figura 15.1 pentru k = 1. Perioada a fost variată T. De asemenea,
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s-au testat două condit,ii init,iale: I0 = 1 s, i I0 = 2. Când T → 0, curba pentru
R(∞) pare a fi tangentă la aproximarea (15.6). Observat,i pe scara verticală
cât de mică este diferent,a relativă [R(∞)− R̄(∞)]/R̄(∞). Cum N = 10.000,
aceasta implică o diferent,ă de cel mult 1 sau 2 persoane în mărimea finală
a epidemiei. Ret,inet,i că, în acest caz, reproductivitatea ā/b este 1,5, astfel
încât aproximarea (15.4) lui Kermack s, i McKendrick este încă relativ bună
[31, p. 240].

Dacă defazajul ψ este zero sau un multiplu întreg al numărului π , terme-
nul de corect,ie din ecuat,ia (15.6) este zero. Dar, deoarece acesta este un caz
except,ional, nu considerăm acum necesară aflarea un nou echivalent pentru
integrala de mai sus

∫ +∞

0 Ī(t)φ(t/T)dt.

În concluzie, se poate spune că proximitatea mărimilor finale R(∞) s, i
R̄(∞) oferă o justificare pentru neglijarea oscilat,iilor de scurtă durată în multe
modele epidemiologice s, i luarea în considerare doar a ratelor medii de con-
tact.
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Modele pentru boli endemice

În acest scurt capitol, vom studia modelele în care infect,ia poate
rămâne permanent în populat,ie: se spune, în acest caz, că aceas-
ta devine endemică. În primul rând, arătăm că reproductivitatea
este încă utilizată pentru a caracteriza pragul dintre persistent,a
infect,iei s, i disparit,ia acesteia într-un model periodic S-I-R cu
demografie. Apoi studiem competit,ia dintre doi agent,i patogeni,
de exemplu între două tulpini ale aceleias, i bacterii, într-un mo-
del periodic S-I-S.

16.1 Persistent,a unui model endemic

Se consideră un model periodic S-I-R cu nas, teri s, i mortalitate. Nou-născut,ii
intră în compartimentul S. Mortalitatea este notată cu µ . Se presupune că
rata natalităt,ii este egală cu mortalitatea. Astfel,

dS
dt

= µ N−a(t)S
I
N
−µ S (16.1)

dI
dt

= a(t)S
I
N
−b I−µ I (16.2)

dR
dt

= b I−µ R (16.3)

unde populat,ia totală N(t) = S(t)+ I(t)+R(t) depinde a priori de timp. Dar,
din moment ce

dN
dt

=
d
dt
[S(t)+ I(t)+R(t)] = µ (N−S− I−R) = 0,
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populat,ia totală este de fapt constantă s, i se notează pur s, i simplu N. Condit,ia
init,ială este

S(0) = N− I0, I(0) = I0, R(0) = 0,

cu 0 < I0 < N. Să presupunem că rata efectivă de contact a(t) este o funct,ie
continuă, strict pozitivă s, i T-periodică. Pozitivitatea solut,iilor S(t), I(t) s, i
R(t) rezultă din lema 16.3 din anexă acestui capitol. Existent,a globală a aces-
tor solut,ii rezultă ca în demonstrat,ia propozit,iei 1.2. Prin liniarizarea ecuat,iei
(16.2) în vecinătatea echilibrului (S = N, I = 0, R = 0) se obt,ine

dI
dt

≈ a(t) I−b I−µ I.

Să presupunem

ā =
1
T

∫ T

0
a(t)dt, R0 =

ā
b+µ

.

Propozit, ia 16.1. Dacă R0 < 1, atunci

lim
t→+∞

I(t) = 0.

Dacă R0 > 1, atunci

limsup
t→+∞

I(t) = lim
t→+∞

sup
τ⩾t

I(τ)⩾ α
def
=

µN
b+µ

(
1− b+µ

ā

)
> 0 .

Demonstraţie. Să presupunem R0 < 1. Din S/N ⩽ 1, avem

dI
dt

⩽ [a(t)−b−µ]I.

Deci

I(t)⩽ I(0) exp
(∫ t

0
a(s)ds− (b+µ)t

)
s, i I(t)→ 0 când t →+∞ s, i ā < b+µ .

Să presupunem R0 > 1. Să rat,ionăm prin reducere la absurd. Să presu-
punem că

limsup
t→+∞

I(t)< α.

Există ε ∈ [0; α[ astfel încât

limsup
t→+∞

I(t) = α − ε.
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Atunci există t1 ⩾ 0 astfel încât, pentru oricare t ⩾ t1, avem

I(t)⩽ α − ε/2.

Din ecuat,ia (16.3), deducem

dR
dt

+µR = b I ⩽ b(α − ε/2)

pentru oricare t ⩾ t1. Astfel,

R(t)⩽ R(t1)e−µ(t−t1)+(b/µ)(α − ε/2)
[
1− e−µ(t−t1)

]
.

Al doilea membru al acestei inegalităt,i tinde spre (b/µ)(α − ε/2) când t →
+∞. Prin urmare, există t2 ⩾ t1 astfel încât

R(t)⩽ (b/µ)(α − ε/4)

pentru oricare t ⩾ t2. Acum avem din ecuat,ia (16.2)

dI
dt

= a(t)(N− I−R)
I
N
−b I−µ I.

Folosim majorările funct,iilor I(t) s, i R(t) pentru t ⩾ t2 în termenul N− I−R,
ceea ce implică

dI
dt

⩾ a(t)
[

1− α − ε/2
N

− b
µ

α − ε/4
N

]
I−b I−µ I

s, i

I(t)⩾ I(t2)exp
(∫ t

t2

{
a(u)

[
1− α − ε/2

N
− b

µ

α − ε/4
N

]
− (b+µ)

}
du
)
.

Se observă că termenul din interiorul exponent,ialului este echivalent cu ct
când t →+∞, unde

c = ā
[

1− b+µ

µ

α

N

]
− (b+µ)+

āε

N

[
1
2
+

b
4µ

]
=

āε

N

[
1
2
+

b
4µ

]
> 0 .

În plus, ecuat,ia (16.2) arată că

I(t2) = I0 exp
(∫ t2

0
a(t)

S(t)
N

dt − (b+µ)t2

)
> 0

din I0 > 0. Prin urmare, I(t)→+∞ când t →+∞, ceea ce este imposibil din
moment ce I(t)⩽ N.
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Limita inferioară α este echilibrul netrivial al sistemului atunci când co-
eficientul a(t) este înlocuit cu media sa ā. Comportamentul solut,iilor poate fi
destul de complicat, as, a cum sugerează figura 16.1: sistemul poate fi haotic
[10, capitolul 28] pentru anumite valori ale parametrilor.

0 20102 4 6 8 12 14 16 18
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400

600

100

300
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700

Figura 16.1: Funct,ia I(t) în funct,ie de timpul t dacă N = 10.000, I0 = 1, a(t) = ā [1+
ε cos(2πt)], ā = 60, ε = 0,5 , b = 50 s, i µ = 1.

16.2 Doi agent, i patogeni competitivi

Să luăm în considerare un model S-I-S cu o populat,ie sensibilă la doi agent,i
patogeni ca două tulpini ale aceleias, i bacterii. Să presupunem că infect,ia cu
un agent patogen protejează totus, i împotriva infect,iei cu celălalt agent pa-
togen (fenomen de imunitate încrucis, ată). Având în vedere că nas, terile s, i
decesele se echilibrează reciproc, acest lucru conduce la modelul

dS
dt

= µ N−a1(t)S
I1

N
−a2(t)S

I2

N
−µ S+b1 I1 +b2 I2 ,

dI1

dt
= a1(t)S

I1

N
−µ I1 −b1 I1 ,

dI2

dt
= a2(t)S

I2

N
−µ I2 −b2 I2 .

Populat,ia totală N = S(t)+ I1(t)+ I2(t) rămâne constantă. Se presupune că

I1(0)> 0, I2(0)> 0, S(0) = N− I1(0)− I2(0)> 0.
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Se presupune că ratele efective de contact a1(t) s, i a2(t) sunt funct,ii periodice
T. Notăm

ā1 =
1
T

∫ T

0
a1(t)dt, ā2 =

1
T

∫ T

0
a2(t)dt, R1 =

ā1

b1 +µ
, R2 =

ā2

b2 +µ
.

Propozit, ia 16.2. Să presupunem că există o funct,ie pozitivă φ(t) cu media
egală cu 1, astfel încât a1(t) = ā1 φ(t) s, i a2(t) = ā2 φ(t). Dacă R1 > R2,
atunci I2(t)→ 0 când t →+∞.

Demonstraţie. Avem

1
a1(t)

[
1
I1

dI1

dt
+µ +b1

]
=

S
N

=
1

a2(t)

[
1
I2

dI2

dt
+µ +b2

]
.

Deci, simplificând prin φ(t), obt,inem

1
ā1

[
1
I1

dI1

dt
+µ +b1

]
=

1
ā2

[
1
I2

dI2

dt
+µ +b2

]
.

Integrând între 0 s, i t, obt,inem:

1
ā1

[
log

I1(t)
I1(0)

+(µ +b1)t
]
=

1
ā2

[
log

I2(t)
I2(0)

+(µ +b2)t
]
.

Deducem

1
ā1

log
I1(t)
I1(0)

− 1
ā2

log
I2(t)
I2(0)

= t
(

1
R2

− 1
R1

)
−→

t→+∞
+∞ ,

sau I1(t)⩽ N. În primul membru, vedem că I2(t)→ 0 când t →+∞.

Competit,ia dintre aces, ti doi agent,i patogeni duce, prin urmare, la dispari-
t,ia celui cu cea mai scăzută reproductivitate. Dacă în plus R1 > 1, atunci
funct,ia I1(t) converge la unica solut,ie strict pozitivă T -periodică a ecuat,iei

dI1

dt
= a1(t) I1(1− I1/N)−µI1 −b1I1.

Dacă cei doi agent,i patogeni ar avea o sezonalitate diferită, adică dacă raportul
a2(t)/a1(t) nu ar fi constant, atunci ei ar putea coexista pentru anumite valori
ale parametrilor (a se vedea s, i [44, p. 152–156]).
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16.3 Anexă: sisteme pozitive

Lema 16.3. Fie f ∈ C 1(R×Rm,Rm) s, i X(t) o solut,ie a lui

dX
dt

= f (t,X(t))

definită pentru oricare t ⩾ t0. Să presupunem X(t0)⩾ 0 s, i

∀t, ∀x ⩾ 0, ∀i, xi = 0 ⇒ fi(t,x)⩾ 0.

Atunci X(t)⩾ 0 pentru oricare t ⩾ t0.

Demonstraţie. Să presupunem mai întâi Xi(t0)> 0 pentru fiecare i s, i

∀t, ∀x ⩾ 0, ∀i, xi = 0 ⇒ fi(t,x)> 0. (16.4)

Componentele solut,iei X(t) rămân toate strict pozitive cel put,in pe un interval
de timp suficient de mic care cont,ine t0. Să rat,ionăm prin reducere la absurd.
Să presupunem că mult,imea

E = {t > t0 | ∃i, 1 ⩽ i ⩽ m, Xi(t) = 0}

nu este vidă. Fie t+ = infE . Există i astfel încât Xi(t+) = 0. În plus, pentru
oricare 1 ⩽ j ⩽ m s, i t ∈ ]t0, t+[, avem X j(t)> 0. Pe de o parte, avem

dXi

dt
(t+) = lim

ε→0+

Xi(t+)−Xi(t+− ε)

ε
= lim

ε→0+

−Xi(t+− ε)

ε
⩽ 0,

pe de altă parte

X(t+)⩾ 0, Xi(t+) = 0,
dXi

dt
(t+) = fi(t+,X(t+))> 0.

Prin urmare, am ajuns la o contradict,ie. As, adar, X j(t) > 0 pentru oricare
1 ⩽ j ⩽ m s, i t > t0.

Dacă dispunem doar de X(t0) ⩾ 0 s, i de ipoteza din lemă asupra funct,iei
f , atunci definim

g(n)i (t,x) = fi(t,x)+1/n

s, i considerăm s, irul de solut,ii X(n)(t) al sistemului

dX(n)

dt
= g(n)(t,X(n)(t))
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astfel încât X(n)
i (t0) = Xi(t0)+ 1/n pentru 1 ⩽ i ⩽ m. Funct,iile g(n) verifică

condit,ia (16.4). Din cele de mai sus, X(n)
i (t) > 0 pentru oricare n, i s, i t > t0.

Continuitatea unei solut,ii în raport cu un parametru s, i în raport cu condit,ia
init,ială [15, teorema 3.39] arată că pentru oricare i s, i t > t0,

Xi(t) = lim
n→+∞

X(n)
i (t)⩾ 0.



Partea III

Modele stocastice cu
coeficient, i periodici
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Probabilitatea de extinct, ie într-un mediu periodic

Pentru o anumită clasă de procese de ramificare multitip în timp
continuu într-un mediu periodic, arătăm că probabilitatea de
extinct,ie este egală cu 1 dacă s, i numai dacă reproductivitatea R0
este mai mică sau egală cu 1. Demonstrat,ia utilizează rezultate
privind comportamentul asimptotic al sistemelor cooperative de
ecuat,ii diferent,iale. În epidemiologie, probabilitatea de extinct,ie
poate fi utilizată ca o măsură periodică a riscului epidemic. Ca
exemplu, luăm în considerare un model S-E-I-R liniarizat s, i date
privind o epidemie de rujeolă în Frant,a. De asemenea, sunt dis-
cutate modelele în timp discret cu aplicat,ii potent,iale în biologia
conservării.

17.1 Un tip de persoane infectate

Să considerăm mai întâi un „proces liniar de nas, tere s, i moarte” (sau mai de-
grabă de infect,ie s, i vindecare) de un singur tip într-un mediu variabil, ca
de exemplu în [35, 47]. Fie a(t) rata reală de contact s, i b(t) rata de vin-
decare la momentul t. Dacă există n persoane infectate, probabilitatea de
aparit,ie a unei noi infect,ii pe parcursul unui interval de timp mic dt este
na(t)dt + o(dt) [liniară fat,ă de n]; probabilitatea de aparit,ie a unei noi vin-
decări este nb(t)dt + o(dt). Presupunem a(t +T) = a(t) s, i b(t +T) = b(t)
pentru orice t. Fie n0 numărul init,ial de persoane infectate la momentul t0
(n0 ⩾ 1). Probabilitatea pn(t) de a avea n persoane infectate la momentul t
este o solut,ie a sistemului

d pn

dt
=−[a(t)+b(t)]n pn +a(t)(n−1) pn−1 +b(t)(n+1) pn+1 , n ⩾ 1,
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cu d p0/dt = b(t) p1, pn(t0) = 1 dacă n = n0 s, i pn(t0) = 0 dacă n ̸= n0. Într-
adevăr, există n persoane infectate la momentul t +dt dacă au existat n−1 la
momentul t s, i a avut loc o infect,ie sau dacă au existat n+1 persoane infectate
s, i a avut loc o vindecare.

Propozit, ia 17.1. Funct,ia generatoare

g(t,x) = ∑
n⩾0

pn(t)xn

verifică g(t0,x) = xn0 s, i

∂g
∂ t

+(1− x) [a(t)x−b(t)]
∂g
∂x

= 0 . (17.1)

Demonstraţie. De la

∂g
∂x

= ∑
n⩾1

n pn(t)xn−1,

avem

∂g
∂ t

= ∑
n⩾0

d pn

dt
xn

=−[a(t)+b(t)] ∑
n⩾0

n pn xn +a(t) ∑
n⩾1

(n−1) pn−1 xn

+b(t) ∑
n⩾0

(n+1) pn+1 xn

=−[a(t)+b(t)]x
∂g
∂x

+a(t)x2 ∂g
∂x

+b(t)
∂g
∂x

.

Propozit, ia 17.2. Mărimea preconizată a populat,iei infectate

I(t) =
+∞

∑
n=1

n pn(t)

verifică I(t0) = n0 s, i
dI
dt

= [a(t)−b(t)] I(t).

Demonstraţie. Observăm că

I(t) =
∂g
∂x

(t,1),
dI
dt

=
∂ 2g
∂ t∂x

(t,1).
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Se consideră derivata part,ială în raport cu x a ecuat,iei (17.1):

∂ 2g
∂x∂ t

+{a(t)(1− x)− [a(t)x−b(t)]} ∂g
∂x

+(1− x)[a(t)x−b(t)]
∂ 2g
∂x2 = 0.

Să schimbăm derivatele part,iale s, i să luăm x = 1:

∂ 2g
∂ t∂x

(t,1)− [a(t)−b(t)]
∂g
∂x

(t,1) = 0.

Aceasta este ecuat,ia diferent,ială din enunt,.

Propozit, ia 17.3. Probabilitatea de extinct,ie la momentul t ⩾ t0 este dată de

p0(t) =

1− 1

1+
∫ t

t0 b(s)exp
[∫ s

t0 [b(u)−a(u)]du
]

ds

n0

.

Demonstraţie. Se consideră curbele caracteristice ale ecuat,iei cu derivate par-
t,iale liniare de ordinul întâi (17.1):

dX
dt

= (1−X)[a(t)X−b(t)] .

Apoi

d
dt
[g(t,X(t))] =

∂g
∂ t

(t,X(t))+
∂g
∂x

(t,X(t))
dX
dt

=
∂g
∂ t

(t,X(t))+ [1−X(t)][a(t)X(t)−b(t)]
∂g
∂x

(t,X(t)) = 0.

Apoi g(t,X(t)) = g(t0,X(t0)) = X(t0)n0 . Să punem Y = 1−X. Apoi

dY
dt

=−a(t)Y(1−Y)+b(t)Y.

Împărt,im cu Y2 s, i punem Z = 1/Y, ceea ce implică

−dZ
dt

=−a(t)(Z−1)+b(t)Z,

d
dt

(
Z(t)exp

[∫ t

t0
[b(u)−a(u)]du

])
=−a(t) exp

[∫ t

t0
[b(u)−a(u)]du

]
.
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Deci

Z(t)exp
[∫ t

t0
[b(u)−a(u)]du

]
−Z(t0)

=−
∫ t

t0
a(s)exp

[∫ s

t0
[b(u)−a(u)]du

]
ds.

Curba caracteristică prin X(t) = 0 corespunde cu Y(t) = 1 s, i Z(t) = 1. Cu
ecuat,ia de mai sus, deducem Z(t0), Y(t0) s, i în final

X(t0) = 1− 1
Z(t0)

= 1− 1

exp
[∫ t

t0 [b(u)−a(u)]du
]
+
∫ t

t0 a(s)exp
[∫ s

t0 [b(u)−a(u)]du
]

ds
.

Observăm că

∫ t

t0
[a(s)−b(s)]exp

[∫ s

t0
[b(u)−a(u)]du

]
ds

=−
[

exp
∫ s

t0
[b(u)−a(u)]du

]t

t0

= 1− exp
∫ t

t0
[b(u)−a(u)]du.

Deci p0(t) = g(t,0) = X(t0)n0 s, i atunci rezultă

p0(t) =

1− 1

1+
∫ t

t0 b(s)exp
[∫ s

t0 [b(u)−a(u)]du
]

ds

n0

.

Să considerăm

ā =
1
T

∫ T

0
a(t)dt, b̄ =

1
T

∫ T

0
b(t)dt, ω = lim

t→+∞
p0(t).

Atunci ω este probabilitatea de extinct,ie finală.

Propozit, ia 17.4. Dacă ā ⩽ b̄, atunci ω = 1. Dacă ā > b̄, atunci

ω =

1− 1

1+
∫ +∞

t0 b(s) exp
[∫ s

t0(b(u)−a(u))du
]

ds

n0

. (17.2)
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Demonstraţie. Dacă ā ̸= b̄, atunci∫ s

t0
[b(u)−a(u)]du ∼ (b̄− ā)s

când s →+∞. Dacă, pe de altă parte, ā = b̄, atunci
∫ s

t0 [b(u)−a(u)]du este o
funct,ie periodică T a lui s. În cazul ā ⩽ b̄, adică atunci când ā < b̄ sau ā = b̄,
avem ∫ t

t0
b(s)exp

[∫ s

t0
[b(u)−a(u)]du

]
ds −→

t→+∞
+∞

s, i ω = 1. În cazul ā > b̄, p0(t) converge la limita dată în propozit,ie.

Observat,ia 17.5. Dacă ā > b̄, atunci ω < 1 s, i ω este o funct,ie T-periodică
a t0. Reamintim, de asemenea, că reproductivitatea este dată de R0 = ā/b̄
pentru modelele cu un singur tip de indivizi (propozit,ia 7.14).

17.2 Mai multe tipuri de persoane infectate

Fie m⩾ 1 un număr întreg. Fie A(t) = (Ai, j(t)) o funct,ie matriceală (cu valori
în mult,imea matricilor pătratice de ordinul m) cu coeficient,i pozitivi sau zero:

∀i, j, Ai, j(t)⩾ 0.

Fie B(t) = (Bi, j(t)) o funct,ie matriceală diagonală cu coeficient,i pozitivi sau
zero:

∀ j, B j, j(t)⩾ 0.

Fie C(t) = (Ci, j(t)) o funct,ie matriceală astfel încât

∀i ̸= j, Ci, j(t)⩽ 0, ∀ j, C j, j(t) =−∑
i̸= j

Ci, j(t).

Fie D(t) = B(t)+C(t) s, i M(t) = A(t)−D(t).
Coeficient,ii Ai, j(t) reprezintă ratele efective de contact. Coeficient,ii B j, j(t)

reprezintă ratele de vindecare sau de mortalitate, în timp ce coeficient,ii −Ci, j(t)
pentru i ̸= j reprezintă ratele de transfer între compartimente. Ret,inet,i că
−D(t) s, i M(t) sunt matrici cooperative: coeficient,ii lor de pe diagonală sunt
pozitivi sau zero. Să presupunem că:

(H1) cel put,in un coeficient al matricei A(t) este strict pozitiv pentru orice t;

(H2) matricea M(t) este ireductibilă pentru orice t;
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(H3) funct,iile matriceale A(t), B(t) s, i C(t) sunt continue s, i T-periodice;

(H4) există β > 0 astfel încât ∀ j, ∀t, B j, j(t)⩾ β .

Ipoteza (H4) poate fi slăbită, dar este în orice caz mai realist să avem o mor-
talitate diferită de zero în fiecare compartiment.

Reamintim că ρ(·) notează raza spectrală.

Lema 17.6. Fie Z(t) solut,ia sistemului matricial

dZ
dt

=−D(t)Z(t), Z(0) = I ,

unde I este matricea identitate. Atunci ρ(Z(T))⩽ exp(−βT)< 1.

Demonstraţie. Deoarece matricea −D(t) este cooperantă, propozit,ia 2.5 ara-
tă că Z(t)⩾ 0 pentru orice t ⩾ 0. Prin urmare,

d
dt

m

∑
i=1

Zi, j(t) =−
m

∑
i=1

m

∑
k=1

Di,k(t)Zk, j(t) =−
m

∑
k=1

[
m

∑
i=1

Di,k(t)

]
Zk, j(t)

=−
m

∑
k=1

Bk,k(t)Zk, j(t)⩽−β

m

∑
k=1

Zk, j(t)

s, i
m

∑
i=1

Zi, j(T)⩽ exp(−βT)

din Z(0) = I . Avem

ρ(Z(T))⩽ ∥Z(T)∥1 = max
1⩽ j⩽m

m

∑
i=1

|Zi, j(T)|

= max
1⩽ j⩽m

m

∑
i=1

Zi, j(T)⩽ exp(−βT).

Să considerăm acum procesul de nas, tere s, i de deces de tip multiplu asociat
cu aceste matrici [47]. În intervalul de timp mic [t ; t +dt], pentru ca sistemul
să fie în starea (n1, . . . ,ni, . . . ,nm) la momentul t +dt, avem situat,iile:

• sau sistemul se afla în starea (n1, . . . ,ni − 1, . . . ,nm) la momentul t s, i
una dintre persoanele ni − 1 de tip i a generat prin infectare o nouă
persoană de acelas, i tip [probabilitatea (ni −1)Ai,i dt +o(dt)];



Capitolul 17 259

• sau sistemul se afla în starea (n1, . . . ,ni − 1, . . . ,nm) la momentul t s, i
una dintre persoanele de tip n j j ̸= i a infectat o nouă persoană de tip i
[probabilitatea n j Ai, j dt +o(dt)];

• sau sistemul se afla în starea (n1, . . . ,ni+1, . . . ,nm) la momentul t s, i una
dintre ni +1 persoanele de tipul i a ies, it din compartimentele infectate
[probabilitatea (ni +1)Bi,i(t)dt +o(dt)];

• sau sistemul se afla în starea (n1, . . . ,ni − 1, . . . ,n j + 1, . . . ,nm) la mo-
mentul t s, i una dintre persoanele n j + 1 de tip j ̸= i s-a transformat
într-o persoană de tip i [probabilitatea −(n j +1)Ci, j(t)dt +o(dt)].

Dacă p(t,n1, . . . ,nm) este probabilitatea de a avea ni persoane infectate de
tipul i (1 ⩽ i ⩽ m) la momentul t, atunci

d p
dt

(t,n1, . . . ,nm) = ∑
i

Ai,i(t)(ni −1)p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,nm)

+∑
i̸= j

Ai, j(t)n j p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,nm)

+∑
i

Bi,i(t)(ni +1) p(t,n1, . . . ,ni +1, . . . ,nm)

−∑
i ̸= j

Ci, j(t)(n j +1) p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,n j +1, . . . ,nm)

−∑
i, j

Ai, j(t)n j p(t,n1, . . . ,nm)−∑
i

Bi,i(t)ni p(t,n1, . . . ,nm)

+∑
i ̸= j

Ci, j(t)n j p(t,n1, . . . ,nm).

Să luăm ca o condit,ie init,ială

p(t0,n1, . . . ,nm) =

{
1 dacă (n1, . . . ,nm) = (n0

1 , . . . ,n
0
m),

0 altfel.

Propozit, ia 17.7. Se consideră funct,ia generatoare

g(t,x1, . . . ,xm) = ∑
n1,...,nm⩾0

p(t,n1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm .

Atunci
∂g
∂ t

+∑
i, j
[Ai, j(t)x j −Di, j(t)] (1− xi)

∂g
∂x j

= 0

cu condit,ia init,ială

g(t0,x1, . . . ,xm) = x1
n0

1 · · ·xm
n0

m . (17.3)
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Demonstraţie. Avem

∂g
∂ t

= ∑
n1,...,nm

d p
dt

(t,n1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm ,

∂g
∂xi

= ∑
n1,...,nm

ni p(t,n1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xi

ni−1 . . .xm
nm .

Observăm că pentru orice i s, i toate j,

∑
n1,...,nm

(ni −1) p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm = xi
2 ∂g

∂xi
,

∑
n1,...,nm

(ni +1) p(t,n1, . . . ,ni +1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm =
∂g
∂xi

,

∑
n1,...,nm

n j p(t,n1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm = x j
∂g
∂x j

,

s, i că pentru orice i ̸= j,

∑
n1,...,nm

n j p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm = xix j
∂g
∂x j

,

∑
n1,...,nm

(n j +1) p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,n j +1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm = xi
∂g
∂x j

.

Deducem

∂g
∂ t

=∑
i

Ai,i(t)xi
2 ∂g

∂xi
+∑

i̸= j
Ai, j(t)xix j

∂g
∂x j

+∑
i

Bi,i(t)
∂g
∂xi

−∑
i̸= j

Ci, j(t)xi
∂g
∂x j

−∑
i, j

Ai, j(t)x j
∂g
∂x j

−∑
i

Bi,i(t)xi
∂g
∂xi

+∑
i ̸= j

Ci, j(t)x j
∂g
∂x j

.

Deoarece Bi, j(t) = 0 dacă i ̸= j, avem

∂g
∂ t

= ∑
i, j

Ai, j(t)(xi −1)x j
∂g
∂x j

+∑
i, j

Bi, j(t)(1− xi)
∂g
∂x j

−∑
i ̸= j

Ci, j(t)(xi − x j)
∂g
∂x j

.
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Dar

∑
i ̸= j

Ci, j(t)(xi − x j)
∂g
∂x j

= ∑
i̸= j

Ci, j(t)(xi −1)
∂g
∂x j

+∑
i̸= j

Ci, j(t)(1− x j)
∂g
∂x j

= ∑
i̸= j

Ci, j(t)(xi −1)
∂g
∂x j

−∑
j

C j, j(t)(1− x j)
∂g
∂x j

= ∑
i, j

Ci, j(t)(xi −1)
∂g
∂x j

.

Deci
∂g
∂ t

+∑
i, j
[Ai, j(t)x j −Bi, j(t)−Ci, j(t)] (1− xi)

∂g
∂x j

= 0 .

Propozit, ia 17.8. As, teptarea numărului de persoane infectate de tipul k
(1 ⩽ k ⩽ m) la momentul t,

Ik(t) = ∑
n1,...,nm⩾0

nk p(t,n1, . . . ,nm),

verifică
dI
dt

= M(t) I(t),

unde I(t) = (I1(t), . . . , Im(t)). În plus, I(t0) = (n0
1 , . . . ,n

0
m).

Demonstraţie. Observăm că

Ik(t) =
∂g
∂xk

(t,1, . . . ,1),
dIk

dt
=

∂ 2g
∂ t∂xk

(t,1, . . . ,1).

Se consideră derivata part,ială în raport cu xk a ecuat,iei cu derivate part,iale din
propozit,ia (17.7):

∂ 2g
∂xk∂ t

+∑
i, j

{
Ai, j(t)δ j,k(1− xi)− [Ai, j(t)x j −Di, j(t)]δi,k

} ∂g
∂x j

+∑
i, j
[Ai, j(t)x j −Di, j(t)] (1− xi)

∂ 2g
∂xk∂x j

= 0,

unde δi, j = 1 dacă i = j s, i δi, j = 0 în caz contrar. Dacă schimbăm derivatele
part,iale s, i să luăm (x1, . . . ,xm) = (1, . . . ,1), atunci avem:

∂ 2g
∂ t∂xk

(t,1, . . . ,1)−∑
j

[
Ak, j(t)−Dk, j(t)

] ∂g
∂x j

(t,1, . . . ,1) = 0.
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Deci
dIk

dt
= ∑

j
Mk, j(t) I j(t).

Propozit, ia 17.9. Probabilitatea de extinct,ie la momentul τ ⩾ t0 este dată de

p(τ,0, . . . ,0) =
[
X(τ)

1 (t0)
]n0

1 · · ·
[
X(τ)

m (t0)
]n0

m
, (17.4)

unde X(τ)(t) este solut,ia sistemului

dX(τ)
j

dt
= ∑

i

[
Ai, j(t)X

(τ)
j −Di, j(t)

][
1−X(τ)

i

]
, (17.5)

astfel încât X(τ)(τ) = 0.

Demonstraţie. Curbele caracteristice ale ecuat,iei cu derivate part,iale liniare
de ordinul întâi din propozit,ia 17.7 sunt

dX j

dt
= ∑

i
[Ai, j(t)X j −Di, j(t)] (1−Xi) .

Apoi
d
dt
[g(t,X1(t), . . . ,Xm(t))] = 0

s, i
g(t,X1(t), . . . ,Xm(t)) = g(t0,X1(t0), . . . ,Xm(t0)). (17.6)

Fie X(τ)(t) solut,ia astfel încât X(τ)(τ) = 0 (vectorul nul). Utilizând condit,ia
init,ială (17.3) s, i luând t = τ în formula (17.6), obt,inem

p(τ,0, . . . ,0) = g(τ,0, . . . ,0) =
[
X(τ)

1 (t0)
]n0

1 · · ·
[
X(τ)

m (t0)
]n0

m
.

Propozit, ia 17.10. Fie

ω = lim
t→+∞

p(t,0, . . . ,0),

probabilitatea de extinct,ie finală. Dacă Φ(t) este solut,ia sistemului matricial

dΦ

dt
= M(t)Φ(t), Φ(0) = I ,

unde I este matricea identitate, atunci avem două cazuri:
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• dacă ρ(Φ(T))⩽ 1, atunci ω = 1;

• dacă ρ(Φ(T))> 1, atunci ω < 1.

Demonstraţie. Conform propozit,iei anterioare, probabilitatea de extinct,ie ω

este dată de
ω = (ω1)

n0
1 · · ·(ωm)

n0
m ,

cu condit,ia ca ω j să fie limita lui X(τ)
j (t0) atunci când τ →+∞. Prin urmare,

problema se reduce la studiul sistemului de ecuat,ii diferent,iale (17.5).
Să presupunem că

Y(τ)
j (s) = 1−X(τ)

j (τ − s). (17.7)

Atunci se obt,ine

dY(τ)
j

ds
(s) = ∑

i

[
Ai, j(τ − s)

(
1−Y(τ)

j (s)
)
−Di, j(τ − s)

]
Y(τ)

i (s) . (17.8)

Condit,ia init,ială este Y(τ)
j (0) = 1 pentru orice j s, i toate τ ⩾ t0.

Să punem Ỹ j(s) = Y(τ+T)
j (s). Atunci Ỹ(0) = Y(τ)(0) s, i Ỹ(s) verifică

acelas, i sistem diferent,ial (17.8) ca s, i Y(τ)(s) datorită ipotezei (H3) privind
periodicitatea coeficient,ilor. Prin urmare, Ỹ(s) = Y(τ)(s) s, i

Y(τ)
j (s) = Y(τ+T)

j (s) (17.9)

pentru orice s, toate τ s, i toate j.
Să aplicăm propozit,ia 17.12 din anexă. Fie F = (F1, . . . ,Fm) s, i

F j(s,Y) = ∑
i
[Ai, j(τ − s) (1−Y j)−Di, j(τ − s)]Yi,

astfel încât F j(s,Y(τ)(s)) este al doilea membru al ecuat,iei (17.8).
Să verificăm prima ipoteză din propozit,ia 17.12. Sistemul

dY
ds

= F(s,Y)

lasă setul [0;1]m invariant. Într-adevăr, dacă Y ∈ [0;1]m atunci

Y j = 0 ⇒ F j(s,Y) = ∑
i̸= j

(Ai, j(τ − s)−Ci, j(τ − s))Yi ⩾ 0 ,
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Y j = 1 ⇒ F j(s,Y) =−∑
i ̸= j

Di, j(τ − s)Yi −D j, j(τ − s)

=−∑
i ̸= j

Ci, j(τ − s)Yi −B j, j(τ − s)+∑
i ̸= j

Ci, j(τ − s)

=−B j, j(τ − s)+∑
i̸= j

Ci, j(τ − s)(1−Yi)< 0 , (17.10)

inegalitatea strictă din ecuat,ia (17.10) fiind datorată ipotezei (H4).
Din lema 16.3, avem că pentru orice condit,ie init,ială din [0;1]m la mo-

mentul s0, solut,ia corespunzătoare a sistemului (17.8) rămâne în [0;1]m pen-
tru orice s ⩾ s0. Inegalitatea strictă (17.10) arată, de asemenea, că dacă
Y(s0) ∈ [0;1]m, atunci Y(s) ∈ [0;1[m pentru orice s > s0.

Avem

∂F j

∂Yk
(s,Y) = Ak, j(τ − s)(1−Y j)−Dk, j(τ − s)−δ j,k ∑

i
Ai, j(τ − s)Yi.

A doua ipoteză din propozit,ia 17.12 este valabilă deoarece

∀Y∈ [0;1]m, ∀s, ∀ j ̸= k,
∂F j

∂Yk
(s,Y) =Ak, j(τ−s)(1−Y j)−Ck, j(τ−s)⩾ 0 .

Pentru orice j ̸= k s, i Y ∈ [0;1[m, avem echivalent,ele

Mk, j(τ − s) = Ak, j(τ − s)−Ck, j(τ − s)> 0

⇔ [Ak, j(τ − s)> 0 sau −Ck, j(τ − s)> 0]⇔
∂F j

∂Yk
(s,Y)> 0.

Matricea M(τ − s) este ireductibilă prin ipoteza (H2). Prin urmare, matricea
Jacobiană (

∂F j

∂Yk
(s,Y)

)
j,k

este ireductibilă pentru orice s s, i toate Y ∈ [0;1[m. Rezultă că a treia ipoteză
a propozit,iei 17.12 este verificată.

Să verificăm cea de-a patra ipoteză. Pentru orice α ∈ ]0;1[ s, i Y ∈ ]0;1]m,
avem

F j(s,αY) = α ∑
i
[Ai, j(τ − s) (1−αY j)−Di, j(τ − s)]Yi

= α F j(s,Y)+α(1−α)∑
i

Ai, j(τ − s)Y j Yi ⩾ α F j(s,Y)
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s, i F(s,αY) ̸= α F(s,Y) prin ipoteza (H1).
A cincea ipoteză este banală: F(s,0) = 0.
Să verificăm cea de-a s, asea ipoteză. Fie J(s,0) matricea Jacobiană în 0:

J(s,0) =
(

∂F j

∂Yk
(s,0)

)
j,k

=
(
Ak, j(τ − s)−Dk, j(τ − s)

)
j,k =

tM(τ − s),

unde tM este matricea transpusă a M. Pentru orice s s, i toate Y ∈ [0;1]m,

F j(s,Y) = ∑
i

tM j,i(τ − s)Yi −∑
i

Ai, j(τ − s)Y jYi ⩽ ∑
i

tM j,i(τ − s)Yi.

Mai mult, F(s,Y) ̸= J(s,0)Y dacă Y ∈ ]0;1]m, dată fiind ipoteza (H1).
Fie Φ(t), Φ2(t), Φ3(t) s, i Φ4(t) solut,iile fundamentale (cu matricea iden-

titate ca s, i condit,ie init,ială la momentul 0) ale

dY
dt

=M(t)Y,
dY
dt

=M(τ+t)Y,
dY
dt

=−tM(τ+t)Y,
dY
ds

= tM(τ−s)Y.

Al doilea sistem este translatat în timp în raport cu primul. Al treilea este
adjunctul celui de-al doilea (propozit,ia 7.10). Al patrulea este la fel ca al
treilea, doar că timpul este inversat. Astfel,

Φ2(T) = Φ(τ) Φ(T) (Φ(τ))−1, Φ3(T) = [ t
Φ2(T)]−1, Φ4(T) = [Φ3(T)]−1

s, i

ρ(Φ(T)) = ρ(Φ2(T)) =
1

ρ(Φ3(T))
= ρ(Φ4(T)).

Să aplicăm propozit,ia 17.12:

• dacă ρ(Φ4(T)) ⩽ 1 atunci echilibrul 0 al sistemului (17.8) este stabil
global asimptotic în [0; 1]m; în special, Y(τ)(s)→ 0 când s →+∞;

• dacă ρ(Φ4(T))> 1 atunci sistemul (17.8) are o solut,ie unică strict po-
zitivă s, i T-periodică, care este stabilă global asimptotic în [0;1]m \{0}
s, i astfel atrage Y(τ)(s) când s →+∞.

Vedem din formula (17.4) că X(τ)
j (t0) = p(τ,0, . . . ,0) când n0

j = 1 s, i n0
i =

0 pentru i ̸= j. Funct,ia τ 7→ p(τ,0, . . . ,0) este crescătoare deoarece

d p
dt

(t,0, . . . ,0) = ∑
i

Bi,i(t) p(t,ei)⩾ 0,
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unde ei = (0, . . . ,1, . . . ,0) este vectorul unitar cu 1 în coordonatele i. Această
aplicat,ie este, de asemenea, majorată de 1, deoarece este o probabilitate. Prin
urmare, X(τ)

j (t0) converge la o limită ω j ⩽ 1 atunci când τ →+∞.
Cu relat,ia (17.9), avem pentru orice τ > t0 s, i tot,i numerele întregi n,

X(τ+nT)
j (t0) = 1−Y(τ+nT)

j (τ +nT− t0) = 1−Y(τ)
j (τ +nT− t0).

Luând limita n →+∞, concluzionăm :

• dacă ρ(Φ(T))⩽ 1, atunci ω j = 1 pentru orice j;

• dacă ρ(Φ(T))> 1, atunci ω j < 1 pentru orice j;

Observat,ia 17.11. Cele două cazuri ale propozit,iei 17.10 corespund cazurilor
R0 ⩽ 1 s, i R0 > 1 (corolarul 7.13).

17.3 Un model epidemiologic simplu pentru rujeolă în Frant,a

Să luăm ca exemplu un model S-E-I-R liniarizat pentru declans, area unei
epidemii:

dE
dt

=−(c+µ)E+a(t)(1−φ) I (17.11)

dI
dt

= cE− (b+µ)I. (17.12)

Numărul E reprezintă numărul de persoane expuse, dar neinfectate, I numărul
de persoane infectate. Perioada medie de latent,ă este de 1/c. Perioada medie
de infect,ie este de 1/b. Mortalitatea este µ . Rata efectivă de contact, adică
produsul dintre rata de contact s, i probabilitatea de transmitere, este a(t). Se
presupune că este o funct,ie strict pozitivă, periodică, cu perioada T = 1 an,
care modelează sezonalitatea. Numărul φ reprezintă fract,iunea din populat,ie
care este imună, fie prin vaccinare, fie prin infect,ie anterioară. Parametrii c, b
s, i µ sunt strict pozitivi, în timp ce 0 ⩽ φ < 1 sunt pozitivi.

Ipotezele (H1)–(H4) din sect,iunea 17.2 sunt satisfăcute cu

A(t) =
(

0 a(t)(1−φ)
0 0

)
, B(t) =

(
µ 0
0 b+µ

)
, C(t) =

(
c 0
−c 0

)
.

(17.13)
Să calculăm probabilitatea de extinct,ie ω a procesului de nas, tere s, i moarte
multitip asociat matricelor (17.13) cu condit,ia init,ială întreagă

(E(t0), I(t0)) ̸= (0,0)
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la momentul t0. Să alegem mai întâi τ astfel încât τ − t0 să fie mare în
comparat,ie cu T. Din relat,iile (17.4), (17.7) s, i (17.8) s, tim că

ω ≈ p(τ,0,0) =
(

1−Y(τ)
1 (τ − t0)

)E(t0)(
1−Y(τ)

2 (τ − t0)
)I(t0)

, (17.14)

unde

dY(τ)
1

ds
(s) =−(c+µ)Y(τ)

1 (s)+ cY(τ)
2 (s), (17.15)

dY(τ)
2

ds
(s) = a(τ − s)(1−φ)Y(τ)

1 (s)(1−Y(τ)
2 (s))− (b+µ)Y(τ)

2 (s) (17.16)

pentru 0 < s < τ − t0, Y(τ)
1 (0) = 1 s, i Y(τ)

2 (0) = 1. Aceste ecuat,ii permit
calcularea numerică a ω . În cele din urmă, acelas, i algoritm trebuie utilizat
din nou cu o valoare mai mare a lui τ pentru a verifica dacă se obt,ine aceeas, i
valoare aproximativă pentru ω .

Ca exemplu, să luăm în considerare epidemia emergentă de rujeolă din
Frant,a în perioada 2008–2011 (fig. 17.1; în 2006 s, i 2007 au fost raportate
mai put,in de 50 de cazuri). În 2007, având în vedere acoperirea vaccinală, se
estimează că aproximativ 10 % dintre copiii de doi ani s, i 7 % dintre copiii
de s, ase ani din Frant,a erau susceptibili la rujeolă; în 2009-2010, aproximativ
8 % din populat,ia cu vârsta cuprinsă între 6 s, i 29 de ani era susceptibilă [41,
p. 5]. Având în vedere populat,ia totală a Frant,ei (65 de milioane de locuitori),
se poate estima că populat,ia sensibilă este probabil de peste două milioane de
persoane. În plus, numărul cumulat de cazuri raportat în figura 17.1 este de
aproximativ 22.000, numărul real de cazuri în unele locuri fiind poate dublu
fat,ă de cel raportat. Astfel, populat,ia sensibilă a rămas probabil relativ stabilă
în perioada 2008–2011, ceea ce justifică modelul liniarizat (17.11)–(17.12).

Să presupunem pentru simplitate că a(t) = ā [1+ ε cos(Ωt −ψ)] cu Ω =
2π/T s, i T= 1 an. Această expresie este începutul expansiunii în serie Fourier
a funct,iei periodice a(t). Ar putea fi utilizate s, i alte forme pentru a(t), cum
ar fi funct,ia slot. Fort,area sloturilor ar fi deosebit de adecvată dacă un studiu
stratificat pe vârste al cazurilor ar indica transmiterea la s, coală. Cu toate
acestea, nu pare să fie cazul. Cea mai mare incident,ă se înregistrează în rândul
copiilor cu vârsta sub un an, care nu sunt încă la s, coală, în timp ce vârsta
medie a cazurilor raportate a fost de 14 ani în 2010 s, i de 16 ani în 2011,
majoritatea cazurilor având sub 30 de ani [13]. Este neobis, nuit ca vârsta
mediană să fie atât de ridicată pentru o boală precum rujeola. Structura pe
vârste a incident,ei reflectă de fapt structura pe vârste a populat,iei susceptibile
mai mult decât s, colarizarea: copiii cu vârsta sub 1 an nu sunt încă vaccinat,i;
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Figura 17.1: Numărul lunar de cazuri de rujeolă raportate [funct,ie în trepte] din ianua-
rie 2008 până în februarie 2012 (date din [36]). Cea mai bună potrivire [curbă netedă]
la datele din ianuarie 2008 până în iulie 2011.

după cum s-a ment,ionat mai sus, aproximativ 8 % din persoanele cu vârsta
cuprinsă între 1 s, i 30 de ani sunt susceptibile; doar 1–2 % din persoanele
cu vârsta cuprinsă între 30 s, i 50 de ani sunt susceptibile [41]. Acest model
special se datorează declinului rapid al incident,ei rujeolei în anii 1980, ca
urmare a recomandării vaccinului împotriva rujeolei în 1983 s, i a vaccinului
ROR (rujeolă, oreion, rubeolă) în 1986.

Pentru a estima parametrii necunoscut,i, modelul (17.11)–(17.12), care co-
respunde as, teptării procesului stocastic asociat matricelor (17.13), este com-
parat cu datele dintre începutul lunii ianuarie 2008 (de exemplu, t∗) s, i iulie
2011. În iulie 2011, au fost luate o serie de măsuri pentru a controla epidemia,
astfel încât nu se mai poate presupune că parametrii rămân la fel ca înainte.
Efectul acestora poate fi observat în absent,a unui val epidemic la sfârs, itul
anului 2011.

Să presupunem 1/c = 8 zile s, i 1/b = 5 zile. Mortalitatea µ este negli-
jabilă în comparat,ie cu b: durează 1/µ = 70 ani. Fie f fract,iunea de cazuri
care sunt efectiv raportate. În figura 17.1 identificăm incident,a cazurilor ra-
portate cu ajutorul funct,iei f b I(t). Deoarece sistemul (17.11)–(17.12) este
liniar, se verifică s, i prin funct,iile Ẽ(t) = f E(t) s, i Ĩ(t) = f I(t). Prin urmare,
obiectivul este de a găsi Ẽ(t∗), Ĩ(t∗), ε , ψ s, i produsul ā(1− φ) astfel încât
b Ĩ(t) să se potrivească cel mai bine datelor. Distant,a fat,ă de date se măsoară
prin suma valorilor absolute ale diferent,elor de incident,ă lunară. Acest lucru
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tinde să acorde o pondere mai mare valului din 2011, datorită mărimii sale. În
orice caz, cifrele pentru 2008 s, i 2009 sunt mici s, i oarecum neregulate, proba-
bil pentru că mai multe epidemii locale au fost declans, ate de introducerea de
cazuri din străinătate; nu ne putem as, tepta la o potrivire bună cu modelul de-
terminist pentru această parte a curbei epidemice, care nu a atins încă forma
„stabilă” (în sensul teoriei populat,iei stabile a lui Lotka). În ceea ce prives, te
valul din 2010, vârful acestuia a fost atins cu o lună mai târziu decât în cazul
valului din 2011. Această discrepant,ă se poate datora stocasticităt,ii demogra-
fice sau faptului că a(t) nu este cu adevărat periodică din cauza stocasticităt,ii
mediului. În afară de aceste observat,ii, constatăm o potrivire relativ bună (cel
put,in pentru valul din 2011), având în vedere simplitatea modelului cu

Ẽ(t∗)= 3, Ĩ(t∗)= 2, ε = 0,33 ,
ψ

2π
=−0,07 , ā(1−φ)= 6,42/lună (17.17)

Utilizând aceste valori ale parametrilor, se poate simula procesul de nas, tere
s, i moarte cu două tipuri. Figura 17.1 prezintă doar as, teptările privind numă-
rul de cazuri pe lună. În versiunea stocastică, epidemia se stinge în multe
simulări. Figura 17.2 prezintă o simulare în care epidemia nu a dispărut, iar
mărimea diferitelor valuri a fost de acelas, i ordin de mărime cu datele din
figura 17.1 (au fost necesare zeci de simulări înainte de a găsi un astfel de
exemplu).
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Figura 17.2: Numărul de cazuri raportate cĨ(t) în funct,ie de timp (în luni) într-o simu-
lare a procesului de nas, tere s, i de deces folosind valorile parametrilor (17.17). Condit,ia
init,ială este Ẽ(t∗) = 3 s, i Ĩ(t∗) = 2.

Conform propozit,iei 7.11, reproductivitatea Rφ (păstrăm notat,ia R0 pen-
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tru cazul în care φ = 0) este caracterizată prin faptul că sistemul liniar periodic

dX
dt

=

(
−(c+µ) a(t)(1−φ)/Rφ

c −(b+µ)

)
X (17.18)

are un multiplicator Floquet dominant egal cu 1. Numeric se obt,ine Rφ ≈
1,06. Ret,inet,i că reproductivitatea Rφ este doar put,in mai mare decât 1; acest
lucru se datorează faptului că 90 % din populat,ia totală este deja protejată, fie
prin vaccinare, fie prin infect,ie anterioară.

Utilizând ecuat,iile (17.14)–(17.16), se poate calcula probabilitatea 1 −
p(τ,0,0) ca procesul să nu se stingă la momentul τ pentru un t0 fix s, i toate
τ ⩾ t0, începând fie cu o persoană în compartimentul E, fie cu o persoană
în compartimentul I la momentul t0 (fig. 17.3). As, a cum era de as, teptat,
1− p(τ,0,0) converge la o limită 1−ω când τ → +∞. Figura 17.3 tinde să
arate că extinct,ia este cel mai probabil să se producă în primul an după t0.

Figura 17.3: Probabilitatea 1− p(τ,0,0) ca procesul să nu se stingă la momentul τ

în funct,ie de τ (în luni, τ ⩾ t0) pornind de la o persoană din compartimentul E [linie
continuă] sau de la o persoană din compartimentul I [linie punctată] la momentul t0.
Aici t0 corespunde începutului lunii septembrie.

Alegând τ suficient de mare s, i repetând calculele pentru diferite valori ale
lui t0, obt,inem figura 17.4 pentru probabilitatea 1−ω ca procesul să nu se
stingă în funct,ie de t0, pornind fie de la o persoană din compartimentul E, fie
de la o persoană din compartimentul I la momentul t0. Această probabilitate
este cea mai mare în luna septembrie. Acesta este probabil momentul din an
în care autorităt,ile sanitare ar trebui să acorde cea mai mare atent,ie focarelor
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locale de rujeolă pentru a act,iona cât mai repede posibil înainte de a declans, a
o epidemie majoră. În alte perioade ale anului, este mai probabil ca focarele
să se stingă de la sine, chiar dacă reproductivitatea Rφ este mai mare de 1.

Figura 17.4: Probabilitatea 1−ω ca procesul să nu se stingă în funct,ie de t0 (în luni,
din ianuarie până în decembrie) pornind de la o persoană din compartimentul E [linie
continuă] sau de la o persoană din compartimentul I [linie punctată] la momentul t0.

Ret,inet,i că incident,a maximă pentru valul din 2011 a avut loc în martie
2011 (fig. 17.1). Estimarea pentru ψ sugerează că rata efectivă de contact a(t)
a atins un nivel maxim în decembrie 2010. Partea de jos a depresiunii dintre
valurile din 2010 s, i 2011 este în august sau septembrie 2010, în sezonul în
care estimarea pentru 1−ω este cea mai mare. Dacă valul din 2010 ar fi fost
utilizat în principal pentru ajustarea parametrilor, vârful pentru 1−ω ar fi fost
decalat cu doar aproximativ o lună. As, adar, indiferent de metodă, 1−ω pare
să fie la cel mai înalt nivel mai mult sau mai put,in atunci când incident,a este
la cel mai scăzut nivel s, i când începe revenirea incident,ei.

Desigur, trebuie ret,inut faptul că acest model S-E-I-R liniarizat este o
reprezentare simplificată a dinamicii transmiterii rujeolei. În special, acest
model nu ia în considerare structura de vârstă s, i utilizează o fort,are sezonieră
foarte simplă, a(t).

17.4 Reintroducerea speciilor în biologia conservării

Alte domenii ale biologiei populat,iilor utilizează procese de ramificare, în
special biologia conservării. De exemplu, imaginat,i-vă că o specie de ani-
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male care a dispărut într-o anumită regiune este reintrodusă. Câte animale
trebuie să fie reintroduse pentru ca populat,ia să aibă s, anse bune de a persista?
Cu un proces de nas, tere s, i moarte de un singur tip, probabilitatea de extinct,ie
pentru o populat,ie de n indivizi este ωn, unde probabilitatea ω este dată de
formula (17.2). Cunoscând ω , se poate, prin urmare, estima numărul întreg
n astfel încât ωn să fie mai mic decât un anumit nivel de risc; bineînt,eles,
reintroducerea are sens doar în cazurile în care ω < 1, pentru care ωn poate
fi mics, orată prin alegerea unui număr suficient de mare de n. O altă întrebare
este: în ce moment t0 al anului ar trebui reintroduse animalele pentru a mi-
nimiza probabilitatea de extinct,ie ω? Aceeas, i întrebare se pune în contextul
proceselor de nas, tere s, i moarte de mai multe tipuri într-un mediu periodic, cu
posibilitatea suplimentară de a întreba ce tip de individ ar trebui reintrodus
pentru a minimiza probabilitatea de extinct,ie.

În timp ce modelele în timp continuu sunt foarte populare în epidemio-
logie, biologii din domeniul conservării au tendint,a de a prefera modelele în
timp discret din diverse motive. Restul acestei sect,iuni explică pe scurt cum
se calculează probabilităt,ile de extinct,ie în acest context. Justificarea legă-
turii dintre reproductivitate R0 s, i probabilitatea de extinct,ie este mai simplă
în cazul timpului discret decât în cazul timpului continuu din sect,iunea 17.2.
Aceasta rezultă din metodele cunoscute pentru procesele multitip într-un me-
diu constant, pe de o parte, s, i pentru procesele de tip unic într-un mediu cu
variat,ie deterministă, pe de altă parte.

Se consideră modele în timp discret de forma

p(t +1) = (A(t)+B(t))p(t),

unde A(t) s, i B(t) sunt matrici pătrate de ordinul m, cu coeficient,i pozitivi
sau zero, T-periodice în raport cu t (T este un număr întreg), astfel încât
raza spectrală a matricei B(T−1) · · ·B(1)B(0) este strict mai mică decât 1 s, i
∑ j Bi, j(t)⩽ 1 pentru orice j. Pentru versiunea stocastică corespunzătoare, tre-

buie specificate probabilităt,ile F( j)
i1,...,im

(t) ca un individ de tip j să dea nas, tere
la (i1, . . . , im) indivizi de tip (1, . . . ,m) între momentele t s, i t + 1. Se presu-
pune că funct,iile F( j)

i1,...,im
(t) sunt T-periodice în raport cu t. Atunci Ai, j(t) este

egal cu media

Ai, j(t) = ∑
i1,...,im

ii F( j)
i1,...,im

(t).

Coeficientul Bi, j(t) indică probabilitatea ca un individ de tipul j să se trans-
fere la tipul i între t s, i t +1. Un individ de tipul j la momentul t este înlocuit
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la momentul t +1 de o populat,ie a cărei funct,ie generatoare este

g j(t,x1, . . . ,xm) =

(
∑

i1,...,im

F( j)
i1,...,im

(t)x1
i1 · · ·xm

im

)(
1+∑

i
Bi, j(t)(xi −1)

)
.

Astfel, un individ de tip j la momentul t0 este înlocuit la momentul t0+T de o
populat,ie a cărei funct,ie generatoare G j(x1, . . . ,xm) se obt,ine prin compune-
rea funct,iilor generatoare g j(t,x1, . . . ,xm) pentru t = t0, . . . , t0 +T−1. Dacă,
de exemplu, T = 2, atunci

G j(x1, . . . ,xm) = g j(t0,g1(t0 +1,x1, . . . ,xm), . . . ,gm(t0 +1,x1, . . . ,xm)).

Luat,i în considerare populat,ia la momentele (t0 + nT)n⩾0. S, tim din teoria
proceselor de ramificare de mai multe tipuri într-un mediu constant [47] că
probabilităt,ile de extinct,ie ω j, pornind de la un individ de tip j la momentul
t0, sunt date de solut,ia minimală pe [0; 1]m a sistemului ω j = G j(ω1, . . . ,ωm)
pentru 1 ⩽ j ⩽ m. De la

∂g j

∂xi
(t,1, . . . ,1) = Ai, j(t)+Bi, j(t),

putem verifica că matricea mediilor, adică matricea Jacobiană în (1, . . . ,1),
este(

∂G j

∂xi
(1, . . . ,1)

)
i, j

= [A(t0 +T−1)+B(t0 +T−1)] · · · [A(t0)+B(t0)].

Presupunând că această matrice este primitivă s, i că funct,iile generatoare G j
nu sunt singulare, adică că nu există o matrice Q astfel încât

G j(x1, . . . ,xm) = ∑
i

Q ji xi

pentru orice j, teoria arată că (ω1, . . . ,ωm) = (1, . . . ,1) dacă s, i numai dacă
raza spectrală a acestei matrice de medii este mai mică sau egală cu 1. Acest
lucru este echivalent cu R0 ⩽ 1, unde R0 este raza spectrală a matricei A B−1,
A este matricea diagonală în bloc diag(A(0),A(1), . . . ,A(T− 1)) s, i B este
matricea dată de formula (6.4). Cu n0

i indivizi de tipul i (1 ⩽ i ⩽ m) la mo-
mentul t0, probabilitatea de extinct,ie este

ω = (ω1)
n0

1 · · ·(ωm)
n0

m .

Deci, concluziile sunt complet analoge cu cele din cazul timpului continuu.
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Ca exemplu, considerăm un model de un singur tip cu T = 2. Să presupu-
nem că fiecare individ dă nas, tere, între momentele t s, i t +1, la un descendent
conform unei distribut,ii Poisson cu media A(t). Apoi

g(0,x) = eA(0)(x−1) (1−B(0)+B(0)x),

g(1,x) = eA(1)(x−1) (1−B(1)+B(1)x).

Probabilitatea de extinct,ie pornind de la un individ la momentul 0 este cea
mai mică solut,ie a lui ω = g(0,g(1,ω)) în intervalul [0; 1]. În mod similar,
probabilitatea de extinct,ie pornind de la un individ la momentul 1 este cea mai
mică solut,ie a ω = g(1,g(0,ω)) în intervalul [0; 1]. Ambele probabilităt,i sunt
strict mai mici decât 1 dacă s, i numai dacă [A(1)+B(1)][A(0)+B(0)] > 1,
ceea ce este echivalent cu R0 > 1, unde R0 este raza spectrală a matricei(

A(0) 0
0 A(1)

)(
−B(0) 1

1 −B(1)

)−1

.

17.5 Concluzie

Unele lucrări au încercat să arate cum variază riscul epidemic în diferite luni
ale anului. Aces, tia au utilizat un model periodic în timp, au calculat o „repro-
ductivitate” R(t0) presupunând că coeficient,ii modelului au fost înghet,at,i la
valorile lor pentru t = t0 s, i au trasat R(t0) în raport cu t0. Problema cu această
metodă este că R(t0) poate fi mai mică decât 1 pentru orice t0, deoarece boala
devine endemică (a se vedea sect,iunea 18.2.4). Definit,ia reproductivităt,ii R0
utilizată în acest capitol determină bine dacă o boală infect,ioasă poate deveni
endemică (sect,iunea 16.1) s, i cum se comportă mărimea finală în modelele
epidemiologice (capitolul 13). În plus, are o interpretare biologică simplă ca
rată asimptotică de cres, tere pe generat,ie (capitolul 7). Dar are dezavantajul
aparent de a fi independent de t0.

A fost propusă o măsură alternativă a riscului epidemic, respectiv proba-
bilitatea ca procesul de ramificare asociat cu liniarizarea unui model epidemi-
ologic să nu se stingă. Principala sa proprietate matematică este fenomenul
de prag (propozit,ia 17.10). Sect,iunea 17.1 a sugerat deja utilizarea acestei
probabilităt,i pentru aplicat,ii epidemiologice, dar a luat în considerare doar
cazul populat,iilor de un singur tip, pentru care există o formulă explicită.
Majoritatea modelelor epidemiologice implică mai multe compartimente in-
fectate, ca de exemplu în cazul bolilor transmise prin vectori. Riscul epidemic
în astfel de modele poate fi analizat cu aceeas, i metodă numerică ca în figura
17.4.
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Probabilităt,ile de extinct,ie prezintă interes s, i în biologia conservării, în
special pentru reintroducerea speciilor. Pentru unele specii de animale, în spe-
cial pentru păsările cu o perioadă de cuibărit bine definită, poate fi oportună
utilizarea unor modele cu anotimpuri pentru a evalua în mod corespunzător
s, ansele de succes ale unei reintroduceri.

17.6 Anexă: sisteme cooperative periodice

Pentru o demonstrat,ie a următorului rezultat, a se vedea [80].

Propozit, ia 17.12. Fie F : R+ × [0;1]m → Rm o funct,ie din clasa C 1, T-
periodică în raport cu prima variabilă t, cu următoarele condit,ii:

1. Orice solut,ie a sistemului

dx
dt

= F(t,x) (17.19)

cu x(0) ∈ [0;1]m satisface x(t) ∈ [0;1[m pentru orice t > 0;

2. Pentru orice i ̸= j, pentru orice (t,x) ∈ R+× [0;1]m,

∂Fi

∂x j
(t,x)⩾ 0 ;

3. Pentru orice (t,x) ∈ R+× [0; 1[m, matricea Jacobiană

J(t,x) =
(

∂Fi

∂x j
(t,x)

)
i, j

este ireductibilă;

4. Pentru orice (t,x) ∈ R+× ]0;1]m, pentru orice α ∈ ]0;1[,

F(t,αx)⩾ α F(t,x) s, i F(t,αx) ̸= α F(t,x);

5. Pentru orice t ∈ R+, F(t,0) = 0;

6. Pentru orice (t,x) ∈ R+×]0;1]m,

F(t,x)⩽ J(t,0)x s, i F(t,x) ̸= J(t,0)x.
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Fie Y(t) solut,ia lui

dY
dt

= J(t,0)Y(t), Y(0) = I ,

unde I este matricea identitate.
Atunci există două cazuri:

• dacă ρ(Y(T)) ⩽ 1, atunci orice solut,ie a ecuat,iei (17.19) cu x(0) ∈
[0;1]m converge spre 0 ;

• dacă ρ(Y(T))> 1, atunci există o solut,ie unică x∗(t) a ecuat,iei (17.19)
care este T-periodică s, i are valori în ]0;1]m. Mai mult, pentru orice
solut,ie x(t) a ecuat,iei (17.19) cu x(0) ∈ [0;1]m \{0}, x(t)− x∗(t) con-
verge la 0 atunci când t →+∞.
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Probabilitatea de extinct, ie într-un mediu periodic
lent

Pentru un proces liniar de nas, teri s, i mort,i supercritice cu coefi-
cient,i periodici s, i un singur tip de indivizi infectat,i, obt,inem o
evolut,ie delimitată pentru probabilitatea de neextinct,ie atunci
când perioada este mare sau mică. Dacă rata de contact este mai
mică decât rata de recuperare pentru o parte a perioadei s, i dacă
perioada tinde spre infinit, atunci probabilitatea de neextinct,ie
tinde spre o limită discontinuă legată de o „rat,ă” într-un sistem
lent-rapid. Acest rezultat este extins în cazul mai multor tipuri de
persoane infectate. Punctul de discontinuitate este determinat cu
precizie într-un exemplu cu două tipuri de indivizi care provine
dintr-un model de transmitere a unei boli transmise prin vectori.

18.1 Un tip de persoane infectate

Să considerăm un proces liniar de nas, tere s, i moarte (sau mai degrabă de
infect,ie s, i recuperare) cu o rată efectivă de contact a(t) s, i o rată de recu-
perare b(t), care sunt funct,ii periodice ale aceleias, i perioade T. Pornind de la
un singur individ infectat la momentul t0, probabilitatea de neextinct,ie, adică
complementul probabilităt,ii de extinct,ie ω(t0), este

π(t0) = 1−ω(t0) =
1

1+
∫ +∞

t0 b(t)exp
[∫ t

t0 [b(u)−a(u)]du
]

dt
, (18.1)

indiferent dacă integrala din numitor este finită sau infinită (propozit,ia 17.4).
Fie α(s) s, i β (s) funct,iile periodice de perioadă 1 astfel încât

s = t/T, a(t) = α(s), b(t) = β (s).
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Luăm în considerare mediile

ᾱ =
∫ 1

0
α(s)ds =

1
T

∫ T

0
a(t)dt, β̄ =

∫ 1

0
β (s)ds =

1
T

∫ T

0
b(t)dt .

Atunci π(t0) este identic egală cu 0 dacă ᾱ ⩽ β̄ sau este o funct,ie strict po-
zitivă T - periodică dacă ᾱ > β̄ (propozit,ia 17.4). Considerăm acum cazul
supercritic în care

ᾱ > β̄ .

De asemenea, presupunem că sezonul în care începe procesul,

s0 = t0/T,

este fixat. Să presupunem că

Π(s0) = π(t0), Λ(s) = α(s)−β (s).

În sect,iunea 18.1.2 demonstrăm următorul rezultat:

Propozit, ia 18.1. Dacă T → 0, atunci

Π(s0)=

(
1− β̄

ᾱ

){
1− β̄ T

2
+

T
ᾱ

[∫ 1

0
β (s0 +u)

∫ s0+u

s0

α(v)dvdu
]
+o(T)

}
.

Pentru studiul limitei T →+∞, presupunem că funct,iile α(s) s, i β (s) sunt
regulate (de exemplu, din clasa C 1) s, i considerăm două cazuri:

• Λ(s)> 0 pentru orice s ∈ [0;1] (cazul puternic supercritic);

• Λ(s)> 0 pentru orice s∈ [0;s1[∪]s2 ;1] unde 0< s1 < s2 < 1 s, i Λ(s)< 0
pentru s ∈ ]s1 ;s2[ (caz slab supracritic);

Fără a pierde din generalitate, putem presupune, în plus, în al doilea caz,∫ s2

0
Λ(s)ds > 0,

după cum vom vedea mai jos. Atunci există un s∗ ∈ ]0;s1[ unic astfel încât∫ s2

s∗
Λ(s)ds = 0. (18.2)

În sect,iunea 18.1.3 demonstrăm următorul rezultat:
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Propozit, ia 18.2. În cazul puternic supercritic pentru orice s0 ∈ [0; 1] s, i în
cazul slab supercritic pentru orice s0 ̸∈ [s∗ ; s2],

Π(s0) =

(
1− β (s0)

α(s0)

){
1− α(s0)β

′(s0)−α ′(s0)β (s0)

Tα(s0)[Λ(s0)]2
+o(1/T)

}
.

(18.3)
În cazul slab supercritic cu s0 ∈ ]s∗ ; s2[,

Π(s0)∼
√

2Λ′(s2)

β (s0)
√

πT
exp
(

T
∫ s2

s0

Λ(u)du
)
. (18.4)

Probabilitatea (18.4) tinde exponent,ial de repede spre 0 când T → +∞.
La limită, există, prin urmare, o discontinuitate în s0 = s∗. Faptul că limita
este zero în intervalul ]s∗ ; s2[ s, i nu numai în intervalul ]s1 ; s2[ este legat de
fenomenul „rat,ă” („canard”) într-un sistem lent-rapid, as, a cum vom explica
în sect,iunea 18.1.5.

18.1.1 Calcul preliminar

Să luăm mai întâi în considerare procesul liniar de nas, tere s, i moarte. Consi-
derând integrala de la numitorul formulei (18.1) observăm că

J =
∫ +∞

t0
b(t)exp

[∫ t

t0
[b(s)−a(s)]ds

]
dt .

Cu notat,iile introduse mai sus, avem

J =
∫ +∞

0
β ((t0 + t)/T) exp

[
−
∫ t0+t

t0
Λ(s/T)ds

]
dt .

T, inând cont că t0/T = s0, vom utiliza substitut,ia u = t/T s, i v = s/T. Apoi,
folosind periodicitatea funct,iilor α(s) s, i β (s), obt,inem

J = T
∫ +∞

0
β (s0 +u) exp

[
−T

∫ s0+u

s0

Λ(v)dv
]

du

= T
+∞

∑
n=0

∫ n+1

n
β (s0 +u) exp

[
−T

∫ s0+u

s0

Λ(v)dv
]

du

= T
+∞

∑
n=0

∫ 1

0
β (s0 +u) exp

[
−T

∫ s0+u+n

s0

Λ(v)dv
]

du

= T
+∞

∑
n=0

exp
[
nT(β̄ − ᾱ)

]∫ 1

0
β (s0 +u) exp

[
−T

∫ s0+u

s0

Λ(v)dv
]

du .
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Astfel,

J =
T

1− exp
[
T(β̄ − ᾱ)

] ∫ 1

0
β (s0 +u) exp

[
−T

∫ s0+u

s0

Λ(v)dv
]

du . (18.5)

18.1.2 Cazul T → 0

Cu expansiunea limitată exp(x) = 1+x+x2/2+o(x2) când x → 0 în factorul
dinaintea integralei s, i, mai simplu, exp(x) = 1+x+o(x) în integrală, obt,inem

J=
(

1
ᾱ − β̄

+
T
2
+o(T)

)(
β̄ −T

[∫ 1

0
β (s0 +u)

∫ s0+u

s0

Λ(v)dvdu
]
+o(T)

)
.

Ret,inet,i că un termen este us, or de integrat:

∫ 1

0
β (s0 +u)

∫ s0+u

s0

β (v)dvdu =
1
2

[(∫ s0+u

s0

β (v)dv
)2
]1

0

=
β̄ 2

2
.

Deducem

J =
β̄

ᾱ − β̄
+

β̄ T
2

+
β̄ 2 T

2(ᾱ − β̄ )

− T
ᾱ − β̄

∫ 1

0
β (s0 +u)

∫ s0+u

s0

α(v)dvdu+o(T).

Din Π(s0) = 1/(1+ J), găsim formula propozit,iei 18.1.

18.1.3 Cazul T →+∞

Considerăm formula (18.5). Integrala este de forma∫ 1

0
G(u)e−TF(u) du

cu

G(u) = β (s0 +u), F(u) =
∫ s0+u

s0

Λ(v)dv .

Aplicând metoda lui Laplace pentru T →+∞ obt,inem

F′(u) = Λ(s0 +u), F′′(u) = Λ
′(s0 +u).
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Cazul supercritic ridicat

Să presupunem mai întâi că Λ(s)> 0 pentru orice s ∈ [0; 1]. Atunci F′(u)> 0
pentru orice u ∈ [0; 1], F(u) are minimul în u = 0 s, i este F(0) = 0. În plus,
F(u) = φ0 u+φ1 u2 + o(u2) când u → 0 cu φ0 = Λ(s0) s, i φ1 = Λ′(s0)/2. De
asemenea, G(u) =ψ0+ψ1 u+o(u) când u→ 0 cu ψ0 = β (s0) s, i ψ1 = β ′(s0).
Conform unei teoreme a lui Erdélyi [53, p. 85],∫ 1

0
G(u)e−TF(u) du = e−TF(0)

(
c0

T
+

c1

T2 +o
(

1
T2

))
(18.6)

cu
c0 = ψ0/φ0, c1 = (φ0ψ1 −2φ1ψ0)/φ

3
0 .

Astfel, deoarece exp[T(β̄ − ᾱ)] este exponent,ial de mică, formula (18.5) se
poate scrie

J =
β (s0)

Λ(s0)
+

α(s0)β
′(s0)−α ′(s0)β (s0)

T[Λ(s0)]3
+o(1/T).

Din Π(s0) = 1/(1+ J), obt,inem, astfel, formula (18.3).

Cazul supercritic slab

Să presupunem acum că există s1 s, i s2 astfel încât 0 < s1 < s2 < 1 s, i

Λ(s)< 0 pentru orice s ∈ ]s1 ;s2[,
Λ(s)> 0 pentru orice s ∈ ]0;s1[∪]s2 ;1[.

Din ∫ 1

0
Λ(s)ds = ᾱ − β̄ > 0,

avem ∫ s2

0
Λ(s)ds > 0 sau

∫ 1

s2

Λ(s)ds > 0. (18.7)

Schimbând timpul printr-o translat,ie, să presupunem că prima inegalitate este
adevărată.

Atunci există un s∗ ∈ [0;s1] unic astfel încât∫ s2

s∗
Λ(u)du = 0.

Într-adevăr, să notăm cu h(s) funct,ia definită pe intervalul [0;s1] de către

h(s) =
∫ s2

s
Λ(u)du .
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Atunci h′(s) = −Λ(s) < 0 pentru s ∈ [0;s1[. Mai mult, h(0) > 0 din prima
inegalitate (18.7) s, i h(s1)< 0. Prin urmare, există un singur s∗ ∈ ]0;s1[ astfel
încât h(s∗) = 0.

Luăm mai întâi în considerare cazul în care 0 < s0 < s1. Funct,ia F(u) este
crescătoare pentru u ∈ [0;s1 − s0], descrescătoare pentru u ∈ [s1 − s0 ;s2 − s0]
s, i din nou crescătoare pentru u ∈ [s2 − s0 ;1]. Prin urmare, funct,ia F(u) are un
minim local în s2 − s0. Reamintim că F(0) = 0.

Dacă s0 ∈ ]0;s∗[, atunci F(s2 − s0)> 0. Prin urmare, u = 0 rămâne mini-
mul global al funct,iei F(u) pe intervalul [0;1]. Extinderea asimptotică (18.6)
rămâne valabilă s, i la fel s, i formula (18.3).

Dacă, pe de altă parte, s0 ∈ ]s∗ ;s1[, atunci F(s2 − s0)< 0. Minimul global
al funct,iei F(u) pe intervalul [0;1] este în u = s2 − s0,

F′(s2 − s0) = 0, F′′(s2 − s0) = Λ
′(s2)

s, i ∫ 1

0
G(u)e−TF(u) du ∼ β (s0)

√
π√

2TΛ′(s2)
e−TF(s2−s0)

când T →+∞, conform metodei Laplace [54]. Astfel,

J ∼ β (s0)
√

πT√
2Λ′(s2)

exp
(
−T

∫ s2

s0

Λ(u)du
)

s, i Π(s0) = 1/(1+ J)∼ 1/J când T →+∞, ceea ce conduce la formula (18.4).
Să luăm acum în considerare cazul în care s1 < s0 < s2. Funct,ia F(u)

este descrescătoare pe intervalul [0;s2 − s0] s, i apoi crescătoare pe intervalul
[s2 − s0 ;1]. Minimul său în intervalul [0;1] este, prin urmare, atins în u =
s2 − s0, ca s, i în cazul precedent. Formula (18.4) rămâne valabilă.

În final, considerăm cazul în care s2 < s0 < 1. Funct,ia F(u) este cres-
cătoare pe intervalul [0;1+ s1 − s0], descrescătoare pe intervalul [1+ s1 −
s0 ; 1+ s2 − s0] s, i crescătoare pe intervalul [1+ s2 − s0 ;1]. Prin urmare, are
un minim local în 1+ s2 − s0 s, i

F(1+ s2 − s0)⩾
∫ 1+s2

1
Λ(s)ds > 0

în conformitate cu prima inegalitate (18.7). Minimul său global în intervalul
[0;1] este, prin urmare, atins în u = 0. Se aplică formula (18.3).



Capitolul 18 283

18.1.4 Exemplu

Să presupunem

β (s) = β̄ > 0, α(s) = ᾱ[1+ k cos(2πs)]

cu ᾱ > β̄ s, i 0 ⩽ k ⩽ 1. Cazul puternic supracritic corespunde la ᾱ(1− k) >
β̄ . Dacă, dimpotrivă, ᾱ(1− k) < β̄ , atunci s1 < s2 sunt cele două solut,ii în
intervalul [0;1] ale ecuat,iei

cos(2πs) =−(1− β̄/ᾱ)/k,

s, i anume

s1 =
arccos(−(1− β̄/ᾱ)/k)

2π
∈ ]0;1/2[, s2 = 1− s1.

Pragul s∗ este solut,ia în intervalul [0;s1[ a ecuat,iei

(ᾱ − β̄ )(s2 − s∗)+ ᾱk
sin(2πs2)− sin(2πs∗)

2π
= 0 .

Formula din propozit,ia 18.1 conduce la

Π(s0) =

(
1− β̄

ᾱ

)(
1− β̄ k T

2π
sin(2πs0)+o(T)

)
când T → 0. Dacă ᾱ(1−k)> β̄ sau dacă ᾱ(1−k)< β̄ s, i s0 ̸∈ [s∗ ;s2], atunci
formula (18.3) devine

Π(s0) =

(
1− β̄

α(s0)

)(
1− 2π ᾱ β̄ k sin(2πs0)

Tα(s0)[α(s0)− β̄ ]2
+o(1/T)

)
când T →+∞. Dacă ᾱ(1− k)< β̄ s, i s0 ∈ ]s∗ ;s2[, din formula (18.4) rezultă

Π(s0)∼
2
√

−ᾱk sin(2πs2)

β̄
√

T
exp
[

TΛ̄(s0 − s2)+ ᾱkT
sin(2πs0)− sin(2πs2)

2π

]
atunci când T →+∞, sau Λ̄ = ᾱ − β̄ .

Să luăm în considerare cazul particular β̄ = 1, ᾱ = 3 s, i k = 0,5. Atunci
ᾱ(1− k) > β̄ . Figura 18.1 prezintă rezultatele pentru două valori ale peri-
oadei: T = 0,5 s, i T = 50. Probabilitatea de neextinct,ie Π(s0), dată de for-
mula (18.1), este estimată prin integrare numerică cu ajutorul programului
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Figura 18.1: Două exemple. Pentru T = 0,5, probabilitatea de neextinct,ie Π(s0) dată
de formula (18.1) [linie continuă], formula aproximativă a propozit,iei 18.1 [linie punc-
tată cu linii scurte] s, i termenul de ordin 0, 1− β̄/ᾱ [linie punctată cu linii lungi].
Pentru T = 50, probabilitatea de neextinct,ie Π(s0) dată de formula (18.1) [linie conti-
nuă], de formula aproximativă (18.3) [linie punctată cu linii scurte] s, i de termenul de
ordin 0, 1−β (s0)/α(s0) [linie punctată cu linii lungi].

Scilab. Se poate observa că formula aproximată a propozit,iei 18.1 s, i for-
mula aproximată (18.3) oferă aproximări mai bune ale Π(s0) decât termenii
de ordin 0. Cu toate acestea, trebuie remarcat faptul că, pentru T → +∞,
aproximarea (18.3) se abate put,in de la Π(s0) în vecinătatea minimului său.

Considerăm acum valorile β̄ = 1, ᾱ = 3, k = 0,75 s, i T = 100. Atunci
ᾱ(1− k)< β̄ , s∗ ≈ 0,347, s1 ≈ 0,424 s, i s2 ≈ 0,576. Diferitele formule apro-
ximative sunt prezentate în figura 18.2. Probabilitatea de neextinct,ie tinde
spre o limită discontinuă, dată de curbele punctate cu linii lungi pentru s < s∗

s, i s > s2, s, i care este 0 în intervalul ]s∗ ;s2[. Există o mică problemă de co-
nectare a aproximat,iilor la s0 = s2, ceea ce sugerează necesitatea unei priviri
mai atente la ceea ce se întâmplă în acest punct.

Ca s, i în cazul în care s2 < s0 < 1, vedem în cazul special în care s0 = s2
că funct,ia F(u) are minimul global în [0; 1] în u = 0. Dar, de data aceasta,
F′(0) = Λ(s2) = 0. În conformitate cu metoda Laplace [54],

J ∼ T
∫ 1

0
G(u)e−TF(u) du ∼ β (s2)

√
πT√

2Λ′(s2)

astfel încât Π(s2) = 1/(1+ J) ∼ 1/J când T → +∞. Formula (18.4) rămâne
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Figura 18.2: Ca s, i în cazul T= 50 din figura 18.1, dar cu T= 100 s, i k = 0,75. Formula
aproximativă (18.4) pentru s∗ < s < s2 este punctată cu linii scurte.

valabilă atunci când s0 = s2. Declinul exponent,ial până la 0 când s0 ∈ ]s∗ ;s2[
este înlocuit de un declic în 1/

√
T în punctul s2.

18.1.5 Legătura cu „rat,ele”

Formula (18.1) pentru probabilitatea de neextinct,ie π(t0) la momentul t0 se
obt,ine, de fapt, astfel: dacă t1 > t0, probabilitatea ca procesul care pornes, te de
la un individ infectat la momentul t0 să se termine la momentul t1 este egală
cu z(t1 − t0) cu z(0) = 0 s, i

dz
dt

= [b(t1 − t)−a(t1 − t)z(t)](1− z(t)) (18.8)

în intervalul t ∈ [0; t1− t0] (propozit,ia 17.9 modulo o schimbare de variabilă).
Datorită faptului că această ecuat,ie Riccati este rezolvabilă în mod explicit,
obt,inem formula (18.1) pentru probabilitatea de neextinct,ie

π(t0) = 1− lim
t1→+∞

z(t1 − t0).

Să luăm ca exemplu t1 = t0+nT cu n un număr întreg strict pozitiv. Ecuat,ia (18.8)
se poate scrie

dz
dt

=

[
β

(
t0 +nT− t

T

)
−α

(
t0 +nT− t

T

)
z(t)
]
(1− z(t)).
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Să presupunem s = t/T s, i z(t) = x(s). Avem

dx
ds

= T [β (s0 +n− s)−α(s0 +n− s)x(s)] (1− x(s))

pe intervalul s ∈ [0;n]. Acest lucru poate fi scris ca un sistem autonom lent-
rapid:

dx
ds

= T [β (s0 +n− y)−α(s0 +n− y)x(s)] (1− x(s)),

dy
ds

= 1

pentru s ∈ [0;n], cu x(0) = 0 s, i y(0) = 0. În cele din urmă,

Π(s0) = π(t0) = 1− lim
n→+∞

x(n).

Când T → +∞, vedem pe acest sistem lent-rapid că x(n) → 1 sau x(n) →
β (s0)/α(s0). Faptul că x(n) rămâne a priori pe ramura instabilă 1 pentru
s∗ < s0 < s1 este, prin urmare, acelas, i fenomen ca s, i cel numit „rat,ă” în studiul
sistemelor lente-rapide. Reamintim definit,ia [43, p. 182] :

„Într-un câmp lent-rapid de tipul R2, pot exista traiectorii care să
rămână infinit de aproape de curba lentă pentru un timp semni-
ficativ (neinfinit de mic) de-a lungul unui arc atractiv, urmate de
un timp semnificativ petrecut de-a lungul unui arc de respingere.
O astfel de traiectorie se numes, te [. . .] o rat,ă.”

Relat,ia (18.2) care leagă s∗ de s2 este „relat,ia intrare-ies, ire” corespunzătoare
[14].

18.2 Mai multe tipuri de persoane infectate

Estimarea probabilităt,ii de extinct,ie a unei populat,ii este o problemă în biolo-
gia conservării s, i în epidemiologie. În acest din urmă caz, populat,ie înseamnă
populat,ie infectată. Un model matematic clasic pentru studierea acestui tip de
problemă este cel al proceselor liniare de nas, tere s, i moarte cu unul sau mai
multe tipuri de indivizi [35, 47]. Cu toate acestea, în multe situat,ii, trebuie să
se t,ină seama de sezonalitatea mediului, ceea ce conduce la studiul unor ast-
fel de procese atunci când coeficient,ii sunt funct,ii periodice de timp (capitolul
17). Anumite populat,ii sau epidemii au coeficient,i a căror scară de timp este
relativ scurtă în comparat,ie cu sezonalitatea anuală; prin urmare, este necesar
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să se ia în considerare limita în care perioada coeficient,ilor este foarte mare.
Atunci când parametrii sunt subcritici pentru o parte a perioadei (de exemplu,
sezonul nefavorabil), probabilitatea de extinct,ie în funct,ie de sezonul în care
începe procesul tinde spre o limită discontinuă. Punctul de discontinuitate
apare înainte de începerea sezonului nefavorabil.

În sect,iunea anterioară, a fost studiat doar cazul unui singur tip de indi-
vid. S-a observat că discontinuitatea în probabilitatea de extinct,ie este legată
de prezent,a într-un sistem dinamic lent-rapid a unei „rat,e”, adică a unei tra-
iectorii care urmează un arc atractiv pentru un anumit timp înainte de a urma
un arc repulsiv. Un exemplu cu două tipuri de indivizi inspirat de un model
de transmitere a bolilor transmise prin vectori este discutat mai jos. Punctul
de discontinuitate al probabilităt,ii de extinct,ie va fi determinat cu precizie.

În sect,iunea 18.2.1, este prezentat modelul pentru populat,ie, s, i anume cel
al proceselor liniare de nas, tere s, i moarte cu coeficient,i periodici s, i mai multe
tipuri de indivizi. Se explică faptul că probabilitatea de extinct,ie este legată
de un sistem de ecuat,ii diferent,iale ordinare. Atunci când perioada tinde spre
infinit, o schimbare de variabilă transformă acest sistem într-un sistem lent-
rapid cu perioadă fixă.

În sect,iunea 18.2.2, este prezentat un exemplu cu două tipuri de per-
soane. Simulările numerice sugerează că probabilitatea de extinct,ie tinde
către o limită discontinuă s, i că punctul de discontinuitate este determinat de
o condit,ie care implică integrala valorii proprii dominante a unei anumite
matrice. Pentru o demonstrat,ie cu ajutorul instrumentelor de analiză non-
standard că această condit,ie este într-adevăr cea care determină punctul de
discontinuitate, ne referim la [11]. În sect,iunea 18.2.3, este prezentat un alt
exemplu, de data aceasta cu patru tipuri de persoane. O simulare numerică
sugerează că o condit,ie de acelas, i tip determină în continuare punctul de di-
scontinuitate. Nu există încă o demonstrat,ie într-un cadru general atunci când
numărul de tipuri de indivizi este strict mai mare de doi.

18.2.1 Modelul

Se consideră un proces liniar de nas, tere s, i moarte cu un număr de tipuri m
(m ⩾ 1) într-un mediu periodic. Fie T > 0 perioada mediului. Se dau trei
funct,ii matriciale A(t), B(t) s, i C(t) de ordin m s, i perioadă T cu următoarele
ipoteze:

• pentru orice i s, i toate j, Ai, j(t) ⩾ 0 reprezintă rata la care indivizii de
tip j generează noi indivizi de tip i;

• matricea B(t) este diagonală, iar B j, j(t) ⩾ 0 este rata la care indivizii
de tip j încetează să mai fie infectat,i;
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• pentru orice i ̸= j, Ci, j(t) ⩽ 0 s, i −Ci, j(t) este rata la care indivizii de
tip j se transformă în indivizi de tip i;

• pentru orice j,
C j, j(t) =−∑

i̸= j
Ci, j(t);

• dacă D(t) = B(t)+C(t) s, i dacă Z(t) este solut,ia sistemului

dZ
dt

=−D(t)Z(t)

cu condit,ia init,ială Z(0) = I , unde I este matricea identitate, atunci
ρ(Z(T))< 1;

• matricea M(t) = A(t)−D(t) este ireductibilă pentru orice t.

Mai precis (vezi capitolul 17), dacă p(t,n1, . . . ,nm) este probabilitatea de
a avea ni indivizi de tipul i pentru orice 1 ⩽ i ⩽ m la momentul t (ni sunt nu-
mere întregi) s, i dacă g(t,x1, . . . ,xk) este funct,ia generatoare corespunzătoare,
atunci

∂g
∂ t

+∑
i, j
[Ai, j(t)x j −Di, j(t)] [1− xi]

∂g
∂x j

= 0 .

Să presupunem că la momentul init,ial t0 există n0
i ⩾ 0 indivizi infectat,i de

tipul i (n0
i sunt numere întregi) pentru orice 1 ⩽ i ⩽ m cu

m

∑
i=1

n0
i ⩾ 1.

Putem presupune 0 ⩽ t0 < T. Am văzut în 17 că probabilitatea ω(t0, t1) ca
populat,ia infectată să dispară la momentul t1 > t0, adică să nu mai existe
indivizi de diferite tipuri, este dată de

ω(t0, t1) = [z1(t1 − t0)]n
0
1 · · · [zm(t1 − t0)]n

0
m ,

unde z(t) = (zi(t))1⩽i⩽k este solut,ia sistemului diferent,ial

dzi

dt
(t) = ∑

j
[D j,i(t1 − t)−A j,i(t1 − t)zi(t)][1− z j(t)]

pe intervalul 0< t < t1−t0 cu condit,ia init,ială zi(0)= 0 pentru orice i (propozit,ia
17.9 modulo o schimbare de variabilă).
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As, teptarea I(t) = (I1(t), . . . , Im(t)) a numărului de indivizi de diferite ti-
puri la momentul t verifică

dI
dt

= M(t) I(t)

s, i Ik(t0) = n0
k pentru orice k (propozit,ia 17.8). Fie Φ(t) solut,ia sistemului

dΦ

dt
= M(t)Φ(t)

cu condit,ia init,ială Φ(0) =I . Când ρ(Φ(T))⩽ 1, probabilitatea de extinct,ie
ω(t0, t1) tinde spre 1 când t1 →+∞. Când ρ(Φ(T))> 1, această probabilitate
tinde în schimb spre o limită strict mai mică decât 1, dar care depinde de t0 în
mod periodic (propozit,ia 17.10).

Se consideră funct,iile matriciale periodice Â(s), B̂(s) s, i Ĉ(s) de peri-
oadă 1 astfel încât

s = t/T, A(t) = Â(s), B(t) = B̂(s), C(t) = Ĉ(s).

Să presupunem din nou că s0 = t0/T este fixat. În mod similar, presupunem
că t1 = t0 + nT, unde n ⩾ 1 este un număr întreg fix. Obiectivul este de a
studia, pentru 1 ⩽ i ⩽ m, limita

Ωi(s0) = lim
T→+∞

zi(t1 − t0) = lim
T→+∞

zi(nT)

în funct,ie de s0, cu 0 ⩽ s0 < 1. Numărul Ωi(s0) este, de asemenea, limita pen-
tru T → +∞ din ω(t0, t1), probabilitatea de extinct,ie după n perioade atunci
când se pornes, te de la un singur individ infectat de tip i în sezonul s0 = t0/T.
Ret,inet,i că accentul este pus aici pe probabilitatea de extinct,ie s, i nu, ca în
sect,iunea 18.1, pe complementul său, probabilitatea de neextinct,ie. Să presu-
punem că

ε = 1/T, D̂(s) = B̂(s)+ Ĉ(s), M̂(s) = Â(s)− D̂(s), x(s) = z(t).

Apoi

ε
dxi

ds
(s) = ∑

j
[1− x j(s)]

[
D̂ j,i(s0 +n− s)− Â j,i(s0 +n− s)xi(s)

]
(18.9)

pe intervalul 0 < s < n cu xi(0) = 0 pentru orice i. În plus, z(nT) = x(n).
Reamintim în treacăt că 0 ⩽ xi(s) ⩽ 1 pentru orice i s, i toate 0 ⩽ s ⩽ n (vezi
capitolul 17).



290

Atunci când T → +∞, adică atunci când ε → 0, sistemul (18.9) poate fi
scris ca un sistem lent-rapid autonom cu m variabile rapide xi(s) (1 ⩽ i ⩽ m)
s, i o variabilă lentă xm+1(s) = s astfel încât dxm+1/ds = 1.

Matricea Jacobiană a părt,ii drepte a sistemului (18.9), pentru solut,ia stat,ionară
trivială xi = 1 pentru orice i, este tM̂(s0 +n− s), unde tM̂(·) reprezintă matri-
cea transpusă a matricei M̂(·).

Matricea M̂(s) este ireductibilă, iar coeficient,ii săi din afara diagonalei
sunt tot,i pozitivi sau zero. Prin urmare, există o constantă c astfel încât ma-
tricile M̂(s)+ cI s, i tM̂(s)+ cI să fie pozitive. Conform teoremei Perron-
Frobenius, aceste matrici au o rază spectrală care este o valoare proprie reală
comună pe care o notăm Λ(s)+c. Aceasta este strict mai mare decât modulul
tuturor celorlalte valori proprii s, i, prin urmare, s, i partea lor reală. Matricele
M̂(s) s, i tM̂(s) au, prin urmare, o valoare proprie reală comună Λ(s), care
este strict mai mare decât partea reală a tuturor celorlalte valori proprii ale
acestora.

18.2.2 Exemplu

Să considerăm

Â(s) =
(

0 α(s)
γ 0

)
, B̂(s) =

(
β 0
0 δ

)
, Ĉ(s) = 0,

cu α(s)> 0, β > 0, γ > 0 s, i δ > 0; funct,ia α(s) este periodică cu perioada 1 s, i
continuă. Acest model stocastic este inspirat de modelul determinist liniarizat
pentru o boală vectorială din sect,iunea 9.4.1:

dI
dt

=

(
−β α(t/T)
γ −δ

)
I = M̂(t/T) I. (18.10)

Vectorii infectat,i sunt de tip 1; persoanele infectate sunt de tip 2. Parametrul
α(s) este rata la care persoanele infectate transmit infect,ia vectorilor atunci
când sunt mus, cate; această rată este periodică deoarece populat,ia de vectori
sensibili este periodică. Parametrul β este rata la care mor vectorii. Parame-
trul γ este rata la care vectorii înt,eapă. Parametrul δ este rata de recuperare a
persoanelor infectate. Sistemul (18.9) devine

ε
dx1

ds
(s) = β [1− x1(s)]− γ x1(s)[1− x2(s)], (18.11)

ε
dx2

ds
(s) = δ [1− x2(s)]−α(s0 +n− s) [1− x1(s)]x2(s). (18.12)
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Ret,inet,i că cei doi membri se anulează în două cazuri: fie x1(s) = 1 s, i x2(s) =
1, sau

x1(s) = x∗1(s) =
1+ δ

α(s0+n−s)

1+ γ

β

, x2(s) = x∗2(s) =
1+ β

γ

1+ α(s0+n−s)
δ

. (18.13)

Cele două valori proprii ale matricei M̂(s) sunt reale:

λ±(s) =
−(β +δ )±

√
(β +δ )2 +4[α(s)γ −βδ ]

2
.

Valoarea proprie dominantă este Λ(s) = λ+(s). Ret,inet,i că λ−(s)< 0 pentru
orice s.

Să presupunem că există un sezon nefavorabil pentru transmiterea epide-
miei, adică există s1 s, i s2 cu 0 < s1 < s2 < 1 astfel încât

α(s)γ

β δ
< 1 cu alte cuvinte Λ(s)< 0 ∀s ∈ ]s1 ;s2[, (18.14)

α(s)γ

β δ
> 1 cu alte cuvinte Λ(s)> 0 ∀s ∈ ]0;s1[∪]s2 ;1[. (18.15)

Să presupunem, de asemenea, că∫ 1

0
Λ(s)ds > 0. (18.16)

Ca exemplu, considerăm α(s) = ᾱ(1+ k cos(2πs)) cu ᾱ > 0, |k|< 1 s, i

ᾱ(1− k)γ

β δ
< 1 <

ᾱ(1+ k)γ

β δ
.

Această ultimă condit,ie garantează că există un sezon nefavorabil. De exem-
plu, putem alege ᾱ = 3, k = 0,75, β = 2, γ = 1 s, i δ = 1. Aceste valori nu
sunt foarte realiste, dar ele evident,iază fenomenul. Avem atunci s1 ≈ 0,323 s, i
s2 ≈ 0,677. Putem verifica numeric că este verificată condit,ia (18.16). Ale-
gem T = 1.000, n = 3 s, i s0 = 0,25.

În figura 18.3 este prezentată solut,ia sistemului (18.11)–(18.12) cu condit,ia
init,ială x1(0) = x2(0) = 0. Din punct de vedere numeric, am folosit software-
ul Scilab s, i am rezolvat sistemul verificat de log(1− x1(s)) s, i log(1− x2(s))
înainte de a reveni la variabilele init,iale. Curbele lente au fost, de asemenea,
trasate (18.13). Ret,inet,i următoarele:
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• în vecinătatea lui s = 0, curbele sunt aproape verticale (nu sunt vizibile
pe figură);

• solut,iile x1(s) s, i x2(s) tind să devină periodice;

• x1(s) s, i x2(s) sunt apoi foarte apropiate de 1 nu numai pentru valorile
lui s, cum ar fi Λ(s0 +n− s)< 0, în special pentru s ∈ ]s0 +1− s2 ;s0 +
1− s1[, ci s, i pentru s ∈ ]s0 + 1− s1 ;s0 + 1− s∗[ cu s2 − 1 < s∗ < s1,
unde Λ(s0 +n− s)> 0 (există o „rat,ă”).
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Figura 18.3: În funct,ie de s, curbele x1(s) s, i x2(s) [linii continue], curbele lente x∗1(s)
s, i x∗2(s) [linii punctate] s, i o port,iune din funct,ia s 7→ 1+

∫ s
s0+1−s2

Λ(s0+n−u)du [linie
mixtă].

Figura 18.4 arată cum variază probabilităt,ile de extinct,ie după perioadele
n, x1(n) s, i x2(n), în funct,ie de s0. De asemenea, sunt trasate curbele derivate
din formulele (18.13)

x∗1(n) =
1+ δ

α(s0)

1+ γ

β

, x∗2(n) =
1+ β

γ

1+ α(s0)
δ

.

Figura 18.4 sugerează că x1(n) s, i x2(n) tind, atunci când T → +∞, la limite
care sunt 1 pe intervalul s0 ∈ ]s∗ ;s2[; mai mult, limitele sunt discontinue în
punctul s0 = s∗. Problema este de a determina s∗.
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Figura 18.4: În funct,ie de s0, probabilităt,ile de extinct,ie după n perioade x1(n) s, i
x2(n) [linii continue], formulele pentru x∗1(n) s, i x∗2(n) [linie punctată], s, i o port,iune
din funct,ia s0 7→ 1+

∫ s2
s0

Λ(s)ds [linie mixtă].

Se poate demonstra cu ajutorul instrumentelor de analiză non-standard
(vezi [11] pentru detalii) că solut,iile x1(s) s, i x2(s) din figura 18.3, care sunt
foarte apropiate de 1 pentru

p def
= s0 +1− s2 < s < s0 +1− s1,

se abat brusc din vecinătatea lui 1 pentru

s = q def
= s0 +1− s∗ > s0 +1− s1

astfel încât ∫ q

p
Λ(s0 +n− s)ds = 0.

Cu alte cuvinte, aceste solut,ii se abat de la vecinătatea lui 1 din s = q =
s0 +1− s∗ astfel încât ∫ s2

s∗
Λ(s)ds = 0.

Această ecuat,ie este cea care determină în mod unic s∗. Într-adevăr, dacă
notăm

h(s) =
∫ s2

s
Λ(u)du,
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atunci avem φ(s1) < 0 datorită condit,iei (18.14), h′(s) = −Λ(s) < 0 pentru
s ∈ ]s2 −1;s1[ datorită condit,iei (18.15) s, i

h(s2 −1) =
∫ s2

s2−1
Λ(s)ds =

∫ 1

0
Λ(s)ds > 0

datorită condit,iei (18.16). Prin urmare, există un singur s∗ ∈ ]s2 −1;s1[ astfel
încât h(s∗) = 0. În exemplu, obt,inem numeric s∗ ≈ 0,079.

Observat,ia 18.3. Condit,ia (18.16) nu este legată de un eventual caracter su-
percritic al sistemului (18.10) [multiplicator Floquet dominant mai mare de-
cât 1]. Într-adevăr, dacă luăm, de exemplu, c = 0,7 în loc de c = 1, constatăm
numeric că multiplicatorul Floquet dominant este ρ(Φ(T)) ≈ 1,025 > 1 în
loc de

∫ 1
0 Λ(s)ds ≈−0,016 < 0.

18.2.3 Generalizare

Acest studiu se extinde probabil la probleme cu mai mult de două ecuat,ii
rapide s, i una lentă. Să considerăm, de exemplu, sistemul liniarizat cu patru
ecuat,ii rapide din §9.4.2

dI
dt

=


−(γ +µ) 0 0 ψ(t/T)

γ −µ 0 0
0 β −δ 0
0 0 δ −α

 I = M̂(t/T) I,

unde α > 0, β > 0, γ > 0, δ > 0, µ > 0 s, i ψ(·) > 0 este o funct,ie periodică
cu perioada 1. Acesta este, de asemenea, un model de transmitere a unei boli
transmise prin vectori; primele două componente reprezintă vectorii infectat,i
în faza latentă s, i infect,ioasă, în timp ce ultimele două componente reprezintă
persoanele infectate în faza latentă s, i infect,ioasă. Sistemul (18.9) cu ε = 1/T
ia forma

ε
dx1

ds
(s) = (γ +µ)[1− x1(s)]− γ[1− x2(s)],

ε
dx2

ds
(s) = µ[1− x2(s)]−βx2(s)[1− x3(s)],

ε
dx3

ds
(s) = δ [1− x3(s)]−δ [1− x4(s)],

ε
dx4

ds
(s) = α[1− x4(s)]−ψ(s0 +n− s)[1− x1(s)]x4(s).
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Conjectura este că funct,ia intrare-ies, ire este în continuare dată de formula∫ s2

s∗
Λ(s)ds = 0, (18.17)

unde Λ(s) este valoarea proprie reală dominantă a matricei M̂(s), după cum se
verifică pe un exemplu numeric (fig. 18.5). Valorile parametrilor sunt α = 1,
β = 1, γ = 1, δ = 1, µ = 1, ψ(s) = 3× (1+ 0,75cos(2πs)), n = 3 s, i T =

2.000. Ecuat,ia caracteristică pentru valorile proprii λ ale matricei M̂(s) este

(λ + γ +µ)(λ +µ)(λ +δ )(λ +α) = β γ δ ψ(s).

Deducem că Λ(s)< 0 dacă s, i numai dacă

β γ ψ(s)
α µ (γ +µ)

< 1,

care apare numeric pentru s1 < s < s2 cu s1 ≈ 0,323 s, i s2 ≈ 0,677, ca în
exemplul numeric din sect,iunea 18.2.2 (coincident,ă simplă). Cu formula
(18.17) obt,inem s∗ ≈ 0,047, care pare să corespundă bine cu saltul brusc al
probabilităt,ii de extinct,ie din figura 18.5.
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Figura 18.5: În funct,ie de s0, probabilităt,ile de extinct,ie după n perioade x1(n), x2(n)
precum s, i x3(n) s, i x4(n) care nu se disting [linii continue], curbele lente [punctate] s, i
o port,iune din funct,ia s0 7→ 1+

∫ s2
s0

Λ(s)ds [linie mixtă].
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18.2.4 Concluzie

Un aspect important de ret,inut este că rezultatele privind comportamentul
sistemului implică integrale ale unei valori proprii pe intervale. În special,
valoarea acestei valori proprii la un moment dat nu oferă informat,ii directe
despre comportamentul sistemului. Este bine cunoscut în teoria lui Floquet
faptul că un sistem periodic poate avea numai valori proprii negative în fiecare
moment s, i totus, i să fie instabil. Acesta este cazul, de exemplu, al sistemului
periodic cu perioada 1

dI
dt

= M(t) I,

cu

M(t) = M1 =

(
−1 1/2
3 −2

)
, n < t < n+1/2, n = 0,1,2 . . . ,

s, i

M(t) = M2 =

(
−1 3
1/2 −2

)
, n+1/2 < t < n+1, n = 0,1,2 . . .

Valorile proprii −3±
√

7
2 ale acestor matrici sunt ambele strict negative. Dar

putem verifica numeric că raza spectrală a matricei de monodromie Φ(1) ve-
rifică

ρ(Φ(1)) = ρ

(
eM2/2 eM1/2

)
≈ 1,26 > 1,

ceea ce înseamnă că solut,ia nulă este instabilă.
Cu toate acestea, în timpul epidemiei de coronavirus din 2020, se auzeau

cu regularitate anunt,uri despre o „reproductivitate” zilnică sau săptămânală,
care este doar o prezentare us, or diferită a valorii proprii instantanee.
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Modelul stocastic S-I-S într-un mediu periodic

În modelul stocastic S-I-S cu rată efectivă de contact a, rată de
vindecare b < a s, i mărime a populat,iei N, valoarea as, teptată τ

a timpului necesar pentru ca epidemia să se stingă este în as, a
fel încât (logτ)/N converge la c = b/a − 1 − log(b/a) atunci
când N tinde spre infinit. Dacă rata efectivă de contact a(t) este
o funct,ie periodică a cărei medie este mai mare decât b, atunci
(logτ)/N converge către o nouă limită, legată de o ecuat,ie
Hamilton-Jacobi periodică în timp. Atunci când funct,ia a(t)
este sinusoidală cu amplitudine mică, cu frecvent,ă mare sau cu
frecvent,ă foarte mică, sunt obt,inute formule aproximative pen-
tru calculul analitic al acestei limite. Aceste rezultate sunt apoi
ilustrate prin simulări numerice.

19.1 Modelul

Modelul stocastic S-I-S cu coeficient,i constant,i a fost studiat în sect,iunea
5.2. Prin metoda BKW, am văzut cum a apărut conexiunea cu un sistem
hamiltonian s, i cum limita când N → +∞ a timpului mediu de extinct,ie a
fost pusă în legătură cu o orbită heteroclinică a acestui sistem. Un mediu
periodic în timp influent,ează această orbită heteroclinică. În acest capitol,
se va calcula corect,ia timpului mediu de extinct,ie datorată unei perturbat,ii
periodice de amplitudine mică s, i de frecvent,ă mică sau mare.

Considerăm modelul epidemiologic S-I-S cu o rată efectivă de contact a(t)
care este o funct,ie T-periodică a cărei medie este strict mai mare decât b
(fig. 19.1). Acest model poate reprezenta, de exemplu, răspândirea unei
infect,ii bacteriene care nu conferă imunitate într-o s, coală, cu o periodici-
tate săptămânală datorată weekend-urilor, sau anuală datorată vacant,elor s, i
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variat,iilor sezoniere. Acesta este, desigur, doar un prim pas către modele mai
realiste.
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Figura 19.1: O simulare a modelului stocastic atunci când rata de contact este perio-
dică s, i a solut,iei modelului determinist asociat (19.4).

În sect,iunea 19.2, calculele euristice sugerează că timpul mediu de extinct,ie
τ , pornind de la o singură persoană infectată la momentul 0, este astfel încât

logτ

N
−→

N→+∞
C = min

0⩽t⩽T
S∗(t,0+)− min

0⩽t⩽T
min

0⩽x⩽1
S∗(t,x) . (19.1)

Funct,ia S∗(t,x) este o solut,ie T-periodică a ecuat,iei Hamilton-Jacobi

∂S
∂ t

+H
(

t,x,
∂S
∂x

)
= 0 (19.2)

pentru 0 < x < 1, cu condit,ia la frontieră mixtă

S(t,0) = 0,
∂S
∂x

(t,1) = +∞.

Hamiltonianul este

H(t,x, p) = a(t)x(1− x)(ep −1)+bx(e−p −1)

= x(1− e−p) [a(t)(1− x)ep −b] . (19.3)
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Când
a(t) = a0[1+ ε cos(Ωt)]

cu Ω = 2π/T, a0 > b s, i |ε|⩽ 1, putem nota

c0 = b/a0 −1− log(b/a0).

Sect,iunea 19.2 arată că

C ≈ c0 −
π Ω |ε|

a0 sh
(

π Ω

a0−b

)
atunci când ε este apropiat de 0,

C ≈ c0 −|ε|(1−b/a0)

când Ω ≪ a0 s, i

C ≈ c0 −
(a0 −b)2 ε2

12 Ω2 (1+2b/a0)

în cazul de înaltă frecvent,ă Ω ≫ a0. Se poate presupune atunci că valoarea
lui C este întotdeauna mai mică decât cea a lui c0: variat,iile sezoniere ar
tinde să favorizeze disparit,ia bolilor infect,ioase. Mai exact, un mediu periodic
duce la o scădere exponent,ială a timpului mediu de extinct,ie. Sect,iunea 19.3
ilustrează aceste rezultate cu ajutorul simulărilor numerice. Sect,iunea 19.4
adaugă câteva observat,ii.

19.2 Calcule analitice

19.2.1 Ecuat, ia cu derivate part, iale Hamilton-Jacobi

Ecuat, ia principală s, i teoria Floquet. Să presupunem că a(t) este o funct,ie
pozitivă continuă s, i T-periodică astfel încât

R0 =
1
T
∫ T

0 a(t)dt
b

> 1 .

Aceasta este o condit,ie necesară s, i suficientă ca solut,ia ecuat,iei câmpului
mediu

dI
dt

= a(t) I(1− I/N)−b I (19.4)

să conveargă către o funct,ie periodică s, i strict pozitivă (fig. 19.1). În caz
contrar, solut,ia respectivă converge către zero.



300

Fie Pn(t) probabilitatea ca I(t) = n. Ecuat,ia principală,

dPn

dt
= a(t)(n−1) [1− (n−1)/N]Pn−1

− [a(t)n(1−n/N)+bn]Pn +b(n+1)Pn+1, (19.5)

este valabilă pentru 0 ⩽ n ⩽ N dacă se impun P−1 = 0 s, i PN+1 = 0. Desigur,
are loc egalitatea

N

∑
n=0

Pn(t) = 1.

Sistemul (19.5) se poate scrie s, i sub forma

dP
dt

= M(t)P,

unde P(t) este vectorul (Pn(t))0⩽n⩽N s, i M(t) este matricea pătrată de ordinul
N+1

M(t)=


0 b 0 0 · · · 0
0 −b−a(t)(1− 1

N ) 2b 0 · · · 0
0 a(t)(1− 1

N ) −2b−2a(t)(1− 2
N ) 3b · · · 0

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · −bN

 .

Această matrice are structura bloc

M(t) =
(

0 ∗
0 Q(t)

)
,

unde Q(t) este o matrice pătrată de ordinul N. Fie X(t) s, i Y(t) matricele de
solut,ii ale sistemelor

dX
dt

= M(t)X, X(0) = IN+1,
dY
dt

= Q(t)Y, Y(0) = IN,

unde IN este matricea identică de ordinul N. Multiplicatorii Floquet ai lui
M(t), adică valorile proprii ale matricei X(T), formează o mult,ime care este
reuniunea dintre {µ0 = 1} s, i mult,imea multiplicatorilor Floquet ai matri-
cei Q(t). Matricea Q(t) este cooperativă: coeficient,ii din afara diagonalei sunt
pozitivi sau nuli. Această matrice este, de asemenea, ireductibilă, deoarece
elementele de deasupra s, i de dedesubtul diagonalei sunt toate strict pozitive.
Conform propozit,iei 2.8, toate elementele matricei Y(t) sunt strict pozitive
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pentru orice t > 0. Din teorema Perron-Frobenius, raza spectrală µ1 a matri-
cei Y(T) este o valoare proprie strict pozitivă, iar subspat,iul propriu asociat ei
este de dimensiune 1. Mai mult, avem (1, 1, . . . ,1)Q(t) = (−b, 0, 0, . . . ,0).
Astfel, pentru orice i s, i j între 1 s, i N s, i orice t > 0,

d
dt

N

∑
i=1

Yi, j(t) =
N

∑
i=1

dYi, j

dt
=

N

∑
i=1

N

∑
k=1

Qi,k(t)Yk, j(t)

=
N

∑
k=1

[
N

∑
i=1

Qi,k(t)

]
Yk, j(t) =−bY1, j(t)< 0.

Funct,ia a cărei derivată am calculat-o este, prin urmare, strict descrescătoare.
Atunci

µ1 = ρ(Y(T))⩽ ∥Y(T)∥1 = max
j

∑
i
|Yi, j(T)|= max

j
∑

i
Yi, j(T)

< max
j

∑
i

Yi, j(0) = 1.

De aici, λ1 =(log µ1)/T< 0. Vectorul (1,0,0, . . . ,0) este deci o stare stat,ionară
spre care P(t) converge când t → +∞. Obiectivul este de a estima distant,a
dintre λ1 s, i 0 când N →+∞.

Fie v un vector propriu al matricei X(T) asociat cu valoarea proprie µ1 =
eλ1T. Putem alege v astfel încât vn > 0 pentru orice 1 ⩽ n ⩽ N. Avem atunci
X(T)v = eλ1Tv. Să notăm π(t) = e−λ1tX(t)v. Se obt,ine că

dπ

dt
(t) =−λ1π(t)+M(t)π(t).

În plus, π(T) = e−λ1TX(T)v = v = π(0), iar funct,ia π(t) este T-periodică. Să
notăm acum π(t) = (πn(t))0⩽n⩽N. Urmează că

λ1πn +
dπn

dt
= a(t)(n−1)(1− (n−1)/N)πn−1

− [a(t)n(1−n/N)+bn]πn +b(n+1)πn+1 . (19.6)

Însumând aceste ecuat,ii, se obt,ine

λ1

N

∑
n=0

πn(t)+
d
dt

N

∑
n=0

πn(t) = 0,

deci
N

∑
n=0

πn(t) = e−λ1t
N

∑
n=0

πn(0).
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Primul membru este însă o funct,ie T-periodică, iar acest lucru este posibil
doar dacă al doilea membru este identic zero. Deci,

N

∑
n=0

πn(t) = 0 , π0(t) =−
N

∑
n=1

πn(t).

Ecuat,ia (19.6) cu n = 0 implică de asemenea că

λ1π0(t)+
dπ0

dt
= bπ1(t).

Integrând pe o perioadă s, i folosind periodicitatea lui π0(t), obt,inem

λ1 = b
∫ T

0 π1(t)dt∫ T
0 π0(t)dt

=−b
∫ T

0 π1(t)dt

∑
N
n=1

∫ T
0 πn(t)dt

. (19.7)

Solut, ia BKW s, i ecuat, ia Hamilton-Jacobi. Când N este mare, poate fi că-
utată o solut,ie BKW de forma

πn(t)≈ e−NS(t,x)

pentru 1 ⩽ n ⩽ N, unde x = n/N iar S(t,x) este o funct,ie continuă de t s, i x
pentru 0 < x < 1 care este T-periodică în raport cu t. Atunci

dπn

dt
≈−N

∂S
∂ t

(t,x)e−NS(t,x) ,

πn+1(t)≈ e−NS(t,x+ 1
N ) ≈ exp

(
−NS(t,x)− ∂S

∂x
(t,x)

)
,

πn−1(t)≈ exp
(
−NS(t,x)+

∂S
∂x

(t,x)
)
.

Să notăm α(t,x) = a(t)x(1− x) s, i β (x) = bx. Ecuat,ia (19.6) se scrie atunci

λ1πn+
dπn

dt
=Nα(t,x−1/N)πn−1−N[α(t,x)+β (x)]πn+Nβ (x+1/N)πn+1 .

Păstrând doar termenii dominant,i, putem folosi α(t,x − 1/N) ≈ α(t,x) s, i
β (x+1/N)≈ β (x) pentru a obt,ine

λ1πn +
dπn

dt
≈ Nα(t,x)[πn−1 −πn]+Nβ (x)[πn+1 −πn] .
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Deoarece este de as, teptat ca valoarea proprie λ1 să fie exponent,ial de mică,
aceasta poate fi neglijată în primul membru. Prin utilizarea formei BKW s, i
împărt,irea la Ne−NS(t,x), obt,inem ecuat,ia Hamilton-Jacobi

∂S
∂ t

+a(t)x(1− x)
[

exp
(

∂S
∂x

)
−1
]
+bx

[
exp
(
−∂S

∂x

)
−1
]
= 0 (19.8)

pentru 0 < x < 1. Aceasta este de forma (19.2), cu un hamiltonian periodic în
timp H(t,x, p) dat de formula (19.3).

Condit, ii la frontieră. Din H(t,0, p) = 0, avem ∂S
∂ t (t,0) = 0. Atunci S(t,0)

este o constantă S0 independentă de t. Deoarece ecuat,ia (19.8) implică doar
derivate part,iale ale lui S(t,x), solut,iile sale sunt definite până la o constantă
aditivă; reamintim că vectorul propriu v al lui X(T) este definit până la o
constantă multiplicativă. Prin urmare, putem alege S0 = 0, de unde obt,inem
condit,ia Dirichlet:

S(t,0) = 0. (19.9)

Mai mult, din moment ce πn(t) = 0 pentru n > N iar formula (5.10) într-
un mediu constant arată că S(1) este finit în timp ce dS

dx (1) = +∞, obt,inem
„constrângerea de stare”

∂S
∂x

(t,1) = +∞. (19.10)

Proprietăt, i ale hamiltonianului. Hamiltonianul H(t,x, p) este convex în p
deoarece

∂ 2H
∂ p2 (t,x, p) = a(t)x(1− x)ep +bxe−p ⩾ 0.

Mai mult, H(t,x, p) → +∞ când |p| → +∞ cu condit,ia ca 0 < x < 1. De
remarcat că H(t,x,0) = 0. Lagrangianul este

L(t,x,v) = max
p

{pv−H(t,x, p)}.

Când 0 < x < 1, avem L(t,x,v) = p∗v−H(t,x, p∗), p∗ fiind unica solut,ie a
ecuat,iei

v =
∂H
∂ p

(t,x, p∗) = a(t)x(1− x)ep∗ −bxe−p∗ .
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Aceasta este o ecuat,ie polinomială de gradul 2 în ep∗ , lucru care conduce la

L(t,x,v) = p∗v−a(t)x(1− x)(ep∗ −1)−bx
(
e−p∗ −1

)
= v log

(
v+
√

v2 +4a(t)x(1− x)bx
2a(t)x(1− x)

)
+a(t)x(1− x)+bx

− v+
√

v2 +4a(t)x(1− x)bx
2

− 2a(t)x(1− x)bx

v+
√

v2 +4a(t)x(1− x)bx
.

Pentru x = 1, avem

L(t,1,v) = +∞ dacă v > 0,
L(t,1,0) = b

L(t,1,v) =−v log(−v/b)+ v+b dacă v < 0.

Pentru x = 0, avem L(t,0,v) = +∞ dacă v ̸= 0 s, i L(t,0,0) = 0. Pentru x
apropiat de 0, se poate observa că L(t,x,v) ∼ −v logx. Deci, pentru η > 0
mic s, i pentru orice funct,ie ξ ∈ C 1([θ , t]; [0;1]) astfel încât ξ (θ) = 0, avem∫

θ+η

θ

L
(

s,ξ (s),
dξ

ds

)
ds ≈−

∫
θ+η

θ

dξ

ds
logξ (s)ds =−

∫
ξ (θ+η)

0
logξ dξ ,

care este finit.

Solut, ii ale ecuat, iei Hamilton-Jacobi. Pentru o condit,ie init,ială dată S0(x),
funct,ia

S(t,x) = inf

{∫ t

θ

L(s,ξ (s), ξ̇ (s))ds+1θ=0 S0(ξ (θ)) ; 0 ⩽ θ ⩽ t,

ξ ∈ C 1([θ , t]; [0;1]), θ = 0 sau ξ (θ) = 0, ξ (t) = x

}

este o solut,ie de vâscozitate a lui (19.8) cu condit,ii la frontieră mixte (19.9)–
(19.10) astfel încât S(0,x) = S0(x) [12]. Aceasta este funct,ia valoare a unei
probleme de timp de ies, ire în x = 0 cu „constrângerea de stare” în x = 1. O
solut,ie periodică în timp S∗(t,x) a (19.8)–(19.10) este astfel dată de un punct
fix al operatorului de evolut,ie de mai sus: S∗(0,x) = S∗(T,x).

De ret,inut totus, i că nu are loc proprietatea de unicitate. Într-adevăr, să
considerăm cazul special în care a(t) = a0 este constant. În acest caz, există
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două tipuri de solut,ii de vâscozitate stat,ionare S∗(x): pe de o parte, există
solut,ii de forma

x log(b/a0)+ x+(1− x) log(1− x)+ γ

cu constanta γ ⩽ 0, care diferă între ele doar prin constanta γ , solut,ia cu γ = 0
fiind singura care verifică condit,ia la frontieră în x = 0 în sens clasic; pe de
altă parte, există solut,ii de forma

min{0,x log(b/a0)+ x+(1− x) log(1− x)+ γ}

pentru constante γ astfel încât 0 < γ ⩽ c0. Aceste din urmă solut,ii sunt identic
zero în apropiere de x = 0 s, i, prin urmare, nu furnizează valoarea corectă a
lui C.

În ceea ce prives, te ecuat,ia periodică în timp (19.8) cu condit,ii la fron-
tieră mixte (19.9)–(19.10), se poate presupune că aceasta are solut,ii de vâ-
scozitate S∗(t,x) care sunt T-periodice în raport cu t, nu sunt identic zero în
apropierea lui x = 0 s, i diferă doar printr-o singură constantă (furnizând astfel
aceeas, i C). O astfel de solut,ie este cea aleasă ca solut,ie BKW. După cum
se sugerează în figura 19.4 de mai jos, condit,ia de frontieră în x = 0 trebuie
înt,eleasă în sensul vâscozităt,ii, deoarece funct,ia S∗(t,x) poate să nu fie con-
tinuă în x = 0.

Comportamentul valorii proprii λ1 atunci când N este mare. Să revenim
la formula (19.7). Avem

log(−λ1)

N
=

logb
N

+
1
N

log
(∫ T

0
π1(t)dt

)
− 1

N
log

(
N

∑
n=1

∫ T

0
πn(t)dt

)
.

Observăm că
π1(t)≈ e−NS∗(t,1/N) ≈ e−NS∗(t,0+)

când N este mare. Prin urmare,

1
N

log
(∫ T

0
π1(t)dt

)
−→

N→+∞
− min

0⩽t⩽T
S∗(t,0+)

datorită formulei lui Laplace pentru evaluarea asimptotică a integralelor [54].
În mod similar, deoarece

πn(t)≈ e−NS∗(t,n/N),
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avem

1
N

log

(
N

∑
n=1

∫ T

0
πn(t)dt

)
−→

N→+∞
− min

0⩽t⩽T
min

0⩽x⩽1
S∗(t,x)

s, i
log(−λ1)

N
−→

N→+∞
−C

cu constanta C dată de formula (19.1).

Timpul mediu de extinct, ie. Timpul mediu de extinct,ie τn(t) pornind de la
n persoane infectate n la momentul t este o solut,ie T-periodică a sistemului

−1 =
dτn

dt
+bnτn−1 − [a(t)n(1−n/N)+bn]τn +a(t)n(1−n/N)τn+1

(19.11)
pentru 1 ⩽ n ⩽ N, cu τ0(t) = 0. Să notăm τ̂(t) = (τn(t))1⩽n⩽N, π̂(t) =
(πn(t))1⩽n⩽N s, i 1 = (1,1, . . . ,1). Atunci

λ1π̂ +
dπ̂

dt
= Q(t)π̂, −1 =

dτ̂

dt
+ tQ(t)τ̂ ,

unde tQ(t) este transpusa matricei Q(t). Fie ⟨·, ·⟩ produsul scalar uzual al
vectorilor reali. Au loc atunci egalităt,ile

d
dt
⟨π̂, τ̂⟩= ⟨dπ̂

dt
, τ̂⟩+ ⟨π̂, dτ̂

dt
⟩= ⟨Q(t)π̂, τ̂⟩−λ1⟨π̂, τ̂⟩−⟨π̂,1⟩−⟨π̂, tQ(t)τ̂⟩.

Termenii care implică Q(t) s, i tQ(t) se anulează. Integrând pe o perioadă s, i
folosind periodicitatea funct,iilor π̂(t) s, i τ̂(t), se obt,ine

−λ1 =

∫ T
0 ⟨π̂,1⟩∫ T

0 ⟨π̂, τ̂⟩dt
.

Acest lucru sugerează că timpul mediu de extinct,ie τ , începând, de exemplu,
cu o singură persoană infectată la momentul 0, este de acelas, i ordin de mărime
cu −1/λ1:

log(τ)
N

−→
N→+∞

C .
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19.2.2 Orbită heteroclinică

Reamintim că ecuat,ia Hamilton-Jacobi (19.2) poate fi rezolvată măcar local
prin rezolvarea simultană a sistemului hamiltonian

dx
dt

=
∂H
∂ p

, (19.12)

d p
dt

=−∂H
∂x

(19.13)

s, i a ecuat,iei

dz
dt

= p(t)
∂H
∂ p

(t,x(t), p(t))−H(t,x(t), p(t))

cu condit,iile init,iale

x(0) = x0, p(0) =
∂S
∂x

(0,x0), z(0) = S(0,x0),

astfel încât z(t) = S(t,x(t)). În cazul de fat,ă,

∂H
∂ p

(t,x, p) = a(t)x(1− x)ep −bxe−p, (19.14)

∂H
∂x

(t,x, p) = a(t)(1−2x)(ep −1)+b(e−p −1) .

Să căutăm mai întâi o solut,ie T-periodică netrivială astfel încât x ≡ 0 s, i

d p
dt

=−∂H
∂x

(t,0, p) =−(a(t)−be−p)(ep −1) .

Cu notat,ia p = log(1+q), obt,inem o ecuat,ie diferent,ială Bernoulli care este
us, or de rezolvat. Se obt,ine astfel solut,ia T-periodică

p∗(t) = log

(
1+

[
e−bt+

∫ t
0 a(s)ds

ep∗(0)−1

+
∫ t

0
a(s) exp

(
−b(t − s)+

∫ t

s
a(u)du

)
ds

]−1)
,

unde

p∗(0) = log

1+
1− exp

(
−bT+

∫ T
0 a(s)ds

)
∫ T

0
a(s) exp

(
−b(T− s)+

∫ T

s
a(u)du

)
ds

 .
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Solut,ia periodică (0, p∗(t)) este instabilă. Într-adevăr, notând x(t) = x̃(t) s, i
p(t) = p∗(t)+ p̃(t) s, i liniarizând ecuat,iile, se obt,ine

d
dt

(
x̃
p̃

)
=

(
a(t)ep∗(t)−be−p∗(t) 0

2a(t)(ep∗(t)−1) −a(t)ep∗(t)+be−p∗(t)

)(
x̃
p̃

)
.

Multiplicatorii Floquet sunt

f = exp
∫ T

0
[a(t)ep∗(t)−be−p∗(t)]dt

s, i 1/ f , de unde s, i instabilitatea.
În al doilea rând, să căutăm o solut,ie T-periodică netrivială astfel încât

p ≡ 0 s, i
dx
dt

=
∂H
∂ p

(t,x,0) = a(t)x(1− x)−bx .

Aceasta este ecuat,ia câmpului mediu pentru modelul S-I-S. Singura solut,ie
T-periodică diferită de zero este

x∗(t) =

[
1

x∗(0)
exp
(

bt −
∫ t

0
a(s)ds

)

+
∫ t

0
a(u) exp

(
b(t −u)−

∫ t

u
a(s)ds

)
du

]−1

cu

x∗(0) =
1− exp

(
bT−

∫ T
0 a(s)ds

)
∫ T

0
a(u) exp

(
b(T−u)−

∫ T

u
a(s)ds

)
du

. (19.15)

Solut,ia periodică (x∗(t),0) este, de asemenea, instabilă. Într-adevăr, notând
x(t) = x∗(t)+ x̃(t) s, i p(t) = p̃(t) obt,inem prin liniarizare că

d
dt

(
x̃
p̃

)
=

(
a(t)[1−2x∗(t)]−b a(t)x∗(t)[1− x∗(t)]+bx∗(t)

0 −a(t)[1−2x∗(t)]+b

)(
x̃
p̃

)
.

Multiplicatorii Floquet sunt din nou invers, i unul celuilalt, de unde s, i instabi-
litatea.

Reamintim din sect,iunea 5.2 că, într-un mediu constant, există o orbită he-
teroclinică în planul (x, p) care leagă punctele stat,ionare (x∗,0) = (1−b/a,0)
s, i (0, p∗) = (0, log(b/a)) atunci când a > b. Ne putem as, tepta la existent,a
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unei orbite heteroclinice (x̂(t), p̂(t)) care leagă solut,iile periodice (x∗(t),0)
s, i (0, p∗(t)), cel put,in pentru o amplitudine mică a perturbat,iei periodice.
Această orbită specială poate fi obt,inută numeric prin metoda tirului s, i atunci
avem

C =
∫ +∞

−∞

[
p̂(t)

∂H
∂ p

(t, x̂(t), p̂(t))−H(t, x̂(t), p̂(t))
]

dt . (19.16)

Metoda de perturbat, ie. Când funct,ia a(t) este o constantă a0, să notăm

(x̂0(t), p̂0(t))

orbita heteroclinică care leagă punctele stat,ionare

(x∗,0) = (1−b/a0,0)

s, i
(0, p∗) = (0, log(b/a0)).

Această orbită este astfel încât a0 (1− x)ep − b = 0, după cum se poate ob-
serva din expresia (19.3) a hamiltonianului. Utilizând această ecuat,ie pentru
a exprima p în funct,ie de x s, i înlocuind rezultatul în ecuat,ia (19.12), obt,inem

dx
dt

= bx−a0 x(1− x).

Solut,ia este

x(t) =
[

1
x(t0)

e(a0−b)(t−t0)+
a0

a0 −b

(
1− e(a0−b)(t−t0)

)]−1

.

Alegând, de exemplu, x(t0) = (1−b/a0)/2, se obt,ine

x̂0(t) =
1−b/a0

1+ e(a0−b)(t−t0)
, p̂0(t) = log

1+ e(a0−b)(t−t0)

1+ e(a0−b)(t−t0)a0/b
.

Să presupunem că
a(t) = a0[1+ ε φ(t)]

cu a0 > b, ε mic s, i φ(t) o funct,ie T-periodică astfel încât∫ T

0
φ(t)dt = 0.
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Hamiltonianul poate fi scris sub forma

H(t,x, p) = H0(x, p)+ ε H1(t,x, p),

unde H0(x, p) este identică cu expresia (19.3), cu except,ia faptului că a(t)
este înlocuită cu a0 s, i unde

H1(t,x, p) = a0 φ(t)x(1− x)(ep −1).

Avem

x̂(t) = x̂0(t)+ ε x̂1(t)+ · · · , p̂(t) = p̂0(t)+ ε p̂1(t)+ · · ·

Deci,

p̂(t)
∂H
∂ p

(t, x̂(t), p̂(t))−H(t, x̂(t), p̂(t))

= [p̂0 + ε p̂1 + · · · ]
[

dx̂0

dt
+ ε

dx̂1

dt
+ · · ·

]
−H0(x̂0, p̂0)

− ε x̂1
∂H0

∂x
(t, x̂0, p̂0)− ε p̂1

∂H0

∂ p
(t, x̂0, p̂0)− ε H1(t, x̂0, p̂0)+ · · ·

= p̂0
dx̂0

dt
−H0(x̂0, p̂0)+ ε p̂1

[
dx̂0

dt
− ∂H0

∂ p
(t, x̂0, p̂0)

]
+ ε p̂0

dx̂1

dt

+ ε
d p̂0

dt
x̂1 − ε x̂1

[
∂H0

∂x
(t, x̂0, p̂0)+

d p̂0

dt

]
− ε H1(t, x̂0, p̂0)+ · · ·

= p̂0
dx̂0

dt
−H0(x̂0, p̂0)+ ε

d
dt
(p̂0x̂1)− ε H1(t, x̂0, p̂0)+ · · ·

Să presupunem că
c0 = b/a0 −1− log(b/a0).

Urmează că∫ +∞

−∞

[
p̂(t)

∂H
∂ p

(t, x̂(t), p̂(t))−H(t, x̂(t), p̂(t))
]

dt

≈ c0 − ε

∫ +∞

−∞

H1(t, x̂0(t), p̂0(t))dt.

Să notăm al doilea membru cu Γ(t0). Atunci

C ≈ min
t0

Γ(t0)
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pentru ε apropiat de 0. În cazul de fat,ă, (1− x̂0)e p̂0 = b/a0. Prin urmare,

Γ(t0) = c0 − ε a0

∫ +∞

−∞

φ(t) x̂0(t) [b/a0 −1+ x̂0(t)]dt

= c0 + ε(1−b/a0)
∫ +∞

−∞

φ(t0 +u/(a0 −b))
eu

(1+ eu)2 du .

Urmează că Γ(t0) este o funct,ie T-periodică de t0 cu proprietatea că

∫ T

0
Γ(t0)dt0 = 0.

Să considerăm dezvoltarea în serie Fourier a funct,iei φ(t),

φ(t) =
+∞

∑
k=−∞

φk ekiΩt ,

cu Ω= 2π/T, φ0 = 0, deoarece media lui φ(t) este zero, s, i φ−k = φ ∗
k (numărul

complex conjugat). Atunci

Γ(t0) = c0 + ε(1−b/a0)
+∞

∑
k=−∞

φk ekiΩt0
∫ +∞

−∞

e
kiΩu
a0−b

eu

(1+ eu)2 du

= c0 + ε(1−b/a0)
+∞

∑
k=−∞

φk ekiΩt0
kπΩ

a0−b

sh
(

kπΩ

a0−b

)
(a se vedea anexa 19.5). În particular, dacă

φ(t) = cos(Ωt),

atunci φ±1 = 1/2, iar φk = 0 în caz contrar. Astfel,

Γ(t0) = c0 + ε
π Ω cos(Ω t0)

a0 sh
(

π Ω

a0−b

) . (19.17)

Reamintim că sistemul perturbat este de forma

dx
dt

=
∂H0

∂ p
+ ε

∂H1

∂ p
,

d p
dt

=−∂H0

∂x
− ε

∂H1

∂x
, (19.18)
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s, i că x̂0(t) s, i p̂0(t) depind doar de t − t0; deci funct,ia Melnikov [23, §4.7.3]
este

M (t0) =
∫ +∞

−∞

[
−∂H1

∂x
∂H0

∂ p
+

∂H1

∂ p
∂H0

∂x

]
(t, x̂0(t), p̂0(t)) dt

=
∫ +∞

−∞

[
−∂H1

∂x
dx̂0

dt
− ∂H1

∂ p
d p̂0

dt

]
(t, x̂0(t), p̂0(t)) dt

=
∫ +∞

−∞

[
∂H1

∂x
dx̂0

dt0
+

∂H1

∂ p
d p̂0

dt0

]
(t, x̂0(t), p̂0(t)) dt =−1

ε

dΓ

dt0
.

Folosind (19.17), obt,inem

M (t0) =
π Ω sin(Ω t0)

a0 sh
(

π Ω

a0−b

) .

Astfel, funct,ia M (t0) ia valoarea 0 pentru t0 = kπ/Ω (k întreg). Prin urmare,
orbita heteroclinică există cel put,in pentru ε mic.

Minimul lui Γ(t0) în (19.17) se obt,ine pentru t0 =T/2 dacă ε > 0 s, i pentru
t0 = 0 dacă ε < 0: în ambele cazuri, are loc

C ≈ c0 −
π Ω |ε|

a0 sh
(

π Ω

a0−b

) (19.19)

pentru ε apropiat de 0. Când frecvent,a Ω este mică (s, i perioada T mare),
astfel încât Ω ≪ a0, atunci (19.19) arată că

C ≈ c0 −|ε|(1−b/a0) , (19.20)

care este independentă de Ω. Această formulă este identică cu cea obt,inută
prin înlocuirea a = a0(1−|ε|) în formula (5.12):

b
a0(1−|ε|)

−1− log
b

a0(1−|ε|)
=

b
a0

−1− log
b
a0

−|ε|(1−b/a0)+o(ε)

pentru ε apropiat de 0. Cum sh(x) ⩾ x pentru orice x ⩾ 0, putem observa că
valoarea aproximativă a lui C dată de formula (19.20) este întotdeauna mai
mică decât cea dată de formula (19.19).
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Limita de înaltă frecvent, ă. Presupunem acum că Ω≫ a0, iar φ(t)= cos(Ωt).
Sistemul (19.18) se scrie

dx
dt

=
∂H0

∂ p
(x, p)+a0ε cos(Ωt)x(1− x)ep

d p
dt

=−∂H0

∂x
(x, p)−a0ε cos(Ωt)(1−2x)(ep −1) .

Urmând metoda lui Kapitsa [40, §30], fie

x(t) = X(t)+ξ (t), p(t) = P(t)+η(t),

unde X s, i P sunt variabile lente, în timp ce ξ s, i η sunt oscilat,ii mici, dar
rapide. Termenii cu oscilat,ii rapide trebuie să se echilibreze:

dξ

dt
≈ a0ε cos(Ωt)X(1−X)eP,

dη

dt
≈−a0ε cos(Ωt)(1−2X)(eP −1) .

Considerând X s, i P ca fiind constante pe parcursul perioadei scurte T =
2π/Ω, se obt,ine

ξ (t)≈ a0ε

Ω
sin(Ωt)X(1−X)eP, η(t)≈−a0ε

Ω
sin(Ωt)(1−2X)(eP −1) .

Acest lucru sugerează că transformarea

x = X+
a0ε

Ω
sin(Ωt)X(1−X)eP

p = P− a0ε

Ω
sin(Ωt)(1−2X)(eP −1)+

a2
0ε2

Ω2 Φ(t,X,P) ,

unde funct,ia Φ(t,X,P) este aleasă astfel încât transformarea să fie aproape
canonică [40, §45], adică astfel încât parantezele Poisson să satisfacă condit,ia

{x, p}= ∂x
∂X

∂ p
∂P

− ∂x
∂P

∂ p
∂X

= 1+o(a2
0/Ω

2) . (19.21)

Deoarece

{x, p}

=
[
1+

a0ε

Ω
sin(Ωt)(1−2X)eP

][
1− a0ε

Ω
sin(Ωt)(1−2X)eP +

a2
0ε2

Ω2
∂Φ

∂P

]
−
[a0ε

Ω
sin(Ωt)X(1−X)eP

][
2

a0ε

Ω
sin(Ωt)(eP −1)+

a2
0ε2

Ω2
∂Φ

∂X

]
,
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condit,ia (19.21) se scrie

{x, p}= 1−
a2

0ε2

Ω2 sin2(Ωt)(1−2X)2e2P +
a2

0ε2

Ω2
∂Φ

∂P

−2
a2

0ε2

Ω2 sin2(Ωt)X(1−X)eP(eP −1)+o(a2
0/Ω

2) = 1+o(a2
0/Ω

2).

Deci
∂Φ

∂P
= sin2(Ωt)

[
(1−2X)2e2P +2X(1−X)eP(eP −1)

]
.

Pentru a avea Φ(t,X,0) = 0, trebuie să alegem

Φ(t,X,P) = sin2(Ωt)
[
(1−2X)2(e2P −1)/2+X(1−X)(eP −1)2] .

Funct,ia generatoare de tipul al doilea F2(t,x,P) a acestei transformări [61,
capitolul 7], astfel încât

∂F2

∂P
= X+o(a2

0/Ω
2),

∂F2

∂x
= p+o(a2

0/Ω
2),

este dată de

F2(t,x,P) = xP− a0ε

Ω
sin(Ωt)x(1− x)(eP −1)

+
a2

0ε2

2Ω2 sin2(Ωt)x(1− x)(1−2x)(e2P −1) .

Fie H(t,x,y) = h(t,X,P). Noul hamiltonian este

h(t,X,P)+
∂F2

∂ t
.

În media pe o perioadă a acestui hamiltonian T = 2π/Ω, al doilea termen se
anulează deoarece

∫ T
0

∂F2
∂ t dt = 0 s, i rămâne doar hamiltonianul efectiv

H̄(X,P) =
1
T

∫ T

0
h(t,X,P)dt.

Un calcul laborios care utilizează faptul că 1
T
∫ T

0 sin2(Ωt)dt = 1/2 conduce la

H̄(X,P)≈ X
(
1− e−P)[a0(1−X)eP −b+

a2
0ε2

2Ω2

{
−a0X(1−X)2e2P+

+b(1−X)(1−2X)eP −bX(1−X)(eP −1)−b(1−2X)2

}]
.
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Orbita heteroclinică perturbată se obt,ine impunând că termenul dintre paran-
teze să fie zero. Această orbită leagă (X∗

ε ,0) de (0,P∗
ε), cu

X∗
ε ≈ (1−b/a0)

[
1− b(a0 −b)ε2

2Ω2

]
, P∗

ε ≈ log(b/a0)+
a0(a0 −b)ε2

2Ω2 .

Act,iunea de-a lungul acestei orbite heteroclinice este

C =
∫ 0

X∗
ε

PdX.

Un calcul de rutină duce în final la

C ≈ c0 −
(a0 −b)2ε2

12 Ω2 (1+2b/a0) . (19.22)

Deoarece funct,ia u 7→ (1− u)2(1+ 2u) este mai mică decât 1 pe intervalul
0 < u < 1, termenul de corect,ie pentru C este întotdeauna mai mic decât
a2

0 ε2

12Ω2 , care este mic deoarece Ω ≫ a0 prin ipoteză. As, a cum era de as, teptat,
o populat,ie supusă unei perturbat,ii de frecvent,ă ridicată depinde foarte put,in
de amplitudinea ε acestei perturbat,ii.

19.3 Calcule numerice

Multiplicatori Floquet. Valoarea proprie λ1 poate fi estimată direct prin
calcularea multiplicatorilor Floquet ai ecuat,iei principale (19.5) cu un software
precum Scilab, care rezolvă numeric ecuat,ii diferent,iale ordinare s, i calcu-
lează valorile proprii ale matricelor. Într-adevăr, eλ1T este valoarea proprie
cu a doua cea mai mare parte reală, prima fiind 1. Putem apoi reprezenta
− log(−λ1) în funct,ie de N. Panta acestei curbe oferă o valoare aproximativă
a constantei C.

Orbita heteroclinică. Metoda tirului oferă orbita care leagă (x∗(t),0) de
(0, p∗(t)), luând condit,ia init,ială x∗(0) dată de formula (19.15) s, i o valoare
negativă foarte mică pentru p(0). Variem această valoare până când obt,inem
o solut,ie (x(t), p(t)) care tinde să devină periodică, adică cu x(t) apropiindu-
se de 0 s, i p(kT) apropiindu-se de p∗(0) pentru k mare (dar nu prea mare,
pentru a evita instabilitatea numerică). Se poate folosi apoi integrala (19.16)
pentru a calcula numeric constanta C.
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Metoda cu ecuat, ia diferent, ială part, ială. Se poate calcula, de asemenea,
o solut,ie periodică S∗(t,x) a ecuat,iei Hamilton-Jacobi (19.2) folosind metode
numerice din teoria solut,iilor de vâscozitate. De exemplu, fie ∆t pasul tem-
poral s, i ∆x pasul spat,ial. Fie Sm

j o aproximare a lui S(m∆t, j∆x), unde j s, i m
sunt numere întregi astfel încât m ⩾ 0 s, i 0 ⩽ j ⩽ J cu J = 1/∆x. Putem folosi
schema de tip Godunov

Sm+1
j −Sm

j

∆t
+H

(
m∆t, j∆x,

Sm
j −Sm

j−1

∆x
,

Sm
j+1 −Sm

j

∆x

)
= 0 ,

unde hamiltonianul numeric H (t,x, p−, p+) este dat de

H (t,x, p−, p+) =
{

min{H(t,x, p); p− ⩽ p ⩽ p+} dacă p− < p+,
max{H(t,x, p); p+ ⩽ p ⩽ p−} dacă p+ ⩽ p−.

Deoarece H(t,x, p) este convexă în raport cu p, cea de-a doua expresie, care
utilizează un maxim, este egală cu max{H(t,x, p+),H(t,x, p−)}. În ceea
ce prives, te prima expresie, care utilizează un minim, observăm cu ajutorul
ecuat,iei (19.14) că H(t,x, p) are un minim în raport cu p atunci când ∂H

∂ p = 0,
adică atunci când

p = p♯ =
1
2

log
b

a(t)(1− x)
.

Prin urmare,

min{H(t,x, p); p− ⩽ p ⩽ p+}=


H(t,x, p+) dacă p− < p+ ⩽ p♯,
H(t,x, p−) dacă p♯ ⩽ p− < p+,
H
(
t,x, p♯

)
dacă p− ⩽ p♯ ⩽ p+.

Pentru condit,iile la frontieră, se iau Sm
0 = 0 s, i (Sm

J − Sm
J−1)/∆x = K, cu o

valoare mare pentru K. Pasul de timp ∆t trebuie să fie suficient de mic în
comparat,ie cu ∆x. Drept condit,ie init,ială a fost luată

S(0,x) = x log(b/a0)+ x+(1− x) log(1− x),

adică solut,ia stat,ionară regulată atunci când funct,ia a(t) este înlocuită cu me-
dia sa temporală. Odată ce solut,ia problemei nestat,ionare a ajuns la un regim
periodic, putem estima

C = min
t

S∗(t,0+)−min
t,x

S∗(t,x).
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Exemplu. Să presupunem că

a(t) = a0(1+ ε cos(2πt/T))

cu T = 1 săptămână. Să luăm mai întâi în considerare cazul în care a0 = 20
pe săptămână s, i b = 5 pe săptămână. Durata medie a infect,iei este de 1/b =
1,4 zile. Astfel, R0 = a0/b = 4 > 1 s, i c0 = b/a0 − 1− log(b/a0) ≈ 0,636.
Figura 19.2 prezintă − log(−λ1) în funct,ie de N pentru ε = 0,2, 0,5 sau 0,8
s, i N = 10, 20, . . . , 60, calculate cu ajutorul multiplicatorilor Floquet. Liniile
corespund unor regresii liniare ale ultimelor 3 puncte N = 40, 50, 60. Pantele
acestor linii, care dau estimări ale lui C, sunt 0,524, 0,364 s, i 0,225 pentru ε =
0,2, 0,5 s, i 0,8.

0 10020 40 60 8010 30 50 70 90
0

20

40

60

10

30

50

Figura 19.2: Calculul multiplicatorilor Floquet ai ecuat,iei principale: − log(−λ1) în
funct,ie de N pentru ε = 0,2, 0,5 sau 0,8 s, i N = 10, 20, . . . , 60. Numărul C reprezintă
panta acestor drepte. Valorile parametrilor: T = 1, a0 = 20, b = 5.

În acest exemplu, parametrii a0 s, i Ω = 2π/T sunt de acelas, i ordin de
mărime; acesta este deci un caz de frecvent,ă intermediară. Prin urmare, este
de as, teptat ca formula (19.19) să ofere o bună aproximare pentru C atunci
când ε este mic. Figura 19.3 prezintă următoarele curbe în funct,ie de ε pentru
0 ⩽ ε ⩽ 1:

• calculul lui C cu orbita heteroclinică s, i calculul lui C cu ecuat,ia Hamilton-
Jacobi folosind ∆x = 0,002 s, i ∆t = 0,0002 (aceste prime două curbe
sunt aproape imposibil de distins);

• valorile lui C obt,inute în figura 19.2 (de observat cum se încadrează pe
cele două curbe anterioare);
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• formula de aproximare (19.19);

• aproximat,ia de joasă frecvent,ă (19.20).

Se poate observa că formula (19.19) furnizează o bună aproximare a lui C
chiar s, i atunci când ε este doar moderat de mică.

0 10.2 0.4 0.6 0.8
0

0.2

0.4

0.6

0.1

0.3

0.5

0.7
C

Figura 19.3: Frecvent,a intermediară: numărul C calculat cu ajutorul orbitei heterocli-
nice [linie continuă] sau a ecuat,iei Hamilton-Jacobi [linie punctată cu linii lungi] (cele
două curbe sunt aproape imposibil de distins), multiplicatorii Floquet ca în figura 19.2
[puncte], formula aproximativă (19.19) [linie punctată cu linii scurte] s, i formula de
joasă frecvent, ă (19.20) [linie mixtă], în funct,ie de ε . Aceleas, i valori ale parametrilor
ca în figura 19.2.

Figura 19.4 prezintă o solut,ie periodică în timp S∗(t,x) a ecuat,iei Hamil-
ton-Jacobi, reprezentată în funct,ie de x pentru diferite valori ale t, când ε =
0,5. De observat discontinuitatea solut,iei în x= 0. Un zoom în apropierea x=
0 ar arăta că S∗(t,0+) este într-adevăr periodică în timp, astfel încât condit,ia
la frontieră S∗(t,0) = 0 poate fi satisfăcută doar într-un sens slab.

Figura 19.5 prezintă un exemplu de înaltă frecvent,ă: a0 = 2 pe săptămână
s, i b = 1 pe săptămână. Atunci R0 = 2 s, i c0 ≈ 0,1931. În acest caz, Ω ≈
6,28 pe săptămână este ceva mai mare decât a0. Numărul C este calculat
folosind orbita heteroclinică s, i formula de înaltă frecvent,ă (19.22) în funct,ie
de ε pentru 0 ⩽ ε ⩽ 1. Acordul între metode este bun pe întreaga gamă
de valori ale lui ε . În cele din urmă, figura 19.6 prezintă orbita care leagă
(x∗(t),0) de (0, p∗(t)) pentru aceleas, i valori ale parametrilor, cu ε = 0,1.
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0 10.2 0.4 0.6 0.8

0

−0.6

−0.4

−0.2

−0.7

−0.5

−0.3

−0.1

Figura 19.4: O solut,ie periodică în timp S∗(t,x) a ecuat,iei Hamilton-Jacobi, reprezen-
tată ca funct,ie de x pentru t = 0 [linie continuă], t = T/4 [linie punctată cu linii lungi],
t = T/2 [linie punctată cu linii scurte] s, i t = 3T/4 [linie mixtă]. Aceleas, i valori ale
parametrilor ca în figura 19.2 s, i ε = 0,5.

0 10.2 0.4 0.6 0.80.1 0.3 0.5 0.7 0.9

0.19

0.192

0.189

0.191

0.193

0.1885

0.1895

0.1905

0.1915

0.1925

0.1935
C

Figura 19.5: Regimul de înaltă frecvent, ă: C calculat folosind orbita heteroclinică
[linie continuă] s, i formula de înaltă frecvent, ă (19.22) [linie punctată] în funct,ie de ε .
Valorile parametrilor: T = 1, a0 = 2, b = 1.
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0 20102 4 6 8 12 14 16 18
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−0.4

−0.2
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0.4

0.6

Figura 19.6: Componentele t 7→ x̂(t) s, i t 7→ p̂(t) ale orbitei heteroclinice (x̂(t), p̂(t))
care leagă cele două solut,ii periodice (0, p∗(t)) s, i (x∗(t),0). Aceleas, i valori ale para-
metrilor ca în figura 19.5 s, i ε = 0,1.

19.4 Observat, ii

• Estimări mai precise pot fi obt,inute cu ajutorul solut,iei BKW rafinate

πn(t)≈ e−NS0(t,n/N)−S1(t,n/N).

Prin introducerea

πn+1(t)≈ exp

(
−NS0(t,n/N)− ∂S0

∂x
(t,n/N)− 1

2N
∂ 2S0

∂x2 (t,n/N)

−S1(t,n/N)− 1
N

∂S1

∂x
(t,n/N)

)
s, i a unei expresii similară pentru πn−1(t) în ecuat,ia (19.6), s, i separarea
termenilor de grad superior, obt,inem ecuat,ia Hamilton-Jacobi (19.8)
pentru S0(t,x) s, i ecuat,ia de transport

∂S1

∂ t
+

[
a(t)x(1− x)e

∂S0
∂x −bxe−

∂S0
∂x

]
∂S1

∂x

= a(t)e
∂S0
∂x

[
1−2x+

x(1− x)
2

∂ 2S0

∂x2

]
+be−

∂S0
∂x

[
−1+

x
2

∂ 2S0

∂x2

]



Capitolul 19 321

pentru S1(t,x). Funct,iile S0(t,x) s, i S1(t,x) trebuie să fie calculate nu-
meric.

• Fie funct,ia generatoare

g(t,x) =
N

∑
n=0

Pn(t)xn

cu 0 ⩽ x ⩽ 1. Atunci g(t,1) = 1 pentru orice t. Un calcul simplu
pornind de la sistemul (19.5) arată că

∂g
∂ t

= (1− x)
(

b+
a(t)x

N
−a(t)x

)
∂g
∂x

+
a(t)
N

x2(1− x)
∂ 2g
∂x2

pentru 0 < x < 1. În regim cvasi-stat,ionar, ne as, teptăm ca g(t,x) ≈
1+ eλ1tψ(t,x) cu ψ(t,x) periodică în t, ψ(t,1) = 0 s, i

λ1ψ +
∂ψ

∂ t
= (1− x)

(
b+

a(t)x
N

−a(t)x
)

∂ψ

∂x
+

a(t)
N

x2(1− x)
∂ 2ψ

∂x2 .

Astfel, λ1 este, de asemenea, cea mai mare valoare proprie diferită de
zero a acestei probleme parabolice. Aceasta ar putea fi o modalitate de
a demonstra mai riguros rezultatele asimptotice referitoare la λ1 pentru
N mare.

• Dacă se pune Pn(t) = P(t,x), cu x = n/N s, i se efectuează o dezvol-
tare Taylor de ordinul 2 a ecuat,iei principale (19.5), se obt,ine ecuat,ia
Fokker-Planck sau ecuat,ia de difuzie

∂P

∂ t
=− ∂

∂x
[(a(t)x(1− x)−bx)P]

+
1

2N
∂ 2

∂x2 [(a(t)x(1− x)+bx)P] .

În mod similar, dacă se pune pentru timpul mediu de extinct,ie τn(t) =
τ(t,x), unde x = n/N, sistemul (19.11) conduce la problema adiacentă

−1 =
∂τ

∂ t
+(a(t)x(1− x)−bx)

∂τ

∂x
+

1
2N

(a(t)x(1− x)+bx)
∂ 2τ

∂x2 .

Cu toate acestea, chiar s, i în cazul coeficient,ilor independent,i de timp,
aceste ecuat,ii nu furnizează valoarea corectă a lui C; valoarea tinde să
fie corectă numai atunci când reproductivitatea R0 este apropiată de 1.
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• Deoarece timpul mediu până la extinct,ie este τ ≈ eCN, se poate spune,
simplificând, că acest timp este mic dacă N ≪ 1/C s, i mare dacă N ≫
1/C. Numărul 1/C amintes, te astfel de not,iunea de mărime critică a
unei comunităt,i, „populat,ia prag sub care un agent cauzator de boli nu
poate persista local în timp fără o sursă externă de cazuri contaminate”
[33]. De ret,inut însă că în modelul S-I-S nu există un prag real, adică
o bifurcat,ie, atunci când mărimea N populat,iei variază. Acest fenomen
este destul de diferit de cel care distinge cazul subcritic (a0 < b) de
cazul supercritic (a0 > b), unde există un prag real.

19.5 Anexă

Să demonstrăm că ∫ +∞

−∞

eiλu eu

(1+ eu)2 du =
πλ

sh(πλ )
. (19.23)

În primul rând, eu/(1+ eu)2 = 1/(4ch2(u/2)) este o funct,ie pară. Acest lu-
cru, combinat cu o integrare prin părt,i, arată că∫ +∞

−∞

eiλu eu

(1+ eu)2 du = 2
∫ +∞

0
cos(λu)

eu

(1+ eu)2 du

= 2
[
−cos(λu)

1+ eu

]+∞

0
−2

∫ +∞

0

λ sin(λu)
1+ eu du

= 1−2λ

∫ +∞

0

e−u sin(λu)
1+ e−u du .

Dezvoltând 1/(1+ e−u) în serie, obt,inem

∫ +∞

−∞

eiλu eu

(1+ eu)2 du = 1−2λ

+∞

∑
n=0

(−1)n
∫ +∞

0
e−(n+1)u sin(λu)du

= 1+2λ
2
+∞

∑
n=0

(−1)n+1

λ 2 +(n+1)2 .

Suma acestei serii se poate calcula luând z = iπλ în formula lui Euler [76]

1
sinz

=
1
z
+

+∞

∑
n=1

(−1)n 2z
z2 −n2π2 ,



Capitolul 19 323

adevărată pentru orice număr complex z astfel încât z ̸= nπ (n întreg). Din
sin(iπλ ) = i sh(πλ ), obt,inem

πλ

sh(πλ )
= 1+2λ

2
+∞

∑
n=1

(−1)n

λ 2 +n2 ,

de unde concluzia.
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1.2 Mărimea finală a epidemiei . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Vârf epidemic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.1 Data vârfului epidemic . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.2 Studiul funct,iei f (R0) . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.3 Notă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4 Aproximat,ie atunci când reproductivitatea este apropiată de 1 18
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11.6 Anexă: valoarea totală de reproducere . . . . . . . . . . . . 192

12 Modelul lui Kermack s, i McKendrick pentru ciuma 193
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