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Einleitung

Die Populationsdynamik ist das Gebiet der Wissenschaft, das versucht,
die zeitlichen Schwankungen der Grée und Zusammensetzung biologischer
Populationen, wie die von Menschen, Tieren, Pflanzen oder Mikroorganis-
men, auf einfache mechanistische Weise zu erkldaren. Es ist verwandt mit
dem eher beschreibenden Gebiet der Populationsstatistik, unterscheidet sich
aber dennoch deutlich davon. Eine Gemeinsamkeit ist, dass sie ausgiebig Ge-
brauch von der mathematischen Sprache machen.

Die Populationsdynamik liegt an der Schnittstelle verschiedener Berei-
che: Mathematik, Sozialwissenschaften (Demografie), Biologie (Populations-
genetik und Okologie) und Medizin (Epidemiologie). Infolgedessen wird sie
nicht oft als Ganzes dargestellt, trotz der Ahnlichkeiten zwischen den Proble-
men, die in den verschiedenen Anwendungen auftreten. Eine bemerkenswer-
te Ausnahme in franzdsischer Sprache ist das Buch Mathematische Bevoilke-
rungstheorien von Alain Hillio Aber es stellt das Thema aus der Sicht des
Mathematikers dar und unterscheidet verschiedene Modelltypen: zeitdiskrete
Modelle (r =0, 1,2...) und zeitkontinuierliche Modelle ( ist eine reelle Zahl),
deterministische Modelle (zukiinftige Zusténde sind genau bekannt, wenn der
aktuelle Zustand genau bekannt ist) und stochastische Modelle (bei denen
Wahrscheinlichkeiten eine Rolle spielen). Das Buch betrachtet dann logisch
diskrete deterministische Modelle, kontinuierliche deterministische Modelle,
diskrete stochastische Modelle und kontinuierliche stochastische Modelle.

Im vorliegenden Buch habe ich versucht, das gleiche Thema zu diskutie-
ren, aber aus historischer Sicht. Die Forschung wird in ihrem Kontext erklirt.
Kurze Biographien von Wissenschaftlern sind enthalten. Dies sollte das Buch
fiir diejenigen, die mit der Mathematik weniger vertraut sind, leichter lesbar
machen und kann in der Regel helfen, den Ursprung der untersuchten Proble-
me zu verstehen. Aber dieses Buch ist nicht nur fiir Geschichtsinteressierte
gedacht. Es kann auch als eine Einfiihrung in die mathematische Modellie-
rung dienen. Es schien wichtig, die Details der meisten Berechnungen mit
einzubeziehen, damit der Leser die Grenzen der Modelle wirklich erkennen
kann. Das letzte Kapitel konzentriert sich auf die zahlreichen aktuellen Pro-
bleme der Populationsdynamik, die man aus mathematischer Sicht zu analy-
sieren versuchen kann.

Es war nicht moglich, in einem Buch dieser Léange ein vollstindiges Bild

IPresses Universitaires de France, Paris, 1986.
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aller bisher entwickelten Arbeiten zu geben oder auf alle Wissenschaftler
einzugehen, die zu diesem Thema beigetragen haben. Die getroffene Aus-
wahl enthilt notwendigerweise eine willkiirliche Komponente, insbesondere
fiir die jiingsten Jahrzehnte. Ich hoffe dennoch, dass die gewihlte Stichprobe
reprisentativ genug ist und dass Personen, die auf dem Gebiet titig sind und
deren Arbeit nicht erwihnt wird, nicht verdrgert sein werden.

Die ideale Zielgruppe fiir dieses Buch wére unter anderem:

e Schiiler und Studenten, die sich fragen, welche Verbindungen zwischen
den Mathematikkursen, die sie besuchen miissen, und der Welt um sie
herum bestehen konnten, oder Studenten, die eine personliche Arbeit
zu einem Thema mit Bezug zur Bevolkerungsdynamik vorbereiten.

* Mathematiklehrer, die versuchen, ihren Kurs attraktiver zu gestalten.
Die Kenntnis der vier Elementaroperationen reicht aus, um den Grof3-
teil der Kapitel [I] [2Jund 5| zu verstehen. Kapitel [3|kann als Einfiihrung
in die Anwendungen von Logarithmen dienen. Dieses Buch behandelt
auch: Rekursionsgleichungen in den Kapiteln [T} 3] [8] [TT] [T4] 21} 23]

Differentialgleichungen in den Kapiteln [] [6] partielle
Differentialgleichungen in den Kapiteln [20] 25} eine Integralgleichung

in Kapitel [[0} und Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung in
den Kapiteln 2} 1} B B} T3} 16} 7} T8} 19} 23

* Personen, die bereits mit Demografie, Epidemiologie, Genetik oder
Okologie vertraut sind und bereit sind, ihr Lieblingsgebiet mit anderen
zu vergleichen, die moglicherweise dhnliche mathematische Modelle
beinhalten.

¢ Leser, die an der Geschichte der Wissenschaft interessiert sind.

Dieses Buch ist im Wesentlichen eine Ubersetzung der franzosischen Aus-
gabe, die 2008 von Cassini in Paris unter dem Titel Histoires de mathémati-
ques et de populations veroffentlicht wurde. Die Literaturlisten am Ende der
einzelnen Kapitel wurden erweitert und aktualisiert. Diese Listen enthalten
Websites, die die Originalarbeiten zeigen. Eine Referenz, gefolgt von einer
URL, bedeutet, dass sie durch eine Suche im World Wide Web leicht gefun-
den werden kann. Eine englische Ubersetzung ist unter dem Titel A Short
History of Mathematical Population Dynamics (Springer, 2011) erschienen.

Fiir die deutsche Ubersetzung bin ich Christina Binder sehr dankbar, die
die automatische Ubersetzung der Software DeepL iiberpriift und korrigiert
hat.



Kapitel 1

Die Fibonacci-Folge (1202)

Im Jahr 1202 veroffentlichte Leonardo von Pisa, auch Fibonacci ge-
nannt, ein Buch, das das indische Dezimalzahlensystem, das auch von
arabischen Mathematikern tibernommen worden war, in Europa popula-
risierte. Unter den vielen Beispielen, die in dem Buch genannt werden,
bezieht sich eines auf das Wachstum einer Kaninchenpopulation. Es ist
eines der iltesten Beispiele fiir ein mathematisches Modell fiir die Dy-
namik einer Population.

Leonardo von Pisa, der lange nach seinem Tod Fibonacci genannt wurde,
wurde um 1170 in der Republik Pisa geboren, als diese auf dem Hohepunkt
ihrer kommerziellen und militdrischen Macht in der mediterranen Welt war.
Um 1192 wurde Fibonaccis Vater von der Republik in den Hafen von Be-
jaia, heute in Algerien, geschickt, um einen Handelsposten zu leiten. Sein
Sohn schloss sich ihm kurz darauf an, um sich auf den Beruf des Kaufmanns
vorzubereiten. Leonardo begann, das Dezimalzahlensystem zu erlernen, das
die Araber aus Indien mitgebracht hatten und das heute noch in fast gleicher
Form in Gebrauch ist: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9. Auf seinen Geschifts-
reisen rund um das Mittelmeer verglich er die verschiedenen Zahlensysteme
und studierte die arabische Mathematik. Zuriick in Pisa, beendete er 1202 ein
Buch in Latein mit dem Titel Liber abaci (Buch der Berechnung), in dem
er das neue Zahlensystem erklédrte und zeigte, wie man es fiir Buchhaltung,
Gewichts- und Wihrungsumrechnungen, Zinssitze und viele andere Anwen-
dungen verwenden konnte. Er sammelte auch die meisten der den Arabern
bekannten Ergebnisse in Algebra und Arithmetik.

Fibonacci betrachtete in seinem Buch das, was man heute ein Problem der
Populationsdynamik nennen wiirde. Aber es erschien nur als Recheniibung
inmitten anderer, nicht verwandter Themen: Der vorhergehende Abschnitt im
Buch handelt von perfekten Zahlen, die die Summe ihrer Faktoren sind, wie
28 =14+7+4+2+ 1, und der folgende Abschnitt ist ein Problem iiber die
Aufteilung von Geld unter vier Personen, das einem linearen System von vier
Gleichungen entspricht. Hier ist eine Ubersetzung aus dem Lateinischen des
Bevolkerungsproblems:

,EBin gewisser Mann hatte ein Paar Kaninchen zusammen an ei-
nem bestimmten geschlossenen Ort. Man mochte wissen, wie



viele aus dem Paar in einem Jahr entstehen, wenn es die Natur
der Tiere ist, in einem Monat ein anderes Paar zu gebiren und im
zweiten Monat die Geborenen ebenfalls zu gebiren.*

Wenn es zu Beginn des ersten Monats ein Paar neugeborener Kaninchen gibt,
wird dieses Paar nach einem Monat noch nicht fruchtbar sein und es wird zu
Beginn des zweiten Monats nur noch ein Kaninchenpaar geben. Dieses Ka-
ninchenpaar wird zu Beginn des dritten Monats ein weiteres Paar zur Welt
bringen, so dass es insgesamt zwei Paare geben wird. Das erste Kaninchen-
paar wird wiederum zu Beginn des vierten Monats ein weiteres Paar gebiren.
Das zweite Kaninchenpaar wird aber noch nicht fruchtbar sein. Es wird nur
drei Kaninchenpaare geben.

Unter Verwendung moderner Notationen sei P, die Anzahl der Kanin-
chenpaare zu Beginn des Monats n. Die Anzahl der Kaninchenpaare P, | im
Monat n+ 1 sei die Summe aus der Anzahl P, der Paare im Monat n und der
Anzahl der neugeborenen Paare im Monat n + 1. Aber nur die Kaninchen-
paare, die mindestens zwei Monate alt sind, bringen im Monat n + 1 neue
Kaninchenpaare zur Welt. Das sind die Paare, die schon im Monat n — 1 da
waren und deren Anzahl ist P,_1. Also

Pir1 =F+Pi-1.

Dies ist eine Rekursionsbeziehung: Sie gibt die Bevolkerung im Monat n +
1 als Funktion der Bevolkerung in den vorhergehenden Monaten an. Daher
konnte Fibonacci leicht die folgende Tabelle erstellen, wobei 1 +1 =2, 1+
2=3,24+3=5,3+5=28, usw.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

p, 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

In der Tat betrachtete Fibonacci als Anfangsbedingung die Situation im
Monat n = 2. Da Pj4 = 144 + 233 = 377, erhielt er zwolf Monate nach sei-
nem Startpunkt schlieBlich 377 Kaninchenpaare. Er bemerkte, dass sich diese
Zahlenfolge unendlich fortsetzen konnte.

Nach 1202 schrieb Fibonacci mehrere weitere Biicher, wie Practica geo-
metriae im Jahr 1220 und Liber quadratorum (Buch der Quadrate) im Jahr
1225. Sein Ruf fiihrte zu einem Treffen mit dem Kaiser Friedrich I1., der die
Wissenschaft schitzte. Im Jahr 1240 verlieh die Republik Pisa Fibonacci eine
jdhrliche Rente. Das Jahr seines Todes ist unbekannt.
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In den folgenden Jahrhunderten geriet Fibonaccis Kaninchenproblem in
Vergessenheit und hatte keinen Einfluss auf die Entwicklung von mathema-
tischen Modellen fiir die Populationsdynamik. Mehrere Wissenschaftler stie-
Ben in ihren Studien auf die gleiche Zahlenfolge, bezogen sich aber weder
auf Fibonacci noch auf eine Population. In mehreren Biichern Keplers fin-
det sich die Bemerkung, dass das Verhiltnis P, /P, gegen die Goldene Zahl
¢ = (14+/5)/2 konvergiert, wenn n gegen unendlich konvergiert. Dies ist ein
Sonderfall einer Eigenschaft, die den meisten Populationsmodellen gemein-
sam ist: die Tendenz, geometrisch zu wachsen (siehe Kapitel E] und @ Im
Jahr 1728 erhielt Daniel Bernoulli die exakte Formel

15" 1 [1—\61"

1

B N N
beim Studium allgemeiner wiederkehrender Reihen. Das Gesamtwerk von Fi-
bonacci wurde im neunzehnten Jahrhundert verdffentlicht. Von da an war die
Folge (P,) in Biichern der Freizeitmathematik unter dem Namen Fibonacci-
Folge zu finden.

Es ist klar, dass die Hypothesen, die zur Fibonacci-Folge fiihren, um eine
Kaninchenpopulation zu modellieren, alles andere als realistisch sind: keine
Sterblichkeit, keine Trennung der Geschlechter usw. Das Interesse an dieser
Sequenz in den letzten Jahrzehnten in der Biologie rithrt daher, dass eini-
ge Pflanzen Strukturen aufweisen, die einige der Zahlen P, beinhalten, zum
Beispiel 8 und 13 in Kiefernzapfen oder 34 und 55 in Sonnenblumen. Ei-
ne wissenschaftliche Zeitschrift, The Fibonacci Quarterly, ist sogar ganz den
Eigenschaften und Anwendungen der Fibonacci-Folge gewidmet!

Weitere Lektiire

1. Bernoulli, D.: Observationes de seriebus. .. Comment. Acad. Sci. Imp. Petro-
politanae 3, 85-100 (1728/1732) — Die Werke von Daniel Bernoulli, Band 2,
Birkhiuser, Basel, 1982, S. 49-64.

2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer, New York (2002).

3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary of Scientific
Biography, vol. 4, S. 604—613. Scribner, New York (1971)



Kapitel 2

Die Sterbetafel von Halley (1693)

Im Jahr 1693 untersuchte der beriithmte englische Astronom Edmond
Halley die Geburts- und Sterberegister der Stadt Breslau, die von Caspar
Neumann an die Royal Society tibermittelt worden waren. Er erstellte
eine Sterbetafel, die zeigt, wie viele Menschen, die im gleichen Jahr
geboren wurden, bis zu einem beliebigen Alter tiberleben. Er benutzte
seine Tabelle auch, um den Preis von Leibrenten zu berechnen. Dieses
Kapitel erinnert an diese Arbeit und stellt sie in den Kontext von Halleys
Leben und der frithen Entwicklungen der ,,politischen Arithmetik* und
der Wahrscheinlichkeitstheorie, die Leute wie Graunt, Petty, De Witt,
Hudde, Huygens, Leibniz und de Moivre interessierten.

Edmond Halley wurde 1656 in der Nihe von London geboren. Sein Vater
war ein reicher Seifenfabrikant. Edmond interessierte sich schon in jungen
Jahren fiir die Astronomie. Er begann sein Studium am Queen’s College der
Universitdt Oxford. Als 1675 das Greenwich Observatorium eingeweiht wur-
de, konnte Halley bereits Flamsteed, den Astronomer Royal, besuchen. Er
unterbrach sein Studium von 1676 bis 1678, um auf die Insel Sankt Helena
zu gehen und einen Katalog der Sterne zu erstellen, die von der siidlichen
Hemisphire aus zu sehen sind. Bei seiner Riickkehr nach England wurde er
Fellow of the Royal Society. Er veroffentlichte auch die Beobachtungen, die
er wihrend seiner Reise nach St. Helena iiber die Zirkulation der Winde ge-
macht hatte. Im Jahr 1684 besuchte er Newton in Cambridge, um den Zu-
sammenhang zwischen Keplers Gesetzen der Planetenbewegung und der An-
ziehungskraft der Sonne zu diskutieren. Er ermutigte Newton, die berithmten
PhilosophiceNaturalis Principia Mathematica zu schreiben, ein Buch, das er
schlieBlich auf eigene Kosten veroffentlichte. Zu dieser Zeit war er als Sekre-
tiar der Royal Society titig. 1689 konstruierte er eine Glocke fiir das Unter-
wassertauchen, die er selbst testete.

Etwa zur gleichen Zeit sammelte Caspar Neumann, ein in Breslau leben-
der Theologe, Daten iiber die Zahl der Geburten und Sterbefille in seiner
Stadt. Breslau gehorte zum Habsburgerreich (es liegt heute in Polen und heif3t
Wroctaw). Zu den Daten gehorte auch das Alter, in dem die Menschen ge-
storben waren. So konnte man daraus eine Sterbetafel konstruieren, die die
Wabhrscheinlichkeit zeigte, bis zu einem bestimmten Alter zu iiberleben.
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Abbildung 2.1:
Edmond Halley (1656-1742)

Die erste Sterbetafel war 1662 in London in einem Buch mit dem Titel
Natiirliche und politische Beobachtungen zu den Sterblichkeitsziffern verof-
fentlicht worden. Dieses Buch gilt gemeinhin als Griindungstext sowohl der
Statistik als auch der Demografie und weist eine merkwiirdige Besonderheit
auf: Man fragt sich noch heute, ob es von John Graunt, einem Londoner
Kaufmann und auf dem Buchdeckel angegebenen Autor, oder von seinem
Freund William Petty, einem der Griinder der Royal Society, verfasst Wurdeﬂ
Auf jeden Fall versuchte die im Buch enthaltene Sterbetafel, die Vorteile der
Bulletins zu nutzen, die seit Beginn des siebzehnten Jahrhunderts regelméBig
tiber die Beerdigungen und Taufen in London berichteten. Diese Bulletins
dienten vor allem dazu, die Bevolkerung iiber die wiederkehrenden Pestepi-
demien zu informieren. Aus diesem Grund gaben sie die Todesursache und
nicht das Alter an, in dem die Menschen starben. Um eine Sterbetafel zu er-
halten, die die Uberlebenschance in Abhiingigkeit vom Alter angibt, mussten
Graunt oder Petty raten, wie die verschiedenen Todesursachen mit den Al-
tersgruppen zusammenhéngen. So konnte ihre Sterbetafel mit grof3en Fehlern
behaftet gewesen sein. Das Buch war dennoch sehr erfolgreich, mit fiinf Auf-
lagen zwischen 1662 und 1676. Mehrere Stidte in Europa hatten begonnen,
dhnliche Bulletins wie das von London zu verdffentlichen.

So war es fast dreilig Jahre nach dieser ersten Sterbetafel, dass Neumann
auf Anregung von Leibniz seine demografischen Daten aus der Stadt Bres-
lau fiir die Jahre 1687-1691 an Henry Justel, den Sekretédr der Royal Society,
schickte. Justel starb kurz darauf, und Halley bekam die Daten in die Hénde,
analysierte sie und verdffentlichte 1693 seine Schlussfolgerungen in den Phi-
losophical Transactions of the Royal Society. Sein Artikel trigt den Titel Eine
Schdtzung des Grades der Sterblichkeit der Menschheit, gezogen aus merk-
wiirdigen Tabellen der Geburten und Beerdigungen in der Stadt Breslau, mit

IFiir eine detaillierte Diskussion siche das Buch von Hervé Le Bras in den Referenzen.



einem Versuch, den Preis der Annuitdten auf Leben zu ermitteln.

Fiir den untersuchten Zeitraum von fiinf Jahren stellte Halley fest, dass
die Zahl der Geburten in Breslau mehr oder weniger gleich der Zahl der Ster-
befille war, so dass die Gesamtbevolkerung nahezu konstant war. Um die
Analyse zu vereinfachen, nahm er an, dass sich die Bevolkerung genau im
Gleichgewicht befindet: die jdhrliche Anzahl der Geburten (nennen wir sie
Py), die Gesamtbevolkerung, die Bevolkerung im Alter k (P;) und die jahrli-
che Anzahl der Sterbefille im Alter k (D) sind alle im Zeitverlauf konstant.
Dies hebt eine weitere interessante Eigenschaft der Daten aus Breslau her-
vor, denn eine solche Vereinfachung wiire fiir eine schnell wachsende Stadt
wie London nicht moglich gewesen, wo die Statistik auch durch den Bevol-
kerungsstrom aus dem Umland verzerrt wurde.

Tabelle 2.1: Sterbetafel von Halley mit der Bevolkerung P, im Alter k.

k | k P]| k P]| k P]| k PB]| k B
1 1.000 | 15 628 | 29 539 | 43 417 | 57 272 | 71 131
2 855 |16 622 |30 531 |44 407 |58 262 |72 120
3798 | 17 616 | 31 523 [ 45 397 | 59 252 | 73 109
4 760 | 18 610 | 32 515 | 46 387 | 60 242 | 74 98
S 73219 604 |33 507 |47 377 |61 232|75 88
6 710 | 20 598 | 34 499 |48 367 | 62 222 |76 78
769221 592 |35 490 | 49 357 | 63 212 |77 68
8 680 |22 586 |36 481 |50 346 | 64 202 | 78 58
9 670 | 23 579 |37 472 |51 335 |65 192 |79 49

10 661 | 24 573 | 38 463 | 52 324 | 66 182 | 80 41

11 653 |25 567 |39 454 |53 313 |67 172 |81 34

12 646 | 26 560 | 40 445 | 54 302 | 68 162 | 82 28

13 640 | 27 553 | 41 436 |55 292 | 69 152 |83 23

14 634 |28 546 | 42 427 |56 282 |70 142 | 84 20

Die Daten aus Breslau hatten einen Mittelwert von 1.238 Geburten pro
Jahr: Dies ist der Wert, den Halley fiir Ay nahm. Im Prinzip konnte er aus
den Daten auch den Jahresmittelwert D; der Anzahl der Todesfélle unter den
Menschen im Alter k fiir alle k > 0 berechnen. Unter Verwendung der Formel

Piv1 =P — Dy, 2.1

konnte er die Tabelle [2.1] konstruieren, die P ergibt. Umgekehrt kann man
die von ihm verwendeten Werte von Dy aus der Formel Dy = P, — Py4 er-
mitteln: Dy = 238, D; = 145, D, = 57, D3 = 38 und so weiter. Tatsichlich
hat Halley seine Ergebnisse ein wenig umgestellt, entweder um runde Zah-
len zu erhalten (dies ist der Fall von D, der leicht verdndert wurde, so dass
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P = 1.000 ist) oder um gewisse UnregelmiBigkeiten zu glitten, die durch
die geringe Anzahl von Todesfillen im hohen Alter in einer Fiinfjahresstu-
die bedingt sind. Nimmt man die Summe aller Zahlen P, in der Tabelle, so
erhilt Halley einen Schitzwert fiir die Gesamtbevolkerung von Breslau, der
nahe bei 34.000 liegt El Zusammenfassend hatte diese Methode den grof3en
Vorteil, dass sie keine allgemeine Volkszéhlung erforderte, sondern nur die
Kenntnis der Anzahl der Geburten und Sterbefille sowie des Alters, in dem
die Menschen wihrend einiger Jahre starben.

Halleys Sterbetafel diente im 18. Jahrhundert als Referenz fiir verschiede-
ne Arbeiten (siche Kapitel d). In der Tat, obwohl die Werte von Py spezifisch
fiir die Stadt Breslau waren, kénnte man das Verhiltnis Py /P, als die Wahr-
scheinlichkeit betrachten, bis zum Alter kK + 1 zu iiberleben, wenn man weif3,
dass man bereits das Alter k erreicht hat. Diese Wahrscheinlichkeit konnte
man sinnvollerweise auch fiir die Bevolkerung anderer europidischer Stadte
der damaligen Zeit verwenden. Zum Beispiel konnte man erwarten, dass ein
einjdhriges Kind 661 von 1.000 Chancen hat, das Alter 10 zu erreichen, oder
598 von 1.000 Chancen, das Alter 20 zu erreichen. Halley benutzte seine Ster-
betafel auch, um den Preis von Annuititen auf Leben zu berechnen. Wihrend
des 16. und 17. Jahrhunderts hatten mehrere Stédte und Staaten solche Leib-
renten an ihre Biirger verkauft, um Geld zu beschaffen. Die Kiufer erhielten
jedes Jahr bis zu ihrem Tod einen festen Geldbetrag, der einem bestimmten
Prozentsatz der urspriinglich gezahlten Summe entsprach, oft dem doppelten
Zinssatz der damaligen Zeit, aber unabhéngig vom Alter des Kéufers. Natiir-
lich riskierte die Institution den Bankrott, wenn zu viele Menschen mit einer
sehr langen Lebenserwartung diese Renten kauften. Ohne eine verlédssliche
Sterbetafel konnte das Problem nicht richtig angegangen werden.

Im Jahr 1671 hatten sich Johan De Witt, Ministerprdsident von Holland,
und Johannes Hudde, einer der Biirgermeister der Stadt Amsterdam, bereits
Gedanken tiber das Problem der Berechnung des Preises von Leibrenten ge-
macht. Sie fiirchteten eine Invasion franzosischer Truppen und wollten Geld
zur Verstirkung der Armee aufbringen. Sie hatten Daten iiber Personen, die
mehrere Jahrzehnte zuvor Leibrenten auf ihr Leben gekauft hatten, insbeson-
dere das Alter, in dem die Renten gekauft worden waren, und das Alter, in
dem die Personen gestorben waren. Sie hatten es geschafft, den Preis der An-
nuitidten mehr oder weniger korrekt zu berechnen, aber ihre Methode wurde
spiter vergessen. Holland wurde im folgenden Jahr iiberfallen und De Witt
wurde von der Menge gelyncht.

Halley betrachtete das Problem 1693 erneut mit der Breslauer Sterbetafel
und unter der Annahme eines Zinssatzes von 6 %. Die Berechnungsmethode

2Fiir Menschen, die ilter als 84 Jahre sind, hat Halley gerade erwihnt, dass ihre Zahl 107 ist.



ist einfach. Sei i der Zinssatz. Sei R, der Preis, zu dem eine Person im Alter
von k eine Leibrente von z. B. einem Pfund pro Jahr kaufen kann. Diese Per-
son hat eine Wahrscheinlichkeit Py, /F;, im Alter k + n noch am Leben zu
sein. Das Pfund, das der Staat zu zahlen verspricht, wenn er dieses Alter er-
reicht, erhélt man, indem man 1/(1+{)" Pfund der Anfangssumme mit dem
Zinssatz i anlegt. Wenn man also die vereinfachende Annahme macht, dass
die Anfangssumme nur zur Zahlung der Renten verwendet wird, dann sollte

der Preis
I (P Preyo Peys
Ry = — 22

g Pk(l+i+(l+i)2+(l+i)3+ 22)

sein. Halley erhielt auf diese Weise die Tabelle [2.2] die den Faktor Ry an-
gibt, mit dem die gewiinschte Annuitdt multipliziert werden muss, um die
notwendige Anfangssumme zu erhalten. Ein Mann im Alter von 20 Jahren
wiirde also jedes Jahr 1/12,78 ~ 7,8 % der Anfangssumme erhalten. Aber
ein Mann im Alter von 50 Jahren wiirde 1/9,21 ~ 10,9 % erhalten, weil er
weniger Jahre zu leben hitte. Beachten Sie, dass der doppelte Zinssatz einer
Rente in Hohe von 12 % der anfinglichen Summe entsprechen wiirde, oder
entsprechend einem Preis, der dem 8,33-fachen der Rente entspricht. Die Be-
rechnungen sind natiirlich recht mithsam. Halley konnte jedoch mit Hilfe von
Logarithmentafeln den allgemeinen Term Py, /(1 4+ )" schneller ermitteln.
Da er keine Werte fiir P, iiber 84 Jahre angegeben hat, ist es nicht moglich,
seine Berechnungen genau zu iiberpriifen. SchlieBlich hatte Halleys Arbeit
keine unmittelbare Auswirkung: Mehrere Jahrzehnte lang wurden in England
und anderswo Leibrenten weiterhin zu einem Preis verkauft, der unabhingig
vom Alter des Kdufers war, und zwar zu einem Preis, der viel niedriger war,
als er sein konnte, z. B. das 7-fache der Annuitit.

Tabelle 2.2: Multiplikationsfaktor, der den Preis von Annuititen auf Leben angibt.

k Ry | k Ry | k Re | k R| k R
1 1028 | 15 1333 | 30 11,72 | 45 991 | 60 7,60
S 1340 [ 20 12,78 | 35 11,12 |50 921 | 65 6,54
0 1344 |25 1227 |40 1057 | 55 851 |70 532

1

Die aus den Lebenstafeln abgeleiteten Fragen interessierten schon zu Hal-
leys Zeiten viele Wissenschaftler. Der Niederldnder Christiaan Huygens, 1657
Autor des ersten der Wahrscheinlichkeitstheorie gewidmeten Biichleins, dis-
kutierte 1669 in seinem Briefwechsel mit seinem Bruder die Sterbetafel von
Graunt und die Berechnung der Lebenserwartundﬂ Wenige Jahre bevor er

3Die Lebenserwartung im Alter k ist durch die Formel mit i = 0 gegeben.
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Neumann mit der Royal Society in Kontakt brachte, schrieb auch Leibniz in
einem Aufsatz, der unverdffentlicht blieb, iiber die Berechnung der Lebens-
erwartung. Im Jahr 1709 war Nikolaus I. Bernoulli an der Reihe. 1725 verof-
fentlichte Abraham de Moivre eine ganze Abhandlung iiber Annuitdten. Thm
fiel insbesondere auf, dass der Preis R, fiir alte Zeitalter leicht berechnet wer-
den konnte, da die Formel (@]) nur wenige Terme enthielt. Man konnte dann
die Riickwirtsrekursionsformel verwenden Ry = (Pyy1/Pc) X (14+ Ry 1)/ (1+
i), was ausgehend von leicht zu beweisen ist. Mit dem Wert, den Halley
fiir den Preis im Alter von 70 Jahren angibt, kann man also die anderen Werte
der Tabelle ﬁberprﬁferﬂ

Nach dieser Pause, in der er sich auf die Demografie konzentrierte, kehrte
Halley zu seinen Hauptforschungsthemen zuriick. Zwischen 1698 und 1700
umsegelte er den Atlantischen Ozean, um eine Karte des Erdmagnetfeldes zu
zeichnen. Im Jahr 1704 wurde er Professor an der Universitdt Oxford. Im fol-
genden Jahr verdffentlichte er ein Buch tiber Kometen und sagte voraus, dass
der Komet von 1682, den Kepler 1607 beobachtet hatte, 1758 wiederkommen
wiirde: er wurde als Halleyscher Komet bekannt. Er veroffentlichte auch ei-
ne Ubersetzung des Buches von Apollonius von Perga iiber Konik. Im Jahr
1720 16ste er Flamsteed als Astronomer Royal ab. Er versuchte, das Problem
der genauen Bestimmung des Lingengrades auf See aus der Beobachtung
des Mondes zu l6sen, ein Problem von groBer praktischer Bedeutung fiir die
Navigation. Er starb 1742 im Alter von 86 Jahren in Greenwich.

Weitere Lektiire
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1750. Wiley, Hoboken, New Jersey (2003).

4. Halley, E.: An estimate of the degrees of the mortality of mankind. Phil. Trans.
Roy. Soc. London 17, 596-610 (1693). gallica.bnf.fr

5. Heyde, C.C.: John Graunt. In: Heyde, C.C., Seneta, E. (eds.) Statisticians of
the Centuries, S. 14-16. Springer, New York (2001)

6. Koch, P.: Caspar Neumann. In: ebd., S. 29-32.

7. Le Bras, H.: Naissance de la mortalité. Gallimard, Paris (2000)

4Es scheint, dass die Tabelle ein paar Fehler enthilt, insbesondere fiir die Altersgruppen 5
und 15.
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Kapitel 3

Euler und das geometrische Wachstum von Popu-
lationen (1748-1761)

Euler schrieb bei mehreren Gelegenheiten iiber Bevolkerungsdynamik.
In seiner Abhandlung von 1748, Einfiihrung in die Analysis des Unendli-
chen, enthilt das Kapitel, das sich mit der Exponentialfunktion befasst,
vier Beispiele fiir das exponentielle Wachstum einer Bevolkerung. Im
Jahr 1760 veroffentlichte er einen Artikel, in dem er dieses exponen-
tielle Wachstum mit einer Altersstruktur der Bevolkerung kombinierte.
Diese Arbeit ist ein Vorldufer der Theorie der stabilen Populationen, die
im 20. Jahrhundert entwickelt wurde und eine wichtige Rolle in der De-
mografie spielt. Im Jahr 1761 half Euler auch StiBmilch bei der zweiten
Auflage seiner Abhandlung tiber Demografie. Er erarbeitete ein interes-
santes Modell, das eine Art Variante der Fibonacci-Folge darstellt, ver-
offentlichte aber seine detaillierte Analyse nicht.

Leonhard Euler wurde 1707 in Basel geboren. Sein Vater war ein pro-
testantischer Pfarrer. 1720 begann Euler ein Studium an der Universitit. Er
erhielt auch privaten Mathematikunterricht von Johann Bernoulli, einem der
beriihmtesten Mathematiker der Generation nach Leibniz und Newton. Er be-
freundete sich mit zwei der S6hne von Johann Bernoulli: Nikolaus II. und Da-
niel. 1727 ging Euler zusammen mit Daniel an die neu gegriindete Akademie
der Wissenschaften in Sankt Petersburg. Neben der Mathematik interessier-
te er sich auch fiir die Physik und viele andere naturwissenschaftliche und
technische Ficher. Im Jahr 1741 lud ihn K6nig Friedrich II. von Preu8en ein,
Direktor der mathematischen Abteilung der Akademie der Wissenschaften in
Berlin zu werden. Euler verdffentlichte eine betrichtliche Anzahl von Arti-
keln und Biichern zu allen Aspekten der Mechanik (Astronomie, Elastizitit,
Fliissigkeiten, Festkorper) und Mathematik (Zahlentheorie, Algebra, unend-
liche Reihen, elementare Funktionen, komplexe Zahlen, Differential- und In-
tegralrechnung, Differential- und partielle Differentialgleichungen, Optimie-
rung, Geometrie), aber auch zur Demografie. Er war der produktivste Mathe-
matiker seiner Zeit.

Im Jahr 1748 veroffentlichte Euler eine Abhandlung in lateinischer Spra-
che mit dem Titel Einfiihrung in die Analysis des Unendlichen. Im Kapi-
tel tiber Exponentiale und Logarithmen betrachtete er sechs Beispiele: eines
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Abbildung 3.1:
Euler (1707-1783)

zur mathematischen Theorie der musikalischen Tonleitern, ein weiteres zur
Riickzahlung eines Darlehens mit Zinsen und vier zur Bevolkerungsdynamik.
In letzterem nahm Euler an, dass die Population P, im Jahr n die folgende Be-
dingung erfiillt : P,+1 = (1 4 x) P, fiir alle ganzzahligen n. Die Wachstums-
rate x ist eine positive reelle Zahl. Ausgehend von einer Anfangsbedingung
Py ist die Bevolkerung im Jahr n gegeben durch P, = (1+x)" Fy. Dies wird als
geometrisches oder exponentielles Wachstum bezeichnet. Das erste Beispiel
fragt:

,»Wenn die Bevolkerung in einer bestimmten Region jahrlich um
ein DreiBigstel zunimmt und es zu einem Zeitpunkt 100.000 Ein-
wohner gab, mochten wir die Bevolkerung nach 100 Jahren wis-

113

sen.

Die Antwort lautet Pigo = (14 1/30)'% x 100.000 =~ 2.654.874. Fiir dieses
Beispiel lie sich Euler von der Volkszdhlung in Berlin inspirieren, die 1747
stattfand und die eine geschétzte Einwohnerzahl von 107.224 ergab. Seine
Berechnung zeigt, dass sich eine Bevolkerung innerhalb eines Jahrhunderts
mehr als verzehnfachen kann. Genau das hatte man damals fiir die Stadt Lon-
don beobachtet.

Man sollte beachten, dass das Berechnen von (1 + 1/30)!% mit einem
modernen Taschenrechner sehr einfach ist. Aber zu Eulers Zeiten musste man
Logarithmen verwenden, um zahlreiche Multiplikationen von Hand zu ver-
meiden und das Ergebnis schnell zu erhalten. Man berechnet zunéchst den de-
zimalen Logarithmus (zur Basis 10) von Pjgo. Die grundlegende Eigenschaft
des Logarithmus log(ab) =loga+logb zeigt, dass log Pioo = 100 log(31/30) +
log(100.000) = 100 (log31 —1log30) + 5. Die Logarithmen waren 1614 von



12

dem Schotten John Napier eingefiihrt worden. Sein Freund Henry Briggs hat-
te 1617 die erste Tabelle der dezimalen Logarithmen verdffentlicht. Im Jahr
1628 hatte der Niederldnder Adriaan Vlacq die Arbeit von Briggs vervoll-
stidndigt, indem er eine Tabelle verdffentlichte, die dezimale Logarithmen von
ganzen Zahlen von 1 bis 100.000 mit zehnstelliger Genauigkeit enthielt. Dies
ist die Art von Tabelle, die Euler benutzte, um log30 ~ 1,477121255,log 31 ~
1,491361694 und schlieBlich log Pygp ~ 6,4240439 zu erhalten. Es bleibt, die
Zahl Pyop zu finden, deren Logarithmus bekannt ist. Da die dezimalen Loga-
rithmen ganzer Zahlen von 1 bis 100.000 im Bereich von 0 bis 5 liegen, sucht
man stattdessen den Logarithmus von Pjgo/100, der 4,4240439 ist. In der
Logarithmentafel kann man nachsehen, dass 10g26.548 ~ 4,424031809 und
10g26.549 ~ 4,424048168. Ersetzt man die logarithmische Funktion durch
eine Gerade zwischen 26.548 und 26.549, so erhilt Euler, dass

Pioo 4,4240439 — 4424031809
T00 = 2698+ 1151048168 — 4424031800 ~ 2034874

Also P1()() ~ 2.654.874.
Das zweite Beispiel zur Bevolkerungsdynamik in Eulers Buch lautet wie
folgt:

»Danach der Sintflut alle Menschen von einer sechskopfigen Be-
volkerung abstammten, mochten wir, wenn wir annehmen, dass
die Bevolkerung nach zweihundert Jahren 1.000.000 betrug, die
jahrliche Wachstumsrate finden.*

Da 10° = (1 +x)2% x 6, erhalten wir mit einem Taschenrechner x = —1 +
(10°/6)1/29 ~ 0,061963. Mit Logarithmentafeln muss man log(10°) =
200 log(1 4 x) +1og6 durchgehen, um log(1 +x) ~ 0,0261092 und 1+ x ~
1,061963 zu erhalten. Daraus konnte Euler schliefen, dass die Bevolkerung
um x ~ 1/16 pro Jahr zunehmen wiirde. Um den Ursprung dieses Beispiels
zu verstehen, muss man sich daran erinnern, dass die zeitgendssischen Philo-
sophen begannen, die Wahrheit der biblischen Geschichten zu leugnen. Eine
wortliche Lesart wiirde den Zeitpunkt der Sintflut um 2350 v. Chr. mit den
folgenden Uberlebenden festlegen: Noah, seine drei Séhne und deren Ehe-
frauen. Im Buch Genesis steht:

,.Das sind die drei Sohne Noahs, von denen ist alles Land be-
setzt.*

Eine Bevolkerungswachstumsrate von 1/16 (oder 6,25 %) pro Jahr nach der
Sintflut erschien Euler nicht allzu unrealistisch. Als Sohn eines protestanti-
schen Pfarrers und weil er sein Leben lang religios geblieben war, kam er zu
dem Schluss:
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»Aus diesem Grund ist es fiir die Ungldubigen ziemlich ldcher-
lich, einzuwenden, dass in so kurzer Zeit nicht die ganze Erde
bevolkert werden konnte, beginnend mit einem einzigen Men-
schen“[l

Euler bemerkte auch, dass, wenn das Wachstum bis 400 Jahre nach der Sint-
flut im gleichen Tempo fortgesetzt worden wire, die Bevolkerung (1 +x)4% x
6 = (10°/6)% x 6 ~ 166 Milliarden betragen hiitte:

»Allerdings wiirde die ganze Erde diese Bevolkerung niemals er-
néhren konnen.*

Diese Idee wiirde ein halbes Jahrhundert spéter von Malthus stark weiterent-
wickelt werden (siehe Kapitel [3).
Eulers drittes Beispiel fragt:

»Wenn sich die menschliche Bevolkerung in jedem Jahrhundert
verdoppelt, wie hoch ist die jihrliche Wachstumsrate?*

Da (14 x)'% =2, erhalten wir mit einem Taschenrechner x = 2'/190 _ ] ~
0,00695. Mit der Logarithmentafel, 100 log(1+x) =log2. Also log(1+x) >~
0,0030103 und 1 +x ~ 1,00695. Die Bevolkerung wichst also jedes Jahr um
x ~ 1/144. Das vierte und letzte Beispiel fragt auf die gleiche Weise:

,»Wenn die menschliche Bevolkerung jahrlich um 1/100 zunimmt,
mochten wir wissen, wie lange es dauert, bis die Bevolkerung
zehnmal so grof wird.*

Mit (14 1/100)" = 10 finden wir nlog(101/100) = 1. Also ist n ~ 231 Jahre.
Das ist alles, was in der Einfiihrung in die Analysis des Unendlichen von 1748
zur Bevolkerungsdynamik zu finden ist. Euler wiirde einige Jahre spéter noch
einmal griindlicher auf dieses Thema zuriickkommen.

Im Jahr 1760 veroffentlichte er in den Berichten der Akademie der Wis-
senschaften in Berlin eine Arbeit mit dem Titel Eine allgemeine Untersu-
chung iiber die Sterblichkeit und Vermehrung der menschlichen Spezies. Die-
se Arbeit war eine Art Synthese zwischen seiner fritheren Analyse des geome-
trischen Wachstums von Populationen und fritheren Studien iiber Sterbetafeln
(siehe Kapitel 2). Euler betrachtete zum Beispiel das Problem:

'In dem von Graunt 1662 veroffentlichten Buch (sieche Kapitel [2) findet man eine #hnliche
Bemerkung:
,,Ein Paar, namlich Adam und Eva, die sich alle 64 Jahre der 5.160 Jahre, die das
Alter der Welt nach der Schrift sind, verdoppeln, werden weit mehr Menschen
hervorbringen, als jetzt in ihr sind. Darum ist die Welt nicht iiber 100 Tausend Jahre
alt, wie manche sich eitel einbilden, noch iiber das, was die Schrift sie macht.*
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,,Kennt man die Anzahl der Geburten und Beerdigungen, die sich
im Laufe eines Jahres ereignen, finde die Anzahl aller Leben-
den und ihre jdhrliche Zunahme fiir eine gegebene Hypothese
der Sterblichkeit.*

Euler setzte hier voraus, dass die folgenden Zahlen bekannt sind:

¢ die Anzahl der Geburten B,, im Jahr n;
¢ die Anzahl der Todesfille D,, im Jahr n;
 der Anteil g; der Neugeborenen, die das Alter k > 1 erreicherﬂ

Sei P, die Bevﬁlkerun im Jahr n. Euler machte zwei zusitzliche implizite
Annahmen:

¢ die Population wichst geometrisch: P, = r P, (wir setzen r = 1 4 x);
* das Verhiltnis zwischen Geburten und Bevolkerung ist konstant: B, /P, =
m.

Diese beiden Annahmen implizieren, dass die Anzahl der Geburten geome-
trisch und mit der gleichen Rate steigt: B, = rB,. Euler betrachtete dann
den Zustand der Bevolkerung im Hundertjahresintervall, also zwischen den
Jahren n = 0 und n = 100, unter der Annahme, dass niemand tiber hundert
Jahre hinaus iiberlebt. Zur Verdeutlichung der Darstellung nennen wir F; ,,
(k > 1) die zu Beginn des Jahres n lebende Bevolkerung, die im Jahr n —k ge-
boren wurde. Nennen Sie Py, = B,, die Anzahl der Geburten im Jahr n. Aus
der Definition des Uberlebenskoeffizienten qr haben wir Py, = qx Po i =
qk B n—k- Also

100
" Py = Pioo = Po,100 + P1,100 + - - + P10o,100

= Bioo +q1Boo+ - +q100Bo = (r' + 1 g1 + - +q100) Bo.

Dividiert man diese Gleichung durch 7!% Py, erhilt man

11100)

0 3.1)

t=m (1424 By
ror
Dies ist die Gleichung, die in der Demografie manchmal als “Eulersche Glei-
chung” bezeichnet wird. Zdhlt man Geburten und Sterbefille getrennt, erhilt
man
rPy=Py1 =P —Dy+By1 =P —Dy+rB,. (3.2)

2Genauer gesagt, die zu Beginn des Jahres ihres k-ten Geburtstages noch am Leben sind.

3Tatsdchlich ist P, die Anzahl der Menschen, die zumindest wihrend eines Teils des Jahres n
leben. Dazu gehoren die zu Beginn des Jahres lebenden Personen und die wihrend des Jahres
geborenen Personen.
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Die Anzahl der Todesfille steigt also ebenfalls geometrisch an: D, = rD,,.

AuBlerdem,

1 P, D,/B,—r
—_r_Zmr C 3.3
m B, 1—r 3-3)

Ersetzt man dies in Gleichung (3.1)), so erhilt man schlieBlich die Gleichung

Dy /B, —1 1, Q@ 100
%:%+%+m+‘r]w, (3.4)
wobei es nur noch eine Unbekannte gibt: r. Dies wird iiblicherweise eine
implizite Gleichung genannt, weil wir r nicht als Funktion der anderen Pa-
rameter extrahieren konnen. Aber wir konnen die linke und rechte Seite der
Gleichung (3.4) fiir einen festen Wert von r berechnen und r variieren las-
sen, bis die beiden Seiten gleich sind. Der so erhaltene Wert von r gibt die
Wachstumsrate x = r — 1 der Bevolkerung an. Beachten Sie, dass wir aus den
Gleichungen (3.1) und (3.3) fiir die Population P, den folgenden Ausdruck
erhalten: PR 7100
Pn:Bn (1+7+ﬁ++m>
Wenn die Bevolkerung stationdr ist (r = 1), ist dieser Ausdruck derselbe wie
der von Halley verwendete, um die Bevolkerung der Stadt Breslau zu schit-
zen (siehe Kapitel [2).
Euler betrachtete auch die folgende Frage:

»Wenn die Hypothesen der Sterblichkeit und der Fruchtbarkeit
gegeben sind und wenn man die Zahl aller Lebenden kennt, finde
wie viele Menschen es in jedem Alter gibt.*

Da die Uberlebenskoeffizienten g, und der Fertilititskoeffizient m bekannt
sind, kann die Wachstumsrate r aus Gleichung (3.1) berechnet werden. Im
Jahr n ist die Anzahl der Menschen, die im Jahr n — k geboren werden, gi B,_x =
qxBn/ 7 (mit qo = 1). Der Anteil der Gesamtbevolkerung, der das Alter k hat,
ist also
a/r
L+qi1/r+q2/r?+--+qioo/r'®”

Dieser Anteil ist konstant. Unter Verwendung von Lotkas Terminologie (siehe
Kapitel wird die Bevolkerung als stabil bezeichnet: die Alterspyramide
behilt iiber die Zeit die gleiche Form.

Euler untersuchte dann erneut das Problem der Konstruktion einer Ster-
betafel, wenn die Bevolkerung nicht stationir ist, sondern geometrisch zu-
nimmt:
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,,Wenn man die Zahl aller Lebenden kennt, kann man auf dhnli-
che Weise die Zahl der Geburten mit der Zahl der Todesfille in
jedem Alter im Laufe eines Jahres vergleichen, um das Gesetz
der Sterblichkeit zu finden.*

Mit dem Gesetz der Sterblichkeit meinte Euler die Menge der Uberlebensko-
effizienten g;. Es wird nun angenommen, dass die Gesamtbevolkerung durch
eine Volkszdhlung bekannt ist, was bei Halley nicht der Fall war (siehe Kapi-
tel[2). Gleichung zeigt, dass die Wachstumsrate r = (P, —D,) / (P, — B,,).
Sei Dy, die Anzahl der Personen, die im Alter kK wihrend des Jahres n sterben:
diese Personen wurden im Jahr n — k geboren. Also Dy, = (qx — gx+1) Bk
Aber B, =B,/ r*. Die Uberlebenskoeffizienten g; konnen also mit der Re-
kursionsformel berechnet werden gy = gx — rkam /By. fiir alle k > 0, mit
qo = 1. Diese Formel multipliziert mit B, ergibt wieder die von Halley ver-
wendete Formel (2.I) fiir den stationdren Fall r = 1. Euler bestand jedoch
darauf, dass seine Methode zur Berechnung der Uberlebenskoeffizienten g
davon ausgeht, dass die Bevolkerung regelméBig zunimmt und Unfille wie
Pestepidemien, Kriege, Hungersnote usw. ausgeschlossen sind. Hitten die
Volkszdhlungen zu Eulers Zeiten das Alter der Menschen erfasst (wie in
Schweden), wire diese Annahme unnétig gewesen und die Koeffizienten g
hitten einfacher berechnet werden konnen.

In Anbetracht der Uberlebenskoeffizienten qy zeigte Euler auch, wie man
den Preis von Annuitiiten auf Leben berechnen kann. Er erwéhnte nicht die
Arbeiten von Halley oder de Moivre zu diesem Thema. Euler verwendete
einen Zinssatz von 5 % und die 1742 von dem Niederldnder Willem Kersse-
boom verdffentlichte Sterbetafel.

Euler war nicht der einzige Wissenschaftler an der Berliner Akademie,
der sich fiir Demografie interessierte. Sein Kollege Johann Peter SiiSmilch
hatte 1741 eine Abhandlung in deutscher Sprache mit dem Titel Die gottliche
Ordnung in den Verdnderungen des menschlichen Geschlechts aus der Ge-
burt, dem Tode und der Fortpflanzung desselben verdtfentlicht, die heute als
die erste Abhandlung gilt, die sich ganz der Demografie widmet. SiiBmilch
hatte 1752 auch ein Buch Uber das schnelle Wachstum der Stadt Berlin ge-
schrieben.

Im Jahr 1761 veroffentlichte StiBmilch eine zweite Auflage seiner Ab-
handlung. In dem Kapitel mit dem Titel Von der Geschwindigkeit der Ver-
mehrung und von der Zeit der Verdoppelung betrachtet er ein interessantes
mathematisches Modell, das Euler fiir ihn ausgearbeitet hatte. Das Modell
war dhnlich wie das von Fibonacci (siehe Kapitel EI), aber fiir eine menschli-
che Bevolkerung. Ausgehend von einem Paar (einem Mann und einer Frau),
die beide im Jahr O 20 Jahre alt sind, nahm Euler an, dass die Menschen im
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Abbildung 3.2:
Stimilch (1707-1767)

Alter von 40 Jahren sterben und im Alter von 20 Jahren heiraten, wihrend
jedes Paar sechs Kinder bekommt: zwei Kinder (ein Junge und ein Médchen)
im Alter von 22 Jahren, zwei weitere im Alter von 24 Jahren und die letzten
zwei im Alter von 26 Jahren. Zdhlt man die Jahre paarweise, so dass B; die
Anzahl der Geburten im Jahr 2i ist, kommt Euler zu folgendem Schluss

Bi=Bi_11+Bi—12+Bi_13 (3.5)

fiir alle i > 1. Die Anfangsbedingungen entsprechen B_j» = 0, B_1; = 0,
B_19p=2und B; =0 fiir —9 < i < 0. Euler konnte also die Anzahl der Gebur-
ten berechnen, wie in der zweiten Spalte der Tabelle [3.1] gezeigt. Die Anzahl
der Sterbefille D; im Jahr 2i ist dann gleich der Anzahl der Geburten im Jahr
2i —40: D; = B;_pp fiir i > 10 wihrend D; = 0O fiir i < 9. Die Anzahl P, der im
Jahr 2i lebenden Menschen ist gleich der Anzahl der im Jahr 2i — 2 lebenden
Menschen, plus der Anzahl der Geburten im Jahr 2i, minus der Anzahl der
Sterbefille im Jahr 2i: P, = P._{ +B; — D;.

Dieses Kapitel in StiBmilch’s Buch endet mit einer Bemerkung, die man
auch schon iiber die Fibonacci-Folge hitte machen konnen:

,,Ohnerachtet in dieser Eulerischen Tabelle groe Unordnungen
zu herrschen scheinen, so gehoren doch die Zahlen der Geburten
zu einem Geschlecht von Progressionen, welche man Series re-
currentes nennet [...] So unordentlich diese Progressionen auch
anfianglich scheinen, so werden sie doch endlich, wenn sie stets
fortgesetzt werden, in eine geometrische Progression verwandelt,
daher denn die im Anfang wahrgenommene Unordnungen je ldn-
ger je mehr abnehmen, bis sie fast ganz verschwinden.*

Das Buch sagt nicht mehr iiber die Mathematik dieses Bevolkerungsmodells
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Tabelle 3.1: Eulersche Tabelle.

i Ge- Sterbe- leben- i Ge-  Sterbe- leben-
burten falle dig burten fille dig

0 0 0 2 40 20 0 206
1 2 0 4 41 8 0 214
2 2 0 6 42 2 0 216
3 2 0 8 43 0 2 214
4 0 0 8 44 0 6 208
5 0 0 8 45 2 12 198
6 0 0 8 46 10 14 194
7 0 0 8 47 30 12 212
8 0 0 8 48 60 6 266
9 0 0 8 49 90 2 354
10 0 2 6 50 102 0 456
11 0 0 6 51 90 0 546
12 2 0 8 52 60 0 606
13 4 0 12 53 30 0 636
14 6 0 18 54 10 2 644
15 4 0 22 55 2 8 638
16 2 0 24 56 2 20 620
17 0 0 24 57 12 32 600
18 0 0 24 58 42 38 604
19 0 0 24 59 100 32 672
20 0 0 24 60 180 20 832
21 0 2 22 61 252 8 1.076
22 0 2 20 62 282 2 1.356
23 2 2 20 63 252 0 1.608
24 6 0 26 64 180 0 1.788
25 12 0 38 65 100 2 1.886
26 14 0 52 66 42 10 1918
27 12 0 64 67 14 30 1.902
28 6 0 70 68 16 60 1.858
29 2 0 72 69 56 90 1.824
30 0 0 72 70 154 102 1.876
31 0 0 72 71 322 90 2.108
32 0 2 70 72 532 60 2.580
33 0 4 66 73 714 30  3.264
34 2 6 62 74 786 10  4.040
35 8 4 66 75 714 2 4752
36 20 2 84 76 532 2 5282
37 32 0 116 77 322 12 5.592
38 38 0 154 78 156 42 5.706
39 32 0 186 79 72 100  5.678
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aus. Allerdings trieb Euler die Studie in einem Manuskript mit dem Titel Uber
die Vermehrung des Menschengeschlechts, das zu seinen Lebzeiten unverof-
fentlicht blieb, viel weiter. Auf der Suche nach einer Losung der Gleichung
der Form B; = ¢/, d. h. der Form einer geometrischen Progression, er-
hielt er nach Vereinfachung eine Polynomgleichung vom Grad 13:

P =r4r+l. 3.6)

Er suchte nach einer Losung in der Nihe von » = 1 und bemerkte, indem er
eine Logarithmentafel zur Berechnung von r!3 verwendete, dass

> 13, ) 0212 wenn r=1,09,
bhrer—re= { —0,142 wenn r=1,10.
Die Gleichung (3.6) hat also eine Wurzel zwischen 1,09 und 1,10. Approxi-
miert man die Funktion 1+ 7+ r> — '3 durch ein Liniensegment auf diesem
Intervall, so erhilt Euler

0,142 x 1,09+0,212 x 1,10

r= 0,142 40,212 ~ 1,0960

Da die Jahre paarweise gezihlt werden, tendiert die Anzahl der Geburten da-
zu, jedes Jahr mit /7 multipliziert zu werden. Diese Zahl verdoppelt sich alle
n Jahre, wenn (v/r)" =2, d.h. alle n = 2 log2/logr ~ 15 Jahre. Da asympto-
tisch B; ~ cr' und da die Anzahl D; der Sterbefille im Jahr 2i gleich B;_»g
ist, erhalten wir D; ~ B;/r*° mit r?° ~ 6,25. Die Zahl der Geburten ist etwa
sechsmal so grof} wie die Zahl der Sterbefille. Da die Anzahl P, der im Jahr
2i lebenden Menschen gleich B; + B;_1 + - -- + B;j_19 ist, erhalten wir auch,

dass 20
1 1 1—r
P ~B <1+r+-'-+,,19) =Bi 15—z 9395

Die Gesamtbevolkerung ist etwa zehnmal so grofl wie die Zahl der Geburten.

Der Beweis, dass die in Tabelle gezeigte Folge (B;) tatséchlich asym-
ptotisch wie 7/ wiichst, ist etwas komplizierter. Seit der Arbeit von Abra-
ham de Moivre iiber Rekursionsgleichungen war bekannt, dass durch
Einfiihrung der erzeugenden Funktion f(x) = ¥ % B;x', konnte man
f(x) als eine rationale Funktion ausdriicken. Euler hatte die Methode
in seiner Einfiihrung in die Analysis des Unendlichen 1748 erklart: Die
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Rekursionsgleichung (3.5) ergibt nimlich

flx)= ZBixl + Z (Bi—11 +Bi—12+Bj_13)x'
i=0 =13

=2x 422423 +2x2 4 F(x) (M X2 413
Also

_ 2x42x% +2x° +2x12
flx) = 1 — 1 _ 12 _ I3

Euler wusste, dass eine solche rationale Funktion in der folgenden Form
zerlegt werden kann

ai ais
flx)= 17i+"'+ [— =
X1 X13
wobei die Zahlen xp,...,x;3 die reellen oder komplexen Wurzeln der

Gleichung 1 —x'! —x!? —x!3 = 0 sind. Also

=Y a (;>i+---+a13 (;;)l .

i=0
Da B; der Koeffizient von x' in f(x) ist, erhielt Euler, dass

X 13
wenn i — +oo, wobei x; die Wurzel mit dem kleinsten Modulus ist. Mit
anderen Worten: B; wiichst tendenziell geometrisch wie (1/x;)". Es blieb
zu beachten, dass x; eine Wurzel der Gleichung 1 —x!'! —x!2 —x13 =
0 ist, wenn und nur wenn r = 1/x; eine Wurzel der Gleichung
ist. Bestimmte Details des Beweises wurden schlie8lich von Gumbel im
Jahr 1916 geklirt.

SiiBmilch veroffentlichte 1765 eine dritte Auflage seiner Abhandlung und
starb 1767 in Berlin. Im schlechten Einvernehmen mit dem Ko6nig von Preu-
Ben kehrte Euler 1766 nach Sankt Petersburg zuriick. Trotz des Verlusts seines
Sehvermogens verdffentlichte er mit Hilfe seiner Sohne und Kollegen weiter-
hin zahlreiche Werke, vor allem tiber Algebra, Integralrechnung, Optik und
Schiffbau. Seine zwischen 1760 und 1762 in Berlin geschriebenen Briefe an
eine deutsche Prinzessin iiber verschiedene Gegenstdnde der Physik und Phi-
losophie wurden zwischen 1768 und 1772 verdffentlicht und zu einem Best-
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seller in ganz Europa. Euler starb 1783 in Sankt Petersburg. Sein Beitrag zur
mathematischen Demografie, insbesondere seine Analyse der stabilen Alters-
pyramide in einer exponentiell wachsenden Bevolkerung, wurde erst im 20.
Jahrhundert wiederentdeckt (siche Kapitel [I0]und 21)).
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Kapitel 4

Daniel Bernoulli, d’Alembert und die Pockenimp-
fung (1760)

Im Jahr 1760 schrieb Daniel Bernoulli einen Artikel, in dem er die Aus-
breitung der Pocken modellierte. Zu seiner Zeit gab es viele Kontro-
versen um das Impfen, eine Praxis, die Menschen schiitzen, aber auch
todlich sein konnte. Er benutzte die Sterbetafel von Halley und einige
Daten iiber Pocken, um zu zeigen, dass eine Impfung vorteilhaft war,
wenn das damit verbundene Risiko zu sterben geringer war als 11 %.
Eine Impfung konnte die Lebenserwartung bei der Geburt um bis zu
drei Jahre erhohen. D’ Alembert kritisierte die Arbeit von Bernoulli, die
das erste mathematische Modell in der Epidemiologie war.

Daniel Bernoulli wurde im Jahr 1700 in Groningen in den Niederlanden
geboren. Zu seiner Familie gehorten bereits zwei beriihmte Mathematiker:
sein Vater Johann Bernoulli und sein Onkel Jakob Bernoulli. Im Jahr 1705
zog Johann nach Basel in der Schweiz, wo er die durch den Tod von Jakob frei
gewordene Professur iibernahm. Johann wollte nicht, dass sein Sohn Mathe-
matik studierte. So wandte sich Daniel der Medizin zu und promovierte 1721
mit einer Arbeit iiber die Atmung. Er zog nach Venedig und begann, sich mit
Mathematik zu beschiftigen und veréffentlichte 1724 ein Buch. Nachdem er
im selben Jahr einen Preis der Pariser Akademie der Wissenschaften fiir einen
Aufsatz Uber die Perfektion des Stundenglases auf einem Schiff auf See ge-
wonnen hatte, erhielt er eine Professur an der neuen Sankt Petersburger Aka-
demie. In diesen Jahren arbeitete er vor allem an Rekursionsgleichungen oder
am Sankt-Petersburg-Paradoxon in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Im Jahr
1733 kehrte Daniel Bernoulli an die Universitit Basel zuriick, wo er nachein-
ander Botanik, Physiologie und Physik lehrte. Im Jahr 1738 veroftentlichte
er ein Buch iiber die Hydrodynamik, das in der Geschichte der Physik be-
riihmt geblieben ist. Um 1753 interessierte er sich zur gleichen Zeit wie Euler
und d’ Alembert fiir das Problem der schwingenden Saiten, was eine wichtige
mathematische Kontroverse ausloste.

Im Jahr 1760 legte er der Akademie der Wissenschaften in Paris eine
Arbeit mit dem Titel Versuch einer neuen Analyse der durch Pocken verur-
sachten Sterblichkeit und der Vorteile der Impfung zu ihrer Verhiitung vor. Es
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Abbildung 4.1: Daniel Ber-
noulli (1700-1782)

ging um die Frage, ob die Inokulation (das freiwillige Einbringen einer klei-
nen Menge weniger virulenter Pocken in den Korper zum Schutz vor spéteren
Infektionen) gefordert werden sollte, auch wenn sie manchmal eine todliche
Operation ist. Diese Technik war in Asien seit langem bekannt und wurde
1718 in England von Lady Montagu, der Frau des britischen Botschafters im
Osmanischen Reich, eingefiihrt. In Frankreich wurde die Impfung trotz des
Todes des dltesten Sohnes von Ludwig XIV. an den Pocken im Jahr 1711 nur
widerwillig in Betracht gezogen. Voltaire, der 1723 die Pocken iiberlebt hatte
und mehrere Jahre im englischen Exil gelebt hatte, um die neuesten Innova-
tionen zu beobachten, plddierte 1734 in seinen Philosophischen Briefen fiir
die Impfung. Der franzosische Wissenschaftler La Condamine, der ebenfalls
die Pocken iiberlebt hatte, plddierte 1754 vor der Akademie der Wissenschaf-
ten in Paris fiir die Impfung.

Bevor er 1759 in Basel starb, ermutigte Maupertuis Daniel Bernoulli, das
Impfproblem von einem mathematischen Standpunkt aus zu untersuchen. Ge-
nauer gesagt ging es darum, den langfristigen Nutzen der Impfung mit dem
unmittelbaren Risiko des Sterbens zu vergleichen. Zu diesem Zweck machte
Bernoulli die folgenden vereinfachenden Annahmen:

¢ Menschen, die sich zum ersten Mal mit Pocken infizieren, sterben mit
einer Wahrscheinlichkeit p (unabhingig vom Alter) und iiberleben mit
einer Wahrscheinlichkeit 1 — p;

* jeder hat eine Wahrscheinlichkeit g, jedes Jahr infiziert zu werden; ge-
nauer gesagt, die Wahrscheinlichkeit fiir ein Individuum, zwischen dem
Alter x und dem Alter x + dx infiziert zu werden, ist g dx, wobei dx ein
infinitesimaler Zeitraum ist;

¢ Menschen, die die Pocken iiberleben, sind fiir den Rest ihres Lebens
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vor Neuinfektionen geschiitzt (sie sind geimpft).

Sei m(x) die Sterblichkeit im Alter x aufgrund anderer Ursachen als Pocken:
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum in einem infinitesimalen Zeit-
raum dx zwischen dem Alter x und dem Alter x + dx stirbt, sei m(x) dx. Be-
trachten wir eine Gruppe von Py Personen, die im gleichen Jahr geboren sind,
SO nennen wir

* S(x) die Anzahl der gegen die Krankheit nicht immunen Gesunde
die im Alter x noch am Leben sind, ohne jemals mit Pocken infiziert
worden zu sein,;

* R(x) die Anzahl der Menschen, die im Alter x noch am Leben sind und
die Pocken iiberlebt haben;

* P(x) = S(x) + R(x) die Gesamtzahl der im Alter x lebenden Menschen.

Die Geburt entspricht dem Alter x = 0. Also S(0) = P(0) = Py und R(0) = 0.
Unter Anwendung der Infinitesimalrechnung, die Ende des siebzehnten Jahr-
hunderts von Newton, Leibniz und spéter von seinem Vater entwickelt worden
waren, stellte Daniel Bernoulli fest, dass zwischen dem Alter x und dem Alter
X+ dx (mit dx unendlich klein) jedes anfillige Individuum eine Wahrschein-
lichkeit g dx hat, sich mit Pocken zu infizieren, und eine Wahrscheinlichkeit
m(x) dx, an anderen Ursachen zu sterben. Die Variation der Anzahl der emp-
finglichen Personen ist also dS = —Sgdx — Sm(x)dx, was zu der folgenden
Differentialgleichung fiihrt

T =—qS—m(x)S. 4.1)
In dieser Gleichung wird dS/dx als die Ableitung der Funktion S(x) bezeich-
net. Wihrend desselben kleinen Zeitintervalls ist die Anzahl der Menschen,
die an Pocken sterben, p Sgdx und die Anzahl der Menschen, die die Pocken
tiberleben, ist (1 — p) Sqdx. AuBerdem gibt es auch Rm(x)dx Menschen, die
an anderen Ursachen als den Pocken sterben. Dies fiihrt zu einer zweiten Dif-
ferentialgleichung:

dR
a:q(l—p)S—m(x)R. (4.2)
Addiert man die beiden Gleichungen, erhélt man
dP
o =—pgS—m(x)P. 4.3)

!Genauer gesagt, ist es die Erwartung dieser Anzahl, die kontinuierlich und nicht nur um
Einheiten von eins variieren kann.
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Aus den Gleichungen (@.1)) und (@.3) konnte Bernoulli zeigen, dass der Anteil
der Menschen, die im Alter x noch anfillig sind, betrigt
S(x) 1

Po)  (I_pertp “4)

Um die Formel (4.4) zu erhalten, eliminierte Bernoulli m(x) aus den
Gleichungen (@.1)) und @.3):

1ds S 1dP

T = S TP  h

Nach einer Umordnung ergibt sich, dass

1ds_sap_ s 78]
= CIP prq Pl

Wir bemerken, dass die linke Seite die Ableitung von f(x) = S(x)/P(x)
ist, was der Anteil der empfinglichen Personen in der Bevolkerung im
Alter x ist. Also

d
dff =—qf+pqf*. (4.5
X

Die Losung dieser Art von Gleichung war dank der Arbeit von Jakob
Bernoulli, Daniels Onkel, schon seit mehreren Jahrzehnten bekannt. Di-
vidiert man die Gleichung durch f? und setzt g(x) = 1/f(x), so sieht
man, dass dg/dx = qg — pq und dass g(0) = 1/f(0) = 1. Setzen wir
h(x) = g(x) — p, so erhalten wir dh/dx = qh. Also h(x) = h(0)e?* =
(1— p)e?*. SchlieBlich g(x) = (1 — p)e?*+ pund f(x) = 1/g(x).

Um seine Theorie anzuwenden, verwendete Bernoulli die Sterbetafel von
Halley (siche Kapitel [2). Diese Tabelle gibt die Anzahl der zu Beginn des
Jahres x (mit x = 1,2...) noch lebenden Menschen einer Kohorte von 1.238
an, die im Jahr O geboren wurden. Aber im Rahmen seines Modells brauchte
Bernoulli die Anzahl der Menschen P(x), die tatsdchlich das Alter x errei-
chen, was etwas anders ist. Da Bernoulli - wie die meisten seiner Zeitgenos-
sen - den Unterschied nicht erkannte (Halleys Artikel ist in der Tat nicht sehr
explizit), behielt er die Zahlen in Halleys Tabelle bei, auller der ersten Zahl
1.238, die er durch 1.300 ersetzte, um eine realistische Sterblichkeit im ersten
Lebensjahr zu erhalten. Diese Zahlen sind in der zweiten Spalte der Tabelle
H.T) angegeben.

Bernoulli wihlte fiir die Wahrscheinlichkeit, an den Pocken zu sterben
p=1/8=12,5%, was mit den Beobachtungen seiner Zeit iibereinstimmt.
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Tabelle 4.1: Sterbetafel von Halley und Berechnungen von Bernoulli.

Alter lebendig gesund immun Pocken  ohne Pocken
x P(x) S(x) R(x) Todesfille P*(x)
0 1.300 1.300 0 17,2 1.300
1 1.000 896 104 12,3 1.015
2 855 685 170 9,8 879
3 798 571 227 8,2 830
4 760 485 275 7,0 799
5 732 416 316 6,1 777
6 710 359 351 52 760
7 692 311 381 4,6 746
8 680 272 408 4,0 738
9 670 238 432 35 732

10 661 208 453 3,0 726
11 653 182 471 2,7 720
12 646 160 486 2,3 715
13 640 140 500 2,1 711
14 634 123 511 1.8 707
15 628 108 520 1,6 702
16 622 94 528 1.4 697
17 616 83 533 1,2 692
18 610 72 538 1,1 687
19 604 63 541 0,9 681
20 598 55 543 0,8 676
21 592 49 543 0,7 670
22 586 42 544 0,6 664
23 579 37 542 0,5 656
24 572 32 540 649
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Die jihrliche Wahrscheinlichkeit, an Pocken zu erkranken ¢, konnte nicht
direkt abgeschétzt werden. Bernoulli probierte also vermutlich mehrere Werte
fiir ¢ aus und wihlte schlielich denjenigen, bei dem die Zahl der Todesfille
durch Pocken nach allen folgenden Berechnungen etwa 1/13 der Gesamtzahl
der Todesfille betrédgt, ein Verhiltnis, das damals in mehreren europdischen
Stéddten beobachtet worden war. Es stellte sich heraus, dass die Wahl g = 1/8
pro Jahr eine gute Ubereinstimmung ergibt, wie wir nun sehen werderﬂ

Mit der Formel und den Werten von P(x) in der zweiten Spalte
der Tabelle konnen wir die Anzahl S(x) der gegen die Krankheit nicht im-
munen Gesunden im Alter x berechnen: dies ist die dritte Spalte der Tabel-
le, gerundet auf die nichste ganze Zahl. Die vierte Spalte zeigt die Anzahl
R(x) = P(x) — S(x) der Personen im Alter x, die die Pocken iiberlebt haben.
Die fiinfte Spalte zeigt in der Zeile, die dem Alter x entspricht, die Anzahl der
Todesfille aufgrund von Pocken zwischen dem Alter x und dem Alter x+ 1.
Theoretisch miisste diese Zahl das Integral p g f;‘“ S(t) dt sein, aber die For-
mel pq[S(x)+S(x+1)]/2 gibt eine gute Annéherung, wie in Abbildung[4.2]
skizziert: die Fldche des Trapezes ist nahe an der Fldche unter der Kurve, d. h.
am Integral der Funktion.

Abbildung 4.2: Die Fliche des ge-
strichelten Trapezes approximiert
das Integral der Funktion S zwi-
schen x und x+ 1.

Bernoulli bemerkte, dass die Summe aller Zahlen in der fiinften Spalte
98 Todesfille durch Pocken vor dem Alter von 24 Jahren ergibt. Wenn wir
die Tabelle fiir dltere Altersgruppen fortsetzen wiirden, wiirden wir unter den
32 Personen, die im Alter von 24 Jahren noch nicht immun sind, nur drei
weitere Todesfille durch Pocken finden. Zusammenfassend ldsst sich sagen,
dass ausgehend von 1.300 Geburten das Schicksal von 101 Menschen darin
besteht, an den Pocken zu sterben. Das ist fast genau der erwartete Bruchteil
1/13.

2Die Tatsache, dass p und ¢ gleich sind, ist nur ein Zufall.
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Bernoulli betrachtete dann die Situation, dass die Pocken jedem Men-
schen bei der Geburt eingeimpft wiirden und keine Todesfille verursachen
wiirden. Die Pocken wiren ausgerottet und die Frage ist, wie hoch der An-
stieg der Lebenserwartung wiére. Ausgehend von der gleichen Anzahl von
Geburten Py, nennen wir P*(x) die Anzahl der Menschen im Alter x, wenn
die Pocken verschwunden sind. Dann

dP*
= —m(x) P*. (4.6)
Bernoulli konnte zeigen, dass
P
Py — P “7)
l—ptpe®

wobei P(x) wie oben die Bevolkerung im Alter x ist, wenn Pocken vorhanden
sind.

Eliminiert man ndmlich wie zuvor m(x) zwischen den Gleichungen (4.6)
und (4.3), so erhilt Bernoulli nach Umordnung

1 dP P dP* S P

Er setzte h(x) = P(x)/P*(x). Mit der Formel (4.4) multiplizierte er Zih-
ler und Nenner mit e 9" und erhielt

ldh e 1*
hdx pqlprrpe*‘/x’
was dquivalent ist zu % logh= % log(1—p+pe %), wobei log hier fiir

den natiirlichen Logarithmus und nicht fiir den dezimalen Logarithmus
steht. Aber 2(0) = 1. Also h(x) = 1—p+ pe 9",

Beachten Sie, dass das Verhiltnis P(x)/P*(x) gegen 1 — p konvergiert,
wenn das Alter x hoch genug ist. Die sechste Spalte der Tabelle [.1] zeigt
P*(x). Eine Moglichkeit, P(x) und P*(x) zu vergleichen, ist die Abschiit-
zung der Lebenserwartung bei der Geburt, deren theoretischer Ausdruck bei
Pocken [,"*P(x)dx/P, ist. Ein #hnlicher Ausdruck mit P*(x) anstelle von
P(x) gilt ohne Pocken. Bernoulli verwendete die Niherungsformel [3P(0) +
P(1)+P(2) +---] /Py, die durch die Methode der Trapeze gegeben ist (Ab-
bildung [4.2)). Setzt man die Tabelle iiber 24 Jahre hinaus bis 84 Jahre fort
(siehe Tabelle , so erhilt man schlieBlich eine Lebenserwartung E mit
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Pocken gleich [$1300+ 1000+ -- - 420] /1300 ~ 26,57 Jahre, d. h. 26 Jahre
und 7 Monate. Ohne Pocken ermittelte er eine Lebenserwartung E* gleich
[% 1300+ 1015+ ---+ 23} /1300 ~ 29,65 Jahre, d. h. 29 Jahre und 8 Monate.
Eine Impfung bei der Geburt wiirde die Lebenserwartung um mehr als drei
Jahre erhohen.

Wir konnen feststellen, dass es eine einfachere und schnellere Metho-
de als die von Bernoulli verwendete gibt, um diese Formeln zu erhal-
ten. Ausgehend von der Differentialgleichung fiir S(x), sehen wir
zunichst, dass S(x) = Pye 9" exp (— J5 m(y)dy). Wenn wir diesen Aus-
druck in Gleichung fiir R(x) einsetzen, finden wir, dass R(x) =
Py(1—p)(1—e 9)exp(— [y m(y)dy). Gleichung fiir P*(x) zeigt,
dass

P*(x) = Py exp (— /Oxm(y) dy) ) 4.8)

Die Formeln (4.4) und (4.7) folgen unmittelbar!

Natiirlich ist die Impfung mit einem weniger virulenten Pockenstamm
nicht véllig sicher. Wenn p’ die Wahrscheinlichkeit ist, direkt nach der Imp-
fung an den Pocken zu sterben (p’ < p), dann wire die Lebenserwartung
(1—p') E*, wenn jeder bei der Geburt geimpft wiirde. Diese Lebenserwartung
bleibt hoher als die ,,natiirliche Lebenserwartung E, wenn p’ < 1 — E JE*
oder etwa 11 %. Daten iiber p’ waren damals nur schwer zu erhalten. Aber
Bernoulli schitzte, dass das Risiko p’ kleiner als 1% war. Fiir ihn gab es
keinen Zweifel: Die Impfung musste vom Staat gefordert werden. Er schloss
daraus:

,Ich wiinsche mir einfach, dass in einer Angelegenheit, die das
Wohlergehen der menschlichen Rasse so sehr betrifft, keine Ent-
scheidung getroffen wird, ohne das ganze Wissen, das ein wenig
Analyse und Berechnung liefern kann.*

Bernoullis Arbeit wurde im April 1760 in der Akademie der Wissenschaf-
ten in Paris vorgestellt. Im November prisentierte d’ Alembert einen Kom-
mentar mit dem Titel Uber die Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie
auf die Pockenimpfung. Der Kommentar wurde kurz darauf im zweiten Band
seiner Opuscules mathématiques mit detaillierteren Berechnungen und zu-
sammen mit einem weiteren Werk mit dem Titel Mathematische Theorie der
Inokulation veroffentlicht. D’ Alembert kritisierte Bernoullis Annahmen, dass
die Wahrscheinlichkeit einer Infektion und die Wahrscheinlichkeit, an Pocken
zu sterben, unabhingig vom Alter sind. Er schlug eine andere Losung vor,
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die diese Annahmen nicht erfordert. Nennen Sie v(x) die Sterblichkeit durch
Pocken im Alter x, m(x) die Sterblichkeit durch andere Ursachen und P(x)
die Anzahl der Menschen, die noch leben. Dann

drP

= —v(x)P—m(x)P. 4.9)

Vergleicht man mit Gleichung (4.3)), so sieht man, dass tatséichlich v(x) =
pqS(x)/P(x). Hier erhalten wir

P*(x) = P(x) exp ( /0 ) dy) , (4.10)

wobei P*(x) fiir die Anzahl der Menschen steht, die im Alter x noch leben,
wenn die Pocken verschwunden sind.

Abbildung 4.3: D’ Alembert
(1717-1783)

Tatséchlich konnen wir entweder die Funktion m(x) zwischen den Glei-
chungen und (4.9) einsetzen oder die Formel fiir P*(x) ver-
wenden und feststellen, dass die Losung von durch P(x) = Py x

exp(— Jo [v(y) +m(y)]dy) gegeben ist.

Die von d’ Alembert angegebene Formel (#.10) widerspricht nicht der For-
mel von Bernoulli (7). Sie verwendet nur eine andere Art von Information
v(x), die damals nicht zur Verfiigung stand, weil die Sterberegister zwar die
Todesursache, nicht aber das Alter des Opfers enthielten. D’ Alembert schlug
vor, dass man nicht wirklich schlussfolgern kdnne, ob eine Impfung niitzlich
sei, bevor diese Art von Daten verfiigbar sei.

D’ Alembert kritisierte auch die Niitzlichkeit der Lebenserwartung als Ent-
scheidungskriterium, da sie allen Jahren das gleiche Gewicht gibt, egal ob sie



Kapitel 4. Daniel Bernoulli, d’ Alembert und die Pockenimpfung (1760) 31

in naher oder ferner Zukunft liegen. Er bemerkte, dass aus der Sicht des In-
dividuums oder des Staates nicht alle Jahre die gleiche “Niitzlichkeit” haben,
wobei junge und alte Jahre weniger wertvoll sind als mittlere. Trotz all die-
ser Kritikpunkte sprach sich d’ Alembert fiir die Impfung aus. Aufgrund von
Publikationsverzogerungen wurde Bernoullis Arbeit erst 1766 verdffentlicht,
wihrend es d’ Alembert gelang, seine eigene Arbeit sehr schnell zu veroffent-
lichen. Bernoulli driickte seine Verbitterung in einem Brief an Euler aus:

,»Was sagen Sie zu den ungeheuren Platitiiden des groen d’ Alem-
bert iiber Wahrscheinlichkeiten: da ich mich in seinen Veroffent-
lichungen zu oft ungerecht behandelt finde, habe ich schon vor
einiger Zeit beschlossen, nichts mehr zu lesen, was aus seiner
Feder stammt. Ich habe diesen Entschluss anldsslich eines Ma-
nuskripts iiber das Impfen gefasst, das ich vor acht Jahren an die
Akademie in Paris geschickt habe und das wegen der Neuartig-
keit der Analyse sehr geschitzt wurde. Es war, so wage ich zu
sagen, wie die Eingliederung einer neuen Provinz in den Korper
der Mathematik. Es scheint, dass der Erfolg dieser neuen Ana-
lyse ihm Schmerzen des Herzens verursacht. Er hat sie auf tau-
send Arten kritisiert, die alle gleichermafen licherlich sind, und
nachdem er sie gut kritisiert hat, gibt er vor, der erste Autor einer
Theorie zu sein, die er nicht nur erwéhnt gehort hat. Er wus-
ste aber, dass mein Manuskript erst nach etwa sieben oder acht
Jahren erscheinen konnte. Er konnte nur in seiner Eigenschaft
als Mitglied der Akademie davon Kenntnis haben. Insofern hit-
te mein Manuskript heilig bleiben miissen, bis es offentlich ge-
macht wurde. Dolus an virtus quis in hoste requirat.‘

Trotz der Arbeiten von Bernoulli und d’Alembert wurde die Impfung in
Frankreich nicht im groflen Stil durchgefiihrt. Konig Ludwig XV. starb 1774
an den Pocken. Die Mediziner des Hofes impften kurz darauf den Rest der ko-
niglichen Familie. Das Problem verlor an Bedeutung, als Edward Jenner ent-
deckte, dass die Impfung von Menschen mit Kuhpocken vor Pocken schiitzte
und sicher war. Sein Werk Eine Untersuchung iiber die Ursachen und Wirkun-
gen der Variolen-Vaccina wurde 1798 veroffentlicht. Die Impfung verbreitete
sich schnell in ganz Europa. Dennoch werden die entwickelten Methoden zur
Berechnung des Anstiegs der Lebenserwartung bei Wegfall einer Todesursa-
che noch heute verwendet.

In den folgenden Jahrzehnten wurden Daten iiber das Alter, in dem Men-
schen an den Pocken starben, verfiigbar. Das Problem wurde vor allem von

3_Ob List, ob Mut - wer fragt danach bei dem Feinde!* Vergil: Aeneis, Buch II.
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den folgenden Wissenschaftlern bearbeitet:

¢ Johann Heinrich Lambert, einem Mathematiker der Berliner Akade-
mie, im Jahr 1772;

« Emmanuel-Etienne Duvillard, damals verantwortlich fiir die Bevolke-
rungsstatistik im Pariser Innenministerium, in seiner Analyse und Ta-
bellen des Einflusses der Pocken auf die Sterblichkeit in jedem Alter
(1806);

* Pierre-Simon Laplace in seiner Analytischen Theorie der Wahrschein-
lichkeitsrechnung (1812).

Duvillard und Laplace zeigten zum Beispiel, wie man die Formel mo-
difizieren kann, wenn die Parameter p und g vom Alter abhiingen: P*(x) =
P(x)/ [1— [ p(y)q(y) exp (— J§ q(z) dz) dy]. Dabei ist p(x) die Wahrschein-
lichkeit, an den Pocken zu sterben, wenn man im Alter x infiziert ist, und g(x)
ist die Wahrscheinlichkeit, im Alter x mit den Pocken infiziert zu sein.

Nach dieser Arbeit iiber die Pocken hat Daniel Bernoulli kein anderes
Problem der Bevolkerungsdynamik mehr betrachtet. Er starb 1782 in Basel.
D’ Alembert starb ein Jahr spéter in Paris.
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Kapitel 5

Malthus und die Hindernisse fiir geometrisches Wachs-
tum (1798)

Im Jahr 1798 verdffentlichte Malthus Eine Abhandlung iiber das Bevol-
kerungsgesetz, in dem er argumentierte, dass die Versorgung mit Nah-
rungsmitteln der natiirlichen Tendenz der menschlichen Bevolkerung,
exponentiell zu wachsen, nicht iiber einen lidngeren Zeitraum folgen
konnte. Wenn die Bevolkerung relativ konstant blieb, lag das daran,
dass ein grofer Teil der Menschheit an Nahrungsmangel litt. Malthus
sah das ,,Prinzip der Bevolkerung* als ein Argument gegen die Schrif-
ten von Godwin und Condorcet, die den Fortschritt der menschlichen
Gesellschaften betonten. Der Aufsatz von Malthus beeinflusste die Evo-
lutionstheorie von Darwin und Wallace und wurde von Marx kritisiert,
aber mit der chinesischen Ein-Kind-Politik in die Praxis umgesetzt.

Thomas Robert Malthus wurde 1766 in der Nédhe von London als sech-
stes von sieben Kindern geboren. Sein Vater, ein Freund und Bewunderer von
Jean-Jacques Rousseau, war sein erster Lehrer. Im Jahr 1784 begann der jun-
ge Malthus ein Mathematikstudium an der Universitit Cambridge. Er erhielt
1791 sein Diplom, wurde 1793 Mitglied des Jesus College und 1797 anglika-
nischer Priester.

Abbildung 5.1: Malthus (1766—
1834)

Im Jahr 1798 veroffentlichte Malthus anonym ein Buch mit dem Titel Ei-
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ne Abhandlung iiber das Bevolkerungsgesetz, wie es sich auf die zukiinftige
Verbesserung der Gesellschaft auswirkt, mit Bemerkungen zu den Spekulatio-
nen von Herrn Godwin, Herrn Condorcet und anderen Schriftstellern. Es ent-
stand als Reaktion auf Godwins Anfrage zur politischen Gerechtigkeit (1793)
und Condorcets Entwurf einer historischen Darstellung der Fortschritte des
menschlichen Geistes (1794). Trotz der Schrecken, die die Franzosische Re-
volution im Namen des Fortschritts anrichtete, behaupteten die beiden Au-
toren, dass der Fortschritt der Gesellschaft unvermeidlich sei. Malthus teilte
nicht den gleichen Optimismus. Er argumentierte auch, dass die englischen
Armengesetze, die armen und kinderreichen Familien halfen, das Wachstum
der Bevolkerung begiinstigten, ohne ein dhnliches Wachstum in der Produkti-
on von Nahrungsmitteln zu fordern. Es schien ihm, dass diese Gesetze die Ar-
men nicht wirklich entlasteten; ganz im Gegenteil. Ganz allgemein schien ein
Teil der Gesellschaft, da die Bevolkerung tendenziell immer schneller wuchs
als die Produktion von Nahrungsmitteln, zu Elend, Hunger oder Epidemi-
en verurteilt zu sein: das sind die Geifleln, die das Bevolkerungswachstum
bremsen und die nach der Meinung von Malthus die Haupthindernisse fiir
den Fortschritt der Gesellschaft sind. Alle Theorien, die Fortschritt verspre-
chen, wiren einfach nur utopisch. Diese Ideen veranlassten Malthus 1798 zur
Veroffentlichung seines Buches. Hier ist, wie er seine These zusammenfasste:

[...] ,.die Macht der Bevolkerung ist unendlich grofler als die
Macht in der Erde, um den Lebensunterhalt fiir den Menschen
zu produzieren. Die Bevolkerung, wenn unkontrolliert, steigt in
einem geometrischen Verhiltnis. Subsistenz steigt nur in einem
arithmetischen Verhiltnis. Eine kleine Bekanntschaft mit Zah-
len wird die Unermesslichkeit der ersten Kraft im Vergleich zur
zweiten verdeutlichen. Nach dem Gesetz unserer Natur, das die
Nahrung fiir das Leben des Menschen notwendig macht, miissen
die Wirkungen dieser beiden ungleichen Krifte gleich gehalten
werden. Dies impliziert eine starke und stiindig arbeitende Kon-
trolle auf die Bevolkerung von der Schwierigkeit der Subsistenz.
Diese Schwierigkeit muss irgendwo fallen; und muss notwendi-
gerweise stark von einem groflen Teil der Menschheit zu spiiren
sein.*

Das Buch von Malthus war sehr erfolgreich. Es enthielt nur wenige Daten.
Malthus bemerkte zum Beispiel, dass sich die Bevolkerung der USA im 18.
Jahrhundert alle fiinfundzwanzig Jahre verdoppelt hatte. Er versuchte nicht
wirklich, seine Thesen in mathematische Modelle umzusetzen, ebnete aber
den Weg fiir spitere Arbeiten von Adolphe Quetelet und Pierre-Frangois Ver-
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hulst, die Gegenstand des nichsten Kapitels sein werden.

Nach der Verdffentlichung seines Buches reiste Malthus mit Freunden
zunidchst nach Deutschland, Skandinavien und Russland, dann nach Frank-
reich und in die Schweiz. Indem er die auf seinen Reisen gesammelten In-
formationen zusammenstellte, veroffentlichte er 1803 unter seinem Namen
eine sehr stark erweiterte zweite Auflage, die einen anderen Untertitel trug:
Eine Abhandlung iiber das Bevolkerungsgesetz oder eine Untersuchung sei-
ner Bedeutung fiir die menschliche Wohlfahrt in Vergangenheit und Zukunft,
nebst einer Priifung unserer Aussichten auf eine kiinftige Beseitigung oder
Linderung der Ubel, die es verursacht. In dieser Neuauflage wurden die Hin-
dernisse fiir das Bevolkerungswachstum in verschiedenen Léndern detailliert
erortert: verzogerte Heirat, Abtreibung, Kindermord, Hungersnot, Krieg, Epi-
demien, wirtschaftliche Faktoren. ... Fiir Malthus war die verzogerte Heirat
die beste Option, um die Bevolkerung zu stabilisieren. Es folgten vier weite-
re Auflagen des Buches in den Jahren 1806, 1807, 1817 und 1826. Im Jahr
1805 wurde Malthus Professor fiir Geschichte und politische Okonomie an
einer neuen Schule, die von der Westindischen Kompanie fiir ihre Angestell-
ten eingerichtet wurde. Er veroffentlichte auch Eine Untersuchung iiber die
Natur und den Fortschritt der Miete (1815) und Grundsdtze der politischen
Okonomie (1820). Im Jahr 1819 wurde Malthus in die Royal Society gewiihlt.
Im Jahr 1834 war er eines der Griindungsmitglieder der Statistischen Gesell-
schaft. Er starb noch im selben Jahr in der Néhe von Bath.

Die Arbeit von Malthus hatte einen starken Einfluss auf die Entwicklung
der Evolutionstheorie. Charles Darwin, zuriick von seiner Reise an Bord der
Beagle, las 1838 das Buch von Malthus iiber die Bevolkerung. Hier ist, was er
in der Einleitung zu seinem beriihmten Buch Uber die Entstehung der Arten
schrieb, das 1859 verdffentlicht wurde:

,.Im nichsten Abschnitte soll der Kampf um’s Daseyn unter den
organischen Wesen der ganzen Welt abgehandelt werden, wel-

cher unvermeidlich aus ihrem hoch geometrischen Zunahme-Vermogen
hervorgeht. Es ist Diess die Lehre von Malthus auf das ganze
Thier- und Pflanzen-Reich angewendet.

Alfred Russel Wallace, der zur gleichen Zeit wie Darwin die Evolutionstheo-
rie entwickelte, sagte ebenfalls, dass seine Ideen nach der Lektiire des Buches
von Malthus entstanden.

Im Gegensatz dazu steht die Sichtweise von Karl Marx zum Erfolg des
Buches von Malthus, wie in einer Fulnote seines Kapitals zu lesen ist:

»Sollte der Leser an Malthus erinnern, dessen , Essay on Popula-



36

tion‘ 1798 erschien, so erinnere ich, daf} diese Schrift in ihrer er-

sten Form nichts als ein schiilerhaft oberflichliches und pfiffisch

verdeklamiertes Plagiat aus Defoe, Sir James Steuart, Townsend,

Franklin, Wallace usw. ist und nicht einen einzigen selbstgedach-

ten Satz enthilt. Das grofle Aufsehn, das dies Pamphlet erregte,

entsprang lediglich Parteiinteressen. Die Franzosische Revoluti-

on hatte im britischen Konigreich leidenschaftliche Verteidiger

gefunden; das ,Populationsprinzip®, langsam im 18. Jahrhundert

herausgearbeitet, dann mitten in einer gro3en sozialen Krisis mit

Pauken und Trompeten verkiindet als das unfehlbare Gegengift

gegen die Lehren von Condorcet u.a., wurde jubelnd begriifit

von der englischen Oligarchie als der gro3e Austilger aller Ge-

liiste nach menschlicher Fortentwicklung. Malthus, iiber seinen

Erfolg hocherstaunt, gab sich dann daran, oberflichlich kompi-

liertes Material in das alte Schema zu stopfen und neues, aber

nicht von Malthus entdecktes, sondern nur annexiertes, zuzufii-

gen.*
Sicherlich waren die Thesen von Malthus nicht vollig neu. Zum Beispiel wird
ihm oft die Idee zugeschrieben, dass die Bevolkerung dazu neigt, geometrisch
zu wachsen, obwohl wir in Kapitel [3] gesehen haben, dass diese Idee bereits
ein halbes Jahrhundert zuvor Euler bekannt Walﬂ Malthus gab ihr jedoch Pu-
blizitit, indem er sie in polemischer Weise mit realen Problemen der Gesetz-
gebung verkniipfte. Ironischerweise war es im kommunistischen China, wo
Malthus’ Vorschlag, die Geburten zu begrenzen, seine auffilligste Anwen-
dung finden sollte (siche Kapitel 25).
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1R. A. Fisher (siehe Kapitel E]und@]) nannte die Wachstumsrate von Populationen ,,Malthusia-
nischer Parameter*. Malthus hat die Abhandlung von Siifmilch in seinem eigenen Buch erwéhnt.
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Kapitel 6

Verhulst und die logistische Gleichung (1838)

Im Jahr 1838 fiihrte der belgische Mathematiker Verhulst die logistische
Gleichung ein, die eine Art Verallgemeinerung der Gleichung fiir expo-
nentielles Wachstum ist, jedoch mit einem Maximalwert fiir die Bevol-
kerung. Er verwendete Daten aus mehreren Landern, insbesondere aus
Belgien, um die unbekannten Parameter zu schitzen. Die Arbeit von
Verhulst wurde erst in den 1920er Jahren wiederentdeckt.

Pierre-Frangois Verhulst wurde 1804 in Briissel geboren. Er erwarb 1825
einen Doktortitel in Mathematik an der Universitidt Gent. Er war auch an Po-
litik interessiert. Wahrend er in Italien war, um seine Tuberkulose einzuddm-
men, pliddierte er erfolglos fiir eine Verfassung fiir den Kirchenstaat. Nach
der Revolution von 1830 und der Unabhiingigkeit Belgiens veroffentlichte er
einen historischen Aufsatz iiber einen Patrioten des 18. Jahrhunderts. 1835
wurde er Professor fiir Mathematik an der neu gegriindeten Freien Universi-
tat in Briissel.

Abbildung 6.1: Verhulst
(1804-1849).

Im selben Jahr 1835 veroffentlichte sein Landsmann Adolphe Quetelet,
ein Statistiker und Direktor des Observatoriums in Briissel, Eine Abhand-
lung iiber den Menschen und die Entwicklung seiner Fdhigkeiten. Quetelet
schlug vor, dass die Bevolkerung nicht iiber einen langen Zeitraum geome-
trisch wachsen konne, weil die von Malthus erwdhnten Hindernisse eine Art
,,Widerstand* bildeten, von dem er (in Analogie zur Mechanik) annahm, er sei
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proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit des Bevolkerungswachstums.
Diese Analogie hatte keine reale Grundlage, aber sie inspirierte Verhulst.

In der Tat veroffentlichte Verhulst 1838 eine Notiz iiber das Gesetz des
Bevolkerungswachstums. Hier sind einige Ausziige:

»Wir wissen, dass der beriihmte Malthus das Prinzip aufzeig-
te, dass die menschliche Bevolkerung dazu neigt, in einer geo-
metrischen Progression zu wachsen, so dass sie sich nach einer
bestimmten Zeit verdoppelt, zum Beispiel alle fiinfundzwanzig
Jahre. Dieser Satz ist unbestritten, wenn man von der zunehmen-
den Schwierigkeit, Nahrung zu finden, abstrahiert [...] Das virtu-
elle Wachstum der Bevolkerung ist also durch die Grée und die
Fruchtbarkeit des Landes begrenzt. Infolgedessen nihert sich die
Bevolkerung immer mehr einem stationédren Zustand.*

Verhulst erkannte vermutlich, dass Quetelets mechanische Analogie nicht
sinnvoll war und schlug stattdessen die folgende (immer noch etwas will-
kiirliche) Differentialgleichung fiir die Population P(¢) zum Zeitpunkt ¢ vor:

dP P

Wenn die Population P(¢) klein ist im Vergleich zum Parameter K, erhalten
wir die Niherungsgleichung dP/dt ~ r P, deren Losung P(t) ~ P(0)e"" ist,
d. h. exponentielles Wachstunﬂ Die Wachstumsrate nimmt ab, je niher P(r)
an K herankommt. Sie wiirde sogar negativ werden, wenn P(¢) K iiberschrei-
ten konnte. Um den genauen Ausdruck der Losung von Gleichung (6.1) zu
erhalten, konnen wir wie Daniel Bernoulli fiir Gleichung vorgehen.

Dividiert man Gleichung durch P? und setzt man p = 1/P, erhilt
man dp/dt = —rp+r/K. Mit g = p — 1 /K erhalten wir dg/dt = —rq
und ¢(1) = ¢(0)e™"" = (1/P(0) — 1/K)e~"". Wir konnen also p(¢) und
P(t) herleiten.

SchlieBlich erhalten wir nach Umordnung

B P(0)e"
PO =10y e =1k -

6.2)

Die Gesamtpopulation steigt progressiv von P(0) zum Zeitpunkt # = O bis
zum Grenzwert K, der erst bei 1 — oo erreicht wird (Abbildung [6.2). Ohne

!Ublicherweise spricht man bei zeitdiskreten Modellen von geometrischem Wachstum und
bei zeitkontinuierlichen Modellen von exponentiellem Wachstum, aber es ist im Wesentlichen
das Gleiche.
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Abbildung 6.2: Die Bevolke-
rung von Belgien (in Millio- 3
nen) und die logistische Kur-
ve. Die Datenpunkte entspre-
chen den Jahren 1815, 1830

und 1845. Die Parameterwerte ‘o0 170 1800 180 1900 1950 2000
sind die des Artikels von 1845.
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die Werte anzugeben, die er fiir die unbekannten Parameter » und K verwen-
dete, verglich Verhulst sein Ergebnis mit Daten iiber die Bevolkerung Frank-
reichs zwischen 1817 und 1831, Belgiens zwischen 1815 und 1833, der Graf-
schaft Essex in England zwischen 1811 und 1831 und Russlands zwischen
1796 und 1827. Die Passung erwies sich als ziemlich gut.

Im Jahr 1840 wurde Verhulst Professor an der Koniglichen Militdrschu-
le in Briissel. Im folgenden Jahr veroffentlichte er eine Elementare Abhand-
lung iiber elliptische Funktionen und wurde in die Konigliche Akademie von
Belgien gewihlt. 1845 setzte er seine Bevolkerungsstudien mit seinem Arti-
kel Mathematische Untersuchungen iiber das Gesetz des Bevolkerungswachs-
tums fort. Er griff zunéchst auf die Bemerkung von Malthus zuriick, wonach
sich die Bevolkerung der USA alle 25 Jahre verdoppelt habe (Tabelle[6.T).

Tabelle 6.1: Offizielle Zéhlungen Jahr

Bevolkerung  Jahr  Bevolkerung
der Bevolkerung der USA.

1790 3.929.827 1820 9.638.131
1800 5.305.925 1830 12.866.020
1810 7.239.814 1840 17.062.566

Wenn wir das Verhiltnis zwischen der Bevolkerung im Jahr n+ 10 und der
im Jahr n berechnen, finden wir jeweils 1,350, 1,364, 1,331, 1,335 und 1,326,
was ziemlich konstant ist. Die Bevolkerung hat sich also im Durchschnitt alle
10 Jahre um 1,34 und alle 25 Jahre um 1,3425/10 ~ 2,08 vergroBert. So hatte
sie sich seit dem Aufsatz von Malthus, fast ein halbes Jahrhundert zuvor,
weiterhin alle 25 Jahre verdoppelt. Allerdings fiigte Verhulst hinzu:

»Wir werden nicht auf der Hypothese der geometrischen Pro-
gression beharren, da sie nur unter ganz besonderen Umsténden
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gelten kann; zum Beispiel, wenn ein fruchtbares Territorium von
fast unbegrenzter Grofe zufillig von Menschen mit einer fort-
geschrittenen Zivilisation bewohnt wird, wie es bei den ersten
amerikanischen Kolonien der Fall war.*

In seinem Artikel kam Verhulst auch auf die Gleichung @ zuriick, die er
,»logistisch” nannte. Er stellte fest, dass die Kurve P(¢) mit positiver Kriim-
mung ansteigt (sie ist konvex), solange P(z) < K/2 und dann weiter in Rich-
tung K ansteigt, aber mit negativer Kriimmung (sie ist konkav), sobald P(¢) >
K /2. Die Kurve hat die Form eines verzerrten Buchstaben S (Abbildung .

Tatséchlich ist d>P/dt* = r (1 —2P/K)dP/dt. Also d*P/dt* > 0, wenn
P < K/2und d*P/dt* <0, wenn P > K /2.

Verhulst erklirte auch, wie die Parameter r und K aus der Population P(r)
in drei verschiedenen, aber gleichméBig verteilten Jahren geschitzt werden
konnen. Ist Py die Population zum Zeitpunkt ¢t = 0, P; diejenige zum Zeit-
punkt t =T und P, diejenige zum Zeitpunkt r =27, dann zeigt eine mithsame
Berechnung ausgehend von Gleichung (6.2), dass

PoPi+P P-2RP 1
K=nr 01+212 0f2 r:—log[
P —PRP T

1/Py—1/K
1/P1—1/1<}'

Unter Verwendung der Schitzungen fiir die Bevolkerung Belgiens in den Jah-
ren 1815, 1830 und 1845 (jeweils 3,627, 4,247 und 4,801 Millionen), erhielt
er K = 6,584 Millionen und r = 2,62% pro Jahr. Mit der Gleichung (6.2)
konnte er dann vorhersagen, dass die Bevolkerung Belgiens zu Beginn des
Jahres 1851 4,998 Millionen und zu Beginn des Jahres 1900 6,064 Millio-
nen betragen wiirde (Abbildung[6.2). Verhulst fiihrte eine dhnliche Studie fiir
Frankreich durch. Er erhielt K = 39,685 Millionen und r = 3,2 % pro Jahr. Da
die Bevolkerungen Belgiens und Frankreichs diese Werte von K inzwischen
weit liberschritten haben, sehen wir, dass die logistische Gleichung nur fiir
Zeitriume von einigen Jahrzehnten, wie in Verhulsts Artikel von 1838, ein
realistisches Modell sein kann, nicht aber fiir lingere Zeitrdume.

Im Jahr 1847 erschien eine Zweite Untersuchung iiber das Gesetz des Be-
volkerungswachstums, in der Verhulst die logistische Gleichung aufgab und
stattdessen die folgende Differentialgleichung wihlte : dP/dt = r (1 — P/K).
Er dachte, dass diese Gleichung gilt, wenn die Population P(¢) iiber einem be-
stimmten Schwellenwert liegt. Die Losung lautet P(r) = K+ (P(0) —K) e /K.
Unter Verwendung der gleichen demografischen Daten fiir Belgien schitzte
Verhulst die Parameter » und K erneut. Diesmal fand er K = 9,4 Millionen fiir
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die maximale Bevolkerung. Wir sehen, wie sehr das Ergebnis von der Wahl
des Modells abhéngen kann!

Verhulst wurde 1848 Président der Koniglichen Akademie von Belgi-
en, starb aber im folgenden Jahr in Briissel, wahrscheinlich an Tuberkulose.
Trotz Verhulsts Zogern zwischen den Modellgleichungen wurde die logisti-
sche Gleichung mehrere Jahrzehnte spiter unabhéngig voneinander von ver-
schiedenen Personen wieder eingefiihrt. Robertson verwendete sie 1908 zur
Modellierung des individuellen Wachstums von Tieren, Pflanzen, Menschen
und Korperorganen. McKendrick und Kesava Pai verwendeten sie 1911 fiir
das Wachstum von Populationen von Mikroorganismen. Pearl und Reed ver-
wendeten sie 1920 fiir das Wachstum der Bevolkerung der USA, das sich zu
verlangsamen begann. Im Jahr 1922 wurde Pearl schlielich auf die Arbeit
von Verhulst aufmerksam. Von da an inspirierte die logistische Gleichung
viele Arbeiten (siche Kapitel [13] [20] und [24). Die maximale Population K
wurde schlieBlich als ,, Tragfdhigkeit” bekannt.
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Kapitel 7

Bienaymé, Cournot und das Aussterben von Fami-
liennamen (1845-1847)

Im Jahr 1845 verstand der franzosische Statistiker Bienaymé, wie man
die Aussterbewahrscheinlichkeit eines Familiennamen berechnen kann,
wenn jeder Mann eine Anzahl von S6hnen hat, die einer bestimmten
Wabhrscheinlichkeitsverteilung folgt. Wenn die durchschnittliche Anzahl
der Sohne kleiner oder gleich eins ist, wird der Familienname ausster-
ben. Ist der Durchschnitt groBer als eins, so ist die Aussterbewahrschein-
lichkeit strikt kleiner als eins. Der Beweis fiir sein Ergebnis wurde zwei
Jahre spiter in einem Buch seines Freundes Cournot veréffentlicht. Die-
se Arbeiten wurden erst vor kurzem wiederentdeckt.

Irenée Jules Bienaymé wurde 1796 in Paris geboren. Er studierte an der
Ecole Polytechnique und machte eine Karriere im Finanzministerium, wo
er den hohen Rang eines Generalinspektors erreichte. Beeinflusst durch das
Buch Analytische Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Laplace, fand
Bienaymé auch Zeit, Artikel iiber viele Anwendungen der Wahrscheinlich-
keitstheorie zu verdffentlichen, wie z.B. demografische und medizinische
Statistiken (Kindersterblichkeit, Anzahl der Geburten, Lebenserwartung), Wahr-
scheinlichkeit von Fehlern in der Justiz, Versicherungstheorie und Reprisen-
tativitit von Wahlsystemen.

Im Jahr 1845 schrieb Bienaymé eine kurze Notiz Uber das Gesetz der
Vermehrung und die Dauer der Familien, die im Bulletin der Société Philo-
matique in Paris veroffentlicht wurde. Eine Reihe von Autoren hatte bereits
iiber dieses Thema geschrieben. In der zweiten Auflage von seiner Abhand-
lung iiber das Bevilkerungsgesetz (1803) nahm Malthus ein Kapitel iiber die
Bevolkerung der Schweiz auf und stellte fest:

,in der Stadt Bern hatte der landesherrliche Rat vom Jahr 1583
bis 1654 487 Familien in das Biirgertum aufgenommen, von de-
nen 379 im Laufe von zwei Jahrhunderten ausstarben und 1783
nur noch 108 iibrig waren.*

Thomas Doubleday behauptete 1842 ganz allgemein, dass Familien der Ober-
schicht, die aus dem Adel oder dem Biirgertum stammten, eine gro3ere Ten-
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Abbildung 7.1:  Bienaymé
(1796-1878)

denz zum Verschwinden hitten als Familien der Unterschicht. Ahnliche Ide-
en wurden in Frankreich von Emile Littré 1844 in einem Einfiihrungstext
zur positivistischen Philosophie von Auguste Comte und von Benoiston de
Chateauneuf — einem Freund von Bienaymé —, der 1845 einen Aufsatz Uber
die Dauer von Adelsfamilien in Frankreich veroffentlichte, vorgebracht.

In diesem Zusammenhang versuchte Bienaymé zu erklidren, wie es sein
kann, dass die Bevolkerung eines Landes dazu neigt, geometrisch zu wach-
sen, wihrend eine grole Anzahl von Familien verschwindet. Um dieses Pro-
blem anzugehen, betrachtete er den vereinfachten Fall, dass alle Ménner die
gleichen Wahrscheinlichkeiten hitten, 0, 1, 2, 3,... S6hne zu haben, die das Er-
wachsenenalter erreichen. Genauer gesagt fragte er sich, wie grofl die Wahr-
scheinlichkeit ist, dass ein Mann nach n Generationen Nachkommen hat, die
seinen Namen tragen. Wenn die mittlere Anzahl der So6hne kleiner als eins
ist, ist es klar, dass diese Wahrscheinlichkeit gegen Null konvergieren soll-
te, wenn n — +oo. Bienaymé bemerkte, dass dieselbe Schlussfolgerung auch
dann zutreffen wiirde, wenn die mittlere Anzahl der Sohne genau eins wi-
reﬂ z.B. wenn es eine Wahrscheinlichkeit 1/2 gibt, keinen Sohn zu haben
und eine Wahrscheinlichkeit 1/2, zwei S6hne zu haben. Aber in diesem Fall
konvergiert die Wahrscheinlichkeit, in der Generation n Nachkommen zu ha-
ben, langsamer gegen Null: Im Beispiel wiirde sie nach 35 Generationen, also
nach elf oder zwdlf Jahrhunderten, wenn es drei Generationen pro Jahrhun-
dert gibt, immer noch 5 % betragelﬂ Bienaymé bemerkte schliellich, dass,

1Es sei denn, jeder Mann hat genau einen Sohn.
2Wie wir weiter unten sehen werden, ist diese Wahrscheinlichkeit gleich 1 — x35 mit x, | =
%—1— %xﬁ und xp = 0.
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wenn die mittlere Anzahl der S6hne groBer als eins ist, das Aussterben der Fa-
milienlinie nicht sicher ist: seine Wahrscheinlichkeit kann durch Losen einer
algebraischen Gleichung berechnet werden.

Der Artikel von Bienaymé enthielt keine weiteren Erkldarungen. 1847 nahm
sein Freund Antoine-Augustin Cournot, ein Mathematiker und Okonom, eini-
ge Details in ein Buch mit dem Titel Uber den Ursprung und die Grenzen der
Korrespondenz zwischen Algebra und Geometrie auf. Er stellte das Problem
in Form eines Gliicksspiels dar, rdaumte aber ein, dass es mit der Untersuchung
von Bienaymé iiber das Aussterben von Familiennamen identisch sei. Wenn
wir die Interpretation in Bezug auf Familiennamen beibehalten, betrachte-
te Cournot zunéchst den Spezialfall, in dem Minner hochstens zwei Sohne
haben, wobei pg, p; und p, jeweils die Wahrscheinlichkeit darstellen, O, 1
oder 2 S6hne zu haben. Natiirlich ist pg + p1 + p2 = 1. Ausgehend von einem
Vorfahren ist die Wahrscheinlichkeit des Aussterbens nach nur einer Genera-
tion, nennen wir sie x, offensichtlich gleich py. Die Wahrscheinlichkeit des
Aussterbens innerhalb von zwei Generationen ist x; = pg + p1x1 + p2 x%: ent-
weder war die Familie bereits in der ersten Generation ausgestorben (Wahr-
scheinlichkeit pg), oder es gab nur einen Sohn in der ersten Generation, der
keine ménnlichen Nachkommen hatte (Wahrscheinlichkeit p; x1), oder es gab
zwei Sohne in der ersten Generation und jeder von ihnen hatte keine méinnli-
chen Nachkommen (Wahrscheinlichkeit p; x%). Allgemeiner ausgedriickt, ist
die Wahrscheinlichkeit des Aussterbens innerhalb von n Generationen

Xp = po+ P1Xn—1+ P2 (xn—1)2~

Wenn es also z.B. in der ersten Generation zwei S6hne gibt (Wahrschein-
lichkeit py), stirbt die Familie n — 1 Generationen spéter (d. h. in Generation
n) mit einer Wahrscheinlichkeit gleich (x,_1)? aus. Cournot bemerkte, dass
X, eine steigende Folge mit x, < 1 fiir alle n ist. Also hat x, einen Grenz-
wert x., < 1, der eine Losung der Gleichung x = po + p1 x + prx? ist. Mit
p1 =1 — po— py ist diese Gleichung dquivalent zu 0 = py(x— 1)(x— po/p2).
Es gibt also zwei Wurzeln: x = 1 und x = po/p». Je nach der mittleren An-
zahl der Sohne p; + 2p», die ebenfalls gleich 1 — pg + p; ist und die wir %
nennen wollen, lassen sich drei Fille unterscheiden. Wenn % < 1, dann ist
po/p2 > 1. Also ist x = 1 der einzig mogliche Wert fiir den Grenzwert Xe.
Mit Sicherheit wird der Familienname aussterben. Wenn % = 1 ist, sind bei-
de Wurzeln gleich 1 und die Schlussfolgerung ist die gleiche. Wenn % > 1,
dann miisste nach Cournot x., gleich der zweiten Wurzel py/p; sein, da die
Aussterbewahrscheinlichkeit in dem Spezialfall, in dem py = O ist, offen-
sichtlich 0 sein muss. Cournot erwihnte kurz den allgemeineren Fall, in dem
Minner hochstens m S6hne mit den Wahrscheinlichkeiten py, pi,..., pm ha-



Kapitel 7. Bienaymé und das Aussterben von Familiennamen (1845) 45

ben konnen. Die Schlussfolgerung hingt in gleicher Weise vom Wert von
Fo= p1+2py+ -+ mpy,, der durchschnittlichen Anzahl der S6hne, in Be-
zug auf 1 ab. Die Gleichung fiir x., die x = po+ p1x+ -+ + p;u X" ist, hat
immer die Wurzel x = 1. Sie hat nur eine weitere positive Wurzel, die die
Aussterbewahrscheinlichkeit x., ergibt, wenn %y > 1.

Leider blieben der Artikel von Bienaymé und die wenigen Seiten in Cour-
nots Buch zu dieser Zeit vollig unbeachtet. Der Artikel wurde erst in den
1970er Jahren bemerkt und die Buchseiten weitere zwanzig Jahre spiter! In
der Zwischenzeit waren das Problem und seine Losung von anderen wieder-
entdeckt worden und das Thema hatte sich erheblich weiterentwickelt. Wir
werden in den Kapiteln 0] [I7]und [I8]darauf zuriickkommen.

Bienaymé musste nach der Revolution von 1848 seine Stelle im Finanz-
ministerium aufgeben. Auch der Lehrstuhl fiir Wahrscheinlichkeitstheorie an
der Universitit Paris, fiir den er sicherlich der beste Kandidat war, wurde
an jemand anderen vergeben. Dennoch konnte Bienaymé nach 1850 wieder
fiir das Finanzministerium arbeiten, trat aber 1852 zuriick. Spéter im selben
Jahr wurde er in die Akademie der Wissenschaften gewihlt, wo er der Spe-
zialist auf dem Gebiet der Statistik war. Im Jahr 1853 bewies er, was einige
moderne Lehrbiicher die ,,.Bienaymé-Tschebyscheff-Ungleichung®™ nennen.
1875 wurde er Prisident der neu gegriindeten Société Mathématique de Fran-
ce. Er starb 1878 in Paris.
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Kapitel 8

Mendel und die Vererbung (1865)

Im Jahr 1865 veroffentlichte Mendel die Ergebnisse seiner bahnbrechen-
den Experimente zur Hybridisierung von Erbsen. Seine Analyse nutz-
te elementare Aspekte der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Er betrachtete
auch ein dynamisches Modell fiir eine Population von selbstbefruchten-
den Pflanzen. Seine Arbeit, die erst im Jahr 1900 wiederentdeckt wurde,
ist ein Meilenstein in der Geschichte der Genetik.

Johann Mendel wurde 1822 in Mihren geboren, damals Teil des Oster-
reichischen Kaiserreichs und heute Teil der Tschechischen Republik. Sein
Vater war ein Bauer. Aufgrund seiner guten Leistungen in der Schule und
seiner schlechten Gesundheit zog Mendel es vor, weiter zu studieren, anstatt
auf dem Bauernhof der Familie zu arbeiten. Doch ein Studium konnte er sich
nicht leisten. So trat er 1843 in die Abtei des Heiligen Thomas in Briinn (heu-
te Brno) ein, wo er den Namen Gregor annahm. Er studierte Theologie, be-
suchte aber auch einige Kurse iiber Landwirtschaft. Im Jahr 1847 wurde er
zum Priester geweiht. Er unterrichtete einige Jahre an einem Gymnasium, be-
stand aber die Priifung zum ordentlichen Professor nicht. Zwischen 1851 und
1853 konnte er dank der Unterstiitzung seiner Hierarchie dennoch sein Stu-
dium an der Universitidt Wien fortsetzen, wo er Kurse in Physik, Mathematik
und Naturwissenschaften belegte. Danach kehrte er nach Briinn zuriick und
unterrichtete Physik an einer technischen Schule.

b=

)=

Abbildung 8.1:
Mendel (1822-1884)

Zwischen 1856 und 1863 fithrte Mendel im Garten seiner Abtei eine Rei-
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he von Experimenten an einer grolen Anzahl von Pflanzen durch. Im Jahr
1865 prasentierte er seine Ergebnisse auf zwei Versammlungen des naturfor-
schenden Vereins in Briinn. Seine Arbeit, Versuche iiber Pflanzen-Hybriden,
wurde im folgenden Jahr in den Verhandlungen des Vereins auf Deutsch ver-
offentlicht. Mendel erklérte, wie er dazu gekommen war, die Variationen von
Erbsen zu studieren, Pflanzen, die sich auf natiirliche Weise durch Selbst-
befruchtung vermehren und deren Samen verschiedene, leicht identifizier-
bare Formen annehmen konnen: rund oder faltig, gelb oder griin usw. Bei
der Kreuzung einer Pflanze, die aus einer Linie mit runden Samen stamm-
te, mit einer Pflanze, die aus einer Linie mit faltigen Samen stammte, stellte
er fest, dass er immer Hybriden erhielt, die runde Samen lieferten. Er nann-
te das Merkmal ,,runde Samen‘ dominant und das Merkmal ,,faltige Samen*
rezessiv. Auf die gleiche Weise zeigte er, dal das Merkmal ,,gelbe Samen*
dominant und das Merkmal ,,griine Samen* rezessiv war.

Mendel bemerkte dann, dass die Selbstbefruchtung von Pflanzen, die aus
Hybridsamen gezogen wurden, in der ersten Generation neue Samen ergab,
die entweder das dominante oder das rezessive Merkmal in scheinbar zufilli-
gen Anteilen hatten. Dariiber hinaus stellte er fest, dass er durch mehrmalige
Wiederholung des Experiments im Durchschnitt etwa dreimal mehr Samen
mit dem dominanten Merkmal als mit dem rezessiven Merkmal erhielt. Zum
Beispiel erhielt er in einem ersten Experiment insgesamt 5.474 runde Samen
und 1.850 faltige Samen, was einem Verhéltnis von 2,96 zu 1 entspricht. Ein
zweiter Versuch ergab insgesamt 6.022 gelbe Samen und 2.001 griine Samen,
was einem Verhiltnis von 3,01 zu 1 entsprichﬂ

Mendel bemerkte auch, dass unter den Pflanzen, die aus den Samen der er-
sten Generation mit dem dominanten Merkmal gezogen wurden, diejenigen,
die durch Selbstbefruchtung Samen mit entweder dem dominanten oder dem
rezessiven Merkmal hervorbrachten, etwa doppelt so viele waren wie dieje-
nigen, die nur Samen mit dem dominanten Merkmal hervorbrachten. Zum
Beispiel gaben unter den 565 Pflanzen, die aus runden Samen der ersten Ge-
neration gezogen wurden, 372 sowohl runde als auch faltige Samen, wéihrend
193 nur runde Samen gaben; das Verhiltnis ist gleich 1,93. In dhnlicher Wei-
se gaben von den 519 Pflanzen, die aus gelben Samen der ersten Generation
gezogen wurden, 353 sowohl gelbe als auch griine Samen ab, wihrend 166
nur gelbe Samen abgaben; das Verhiltnis ist gleich 2,13.

'Wie Fisher (siche Kapitel spéter bemerkte, ist die Wahrscheinlichkeit, zu experimen-
tellen Ergebnissen zu gelangen, die so nahe am theoretischen Wert liegen, recht gering. Wahr-
scheinlich hat Mendel seine Daten arrangiert. Zum Beispiel betrdgt im zweiten Experiment mit
n=6.022+2.001 = 8.023 Samen die Wahrscheinlichkeit, dass das Verhiltnis um weniger als
0,01 von 3 abweicht, nur etwa 10 %.
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Um diese Ergebnisse zu erkliren, hatte Mendel die geniale Idee, das sicht-
bare Merkmal eines Samens als das Ergebnis der Assoziation von zwei ver-
borgenen Faktoren zu betrachten, wobei jeder dieser Faktoren entweder do-
minant (geschrieben A) oder rezessiv (geschrieben a) ist. Es gibt also drei
mogliche Kombinationen: AA, Aa und aa. Die Samen mit den Faktoren AA
oder Aa haben das gleiche dominante Merkmal A. Die Samen mit den Fakto-
ren aa haben das rezessive Merkmal a. Mendel nahm auflerdem an, dass die
Pollenkorner und die Eizellen (die Gameten) bei der Befruchtung jeweils nur
einen der beiden Faktoren mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 iibertragen.

Die Kreuzung der reinen Linien AA und aa ergibt also Hybriden, die alle
die Faktoren Aa und das dominante Merkmal A haben. Die Gameten der Hy-
bride Aa vererben den Faktor A mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 und den Faktor
a mit der Wahrscheinlichkeit 1/2. Die Selbstbefruchtung einer aus einem Hy-
bridsamen Aa gezogenen Pflanze ergibt also AA mit der Wahrscheinlichkeit
1/4, Aa mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 und aa mit der Wahrscheinlichkeit
1/4, wie in Tabelle dargestellt.

Tabelle 8.1: Mogliche Ergebnisse der Selbstbefruchtung einer Hybride Aa und ihre
Wahrscheinlichkeiten in Abhingigkeit von den Faktoren, die von den méinnlichen Ga-
meten (in Zeilen) und von den weiblichen Gameten (in Spalten) iibertragen werden.

Faktor (Wahrscheinlichkeit) | A (1/2) a(1/2)
A (172) AA (1/4) | Aa (1/4)
a(1/2) Aa (1/4) | aa (1/4)

Mendel bemerkte, dass die Verhiltnisse AA : Aa : aa, die 1:2:1 wa-
ren, auch durch die formale Berechnung (A +a)? = AA +2Aa + aa erhalten
werden konnten. Da die Samen AA und Aa das sichtbare Merkmal A haben,
wihrend nur die Samen aa das sichtbare Merkmal a haben, gibt es tatsdchlich
dreimal mehr Samen mit dem Merkmal A als mit dem Merkmal a. Aulerdem
gibt es im Durchschnitt doppelt so viele Samen Aa wie AA. Die Selbstbe-
fruchtung von Pflanzen, die aus ersteren entstanden sind, ergibt Samen mit
entweder dem dominanten (AA oder Aa) oder dem rezessiven Merkmal (aa).
Die Selbstbefruchtung von Pflanzen, die aus Samen AA gezogen wurden,
ergibt immer Samen AA mit dem dominanten Merkmal. Alle Beobachtun-
gen sind damit erklirt. Mendel betrachtete auch die folgenden Generationen.
Ausgehend von N Hybridsamen Aa und der Einfachheit halber angenommen,
dass jede Pflanze durch Selbstbefruchtung nur vier neue Samen hervorbringt,
berechnete er, dass die mittlere Anzahl der Samen (AA),, (Aa), und (aa), in
der Generation n durch Tabelle gegeben wiire, wobei der Ubersichtlichkeit
halber die Ergebnisse durch N geteilt wurden.
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Tabelle 8.2: Aufeinanderfolgen- n 0o 1 2 3 4 5
de Generationen. (AA), 0 1 6 28 120 496
(Ad), 1 2 4 8 16 32
(aa)n 0 1 6 28 120 496
insgesamt 1 4 16 64 256 1.024

Diese Zahlen ergeben sich einfach aus den drei Gleichungen (AA), | =
(Aa), +4(AA),, (Aa)n+1 = 2(Aa), und (aa),+1 = (Aa), + 4 (aa),, die be-
sagen, dass AA nach Selbstbefruchtung vier Samen AA gibt, dass aa vier Sa-
men aa gibt und dass Aa im Durchschnitt einen Samen AA, zwei Samen Aa
und einen Samen aa gibt. Mendel bemerkte auBerdem, dass (AA), = (aa), =
2"=1(2" — 1) und (Aa), = 2". Daraus folgt, dass der Anteil der Hybriden
Aa an der Gesamtpopulation, der 2" /4" = 1/2" betriigt, bei jeder Generati-
on durch Selbstbefruchtung durch zwei geteilt wird.

In der Tat folgt aus der zweiten Gleichung und aus der Anfangsbedin-
gung (Aa)g = 1, dass (Aa), = 2". Ersetzen wir dies in die erste Glei-
chung, erhalten wir, dass (AA),+1 = 4(AA), +2". Wir erkennen, dass
(AA), = c2" eine besondere Losung ist, wenn ¢ = —1/2. Die allgemei-
ne Losung der ,,homogenen Gleichung (AA), | =4 (AA), ist (AA), =
C4". SchlieBlich sehen wir durch Addition dieser beiden Losungen, dass
(AA), = C4" —2""! die Anfangsbedingung (AA)o = O erfiillt, wenn
C = 1/2. Die Folge (aa), erfiillt die gleiche Rekursionsrelation und die
gleiche Anfangsbedingung wie (AA),. Also ist (aa), = (AA),.

Mendels Arbeit blieb zu Lebzeiten vollig unbemerkt. Einige Jahre spiter
versuchte Mendel dhnliche Experimente auch mit anderen Pflanzenarten, ver-
offentlichte einige Artikel zur Meteorologie und untersuchte die Vererbung
von Bienen. Nachdem er 1868 Abt geworden war, verbrachte er die meiste
Zeit damit, administrative Probleme zu bewiltigen. Er starb im Jahr 1884.
Erst im Jahr 1900 wurde Mendels Werk schliellich unabhéngig voneinander
und fast gleichzeitig von Hugo De Vries in Amsterdam, Carl Correns in Tii-
bingen und Erich von Tschermak in Wien wiederentdeckt. Damit begann eine
neue Ara in dem, was wir heute Genetik nennen.

Weitere Lektiire
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3. Fisher, R.A.: Has Mendel’s work been rediscovered? Ann. Sci. 1, 115-137
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Kapitel 9

Galton, Watson und die Aussterbewahrscheinlich-
keit (1873-1875)

Im Jahr 1873 betrachteten der britische Statistiker Galton und sein Lands-
mann, der Mathematiker Watson, das Problem des Aussterbens von Fa-
miliennamen, ohne die Arbeit von Bienaymé zu kennen. Watson be-
merkte, dass die erzeugende Funktion, die mit der Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Anzahl der Minner in jeder Generation verbunden ist,
rekursiv berechnet werden kann. Aber er analysierte die Wahrschein-
lichkeit des Aussterbens falsch.

Francis Galton wurde 1822, im selben Jahr wie Mendel, in der Nihe von
Birmingham in England geboren. Er war das jiingste von sieben Kindern.
Sein Vater war ein reicher Bankier. Durch seine Mutter war er der Cousin von
Charles Darwin. Galton begann 1838 ein Medizinstudium, zunichst in einem
Krankenhaus in Birmingham und spiter in London. Im Sommer 1840 unter-
nahm er seine erste lange Reise durch Europa bis nach Istanbul. AnschlieSend
studierte er vier Jahre lang am Trinity College der Universitit Cambridge.
Doch sein Vater starb 1844 und hinterliel} ein betrichtliches Vermogen. Gal-
ton gab die Idee auf, Mediziner zu werden. Er reiste nach Agypten, in den
Sudan und nach Syrien. In den néchsten Jahren fiihrte er einen zuriickgezo-
genen Lebensstil, verbrachte seine Zeit mit der Jagd, reiste mit Ballons und
Booten oder versuchte, den elektrischen Telegraphen zu verbessern. Im Jahr
1850 unternahm er eine Forschungsexpedition nach Siidwestafrika (dem heu-
tigen Namibia). Nach seiner Riickkehr nach England im Jahr 1852 wurde er
in die Royal Geographical Society gewihlt. Dort konnte er die Nachrichten
von den Expeditionen nach Ostafrika auf der Suche nach der Quelle des Nils
verfolgen. Er lie sich in London nieder und schrieb einen Reisefiihrer fiir
Reisende, der ein Bestseller wurde. Im Jahr 1856 wurde er in die Royal So-
ciety gewihlt. Er interessierte sich dann fiir Meteorologie und erfand das Wort
,Antizyklon®. Nach der Verdffentlichung von Uber die Entstehung der Arten
durch seinen Cousin Darwin im Jahr 1859 wandte sich Galton dem Studium
der Vererbung zu. Er verdffentlichte 1869 Vererbtes Genie, in dem er behaup-
tete, dass intellektuelle Fahigkeiten durch Vererbung weitergegeben werden
konnten.
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Abbildung 9.1: Galton (links) und Watson (rechts).

Im Jahre 1873 veroffentlichte Alphonse de Candolle, ein Schweizer Bo-
taniker, ein Buch mit dem Titel Geschichte der Wissenschaft und der Wissen-
schaftler in den letzten zwei Jahrhunderten, das auch einen Aufsatz tiber Den
Jjeweiligen Einfluss von Vererbung, Variabilitit und Selektion auf die Entwick-
lung der menschlichen Spezies und auf die wahrscheinliche Zukunft dieser
Spezies enthielt. Dort machte er die folgenden Bemerkungen:

,unter den prizisen Informationen und sehr verniinftigen Mei-
nungen des Herrn Benoiston de Chateauneuf, Galton und ande-
rer Statistiker habe ich nicht die wichtige Bemerkung gesehen,
die sie iiber das unvermeidliche Aussterben der Familiennamen
hitten machen sollen. Natiirlich muss jeder Name aussterben [...]
Ein Mathematiker konnte berechnen, wie der Riickgang der Na-
men oder Titel ablaufen wiirde, wenn er die Wahrscheinlichkeit,
weibliche oder ménnliche Kinder zu haben, und die Wahrschein-
lichkeit, kein Kind zu haben, fiir ein bestimmtes Paar kennt.*

Es ist das gleiche Problem, das Bienaymé 1845 untersucht hatte. Aber Can-
dolle, der die Arbeit von Bienaymé nicht kannte, dachte, dass alle Familien
zum Aussterben verurteilt seien. Galton bemerkte den oben genannten Absatz
in Candolles Buch. Da auch er nichts von der Arbeit von Bienaymé wusste,
stellte Galton ihn als ein offenes Problem fiir die Leser der Educational Times
auf:

,~Problem 4001: Ein groBes Volk, von dem wir uns nur mit er-
wachsenen Minnern beschiftigen wollen, N an der Zahl, und
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die jeder einen eigenen Familiennamen tragen, besiedelt einen
Bezirk. Thr Bevolkerungsgesetz ist so, dass in jeder Generation
aop Prozent der erwachsenen Minner keine minnlichen Kinder
haben, die das Erwachsenenalter erreichen; a; haben ein solches
mannliches Kind; a; haben zwei; und so weiter bis zu as, die
fiinf haben.

Bestimmen Sie (1), welcher Anteil ihrer Nachnamen nach r Ge-
nerationen ausgestorben sein wird; und (2) wie viele Fille es
geben wird, in denen der Nachname von m Personen getragen
wird.*

Beachten Sie, dass der zweite Teil des Problems von Bienaymé nicht ange-
sprochen worden war. Galton erhielt keine zufriedenstellende Antwort von
den Lesern der Zeitschrift und konnte die Losung des Problems offenbar nicht
selbst finden. Also bat er seinen Freund Henry William Watson, einen Mathe-
matiker, zu versuchen, es zu 16sen.

Watson wurde 1827 in London geboren. Sein Vater war Offizier in der
britischen Marine. Er studierte zunédchst am King’s College in London und
wandte sich dann von 1846 bis 1850, nur wenige Jahre nach Galton, der Ma-
thematik am Trinity College der Universitdt Cambridge zu. Er wurde nachein-
ander Mitglied des Trinity College, Assistenzmeister an der City of London
School, Dozent fiir Mathematik am King’s College und Professor fiir Mathe-
matik an der Harrow School zwischen 1857 und 1865. Er liebte den Alpi-
nismus und nahm an einer Expedition teil, die 1855 den Gipfel des Monte
Rosa in der Schweiz erreichte. Er wurde 1856 zum Diakon und zwei Jahre
spater zum anglikanischen Priester geweiht. Von 1865 bis zu seiner Pensio-
nierung war er Rektor von Berkswell with Barton in der Nihe von Coventry,
eine Position, die geniigend Zeit fiir die Forschung lie§3.

Galton und Watson schrieben gemeinsam einen Artikel mit dem Titel
Uber die Wahrscheinlichkeit des Aussterbens von Familien, der 1875 im Jour-
nal of the Royal Anthropological Institute veroffentlicht wurde. Galton stellte
das Problem dar und Watson erlauterte seine Berechnungen und die Schlussfol-
gerungen, zu denen er gegkommen war. Sie nahmen an, dass Minner hoch-
stens g Sohne haben, wobei p; die Wahrscheinlichkeit ist, K Sohne zu haben
(k=0,1,2,...,q9). Mit anderen Worten: p; = a; /100, wenn wir die urspriing-
liche Notation von Galton verwenden. Also po+ p1 + - -+ py = 1. Betrachten
wir die Situation, dass die Generation 0 aus einem einzigen Mann besteht. Ge-
neration 1 besteht aus s Médnnern mit einer Wahrscheinlichkeit p;. Mit einem
zu seiner Zeit bekannten Trick, der lange vorher von Abraham de Moivre ein-
gefiihrt worden war, betrachtete Watson die Erzeugungsfunktion, die mit den
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Wabhrscheinlichkeiten py,. . .,p, verbunden ist:
F(X) = po+prx+prx +--+ pgxi. ©.1)

Analog sei f;,(x) das Polynom, fiir das der Koeffizient von x* die Wahrschein-
lichkeit ist, ausgehend von einem Mann in Generation 0, in der Generation n
s Ménner zu haben. Dann sei fi(x) = f(x). Watson bemerkte, dass

fn(x) :fn—l(f(x))7 9.2)

eine Formel, die es erlaubt, f,(x) rekursiv zu berechnen.

Tatsdchlich sei f,(X) = pon+ piaX+Ppan X4t Dy x4"). Beachten
Sie, dass es in der Generation n hochstens ¢ Minner gibt. Wenn es in
der Generation n — 1 s Ménner mit den Nummern 1 bis s gibt, nennen
Wir t1, ..., t; die Anzahl ihrer miannlichen Nachkommen. In diesem Fall
gibt es t Midnner in der Generation # mit einer Wahrscheinlichkeit gleich

Z Py X X Py -
4oty =t

Bei s = 0 ist zu verstehen, dass diese Wahrscheinlichkeit gleich 1 ist,
wenn ¢ = 0 und gleich 0, wenn ¢ > 1. Daher

Pin =Y Psa-1X Y, Py X Xpy.
530 f+- =t

Daraus folgt, dass

fn(x) = annxf

t>0
= Zps,nflz Z (ptlfl)x"'x(plxxtx)
s=0 t>0 f+-+ts=t
= Y ponct [pox®+prxt + poi? 4]
s=0
= Y Pt lf@F = fuim1 (f (%)) -
s=0

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit x,, des Aussterbens des Famili-
ennamens innerhalb von n Generationen gleich py ,,, was gleichbedeutend mit
/x(0) ist. Als erstes Beispiel nahm Watson

fx)=(1+x+x%)/3,
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d.h. ¢ =3 und py = p1 = p» = 1/3. Er berechnete die Polynome f,(x) fiir
n=1,...,4 mit Hilfe der Gleichung (9.2). Er erhielt zum Beispiel

1

falx) = 3

B 134+ 5x+6x2+2x3 +x*

l+x+x2 1+x+x2 2
1+ +( ) i

3 3

und f>(0) = 13/27 ~ 0,481. Die Berechnung von f;,(x) fiir n > 3 wird sehr
miihsam, so mithsam, dass Watson schon fiir n = 4 einen Fehler gemacht hat.
Da xs = f5(0) = fa(f(0)) die Berechnung von f5(x) vermeiden kann, erhielt
er die folgende Liste der Aussterbewahrscheinlichkeiten x, = f,(0):

x1 ~0,333, xp~0,481, x3~0,571, x4~0,641, x52~0,675.

Die richtigen Werte sind x4 ~ 0,632 und x5 ~ 0,677, wie man mit der einfa-
chen Formel x,, = f(x,—1) von Bienaymé iiberpriifen kann. Wie wir in Kapi-
tel [T_7] sehen werden, kann die letztgenannte Formel auch aus Gleichung (@])
abgeleitet werden.

Watson bemerkte, dass jeder Mann im Durchschnitt

Ho=p1+2p2+---+qpy

Sohne hat und dass %y = 1 in seinem ersten Beispiel. Man konnte also den-
ken, dass, wenn die anfingliche Anzahl der ménnlichen Familienmitglieder
grof} genug war, die Familiengrofe ungefihr konstant bleiben wiirde. Den-
noch behauptete Watson, dass die Aussterbewahrscheinlichkeit x,, gegen 1
konvergiert, wenn n — oo, wenn auch recht langsam. Mit anderen Wor-
ten, die gesamte Familie wird aussterben, wie Candolle vorgeschlagen hatte.
Abbildung [9.2h, die nicht im Originalartikel gezeichnet ist, zeigt, dass diese
Schlussfolgerung fiir das erste Beispiel richtig ist.

Als zweites Beispiel betrachtete Watson die binomische Wahrscheinlich-

keitsverteilung
—k pk
q\ a?7"b
= —_— 9.3
Pk (k> e 9.3)
fiir die die erzeugende Funktion (9.1) f(x) = (a + bx)?/(a+ b)? ist. Er be-
rechnete f>(x) und x, = f>(0). An diesem Punkt erkannte er, dass x, = f(x1)
und dass x, = f(x,_1) fiir alle n gilt. Er dachte aber, dass diese Formel nur fiir
den speziellen Binomialfall (9.3)) gilt. Wendet er sie auf den Fall an, in dem
q=15,a=3und b = 1ist, so erhilt er

X1 =~ 0,237, Xy X~ 0,347, X3 20,410 oo X9 X 0,527, X10 20,533
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Abbildung 9.2: Graph der Funktionen y = f(x) und y = x. Die Aussterbewahrschein-
lichkeit x,, = f(x,—1) innerhalb von n Generationen ist die Hohe der n-ten ,,Stufe der
Treppe. (a): f(x) = (1+x+x%)/3. (b): f(x) = (3+x)°/4°.

Watson erkannte, dass x, gegen einen Grenzwert x., konvergieren muss, der
Xoo = f(Xe0) = (a+ bxo)?/(a+ b) erfiillt. Er bemerkte, dass x = 1 eine Lo-
sung dieser Gleichung ist, erkannte aber nicht, dass es auch andere Losungen
geben kann, wenn %, > 1. So schloss er filschlicherweise, irregefiihrt durch
Candolle, dass es in jedem Fall eine Ausloschung (x.. = 1) gibt, einschlief3-
lich des numerischen Beispiels, das er gerade betrachtet hatte. Abbildung[0.2p
zeigt, dass dies nicht der Fall ist!

Watson bemerkte, dass die mittlere Anzahl der Sohne in diesem Zahlen-
beispiel groRer als 1 war (man kann zeigen, dass %y = gb/(a+b) =5/4),
was bedeutet, dass die Population dazu neigt, exponentiell zu wachsen. Dies
half ihm aber nicht, seinen Fehler zu entdecken. Er vermutete sogar, dass das
Aussterben des Familiennamens fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung (py)
sicher sei, also nicht nur fiir den Binomialfall. Wir werden auf dieses Problem
in den Kapiteln[T7 und [T8] zuriickkommen.

Galton setzte seine statistische Untersuchung von Familien mit einem
Buch mit dem Titel Englische Miinner der Wissenschaft, ihre Natur und Her-
kunft fort, das sich auf die Genealogie der Mitglieder der Royal Society kon-
zentrierte. Er interessierte sich auch fiir die Anthropometrie, die Vermessung
des menschlichen Korpers. Er nutzte eine internationale Ausstellung im Jahr
1884 in London, um Daten iiber eine grole Anzahl von Menschen zu sam-
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meln. Seine Ergebnisse wurden 1889 in einem Buch mit dem Titel Natiirliche
Vererbung veroftentlicht, dessen Anhang den in Zusammenarbeit mit Watson
verfassten Artikel wiedergab. Dieses Buch fiihrte auch einige neue statisti-
sche Vokabeln wie ,,Perzentil* und ,,Quartil* sowie das Wort ,,Eugenik* ein,
d. h. die Verbesserung der menschlichen Spezies unter dem Gesichtspunkt der
Vererbung von Eigenschaften. Ab 1888 entwickelte Galton die Technik der
Erkennung von Fingerabdriicken, die einige Jahre spater von der britischen
Polizei eingesetzt werden sollte. Er untersuchte weiterhin die jeweilige Rolle
der Vererbung und der Umwelt auf korperliche und intellektuelle Merkmale
von Zwillingen, auf die GréBe von iiber mehrere Generationen gewachsenen
Erbsen oder auf die Farbe von im Labor geziichteten Méusen. Dies fiihrte ihn
zu dem Begriff des ,,Korrelationskoeffizienten* zwischen zwei Variablen. Im
Jahr 1904 wurde das Galton-Laboratorium innerhalb des University College
in London gegriindet. Galton wurde 1909 zum Ritter geschlagen und starb
1911.

Watson verdffentlichte mehrere Biicher, insbesondere eine Abhandlung
tiber die kinetische Theorie der Gase im Jahr 1876 und eine Abhandlung tiber
die mathematische Theorie der Elektrizitit und des Magnetismus in zwei
Binden (1885 und 1889). Er wurde 1881 in die Royal Society gewihlt und
starb 1903 in Brighton.

1924 fasste Karl Pearson im zweiten Band seiner Galton-Biografie den
Artikel iiber das Aussterben der Familiennamen zusammen, ohne den Fehler
zu bemerken. Dieser Fehler sollte schlieBlich 1930 bemerkt werden (siehe

Kapitel [T§).
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Kapitel 10

Lotka und die Theorie der stabilen Bevolkerung
(1907-1911)

Im Jahr 1907 begann der amerikanische Chemiker Alfred Lotka, den Zu-
sammenhang zwischen Geburtenrate, altersspezifischen Sterberaten und
der Rate des Bevolkerungswachstums zu untersuchen. Im Jahr 1911 ver-
offentlichte er zusammen mit Sharpe einen weiteren Artikel, der auch al-
tersspezifische Fertilitdtsraten einbezog. Die Gleichung, die die Wachs-
tumsrate angibt, wird oft als ,,Lotka-Gleichung* bezeichnet.

Alfred James Lotka wurde 1880 als Sohn amerikanischer Eltern in Lem-
berg geboren, das damals zur Osterreichisch-ungarischen Monarchie gehorte
(heute L'viv in der Ukraine). Er studierte zunichst in Frankreich und Deutsch-
land und erwarb 1901 einen Bachelor-Abschluss in Physik und Chemie an
der Universitdt von Birmingham. Danach verbrachte er ein Jahr in Leipzig,
wo die Rolle der Thermodynamik in der Chemie und Biologie von Wilhelm
Ostwald, der 1909 den Nobelpreis fiir Chemie erhalten sollte, hervorgehoben
wurde. Lotka lief sich 1902 in New York nieder und begann, fiir die General
Chemical Company zu arbeiten.

Abbildung 10.1:
Lotka (1880-1949)

In den Jahren 1907 und 1911 nahm Lotka das Studium der Dynamik al-
tersstrukturierter Populationen aulﬂ ohne von Eulers Arbeiten zum selben
Thema zu wissen (siehe Kapitel EI) Im Gegensatz zu Euler nahm er an, dass

1Der zweite Artikel wurde in Zusammenarbeit mit Sharpe, einem Mathematiker der Cornell-
Universitit, geschrieben.
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Zeit und Alter kontinuierliche Variablen sind. Sei B(¢) die minnliche Ge-
burtenrate (die Anzahl der ménnlichen Geburten pro Zeiteinheit) zum Zeit-
punkt ¢, p(x) die Wahrscheinlichkeit, im Alter x noch am Leben zu sein, und
h(x) die Fruchtbarkeit im Alter x: h(x) dx ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Mann, zwischen dem Alter x und x 4 dx einen neugeborenen Sohn zu bekom-
men, wenn dx unendlich klein ist. Dann ist [, p(x) dx die Lebenserwartung
bei der Geburt. Aufierdem ist B(f — x) p(x) dx die Anzahl der zwischen dem
Zeitpunkt r — x und # — x4 dx geborenen Sohne, die zum Zeitpunkt ¢ noch am
Leben sind. Diese Sohne haben zum Zeitpunkt ¢ B(t — x) p(x) h(x) dx Soh-
ne pro Zeiteinheit. Die gesamte minnliche Geburtenrate zum Zeitpunkt ¢ ist
also B(t) = [, B(t —x) p(x) h(x) dx. Auf der Suche nach einer exponentiel-
len Losung der Form B(t) = be'?, erhielt Lotka durch Division beider Seiten
durch B(t) die Gleichung

1= /+we_”p(x)h(x)dx, (10.1)
0

die heute von Demografen als ,,Lotka-Gleichung* bezeichnet wir Euler
hatte die analoge implizite Gleichung (3.1)) fiir die Wachstumsrate erhalten,
wenn Zeit und Alter diskrete Variablen sind. Lotka bemerkte, dass die rechte
Seite von (10.1) eine abnehmende Funktion von r ist, die gegen 4o konver-
giert, wenn r — —oo und die gegen 0 konvergiert, wenn r — +-oo. Es gibt also
einen eindeutigen Wert von r, nennen wir ihn r*, so dass Gleichung
gilt. AuBerdem ist r* > 0, wenn und nur wenn

Ky = /O+wp(x)h(x) dx>1. (10.2)

Der Parameter % (die Notation wurde 1925 von Dublin und Lotka ein-
gefiihrt) ist die erwartete Anzahl von Sohnen, die ein Mann im Laufe sei-
nes Lebens haben kann. Lotka schlug voﬂ dass unabhingig von der an-
finglichen Altersstruktur der Bevolkerung die Anzahl der minnlichen Ge-
burten pro Zeiteinheit tatséichlich so ist, dass B(t) ~ be” it , wenn t — oo,
wobei b eine Konstante ist. Die Gesamtpopulation ist dann gegeben durch
P(t) = J;""B(t — x) p(x) dx. Daraus folgt, dass P(¢) ebenfalls wie e’ zu-
nimmt oder abnimmt: die Wachstumsrate ist gleich r*. Auerdem konvergiert
die Altersstruktur der Bevolkerung, gegeben durch B(z —x) p(x)/ P(t), gegen

2Fisher kam 1927 unabhiingig auf die gleiche Gleichung und interpretierte spiter die Wurzel
r* als MaB fiir die ,,Darwinsche Fitness* in der Theorie der Evolution durch natiirliche Selektion.

3Dies wurde 1941 von Feller rigoros bewiesen. Ein probabilistischer Ansatz wurde 1968 von
Crump, Mode und Jagers entwickelt.
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%. Dies ist das, was Lotka eine ,,stabile Bevolkerung* nannte: Die
0 Y y y

Alterspyramide behilt im Laufe der Zeit die gleiche Form, aber die Gesamt-
bevolkerung nimmt exponentiell zu oder ab. Die Schlussfolgerung ist also die
gleiche wie in Eulers zeitdiskretem Modell. Aber Lotkas Studie beriicksich-
tigt die Altersabhingigkeit der Fertilitét. Sie ist also allgemeiner als Eulers

Modell.

Lotka arbeitete sein Leben lang weiter an diesem Thema. In den Jahren
1908-1909 nahm er sein Studium an der Cornell-Universitit wieder auf, um
einen Master-Abschluss zu erhalten. Von 1909 bis 1911 arbeitete er fiir das
Nationale Institut fiir Standards und Technologie und von 1911 bis 1914 als
Redakteur der Zeitschrift Scientific American Supplement. 1912 promovier-
te er an der Universitdt Birmingham mit einer Sammlung der Artikel, die er
seit 1907 tiber Bevolkerungsdynamik und Demografie verdffentlicht hatte.
Wihrend des Ersten Weltkriegs arbeitete er erneut fiir die General Chemi-
cal Company an der Frage, wie man Stickstoff aus der Atmosphére fixieren
kann. 1920 machte einer seiner Artikel tiber biologische Schwingungen (sie-
he Kapitel [T3)) einen tiefen Eindruck auf Raymond Pearl, einen Professor fiir
Biometrie an der Johns-Hopkins-Universitét, der gerade die logistische Glei-
chung wiederentdeckt hatte (siehe Kapitel[6)). In der Hoffnung, eine Stelle am
Rockefeller-Institut fiir medizinische Forschung in New York zu finden, ar-
beitete Lotka an den von Ross entwickelten mathematischen Modellen fiir
Malaria (siehe Kapitel [I2). SchlieBlich erhielt er ein zweijahriges Stipen-
dium der Johns-Hopkins-Universitét, das es ihm ermoglichte, ein Buch mit
dem Titel Elemente der physikalischen Biologie zu schreiben, das 1925 ver-
offentlicht wurde. Danach wurde er Leiter der Forschungsabteilung der Me-
tropolitan Life Insurance Company in New York. Er konzentrierte sich auf
die mathematische Analyse von demografischen Fragen und verdffentlich-
te mehrere Biicher in Zusammenarbeit mit einem Kollegen, dem Statistiker
und Vizeprisidenten der Gesellschaft Louis Israel Dublin: Der Geldwert ei-
nes Mannes (1930), Lebensdauer (1936) und Fiinfundzwanzig Jahre Gesund-
heitsfortschritt (1937). Er wurde zum Présidenten der Population Association
of America fir 1938-1939 gewihlt. Unter seinen verschiedenen statistischen
Studien besagt ,,.Lotkas Gesetz*“ (das auf das Jahr 1926 zuriickgeht), dass die
Anzahl der Autoren, die n Artikel in einem wissenschaftlichen Gebiet ge-
schrieben haben, mehr oder weniger wie 1/ n? abnimmt, wenn n zunimmt,

Lotka veroffentlichte auch ein Buch auf Franzosisch mit dem Titel Ana-
Iytische Theorie der biologischen Assoziationen. Der erste Teil, der eher phi-
losophisch war, erschien im Jahr 1934. Der zweite, eher technische Teil, der
1939 erschien, fasste alle seine Forschungen zur menschlichen Demografie
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seit 1907 zusammen. In seinem Buch présentierte Lotka auch seinen Bei-
trag zum Problem des Aussterbens von Familiennamen. Nach der Veroffent-
lichung von Steffensens erstem Artikel zu diesem Thema im Jahr 1930 (siehe
Kapitel hatte er die Theorie auf die Daten der Volkszidhlung von 1920
iber die weille Bevolkerung der USA angewendet. Er stellte fest, dass die be-
obachtete Verteilung (px)i>o der Anzahl der Sohne durch ein abnehmendes
geometrisches Gesetz fiir alle k > 1 gut angenihert wird: pg = a, py = bc*™!
(k>1),mita=0,4825,b=0,2126 und c =1—5b/(1 —a). Auf diese Weise ist
Yi>0 P = 1. Die zugehorige erzeugende Funktion ist f(x) =a+bx/(1 —cx).
Die beiden Losungen der Gleichung x = f(x) sind x = 1 und x = a/c. Die
Aussterbewahrscheinlichkeit x.. ist die kleinste dieser beiden Losungen (sie-
he Kapitel. Mit den Zahlenwerten fiir die USA fand er x.. ~ 0,819, wihrend
die mittlere Anzahl der Séhne %y = f'(1) = (1 —a)?/b ~ 1,260 betrug. Trotz
einer mittleren Kinderzahl (einschlieBlich Sohne und Tochter) nahe 2,5 liegt
die Aussterbewahrscheinlichkeit des Familiennamens tiber 80 %.

Lotka wurde 1942 zum Prisidenten der Amerikanischen Statistischen Ver-
einigung gewihlt. Er ging 1947 in den Ruhestand und starb 1949 in New Jer-
sey. Eine Neuauflage seines 1925 erschienenen Buches erschien 1956 unter
dem leicht verdnderten Titel Elemente der mathematischen Biologie.
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Kapitel 11

Das Hardy-Weinberg-Gesetz (1908)

1908 entdeckten der britische Mathematiker Hardy und der deutsche
Mediziner Weinberg unabhéngig voneinander, dass in einer unendlich
groB3en Population, die sich nach den Mendelschen Gesetzen zufillig
paart, die Hiufigkeiten der aus zwei Allelen resultierenden Genotypen
iiber Generationen hinweg konstant bleiben. Ihr mathematisches Modell
war einer der Ausgangspunkte fiir die Populationsgenetik.

Godfrey Harold Hardy wurde 1877 in Surrey in England geboren. Seine
Eltern waren Lehrer. Er studierte ab 1896 Mathematik am Trinity College der
Universitdt Cambridge, wurde 1900 Mitglied seines Colleges und 1906 Do-
zent fiir Mathematik. Nach einem ersten Buch iiber Die Integration von Funk-
tionen einer einzelnen Variablen (1905), veroffentlichte er 1908 Ein Kurs der
reinen Mathematik, das mehrfach neu aufgelegt und in viele Fremdsprachen
ibersetzt wurde.

Abbildung 11.1: Hardy (1877-
1947)

Zu dieser Zeit hatte die Wiederentdeckung von Mendels Arbeit einige
Zweifel aufgeworfen. Einige Biologen fragten sich, warum die dominanten
Merkmale nicht von Generation zu Generation hédufiger wurden. Reginald
Punnett, der 1905 ein Buch mit dem Titel Mendelismus geschrieben hatte,
stellte die Frage an Hardy, mit dem er in Cambridge Cricket spielte. Hardy
schrieb seine Losung in einem Artikel iiber Mendelsche Proportionen in ei-
ner gemischten Population, der 1908 veroffentlicht wurde. Um die Analy-
se zu vereinfachen, stellte er sich die Situation einer groflen Population vor,
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in der die Wahl des Sexualpartners zufillig wire. AuBBerdem beschrinkte er
seine Aufmerksamkeit auf nur zwei Faktoren (oder ,,Allele*) A und a, wo-
bei A dominant und a rezessiv ist. Fiir die Generation n sei p, die Hiufig-
keit des ,,Genotyps“ AA, 2¢, die von Aa und r, die von aa. Natiirlich ist
Pn+2q, +r, = 1. Hardy nahm auch an, dass keiner dieser Genotypen zu
einem Uberschuss an Sterblichkeit oder zu einer Abnahme der Fruchtbarkeit
im Vergleich zu den beiden anderen Genotypen fiihrte. Die Haufigkeiten in
der Generation n + 1 lassen sich leicht berechnen, wenn man bedenkt, dass
ein zufillig ausgewéhltes Individuum in der Generation n das Allel A mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit p, + g, vererbt: entweder ist der Genotyp AA und das
Allel A wird mit Sicherheit vererbt oder der Genotyp ist Aa und das Allel A
wird mit 50 % Wahrscheinlichkeit vererbt. Analog dazu wird das Allel a mit
einer Wahrscheinlichkeit g, + r, vererbt. Man kann also die Tabelle [TT.1] auf
die gleiche Weise konstruieren wie die Tabelle[8.T]

Tabelle 11.1: Berechnung der Héufigkeiten der Genotypen in Generation n+ 1 aus
den Hiufigkeiten der Allele der Eltern (Zeilen gelten fiir die Mutter, Spalten fiir den
Vater).

Allel A a
Frequenz Pn+an gn+r1n
A AA Aa
Pntqn (Pn+4n)2 (Pn+qn)(qn+1n)
a Aa aa
Gn+7Tn (Pn+qn)(Gn+1n) (gn+ra)*

Die Frequenzen der Genotypen AA, Aa und aa in der Generation n+ 1
sind jeweils p,+1, 2g,+1 und r,11. Hardy fand also, dass

Pt = (Putan)? (11.1)
2qp+1 = 2(?11+QI1)(51n+rn) (11.2)
ot = (gn+ra)?. (11.3)

Er untersuchte dann, unter welchen Bedingungen die Frequenzen der Geno-
typen iiber die Generationen hinweg konstant bleiben konnen, wenn sie gleich
P> 2g und r sind. Da per Definition p+2g+r = 1 ist, sehen wir, dass die Glei-

chungen (11.1)-(11.3) alle die gleiche Bedingung ¢> = pr ergeben.

Zum Beispiel ergibt die erste Gleichung p = (p +¢)* = p* +2pq + ¢,
was dquivalent ist zu p(1 — p —2¢) = ¢* und schlieBlich zu pr = ¢°.
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Ausgehend von beliebigen Anfangsbedingungen (po,2qo,ro) mit po +
2g0 + ro = 1, stellte Hardy fest, dass
2
1

a1 = (po+40)*(q0 +r0)* = p1r1.

Der Zustand (p;,2q;,r1) ist also bereits ein Gleichgewicht. Also bleibt (p,,2¢n, rn)
gleich (p1,2q),r) fiir alle n > 1. Setzen wir x = pg + qo fiir die Frequenz des
Allels A in Generation 0, so ist 1 —x = go + ro die Frequenz des Allels a.
Wenn wir das System (IT.T)—(T1.3) noch einmal verwenden, erhalten wir

pn:xzu Zanzx(l_x)v rn:(l_x)2

fiir alle n > 1 (Abb.[IT.2).

Aa

Abbildung 11.2: Graphen der Funktio-
nen x%, 2x(1 —x) und (1 —x)? ent-
sprechend den Gleichgewichtsfrequen- 0 1
zen der Genotypen AA, Aa und aa.

Zusammenfassend fithren die obigen Hypothesen zu dem Gesetz, nach
dem die Frequenzen der Genotypen AA, Aa und aa iiber Generationen hinweg
unverédndert bleiben. Die Mendelsche Theorie fiihrt nicht zu einer progressi-
ven Zunahme der Frequenz des dominanten Merkmals, wie man zunéchst
dachte.

Einige Jahre spiter sollte Fisher auf einer wichtigen Konsequenz dieses
Gesetzes bestehen: In erster Ndherung (d. h. unter der Annahme, dass die Hy-
pothesen des Modells realistisch sind) behilt eine Population eine konstante
genetische Varianz. Diese Beobachtung 16st eines der Probleme, die Darwins
Theorie der Evolution durch natiirliche Selektion aufwirft. In der Tat dachte
Darwin, wie seine Zeitgenossen, dass bei jeder Generation die physiologi-
schen Merkmale der Kinder eine Art Durchschnitt der Merkmale der beiden
Eltern sind, wobei jedes Elternteil eine Hilfte beitrigt. Diese Idee wurde spi-
ter von Francis Galton und seinem Nachfolger im biometrischen Labor, Karl
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Pearson, mit Hilfe der Statistik griindlich untersucht. Wenn sie wahr wire,
miisste die Varianz dieser Merkmale in einer Population bei jeder Genera-
tion durch zwei geteilt werden und es wiirde bald eine solche Homogenitit
herrschen, dass die natiirliche Selektion, die die Evolution erkldaren soll, un-
moglich wire. Es sollte jedoch mehrere Jahre dauern, bis dieser Mittelwert-
bildungsmechanismus verworfen wurde, da die Biometriker Darwins Stand-
punkt verteidigten und nur ungern zugaben, dass die Mendelschen Gesetze
unumginglich sind, um die Evolution zu verstehen.

Nach dieser Arbeit im Jahr 1908 kehrte Hardy zur reinen Mathematik
zuriick. In seiner Autobiografie Apologie eines Mathematikers behauptete er
sogar mit Stolz, keine Entdeckungen von irgendeinem praktischen Nutzen ge-
macht zu haben. Im Jahr 1910 wurde er in die Royal Society gewihlt. Im Jahr
1913 entdeckte er das auBergewchnliche Talent Ramanujan aus Indien und
Iud ihn ein, in Cambridge zu arbeiten. Nach dem Ersten Weltkrieg wurde er
Professor an der Universitidt Oxford und setzte eine fruchtbare Zusammenar-
beit mit seinem Landsmann Littlewood fort. Zwischen 1931 und 1942 war er
erneut Professor in Cambridge. Er veroffentlichte viele Biicher, oft in Zusam-
menarbeit: Orden der Unendlichkeit (1910), Die allgemeine Theorie der Di-
richletschen Reihen mit Marcel Riesz (1915), Ungleichheiten mit Littlewood
und Pélya (1934), Eine Einfiihrung in die Zahlentheorie mit E. M. Wright
(1938), Ramanujan (1940), Fourier-Reihen mit Rogosinski (1944) und Di-
vergente Reihen (1949). Er starb 1947 in Cambridge.

Abbildung 11.3:
Weinberg (1862-1937)

Einige Jahrzehnte spiter bemerkte man, dass das Gesetz von Hardy fiir die
Frequenzen von Genen im selben Jahr 1908 von einem deutschen Mediziner,
Wilhelm Weinberg, entdeckt worden war. Weinberg wurde 1862 in Stuttgart
geboren. Nach dem Studium in Tiibingen und Miinchen bis zu seiner Pro-
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motion in Medizin hatte er mehrere Jahre in Krankenhiusern in Berlin, Wien
und Frankfurt gearbeitet. 1889 hatte er sich in Stuttgart als praktischer Arzt
und Geburtshelfer niedergelassen. Trotz seiner vielbeschéftigten Arbeit hatte
er Zeit gefunden, viele Artikel in deutschen wissenschaftlichen Zeitschriften
zu schreiben. 1901 hatte er die Frequenz von gleichgeschlechtlichen Zwillin-
gen statistisch untersucht. Der Artikel von 1908, in dem er das gleiche Gesetz
erklirte, das Hardy gefunden hatte, war in einer lokalen wissenschaftlichen
Zeitschrift veroffentlicht worden und hatte keine Beachtung gefunden. Aber
im Gegensatz zu Hardy hatte er diese Studie in den folgenden Jahren fort-
gesetzt. Er hatte zum Beispiel die Verallgemeinerung auf den Fall entdeckt,
dass es mehr als zwei Allele gibt. Auch auf dem Gebiet der medizinischen
Statistik hatte er Beitrige geleistet. Weinberg starb im Jahr 1937. Nach der
Wiederentdeckung seines Artikels von 1908 nannten die Genetiker das Ge-
setz der Stabilitit von Genotyp-Frequenzen das ,,Hardy—Weinberg-Gesetz*.

Heutzutage wird dieses Gesetz oft wie folgt verwendet. Wenn ein seltenes
rezessives Allel a keinen Einfluss auf das Uberleben oder die Fruchtbarkeit
hat und wenn wir die Frequenz x> des Genotyps aa kennen, weil aa einen
bestimmten Phénotyp hervorbringt, dann konnen wir x berechnen und die
Frequenz 2x(1 —x) ~ 2x des Genotyps Aa abschitzen. Wenn zum Beispiel die
Frequenz von aa 1/20.000 ist, dann erhalten wir x ~ 1/140. Also ist 2x~ 1/70
die Héufigkeit des Genotyps Aa. Das rezessive Allel a, das bei Betrachtung
der Phinotypen sehr selten erscheinen mag, ist in Wirklichkeit gar nicht so
selten.
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Kapitel 12

Ross und Malaria (1911)

1911 untersuchte der britische Mediziner Ronald Ross, der bereits 1902
den Nobelpreis fiir seine Arbeit iiber Malaria erhalten hatte, ein System
von Differentialgleichungen, das die Ausbreitung dieser Krankheit mo-
delliert. Er zeigte, dass Malaria nur dann iiberleben kann, wenn die Zahl
der Miicken iiber einem bestimmten Schwellenwert liegt. Daher ist es
nicht notwendig, alle Moskitos zu toten, um Malaria auszurotten - es
reicht aus, nur einen bestimmten Bruchteil zu téten. Ahnliche Epidemie-
Modelle wurden spiter von Kermack und McKendrick entwickelt.

Ronald Ross wurde 1857 im Norden Indiens geboren, wo sein Vater Offi-
zier in der britischen Armee war. Er studierte Medizin in London, zog es aber
vor, Gedichte und Dramen zu schreiben. Nachdem er ein Jahr lang auf einem
Schiff als Chirurg gearbeitet hatte, gelang es ihm 1881, in den Indischen Ge-
sundheitsdienst einzutreten. Seine medizinische Arbeit in Indien liefl ihm viel
freie Zeit, in der er literarische Werke schrieb und sich selbst etwas Mathe-
matik beibrachte. Als er 1888 nach England beurlaubt wurde, erwarb er ein
Diplom im 6ffentlichen Gesundheitswesen und studierte Bakteriologie, eine
neue Wissenschaft, die einige Jahre zuvor von Pasteur und Koch geschaffen
worden war. Zuriick in Indien begann Ross mit dem Studium der Malaria.
Wihrend seines zweiten Urlaubs 1894 traf er in London Patrick Manson,
einen Spezialisten fiir Tropenmedizin, der ihm unter dem Mikroskop zeig-
te, was der franzosische Militdrarzt Alphonse Laveran 1880 festgestellt hatte:
Das Blut von Patienten mit Malaria enthélt Parasiten. Manson schlug vor, dass
die Parasiten von Moskitos stammen konnten, da er selbst in China den Pa-
rasiten einer anderen Tropenkrankheit (Filariasis) in diesen Insekten entdeckt
hatte. Er glaubte jedoch, dass der Mensch sich mit dem Parasiten infiziert,
wenn er von den Miicken verunreinigtes Wasser trinkt. Von 1895 bis 1898
setzte Ross seine Forschungen in Indien fort und testete Mansons Idee. 1897
entdeckte er im Magen einer bestimmten Miickenart, die er zuvor nicht unter-
sucht hatte (Anopheles), einige Parasiten, die denen dhnelten, die von Laveran
beobachtet worden waren. Da ihn seine Vorgesetzten zu einer Jahreszeit nach
Kalkutta schickten, in der Malariafille selten waren, beschloss er, die Malaria
bei Kifigvogeln zu untersuchen. Er fand den Parasiten in den Speicheldrii-
sen von Anopheles-Miicken und schaffte es, experimentell gesunde Vogel zu
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infizieren, indem er sie von Miicken stechen lie3: Dies bewies, dass Malaria
durch Miickenstiche und nicht durch die Aufnahme von kontaminiertem Was-
ser tibertragen wird. 1899 verlie3 Ross den Indischen Gesundheitsdienst, um
an der Schule fiir Tropenmedizin in Liverpool zu lehren, die ein Jahr zuvor
gegriindet worden war. Er wurde 1901 in die Royal Society gewihlt und er-
hielt 1902 den Nobelpreis fiir Physiologie oder Medizin fiir seine Arbeit {iber
Malaria. Er reiste nach Afrika, nach Mauritius und in den Mittelmeerraum,
um den Kampf gegen die Miicken populédr zu machen. Die Methode war in
Agypten entlang des Suezkanals, entlang des im Bau befindlichen Panama-
kanals, in Kuba und in Malaysia erfolgreich. In einigen anderen Gebieten
war sie weniger erfolgreich. Ross verdffentlichte 1908 einen Bericht iiber die
Pravention von Malaria in Mauritius und 1910 Die Prdvention von Malaria.

Abbildung 12.1:
Ross (1857-1932)

Trotz seines Nachweises der Rolle bestimmter Moskitos bei der Uber-
tragung von Malaria stiel Ross auf Skepsis, als er behauptete, dass Malaria
einfach durch die Verringerung der Anzahl der Moskitos ausgerottet werden
konnte. In der zweiten Auflage seines 1911 erschienenen Buches Die Prd-
vention von Malaria versuchte er, mathematische Modelle der Ubertragung
von Malaria zu erstellen, um seine Behauptung zu untermauern. Eines seiner
Modelle bestand aus einem System von zwei Differentialgleichungen. Lassen
Sie uns die folgenden Notationen einfiihren:

* N: Gesamtbevolkerung in einem bestimmten Gebiet;

o I(t): Anzahl der Menschen, die zum Zeitpunkt # mit Malaria infiziert
sind;

* n: Gesamtpopulation der Stechmiicken (als konstant angenommen);

* i(t): Anzahl der mit Malaria infizierten Stechmiicken;
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L]

b: Stechhiufigkeit von Miicken;

 p (bzw. p'): Ubertragungswahrscheinlichkeit von Malaria vom Men-
schen auf die Miicke (bzw. von der Miicke auf den Menschen) wihrend
eines Stichs;

¢ a: Rate, mit der sich Menschen von Malaria erholen;

e m: Miickensterblichkeit.

Wihrend eines kleinen Zeitintervalls dr sticht jede infizierte Stechmiicke b dr
Menschen, von denen ein Anteil gleich % noch nicht infiziert ist. Unter
Beriicksichtigung der Ubertragungswahrscheinlichkeit p’ gibt es bp'i % dt
neue infizierte Menschen. Im gleichen Zeitintervall ist die Anzahl der Men-
schen, die sich erholen, aldt. Daraus folgt,
dl , N—1
a PN
Analog dazu sticht jede nicht infizierte Miicke bdt Menschen, von denen ein
Bruchteil gleich I/N bereits infiziert ist. Unter Beriicksichtigung der Uber-
tragungswahrscheinlichkeit p gibt es bp (n — i) %dt neue infizierte Stech-
miicken. Unter der Annahme, dass die Infektion keinen Einfluss auf die Mor-
talitdt hat, ist die Anzahl der Miicken, die sterben, midt. Also
% :bp(n—i)é—mi.
Da Malaria in den meisten infizierten Lindern permanent existiert, betrach-
tete Ross nur die stationdren Zustidnde seines Systems aus zwei Gleichun-
gen: die Anzahl der infizierten Menschen /(r) und die Anzahl der infizierten
Miicken i(¢) bleiben iiber die Zeit konstant (dI/dt = 0 und di/dt = 0). Er-
stens gibt es immer den stationdren Zustand mit / = 0 und i = 0, was der
Abwesenheit von Malaria entspricht. Zweitens suchte Ross einen stationéren
Zustand, bei dem I > 0 und i > 0 ist und fand, dass

—al.

I_Nl—amN/(bzpp’n) i_nl—amN/(bzpp/”)
" T 1+aN/pn) 1+m/(bp)

(12.1)

Tatsdchlich, dividiert man die stationidren Gleichungen durch das Pro-
dukt 7 x i, so wird das Problem zu einem linearen System von zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten 1/7 und 1/i,

m bpn bp

1 i N’ 1 Ni N’
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Seine Losung ist leicht zu erhalten.

Man kann feststellen, dass I > 0 und i > 0, wenn die Anzahl der Miicken
iiber einer kritischen Schwelle liegt:

«_ amN
n>n = Doy
In diesem Fall entspricht der Gleichgewichtzustand der Situation, in der die
Krankheit endemisch, d. h. permanent vorhanden ist. Ross folgerte, dass, wenn
die Anzahl der Miicken n unter den kritischen Schwellenwert n* reduziert
wird, der einzige verbleibende Gleichgewichtzustand (I = 0,i = 0) ist, so
dass die Malaria verschwinden sollte. Insbesondere ist es nicht notwendig, al-
le Miicken auszurotten, um die Malaria auszurotten. Dies ist genau der Punkt,
den Ross mit seinem Modell hervorheben wollte.

Um seine Theorie zu illustrieren, suchte Ross nach verniinftigen Zahlen-
werten fiir die Parameter seines Modells. Er nahm an, dass

* die Sterblichkeit der Miicken ist so, dass nach zehn Tagen nur noch ein
Drittel von ihnen am Leben ist; also e 71" = { und m = (log3)/10 pro
Tag;

o die Hilfte der Menschen ist nach drei Monaten immer noch infiziert;
also %4 = 1/2 und a = (log2)/90 pro Tag;

* eine von acht Miicken sticht pro Tag; also e > =1—1/8 und b =
log(8/7) pro Tag;

* infizierte Stechmiicken sind in den ersten zehn Tagen nach ihrer Infek-
tion in der Regel nicht infektios, da die Parasiten mehrere Transforma-
tionsstadien durchlaufen miissen. Da ein Drittel der Stechmiicken zehn
Tage iiberleben kann, nahm Ross an, dass auch etwa ein Drittel aller
infizierten Stechmiicken infektios ist: p’ = 1/3;

s p=1/4.

Ross konnte dann mit der Formel den infizierten Anteil //N in der
menschlichen Bevolkerung als Funktion des Verhiltnisses n/N zwischen der
Stechmiicke und der menschlichen Bevolkerung berechnen. Er zeigte seine
Ergebnisse in einer Tabelle, die der Abbildung[T2.2]entspricht.

Die Form der Kurve zeigt, dass der Anteil der infizierten Menschen be-
reits hoher als 50 % ist, wenn das Verhiltnis n/N nur geringfiigig iiber dem
kritischen Wert n*/N liegt. Dieser Anteil dndert sich aber nicht wesentlich,
wenn das Verhiltnis n/N weiter ansteigt. Dies erklirt, warum der Zusammen-
hang zwischen der Anzahl der Miicken und dem Auftreten von Malaria bisher
nicht bemerkt worden war. Ross bemerkte jedoch, dass der numerische Wert
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I/N
14

0.5 -

Abbildung 12.2: Anteil /N der
infizierten Menschen als Funk-
tion des Verhiltnisses n/N zwi-
schen der Stechmiicke und der 0 n*/N n/N
menschlichen Population.

des Schwellenwerts n* /N sehr empfindlich auf kleine Anderungen der Stech-
rate b reagierte, dass dies aber die Gesamtform der Kurve in Abbildung[12.2]
nicht veridnderte. Seine qualitative Erklarung ist wichtiger als die quantitati-
ven Ergebnisse, die unter der Unsicherheit beziiglich der numerischen Werte
der Parameter leiden.

Um den von Ross entdeckten kritischen Schwellenwert n* zu interpretie-
rerﬂ betrachten Sie einen infizierten Menschen, der in eine menschliche und
eine Moskito-Population eingefiihrt wird, die beide frei von Malaria sind.
Dieser Mensch bleibt im Durchschnitt wihrend einer Zeitspanne von 1/a in-
fiziert. Er erhilt bn/N Stiche pro Zeiteinheit, also im Durchschnitt bn/(aN)
Stiche insgesamt, wihrend er infiziert ist. Er infiziert also im Durchschnitt
bpn/(aN) Moskitos. Jede dieser infizierten Miicken lebt im Durchschnitt
wihrend einer Zeitspanne von 1/m, sticht 5/m Menschen und infiziert b p’ /m
Menschen. Insgesamt ist nach der Ubertragung vom ersten infizierten Men-
schen auf die Stechmiicken und von diesen auf andere Menschen die mittlere
Anzahl der neu infizierten Menschen das Produkt der beiden vorherigen Er-
gebnisse, d. h.

b*pp'n

Ry = (12.2)

amN

Dieser %, ist die Anzahl der sekundidren menschlichen Fille aufgrund eines
primdren menschlichen Falles. Der zeitlich kontinuierlich ablaufende Infekti-
onsprozess kann also auch iiber aufeinanderfolgende Generationen betrachtet
werden. Malaria kann die Population nur dann ,,infizieren*, wenn %, > 1.
Diese Bedingung ist genau dquivalent zu n > n*.

Abschlielend pliddierte Ross ganz allgemein fiir die mathematische Mo-
dellierung in der Epidemiologie:

'Diese Interpretation wurde erst lange nach der Arbeit von Ross hervorgehoben.
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,In der Tat muss die gesamte Epidemiologie, die sich mit der
Verinderung von Krankheiten von Zeit zu Zeit oder von Ort zu
Ort befasst, mathematisch betrachtet werden, egal wie viele Va-
riablen beteiligt sind, wenn sie iiberhaupt wissenschaftlich be-
trachtet werden soll. Zu sagen, dass eine Krankheit von bestimm-
ten Faktoren abhingt, sagt nicht viel aus, solange wir nicht auch
abschitzen konnen, wie stark jeder Faktor das Gesamtergebnis
beeinflusst. Und die mathematische Methode der Behandlung
ist wirklich nichts anderes als die Anwendung von sorgfiltigen
Uberlegungen auf die anstehenden Probleme.

Ross wurde 1911 zum Ritter geschlagen. Er zog nach London und wurde
wihrend des Ersten Weltkriegs Berater fiir die britische Armee. Im Jahr 1923
veroffentlichte er seine Autobiografie Memoiren mit einem vollstindigen Be-
richt iiber das grofie Malariaproblem und seine Losung. Im Jahr 1926 wurde
das Ross-Institut fiir Tropenkrankheiten (heute Teil der Londoner Hygiene-
und Tropenmedizinhochschule) eingeweiht, dessen Direktor er wurde. Ross
starb 1932 in London.

Weitere Lektiire
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4. Rowland, J.: The Mosquito Man, The Story of Sir Ronald Ross. Roy Publishers,
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Kapitel 13

Lotka, Volterra und das Rauber-Beute-System (1920-
1926)

1920 untersuchte Alfred Lotka ein Rduber-Beute-Modell und zeigte,
dass die Populationen permanent oszillieren konnen. Er entwickelte die-
se Studie in seinem 1925 erschienenen Buch Elemente der physikali-
schen Biologie weiter. 1926 interessierte sich der italienische Mathe-
matiker Vito Volterra zufillig fiir dasselbe Modell, um eine Frage des
Biologen Umberto d’Ancona zu beantworten: Warum wurden wihrend
des Ersten Weltkriegs, als der Fischereiaufwand gering war, mehr Raub-
fische von den Fischern in der Adria gefangen?

1920 veroffentlichte Lotka einen Artikel mit dem Titel Analytische No-
tiz tiber gewisse rhythmische Beziehungen in organischen Systemen. Schon
seit einigen Jahren hatte er sich fiir einige chemische Reaktionen interessiert,
die in Laborexperimenten seltsame voriibergehende Oszillationen aufwiesen.
Der Zweck seines Artikels war es, anzudeuten, dass ein System aus zwei bio-
logischen Arten sogar dauerhaft oszillieren kdnnte. Das von ihm betrachtete
Beispiel war das einer Population von Pflanzenfressern, die sich von Pflanzen
erndhren. In Analogie zu den in der chemischen Kinetik verwendeten Glei-
chungen sei x(¢) die Gesamtmasse der Pflanzen und y(¢) die Gesamtmasse der
Pflanzenfresser zum Zeitpunkt 7. Lotka verwendete als Modell das folgende
System von Differentialgleichungen

dx

o = ax—bxy, (13.1)
d
di}t) = —cy+dxy, (13.2)

wobei die Parameter a, b, ¢ und d alle positiv sind. Der Parameter a ist die
Wachstumsrate der Pflanzen, wenn es keine Pflanzenfresser gibt, wihrend ¢
die Abnahmerate der Population der Pflanzenfresser ist, wenn es keine Pflan-
zen gibt. Die Terme —bxy und dxy driicken aus, dass der Massentransfer
von den Pflanzen zu den Tieren umso hoher ist, je mehr Tiere und Pflanzen
vorhanden sind (der Transfer beinhaltet einen gewissen Massenverlust, also
d < b). Setzt man dx/dt = 0 und dy/dr = 0, so stellt Lotka fest, dass es zwei
stationére Zustinde gibt:
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* (x=0,y=0): die Population der Pflanzenfresser ist ausgestorben und
es gibt keine Pflanzen mehr;

* (x=c/d,y=a/b): Pflanzenfresser und Pflanzen koexistieren.

Er schrieb auch ohne Beweis, dass die Funktionen x(¢) und y(¢) periodisch os-
zillieren, wenn zum Zeitpunkt # = 0 die Anfangsbedingung (x(0),y(0)) nicht
einer dieser beiden stationidren Zustinde ist: es gibt eine Zahl T > 0, so dass
x(t+T) = x(¢) und y(¢ +T) = y(¢) fiir alle £ > 0 (Abbildung Wenn
zum Beispiel die Pflanzen sehr reichlich vorhanden sind, dann wird die Po-
pulation der Pflanzenfresser zunehmen, was eine Abnahme der Gesamtmas-
se der Pflanzen verursacht. Wenn diese Masse nicht mehr ausreicht, um die
Pflanzenfresser zu erndhren, verhungern einige Tiere und die Gesamtmasse
der Pflanzen beginnt wieder zu wachsen, bis sie einen Wert erreicht, der dem
Anfangswert entspricht. Das Phinomen wird sich wiederholen.

X(t)
Abbildung 13.1:  Oszilla-
tionen der Gesamtmasse
der Pflanzen x(¢) und
der Gesamtmasse der
Pflanzenfresser y(¢) als 0 t
Funktion der Zeit.

Y

Lotka studierte das Modell ein wenig weiter in einem zweiten Artikel im
Jahr 1920 veroftentlicht mit dem Titel Ungeddmpfte Schwingungen aus dem
Massenwirkungsgesetz. Er erklarte, warum das System periodisch schwingen
konnte. Dies folgt aus der Tatsache, dass der Punkt (x(¢),y(r)) auf einer ge-
schlossenen Bahn in der Ebene mit x auf der horizontalen Achse und y auf der
vertikalen Achse bleiben muss, genauer gesagt, in dem Quadranten, in dem
x> 0und y > 0 (Abbildung [13.2).

IDie Periode T hingt von den Anfangsbedingungen ab, aber Lotka erkannte diese Tatsache
erst 1925.
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Dividiert man niamlich Gleichung (13.1)) durch Gleichung (13.2)), erhilt
man nach einiger Umordnung

c dx a dy
——4d)—=(-—-b| —=.
( x+ ) dt (y ) dt
Integration gibt
dx(t) —clogx(t) = alogy(t) —by(t) + K,

wobei K eine Konstante ist, die nur von der Anfangsbedingung abhingt.
Der Punkt (x(¢),y(¢)) liegt also auf der Kurve dx — c logx = alogy —
by+ K, die eine geschlossene Kurve ist (Abbildung|13.2).

y A
Abbildung 13.2: Diagramm mit der

Gesamtmasse der Pflanzen x(¢) auf
der horizontalen Achse und der Ge- N\

=0
samtmasse der Pflanzenfresser y() /
auf der vertikalen Achse. Die drei
geschlossenen Kurven um den ein-
geschwungenen Zustand entspre-
chen unterschiedlichen Anfangsbe- 0
dingungen.

<Y

Die Trajektorie von (x(¢),y(t)) dreht sich um den stationdren Zustand
(¢/d,a/b) gegen den Uhrzeigersinn, wie man leicht erkennen kann, wenn
man das Vorzeichen von dx/dt und von dy/dr untersucht. In der Nihe des
stationiren Zustands weist das System kleine Schwingungen mit einer Peri-
ode gleich 27 /+/ac auf.

Man setze nimlich x = § +x" und y = § +y*, wobei x* < § und y* < 7.
Dann

dx* b *(c+ *) bc ,
dt Y \d a”
dy* a

7d*(+*>~ﬂ*
a T )T
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Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir

d2x* d2 *
*

~ —acx" und

dr? dr?

~ —acy".

Diese Gleichungen sind die gleichen wie fiir die Schwingungen des ein-
fachen Pendels in der Physik. Die Periode ist 27/+/ac.

Raymond Pearl, der den ersten Artikel von 1920 an die Proceedings of the
National Academy of Sciences iibermittelt hatte, half Lotka, ein zweijdhriges
Stipendium der Johns-Hopkins-Universitit zu erhalten, um ein Buch mit dem
Titel Elemente der physikalischen Biologie zu schreiben. Das Buch wurde
im Jahr 1925 veroffentlicht. Der Abschnitt, der die Arbeit von 1920 zusam-
menfasste, erwéhnte auch, dass Systeme mit zwei Spezies, einer Wirts- und
einer Parasiten-Spezies oder einer Beute- und einer Riduber-Spezies, durch
das gleiche Modell (I3.1)—(I3.2) beschrieben werden konnten. Leider fand
Lotkas Buch bei seiner Verdffentlichung keine grof3e Beachtung. Allerdings
entdeckte der beriihmte Mathematiker Volterra unabhingig davon das gleiche
Modell bald darauf wieder, als er ein Fischereiproblem studierte.

Vito Volterra wurde 1860 im jiidischen Ghetto von Ancona geboren, kurz
vor der Einigung Italiens, als die Stadt noch zum Kirchenstaat gehorte. Er war
ein Einzelkind. Sein Vater, ein Tuchhéndler, starb, als Vito zwei Jahre alt war,
und lie} die Familie ohne Geld zuriick. Als guter Schiiler in der Schule schaft-
te es Volterra, trotz Armut weiter zu studieren, zunédchst an der Universitit von
Florenz und spéter an der Scuola Normale Superiore in Pisa. Im Jahr 1882
promovierte er in Physik und wurde im folgenden Jahr Professor fiir Mecha-
nik an der Universitit Pisa. 1892 wechselte er an die Universitit von Turin
und 1900 auf einen Lehrstuhl fiir mathematische Physik an der Universitit
La Sapienza in Rom. Im Jahr 1905 wurde er Senator. Viele der Vorlesungen,
die er in Rom oder an ausldndischen Universitiaten hielt, wurden in Buch-
form veroffentlicht: Drei Lektionen iiber einige neuere Fortschritte in der
mathematischen Physik (Clark-Universitét, 1909), Lektionen zu Integral- und
Integro-Differentialgleichungen (Rom, 1910), Lektionen zu Linienfunktionen
(Paris, 1912), Die Theorie der permutablen Funktionen (Princeton, 1912).
Wihrend des Ersten Weltkriegs diente er als Offizier in der italienischen Ar-
mee und leitete das Biiro fiir Kriegserfindungen. Nach dem Krieg beteiligte er
sich aktiv an der Griindung der Italienischen Mathematischen Union (1922)
und des Italienischen Nationalen Forschungsrates (1923) und wurde der erste
Vorsitzende des letzteren. Aulerdem wurde er Prisident der Internationalen
Kommission fiir die wissenschaftliche Erforschung des Mittelmeeres (1923)
und Prisident der Accademia dei Lincei (1924). Eine weitere Monografie, die
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in Zusammenarbeit mit J. Péreés geschrieben wurde, Lektionen iiber Kompo-
sition und permutable Funktionen, wurde 1924 veroffentlicht.

Abbildung 13.3:  Volterra
(1860-1940) erhielt 1900
den Doktortitel (honoris
causa) von der Universitit
Cambridge.

1925, im Alter von 65 Jahren, interessierte sich Volterra fiir eine Stu-
die des Zoologen Umberto D’ Ancona, der spiter sein Schwiegersohn werden
sollte, iiber den Anteil der Knorpelfische (wie Haie und Rochen), die in den
Jahren 1905-1923 in drei Hédfen der Adria in der Fischerei gelandet waren:
Triest, Fiumeﬂ und Venedig. D’ Ancona hatte festgestellt, dass der Anteil die-
ser Fische wihrend des Ersten Weltkriegs, als der Fischereiaufwand reduziert
worden war, gestiegen war (Tabelle [I3.).

Tabelle 13.1: Anteil der Knorpelfische in den Fischereien von Triest, Fiume und Ve-
nedig vor, wihrend und nach dem Ersten Weltkrieg.

Jahr 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916
Triest 5,7 8,8 95 157 14,6 76 162
Fiume - - - - 119 214 221

Venedig 21,8 - - - - - -

Jahr 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

Triest 15,4 - 199 158 13,3 10,7 10,2
Fiume 212 364 273 160 159 148 10,7
Venedig - - 309 253 259 258 26,6

Da die Knorpelfische Riauber von kleineren Fischen sind, schien es, dass
ein Riickgang des Fischereiaufwands die Rduberarten begiinstigte. Volterra,

2Nun Rijeka in Kroatien
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der die Arbeit von Lotka nicht kannte, erklérte diese Beobachtung mit dem
gleichen Modell

dx dy

— =ax—>b — =—cy+d

i ax Xy, a cytaxy,

wobei x(¢) fiir die Anzahl der Beute und y(¢) fiir die Anzahl der Réuber steht.
Er bemerkte, wie Lotka, dass dieses System periodisch mit einer Periode T
schwingen kann, die von der Anfangsbedingung (xo,yo) abhingt. Er bemerk-
te auch, dass

d d
Elogx:afby, Elogy: —c+dx.

Integriert man iiber eine Periode T (so dass x(0) = x(7') und y(0) = y(T)), so

erhilt man
1 /T a 1 /T c
— t)dt = — — t)dt = —.
= war=2 2 [Cawa=5

Der Durchschnitt iiber eine Periode sowohl der Anzahl der Beutetiere als auch
der Anzahl der Riuber ist also unabhingig von den Anfangsbedingungen.
Wenn der Fischereiaufwand sinkt, steigt die Wachstumsrate a der Beutetiere,
wihrend die Aussterberate ¢ der Réuber sinkt. Daher sinkt der Mittelwert
von x(¢) und der Mittelwert von y(z) steigt: der Anteil der Rduber nimmt zu.
Genau dies wurde fiir die Fischereistatistik aus der Adria beobachtet.

Volterra veroffentlichte seinen Artikel 1926 zunidchst auf Italienisch. Ei-
ne englische Zusammenfassung erschien ein paar Monate spiter in Nature.
Lotka informierte Volterra und andere Wissenschaftler iiber die Prioritit sei-
ner Studie iiber Rduber-Beute-Systeme. Aber sein Artikel von 1920 und sein
Buch von 1925 sollten nicht immer erwdhnt werden. Lotka war damals be-
reits fiir eine Versicherungsgesellschaft titig, so dass sich seine Arbeit auf die
menschliche Demografie konzentrierte. Volterra arbeitete noch ein Jahrzehnt
lang an Varianten des Réauber-Beute-Systems. Er hielt eine Reihe von Vorle-
sungen in den Jahren 1928-1929 am neu gegriindeten Institut Henri Poincaré
in Paris. Die Aufzeichnungen dieser Vorlesungen wurden 1931 unter dem Ti-
tel Lektionen iiber die mathematische Theorie des Kampfes um das Leben
veroffentlicht. Im Jahr 1935 veroffentlichte Volterra in Zusammenarbeit mit
Umberto D’ Ancona ein weiteres Buch tiber Biologische Assoziationen unter
mathematischen Gesichtspunkten.

Obwohl das Riuber-Beute-Modell die Fischereidaten korrekt zu erkli-
ren scheint, stand die Debatte iiber den Realismus vereinfachter Modelle in
der Okologie erst am Anfang und ist immer noch Gegenstand wissenschaft-
licher Auseinandersetzungen. Heutzutage ist das Rauber-Beute-Modell auch
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als Lotka—Volterra-Modell bekannt und eines der am hiufigsten zitierten in
der Okologie.

1931 weigerte sich Volterra, Mussolini die Gefolgschaft zu geben. Er ver-
lor seine Professur an der Universitidt in Rom und wurde aus den italienischen
wissenschaftlichen Akademien ausgeschlossen, zu deren beriihmtesten Mit-
gliedern er gehorte. Von da an blieb er hauptsichlich auB3erhalb Italiens, reiste
durch Europa und hielt Vortrage. Er veroffentlichte mit J. Péreés den ersten
Band einer Allgemeinen Theorie der Funktionale (1936) und ein Buch mit
B. Hostinsky iiber Infinitesimal lineare Operationen (1938). Er starb 1940 in
Rom.
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Kapitel 14

Fisher und natiirliche Selektion (1922)

Im Jahr 1922 veroffentlichte der britische mathematische Biologe Ro-
nald Fisher einen sehr einflussreichen Artikel zur Populationsgenetik.
In diesem Kapitel wird nur ein Abschnitt des Artikels betrachtet, der
sich auf eine Variante des Hardy-Weinberg-Modells mit natiirlicher Se-
lektion konzentriert. Fisher zeigte, dass, wenn heterozygote Individuen
begtinstigt werden, beide Allele koexistieren konnen. Wenn homozygo-
te Individuen mit einem bestimmten Allel begiinstigt werden, dann ver-
schwindet das andere Allel. Das zugrundeliegende Problem ist das der
Erkldrung, warum manche Gene mehrere Allele haben konnen.

Ronald Aylmer Fisher wurde 1890 in London als letztes von sechs Kin-
dern geboren. Sein Vater war Auktionator, meldete aber spiter Konkurs an.
Fisher studierte zwischen 1909 und 1913 Mathematik und Physik am Gon-
ville and Caius College der Universitit Cambridge. Die Genetik entwickelte
sich zu dieser Zeit rasant. Ab 1911 nahm Fisher an den Treffen der von Galton
initiierten Eugenik-Gesellschaft teil. Er begann, sich mit statistischen Proble-
men im Zusammenhang mit den Arbeiten von Galton und Mendel zu beschif-
tigen. Nach Beendigung seines Universititsstudiums arbeitete er einen Som-
mer lang auf einer Farm in Kanada und war anschlieend fiir die Mercantile
and General Investment Company in der Londoner City titig. Wegen seiner
extremen Kurzsichtigkeit konnte er nicht am Ersten Weltkrieg teilnehmen,
obwohl er sich freiwillig gemeldet hatte. Er verbrachte diese Jahre als Lehrer
an Gymnasien. In seiner Freizeit kiimmerte er sich um einen Bauernhof und
setzte seine Forschungen fort. Er erhielt wichtige neue Ergebnisse, die Kor-
relationskoeffizienten mit der Mendelschen Genetik in Verbindung brachten.
Im Jahr 1919 begann er als Statistiker an der Versuchsstation von Rothamsted
zu arbeiten, die sich mit Landwirtschaft beschiftigte.

Im Jahr 1922 veroffentlichte Fisher einen Artikel mit dem Titel Uber das
Dominanzverhdltnis. Neben einigen anderen wichtigen neuen Ideen betrach-
tete dieser Artikel ein mathematisches Modell, das die Mendelschen Gesetze
und die von Darwin fiir die Evolutionstheorie hervorgehobene Idee der natiir-
lichen Selektion miteinander verband. Fisher betrachtete die gleiche Situati-
on wie Hardy mit zwei Allelen A und a und mit der Hypothese der zufélligen
Paarung. Er nahm aber an, dass Individuen mit den Genotypen AA, Aa und aa
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Abbildung 14.1:
Fisher (1890-1962)

eine unterschiedliche Sterblichkeit vor Erreichen des Erwachsenenalters auf-
weisen und damit die natiirliche Selektion nachahmen. Setzt man p,,, 2¢, und
ry fiir die Frequenzen der drei Genotypen unter den erwachsenen Individuen
in der Generation 7, so gibt es jeweils (p, +¢u)?, 2(pn + qn)(qn + 1) und
(gn+ r»)? Neugeborene in der Generation 74 1 mit diesen Genotypen. Sei-
en u, v und w die jeweiligen Uberlebenswahrscheinlichkeiten von der Geburt
bis zum Erwachsensein. Dann seien die Frequenzen der Genotypen unter den
erwachsenen Individuen in der Generation n+ 1 p,,11, 2¢,+1 und r,41 mit

u +qn)?
oy = AP a0) (14.1)
n
et — v(pn+qrcli)(Qn+rn) (14.2)
n
w(qn+ry 2
Futt :7(%61 . (14.3)
n

wobei wir der Einfachheit halber

dy = u(prz +CIH)2 + ZV(pn +Qn)(qn + rn) + W(‘In + rrz)2

einstellen. Wenn wir uns daran erinnern, dass p, +2q, + r, = 1 ist, sehen wir,
dass das System (14.1)-(T4.3) auf das von Hardy betrachtete System (T1.1)-
(11.3) reduziert wird, wenn u = v = w (d. h. wenn es keine natiirliche Selek-
tion gibt).

Sei x, = pn + g, die Frequenz des Allels A unter den erwachsenen Indivi-
duen der Generation n. Dann sei g, + r, = 1 — x,, die Frequenz des Allels a.
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Addiert man (T4.1)) und (14.2), erhélt man

ux2 +vx,(1—x,)
uxz+2vx, (1 —x,) +w(l —x,)%"

Xp+1 =

Diese Gleichung kann in die folgende Form umgeschrieben werden :

(v=w)(1 —x,) 4+ (1 —v)x,
uxz+2vx,(1—x,) +w(l—x,)% "

X1 —Xn =X (1 —xp) (14.4)
Es gibt immer mindestens zwei stationire Zustidnde, in denen die Frequenz x;,
iber Generationen hinweg konstant bleibt: x = 0 (die Population besteht voll-
stdndig aus homozygoten aa) und x = 1 (die Population besteht vollstindig
aus homozygoten AA).

Mit Hilfe der Gleichung (14.4) kann man zeigen, dass wenn das homozy-
gote AA eine bessere Uberlebenschance hat als die beiden anderen Genotypen
(u > v und u > w), dann wird das Allel a nach und nach aus der Population
verschwinden. Dieser Fall sollte in der Natur nicht sehr hdufig vorkommen,
wenn wir wissen, dass beide Allele koexistieren. Wenn aber das heterozygote
Aa einen Selektionsvorteil gegeniiber den homozygoten AA und aa hat (v > u
und v > w), dann konnen die drei Genotypen in der Population koexistieren.
Dies ist der hiufigste Fall und kann die von den Landwirten wahrgenommene
,Lebendigkeit* der Hybriden erkléren.

Tatsdchlich ist der stationdre Zustand x = 1 stabil, wenn u > v, weil
Xnt1—Xp ~ (1 —x,) (u—v)/u, wenn x, nahe 1 ist. Die Population kon-
vergiert gegen diesen stationdren Zustand. Der stationédre Zustand x = 1
ist instabil, wenn u < v, in diesem Fall gibt es einen dritten stationédren
Zustand

. v—w

T 2v—u—w

mit 0 < x* < 1. AuBerdem konnen wir tiberpriifen, dass dieser stabil ist.
Der stationédre Zustand x* entspricht einer Mischung zwischen den drei

Genotypen.

Kombiniert man also einfach die Mendelschen Gesetze und eine Hypo-
these der natiirlichen Selektion (hier unterschiedliche Uberlebenswahrschein-
lichkeiten fiir die drei Genotypen), so kann man die beiden Situationen der
Koexistenz oder des Verschwindens von Genotypen erkldren. Nach Fisher
wurde dieses Modell auch von J.B.S. Haldane (siche Kapitel und von
Sewall Wright (siehe Kapitel [I9) entwickelt.

Im Vorgriff auf Kapitel [2;0] ist zu beachten, dass, wenn A vollstindig do-
minant ist und der homozygote aa gegeniiber den beiden anderen Genotypen
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benachteiligt ist, wobei die Zahlen u : v : w in einem Verhéltnis 1:1:1—¢
stehen, dann wird Gleichung (14.4)

ex, (1 —x,)>
Xpal —Xp = 1—18((1—):,,))2 ~ex, (1 —x,)? (14.5)

fiir £ < 1. Liegt das Uberleben des heterozygoten Aa in der Mitte zwischen

dem der beiden homozygoten Genotypen, dann stehen die Zahlen u : v: w im
Verhiltnis 1 : 1 —€/2:1—¢ und

S xn(1—xn)

Xp+1 —Xn = 1—8(1 _xn)

~ %xn(l — 1) (14.6)
wenn € < 1.

Bei Rothamsted analysierte Fisher Langzeitdaten zu Ernteertrigen und
Meteorologie. Er leistete aber auch grofle Beitridge zur statistischen Metho-
dik. Im Jahr 1925 verdtfentlichte er ein Buch mit dem Titel Statistische Me-
thoden fiir Forschungsmitarbeiter, das sehr erfolgreich war und mehrfach
nachgedruckt wurde. Im Jahr 1929 wurde er Fellow of the Royal Society.
1930 veroffentlichte Fisher ein Buch iiber Die Genetische Theorie der Na-
tiirlichen Selektion, ein Meilenstein in der Geschichte der Populationsgene-
tik. 1933 wurde er Professor fiir Eugenik am University College in London
und trat damit die Nachfolge von Karl Pearson am Galton Labor an. 1943
wechselte er auf einen Lehrstuhl fiir Genetik an der Universitit Cambridge,
diesmal als Nachfolger von R.C. Punnett (siehe Kapitel [TT)). Er verffentlich-
te auch mehrere Biicher: Die Planung von Experimenten (1935), Die Theorie
der Inzucht (1949) und Statistische Methoden und wissenschaftliche Inferenz
(1956). 1952 zum Ritter geschlagen, lie3 er sich nach seiner Pensionierung
1959 in Australien nieder und starb 1962 in Adelaide. Auf einen anderen Teil
seiner Arbeit werden wir in Kapitel [20] zuriickkommen.
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Kapitel 15

Yule und die Evolution (1924)

1924 untersuchte der britische Statistiker Yule ein Modell der Evolution,
bei dem Arten durch kleine Mutationen neue Arten und Gattungen durch
gro3e Mutationen neue Gattungen hervorbringen koénnen. Sein Ziel war
es, die Verteilung der Anzahl der Arten innerhalb der Gattungen zu er-
kldaren, wobei die meisten Gattungen nur eine Art enthalten und einige
wenige Gattungen eine grofle Anzahl von Arten aufweisen. Der stocha-
stische ,,Geburtsprozess®, den Yule in seinem Modell einfiihrte, ist im-
mer noch ein grundlegendes Werkzeug bei der Untersuchung phyloge-
netischer Baume und in vielen anderen Bereichen.

George Udny Yule wurde 1871 in Schottland geboren. Sein Vater hatte ei-
ne hochrangige Position in der britischen Verwaltung in Indien. Im Alter von
16 Jahren begann Yule ein Studium am University College in London, um
Ingenieur zu werden. 1892 orientierte er sich um und forschte ein Jahr lang
in Bonn unter der Leitung des Physikers Heinrich Hertz, der wenige Jahre
zuvor die Existenz elektromagnetischer Wellen nachgewiesen hatte. Als Yule
nach England zuriickkehrte, bot ihm Karl Pearson eine Stelle als Assistenz-
professor fiir angewandte Mathematik am University College an. Yule be-
gann, Pearson folgend, sich auf die Statistik zu konzentrieren. Im Jahr 1911
veroffentlichte er Eine Einfiihrung in die Theorie der Statistik, das 14 Mal
nachgedruckt wurde. Im folgenden Jahr wechselte er an die Universitidt Cam-
bridge. Seine Forschungsarbeit befasste sich mit theoretischen Aspekten der
Statistik, aber auch mit Anwendungen in der Landwirtschaft und Epidemio-
logie. Im Jahr 1922 wurde er Fellow of the Royal Society.

Im Jahr 1924 veroffentlichte Yule einen Artikel mit dem Titel Eine ma-
thematische Theorie der Evolution basiert auf den Schlussfolgerungen von
Dr. J. C. Willis. Willis war ein Kollege der Royal Society, der 1922 ein Buch
mit dem Titel Alter und Gebiet, Eine Studie iiber die geografische Verbreitung
und den Ursprung der Arten verdffentlicht hatte. Er hatte die Verteilung der
Arten auf verschiedene Gattungen in der Klassifizierung von Pflanzen und
Tieren untersucht. Die Daten, die er zusammengetragen hatte, zeigten, dass
die meisten Gattungen nur eine Art enthielten, dass immer weniger Gattun-
gen eine hohere Anzahl von Arten enthielten und dass es immer noch einige
wenige Gattungen mit einer groBen Anzahl von Arten gab. Tabelle[I5.1]zeigt
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Abbildung 15.1:
Yule (1871-1951)

die Daten fiir Schlangen, Eidechsen und zwei Familien von Kéfern (die Chry-
somelidae und die Cerambycinae).

Die damals bekannten 1.580 Eidechsenarten wurden in 259 Gattungen
eingeteilt, wobei 105 Gattungen nur eine Art, 44 nur zwei Arten, 23 nur drei
Arten usw. enthielten und zwei Gattungen mehr als hundert Arten umfas-
sten. Fiir andere Tier- und Pflanzenfamilien hatte die Verteilung der Gattun-
gen nach der Anzahl der enthaltenen Arten eine sehr dhnliche Form.

Yule schlug vor, dass Willis versuchen sollte, seine Daten in einem Dia-
gramm mit logarithmischen Skalen darzustellen. Dies ergab ein verbliiffendes
Ergebnis (Abbildung [I5.2): der Logarithmus der Anzahl Q, der Gattungen,
die n Arten enthalten, nimmt mehr oder weniger linear mit log(n) ab. Mit
anderen Worten, es gibt Konstanten o > 0 und 8 > 0, so dass Q, ~ anF:
die Verteilung folgt einem Potenzgesetz. In seinem Artikel von 1924 such-
te Yule nach einem mathematischen Modell der Evolution, das eine solche
statistische Verteilung erklidren konnte.

Zu diesem Zweck stellte er sich zunichst ein zeitkontinuierliches stocha-
stisches Model fiir das Wachstum der Artenzahl innerhalb einer Gattung vor
(Abbildung [T5.3h). Ausgehend von nur einer Art zum Zeitpunkt # = 0 nahm
er an, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine Art, wihrend eines kleinen Zeit-
intervalls dr (auf der Zeitskala der Evolution) durch Mutation eine neue Art
der gleichen Gattung zu gebdren, gleich rdt mit r > 0 ist.

Sei p,(t) die Wahrscheinlichkeit, dass es n Arten zum Zeitpunkt ¢ gibt (n
ist eine ganze Zahl, aber 7 ist eine reelle Zahl). Um p, (¢ + dt) zu berechnen,
hat Yule mehrere Fille betrachtet:

'McKendrick (siehe Kapitel hatte bereits in einer 1914 veroffentlichten Arbeit begonnen,
solche Modelle in der Populationsdynamik zu untersuchen.
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Tabelle 15.1: Daten zusammengestellt Anzahl Anzahl der Gattungen
von Willis : (a) Chrysomelidae N der Arten (a) (b) (C) (d)
(b) Cerambycinae ; (c) Schlangen ;
(d) Eidechsen. 1 215 469 131 105
2 90 152 35 44
3 38 82 28 23
4 35 61 17 14
5 21 33 16 12
6 16 36 9 7
7 15 18 8 6
8 14 17 8 4
9 5 14 9 5
10 15 11 4 5
11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
31-40 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0
91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2
insgesamt 627 1024 293 259

Abbildung 15.2: Die Anzahl der
Gattungen in Abhingigkeit von der
Anzahl der in ihnen enthaltenen Ar-
ten, mit dezimalen logarithmischen . [N\\Anzahl der Gattungen
Skalen. Daten fiir die Chrysome-
lidae. Um die Schwankungen zu
glitten, wenn n (die Anzahl der Ar- 10'1
ten) grof ist, wurden die Gattun-

gen fiir Bereiche von n-Werten wie .
in Tabelle [T5.1] gezihlt. Die durch- 107
schnittliche Anzahl der Gattungen

fir einen einzelnen Wert von n 10"

Artenzahl

T ' 2
kann somit kleiner als 1 sein. 10 10 10
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1 1
1 3
3 n=1
1 4
n=2
n=
2 n=4
t 0

Abbildung 15.3: (a) Eine Simulation der Evolution der Anzahl der Arten innerhalb
einer Gattung. Die Art 1 erzeugt die Arten 2 und 3. Die Art 3 erzeugt die Art 4. (b)
Die Wahrscheinlichkeit p,(¢), dass es n Arten der gleichen Gattung zum Zeitpunkt ¢
gibt, fiir 1 <n < 4.

e Wenn es n — 1 Arten zum Zeitpunkt ¢ gibt, hat jede Art eine Wahr-
scheinlichkeit rdt, zwischen ¢ und ¢ + dt eine neue Art zu erzeugen;
in der Grenze dt — 0 gibt es n Arten zum Zeitpunkt ¢ 4 d¢ mit einer
Wahrscheinlichkeit (n — 1) rdt;

e wenn es n Arten zum Zeitpunkt ¢ gibt, wird es n+ 1 Arten zum Zeit-
punkt 7 + dt mit einer Wahrscheinlichkeit nrdt geben.

Somit ist p,(¢) durch das folgende System von Differentialgleichungen gege-
ben

d d

%:—rpl, %:(n—l)rpnﬂ—nrpn (15.1)
fiir alle n > 2. Aus der ersten Gleichung erhalten wir p () = e, weil
p1(0) = 1. Man kann zeigen, dass die Losung der zweiten Gleichung, die
die Anfangsbedingung p,(0) = 0 erfiillt,

pa(t) =e " (1—e ! (15.2)

fiir alle n > 2 ist (Abbildung [I5.3p). Zu einem festen Zeitpunkt ¢ ist also
die Verteilung der Wahrscheinlichkeiten (p,(¢)),>1 geometrisch mit einem
Verhiltnis zwischen zwei aufeinanderfolgenden Termen gleich 1 —e™"".

In der Tat stellen wir zunichst fest, dass Gleichung (I5.1)) dquivalent ist
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zu J
pr [p,, "”} =m—-1)rp,1€"", (15.3)

woraus wir nacheinander p,(z), p3(¢) berechnen konnen. Wir erhalten
pa(t)=e " (1—e""), dann p3( )y=e """ (1 —e"")?, was die Formel
(15.2) fur die allgemeine Losung nahelegt. Man kann schlieBlich priifen,
dass diese Formel eine Losung der Gleichung (15.3) ist

Yule leitete auch aus der Formel (I5.2)) ab, dass die erwartete Anzahl der
Arten exponentiell mit der Zeit zunimmt: Y, n p, (1) = "

In der Tat stellen wir zunichst fest, dass fiir |x| < 1,

d & 1

-
n;"x"fl = Zx" = *( 1x> O

Dann
+o0

ann — rth —rt nflzert.

n=1

Insbesondere, wenn T die Verdopplungszeit ist, die durch e’ = 2 defi-
niert ist, dann ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung (p,(¢)),>1 der Anzahl
der Arten zum Zeitpunkt = T geometrisch mit einem Verhiltnis ; é }t, 3
1 ¢ - -- Zum Zeitpunkt r = kT ist sie geometrisch mit einem Verhltnis 1 —1/ 2k
und py (kT) = 1/2*.

Yule betrachtete als néchstes, parallel zum Wachstum der Anzahl der Ar-
ten, die zur gleichen Gattung gehoren, einen dhnlichen Prozess aufgrund gro-
Berer Mutationen, die zur Bildung neuer Gattungen fiithren. Sei sdt die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine bestehende Gattung, eine neue Gattung wihrend eines
kleinen Zeitintervalls dt zu erzeugen. Wie zuvor, unter der Annahme, dass
es zum Zeitpunkt + = O nur eine Gattung gibt, ist die erwartete Anzahl der
Gattungen zum Zeitpunkt ¢ e*’. Die erwartete Anzahl der Gattungen, die pro
Zeiteinheit zum Zeitpunkt ¢ entstehen, ist die Ableitung se®’. Im Grenzfall
t — +oo ist dan die mittlere Anzahl der Gattungen, die zum Zeitpunkt ¢
zwischen x und x + dx Zeiteinheiten existiert haben, se’ (1=%) gx. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass zum Zeitpunkt 7 eine zufillig ausgewéhlte Gattung zwi-
schen x und x + dx Zeiteinheiten existiert hat, ist se **dx.

2Yule betrachtete auch den Fall, dass 7 nicht sehr gro gegeniiber der Verdopplungszeit von e*
angenommen werden kann. Die Berechnungen sind etwas komplizierter, aber die Endergebnisse
sind nicht sehr unterschiedlich.
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Wenn eine zum Zeitpunkt ¢ zufillig ausgewihlte Gattung zwischen x und
x + dx Zeiteinheiten existiert hat, ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Gat-
tung n Arten enthélt, nach Formel gleiche " (1— e*”)”*1 fiir alle n >
1. Die Wahrscheinlichkeit g, fiir eine zum Zeitpunkt ¢ zufillig ausgewihlte
Gattung, n Arten zu enthalten, ist also g, = [, se™¥e™* (1 —e )" ! dx.
Setzen wir u = r/s. Eine einfache Berechnung zeigt, dass ¢; = 1/(1+u) und
dass
1 u 2u (n—1)u
T l4w 142u 143u 1+

qn (15.4)

fiir alle n > 2.

In der Tat, wir haben (1—¢ ™)' = (1—e """ 2 (1—¢ "), Also
Gn =4n-1— s/ e ¥ (1 —e )2 e gy,
0

Durch eine partielle Integration erhalten wir

r+s (n—1)r/s

= _l d == —1 -
In = 4n—1 (n—l)rqn une gn I+nr/s n-1

Die Formel zeigt, dass die Folge der Wahrscheinlichkeiten (g, )n>1
abnehmend ist. Das Maximum wird also fiir n = 1 erreicht: die meisten Gat-
tungen enthalten nur eine Art. Dies ist genau das, was die Daten gezeigt hat-
ten. AuBlerdem ist die Abnahme von g, gegen 0, wenn n — oo, relativ lang-
sam, weil g,/¢g,—1 — 1. Dies konnte erkldren, warum einige Gattungen eine
grofBe Anzahl von Arten enthalten. Genauer gesagt, zeigte Yule, dass logg,
linear mit log(n) abnimmt.

Einfiithren der Eulerschen Gamma-Funktion I'(z) = [;°#*~ ! e dt. Dann
I'rn+1)=nl=nx(n—1)x---x2x 1, wenn n ganzzahlig ist und
I'(z+1) =zI'(z). (15.4) hat also die Form

(n—1)! _ I(mTr(+1)

:u(1—|—$)(2+$)~-(n+$) ul(n+1+1)"

qn

Die Stirlingsche Niherung ergibt jedoch logI'(n) ~nlogn—n— % logn—+
Konstante. Ahnlicherweise, logI'(n+1+1/u) ~nlogn—n+ (% + 1) lognH

Konstante. SchlieBlich logg, ~ — (1+ 1) logn + Konstante.

Betrachten wir zum Beispiel den Fall der Eidechsen. Der Parameter u
kann aus dem Anteil g; = 1/(1 4 u) der Gattungen, die nur eine Art enthalten,
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geschitzt werden. Nach Tabellehaben wir g1 = 105/259 also u ~ 1,467.
Wir konnen dann die theoretische Wahrscheinlichkeit g, und die erwartete
Anzahl Q,, von Gattungen, die n Arten enthalten, berechnen, indem wir g, mit
der Gesamtzahl der Arten multiplizieren, die 259 betrigt (Tabelle . Yule
bemerkte, dass die Ubereinstimmung zwischen den Beobachtungen und den
Berechnungen relativ gut ist, wenn man die Einfachheit des Modells bedenkt,
das z.B. die Kataklysmen nicht beriicksichtigt, die die Arten im Laufe der
Millionen Jahre der Evolution durchlaufen haber|

Tabelle 15.2: Vergleich zwischen Daten und Theorie im Falle der Eidechsen (1.580
Arten in 259 Gattungen).

Anzahl der Arten  Beobachtete Anzahl Berechnete Anzahl

pro Gattung von Gattungen von Gattungen
1 105 105,0

2 44 39,2

3 23 21,3

4 14 13,6

5 12 9,6

6 7 7.2

7 6 5,6

8 4 4,5

9 5 3,7

10 5 3,1
11-20 17 16,6
21-30 9 6,9
31-40 3 39
41-50 2 2,6
51-60 0 1.9
61-70 1 14
71-80 0 1,1
81-90 0 0,9
91-100 0 0,7
101- 2 10,1
insgesamt 259 259

Nach 1931 zog sich Yule nach und nach von der Universitdt Cambridge
zuriick. Er interessierte sich fiir die statistische Verteilung der Lange von Siit-

3Fiir die Anzahl der Gattungen mit mehr als 100 Arten erhielt Yule eine bessere Anpassung
als in Tabelle indem er beriicksichtigte, dass ¢ im Vergleich zur Verdopplungszeit von e
nicht grof} war.
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zen, um Buchautoren zu identifizieren. Er wandte dies insbesondere auf das
von John Graunt veroffentlichte Buch an (siehe Kapitel [2)), wurde aber mog-
licherweise von William Petty inspiriert. Im Jahr 1944 verdoffentlichte er ein
Buch iiber Die statistische Untersuchung des literarischen Wortschatzes. Er
starb im Jahr 1951.

Heutzutage wird das Modell von Yule immer noch verwendet, um ,,phylo-
genetische Baume* (die Stammbiume der Arten) zu analysieren. Diese Béu-
me, dhnlich dem in Abbildung[I5.3] sind dank der neuen Daten aus der Mo-
lekularbiologie besser bekannt. Aber die Anwendungen des stochastischen
Prozesses, der durch die Gleichung definiert ist, sind nicht auf die Evo-
lutionstheorie beschrinkt. Dieser Prozess ist ein Baustein vieler Modelle in
der Populationsdynamik, von der mikroskopischen Ebene (um z. B. Koloni-
en von Bakterien zu modellieren) bis zur makroskopischen Ebene (um den
Beginn einer Epidemie zu modellieren). Er wird als ,,reiner Geburtsprozess*
oder ,,Yule-Prozess* bezeichnet. Eine einfache Variante beinhaltet eine Wahr-
scheinlichkeit mdt des Sterbens wihrend eines beliebigen kleinen Zeitinter-
valls dt: die erwartete Populationsgrofle zum Zeitpunkt 7 fiir diesen ,,Geburts-
und Sterbeprozess® ist dann e" ). Was die Wahrscheinlichkeitsverteilung
(T15.4) betrifft, so wird sie manchmal als Yule-Verteilung bezeichnet. Ver-
teilungen mit Schwinzen, die Potenzgesetzen geniigen, haben in verschie-
denen Bereichen der Wissenschaft viel Aufmerksamkeit erregt. Die Unter-
suchung von Epidemien in zufilligen Netzwerken mit einer Potenzgesetz-
Gradverteilung ist nur ein Beispiel dafiir.
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Kapitel 16

McKendrick und Kermack iiber die Modellierung
von Epidemien (1926-1927)

1926 untersuchte McKendrick ein stochastisches Epidemiemodell und
fand eine Methode zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit, mit der eine
Epidemie eine bestimmte Endgrofle erreicht. Er entdeckte auch die par-
tielle Differentialgleichung fiir altersstrukturierte Populationen in einem
zeitkontinuierlichen Rahmen. 1927 untersuchten Kermack und McKen-
drick ein deterministisches Epidemiemodell und erhielten eine Gleichung
fiir die endgiiltige Epidemiegrofle, die einen bestimmten Schwellenwert
fiir die Bevolkerungsdichte betont. Grofle Epidemien kénnen oberhalb,
aber nicht unterhalb dieser Schwelle auftreten. Diese Arbeiten werden
in der heutigen Epidemiologie immer noch sehr hdufig verwendet.

Anderson Gray McKendrick wurde 1876 in Edinburgh als letztes von fiinf
Kindern geboren. Er studierte Medizin an der Universitit von Glasgow, wo
sein Vater Professor fiir Physiologie war. Im Jahr 1900 trat er in den Indi-
schen Gesundheitsdienst ein. Bevor er nach Indien ging, begleitete er Ronald
Ross bei einer Mission zur Malariabekdampfung in Sierra Leone. Anschlie-
Bend diente er 18 Monate lang in der Armee im Sudan. Bei seiner Ankunft
in Indien wurde er als Arzt in einem Gefingnis in Bengalen eingesetzt, wo er
versuchte, die Dysenterie zu kontrollieren. Im Jahr 1905 trat er in das neue
Zentralinstitut fiir medizinische Forschung in Kasauli (im Norden Indiens)
ein. Er arbeitete an der Erforschung der Tollwut, studierte aber auch Mathe-
matik. 1920 kehrte er, nachdem er sich mit einer Tropenkrankheit infiziert
hatte, nach Edinburgh zuriick und wurde Leiter des Labors des Royal College
of Physicians.

Im Jahr 1926 verdffentlichte McKendrick einen Artikel iiber die Anwen-
dungen der Mathematik auf medizinische Probleme, der mehrere neue Ide-
en enthielt. Er fiihrte insbesondere ein zeitkontinuierliches mathematisches
Modell fiir Epidemien ein, das den stochastischen Aspekt von Infektion und
Genesung beriicksichtigte.

Betrachten wir eine Population der Grofle N mit zunichst nur einer infi-
zierten Person. Die Menschen konnen nacheinander drei Zustiande durchlau-
fen: den gesunden Zustand S, den infizierten Zustand 7 und den genesenen
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Abbildung 16.1: McKendrick (1876—-1943) und Kermack (1898-1970)

Zustand R (Abbildung|16.2)("

Abbildung 16.2: Mogliche Zustinde: empfindlich (S), infiziert (I), genesen (R).

Sei p; »(¢) die Wahrscheinlichkeit, dass die Population zum Zeitpunkt 7
genau i Personen im Zustand / und » Personen im Zustand R enthilt, wo-
bei i und r solche ganzen Zahlen sind, dass 1 < i+ r < N. In diesem Fall
sagt man, dass sich die Bevolkerung im Zustand (i, r) befindet. Die Anzahl
der gesunden Personen ist s = N —i — r. In Anlehnung an die Arbeiten von
Ross tiber Malaria (siehe Kapitel nahm McKendrick an, dass wihrend
eines kleinen Zeitintervalls dr die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer
neuen Infektion gleich asi dt ist (d. h. proportional sowohl zur Anzahl der
gesunden Personen als auch zur Anzahl der infizierten Personen). Die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine neue Genesung ist gleich bi dt. Sowohl a als auch b
sind positive Parameter. Um p; (¢ 4 dt) zu berechnen, sind mehrere Fille zu
unterscheiden:

* die Population befindet sich zum Zeitpunkt 7 im Zustand (i — 1,r) und
eine Neuinfektion versetzt die Population zwischen ¢ und 7 + dt in den

Daniel Bernoullis Modell (siehe KapitelEI) umfasste die Zustinde S und R, aber nicht 7, da
die Dauer der Infektion viel kiirzer als die durchschnittliche Lebenserwartung war.
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Zustand (i,r); die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist as (i —
dtmits=N—(i—1)—r;

* die Population befindet sich zum Zeitpunkt 7 im Zustand (i,7) und eine
Neuinfektion versetzt die Population zwischen ¢ und ¢ 4 dt in den Zu-
stand (i+ 1, r); die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist asidt mit
s=N—i—r;

* die Population befindet sich zum Zeitpunkt ¢ im Zustand (i + 1,7 — 1)
und eine neue Erholung versetzt die Population zwischen ¢ und # 4 dt in
den Zustand (i,r); die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist b (i +
1)dt;

* die Population befindet sich zum Zeitpunkt 7 im Zustand (i,7) und eine
neue Erholung versetzt die Population zwischen # und ¢ + dt in den Zu-
stand (i — 1,r+ 1); die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist bi dr.

Daraus ergaben sich fiir McKendrick die Gleichungen

dpi,r
dt

=a(N—i—r+1)(i—1)piry—a(N—i—r)ipi,
+b(i+1)piv1,—1—bipi, (16.1)

fir 1 <i+r < N. Der erste Term auf der rechten Seite fehlt, wenn i = 0,
wihrend der dritte Term fehlt, wenn r = 0. Die Anfangsbedingungen sind
pir(0) =0 fur alle (i,r), auer p; o(0) = 1.

Mit diesem Modell gelang es McKendrick, die Wahrscheinlichkeit zu be-
rechnen, dass die Epidemie endet, wenn n Menschen infiziert wurden, was
der Grenzwert von py ,(t) ist, wenn ¢ — +oo. In der Tat ist es nicht nétig, das
System zu 16sen. Es geniigt zu bemerken, dass, solange es i infizierte
Personen und r genesene Personen gibt, die Wahrscheinlichkeit einer neuen
Infektion wihrend eines kleinen Zeitintervalls dt gleich a (N — i — r)idt und
die Wahrscheinlichkeit einer neuen Genesung gleich bi dt ist. Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten (wie sie in der Theorie der Markov-Ketten iiblicherwei-
se genannt werden) vom Zustand (i,7) zum Zustand (i + 1,7) bzw. Zustand
(i—1,r+1) sind also

a(N—i—r) b
Plir)=(it1r) = aN—i=+b’ Plir)—(i-1r+1) = aN=i—"Tb

fur alle i > 1 (Abbildung[16.3).

Sei ¢;, die Wahrscheinlichkeit, dass die Population den Zustand (i,r)
wihrend der Epidemie durchlduft. Da i = 1 und » = 0 bei t = 0, haben wir
q1,0 = 1. Die anderen Zustinde werden entweder nach einer Infektion oder
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Abbildung 16.3:  Diagramm
mit den moglichen Zustinden
einer Population mit N =5 (i
auf der horizontalen Achse, r 1 T 1T T
auf der vertikalen Achse) und
den moglichen Ubergiingen
durch Infektion (horizontale 0 1 2 3 4 5
Pfeile) oder durch Erholung

(andere Pfeile).

[ w ~ (S 2 B

nach einer Erholung erreicht:

Gir = Gi-1r P(i-1,1)(ir) T it1r—1 Pi1r—1)=(ir) -

Der erste Term der rechten Seite fehlt, wenn i = 0 oder i = 1. Der zweite
Term fehlt, wenn r = 0. Aus dieser Formel konnen wir zunéchst (g; 0)2<i<n
berechnen, dann (g; 1)o<i<n—1, dann (g;2)o<i<n—2 usw. Die Wahrscheinlich-
keit, dass die Epidemie schlieBlich n Menschen infiziert, ist g ,,. Im Jahr 1926
waren solche Berechnungen recht mithsam. Daher beschrinkte sich McKen-
drick auf Beispiele, die sehr kleine Populationen betrafen, zum Beispiel eine
Familie. Mit N = 5 Personen und b/a = 2 erhielt er Tabelle Die groBiten
Wahrscheinlichkeiten entsprechen dem Fall, in dem nur eine Person in der
Familie infiziert ist und dem Fall, in dem die gesamte Familie infiziert ist.

Tabelle 16.1: Wahrscheinlichkeit, dass eine Epidemie in einer fiinfkopfigen Familie n
Personen infiziert, wenn b/a = 2.

n 1 2 3 4 5
g0, 033 0,11 0,09 0,13 0,34

Der gleiche Artikel aus dem Jahr 1926 enthilt auch eine neue Formulie-
rung des demografischen Problems, wenn die Zeit als kontinuierliche Variable
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betrachtet wird. Fiir dx unendlich klein sei P(x,7) dx die Bevolkerung mit ei-
nem Alter zwischen x und x + dx zum Zeitpunkt 7. Sei m(x) die Sterblichkeit
im Alter x. Dann

P(x+h,t+h) ~ P(x,t) —m(x) P(x,t) h

fir 4 unendlich klein. Fiihrt man die partiellen Ableitungen der Funktion
P(x,1) ein:

JP . P(x+h,t)—P(x,1)
7z 1) = fim h !

L P(x,t+h)—P(x,t)
3¢ (%o1) = Jim h

Mit
opP opP
P(x+h,t+h) ~ P(t h = (x,t) +h —=—(x,t
(vt +h) = P(3) +h S (on) +h S (0)
erhielt McKendrick die folgende partielle Differentialgleichung:

JdP

oP
=7 D)+ 5 (60) +m(x) P(x,t) =0.

dx

Eine solche Gleichung taucht natiirlich bei Bevolkerungsproblemen auf, die
durch eine kontinuierliche Variable strukturiert sind, wie z. B. das Alter in der
Demografie (siche Kapitel [25)) oder die Zeit seit der Infektion in der Epide-
miologie.

William Ogilvy Kermack wurde 1898 in einer kleinen Stadt in Schottland
geboren. Er studierte an der Universitit Aberdeen und begann in einem In-
dustrielabor in Oxford auf dem Gebiet der organischen Chemie zu forschen.
1921 war Kermack zum Leiter der chemischen Abteilung des Royal Colle-
ge of Physicians Laboratory in Edinburgh ernannt worden. Obwohl er nach
einer Explosion in seinem Labor in Edinburgh 1924 v6llig erblindet war, setz-
te er seine chemischen Arbeiten mit Hilfe von Kollegen und Studenten fort.
Kermack begann auch mit McKendrick an der mathematischen Modellierung
von Epidemien zusammenzuarbeiten. Ab 1927 verdffentlichten sie gemein-
sam eine Reihe von Beitrigen zur mathematischen Theorie der Epidemien,
in denen sie deterministische Epidemiemodelle untersuchten. Sei N die Po-
pulationsgrofie mit N grof3 genug. Nehmen wir wie im Artikel von 1926 an,
dass Menschen entweder gesund, infiziert oder genesen sein konnen. Wenn
die Krankheit todlich ist, dann ist der dritte Zustand tatsdchlich der Tod. Seien
S(t), I(t) und R(¢) die Anzahl der Personen in jedem der drei Zustinde. Das
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Modell ist (in vereinfachter Form) ein System von drei Differentialgleichun-
gen:

ds
— =—aSl 16.2
7 aSli, (16.2)
dl
— =aSI-blI 16.3
7= . (16.3)
dR
— =bl. 16.4
7 (16.4)

Die Anzahl der Neuinfektionen pro Zeiteinheit ist also, wie im stochastischen
Modell von 1926, proportional sowohl zur Anzahl der gesunden Personen
als auch zur Anzahl der infizierten Personen. Zu Beginn der Epidemie, zum
Zeitpunkt ¢ = 0, ist eine bestimmte Anzahl von Personen infiziert: S(0) =
N —1Iy, I(0) = Iy und R(0) = 0, unter der Annahme 0 < Iy < N.

Obwohl das System (16.2)-(16.4) keine geschlossene Losung hat, kénnen
mehrere seiner Eigenschaften bewiesen werden:

* die Gesamtbevélkerung S(7) 4 1(t) + R(z) bleibt konstant und gleich N;

* S(t), I(¢) und R(t) bleiben positiv (wie es sein sollte, da es sich um
Populationen handelt);

e wenn ¢ — oo, nimmt S(¢) zu einem Grenzwert S, > 0 ab, I(¢) konver-
giert gegen O und R(¢) nimmt zu einem Grenzwert R.. < N zu;

¢ die Formel
So _a

S0) b
ergibt implizit S., und damit auch die endgiiltige Epidemiegrofie R.. =
N —S...

—log (N—S..), (16.5)

In der Tat sehen wir zunichst, dass % (S+1-+R) = 0. Also S(t) +1(r) +
R(t) = S(0)+1(0) + R(0) = N. Die Gleichungen (16.2) und (16.3)) kén-

nen umgeschrieben werden als

d ( d /
afpl(t)dt| _ bt—a fyS(t)dt| _
= [S(t)e 0 } 0, = [I(t)e 0 } 0.

Daraus folgt, dass
S(1) = 5(0) e—alol(v)dr >0, I(t)=1(0) ealoS(t)dt—bt = 0.

Die Gleichungen (16.2)) und (16.4) zeigen dann, dass die Funktion S(¢)
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abnehmend und die Funktion R(¢) zunehmend ist (insbesondere R(¢) >
0). Da S(r) > 0 und R(¢) < N sind, haben die Funktionen S(¢) und R(¢)
Grenzwerte, wenn ¢ — +oo. Da I(t) = N — S(¢) — R(t), hat I(z) auch
einen Grenzwert, wenn ¢ — +oo, der nur Null sein kann, wie man durch

Integration von sieht. Gleichung zeigt auch, dass

d
—a[logS] =al.

Integriert man zwischen ¢ = 0 und t = 4o, so erhélt man
~+oo
10gS(0) —logSe = a / 1(t)dt.
0

Gleichung (16.3) kann so umgeschrieben werden:

ar__ds_,
dt  dr ’

Integriert man zwischen ¢ = 0 und ¢t = oo, erhélt man
~+oo
_1(0) = S(0) — Se— b / 1(t)dt.
0

Kombiniert man die beiden Ergebnisse, erhilt man die Formel (16.5),
die zeigt, dass Se. > 0.

Wenn die anfingliche Anzahl der Infizierten Iy im Vergleich zur Bevolke-
rungsgrofe N klein ist, was zu Beginn einer Epidemie in einer Stadt oft der
Fall ist, kann die Formel (16.3)) mit S.. = N — R.. so umgeschrieben werden,

R R
1 (17—)2%’ R 16.6
og N 0o (16.6)
wobei per Definition
aN
%0 = 7 .

Gleichung hat nur dann eine positive Losung, wenn % > 1. Kermack
und McKendrick kommen also zu folgendem Schluss: Die Epidemie infiziert
nur dann einen nicht vernachléssigbaren Teil der Bevolkerung, wenn % > 1.
Es gibt einen Schwellenwert fiir die Bevolkerungsdichte N* = b/a, unterhalb
dessen eine Epidemie nicht auftreten kann.

Wenn die Populationsgrofle N knapp iiber diesem Schwellenwert liegt
(N = N*+¢), kommt es zu einer Epidemie mit kleiner Amplitude. Es folgt
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aus (16.0), dass R. ~ 2¢&. Also S., >~ N* — €: Die Epidemie bringt die anfilli-
ge Population genauso weit unter den Schwellenwert N*, wie sie urspriinglich
dariiber lag.

In der Tat wird unter Verwendung der Niherung —log(l —x) ~ x + %

die Gleichung

So

Wie im Malariamodell von Ross (Kapitel hat die Bedingung % > 1
eine einfache Interpretation. Da a N die Anzahl der Personen ist, die eine in-
fizierte Person pro Zeiteinheit zu Beginn der Epidemie ansteckt, und da 1/b
die durchschnittliche Infektionsdauer ist, ist Zy = aN/b die durchschnitt-
liche Anzahl der Sekundirfille durch eine infizierte Person zu Beginn der
Epidemie.

Bei todlichen Krankheiten ist R(¢) die kumulative Anzahl der Todesfille
seit Beginn der Epidemie und dR/dt ist die Anzahl der Todesfille pro Zeit-
einheit. Kermack und McKendrick stellten fest, dass der Graph der Funktion
dR/dt in ihrem mathematischen Modell die Glockenform hat, die man von
einer Epidemiekurve erwartet (Abbildung[16.4).

10001
Todesfalle pro Woche

8001

6001

Abbildung 16.4: Die Kurve
dR/dt als Funktion der Zeit 4001
und die Daten fiir die An-

zahl der Todesfille pro Wo- 2001
che wihrend einer Pestepi-

demie in Bombay in den 0
Jahren 1905-1906.

Wochen
0 5 10 15 20 25 30
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Um dR/dt zu erhalten, teilten sie (16.2)) durch (16.4) und erhielten dS/dR =
—aS/b. Also S(r) = S(0) exp(—aR(t)/b). Setzt man dies in Gleichung
(16.4) ein und verwendet man S(¢) 4+ I(¢) + R(r) = N, erhilt man die

Gleichung

dR a

—:b[NfR—SO (WR)}, 16.7

7 (0)exp(— (16.7)
die immer noch nicht explizit gelost werden kann. Wenn jedoch § R(t)
wihrend der gesamten Epidemie klein bleibt, ergibt die Approximation

exp(—u) ~ 1 —u+u®/2

dR a a

i ~b [N R—5(0)+5(0) bR S(0) 2b2R } . (16.8)
Dies ist eine sogenannte Riccati-Gleichung mit zwei konstanten Lo-
sungen, einer positiven R und einer negativen R_, gegeben durch die
Waurzeln des Polynoms zweiter Ordnung in R auf der rechten Seite von
(16.8). Sei R(t) die exakte Losung von (16.8) und setze Q(r) = R(t) —
R . Dann erfiillt Q(¢) eine Bernoulli-Differentialgleichung &hnlich der
von Daniel Bernoulli und Verhulst (siche (.5) und (6.1))). Man kann al-
so die Formel direkt anpassen, um Q(¢) zu erhalten. Eine einfache,
aber langwierige Berechnung zeigt, dass dQ/dr von der Form

a/ cosh? (Bt —y)

ist, wobei @, B und y Konstanten sind, die auf komplizierte Weise von
den Parametern des Modells abhingen. Da dR/dt ~ dR/dt = dQ/dt,
konnten Kermack und McKendrick (a, 8, v) wihlen, um ihre Daten an-
zupassen. Natiirlich konnen moderne Computer und Software die Diffe-
rentialgleichung (16.7) leicht numerisch 16sen, ohne diese Néherungen
zu durchlaufen.

Die so erhaltene Kurve fiir dR/dt passte gut zu den Daten fiir die Anzahl
der Todesfille pro Woche wihrend der Pestepidemie in Bombay zwischen
Dezember 1905 und Juli 1906 (Abbildung[16.4).

Kermack und McKendrick betrachteten auch das allgemeinere Modell,
bei dem die Infektiositiit a(x) von der Zeit x seit der Infektion abhingt und
bei dem die Erholungsrate b(x) ebenfalls von x abhingt. Die Gleichung, die
die endgiiltige Epidemiegrofe angibt (wenn die anfingliche Anzahl der infi-
zierten Fille klein ist), lautet immer noch (16.6)), aber mit

oo .
Ry = N/ a(x)e PO gy (16.9)
0
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Der Parameter % hat die gleiche Interpretation wie im vorigen Fall: Er ist die
durchschnittliche Anzahl der Sekundirfille durch eine infizierte Person zu
Beginn der Epidemie. Beachten Sie die Ahnlichkeit zwischen und Lot-
kas Formel fiir 2, in der Demografie: Das Alter wird durch die Zeit seit
der Infektion ersetzt, das Uberleben durch die Wahrscheinlichkeit e~ Job0) dy
noch infiziert zu sein, die Fruchtbarkeit durch die Kontaktrate N a(x).

Kermack und McKendrick entwickelten in den 1930er Jahren mehrere
andere mathematische Modelle von Epidemien. Diese sind immer noch die
Bausteine fiir die meisten der komplexeren Modelle, die heutzutage in der
Epidemiologie verwendet werden. Der Parameter % spielt immer noch eine
zentrale Rolle bei der Analyse des Modells.

McKendrick ging 1941 in den Ruhestand und starb 1943. Zwischen 1930
und 1933 war Kermack Koautor einiger Artikel tiber mathematische Physik
mit William McCrea und Edmund Whittaker, beide von der mathematischen
Abteilung der Universitdt Edinburgh. In den 1930er und 1940er Jahren ver-
suchte Kermacks Team von Chemikern, neue Molekiile mit antimalarialer
Aktivitdt zu synthetisieren, jedoch mit begrenztem Erfolg. 1938 war Kermack
zusammen mit Philip Eggleton Autor eines populédren Buches iiber elemen-
tare Biochemie, Der Stoff, aus dem wir gemacht sind. Er wurde 1944 zum
Fellow of the Royal Society gewihlt und tibernahm 1949 den Lehrstuhl fiir
Biochemie an der Universitit Aberdeen. Spiter diente er als Dekan der wis-
senschaftlichen Fakultit. Er ging 1968 in den Ruhestand und starb 1970.
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Kapitel 17

Haldane und Mutationen (1927)

In einem anderen Abschnitt seines Artikels von 1922 betrachtete Fis-
her das Problem eines mutierten Gens, das mit einer gegebenen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung an eine zuféllige Anzahl von Nachkommen
weitergegeben werden kann. Das Problem war formal das gleiche wie
das des Aussterbens von Familiennamen, aber in einem genetischen
Kontext. Fisher zeigte, dass, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung ei-
ne Poisson-Verteilung ist und wenn das mutierte Gen keinen selekti-
ven Vorteil hat, das mutierte Gen sehr langsam aus der Population ver-
schwinden kann. Im Jahr 1927 trieb der britische Biologe Haldane die
Untersuchung dieses Modells weiter voran und zeigte, dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein mutiertes vorteilhaftes Gen sich selbst erhilt, das
Doppelte seines selektiven Vorteils betriagt. Er gab auch eine strengere
Behandlung des Aussterbeproblems.

John Burdon Sanderson Haldane wurde 1892 in Oxford geboren, wo sein
Vater Professor fiir Physiologie an der Universitit war. Haldane studierte am
Eton College und ab 1911 am New College der Universitiat Oxford. Nachdem
er sich in seinem ersten Jahr auf Mathematik konzentriert hatte, wandte er sich
den Geisteswissenschaften zu. Sein Studium wurde durch den Ersten Welt-
krieg unterbrochen, in dem er in Frankreich und im Irak diente. Nachdem er
verwundet worden war, wurde er als Militdrausbilder nach Indien geschickt.
Im Jahr 1915 veroffentlichte er einen ersten Artikel, in dem er genetische Ex-
perimente an Miusen diskutierte, die er vor dem Krieg begonnen hatte. 1919
wurde er Mitglied des New College, wo er Physiologie lehrte und wie sein
Vater die Atmung studierte. 1923 trat er in das biochemische Labor von F.
G. Hopkinsﬂ an der Universitdt Cambridge ein, wo er sich auf die Kinetik
von Enzymen konzentrierte. Er veroffentlichte auch einen Science-Fiction-
Roman, Daedalus oder Wissenschaft und die Zukunft (1923), und einen Essay
mit dem Titel Callinicus, Eine Verteidigung der chemischen Kriegsfiihrung
(1925). Zwischen 1924 und 1934 schrieb er eine Serie von zehn Artikeln mit
dem Titel Eine mathematische Theorie der natiirlichen und kiinstlichen Se-
lektion.

!Frederick Gowland Hopkins, der 1929 den Nobelpreis fiir Physiologie oder Medizin fiir
seine Arbeit tiber Vitamine erhielt.
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Abbildung 17.1:  Haldane
(1892-1964)

Im fiinften Artikel der Serie, der 1927 veroffentlicht wurde, iiberdachte
Haldane ein anderes genetisches Modell, das Fisher 1922 untersucht hatte,
ein Modell, das sich auf Mutationen konzentrierte. Fisher hatte die Wahr-
scheinlichkeit untersucht, mit der ein mutiertes Gen in eine Population ein-
dringt oder verschwindet. Dieses Problem ist formal das gleiche wie das von
Bienaymé, Galton und Watson beziiglich des Aussterbens von Familienna-
men. Fisher nahm jedoch keinen Bezug auf diese Arbeiten, obwohl er den
Artikel von Galton und Watson gelesen haben konnte, der im Anhang von
Galtons Buch Natiirliche Vererbung von 1889 abgedruckt ist. Wie in Kapitel
nennen wir py die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gen in der ersten Genera-
tion an kK Nachkommen weitergegeben wird (k > 0). Fisher betrachtete auch
die generierende Funktion f(x) = po+ p1 X+ pax® + -+ -+ pex¥ +- - -, mit der
Ausnahme, dass er keine obere Schranke fiir k festlegte: die Summe kann eine
unendliche Anzahl von Termen enthalten. Er erkannte, dass, ausgehend von
einem Individuum mit dem mutierten Gen in Generation 0, die Wahrschein-
lichkeit, dass dieses Gen in k Individuen vorhanden ist, der Koeffizient von
x¥in fi(x) = f(x) fir Generation 1, in f>(x) = f(f(x)) fiir Generation 2, in
S3(x) = f(f(f(x))) fiir Generation 3 usw. ist. Auf diese Weise wird deutlich,
dass die folgende Gleichung gilt:

Ja(x) = f(fa-1(x)) 17.1)

Diese Gleichung ist wesentlich praktischer als die von Watson abgeleitete
Gleichung f;(x) = fu—1(f(x)). Insbesondere folgt aus (17.1I), dass die Aus-
sterbewahrscheinlichkeit innerhalb von n Generationen x, = f,(0) die Itera-
tionsformel x, = f(x,_1) erfiillt, wie Bienaymé bereits bemerkt hatte.

Als Beispiel betrachtete Fisher den Fall einer Pflanze mit einem mutierten
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Gen, die N Samen produzieren kann, wobei jeder Samen eine Wahrschein-
lichkeit ¢ hat, zu iiberleben und eine neue Pflanze zu produzieren. Die Wahr-
scheinlichkeit p;, k Nachkommen mit dem mutierten Gen zu erhalten, ist
binomisch: p; = (IZ)qk(l —¢)N=F fiir alle 0 < k < N und py, = O fiir k > N.
Die erzeugende Funktion ist dann f(x) = (1 — g+ ¢qx)VN. Sei Zy = Nq die
mittlere Anzahl der Samen, die tiberleben, um eine neue Pflanze zu erzeugen.
Wenn N grof3 ist und ¢ klein ist, dann gilt

N
f() <1+']%vh(x_l)) Ne 0(x—1) @02 .%()x .

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung (py ) konvergiert gegen e ~#0 (%,)¥ /k!, was
als Poisson-Verteilung bezeichnet wird. Fisher berechnete dann die Aussterbe-
wahrscheinlichkeit innerhalb von n Generationen mit xop = 0, x, =~
exp(Zo|xn—1 — 1]) und den Zahlenwerten N = 80 und g = 1/80. In diesem
Fall ist Zy = Ng = 1. Eine langwierige Berechnung zeigt, dass xjop ~ 0,98:
ein mutiertes Gen ohne Selektionsvorteil (%) = 1) verschwindet sehr lang-
sam. Es besteht noch eine 2 %ige Chance, dass das Gen nach 100 Generatio-
nen in der Population vorhanden ist. 1922 hat Fisher die Untersuchung dieses
Modells nicht weiter vorangetrieben.

In Fortsetzung von Fishers Arbeit bemerkte Haldane in seinem Artikel
von 1927 erstmals, dass fiir jede beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung (py),
die so beschaffen ist, dass py > 0, die Gleichung x = f(x) genau zwei Wur-
zeln im Intervall (0, 1] hat, wenn die mittlere Anzahl %, der Nachkommen,
die das mutierte Gen tragen, streng grofer als 1 ist, d. h. wenn das mutierte
Gen einen Selektionsvorteil hat. AuBlerdem ist die Aussterbewahrscheinlich-
keit x.., die der Grenzwert von x, als n — +oo ist, die Kkleinste der beiden
Wurzeln von x = f(x): Das Gen hat eine Wahrscheinlichkeit ungleich Null,
sich in der Population anzusiedeln. Im Gegensatz zu Bienaymé und Cournot
lieferte Haldane einen Beweis fiir diese Schlussfolgerung.

Tatséchlich ist f/(x) > 0 und f”(x) > 0 auf dem Intervall [0, 1]. Mit an-
deren Worten: Die Funktion f(x) ist nicht-abnehmend und konvex. Die
Annahmen f(0) = po > 0und f'(1) =%y = p1 +2p2+3p3+---> 1
implizieren, dass die Gleichung f(x) = x genau zwei Losungen im Inter-
vall (0,1] hat: x =1 und x* so, dass 0 < x* < 1. Haldane verwies dann auf
einen Artikel von Gabriel Koenigs aus dem Jahr 1883, der zeigte, dass
wenn x, = f(x;—1) und x; — Xe, dann xe = f(xe) und |f'(x.)| < 1.
Wenn f/(1) > 1, ist die einzige Moglichkeit, dass x.. = x*.

Fiir den Fall einer Poisson-Verteilung mit f(x) = e”0~1) und %, nur
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geringfiigig groBer als 1, ist die Aussterbewahrscheinlichkeit x., sehr nahe
bei 1. Die Gleichung f(x..) = x.. ist dann dquivalent zu

(x0 —1)°

Ko (Xeo — 1) =108 X0 > (Xoo — 1) — 7

Daraus folgt, dass 1 —xe ~2(%p—1).

Haldane schloss daraus, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das mutierte
Gen nicht ausstirbt, das Doppelte seines Selektionsvorteils Zy — 1 betrégt.
Ohne Haldane zu zitieren, nahm Fisher in seinem Buch von 1930 als Bei-
spiel den Fall, in dem %y = 1,01 ist, was eine 2 %ige Chance ergibt, dass das
mutierte Gen nicht ausstirbt.

Haldane wurde 1932 ein Fellow of the Royal Society. Er verliel Cam-
bridge und wurde Professor fiir Genetik und spéter fiir Biometrie am Uni-
versity College in London. Sein besonderes Interesse galt damals der Hu-
mangenetik: Abschitzung von Mutationsraten, genetische Karten von Chro-
mosomen usw. Neben seinen wissenschaftlichen Biichern (Tierbiologie 1927
mit Julian Huxley, Enzyme 1930 und Die Ursachen der Evolution 1932, Die
Biochemie der Genetik 1954) veroffentlichte er eine gro3e Anzahl von wis-
senschaftlichen Artikeln in der Presse (z. B. iiber den Ursprung des Lebens)
und einige Aufsitze (Die Ungleichheit des Menschen 1932, Die Philosophie
eines Biologen 1935, Die marxistische Philosophie und die Wissenschaften
1938, Vererbung und Politik 1938 und Wissenschaftliche Fortschritte 1947).
Nach mehreren Besuchen in Spanien wéhrend des Biirgerkriegs versuchte er,
sein eigenes Land davon zu iiberzeugen, Schutzriume gegen Luftangriffe zu
bauen. Wihrend des Zweiten Weltkriegs arbeitete er an Atmungsproblemen
in U-Booten. Seit 1942 Mitglied der kommunistischen Partei, trat er 1950 we-
gen der offiziellen Ablehnung der Mendelschen Genetik in der UdSSR auf-
grund des Einflusses von Lyssenko aus. 1957 lie8 er sich in Indien nieder, wo
er seine Forschungen fortsetzte, zunédchst am Indischen Statistischen Institut
in Kalkutta und spéter in Bhubaneswar. Nachdem er die indische Staatsbiir-
gerschaft angenommen hatte, starb er 1964.
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Kapitel 18

Erlang und Steffensen iiber die Aussterbewahrschein-
lichkeit (1929-1933)

Im Jahr 1929 befasste sich der dédnische Telefoningenieur Erlang er-
neut mit dem Problem des Aussterbens von Familiennamen. Sein Lands-
mann, der Statistiker Steffensen, arbeitete eine vollstindige Losung des
Problems aus. Er zeigte insbesondere, dass die Erwartung der Anzahl
der Nachkommen in jeder Generation exponentiell wichst und schlug
damit die Briicke zwischen stochastischen und deterministischen Be-
volkerungsmodellen.

Agner Krarup Erlang wurde 1878 in Lgnborg in Ddnemark geboren. Sein
Vater war ein Schulmeister. Zwischen 1896 und 1901 studierte der junge Er-
lang Mathematik, Physik und Chemie an der Universitdt von Kopenhagen.
AnschlieBend unterrichtete er mehrere Jahre an Gymnasien, wobei er sein
Interesse an der Mathematik, insbesondere der Wahrscheinlichkeitstheorie,
nicht verlor. Er lernte Jensen, Chefingenieur der Kopenhagener Telefongesell-
schaft und Amateur-Mathematiker, kennen, der ihn 1908 iiberzeugte, in das
neue Forschungslabor der Gesellschaft einzutreten. Erlang begann, Artikel
iiber die Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie auf die Verwaltung
von Telefongesprichen zu verdffentlichen. Im Jahr 1917 entdeckte er eine
Formel fiir Wartezeiten, die schnell von Telefongesellschaften in der ganzen
Welt verwendet wurde. Seine Artikel, die zuerst auf Dinisch veroffentlicht
wurden, wurden dann in mehrere andere Sprachen iibersetzt.

1929 interessierte sich Erlang fiir das gleiche Problem des Aussterbens,
das Bienaymé, Galton und Watson vor ihm fiir Familiennamen und Fisher
und Haldane fiir mutierte Gene untersucht hatten. Wie seine Vorginger kann-
te er nicht alle Arbeiten, die veroffentlicht worden waren. Er nannte wieder
pr. die Wahrscheinlichkeit fiir ein Individuum, kK Nachkommen zu haben, und
bemerkte, dass die Wahrscheinlichkeit x,, des Aussterbens innerhalb von n
Generationen x, = pg + p1Xn_1 +p2xi71 + - = f(xp—1) ist, mit xo = 0.
Er bemerkte auch, dass die Gesamtaussterbewahrscheinlichkeit x.., die der
Grenzwert von x, als n — oo ist, eine Losung der Gleichung x.. = f(X«) ist.
Er erkannte, dass x = 1 immer eine Losung ist und dass eine weitere Losung
zwischen 0 und 1 existiert, wenn die durchschnittliche Anzahl der Nachkom-
men %y = f'(1) groBer als 1 ist. Aber es scheint, dass er nicht herausfinden
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Abbildung 18.1:
Erlang (1878-1929)

konnte, welche dieser beiden Losungen die richtige ist. Wie Galton reichte er
das Problem im Jahr 1929 bei einer ddnischen Mathematikzeitschrift, Mate-
matisk Tidsskrift, ein:

,Frage 15. Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum &
Kinder hat, p; ist, wobei pg + p1 + p2 +--- = 1, finden Sie die
‘Wahrscheinlichkeit, dass seine Familie ausstirbt.*

Leider starb Erlang im selben Jahr 1929 im Alter von 51 Jahren. Er starb
kinderlosﬂ Ein Professor fiir Versicherungsmathematik an der Universitét
Kopenhagen, Johan Frederik Steffensen, griff Erlangs Frage auf. Er verof-
fentlichte 1930 in derselben dinischen Zeitschrift seine Losung: Die Aus-
sterbewahrscheinlichkeit x.. ist immer die kleinste Wurzel aus der Gleichung
x = f(x) im geschlossenen Intervall [0, 1], wie schon Bienaymé und Haldane
festgestellt hatten. Der Beweis von Steffensen ist derjenige, der in modernen
Lehrbiichern zu finden ist.

In der Tat haben wir gesehen, dass die Aussterbewahrscheinlichkeit xo,
eine Losung von x = f(x) im geschlossenen Intervall [0, 1] ist. Sei x*
die kleinste solche Losung. Per Definition x* < x... Steffensen stellte
zunichst fest, dass x* = f(x*) > po = x;. Nimmt man durch Induktion
an, dass x* > x,,. Dann x* = f(x*) > f(x,) = x,+1, da die Funktion f(x)
steigend sei. Also x* > x,, fiir alle n. Nimmt man den Grenzwert, so ist
X* > Xeo. AlSO 1St Xoo = X*.

1Zu seinem Gedenken beschloB das Internationale Telefon-Beratungskomitee 1946, die Maf-
einheit fiir die Intensitéit des Telefonverkehrs ,,Erlang* zu nennen. ,,Erlang® ist auch der Name
fiir eine Programmiersprache der Firma Ericsson.
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Steffensen gab auch eine formalere Erkldrung dafiir, warum x = 1 die
einzige Wurzel von x = f(x) ist, wenn die mittlere Anzahl der Nachkommen
Zo= f'(1) Kleiner oder gleich 1 ist (Abbildung[18.2h) und warum es nur eine
andere Wurzel als x = 1 fiir den Fall gibt, dass %y > 1 (Abbildung [I8.2p).
Beachten Sie, dass %y = f'(1) die Steigung der Funktion f(x) bei x = 1 ist.

Er bemerkte, dass fiir jede Wurzel von x = f(x), 1 —x=1— f(x) =
1= po— X5 prx = £, pe(1 —xF). Unter der Annahme, dass x # 1
ist und durch 1 —x dividiert wird, erhalten wir 1 = p; + p2(1 +x) +
p3(14+x+x%)4---. Wenn x von 0 auf 1 steigt, steigt die rechte Sei-
te dieser Gleichung von 1 — pg auf %y = f'(1). Wenn %, < 1, dann
hat diese Gleichung keine Losung. Wenn %, > 1 ist und wenn wir den
trivialen Fall ausschlieen, in dem p; = 1 ist, dann ist die rechte Seite
der Gleichung eine streng steigende Funktion von x. Sonst gébe es kein
k > 2, so dass py # 0 wire und %, gleich p; < 1 wire. Folglich hat die
Gleichung eine und nur eine Losung im Intervall [0, 1], wenn %, > 1 ist.

\4
v

Abblldung 18.2: Graphen der Funktionen y = x und y = f(x) im Beispiel aus Kapi-
tel 7 f(x eZo(=1)  mit Ky = 0.75 < 1 [links] bzw. Zy = 1.5 > 1 [rechts].

Steffensen, der auch Prisident der Dinischen Aktuariellen Gesellschaft
und der Déanischen Mathematischen Gesellschaft war, wurde 1930 an die Uni-
versitdt London eingeladen. Sein britischer Kollege W. P. Elderton erzihlte
ihm von den Arbeiten von Galton und Watson. Im Jahr 1933 verotffentlichte
Steffensen einen neuen Artikel in den Annalen des Instituts Henri Poincaré,
wo er 1931 eine Konferenz gehalten hatte. Er fasste die Ergebnisse seines
Artikels auf Dinisch zusammen und verglich sie mit denen von Watson. Er
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zeigte auch, dass die mathematische Erwartung der Anzahl der Nachkommen
in der Generation n gleich (%)" ist.

Tatsichlich sei py , die Wahrscheinlichkeit, dass es kK Nachkommen in
der Generation n gibt, ausgehend von einem Individuum in der Genera-
tion 0. In seinem Artikel von 1930 hatte Steffensen wie seine Vorgén-
ger bemerkt, dass die erzeugende Funktion f,(x) = Z}Z& pk,,,xk bezo-
gen auf die Generation n fi(x) = f(x) und f,(x) = f(fu—1(x)) erfiillt.
Sei M,, der Erwartungswert fiir die Anzahl der Nachkommen in der Ge-
neration n. Dann M, = ¥;° kp., = f,'(1). Mit einer Ableitung erhal-
ten wir £(x) = £/(fuo1 (1)) X £ (x). So My = £1(1) = ' (fu1(1)) x
£l (D) = f1 (1) x My—y = %o x My—1. Da My = f{(1) = f'(1) = %o,

folgt, dass M,, = (%y)" fiir alle n.

Die erwartete Anzahl der Nachkommen steigt oder sinkt also geome-
trisch, je nachdem, ob % groBer oder kleiner als 1 ist. Die erwartete Anzahl
der Nachkommen verhalt sich wie in den deterministischen Modellen des Be-
volkerungswachstums, die von Euler, Malthus usw. betrachtet wurden. Aber
auch wenn %, > 1 ist, gibt es eine Wahrscheinlichkeit x.. ungleich Null, dass
die Familie ausstirbt. Diese Moglichkeit tritt in deterministischen Modellen
nicht auf. Der stochastische Prozess, der von Steffensen und seinen Vorgén-
gern untersucht wurde, ist immer noch das Grundelement vieler realistische-
rer Modelle der Populationsdynamik. Wir werden dieses Problem ein letztes
Mal in Kapitel @] erwiahnen. Was Steffensen betrifft, so blieb er bis 1943
Professor an der Universitit von Kopenhagen und starb 1961.
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Kapitel 19

Wright und zufillige genetische Drift (1931)

1931 entwickelte der amerikanische Biologe Sewall Wright die Unter-
suchung eines stochastischen Modells in der Populationsgenetik, das auf
den gleichen Annahmen wie beim Hardy-Weinberg-Gesetz beruht, nur
dass die Population nicht als unendlich groff angenommen wird. Die
Frequenzen der Genotypen sind nicht mehr konstant. Eines der beiden
Allele wird in der Tat verschwinden, aber vielleicht erst nach sehr langer
Zeit. Die Interpretation dieses Modells blieb ein Streitpunkt zwischen
Wright und Fisher, wobei letzterer der Meinung war, dass die natiirliche
Selektion eine wichtigere Rolle in der Evolution spielt als die Stocha-
stik.

Sewall Wright wurde 1889 in Massachusetts geboren. Sein Grundstudi-
um absolvierte er an einem kleinen College in Illinois, wo sein Vater Wirt-
schaftswissenschaften lehrte. Nach einem Master-Abschluss in Biologie an
der Illinois-Universitit in Urbana und einem Sommerkurs am Labor in Cold
Spring Harbor promovierte Wright an der Harvard-Universitit iiber die Ver-
erbung der Fellfarbe beim Meerschweinchen. Zwischen 1915 und 1925 arbei-
tete er an der Abteilung fiir Tierhaltung des Landwirtschaftsministeriums in
Washington weiter an Inzuchtversuchen mit Meerschweinchen. Er entwickel-
te die ,,Methode der Pfadkoeffizienten*, um diese Experimente zu analysie-
ren. Danach wechselte er an die zoologische Abteilung der Universitéit von
Chicago.

Beeinflusst von Fishers Artikel iiber Populationsgenetik aus dem Jahr
1922 (siehe Kapitel [T4), schrieb Wright 1925 einen langen Artikel mit dem
Titel Evolution in Mendelschen Populationen, der schlieBlich 1931 vertffent-
licht wurde. Er untersuchte insbesondere ein mathematisches Modell, das
auch implizit in Fishers Buch Die Genetische Theorie der Natiirlichen Se-
lektion von 1930 auftauchte. Wie beim Hardy-Weinberg-Gesetz betrachtet
dieses Modell den Fall, dass es nur zwei mogliche Allele A und a fiir einen
Locus gibt, aber die Population wird nicht als unendlich grofl angenommen.
Der Punkt ist, zu sehen, ob das Entfernen dieser Annahme einen Einfluss auf
die genetische Zusammensetzung der Population hat. Sei N die Gesamtzahl
der Individuen, von der angenommen wird, dass sie in allen Generationen
gleich ist. Jedes Individuum hat zwei Allele. Es gibt also insgesamt 2N Al-
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Abbildung 19.1:
Wright (1889-1988)

lele in der Population in jeder Generation. Das Modell geht aulerdem davon
aus, dass die Paarung zufillig erfolgt. Wenn es in der Generation n i Allele
A und 2N —i Allele a gibt, dann wird ein zufillig unter den Individuen der
Generation n + 1 ausgewihltes Allel mit einer Wahrscheinlichkeit ﬁ A und
mit einer Wahrscheinlichkeit 1 — ﬁ a sein. Die Anzahl der A-Allele in der
Generation n + 1 wird also gleich j sein mit einer Wahrscheinlichkeit

= ()G 050" oo

wobei (2jv ) der Binomialkoeffizient gleich (2N)!/j!/(2N — j)! ist. Sei X, die
Anzahl der A-Allele in der Generation n: Sie ist eine Zufallsvariable (Abbil-

dung|[19.2).

2N

Abbildung 19.2: Zwei N 1
Simulationen  zeigen
die Variationen der
Anzahl X, der A-Allele
wihrend 30 Genera-
tionen bei N = 20 und 0 10 20 30
Xo = 10.
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Man kann zeigen, dass der Erwartungswert von X, bei Kenntnis von
X, =i gleich i ist: dies erinnert an das Hardy-Weinberg-Gesetz, bei dem die
Frequenz des Allels A iiber Generationen hinweg konstant bleibt.

In der Tat, betrachten Sie die erzeugende Funktion

2N N

. l X

S = (1 )
) jzop”x ( N o)

Der Erwartungswert von X, | bei Kenntnis von X,, = i ist dann

2N
Y ipij=r'(1)=i. (19.2)
j=0

Allerdings ist es in diesem Modell moglich, dass, ausgehend von einer
Anfangsbedingung Xo = i mit 0 < i < 2N, nach einer bestimmten Anzahl von
Generationen zufillig das Ereignis X,, = 0 eintritt. In einem solchen Fall wi-
ren alle Allele vom Typ a und X,, wiirde in allen zukiinftigen Generationen
gleich O bleiben. Die gleiche Fixierung wiirde beim Allel A eintreten, wenn
X, = 2N nach einer bestimmten Anzahl von Generationen. Zusammenfassend
kann man sagen, dass, wenn man die Population wie im Hardy-Weinberg-
Modell als unendlich gro3 annimmt, die beiden Allele nicht verschwinden
konnen, weil ihre Frequenzen konstant bleiben. Wenn man die endliche Gro-
Be von Populationen beriicksichtigt, wie im Fisher—Wright-Modell, schwan-
ken die Frequenzen der beiden Allele und eines der Allele kann (und wird)
verschwinden.

Ausgehend von Xy = i kann man leicht die Wahrscheinlichkeit Q; dafiir
berechnen, dass die Population im Zustand X = 0 fixiert ist. In der Tat muss
Q; die Randbedingungen

Oo=1, QOmw=0 (19.3)
erfiillen. Auflerdem,

N
0= ZPi,/Qp (19.4)
=0

denn p; ; Q; ist die Wahrscheinlichkeit, im Zustand X = 0 ausgehend von
Xo = i und durch X; = j hindurch fixiert zu sein. Da

N
Z pij=1
j=0
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ist, sehen wir mit (I9.2), dass

i
=] —
0Oi N

die Losung des Systems (19.3)-(19.4) ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich
das System, ausgehend von i Allelen des Typs A in einer Population der Grof3e
N, zu einer Population entwickelt, die nur das Allel a enthilt, ist also gleich
1- ﬁ Analog dazu ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich in Richtung einer
Population entwickelt, die nur das Allel A enthilt, gleich ﬁ

Wright konnte zeigen, dass die Anzahl der Generationen, die bis zur Fi-
xierung in einem der beiden Extremzustinde vergehen, in der Groflenordnung
von 2N Generationen liegt (Abbildung[19.3). Fiir Populationen mit mehreren
Millionen Individuen wire diese Zeit so lang, dass die Frequenzen der Allele
als nahezu konstant angesehen werden konnten, wie im Hardy—Weinberg-
Gesetz.

Nimmt man nd@mlich an, dass es in der Generation 0 iy Allele vom Typ

A in der Population gibt. Sei u?") die Wahrscheinlichkeit, dass es in der

Generation n i Allele vom Typ A in der Population gibt. Dann ist
2N
1
uj = Z(,)"E”) Pij
i=

fiir alle j =0,...,2N. Wir haben bereits gesehen, dass, wenn n — 4-oo,

RIS MO RN

fiir alle 0 < i < 2N. Wright bemerkte, dass wenn uS") =y fir alle i =
1,...,2N —1, dann

= (T @ )" s

i=1

fiir alle 1 < j < 2N, weil po j = pay,; = 0. Wenn N grof} genug ist,

1 ZIVZ‘:]< i )j(l i )21\’—1'
2N = \2N 2N

1

[ :
/ X/ (1 —x)*N~J dx
0

J12N = j)!
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wobei der Wert des Integrals durch aufeinanderfolgende partielle Inte-
grationen erhalten wird. Kombiniert man (19.3)) und (19.6)), so kommt
man schlieBlich fiir 0 < j < 2N zu

Die Wahrscheinlichkeiten ug.") fiir alle 0 < j < 2N nehmen also mit einer
Rate von etwa 1/2N pro Generation ab. Diese Rate ist sehr langsam,
wenn N grof3 ist. Es findet fast keine Abnahme statt, wenn z. B. N in der
GroBenordnung von Millionen liegt.

Abbildung 19.3: Wahr- 017
scheinlichkeit, dass es

nach 30 Generationen i

Allele A in der Popula-

tion gibt (i = 0,...,2N '

auf der horizontalen LR TR LR
Achse), wenn N = 20 0 N N
und Xy = 10.

Fisher hatte bereits 1922 versucht, diese Fixationsrate (1/2N) abzuschit-
zen, hatte aber den Faktor 2 iibersehen. Jedenfalls waren sich die beiden Wis-
senschaftler iiber die typische Grofle N von Zuchtpopulationen uneinig. Fiir
die Evolutionstheorie legte Wrights Arbeit nahe, dass zufillige genetische
Drift in einer kleinen Population ein Mechanismus fiir die Entstehung von
Arten sein konnte. Biologen, die an der Klassifizierung von Arten arbeiteten,
hatten in der Tat festgestellt, dass Unterschiede zwischen Arten oder Unter-
arten oft keine offensichtliche Erkldrung im Sinne der natiirlichen Selektion
hatten. Diese Idee wurde in den 1940er und 1950er Jahren von Fisher und
seinem Kollegen E. B. Ford heftig bekdmpft, die beide der Meinung wa-
ren, dass die zufillige genetische Drift im Vergleich zur natiirlichen Selek-
tion vernachlédssigbar sei. Sie verwiesen insbesondere auf ihre Studie tiber
die Schwankungen der Genfrequenzen in einer kleinen isolierten Populati-
on von Nachtfaltern (Panaxia dominula) in der Ndhe von Oxford, bei der die
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drei Genotypen fiir ein bestimmtes Gen (hdufige homozygote, heterozygote
und seltene homozygote Genotypen) durch Augenschein unterschieden wer-
den konnten. Eine weitere beriihmte Kontroverse iiber den jeweiligen Ein-
fluss der natiirlichen Selektion und der zufélligen Drift konzentrierte sich auf
Schnecken der Gattung Cepaea. Realistischere Modelle der Evolution kom-
binieren nun zufillige Drift, Selektion, Mutation, Migration, nicht-zufillige
Paarung usw. Die Rolle der Zufallsdrift wurde spiter von dem japanischen
Wissenschaftler Motoo Kimura mit seiner ,,neutralen Theorie der molekula-
ren Evolution® erneut betont. Ein weiterer Auswuchs war die Entwicklung
der Koaleszenztheorie (eingefiihrt von John Kingman 1982), die die Abstam-
mung von Genen zeitlich riickwérts bis zu dem Punkt verfolgt, an dem sie
einen einzigen gemeinsamen Vorfahren haben.

Wright wurde 1934 Mitglied der Nationalen Akademie der Wissenschaf-
ten. Er arbeitete viele Jahre lang mit Theodosius Dobzhansky an der Genetik
natiirlicher Fliegenpopulationen (Drosophila pseudoobscura) in der Region
des Tals des Todes. Er ging 1955 von der Universitit von Chicago in den Ru-
hestand, blieb aber noch fiinf Jahre als Professor an der Wisconsin-Madison
Universitidt. Zwischen 1968 und 1978 veroffentlichte er eine vierbandige Ab-
handlung, die seine Arbeit tiber Evolution und die Genetik von Populationen
zusammenfasst. Er erhielt 1984 den Balzan-Preis und starb 1988 im Alter von
98 Jahren.
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Kapitel 20

Die Diffusion von Genen (1937)

Im Jahr 1937 untersuchten Ronald Fisher und drei russische Mathema-
tiker, Kolmogorow, Petrowski und Piskunow, unabhingig voneinander
eine partielle Differentialgleichung fiir die geografische Ausbreitung ei-
nes vorteilhaften Gens. Sie zeigten, dass sich die Genfrequenz wie eine
Welle verhilt, die sich mit einer wohldefinierten Geschwindigkeit aus-
breitet, die vom Vorteil des Gens und von einem Diffusionskoeffizien-
ten abhéngt. Ihre Arbeiten waren der Ausgangspunkt fiir die Theorie der
Reaktionsdiffusionsgleichungen.

Im Jahr 1937 wurden zwei Artikel veroffentlicht, in denen ein neuer An-
satz zur Untersuchung der rdaumlichen Heterogenitit in der Populationsdy-
namik vorgestellt wurde. Fisher war der Autor des ersten Artikels mit dem
Titel Die Welle des Vormarsches der vorteilhaften Gene, der in den Annals
of Eugenics erschien. Er untersuchte die riumliche Ausbreitung eines giinsti-
gen Gens in einer Population. Zur Vereinfachung betrachtete er einen auf eine
Dimension reduzierten Raum und nannte u(x,¢) den Anteil der Bevolkerung,
der sich am Punkt x zum Zeitpunkt ¢ befindet und das giinstige Gen besitzt.
Also 0 < u(x,t) < 1. Um die natiirliche Selektion einzubeziehen, verwendete
er Gleichung mit einer kontinuierlichen Zeitvariablen

du

ot
wobei a ein positiver Parameter ist. Fiir einen gegebenen Wert von x erkennen
wir die logistische Gleichung von Verhulst (siche Kapitel[6) mit einer Losung
u(x,t), die mit + — +oo gegen 1 konvergiert. Weiterhin nahm Fisher an, dass
die Nachkommen eines Individuums, das sich am Punkt x mit dem giinstigen
Gen befindet, nicht am selben Punkt bleiben, sondern sich zufillig in der
Umgebung von x verteilen. In Analogie zur Physik argumentierte er, dass
man der Gleichung fiir u(x,) einen Diffusionsterm hinzufiigen muss, was zu
der partiellen Differentialgleichung

du d%u
E:au(l—u)+Dﬁ (20.1)

fiihrt. Wenn der Selektionskoeffizient a gleich Null ist, reduziert sich dies auf
die Diffusionsgleichung, die von Fourier in seiner Warmetheorie eingefiihrt

au(l—u),
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und spiter von Fick fiir die Diffusion von physikalischen Teilchen verwen-
det wurde. Im Jahr 1904 hatte Ronald Ross begonnen, die zuféllige Ausbrei-
tung in der Populationsdynamik zu betrachten. Er fragte sich damals, wie
die Dichte von Moskitos mit zunehmender Entfernung von einer Brutstitte
abnimmt. Karl Pearson und Lord Rayleigh waren auf das Problem aufmerk-
sam geworden. Bis 1937 war die wissenschaftliche Literatur iiber Diffusions-
gleichungen betréchtlich gewachsen, insbesondere im Anschluss an Einsteins
Arbeiten iiber die Brownsche Bewegung.

Fisher zeigte, dass es Losungen der Gleichung der Form u(x,7) =
U(x+ vt) gibt, die die drei Bedingungen erfiillen

0<u(xt) <1, ulxt) — 0, u(xt) —+> 1,
X—r—o0 X—>o0

vorausgesetzt, dass v > v* wobei v = 2+/aD. Diese Losungen verbinden den
stationdren Zustand u = 1 mit dem giinstigen Gen mit dem stationidren Zu-
stand u = O ohne ein solches Gen. Sie stellen Wellen dar, die sich mit der
Geschwindigkeit v in Richtung der abnehmenden Werte von x ausbreiten.
Tatséchlich ist u(x —vT,t +T) = u(x,t): der Teil der Welle, der sich zum
Zeitpunkt ¢ an der Position x befand, bewegt sich zum Zeitpunkt ¢ + 7" an die
Position x —vT.

Abbildung 20.1:  Ausbrei-
tung eines giinstigen Gens
von rechts nach links mit
der Geschwindigkeit v*.
Die Genfrequenz u(t,x) bei
t = 0 ist eine Stufenfunkti-
on.

In der Tat, wenn man z = x + vt setzt, bemerkte Fisher, dass, wenn
u(x,t) =U(z), dann

J d 02
SoE S=UR 55 =0
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Wenn u eine Losung der Gleichung (20.1) ist, dann gilt
vU'(z) =aU(z) (1-U(z)) +DU"(2) . (20.2)

Wenn u nahe bei 0 ist, d. h. wenn z — —eo, erwartete Fisher, dass U(z) —
0 und U’(z) — 0. Wenn wir k als den Grenzwert von U’(z)/U(z) be-
zeichnen, wenn z — —oo, wissen wir aus der Regel von L’Hopital, dass
U"(z)/U'(z) ebenfalls gegen k konvergiert. Daher konvergiert
U"(z)/U(z) = [U"(z)/U'(2)] x [U'(z)/U(z)] gegen k. Dividiert man
Gleichung durch U(z) und ldsst man z gegen —oo konvergieren,
so erhilt man eine Gleichung zweiter Ordnung Dk> — vk +a = 0. Aber
k muss eine reelle Zahl sein. Also muss die Diskriminante dieser Glei-
chung nichtnegativ sein: v2 —4aD >0, oder v > 2v/aD = v*. Daher
ist v > v* eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Welle, die
sich mit der Geschwindigkeit v ausbreitet. Es ist auch eine hinreichende
Bedingung, wie unten erldutert.

Fisher bemerkte, dass fiir eine grofe Klasse von Anfangsbedingungen,
z. B. fiir die Stufenfunktion, nur die Welle gewihlt wird, die sich genau mit
der Geschwindigkeit v* ausbreitet: u(x,0) = 0 fiir x < 0, u(x,0) = 1 fiirx > 0.
Abbildung [20.1] zeigt, wie diese diskontinuierliche Anfangsbedingung all-
mabhlich zu einer glatten Welle wird, die sich in Richtung des abnehmenden x
mit der Geschwindigkeit v* ausbreitet.

Im selben Jahr 1937 und unabhingig von Fishers Arbeit untersuchten An-
drei Nikolajewitsch Kolmogorow, Iwan Georgijewitsch Petrowski und Niko-
lai Semenowitsch Piskunow das gleiche Problem der Ausbreitung eines vor-
teilhaften Gens.

Kolmogorow wurde 1903 in Tambow, Russland, geboren. Wihrend sei-
nes Mathematikstudiums an der Moskauer Staatsuniversitdt machte er eini-
ge wichtige Arbeiten iiber trigonometrische Reihen. Im Jahr 1929 wurde er
Forscher am Institut fiir Mathematik und Mechanik und 1931 Universitéts-
professor. Er arbeitete an stochastischen Prozessen und deren Verbindung mit
Differential- und partiellen Differentialgleichungen. Im Jahr 1933 veroffent-
lichte er eine Abhandlung, die die modernen Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitstheorie legte. Seine Forschungsinteressen umfassten Topologie, Appro-
ximationstheorie, Markov-Ketten, Brownsche Bewegung und auch Anwen-
dungen auf biologische Probleme. Im Jahr 1935 veroffentlichte er einen Ar-
tikel tiber Genetik, in dem er die Ergebnisse von Hardy, Fisher und Wright
diskutierte. Im Jahr 1936 veroffentlichte er einen Artikel {iber eine Verallge-
meinerung des Lotka-Volterra-Systems.

Petrowski wurde 1901 in Sewsk geboren. Er studierte auch Mathematik
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Abbildung 20.2: Kolmogorow (1903-1987) und Petrowski (1901-1973)

an der Staatlichen Universitidt Moskau, wo er 1933 Professor wurde. Er arbei-
tete hauptsédchlich an der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und
an der Topologie reeller algebraischer Kurven, schrieb aber auch einige Arti-
kel iiber gewohnliche Differentialgleichungen und iiber die Wahrscheinlich-
keitstheorie. Piskunow, der 1908 geboren wurde, war ein weiterer ehemaliger
Mathematikstudent an der Moskauer Staatsuniversitit.

In den 1930er Jahren hatte Kolmogorow Kontakte zu A. S. Serebrowski,
einem Pionier der Populationsgenetik in Moskau. Zu dieser Zeit wurde die
Verteidigung der Mendelschen Genetik in der UISSR durch den Aufstieg von
Lyssenko, einem Agrarwissenschaftler, der es geschafft hatte, Stalin davon
zu tiberzeugen, dass die Mendelsche Genetik nur eine ,,biirgerliche Pseudo-
wissenschaft” sei, zunehmend geféhrlich. Der Siebte Internationale Kongress
fiir Genetik, der urspriinglich fiir 1937 in Moskau geplant war, wurde abge-
sagt. Viele sowjetische Genetiker wurden hingerichtet oder in Arbeitslager
gesteckt.

In ihrem Artikel von 1937 mit dem Titel Eine Untersuchung der Diffusi-
onsgleichung mit Zunahme der Stoffmenge und ihre Anwendung auf ein bio-
logisches Problem, der im Bulletin der Moskauer Staatsuniversitit veroffent-
licht wurde, verwendeten Kolmogorow, Petrowski und Piskunow dennoch ein
mathematisches Modell, das auf der Mendelschen Genetik basierte. Ihr Mo-
dell war eine partielle Differentialgleichung der Form

(20.3)

wobei u(x,t) wiederum die Frequenz des giinstigen Gens am Punkt x und
zum Zeitpunkt ¢ ist. Es wird angenommen, dass die Funktion f(u) mehrere
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Bedingungen erfiillt: £(0) = f(1) =0, f(u) >0, wenn 0 < u < 1, f'(0) >
0 und f'(u) < f'(0), wenn 0 < u < 1. Die Autoren zeigten ein Ergebnis,
das analog zu dem von Fisher ist, aber mit einem strengeren Beweis: Wenn
die Anfangsbedingung so ist, dass 0 < u(x,0) < 1, u(x,0) = 0 fiir alle x <
x1 und u(x,0) = 1 fiir alle x > x > x;, dann breitet sich das Gen mit der

Geschwindigkeit v* =2+/f/(0) D aus.

Die Suche nach einer Losung u(x,t) = U(z) mit z = x+ vt fithrt zu
der naheliegenden Verallgemeinerung der Gleichung vU'(z) =
f(U(z))+DU"(z). Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung kann
in ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung umgeschrie-
ben werden

au dp vp—f(U)

dz U oar T D
Erinnern Sie sich, dass U(z) — 0, wenn z — —eo und U(z) — 1, wenn
Z — oo, In der Nihe des stationdren Zustands (U = 0, p = 0) des Sy-
stems haben wir f(U) ~ f'(0)U. Also kann durch das li-

neare System angendhert werden

(20.4)

au dp _vp—f(0)U

—_—= 20.5
ez P D (20.5)

Die Suche nach Exponentiallssungen der Form U (z) = Uy € und p(z) =
po ek ergibt die charakteristische Gleichung Dk*> — vk + f/(0) = 0, wie
im Artikel von Fisher. Auch hier muss k real sein (sonst wiirde u oszillie-
ren und negative Werte annehmen). Also v > 24/ f"(0)D = v*. Die bei-
den Wurzeln fiir k£ sind dann reell und positiv. Wenn v > v*, sind die bei-
den Wurzeln unterschiedlich und der stationire Zustand (U = 0,p = 0)
ist ein instabiler Knoten. Wenn v = v*, sind die beiden Wurzeln iden-
tisch und (U = 0, p = 0) ist ein instabiler entarteter Knoten, wie in Ab-

bildung gezeigt. Ahnlich fiihrt das System (20.4) in der Nihe des
stationdren Zustands (U = 1, p = 0) zu dem linearen System
du—-1) _ dp_vp—f'(HU-1)
dz D oar D

und zur charakteristischen Gleichung Dk? — vk + f/(1) = 0. Die Diskri-
minante istv> —4Df’(1) > 0,da f'(1) < 0. Falls /(1) <0, gibt es zwei
reelle Wurzeln mit entgegengesetztem Vorzeichen und (U = 1,p = 0)
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ist ein Sattelpunkt. Wenn f/(1) = 0, ist eine Wurzel null und die ande-
re positiv (sieche Abbildung . Eine detaillierte Analyse zeigt in der
Tat, dass es fiir alle v > 2\/[ 7'(0)D eine eindeutige Integralkurve gibt,
die die beiden stationiren Zustinde (U =0,p =0) und (U = 1,p =0)
verbindet, wie im Spezialfall der Abbildung[20.3]

Kolmogorow, Petrowski und Piskunow zeigten dann rigoros, dass
die partielle Differentialgleichung eine eindeutige Losung u(x,t)
hat, die die Anfangsbedingung erfiillt, dass diese Losung so ist, dass
0 < u(x,t) < 1 fiir alle x und ¢ > 0, dass u(x,t) eine steigende Funkti-
on von x bleibt, wenn dies bei t = 0 der Fall ist und schlieflich, dass
u(x,t) tatsdchlich gegen ein sich mit der Geschwindigkeit v* ausbrei-
tendes Wellenprofil konvergiert. Die Beweise sind zu lang, um sie hier
zusammenzufassen.

Beachten Sie, dass die von Fisher verwendete Funktion f(u) = au (1 —
u) alle diese Bedingungen mit f/(0) = a erfiillt. Angeregt durch Gleichung
betrachteten Kolmogorow, Petrowski und Piskunow die Funktion f () =
au(1 —u)?, die die gleichen Bedingungen erfiillt und die gleiche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit ergibt.

Abbildung 20.3:
Das Diagramm
(U,p) zeigt einige
Integralkurven des
Systems und
insbesondere  die
eindeutige Kurve,
die (U=1,p=0)
mit (U =0,p=0)
verbindet und die
die Form der sich
ausbreitenden Wel-
le ergibt. Dabei gilt
fu) = au(l—u)?,
a=1, D=1 und
y=v*=2.

Die Artikel von Fisher und von Kolmogorow, Petrowski und Piskunow
waren der Ausgangspunkt fiir die Konstruktion vieler mathematischer Model-
le mit geografischer Diffusion in der Genetik, Okologie und Epidemiologie.
Diese Modelle sind als ,,Reaktionsdiffusionsgleichungen‘ bekannt.

Was Kolmogorow betrifft, so untersuchte er ab 1938 auch das Problem
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des Aussterbens von Familiennamen, das von Bienaymé, Galton, Watson,
Fisher, Haldane, Erlang und Steffensen betrachtet wurde: Er nannte den sto-
chastischen Prozess, der all diesen Arbeiten gemeinsam ist, den ,,Verzwei-
gungsprozess“. Im Jahr 1939 wurde er Mitglied der Akademie der Wissen-
schaften der UdSSR. Spiter leistete er wichtige Beitrige zum Problem der
Turbulenz in der Stromungsmechanik (1941), zur Theorie der dynamischen
Systeme in Verbindung mit der Himmelsmechanik (1953) und zur Informa-
tionstheorie (ab 1956). Er trug auch zur Erstellung einer Enzyklopédie und
von Lehrbiichern fiir Gymnasien und Universitdten bei, half bei der Griin-
dung eines experimentellen Gymnasiums und gab eine populidrwissenschaft-
liche Zeitschrift heraus. Er erhielt viele internationale Preise (u.a. 1963 den
Balzan-Preis und 1980 den Wolf-Preis) und starb 1987 in Moskau. Petrowski
wurde 1940 Dekan der Fakultét fiir Mechanik und Mathematik der Staatli-
chen Universitidt Moskau. Er war der Rektor der Universitdt von 1951 bis
zu seinem Tod im Jahr 1973. Er war seit 1946 Vollmitglied der Akademie
der Wissenschaften der UdSSR und Prisident des Internationalen Kongresses
der Mathematiker, der 1966 in Moskau stattfand. Er schrieb auch Lehrbiicher
tiber gewohnliche Differentialgleichungen, partielle Differentialgleichungen
und Integralgleichungen. Piskunow wurde Professor an einer Militdrakade-
mie. Sein Lehrbuch iiber Differential- und Integralrechnung wurde von vielen
technischen Universitdten verwendet. Er starb im Jahr 1977.
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Kapitel 21

Die Leslie-Matrix (1945)

1945 analysierte der britische Okologe P.H. Leslie ein Matrixmodell fiir
eine altersstrukturierte Population von Nagetieren und passte damit die
Arbeit von Lotka an einen zeitdiskreten Rahmen an. Er betonte, dass die
Wachstumsrate einem Eigenwert und die stabile Altersstruktur einem
Eigenvektor entspricht. Dariiber hinaus schitzte er auch numerisch die
Nettoreproduktionsrate Ry fiir die Wanderratte.

Patrick Holt Leslie wurde 1900 in der Nédhe von Edinburgh in Schott-
land geboren. Er studierte am Christ Church College der Universitidt Oxford
und erwarb 1921 einen Bachelor-Abschluss in Physiologie. Sein Medizin-
studium konnte er jedoch wegen gesundheitlicher Probleme nicht beenden.
Nachdem er einige Jahre als Assistent fiir Bakteriologie in der Abteilung fiir
Pathologie gearbeitet hatte, wandte er sich der Statistik zu und trat 1935 dem
von Charles Elton gegriindeten Bureau of Animal Population bei. Der Zweck
dieses Forschungszentrums war es, die Schwankungen von Tierpopulationen
durch Feldstudien und Laborexperimente zu untersuchen. Die meisten For-
schungen wurden an Nagetieren durchgefiihrt: Analyse der Zyklen des Ha-
sen und seines Raubtiers, des Luchses, unter Verwendung der Archive der
Hudson’s Bay Company in Kanada, Verfolgung der territorialen Ausbreitung
des Grauhornchens auf Kosten des roten Eichhornchens in England, Daten-
sammlung iiber Withlméause in der Umgebung von Oxford usw. Leslie wandte
auf die Daten der WiithImiuse die von Lotka fiir die menschliche Demografie
entwickelten Methoden an. Wihrend des Zweiten Weltkriegs konzentrierte
sich das Forschungszentrum auf Methoden zur Bekdmpfung von Ratten und
Maiusen in Silos.

1945 veroffentlichte Leslie seinen berithmtesten Artikel in Biometrika,
einer Zeitschrift, die 1901 von Galton, Pearson und Weldon gegriindet wor-
den war. Der Artikel trug den Titel Uber die Verwendung von Matrizen in
bestimmter Bevolkerungsmathematik. Leslie betrachtete ein Modell fiir das
Wachstum der Anzahl von Weibchen in einer Tierpopulation, z. B. einer Rat-
tenpopulation (es konnte sich aber auch um eine Menschenpopulation han-
deln). Die Population ist in K + 1 Altersgruppen unterteilt: P , ist die Anzahl
der Weibchen im Alter k zum Zeitpunktn (k=0,1,...,K;n=0,1,...). Sei f
die Fertilitdt im Alter k, genauer gesagt die Anzahl der Tochter pro Weibchen
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Abbildung 21.1:
P. H. Leslie (1900-1972)

zwischen dem Zeitpunkt n und n+ 1, dann ist k£ das maximale Alter mit einer
positiven Fertilitit (fx > 0). Sei s die Wahrscheinlichkeit fiir ein Tier im Al-
ter k, mindestens bis zum Alter k + 1 zu iiberleben, dann ist die Altersstruktur
der Population durch den folgenden Gleichungssatz gegeben:

PO,n—H = fOPO,n+f1Pl,n+"'+fKPK,n
Py = soPoy
Py = s1Piy

Pxpv1= sk—1Px—14,

wobei die f;’s nichtnegativ sind und 0 < s; < 1 gilt. Ende des 19. und An-
fang des 20. Jahrhunderts hatten sich die Mathematiker angewdhnt, solche
Gleichungssysteme in der abgekiirzten FormEl

P =MP, 1.1

zu schreiben, wobei P, der Spaltenvektor (P, ..., Px ) und M die quadrati-
sche Matrix (d. h. die Zahlentabelle mit K + 1 Zeilen und K + 1 Spalten)

fo i o o Sk
so O 0 0
v—| 0 s 0 0
0O ... 0 sg1 O

ist. Um das Verhalten des Systems (21.1) in Abhingigkeit von der Zeit zu
verstehen, suchte Leslie nach einer geometrisch steigenden oder fallenden

Das bedeutet, dass Pepst =MyoPop+ M1 Py + -+ -4 My g Py fiir alle k.
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Losung B, = " V. Die Zahl r und der Vektor V miissen die Gleichung
MV =rV (21.2)

erfiillen. In diesem Fall nennt man r einen Eigenwert und V einen Eigenvek-
tor der Matrix M. Das Problem besteht also darin, die Altersverteilung V zu
finden, die bei jedem Zeitschritt mit einer Konstanten r multipliziert wird.
In Anlehnung an die Terminologie von Lotka nennt man solche Verteilun-
gen stabil. Um zu den iiblichen Notationen zuriickzukehren, kann Gleichung
(21.2) so umgeschrieben werden :

foVo+fiVi+--+ fxkVk =1V,
SOV():I"VI, S1V1:rV27 N SK71VK71:VVK.

Aus den letzten K-Gleichungen folgt, dass

50V 5051V

Vi , Vo= , ... Vk
r

801 Sk—1 Vo
r2 '

K

Setzt man dies in die erste Gleichung ein und multipliziert man mit X /Vj, so
erhilt man wie Leslie die charakteristische Gleichung

K = forK dso firk Vb sosi oK 2+ sos sk fx. (21.3)

Dies ist eine Polynomgleichung in » vom Grad K + 1. Es gibt also K + 1
reelle oder komplexe Wurzeln ry, ..., rk+1. AuBerdem bemerkte Leslie (unter
Verwendung der Vorzeichenregel von Descartes fiir Polynome), dass es nur
eine reelle positive Wurzel gibt, sagen wir ry.

Leslie bemerkte auch, dass unter den meisten biologisch realistischen
Bedingungen (die mit Hilfe der Theorie von Perron und Frobenius fiir
positive Matrizen prizisiert werden konnen) der Eigenwert r| streng
groBer ist als der Modulus aller anderen reellen oder komplexen FEi-
genwerte (r2, ..., rkx+1). Aulerdem sind alle Wurzeln von @]) nor-
malerweise verschieden. Fiir jeden Eigenwert r; kann man einen zuge-
horigen Eigenvektor finden. Sei Q die quadratische Matrix der Grofe
K+ 1, deren K + 1 Spalten die jeweils zu rq,...,rg4+1 gehdrenden Ei-
genvektoren enthalten, dann gilt M Q = QD, wobei D die Diagonal-
matrix [ry,...,rg.1] ist. Also folgt M = QDQ~ ' und P, = M"Py =
QD" Q™' Py. Bemerkenswert ist die Tatsache, dass D" die Diagonal-
matrix [(r1)",...,(rk+1)"] ist und dass D"/r{ — 2 = [1,0,...,0] fir
n — +oo, weil r| > || fiir i # 1. Folglich konvergiert P,/(r1)" gegen
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0207 'p,. ‘

Jede Komponente des Altersstrukturvektors P, nimmt wie (r;)" zu oder
ab. Wenn r; > 1, dann nimmt die Bevolkerung exponentiell zu. Wenn r| < 1,
dann nimmt sie exponentiell ab. Aus Gleichung (21.3) kann man leicht zei-
gen, dass die Bedingung r; > 1 genau dann wahr ist, wenn der Parameter %,
definiert durch Zy = fo+s0 f1 +s0s1 f2+---+s081---Sk_1 fk, streng groBer
als 1 ist. Dabei ist so s ---s;—1 die Wahrscheinlichkeit, mindestens bis zum
Alter k zu iiberleben. Der Parameter % ist also die durchschnittliche Anzahl
der Tochter, die von einem Weibchen im Laufe ihres Lebens geboren werden
und ist analog zu den Formeln (10.2)), (12.2) und (16.9). Das vorliegende Mo-
dell ist eine Art zeitdiskretes Analogon der Arbeit von Lotka (siehe Kapitel
und eine Verallgemeinerung einschlieBlich altersabhidngiger Fertilititen
der Arbeit von Euler (siehe Kapitel [3)).

Leslie illustrierte seine Methode anhand von Daten, die ein amerikani-
scher Kollege iiber die Fertilitits- und Uberlebenskoeffizienten f; und s; fiir
die Wanderratte veroffentlicht hatte. Nach ein paar statistischen Operationen,
um die Daten sinnvoll zu ergénzen, erhielt er Z ~ 26.

Leslies Matrixformulierung von Problemen der Populationsdynamik wird
heute von vielen Biologen verwendet. Die Berechnungen werden durch mo-
derne Computer und wissenschaftliche Software, die Eigenwerte und Eigen-
vektoren von beliebigen Matrizen berechnen kann, stark vereinfacht. Man
kann sowohl den Parameter % als auch die Wachstumsrate r; leicht berech-
nen.

Nach dem Zweiten Weltkrieg nutzte Leslie seine Methode, um die Wachs-
tumsrate anderer Tierarten zu berechnen: Vogel, Kifer usw. Er arbeitete auch
an stochastischen Modellen, an Modellen der Konkurrenz zwischen Arten
und an der Riickfangmethode. 1967 ging Leslie in den Ruhestand. Noch im
selben Jahr, nachdem auch Charles Elton in den Ruhestand gegangen war,
horte das Bureau of Animal Population auf, als unabhingiges Forschungs-
zentrum zu existieren und wurde Teil der Abteilung fiir Zoologie an der Uni-
versitdt Oxford. Leslie starb im Jahr 1972.
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Kapitel 22

Perkolation und Epidemien (1957)

1957 betrachteten Hammersley und Broadbent die Ausbreitung einer
,.Flissigkeit” in einem unendlichen reguldren quadratischen Netzwerk,
worin zwei benachbarte Knoten mit einer gegebenen Wahrscheinlichkeit
verbunden sind. Als mogliches Beispiel nannten sie die Ausbreitung ei-
ner Epidemie in einer Obstplantage. Sie zeigten, dass es eine kritische
Wabhrscheinlichkeit gibt, unterhalb derer keine grole Epidemie auftre-
ten kann und oberhalb derer grole Epidemien mit einer positiven Wahr-
scheinlichkeit auftreten. Ihr Artikel war der Startpunkt der Perkolations-
theorie.

John Michael Hammersley wurde 1920 in Schottland geboren, wo sein
Vater fiir eine amerikanische Firma arbeitete, die Stahl exportierte. Er begann
ein Studium am Emmanuel College der Universitidt Cambridge, musste aber
1940 der Armee beitreten. Er arbeitete an der Verbesserung von Berechnun-
gen fiir die Artillerie. Nach Beendigung seines Studiums im Jahr 1948 wurde
er Assistent an der Universitit Oxford in der Gruppe, die sich mit dem Design
und der Analyse von Experimenten beschiftigte. Im Jahr 1955 trat er in das
Forschungsinstitut fiir Atomenergie in Harwell bei Oxford ein.

Abbildung 22.1:
Hammersley (1920-2004)

Simon Ralph Broadbent wurde 1928 geboren. Er studierte Ingenieurwe-
sen in Cambridge, Mathematik am Magdalen College in Oxford (wo er auch
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Gedichte schrieb) und begann eine Promotion in Statistik am Imperial Col-
lege in London iiber Einige Tests zur Abweichung von der uniformen Vertei-
lung. Wihrend seiner Promotion erhielt er Unterstiitzung von der Britischen
Forschungsgesellschaft fiir Kohlenverwertung, um statistische Probleme zu
untersuchen, die mit der Kohleférderung in Zusammenhang stehen kénnten.

1954 fand in der Royal Statistical Society in London ein von der For-
schungsanstalt fiir Atomenergie gesponsertes Symposium iiber Monte-Carlo-
Methoden statt. Diese Methoden, die in den 1940er Jahren von John von Neu-
mann, Stanistaw Ulam und Nicholas Metropolis am Los Alamos Labor initi-
iert wurden, verwenden stochastische Computersimulationen, um unbekannte
mathematische Groen zu schitzen. Hammersley présentierte auf dem Lon-
doner Symposium einen Artikel, den er in Zusammenarbeit mit Morton, ei-
nem Kollegen aus Harwell, vorbereitet hatte. Der Artikel wurde im Journal of
the Royal Statistical Society verdffentlicht. Bei der Diskussion nach der Pri-
sentation auf dem Symposium erwihnte Broadbent ein interessantes Problem,
das mit einer Monte-Carlo-Methode untersucht werden konnte. Gegeben sei
ein regelmifiges Netzwerk von Poren in zwei oder drei Dimensionen, so dass
zwei benachbarte Poren mit einer Wahrscheinlichkeit p verbunden sind. Wel-
cher Anteil des Netzwerks wiirde von einem Gas ausgefiillt werden, wenn es
durch eine dieser Poren eingefiihrt wiirde? Broadbent dachte in der Tat an die
Konstruktion von Gasmasken fiir Bergarbeiter und insbesondere an die Grofe
der Poren, die fiir deren Funktion notwendig war.

Hammersley begann dann mit Broadbent an diesem Gasmaskenproblem
zu arbeiten. Sie erkannten, dass es nur ein Prototyp einer Familie von Proble-
men war, die noch nicht untersucht worden waren: die deterministische Aus-
breitung eines ,,Fluids* (die Bedeutung hingt vom Kontext ab) in einem zu-
falligen Medium. Hammersley nannte es ,,Perkolation®, in Analogie zu dem,
was in einer Kaffeekanne passiert. Am Forschungsinstitut fiir Atomenergie
hatte Hammersley auch Zugang zu einigen der leistungsfihigsten Computer
seiner Zeit, um Monte-Carlo-Methoden an Perkolationsproblemen zu testen.

Im Jahr 1957 veroffentlichten Broadbent und Hammersley schlieBlich den
ersten Artikel tiber die mathematische Theorie der Perkolation. Unter den
Beispielen, die sie betrachteten, war eines ein Modell der Populationsdyna-
mik, ndmlich die Ausbreitung einer Epidemie in einer Obstplantage. Es wird
angenommen, dass die Bdume einer sehr grolen Obstplantage an den Kno-
tenpunkten eines quadratischen Gitters stehen. Jeder der vier nichstgelegenen
Bédume eines gegebenen infizierten Baumes hat eine Wahrscheinlichkeit p,
ebenfalls infiziert zu sein. Die Frage ist, ob eine grofle Anzahl von Baumen
infiziert wird oder ob die Epidemie lokal begrenzt bleibt. Dies hingt natiirlich
von der Wahrscheinlichkeit p ab, die wiederum mit dem Abstand zwischen
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den Biumen, d. h. der Breite der Netzmasche, zusammenhéngt.

Broadbent und Hammersley betrachteten den Grenzfall, in dem die Obst-
plantage unendlich grof ist und die gesamte Ebene umfasst, mit nur einem
infizierten Baum am Anfang. Sei f(p) die Wahrscheinlichkeit, dass eine un-
endliche Anzahl von Bdumen von dieser Quelle infiziert wird. Man erwartet,
dass f(p) eine steigende Funktion von p mit f(0) =0 und f(1) = 1 ist. Thr
Hauptergebnis war, dass es eine kritische Wahrscheinlichkeit p*, 0 < p* < 1,
gibt, so dass:

* wenn p < p*, dann ist f(p) = 0, so dass nur eine endliche Anzahl von
Bidumen infiziert ist;

e wenn p > p*, dann ist f(p) > 0 und eine unendliche Anzahl von Béu-
men kann infiziert werden.

Der Beweis beinhaltet einen Vergleich mit der Anzahl der verschiede-
nen ,,selbstmeidenden Pfade* in der Ebene, die von der Infektionsquelle
ausgehen. Diese Pfade gehen durch eine bestimmte Anzahl von benach-
barten Biumen (jeder Baum hat vier Nachbarn), ohne einen Baum mehr
als einmal zu besuchen. Ein selbstmeidender Pfad der Linge n ist ein
Infektionspfad mit einer Wahrscheinlichkeit p”, da die Infektion von
jedem besuchten Baum zum néchsten mit einer Wahrscheinlichkeit p
iibertragen werden kann. Sei nun ¢(j,n) die Wahrscheinlichkeit, dass es
unter allen selbstmeidenden Pfaden der Lénge n genau j solcher Pfade
gibt, die Infektionspfade sind. Wenn es eine unendliche Anzahl von in-
fizierten Baumen gibt, dann existiert fiir jede ganze Zahl n mindestens
ein selbstmeidender Pfad der Linge n, der ein Infektionspfad ist. Also

0< f(p) < ) aq(in) <), jq(jn)

1 J

™
™
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firallen. Aber Y5, j q(j,n) ist die erwartete Anzahl von selbstmeiden-
den Pfaden der Linge n, die Infektionspfade sind. Diese Zahl ist gleich
p" s(n), wobei s(n) die Gesamtzahl der selbstmeidenden Pfaden der Lén-
ge n ist. Hammersley konnte in einem begleitenden Artikel zeigen, dass
s(n) wie e mit n — 4o wiichst, wobei k die Zusammenhangskonstan-
te des Gitters genannt wird. Falls p < e~ ¥, dann konvergiert p"s(n) mit
n — oo gegen 0 und f(p) = 0. Somit ist p* > e~ * > 0.

In der Praxis ist es daher besser, wenn die Bdume nicht zu dicht beiein-
ander stehen, um p im Falle einer Epidemie kleiner als p* zu halten. Aber je
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niher die Bdume stehen, desto hoher ist die Produktion pro Hektar. Es muss
also ein Kompromiss gefunden werden.

Wie Broadbent und Hammersley feststellten, gibt es eine gewisse Ahn-
lichkeit zwischen der Existenz einer kritischen Wahrscheinlichkeit bei Perko-
lationsprozessen und der Existenz einer Schwelle bei Verzweigungsprozessen
(siehe Kapitel [7).

Man kann versuchen, die kritische Wahrscheinlichkeit p* numerisch ab-
zuschitzen. Dazu legt man einen Wert fiir p fest und approximiert das unend-
liche Netzwerk durch ein endliches quadratisches Netzwerk der Grofle N x N
mit N ausreichend grol. Man nehme beispielsweise an, dass der Baum in
der Mitte des Netzwerks infiziert ist. Mit einem Computer kann man zufil-
lig auswihlen, welche Biume andere Bidume infizieren konnen. Abbildung
[22.2] zeigt die zufillig gewihlten Infektionspfade anhand von Kanten wie in
einem Graphen. In Abbildung ist p kleiner als p*. In Abbildung
ist p groBer als p*. Man kann leicht feststellen, welche Bdume infiziert wer-
den konnen, nimlich diejenigen, die durch einen Kantenpfad ausgehend von
dem infizierten Baum in der Mitte erreicht werden konnen. Sie sind in den
Abbildungen durch kleine schwarze Quadrate markiert.
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Abbildung 22.2: Perkolation mit p = 0,4 [links] oder p = 0,55 [rechts].

Man kann dann priifen, ob die Epidemie zumindest den Rand des N x
N-Netzwerks erreicht hat. Wenn dies der Fall ist und wenn N grof3 genug
ist, kann man davon ausgehen, dass die Anzahl der infizierten Bdume ,,fast
unendlich® ist. Wiederholt man diese Art der Simulation viele Male, so kann
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man einen Niherungswert fiir die Wahrscheinlichkeit f(p) finden, so dass
die Anzahl der infizierten Baume unendlich ist (dies ist die Monte-Carlo-
Methode). Wenn man p zwischen 0 und 1 variiert, dann erhélt man schlielich
eine Niherung fiir den Schwellenwert p*, welches der kleinste Wert ist, bei
dem f(p) > 01ist, wenn p > p*.

Der Artikel von Broadbent und Hammersley enthielt nur den Beweis fiir
die Existenz der Schwelle p*. In den folgenden Jahren entwickelte Ham-
mersley die mathematische Theorie der Perkolation weiter, wihrend Broad-
bent sich anderen Themen zuwandte. Mit der Entwicklung von Computern in
den 1970er Jahren wurde es einfacher, die oben beschriebenen Simulationen
durchzufiihren (Abbildung[22.3)). Es wurde dann vermutet, dass p* = 1/2 ist.
Dieses Ergebnis wurde schlieBlich 1980 von Harry Kesten von der Cornell-
Universitidt bewiesen.

Abbildung 22.3: Wahrschein-
lichkeit f(p), dass unendlich
viele Bdume infiziert werden,
in Abhingigkeit von p. Die
Kurve erhilt man, indem
man 1.000 Simulationen auf @ p
einem 200 x 200 Netzwerk 0 05 1
durchfiihrt.

Zwischen 1959 und 1969 arbeitete Hammersley fiir das Institut fiir Wirt-
schaft und Statistik an der Universitit Oxford. Er wurde Mitglied des Tri-
nity College. Im Jahr 1964 veroffentlichte er in Zusammenarbeit mit David
Handscomb ein Buch mit dem Titel Monte-Carlo-Methoden. Im Jahr 1976
wurde er in die Royal Society gewihlt. Er ging 1987 in den Ruhestand, be-
suchte aber weiterhin das Oxford Zentrum fiir industrielle und angewandte
Mathematik. Hammersley starb im Jahr 2004.

Broadbent wurde 1957 am Imperial College promoviert. Er fand eine
Stelle in einem Industrieunternehmen, den United Glass Bottle Manufactur-
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ers. Nach zehn Jahren in der Industrie begann er in einer Nachrichtenagentur,
der London Press Exchange, zu arbeiten, die wissenschaftliche Leserschafts-
studien durchfiihrte. Die Agentur wurde 1969 von Leo Burnett, einer ame-
rikanischen Werbefirma, aufgekauft. Broadbent arbeitete daran, wie man die
Wirksamkeit von Werbung messen kann und verdffentlichte mehrere Biicher
zu diesem Thema: Werbegeld ausgeben (1975), Werbebudget (1989), Verant-
wortungsbewusste Werbung (1997) und Wann soll geworben werden? (1999).
Im Jahr 1980 half er bei der Griindung der Preise fiir Werbewirksamkeit. Er
verbrachte mehrere Jahre in der Hauptniederlassung von Leo Burnett in Chi-
cago als Direktor fiir Markenokonomie und leitete auch sein eigenes Bera-
tungsunternehmen, BrandCon Limited. Broadbent starb im Jahr 2002.
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Kapitel 23

Spieltheorie und Evolution (1973)

1973 veroffentlichten Maynard Smith und Price einen Artikel, in dem
sie analysierten, warum Tiere in innerartlichen Konflikten den Einsatz
ihrer gefihrlichsten Waffen vermeiden. IThr Modell verwendete die Spiel-
theorie und war eines derjenigen, die die Anwendung dieser mathema-
tischen Theorie auf evolutionire Probleme einleiteten.

John Maynard Smith wurde 1920 in London geboren. Sein Vater arbei-
tete als Chirurg und starb als er acht Jahre alt war. Maynard Smith studierte
am Eton College und wandte sich einem Ingenieurstudium am Trinity College
der Universitit Cambridge zu. Danach war er Mitglied der Kommunistischen
Partei GroBbritanniens. Als 1939 der Krieg ausbrach, versuchte er, sich als
Freiwilliger fiir die Armee zu melden, wurde aber wegen seiner schlechten
Sehkraft abgelehnt. Er beendete sein Ingenieurstudium und arbeitete einige
Jahre lang an der Konstruktion von Militirflugzeugen. Schlieflich wandte er
sich der Biologie und studierte Genetik am University College in London mit
Haldane als Betreuer. Im Jahr 1952 wurde er Dozent fiir Zoologie. Nach den
Ereignissen im Jahr 1956 in Ungarn verlie er die Kommunistische Partei.
Sein erstes Buch mit dem Titel Die Evolutionstheorie wurde 1958 veroffent-
licht. Im Jahr 1965 wurde er Professor fiir Biologie an der neu gegriindeten
Universitidt von Sussex. Danach verdffentlichte er zwei weitere Biicher: Ma-
thematische Ideen in der Biologie (1968) und Zur Evolution (1972).

Abbildung 23.1:
Maynard Smith (1920-2004)
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George R. Price wurde 1922 in den USA geboren. Er studierte Che-
mie an der Universitit von Chicago und promovierte 1946, nachdem er am
Manhattan-Projekt, dem Bau der Atombombe, mitgearbeitet hatte. 1950 wur-
de er assoziierter Forscher in der Medizin an der Universitit von Minnesota.
Spiter arbeitete er als freier Journalist fiir verschiedene Zeitschriften, bevor
er in die Forschung bei IBM zuriickkehrte. Nachdem er wegen Schilddriisen-
krebs behandelt worden war, lief} er sich 1967 in England nieder und wandte
sich dem Studium eines ganz anderen Fachs zu: der Evolutionsbiologie. Ab
1968 arbeitete er in London am Galton Labor des University College. Seine
erste Arbeit auf diesem neuen Gebiet, Selektion und Kovarianz, wurde mit
Hilfe von W. D. Hamilton in einer Ausgabe von Nature im Jahr 1970 verof-
fentlicht und enthielt das, was heute als Price-Gleichung bezeichnet wird.

Price reichte auch eine weitere Arbeit bei Nature ein, dieses Mal iiber
Tierkonflikte. Aber es hatte nicht das richtige Format fiir diese Zeitschrift.
Also empfahl Maynard Smith, der der Gutachter war, eine kiirzere Version
zu erstellen. Price begann an etwas anderem zu arbeiten, wihrend Maynard
Smith die Idee von Price auf eigene Faust weiterentwickelte. SchlieBlich ver-
offentlichten Maynard Smith und Price einen gemeinsamen Artikel mit dem
Titel Die Logik von Tierkonflikten, der 1973 in Nature erschien. Der Artikel
leistete einen interessanten Beitrag zur Anwendung der Spieltheorie in der
Evolutionsbiologie. Davor war die Spieltheorie hauptséchlich fiir die Wirt-
schaftswissenschaften und die Politik entwickelt worden, insbesondere nach
dem 1944 erschienenen Buch von John von Neumann und Oskar Morgenstern
mit dem Titel Theorie der Spiele und des wirtschaftlichen Verhaltens. Aus-
gangspunkt von Maynard Smith und Price war folgende Frage: Wie kommt
es, dass bei Konflikten zwischen Tieren der gleichen Art die ihnen zur Ver-
fiigung stehenden ,,Waffen* (Horner, Krallen, Gift etc.) nur selten zum Té6ten
eingesetzt werden? Folgt man Darwins Ideen tiber den Kampf ums Leben, so
sollten aggressivere Tiere mehr Kimpfe gewinnen und eine groere Anzahl
von Nachkommen haben, was zu einer Eskalation im Gebrauch von ,,Waf-
fen fiihrt. Dies war die Zeit des Kalten Krieges, so dass das Thema auch
einen politischen Beigeschmack hatte.

Maynard Smith und Price stellten sich eine Abfolge von Spielen vor, in
denen zwei Tiere um eine Ressource konkurrieren konnen, zum Beispiel um
ein Territorium in einem giinstigen Lebensraum. In der vereinfachten Darstel-
lung, die Maynard Smith in seinem 1982 erschienenen Buch Evolution und
die Theorie der Spiele verwendet, nimmt jedes Tier entweder die ,,Falken-
strategie” oder die ,,Taubenstrategie* an. Im Folgenden sprechen wir einfach
von Falken und Tauben, aber wir meinen Strategien, die von Tieren der glei-
chen Art angenommen werden. Sei % die normale durchschnittliche Anzahl
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von Nachkommen eines Tieres. Sei nun V > 0 der Wert der Ressource. Dies
bedeutet, dass der Gewinner des Wettbewerbs im Durchschnitt %, + V Nach-
kommen hat.

Trifft ein Falke auf einen anderen Falken, dann kdmpfen sie um die Res-
source: Der Gewinner bekommt die Ressource mit dem Wert V, der Verlierer
erleidet die ,,Kosten* C > 0. Jeder der beiden Falken hat eine Wahrscheinlich-
keit von 1/2, den Wettbewerb zu gewinnen und die gleiche Wahrscheinlich-
keit, zu verlieren. Der erwartete Gewinn aus einem Kampf zwischen zwei Fal-
ken ist also % (V —C) fiir die beiden Konkurrenten. Wenn jedoch ein Falke auf
eine Taube trifft, dann erhilt der Falke die Ressource V, die Taube entkommt
ohne Kampf und die Kosten betragen 0. Treffen schlielich zwei Tauben auf-
einander, so erhilt eine von ihnen die Ressource V, die andere fliecht kampflos
und ohne Kosten. Jede der beiden Tauben hat die gleiche Wahrscheinlichkeit
1/2 zu gewinnen, der erwartete Gewinn bei einem Treffen zweier Tauben ist
also V /2. Die Gewinne lassen sich wie in Tabelle zusammenfassen.

Tabelle 23.1: Erwartete Gewinn des Falke-Taube-Spiels.

... einen Falken ... eine Taube
Gewinn eines Falken gegen ... % (V-0 14
Gewinn einer Taube gegen ... 0 V/2

Allgemeiner kann man sich Kdmpfe zwischen Individuen vorstellen, die
eine von zwei Strategien annehmen konnen, nennen wir sie 1 und 2, mit einer
Matrix der erwarteten Auszahlungen (G; ;)i<i, j<2. Im obigen Beispiel folgen
Falken der Strategie 1, Tauben der Strategie 2, G| = %(V -C),Gi2=V,
G»,1 =0und Gy, =V /2. Im Originalartikel von 1973 hatten Maynard Smith
und Price in der Tat bereits Computersimulationen verwendet, um mehr als
zwei mogliche Strategien zu testen (diese wurden ,,Falke®, ,,Maus®, ,.Bully*,
»~Retaliator* und ,,Prober-Retaliator genannt).

Stellen Sie sich nun eine grofle Population von Tieren der gleichen Art
mit einem Anteil x, an Falken und einem Anteil 1 — x,, an Tauben in der
Generation n vor. Falken in der Generation n haben eine durchschnittliche
Anzahl von Nachkommen:

Rl(n) ZQO‘FXnGLl'F(l—Xn)Gl,z- (23.1)

In dhnlicher Weise haben Tauben eine durchschnittliche Anzahl von Nach-
kommen:
Rz(n) =% +x, G2 —|—(1—xn)G2’2. (23.2)
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Die durchschnittliche Anzahl der Nachkommen in der gesamten Population
ist also
R(n) =x,Ri(n)+ (1 —x,)Ra(n).

Vergessen wir die moglichen Feinheiten aufgrund der sexuellen Fortpflan-
zung, so sehen wir, dass der Anteil der Falken in der ndchsten Generation

Xnt1 =xaR1(n)/R(n). (23.3)

Daraus folgt, dass x,,+1 > x,, wenn Ry (n) > R(n) und x,,+1 < x,, wenn Ry (n) <
R(n). Es gibt drei mogliche stationire Zustinde: x = 0, x = 1 und
. _ Gip—Gop

Gy —G11+Gi2— G2

X

vorausgesetzt 0 < x* < 1. Im Falke-Taube-Spiel gilt x* =V /C < 1, sofern
VvV <C.

In der Tat ist x = O ein offensichtlicher stationérer Zustand von (23.3).
Wenn x # 0 ein weiterer stationdrer Zustand ist, dann Ry = R = xR +
(1 —x)Ry. Also entweder x = 1 oder R; = R;. Die letztere Moglichkeit
ist dquivalent zu xG1 1+ (1 —x)Gi12 = xGa 1 + (1 —x) G2 2, was den
stationdren Zustand x* ergibt.

Der stationédre Zustand x = 1 entspricht einer Population mit 100 % der
Individuen, die Strategie 1 folgen. Dieser stationire Zustand ist stabil, wenn
er nicht von einigen Individuen, die Strategie 2 folgen, eingenommen werden
kann. Aus (23.3)) sehen wir, dass diese Bedingung dquivalent dazu ist, dass
Ri(n) > R(n) fiir alle x, hinreichend nahe bei 1 liegt. Da R(n) = x, R (n) +
(1 —x,)Ra(n), wird die Bedingung R;(n) > Ry(n) fiir alle x,, hinreichend
nahe bei 1. Betrachtet man die Ausdriicke (23.1)-(23.2) von R; und R», so
kommt man zu dem Schluss, dass x = 1 dann und nur dann stabil ist, wenn
eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

* Gi,1 > Ga;
o Glﬁl = G2$1 und G1’2 > G272.

Wenn dies der Fall ist, sagt man, dass Strategie 1 eine ,,evolutiondr stabile
Strategie* ist. Im Falke-Taube-Spiel ist die Bedingung G1, > G, immer
wahr. Die Falkenstrategie ist also genau dann evolutionir stabil, wenn Gy; >
Gy1,d.h.V 2>C.

Der stationdre Zustand x = 0 entspricht einer Population, in der alle Indi-
viduen der Strategie 2 folgen. Diese Situation ist symmetrisch zur vorherigen,
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wenn wir die Indizes 1 und 2 vertauschen. Im Falken-Tauben-Spiel haben wir
Gio=V>G, =V /2, so dass der stationdre Zustand x = 0 immer instabil
ist. Das Einfiihren einer kleinen Anzahl von Falken in eine Population von
Tauben wiirde zu einer fortschreitenden Invasion durch die Falken fiihren.

In dhnlicher Weise kann man zeigen, dass der dritte stationire Zustand
x*, sofern 0 < x* < 1, immer stabil ist. Im Falken-Tauben-Spiel entspricht
x* =V /C einer gemischten Population mit sowohl Falken als auch Tauben.

Zusammenfassend kann man sagen, dass es beim Falken-Tauben-Spiel
zwei Fille gibt. Wenn V > C, d. h. wenn der Wert der Ressource grofer ist als
die moglichen Kosten, dann konvergiert die Population zu einem Gleichge-
wicht mit Falken ohne Tauben, unabhéngig von der Anfangsbedingung x(0)
mit 0 < x(0) < 1. Die Falkenstrategie ist dann eine evolutionér stabile Strate-
gie. Ist dagegen V < C, dann konvergiert die Population zu einem gemischten
Gleichgewicht mit einem Anteil x* an Falken und einem Anteil 1 —x* an
Tauben. Das Modell gibt also eine Erkldrung dafiir, warum Individuen mit
weniger aggressiven Verhaltensweisen iiberleben konnen, wenn V < C. Die
Formel x* =V /C zeigt auBerdem, dass der Anteil x* der Falken in der Po-
pulation umso kleiner ist, je hoher die Kosten C fiir Verlierer sind. Arten mit
den gefihrlichsten ,,Waffen® setzen sie also selten fiir innerartliche Kimp-
fe ein: Sie bevorzugen harmlose rituelle Kimpfe, bei denen konkurrierende
Tiere versuchen, sich gegenseitig zu beeindrucken. Aber echte Kédmpfe, die
Verletzungen verursachen konnten, werden vermeidet.

Der urspriingliche Artikel von Maynard Smith und Price aus dem Jahr
1973 diskutierte das Konzept der evolutiondr stabilen Strategie und verwen-
dete hauptsdchlich Computersimulationen von Tierwettkdmpfen, wobei die
Auszahlungen verschiedener Strategien aufgezeichnet wurden. Der Ansatz
mit dynamischen Gleichungen wie (23.3) wurde etwas spiter entwickelt, ins-
besondere von Taylor und Jonker. Seitdem haben viele Autoren Ideen aus der
Spieltheorie auf Fragen der Evolutionsbiologie angewandt oder umgekehrt
dynamisch-evolutionédre Ansitze auf klassischere Probleme der Spieltheorie
angewandt. Neben Fragen zu Tierkonflikten kann man zum Beispiel Proble-
me der elterlichen Investition oder des Geschlechterverhiltnisses (das Ver-
hiltnis zwischen der Anzahl von Minnchen und Weibchen bei der Geburt) an-
fithren, wobei letzteres bereits von Carl Diising im Jahr 1884 und von Ronald
Fisher in seinem 1930 erschienenen Buch tiber Die genetische Theorie der
natiirlichen Selektion untersucht wurde. Einige andere Modelle konzentrie-
ren sich auf die dynamischen Aspekte des ,,Gefangenendilemmas® oder des
Spiels ,,Schere, Stein, Papier*. Es wurde auch erkannt, dass das Konzept der
evolutiondr stabilen Strategie eng mit dem Konzept des Nash-Gleichgewichts
in der Spieltheorie verwandet ist.
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Price, der ein iiberzeugter Atheist gewesen war, hatte 1970 ein mystisches
Erlebnis und konvertierte zum christlichen Glauben. 1974 gab er seine For-
schungen auf, weil er das Gefiihl hatte, dass ,,die Art von theoretischer ma-
thematischer Genetik, die [er] betrieb, fiir menschliche Probleme nicht sehr
relevant war®. Er verschenkte sein gesamtes Hab und Gut an Obdachlose und
beging ein paar Monate spiter Selbstmord.

Maynard Smith hingegen setzte diese Denkrichtung fort und wurde 1977
in die Royal Society gewihlt. Er veroffentlichte viele Biicher: Modelle in der
Okologie (1974), Die Evolution des Geschlechts (1978), Evolution und die
Spieltheorie (1982), Die Probleme der Biologie (1986), Hatte Darwin recht?
(1988) und Evolutiondire Genetik (1989). AuBlerdem veroffentlichte er in Zu-
sammenarbeit mit E. Szathméry Die wichtigsten Uberginge in der Evolution
(1995) und Die Urspriinge des Lebens: Von der Geburt des Lebens bis zum
Ursprung der Sprache (1999). Er ging 1985 in den Ruhestand. 1999 erhielt
er den Crafoord-Preis in Biowissenschaften von der Koniglich Schwedischen
Akademie der Wissenschaften fiir seine ,,grundlegenden Beitrige zur kon-
zeptionellen Entwicklung der Evolutionsbiologie®. Im Jahr 2003 veroffent-
lichte er in Zusammenarbeit mit D. Harper Tierische Signale. Er starb 2004
in Sussex.
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Kapitel 24

Chaotische Populationen (1974)

Im Jahr 1974 untersuchte Robert May, ein australischer Physiker, der
zum Okologen wurde, die zeitdiskrete logistische Gleichung als Modell
fir die Populationsdynamik. Er stellte fest, dass unerwartete Bifurka-
tionen auftraten und das asymptotische Verhalten sogar chaotisch sein
konnte. Langfristige Vorhersagen konnen also selbst mit einem einfa-
chen deterministischen Modell unmdoglich sein. Mays Artikel war einer
derjenigen, die die ,,Chaostheorie® begriindeten.

Robert McCredie May wurde 1936 in Australien geboren. Nach dem Stu-
dium der theoretischen Physik und der Promotion an der Universitit Sydney
im Jahr 1959 verbrachte er zwei Jahre in der Abteilung fiir angewandte Ma-
thematik an der Harvard-Universitét. Zuriick in Australien, wurde er Profes-
sor fiir theoretische Physik. 1971, wihrend eines Besuchs am Institute for Ad-
vanced Study in Princeton, wechselte er sein Forschungsgebiet und begann,
sich mit der Dynamik von Tierpopulationen zu beschiftigen. Im Jahr 1973
wurde er Professor fiir Zoologie in Princeton. Im selben Jahr veréffentlichte
er ein Buch mit dem Titel Stabilitit und Komplexitdt in Modellokosystemen.

Abbildung 24.1: Robert M. May |

1974 veroffentlichte May in der Zeitschrift Science einen Artikel mit dem
Titel Biologische Populationen mit nicht iiberlappenden Generationen: stabi-
le Punkte, stabile Zyklen und Chaos, worin er zeigte, dass sich sehr einfache
mathematische Modelle der Populationsdynamik chaotisch verhalten konnen.

Um den Ursprung dieses Problems zu verstehen, muss man etwa zehn
Jahre in der Zeit zuriickgehen. Im Jahr 1963 hatte Edward Lorenz, ein ameri-
kanischer Meteorologe, der am Massachusetts Institut fiir Technologie (M.1.T.)
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arbeitete, bei numerischen Simulationen auf seinem Computer bemerkt, dass
sich ein vereinfachtes Modell der Atmosphire mit nur drei Differentialglei-
chungen auf sehr iiberraschende Weise verhalten konnte: Eine winzige Ande-
rung der Anfangsbedingungen konnte das Endergebnis einer Simulation und
damit auch meteorologische Vorhersagen vollig verdndern. Der Mathemati-
ker Henri Poincaré hatte tatsichlich schon zu Beginn des 20. Jahrhunderts,
lange vor dem Computerzeitalter, an diese Moglichkeit gedacht, nachdem er
sich mit der Bewegung der Planeten im Sonnensystem beschiftigt hatte. Doch
Anfang der 1970er Jahre begannen nur wenige Forscher, diese seltsame Ei-
genschaft genauer zu untersuchen. An der Universitdt von Maryland beschéf-
tigte sich James Yorke mit den Arbeiten von Lorenz und fiihrte in diesem
Zusammenhang den Begriff ,,Chaos* ein. Der Artikeﬂ den er zusammen mit
seinem Studenten Tien-Yien Li schrieb, trug den Titel Periode drei impliziert
Chaos und erschien 1975.

Auf seiner Seite konzentrierte sich May auf das Modell p,+1 = p, +
apu(1—pn/K), wobei a und K positive Parameter sind und p, fiir die GroBe
einer Tierpopulation im Jahr n steht. Wenn p, klein im Vergleich zur Trag-
fahigkeit K ist, dann ist die Dynamik nahe an einem geometrischen Wachs-
tum p,11 ~ (1 +a) p,. Die vollstindige Gleichung ist eine Art zeitdiskretes
Analogon der von Verhulst eingefiihrten logistischen Gleichung (siehe Ka-
pitel [6). Aber im Gegensatz zu Letzterem zeigte May, dass die zeitdiskrete
Gleichung ein viel iiberraschenderes Verhalten haben kann, das sich leicht
mit einem einfachen Taschenrechner beim Addieren und Multiplizieren be-
obachten lisst (Abbildung 24.2). Maynard Smith hatte diese Gleichung be-
reits 1968 in seinem Buch Mathematische Ideen in der Biologie betrachtet.
Aber obwohl er ein paar Zahlenwerte fiir a ausprobiert hatte, war ihm nicht
klar, dass es etwas Besonderes war. Abbildung die derjenigen in Mays
Artikel von 1974 dhnelt, zeigt, dass die Population p, zu einem stationéren
Zustand konvergiert, wenn 0 < a < 2. Wenn 2 < a < 2,449 (die obere Grenze
2,449 ist eine Niherung), konvergiert die Population p, gegen einen Zyklus
der Periode 2. Wenn 2,450 < a < 2,544, konvergiert die Population p, gegen
einen Zyklus der Periode 4. Wenn 2,545 < a < 2,564, konvergiert p, gegen
einen Zyklus der Periode 8, usw. Die Intervalle des Parameters a, fiir die p,
gegen einen Zyklus der Periode 2" konvergiert, werden mit zunehmendem n
kleiner und iiberschreiten nie 2,570. Wenn a den Wert 2,570 hat, kann sich p,
,chaotisch* verhalten.

1976 schrieb May eine Ubersicht iiber das Problem, die in Nature un-

! Bemerkenswerterweise wurde ein allgemeineres Ergebnis von O. M. Scharkowskyj im Jahr
1964 bewiesen, aber sein Artikel, der in einer ukrainischen Mathematikzeitschrift veroffentlicht
wurde, war nicht sehr bekannt.



140

Abbildung 24.2: In allen Abbildungen: n liegt auf der horizontalen Achse, p, auf
der vertikalen Achse und py = K/10. Die Linien ergeben sich aus der Verbindung der
Punkte mit den Koordinaten (n, p,,). Oben links: 0 < a < 2 (stationérer Zustand). Oben
rechts: 2 < a < 2,449 (Periode 2 Zyklus). Unten links: 2,450 < a < 2,544 (Periode 4
Zyklus). Unten rechts: 2,570 < a < 3 (moglicherweise Chaos).

ter dem Titel Einfache mathematische Modelle mit sehr komplizierter Dy-
namik verdffentlicht wurde. Dort sammelte er nicht nur seine eigenen Er-
gebnisse, sondern auch die von anderen Forschern. Wenn man zunéchst x, =
apn/[K (14a)] und r = 1+a setzt (so dass r > 1), sieht man, dass Gleichung
DPnt1 = pn+apy(1—p,/K) in die einfachere Form umgeschrieben werden
kann

Xntr1 =rx, (1 —xp) . (24.1)

Damit diese Gleichung in der Populationsdynamik eine Bedeutung hat, sollte
x,, fiir alle n positiv sein. Wir nehmen also an, dass die Anfangsbedingung x,
die Bedingung 0 < xp < 1 erfiillt und r < 4 ist. Die letztere Bedingung stellt
sicher, dass die rechte Seite von (24.1) zwischen 0 und 1 bleibt. Bemerkens-
werterweise wurde der chaotische Fall r = 4 bereits 1947 von Stanistaw Ulam
und John von Neumann als Zufallszahlengenerator verwendet. Fithrt man die
Funktion f(x) = rx(1 —x) ein, dann kann Gleichung umgeschrieben
werden als x,, 1 = f(x,) und die stationdren Zustinde sind die Losungen von
x = f(x). Grafisch sind dies die Schnittpunkte der Kurven y = f(x) und y = x
(Abbildung @) Beachten Sie, dass x = 0 immer ein stationidrer Zustand
ist. Da r > 1, gibt es auch einen anderen stationidren Zustand x* > 0, so dass
x*=rx*(1-x*),d.h.x*=1—1/r. Dar > 1, ist der stationdre Zustand x = 0
instabil. In der Tat, wenn x, nahe bei O ist, haben wir x,, 1 =~ rx,,. Also tendiert
X, dazu, sich von 0 wegzubewegen. Was den stationdren Zustand x* betrifft,
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so ist er nur fiir 1 < r < 3 lokal stabil.

Setzt man y, = x, — x*. Dann ist (24.1) dquivalent zu y,1; = 2—r—
ryn)yn. Wenn x, nahe an x* ist, dann ist y, nahe an 0 und y,+; ~ (2 —
r)y,. Wenn aber y,+1 = ky,, dann ist y, = k" yo, so dass y, — 0, wenn
n — +oo, wenn und nur wenn —1 < k < 1. Hier ist der stationédre Zustand
x* lokal stabil, wenn und nur wenn —1 <2—r<1,d.h. 1 <r<3.

Bei 1 < r < 3 kann man zeigen, dass fiir alle Anfangsbedingungen 0 <
xo < 1 die Folge x, tatsichlich gegen x* konvergiert (Abbildung[24.3p).

X0 X0 Xt 1

Abbildung 24.3: Die Funktion y = f(x), die Gerade y = x, der stationdre Zustand x*
und die durch x,, 1 = f(x,) definierte Folge. (a) r = 2,75, die Folge konvergiert gegen
x*. (b) r = 3,4, der stationire Zustand x* ist instabil und die Folge konvergiert gegen
einen Zyklus der Periode 2.

Was passiert, wenn 3 < r < 4? Beachten wir zunéchst, dass x,4» =
f(x2e1) = f(f(x,)). Fiihren wir die Funktion f>(x) = f(f(x)) = r*x(1 —
x) (1 = rx(1—x)) ein und betrachten wir die Losungen der Gleichung x =
f>(x), die als Fixpunkte der Funktion f>(x) bezeichnet werden. Grafisch sind
dies die Schnittpunkte der Kurven y = f»(x) und y = x (Abbildung 24.4).
Wenn x = f(x), dann ist x = f(f(x)) = f2(x). Also sind x = 0 und x = x*
auch Fixpunkte der Funktion f>(x). Wenn aber r > 3, hat die Funktion f>(x)
zwei weitere Fixpunkte, x_ und x., so dass f(x_) = x4 und f(xy) =x_.

Wir stellen fest, dass f>'(x) = f'(f(x)) f'(x), sodass f>'(x*) = [f/(x*)]*.
Aber f'(x) = r(1 —2x) und x* =1—1/r. Also ist f/(x*) =2 —r und
£'(x*) = (2 —r)%. Die Steigung der Funktion f>(x) bei x = x* ist also
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X* 1 X- X

Abbildung 24.4: Die Kurven y = f>(x) = f(f(x)) und y = x und der stationire Zu-
stand x*. (a): r = 2,75. (b): r = 3,4 und die beiden anderen Losungen x_ und x der
Gleichung x = f>(x).

so, dass f>/(x*) > 1, wenn r > 3. Da aber £5(0) =0, f>'(0) =r> > 1 und
f2(1) =0, sehen wir in der Abbildung , dass es notwendigerwei-
se zwei weitere Losungen x_ und x der Gleichung x = f>(x) gibt, mit
0 <x_ <x*und x* < x4 < 1. Eine andere Moglichkeit, zum gleichen
Ergebnis zu kommen, besteht in der Losung der Gleichung x = f(x),
die eine Polynomgleichung vom Grad 4 mit zwei bekannten Wurzeln ist:
x=0und x =x*. Die beiden anderen Losungen x_ und x sind die Wur-
zeln des Polynoms X2 — %er % = 0. Sie sind reell, wenn die Dis-
kriminante positiv ist, d.h. wenn r > 3. Da fo(f(x_)) = f(f(f(x>))) =
F(fa(x=)) = f(x-), ist der Punkt f(x_) auch ein Fixpunkt von f,(x).
Aber f(x_) # x_, weil x_ kein Fixpunkt von f(x) ist. Und f(x_) # x*,
sonst hitten wir x_ = f(f(x_)) = f(x*) = x*. Da f(x_) # 0, folgern
wir, dass f(x_) = x;. Analog dazu ist f(x;) =x_.

Man sieht also fiir r > 3, dass wenn z. B. xo = x_, dann x; = x4, x, =x_,
X3 = x4+, usw. Man kann auch zeigen, dass fiir fast jede Anfangsbedingung
0 < xo < 1 die Folge x,, als n — +oc0 zum Zyklus der Periode 2 x_,x ,x_, x4
usw. konvergiert. (Abbildung 24.3p und [24.4p). Dieser Zyklus bleibt stabil,
solange r unterhalb des kritischen Wertes r; = 1 + V6 ~ 3,449 liegt, wobei

le(x,) =—1.

Wir haben £(x) = £/(F(x)) £'(x) = f/(xs) f/(x) = (1 2x;)
(1=2x_)=r*[1=2(xy +x_) +4x1x_]| = —r? +2r+4. Also f5(x_) =
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’ —1, wenn —r2 +2r+5 = 0 und insbesondere, wenn r = 1 +/6. ‘

Fiir r; < r < rp wird ein Zyklus der Periode 4 stabil: vier neue Fixpunk-
te der Funktion fi(x) = f2(f2(x)) = f(f(f(f(x)))) erscheinen (Abbildung
24.3h). Fiir ry < r < r3 ist es ein Zyklus der Linge 8, usw. Die Zahlen r,
konvergieren gegen einen Grenzwert r.. ~ 3,570, wenn n — +oo . Wenn
reo < r < 4 ist, dann kann das System sogar chaotisch sein! Abbildung [24:3p
zeigt das Bifurkationsdiagramnﬂ was einen Eindruck von der Komplexitét
der Dynamik vermittelt.

[

X Xt 25 3 35 4r

Abbildung 24.5: (a) Die Kurve y = f4(x) bei r = 3,5 und die Gerade y = x. Neben x*,
x4+ und x_ gibt es vier weitere Fixpunkte, die nicht einfach zu unterscheiden sind. (b)
Bifurkationsdiagramm der Gleichung 24.T).

R. M. May betonte abschlieend, dass auch sehr einfache dynamische Sy-
steme ein sehr kompliziertes Verhalten haben konnen. Dies ist nicht spezifisch
fiir die Gleichung x,4+1 = rx, (1 —x,). Die gleiche ,,Periodenverdopplungs-
kaskade®, die zu Chaos fiihrt, tritt auch bei anderen Gleichungen mit einer
Funktion f(x) auf, die die Form eines ,,Buckels* hat. Dies ist zum Beispiel
bei einer anderen Gleichung der Fall, die in der Populationsbiologie verwen-
det wird: x,+1 = x, exp(r(1 — x,)). Diese Studie legt nahe, dass man sich
nicht wundern sollte, wenn viele Datensitze zur Populationsdynamik schwer
zu analysieren sind. Das Modell zeigt auch, dass die Unterscheidung zwi-
schen deterministischen und stochastischen Modellen nicht so eindeutig ist,

’Dieses Diagramm wurde erstellt, indem fiir jeden gegebenen Wert von r die Punkte mit den
Koordinaten (r,x200), (r,%201)s- - - »(F; X220 ) aufgetragen wurden, wobei x,, 11 = f(x,) und xg =0,1.
Wenn x, zu einem stationdren Zustand konvergiert, sehen wir nur einen Punkt im Diagramm.
Wenn x,, zu einem Zyklus der Periode 2 konvergiert, sehen wir zwei Punkte usw.
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wie bisher angenommen: Selbst mit einem einfachen deterministischen Mo-
dell kann es unmoglich sein, langfristige Prognosen zu erstellen, wenn die
Parameter im chaotischen Bereich liegen.

Im Jahr 1979 wurde May in die Royal Society gewihlt. Von 1988 bis
1995 war er Professor an der Universitdt Oxford und am Imperial College in
London. Von 1995 bis 2000 war er wissenschaftlicher Chefberater der briti-
schen Regierung. 1996 erhielt er den Crafoord-Preis , fiir seine bahnbrechen-
den okologischen Forschungen zur theoretischen Analyse der Dynamik von
Populationen, Gemeinschaften und Okosystemen®. Von der Okologie wand-
te er sich der Epidemiologie und Immunologie zu und verdffentlichte zwei
Biicher: Infektionskrankheiten des Menschen (1991, mit Roy Anderson) und
Virusdynamik (2000, mit Martin Nowak). Das letztgenannte Buch analysiert
die Interaktion zwischen den Zellen des Immunsystems und HIV (dem Virus,
das AIDS verursacht) als eine Art Rauber-Beute-System (sieche Kapitel [T3)).
Von 2000 bis 2005 war May Prasident der Royal Society. Er wurde 1996 zum
Ritter geschlagen und 2001 zum Peer auf Lebenszeit ernannt.
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Kapitel 25

Chinas Ein-Kind-Politik (1980)

Im Jahr 1980 berechneten Song Jian und seine Mitarbeiter, die Spe-
zialisten in der auf die Luftraumtechnik angewandten Kontrolltheorie
waren, dass die Bevolkerung Chinas im 21. Jahrhundert mehr als zwei
Milliarden Menschen erreichen wiirde, wenn die Geburtenrate auf dem
derzeitigen Niveau bliebe. Ihre Ergebnisse basierten auf einem alters-
strukturierten mathematischen Modell und trugen zur Entscheidung der
Regierung bei, eine Ein-Kind-Politik einzufiihren.

Song Jiarﬂ wurde 1931 in Rongcheng in der chinesischen Provinz Shan-
dong geboren. In den 1950er Jahren studierte er in der Sowjetunion an der
Staatlichen Technischen Universitit Bauman Moskau und an der Abteilung
fiir Mathematik und Mechanik der Staatlichen Universitidt Moskau. Danach
kehrte er nach China zuriick und wurde Leiter des Biiros fiir kybernetische
Forschung im Institut fiir Mathematik der Chinesischen Akademie der Wis-
senschaften. Er war ein Spezialist fiir die Anwendung der Kontrolltheorie auf
die Steuerung von Raketen. Er arbeitete auch fiir das Siebte Maschinenbau-
ministerium, das spiter in Ministerium fiir Luft- und Raumfahrt umbenannt
wurde. Im Jahr 1978 begann er, sich mit den Verbindungen zwischen Kon-
trolltheorie und Demografie zu beschiftigen.

Abbildung 25.1: Song Jian & \ % / |

Um den Kontext von Song Jians Arbeit iiber Populationsdynamik zu ver-
stehen, sollte man zunichst eine Vorstellung davon geben, was ,,Kontrolltheo-

ISong ist der Familienname. Er wird im Chinesischen immer zuerst geschrieben.
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rie” ist. Es ist die Untersuchung dynamischer Systeme, deren Verhalten von
einigen Parametern abhéngt. Die Parametern konnen im Laufe der Zeit verén-
dert werden, um ein bestimmtes Kriterium zu optimieren. Diese Theorie wur-
de besonders im Zusammenhang mit den Raumfahrtprogrammen in den USA
und in der UdSSR entwickelt. In der Tat mussten Ingenieure die Flugbahn von
Weltraumraketen ,.kontrollieren®, um Satelliten auf ihre Umlaufbahn um die
Erde zu bringen. Aber die Anwendungen waren nicht auf physikalische oder
technische Probleme beschrinkt. Die Geburtenkontrolle konnte auch als eine
Art optimales Kontrollproblem im mathematischen Sinne betrachtet werden.

Erwihnenswert ist auch der Aufsatz mit dem Titel Die Grenzen des Wachs-
tums, Bericht des Club of Rome zur Lage der Menschheit, der 1972 verof-
fentlicht und von einer Gruppe des Massachusetts-Instituts fiir Technologie
(MLL.T.) verfasst wurde. Diese Studie basierte auf einem mathematischen Mo-
dell des weltweiten Wirtschaftswachstums, das die natiirlichen Ressourcen,
die BevolkerungsgroBe und die Umweltverschmutzung beriicksichtigte. Der
Bericht legte nahe, dass die Weltwirtschaft auf eine Katastrophe zusteuert.
Sei es durch die Erschopfung der nicht erneuerbaren Ressourcen, durch einen
Mangel an Nahrung fiir die Bevolkerung oder durch ein UbermaB an Um-
weltverschmutzung. Die freiwillige Begrenzung der Geburten war eine der
vorgeschlagenen Losungen. Zusammengefasst war es eine Art moderne Ver-
sion der Thesen von Malthus. Der Bericht erhielt in den 1970er Jahren ein
groB3es Echo im Westen.

Seit der Griindung der Volksrepublik 1949 war die chinesische Geburten-
rate sehr hoch gewesen, auler wihrend des katastrophalen ,,Groen Sprungs
nach vorn“. Mitte der 1970er Jahre erholte sich China langsam von der Kul-
turrevolution. Die Familienplanung dringte Frauen dazu, Geburten hinauszu-
zobgern, die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Geburten zu verlédngern
und weniger Kinder zu bekommen. Deng Xiaoping, der nach dem Tod von
Mao Zedong 1976 als neuer Fiihrer auftrat, begann 1978 mit der Politik der
,,Vier Modernisierungen‘‘: Landwirtschaft, Industrie, Wissenschaft und Tech-
nologie sowie die nationale Verteidigung. Die Grofle und das Wachstum der
chinesischen Bevolkerung wurden damals als wichtige Hindernisse fiir diese
Modernisierungen wahrgenommen. Wissenschaftler, die bis dahin an militéri-
schen Anwendungen gearbeitet hatten, wurden ermutigt, Losungen fiir dieses
schwierige Problem zu finden.

Mit diesem Hintergrund ging Song Jian 1978 nach Helsinki zu einem
Kongress der International Federation of Automatic Control. Dort bemerk-
te er, dass einige Forscher in Europa versucht hatten, die Kontrolltheorie auf
Bevolkerungsprobleme anzuwenden. Sie hatten die Idee, dass eine strikte Ge-
burtenkontrolle schlieBlich die Katastrophen verhindern konnte, die der Be-
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richt tiber die Grenzen des Wachstums angekiindigt hatte. Zuriick in China
stellte er ein kleines Team zusammen, zu dem auch sein Kollege Yu Jingyu-
an und der Computerexperte Li Guangyuan gehorten, um diese Art der ma-
thematischen Modellierung auf Daten zur chinesischen Bevolkerung anzu-
wenden. Zu dieser Zeit war die wissenschaftliche Kommunikation zwischen
China und dem Rest der Welt kaum vorhanden. Das Team entwickelte die
Gleichungen, die die Entwicklung der Altersstruktur einer Bevolkerung be-
schreiben, auf die gleiche Weise neu, wie es Lotka und McKendrick getan
hatten (siehe Kapitel [I0] und [T6). Unter Verwendung eines zeitkontinuierli-
chen Modells, sei

* P(x,t) die Bevolkerung im Alter x zum Zeitpunkt ¢;
* m(x) die Sterblichkeit im Alter x;
* Py(x) die Altersstruktur der Bevolkerung zum Zeitpunkt t = 0;

* b(t) die Gesamtfruchtbarkeit der Frauen zum Zeitpunkt 7, d. h. die mitt-
lere Anzahl der Kinder, die eine Frau im Laufe ihres Lebens bekommen
wiirde, wenn die altersspezifische Fruchtbarkeit so bliebe, wie sie zum
Zeitpunkt ¢ ist;

e f der Anteil der weiblichen Geburten;

* h(x) die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Alters der Mutter bei der
Geburt eines Kindes ([, h(x)dx = 1).

Mit diesen Notationen und Hypothesen kann die Entwicklung der Alters-
struktur durch die partielle Differentialgleichung modelliert werden

JdP JdP

7(%”"‘%

Y (x,1) = —m(x) P(x,1),

mit der Anfangsbedingung P(x,0) = Py(x) und der Randbedingung
|+°()
P(0,1) = b(r) f / h(x) P(x, 1) dx,
Jo

wobei b(t) der zu kontrollierende Parameter ist. Wenn die Gesamtfruchtbar-
keit der Frauen konstant und oberhalb der kritischen Schwelle ist

oo .
b* = 1/[f A h(x)efo rn(y)dydx} ’
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dann nimmt die Bevolkerung exponentiell zu. Dieses Kriterium dhnelt dem,
das Lotka mit der Formel (I0.2)) erhalten hatte. Das Team von Song Jian be-
trachtete auch die zeitdiskrete Version des Modells, die dem Leslie-Modell
dhnelt (siehe Kapitel . Nennt man F;, die Bevolkerung im Alter kK im
Jahr n und fiihrt man in gleicher Weise my, b, und h; ein, dann

Pesinsr =0 =m) Py, Pops1 =buf Y hiPrin.
k=0
Kennt man aus Stichprobenerhebungen die Sterblichkeit m;, (Abbildung[25.2p),
den Anteil der weiblichen Geburten f ~ 0,487, der Altersverteilung der Miit-
ter i (Abb. ), der Anfangsbedingung P o, die die Altersstruktur der
Bevolkerung im Jahr 1978 darstellt (Abb. [25.3h), und der Variation der Ge-
samtfruchtbarkeit b (die in jeder Simulation als konstant angenommen wird),
dann kann man wie das Team von Song Jian demografische Projektionen fiir
ihr Land mit einem Zeithorizont von hundert Jahren, von 1980 bis 2080, er-

stellen (Abb. 25.3p).

0.1
03

0.2
0.05 4

0.1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung 25.2: (a) Sterblichkeit (pro Jahr) in Abhédngigkeit vom Alter im Jahr 1978.
(b) Geglittete Form der Fertilitéit (pro Jahr) als Funktion des Alters im Jahr 1978.

Angesichts der erforderlichen Tausenden von Additionen und Multiplika-
tionen (das Jahr n variiert zwischen O und 100 Jahren, das Alter k zwischen 0
und 90 Jahren) war ein Computer notwendig. Zu dieser Zeit hatten in China
nur wenige Menschen Zugang zu solchen Geriten, auller denen, die fiir das
Militdr arbeiteten. Song Jian, ein fithrender Experte fiir Raketensteuerung,
war einer von ihnen.

Die Hochrechnungen legten nahe, dass selbst wenn China seine Fertilitét
von 1978 von b = 2,3 Kindern pro Frau beibehalten wiirde, was nur knapp
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Abbildung 25.3: (a) Alterspyramide im Jahr 1978. Horizontale Achse: Alter. Vertikale
Achse: Bevolkerung (in Millionen). (b) Demografische Projektionen (in Milliarden)
nach verschiedenen Hypothesen zur mittleren Kinderzahl pro Frau. Von unten nach
oben: b =1,0; 1,5; 2,0; 2,3; 2,5; 3,0.

iiber der geschitzten kritischen Schwelle von b* = 2,19 liegt, die Bevolke-
rung von 980 Millionen im Jahr 1980 auf 2,12 Milliarden im Jahr 2080 an-
steigen wiirde. Aber China nutzte bereits fast das gesamte Land, das fiir die
Landwirtschaft dienen konnte. Es hatte sogar die Tendenz, einen Teil dieses
Landes aufgrund von Wiistenbildung und Urbanisierung zu verlieren. Wie
soll eine solche Bevolkerung ernidhrt werden, wenn die Fortschritte bei den
landwirtschaftlichen Ertrigen nicht ausreichen? Es ist die gleiche Frage, die
Malthus schon zwei Jahrhunderte zuvor bedacht hatte. Mit der Fruchtbarkeit
von 1975 von b = 3,0 konnte die Bevolkerung im Jahr 2080 sogar 4,26 Mil-
liarden erreichen. Mit b = 2,0 wiirde die Bevolkerung um das Jahr 2050 ein
Maximum von 1,53 Milliarden erreichen, bevor sie leicht zu sinken beginnt.
Mit b = 1,5 wiirde um das Jahr 2030 ein Maximum von 1,17 Milliarden er-
reicht werden. Bei b = 1,0 lige das Maximum bei nur 1,05 Milliarden und
wiirde um das Jahr 2000 erreicht werden. Unter dieser Annahme wiirde die
Bevolkerung erst im Jahr 2025 wieder das Niveau von 1978 erreichen.

Das Uberraschendste an dieser Arbeit waren ihre praktischen Konsequen-
zen, die in der Geschichte der mathematischen Populationsdynamik tatséch-
lich von beispielloser Bedeutung sind. In der Tat zeigte Li Guangyuan die Er-
gebnisse der Simulationen des Teams im Dezember 1979 wihrend eines Sym-
posiums iiber Bevolkerung in Chengdu in der Provinz Sichuanﬂ Im Januar

2Hier und unten fassen wir Susan Greenhalghs ausfiihrlichen Bericht zusammen [1,2].
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1980 verdffentlichten Song Jian, Yu Jingyuan und Li Guangyuan diese Ergeb-
nisse in einer chinesischen Wirtschaftszeitschrift und sprachen sich nebenbei
fiir eine Ein-Kind-Politik aus. Sie schickten ihren Artikel Ein Bericht iiber
quantitative Forschung zur Frage der Bevolkerungsentwicklung Chinas auch
an Chinas obersten Wissenschaftler Qian Xuesen, der ihn mit einer Empfeh-
lung an den Leiter der Geburtenplanungsbehorde weiterleitete. Die Ergebnis-
se von Song Jians Team machten einen tiefen Eindruck auf die meisten poli-
tischen Fiihrer. Diese waren bereits von der Notwendigkeit einer verstarkten
Geburtenkontrolle iiberzeugt, ungeachtet dessen, was Marx geschrieben hatte
(siehe Kapitel [5). Sie zogerten aber noch, was den Grad der Kontrolle be-
traf. Im Februar 1980 legten der Staatsrat und das Zentralkomitee der Partei
ein Ziel fiir die chinesische Bevolkerung von 1,2 Milliarden fiir den Horizont
2000 fest. Im Mirz 1980 wurden die Ergebnisse des Teams von Song Jian in
der ,,Volkstageszeitung® (Renmin Ribao) verdffentlicht. Im April untersuch-
te eine Kommission aus politischen Fiithrern und Bevolkerungsexperten die
okologischen und wirtschaftlichen Folgen des Bevolkerungswachstums und
kam zu dem Schluss, dass eine Ein-Kind-Politik notwendig sei, um das von
Deng Xiaoping gesetzte Ziel fiir das Pro-Kopf-Einkommen im Jahr 2000 zu
erreichen. Die Politik wurde im September desselben Jahres offiziell und ein
offener Brief, der sie der Bevolkerung erklérte, wurde auf der ersten Seite der
Volkstageszeitung verdffentlicht.

Bis 1983 wird es noch viele unerlaubte Geburten geben. Es wurde be-
schlossen, dass von jedem Paar mit bereits zwei Kindern ein Mitglied steri-
lisiert und jede verbotene Schwangerschaft unterbrochen werden sollte. Ab
1984 durften jedoch auch landliche Paare mit nur einer Tochter ein zweites
Kind bekommen. Die Ein-Kind-Politik blieb in Kraft bis 2015. In den letzten
Jahren wurden einige Anpassungen eingefiihrt: Wenn in einem Paar sowohl
der Mann als auch die Frau Einzelkinder waren, dann konnten sie zwei Kin-
der haben. Die repressiven Mainahmen gegen Paare, die mehr als ein Kind
haben, waren hart: Regierungsangestellte konnten ihren Job verlieren, es mus-
ste eine teure Geldstrafe gezahlt werden, um die administrativen Papiere fiir
die Einschulung eines zweiten Kindes zu bekommen usw. Zusammenfassend
lasst sich sagen, dass es schwer ist, in der Geschichte der mathematischen
Modellierung ein anderes Beispiel mit einer so starken sozialen Auswirkung
zu finden. Natiirlich war die Arbeit von Song Jian und seinen Mitarbeitern
nur eines der Elemente, die zur Entscheidung fiir die Ein-Kind-Politik fiihr-
ten. Aber sie scheint eine wichtige Rolle gespielt zu haben.

Wie in den vorherigen Kapiteln kann die Rolle der mathematischen Mo-
dellierung in Frage gestellt werden. Ausgehend von einer realen Lebenssitua-
tion wird ein Modell aufgebaut. Es kann mathematisch analysiert oder mit
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einem Computer simuliert werden. Man kann dann verstehen, wie sich das
Modell verhilt, wenn einige Parameter variieren. Allerdings sagt die Mathe-
matik nicht aus, ob das Modell ein getreues Abbild des realen Lebens ist.
Einige sehr wichtige Aspekte konnen vernachldssigt worden sein. Manche
Modelle enthalten auch eine Zielfunktion, zum Beispiel die chinesische Be-
volkerung unter 1,2 Milliarden zu halten. Die Mathematik sagt nicht, ob die-
ses Ziel angemessen walﬂ

1980 war Song Jian auch Mitautor der Neuauflage des Buches Ingenieur-
Kybernetik von Qian Xuesen, dem ,,Vater* des chinesischen Raumfahrtpro-
gramms. Danach hatte er verschiedene hochrangige politische Positionen in-
ne: Vizeminister und Chef-Wissenschaftler-Ingenieur des Ministeriums fiir
Luft- und Raumfahrt (1981-1984), Mitglied des Zentralkomitees der Kom-
munistischen Partei Chinas (1982-2002), Vorsitzender der staatlichen Kom-
mission fiir Wissenschaft und Technologie (1985-1998), Staatsrat (1986—
1998) usw. Er verdffentlichte auch zwei weitere Biicher, die ins Englische
ibersetzt wurden: Bevolkerungskontrolle in China (1985, mit Tuan Chi-Hsien
und Yu Jingyuan) und Population Systemkontrolle (1988, mit Yu Jingyuan).
Diese Biicher entwickeln die Theorie der optimalen Kontrolle angewandt auf
die Bevolkerungsdynamik. Song Jian wurde 1991 in die Chinesische Akade-
mie der Wissenschaften und 1994 in die Akademie der Ingenieure gewihlt,
deren Prisident er von 1998 bis 2002 war.
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3Die Bevolkerung im Jahr 2000 wurde auf 1,264 Milliarden geschiitzt. Das Pro-Kopf-
Einkommen ist zwischen 1980 und 2000 etwa von 200 auf 1000 Dollar gestiegen. Gleichzeitig
hat sich das Geschlechterverhiltnis extrem zugunsten der Jungen verschoben, vor allem aufgrund
der geschlechtsselektiven Abtreibung.



Kapitel 26

Einige aktuelle Probleme

Dieses Kapitel gibt einen kurzen Uberblick iiber einige aktuelle Proble-
me der mathematischen Bevolkerungsdynamik: Bevolkerungsalterung
in der Demografie; neu auftretende Krankheiten (AIDS, SARS, vek-
toriibertragene Krankheiten, ...) und Impfpolitik in der Epidemiologie;
Fischereipolitik in der Okologie; die Ausbreitung genetisch verinderter
Organismen in der Bevolkerungsgenetik. Die spezialisierten Institutio-
nen, die in Frankreich an der Modellierung dieser Probleme arbeiten,
werden erwihnt. Verschiedene Aspekte der Forschungsarbeit werden
ebenfalls hervorgehoben.

In der Demografie ist in den letzten Jahrzehnten ein relativ neues Pro-
blem aufgetaucht: die Alterung der Bevolkerung. Dieses Problem ist nicht
nur in Frankreich (Abbildung [26.1), sondern auch in vielen anderen euro-
pdischen Lindern sowie in Japan ein Gegenstand der Sorge. Es hat wichtige
wirtschaftliche und soziale Konsequenzen: Rentensysteme, Einwanderungs-
politik usw. In Frankreich werden vom Nationalen Institut fiir Demografische
Studien (INED) und vom Nationalen Institut fiir Statistik und Wirtschafts-
studien (INSEE) mathematische Modelle entwickelt. Diese versuchen, das
Phinomen der Alterung zu analysieren. Eine der Schwierigkeiten von demo-
grafischen Prognosen liegt darin, dass die Geburtenraten im Laufe der Zeit er-
heblich schwanken konnen, ohne dass dies auch nur ein Jahrzehnt im Voraus
absehbar wiire. Dies ist besonders auffillig, wenn man auf die 1968 erstellten
Prognosen fiir die franzosische Bevolkerung im Jahr 1985 zuriickblickt: Diese
Prognosen konnten den Riickgang der Geburtenrate nicht vorhersehen, der in
den 1970er Jahren eintrat. Es wire interessant, alle auf mathematischen Mo-
dellen basierenden Vorhersagen, die sich als falsch herausstellten, zu iiberprii-
fen. Insbesondere diejenigen, die ein Echo in den Medien fanden. Dies wiirde
den Eindruck des ,,Fortschritts“, den das vorliegende Buch erweckt, konter-
karieren. Ein Eindruck, der dem Leser nach der Lektiire des Kapitels tiber
die chinesische Ein-Kind-Politik vielleicht schon verdéchtig Vorkommﬂ Im
Zusammenhang mit dem letztgenannten Thema stellt sich nun ein neues Pro-

IDiese Politik wurde im Westen oft kritisiert, war aber von vielen Chinesen relativ gut akzep-
tiert.
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blem: Wie kann die Politik aufgeweicht werden, um die in den nichsten Jahr-
zehnten zu erwartende schnelle Uberalterung zu vermeiden? Auch hier tragen
mathematische Modelle zur Debatte bei.
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Abbildung 26.1: Alterspyrami-
de der franzosischen Bevolke-
rung am 1. Januar 2010. Quel- \ w ‘
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In der Epidemiologie ist unter den neuen Problemen, die in den letz-
ten zwei Jahrzehnten global entstanden sind, die Entwicklung der AIDS-
Epidemie besonders auffillig. Einige Modelle versuchen, die Zukunft der
Epidemie in jiingeren infizierten Lindern wie Russland, Indien oder China
zu erahnen. Es ist schwer vorherzusagen, ob sich die Epidemie verlangsamen
wird wie in Westeuropa und Nordamerika oder ob sie einen bedeutenden Pro-
zentsatz der Bevolkerung erreichen wird wie in einigen Landern siidlich der
Sahara. Andere aufkommende Krankheiten wie Ebola in Afrika, West-Nil-
Fieber in Nordamerika, SARS (Schweres Akutes Respiratorisches Syndrom),
Vogelgrippe, Chikungunya oder HIN1-Grippe wurden alle mit mathemati-
schen Modellen untersucht, wenn auch zugegebenermallen mit wenig Erfolg.

Bei SARS bestand eine Schwierigkeit bei der Modellierung darin, dass
die Epidemie zwar innerhalb jedes Landes relativ begrenzt blieb, sich aber
sehr schnell von Land zu Land ausbreiten konnte (Hongkong und China, Sin-
gapur, Kanada, ...). Der Zufallscharakter der Epidemiekurven in jedem neuen
Brennpunkt konnte nicht vernachlissigt werden. Wie wir in den Kapiteln [T6]
und [2;2] gesehen haben, sind stochastische Modelle normalerweise schwieri-
ger zu handhaben.

Fiir die Chikungunya-Epidemie, die zwischen 2005 und 2006 auf der In-
sel La Réunion (ein franzosisches Uberseegebiet im Indischen Ozean) auftrat,
wurden einige Modelle durch das von Ross fiir Malaria inspiriert (siche Kapi-
tel[T2), da beide Krankheiten durch Miicken iibertragen werden. Ein wichtiger
Aspekt, der beriicksichtigt werden musste, war der Einfluss der Saisonalitit.
In der Tat nimmt die Miickenpopulation wihrend des siidlichen Winters ab,
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wodurch die Ubertragung der Krankheit reduziert wird. Dies ist in Abbildung
[26.2]zu sehen. Es zeigt die Anzahl der neuen Fille, die jede Woche von einem
kleinen Netzwerk von etwa dreifig Allgemeinérzten gemeldet wurden. Die-
se Fallzdhlen decken nur einen Bruchteil der Bevolkerung der Insel ab. Das
Netzwerk entdeckte wihrend mehrerer Wochen im September und Oktober
2005 keine neuen Fille, aber die Ubertragung der Krankheit ging trotzdem
weiter. Am Nationalen Institut fiir Gesundheit und medizinische Forschung
(INSERM) und am Tropenforschungsinstitut (IRD) wurden mathematische
Modelle der Epidemie entwickelt. Trotz dieser Modelle konnte niemand vor-
hersehen, dass die Epidemie nicht vor dem Ende des Winters 2005 auf der
Siidhalbkugel aussterben wiirde, als sie nur einige tausend Menschen infiziert
hatte. SchlieBlich wurde fast ein Drittel der Inselbevolkerung infiziert, also
etwa 266.000 Menschen. Dies zeigt allenfalls, dass die Prognose von Epi-
demien recht schwierig sein kann und es nicht so einfach ist, in den ersten
Tagen einer Epidemie zu unterscheiden, ob es sich um einen kleinen oder
einen groflen Ausbruch handeln wird. Eine Parallele kann zur Wettervorher-
sage gezogen werden. Diese Art der Vorhersage stiitzt sich heutzutage auf
intensive Computersimulationen von komplizierten mathematischen Model-
len des Ozeans und der Atmosphére. Dennoch sind Vorhersagen, die iiber ein
paar Tage hinausgehen, nicht zuverléssig.

Abbildung 26.2: Die
Chikungunya-Epidemie

auf der Insel La Réunion
in den Jahren 2005 bis
2006. Anzahl der neuen
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Aus einer eher theoretischen Sicht warf die Chikungunya-Epidemie die
Frage auf, wie der Begriff der Basisreproduktionszahl %, in Modellen an-
gepasst werden kann, die eine Umwelt mit saisonalen (z.B. periodischen)
Schwankungen annehmen. Die Anpassung ist nicht so einfach, und dies wirft
einige Bedenken dariiber auf, wie der Parameter % fiir andere Epidemi-
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en verwendet wurde, die von Saisonalitidt beeinflusst werden, wie z. B. die
HIN1-Grippepandemie 2009.

Ein weiteres Problem von zunehmender Bedeutung, das Modellierer zu
analysieren versucht haben, ist das der Arzneimittelresistenz (Antibiotika,
Malariamittel). In der Epidemiologie ist die seit der Zeit von Daniel Bernoulli
und d’ Alembert immer wiederkehrende Frage, wie Kosten und Nutzen abzu-
wigen sind, wenn die Injektion eines Impfstoffs ein potenzielles Risiko birgt,
immer noch umstritten und wird es vielleicht auch immer bleiben, da sich
die Risikosensibilitdt dndert. So hat das franzosische Gesundheitsministeri-
um 1998 nach einigen Hinweisen darauf, dass der Impfstoff gegen Hepatitis
B in einer sehr geringen Zahl von Fillen zu schweren Komplikationen fithren
konnte, seine Impfkampagne in Schulen eingestellt, obwohl das Risiko im
Vergleich zu dem, nach einer Infektion mit dem Hepatitis-B-Virus zu sterben,
vernachléssigbar erschien.

In der Okologie wirft die Untersuchung der Dynamik von Fischpopulatio-
nen noch viele Probleme auf. Dennoch soll sie als wissenschaftliche Grund-
lage fiir die Wahl von Fangquoten und anderen Beschrinkungen dienen. Die
Uberfischung der Sardelle im Golf von Biskaya und des Roten Thunfischs im
Mittelmeer sind nur zwei aktuelle Beispiele. Da die Schitzung des Fischbe-
standes oft unzuverlissig ist, sind Modelle, die solche Daten verwenden, mit
Vorsicht zu genieBlen. In Frankreich wird diese Art von Studie hauptsichlich
vom Forschungsinstitut fiir die Nutzung des Meeres (IFREMER) durchge-
fiihrt. Einige mathematische Modelle haben auch bei vergangenen Entschei-
dungen der Internationalen Walfangkommission eine Rolle gespielt.

In der Populationsgenetik ist die Ausbreitung von gentechnisch verén-
derten Organismen ebenfalls ein umstrittenes Thema, das einige Forscher
mit Hilfe von Reaktionsdiffusionsgleichungen zu untersuchen versucht ha-
ben, die von denen von Fisher inspiriert sind (siche Kapitel 20). Dies ist das
Gebiet des Nationalen Instituts fiir Forschung in der Agronomie (INRA).

Auf der mehr theoretischen Seite der Forschung, kann man erwihnen:

* die Arbeiten tiber partielle Differentialgleichungen wie Diffusionsglei-
chungen (siche Kapitel 20) oder altersstrukturierte Gleichungen (siehe
Kapitel [16));

 die Arbeiten iiber stochastische Modelle mit oder ohne rdumliche Di-
mension (siche Kapitel @] und @ einschlieBlich der Arbeiten iiber
zufillige Netzwerke, die die Ausbreitung von Epidemien modellieren,
und der Arbeiten, die nach deterministischen Approximationen suchen.

Diese Art von Forschung wird hauptsédchlich von angewandten Mathemati-
kern durchgefiihrt. In den letzten Jahren wurden an franzésischen Universi-
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tiaten und anderen Hochschuleinrichtungen mehrere Masterstudiengénge in
mathematischer Biologie eingefiihrt.

Die mathematische Untersuchung der Populationsdynamik ist, wie andere
wissenschaftliche Gebiete auch, hauptsichlich organisiert durch:

* Gelehrtengesellschaften: Gesellschaft fiir Mathematische Biologie (seit
1973), Franzosischsprachige Gesellschaft fiir Theoretische Biologie (1985),
Japanische Gesellschaft fiir Mathematische Biologie (1989), Europii-
sche Gesellschaft fiir Mathematische und Theoretische Biologie (1991)
usw.

» Fachzeitschriften: Bulletin of Mathematical Biology (seit 1939), Ma-
thematical Biosciences (1967), Journal of Mathematical Biology (1974),
Mathematical Medicine and Biology (1984), Mathematical Population
Studies (1988), Mathematical Biosciences and Engineering (2004) etc.

* Konferenzen (Jahrestagung der Gesellschaft fiir Mathematische Bio-
logie, Mathematische und rechnerische Populationsdynamik, Européi-
sche Konferenz iiber Mathematische und Theoretische Biologie usw.).

Es wurde nur auf die Elemente verwiesen, die explizit den Anspruch erheben,
an der Schnittstelle zwischen der Mathematik und ihren Anwendungen in der
Populationsdynamik zu liegen. Aber fiir jedes einzelne Gebiet (Demografie,
Okologie, Populationsgenetik, Epidemiologie usw.) kann man #hnliche Ele-
mente mit einer variablen Dosis mathematischer Modellierung finden.

Abschlielend wird der interessierte Leser eingeladen, einen Blick auf die
Originalartikel zu werfen, die im World Wide Web verfiigbar sind. Die Adres-
sen sind in den Referenzen am Ende jedes Kapitels angegeben. Wie Ronald
Fisher einst iiber Mendel schrieb:

,Die Wissenschaftsgeschichte hat sehr darunter gelitten, dass die
Lehrer Material aus zweiter Hand verwenden und dadurch die
Umstidnde und die intellektuelle Atmosphire, in der die grolen
Entdeckungen der Vergangenheit gemacht wurden, ausloschen.
Ein Studium aus erster Hand ist immer lehrreich und oft ... voll
von Uberraschungen.*
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