Nicolas Bacaér

Dénes Attila

A matematikai
populaciodinamika

rovid torténete






A matematikai populaciodinamika
rovid torténete

Nicolas Bacaér

Dénes Attila



ii

Nicolas Bacaér
Institut de recherche pour le développement
nicolas.bacaer @ird.fr

Dénes Attila
Szegedi Tudomanyegyetem
denesa@math.u-szeged.hu

A konyv papiralapu véltozatat megvasarolni kivano olvasdk anicolas.bacaer @
ird.fr cimre kiildhetnek e-mailt.

Simonyi Kdrolynak, ,,A fizika kultdirtorténete” ci-
mi konyv (1978) szerzGjének.

Boritékép: Schickedanz Albert (1846-1915), A szegedi hid. © Musée d’Orsay,
Parizs.

Eredeti cim: Histoires de mathématiques et de populations
© Cassini, Paris, 2008

Pour I’édition hongroise :

© Nicolas Bacaér, Paris, 2022
ISBN : 979-10-343-8914-8
Dépot légal : janvier 2022


mailto:nicolas.bacaer@ird.fr
mailto:nicolas.bacaer@ird.fr

Bevezetés

A populdciédinamika az a tudomdnyteriilet, amely egyszerli mechanisz-
tikus médon prébalja megmagyarazni a biolégiai populaciok — példaul az
emberek, allatok, novények vagy mikroorganizmusok populdciéinak — mére-
tének és osszetételének idSbeli valtozasait. Rokon, de mégis teljesen kiilon-
bozik a populdcids statisztika lefrébb teriiletétdl. Egyik ko6zos pontjuk, hogy
széleskortien haszndljdk a matematikai nyelvet.

A populdciédinamika tobb tudoményteriilet — a matematika, a tarsada-
lomtudomdanyok (demogréfia), a bioldgia (populacidégenetika és okoldgia) és
az orvostudomany (epidemioldgia) — metszéspontjaban 4ll. Ennek eredmé-
nyeképpen ritkdn mutatjak be egészében, annak ellenére, hogy a kiilonb6z6
alkalmazasokban felmeriild problémdk hasonlésdgot mutatnak. Figyelemre
mélté kivétel francia nyelven Alain Hillion Matematikai népességelméletelﬂ
cimi konyve. Ez azonban a matematikus szemszogébdl mutatja be a témat,
megkiilonboztetve a modellek kiillonbozd tipusait: diszkrét idejii modellek
(t=0,1,2,...) és folytonos idejli modellek (¢ valés szdm), determinisztikus
modellek (a jovébeli dllapotok pontosan ismertek, ha a jelenlegi allapot pon-
tosan ismert) és sztochasztikus modellek (ahol a valészintiségek jatszanak
szerepet). A konyv ezutan logikailag diszkrét determinisztikus modelleket,
folytonos determinisztikus modelleket, diszkrét sztochasztikus modelleket és
folytonos sztochasztikus modelleket vizsgal.

Ebben a konyvben ugyanezt a témat prébaltam targyalni, de torténelmi
szempontbdl. A kutatdst a maga Osszefiiggéseiben magyardzom. A tudésok
rovid életrajzai is szerepelnek. Ez megkonnyiti a konyv olvasasat a matema-
tikdban kevésbé jaratosak szdmdra, és dltaldban segithet a vizsgélt problé-
mak eredetének megértésében. Ez a konyv azonban nem csak a torténelem-
1ol sz6l. Bevezetésként is szolgdlhat a matematikai modellezésbe. Fontosnak
gondoltam, hogy a konyv a legtobb szamitas részleteit is tartalmazza, hogy az
olvasé valéban lathassa a modellek korlatait. A technikai részek sziirke do-
bozokban vannak kiemelve, és els olvasdsra dtugorhatdk. Az utolsé fejezet
a populdcidédinamika szdmos olyan kortars problémadjara 9sszpontosit, ame-
lyeket megprébdlhatunk matematikai szempontbodl vizsgalni. Azok szdmaéra,
akik tobbet szeretnének megtudni, az egyes fejezetek végén taldlhat6 hivat-
kozasi listdk olyan weboldalakat is tartalmaznak, amelyekrdl eredeti cikkek
letolthetSk.

L Presses Universitaires de France, Parizs, 1986.
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Egy ilyen terjedelmi konyvben nem lehetett teljes képet adni az Osszes
eddig kidolgozott munkar6l, és nem lehetett beszélni az 6sszes tuddsrol, aki
hozzdjarult a t€émahoz. Az elvégzett valogatas sziikségszerlien tartalmaz on-
kényes elemet, kiilondsen a legutébbi évtizedek esetében. Mindazondltal re-
mélem, hogy a kivdlasztott minta elég reprezentativ, és hogy a teriileten tevé-
kenykeddk, akiknek a munkéssagar6l nem esik sz6, nem fognak felhaborodni.

A konyv idedlis célkozonsége a kovetkezd:

» Kozépiskolasok és egyetemi hallgatdk, akik arra kivancsiak, milyen
Osszefiiggések lehetnek az altaluk latogatandé matematikaérdk és az
Oket koriilvevo vilag kozott, vagy olyan didkok, akik a populdciédina-
mikdaval kapcsolatos téman dolgoznak.
Matematikatandrok, akik megprébéljdk vonzébba tenni a kurzusukat.
A négy elemi miivelet ismerete elegends az[l],[2] és[3] fejezetek nagy
részének megértéséhez. A [3] fejezet bevezetésként szolgdlhat a loga-
ritmusok alkalmazdsaiba. Ez a konyv a kovetkezdket is tartalmazza:
rekurziv egyenletek az [T}, 3], [§], [[1], [T4], 21}, 23], 24} fejezetekben;
differencidlegyenletek a kovetkez6 fejezetekben: [, [6], [12], [13], [16];
parcidlis differencidlegyenletek a[20], 23] fejezetekben; integrlegyen-
let a[I0] fejezetben; és a valészintiségelmélet alkalmazésai a2}, 7], [8],
Ol [151. 16, [I71. 18, [19. 22
* A demogréfiat, epidemioldgiat, genetikat vagy 6koldgiat mar ismerdk,
akik hajland6ak 6sszehasonlitani kedvenc teriiletiiket mas, esetleg ha-
sonl6é matematikai modelleket alkalmaz6 teriiletekkel.
* A tudomdnytorténet irdnt érdekl6d6 olvasok.

Ez a konyv lényegében a Cassini (Parizs) altal 2008-ban Histoires de ma-
thématiques et de populations cimmel kiadott francia kiadds forditdsa. Né-
hany fejezetet atszerkesztettiink vagy atirtunk. A konyv négy abraval egésziilt
ki. Néhany nyomdahibat kijavitottunk. Az egyes fejezetek végén taldlhat6 hi-
vatkozasi listdk boviiltek és frissiiltek. Ezek a listdk tartalmazzdk az eredeti
miiveket bemutaté weboldalakat. A hivatkozds, amelyet egy URL kovet, azt
jelenti, hogy az a vildghdlon val6 kereséssel konnyen megtaldlhato.

A konyv kiilonboz4 valtozataival kapcsolatban tobben is tettek észrevéte-
leket, hivatkozasokat és képeket adtak, illetve szerzdi jogi kérdéseket vitattak
meg. A magyar kiadasért nagyon halds vagyok Dénes Attilanak, aki kedvesen
lektordlta és javitotta a DeepL szoftver automatikus forditdsat.



1. fejezet

A Fibonacci-sorozat (1202)

1202-ben a pisai Leonardo, més néven Fibonacci, kiadott egy konyvet,
amely az arab matematikusok 4ltal is elfogadott indiai tizedes szdmrend-
szert népszer(sitette Eurépaban. A konyvben szerepld szdmos példa ko-
zil a nyulak populéciéjanak novekedésére vonatkoz6 modellt emlitjiik.
Ez a matematikai populdciédinamikai modellek egyik legkorabbi példa-
ja.

A pisai Leonardo, akit joval haldla utdn neveztek el Fibonaccinak, 1170
koriil sziiletett a Pisai Koztarsasdgban, amikor az kereskedelmi és katonai ere-
jének csucsan allt a mediterran vildgban. 1192 koriil Fibonacci apjat a koztar-
sasdg elkiildte a ma Algéridban taldlhaté Bejaia kikotSjébe, egy kereskedelmi
allomads élére. A fia nem sokkal kés6bb csatlakozott hozz4a, hogy kereskedd-
nek tanuljon. Leonardo itt ismerkedett meg a tizes szdmrendszerrel, amelyet
az arabok hoztak Indidbdl, és amely ma is szinte ugyanabban a formédban van
haszndlatban: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 és 9. Uzleti céllal a Foldkozi-tenger ko-
riil utazva dsszehasonlitotta a kiilonb6z6 szamrendszereket és arab matema-
tikat tanult. Visszatérve Pisdba, 1202-ben befejezte a Liber abaci (,,Szamitési
konyv”’) cimd, latin nyelvl konyvét, amelyben elmagyardzta az j szdmrend-
szert, és bemutatta, hogyan lehet haszndlni a szamvitelhez, a sily- és valuta-
atvaltasokhoz, a kamatldbakhoz és még sok egyéb alkalmazashoz. Az arabok
altal ismert algebrai és szdmtani eredmények nagy részét is 0sszegy(ijtotte.

Fibonacci egy olyan kérdést is vizsgélt konyvében, amelyet ma populd-
ciédinamikai problémanak neveznénk. Ez a probléma azonban csak szamita-
si gyakorlatként jelent meg mds, egymadssal nem Osszefiiggd témak kozott: a
konyv el6z6 szakasza a tokéletes szamokrdl sz6l, amelyek tényezdik dsszege-
iként dllnak el, példdul 28 = 14+ 7+ 44241, a kdvetkezd szakasz pedig a
pénz négy ember kozotti elosztdsaval kapcsolatos probléma, amely megegye-
zik egy négy egyenletbdl 4116 linedris egyenletrendszerrel. fme a populéiédi-
namikai probléma eredeti latin nyelvii szovegének forditasa:

,Egy bizonyos embernek egy par nyula volt egyiitt egy bizonyos
zart helyen. Szeretnénk tudni, hdny nydl szdrmazik a partdl egy
év alatt, ha az a tulajdonsaguk, hogy egyetlen hénap alatt egy



masik part hoznak 1étre, a masodik hénapban pedig az Gjonnan
sziiletettek is is ellenek.”

Ha egy ujsziilott nyilpar van az elsd honap elején, akkor ez a par egy hénap
utdn még nem lesz termékeny, és a masodik hénap elején még mindig csak
egy par nyul lesz. Ez a nyidlpar a harmadik hénap elején egy masik parnak
ad életet, tehat osszesen két par lesz. A kezdeti nyudlpar a negyedik hénap
elején ismét egy masik parnak ad életet. De a masodik nyulpar még nem lesz
termékeny. Csak harom par nyul lesz.

Modern jeloléseket hasznédlva legyen P, a nyulpédrok szdma az n-edik ho-
nap elején. P4 a nyudlparok szdma az n + l-edik hénapban, ez az n-edik
hénapban meglévd parok P, szdmdnak és az n + 1-edik honap jsziilott par-
jainak Osszege. De csak azoknak a nyulparoknak sziiletik dj nydlpar utédja
az n+ l-edik hénapban, amelyek legaldbb két hénaposak. Ezek azok a parok,
amelyek mdr jelen voltak az n — 1-edik hénapban, és szamuk P,_;. Igy

Pir1 =F+ P

Ez egy rekurziv Osszefiiggés: az n + 1-edik hénap népességét adja meg az
el6z6 honapok népességének fiiggvényében. Ezek alapjan Fibonacci konnyen

elkészithette a kovetkez6 tablazatot, ahol 1+1=2,14+2=3,2+3 =15,
3+5=28sth.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

P, 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

Valéjaban Fibonacci kezdeti feltételként az n = 2. hénap helyzetét tekin-
tette. Mivel P4 = 144 4233 = 377, tizenkét hénappal a kiindulépont utdn
végiil 377 par nyulat nyert. Eszrevette, hogy ez a szdmsorozat a végtelensé-
gig folytathaté.

1202 utén Fibonacci szdmos mas konyvet irt, példdul 1220-ban a Practi-
ca geometriae-t és 1225-ben a Liber quadratorum-ot (,,Négyzetek konyve”).
Hirnevenek koszonhetden taldlkozott II. Frigyes csdszarral, aki nagyra érté-
kelte a tudoményt. 1240-ben a Pisai Koztarsasdg éves nyugdijat itélt meg
Fibonaccinak. Hal4dldnak éve nem ismert.

A kovetkez6 évszdazadok soran Fibonacci nyulakkal kapcsolatos problé-
maja feledésbe meriilt, és nem befolydsolta a matematikai populaciédinami-
kai modellek fejlédését. Szamos tudds taldlkozott ugyanazon szamsorozattal
kutatdsai sordn, de nem hivatkoztak Fibonaccira, illetve valamilyen popula-
ciddinamikai hattérre sem. Kepler szimos konyve tartalmazza azt a megjegy-
zést, hogy a P, | /P, arany konvergal a ¢ = (1 ++/5)/2 aranyszdmhoz, ha n
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tart a végtelenbe. Ez a legtobb populdciédinamikai modellben jellemz6 tulaj-
donsdg sajdtos esete: a geometriai ndvekedés tendencidja (1dsd a[3] és[21] fe-
jezeteket). 1728-ban Daniel Bernoulli ltalanos rekurziv sorozatok tanulma-
nyozdsa kozben megkapta a pontos képletet:

L1+\/§nii 17\/5”
NP NP

Fibonacci 6sszes miiveit a XIX. szdzadban adtik ki. Ett6l kezdve a (B,)
sorozattal Fibonacci-sorozat néven taldlkozhatunk szérakoztaté matematikai
konyvekben.

Nyilvanval6, hogy a nyudlpopuldcié modellezése érdekében a Fibonacci-
sorozathoz vezetd feltevések korantsem realisztikusak: nincs haldlozds, a ne-
meket nem kiilonboztejiik meg stb. A sorozat azért keltett nagy érdeklodést
az elmdlt néhdny évtizedben a bioldgidban, mert kideriilt: tobb ndvény olyan
strukturdkat tartalmaz, amelyek a P, szamok némelyikét tartalmazzak, példa-
ul feny6tobozokban megjelenik a 8 és a 13, a napraforgéban a 34 és a 55. S6t,
a The Fibonacci Quarterly cimi tudomdnyos folydirat kizdrélag a Fibonacci-
sorozat tulajdonsagaival és alkalmazasaival foglalkozik!

P =

Tovabbi olvasnivalok

1. Bernoulli, D.: Observationes de seriebus. .. Comment. Acad. Sci. Imp. Petro-
politanae 3, 85-100 (1728/1732) — Die Werke von Daniel Bernoulli, Band 2,
Birkhéuser, Basel, 1982, 49—64.

2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer (2002).

3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary of Scientific
Biography, vol. 4, 604-613. Scribner, New York (1971)



2. fejezet

Halley haland6sagi tablazata (1693)

( 1693-ban a hires angol csillagdsz, Edmond Halley Boroszld (ma\

Wroctaw) véros sziiletési és haldlozasi adatait tanulmanyozta, amelye-
ket Caspar Neumann juttatot el a Kirdlyi Tarsasaghoz. Halanddsagi tab-
lazatot készitett, amely megmutatta, hogy az azonos évben sziiletett ko-
horszb6l hdnyan élik meg valamely életkort. Tabldzatit az életjaradé-
kok drdnak kiszdmitdsdra is felhaszndlta. Ez a fejezet ezt a munkét idézi
fel, és Halley életének, valamint a ,,politikai aritmetika” és a valészind-
ségelmélet korai fejlodésének osszefiiggésébe helyezi, amely olyan em-
bereket foglalkoztatott, mint Graunt, Petty, De Witt, Hudde, Huygens,
\_ Leibniz és de Moivre. )

Edmond Halley 1656-ban sziiletett London kozelében. Apja gazdag szap-
pankészit6 volt. Edmond mar fiatalon érdekl&dni kezdett a csillagdszat irdnt.
Az Oxfordi Egyetem Queen’s College-aban kezdett el tanulni. Amikor 1675-
ben felavattdk a greenwichi csillagvizsgdlét, Halley mar megldtogathatta
Flamsteedet, a Kirdlyi csillagdszt. Tanulmanyait 1676 és 1678 kozott meg-
szakitotta, hogy Szent [lona szigetére menjen, és Osszedllitsa a déli féltekérdl
lathat6 csillagok katalégusat. Anglidba valé visszatérésekor a Royal Society
osztondijasa lett. Kozzétette a Szent Ilona-szigeti Utja sordn a szelek keringé-
sérdl tett megfigyeléseit is. 1684-ben meglitogatta Newtont Cambridge-ben,
hogy megvitassdk a Kepler-féle bolygémozgasra vonatkozé torvények és a
Nap 4ltal gyakorolt vonzéers kozotti kapesolatot. O batoritotta Newtont a hi-
res A természetfilozofia matematikai alapelvei cimii konyv megirdsdra, ame-
lyet végiil sajat koltségén adott ki. Ekkor a Kirdlyi Tarsasig jegyzojeként
dolgozott. 1689-ben viz alatti buvarkodashoz tervezett egy harangot, amelyet
sajat maga ki is probalt.

Nagyjabol ugyanebben az id6ben Caspar Neumann, egy Boroszléban é16
teologus adatokat gy(jtott a sziiletések és haldlozdsok szdmardl varosaban.
Boroszl6 a Habsburg Birodalomhoz tartozott (ma Lengyelorszagban van, és
Wroctawnak hivjak). Az adatok kozott szerepelt az is, hogy az emberek mi-
lyen életkorban halnak meg. Igy az adatokbdl Gssze lehetett allitani egy ha-
land6sagi tablazatot, amely megmutatta, hogy milyen valészintiséggel élnek
meg egy adott életkort.
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2.1. abra.
Halley (1656-1742)

Az els6 halanddséagi tablazatot 1662-ben jelentették meg Londonban a
Természeti és politikai megfigyelések a haldlozdsi jegyzékekrdl cimii konyv-
ben. Ezt a konyvet dltaldban mind a statisztikdt, mind a demografidt megala-
pozo6 miinek tekintik, és van egy furcsa sajatossdga: még ma sem tudjuk, hogy
vajon John Graunt londoni kereskedd, a konyv boritdjan feltiintetett szerzd
irta-e, vagy bardtja, William Petty, a Kirdlyi Tarsasag egyik alapitoja.

A konyvben szereplé halanddsagi tablazat mindenesetre igyekezett ki-
haszndlni a londoni temetésekrdl és keresztelésekrol a XVII. szdzad eleje
6ta rendszeresen beszamol6 kozlemények elényeit. Ezek az értesit6k elsd-
sorban arra szolgéltak, hogy tdjékoztassak az embereket az ismétl6d6 pestis-
jarvanyokrol. Ez az oka annak, hogy a haldl okat tiintették fel, nem pedig azt
az életkort, amelyben az emberek meghaltak. Ahhoz, hogy a tilélés esélyét
az életkor fiiggvényében megadd halanddsagi tablazatot kapjanak, Grauntnak
vagy Pettynek kellett kitaldlnia, hogy a kiilonb6z6 haldlokok hogyan viszo-
nyulnak a korcsoportokhoz. Igy a halandésagi tablazatuk nagy hibdkat tartal-
mazhatott. A konyv ennek ellenére nagyon sikeres volt, 1662 és 1676 kozott
ot kiadast ért meg. Eurépdban tobb varos is elkezdett a londonihoz hasonlé
értesitdt kiadni.

Igy kozel harminc évvel az els6 halanddségi tablazat utdn Leibniz javas-
latdra Neumann elkiildte Henry Justelnek, a Kirdlyi Tarsasag titkaranak Bo-
roszl6 varosdnak 1687-1691. évi demogrifiai adatait. Justel nem sokkal ké-
s6bb meghalt, Halley pedig megszerezte az adatokat, elemezte 6ket, és 1693-
ban a Philosophical Transactions of the Royal Society cim{i foly6iratban koz-
zétette kovetkeztetéseit. Cikkének cime: Becslés az emberiség halandosdgi
fokozatairdl, BoroszIo vdarosdban a sziiletések és temetések kiilonos tdbldzata
alapjdn, kisérletet téve az életjdradékok drdnak megdllapitdsdra.

A vizsgalt 6t év alatt Halley azt tapasztalta, hogy a sziiletések szdima Bo-
roszléban nagyjabol megegyezik a haldlozdsok szdmaval, igy az 6ssznépes-
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ség szinte allandé. Az analizis egyszer(sitése érdekében feltételezte, hogy a
népesség egyensilyi helyzetben van: a sziiletések éves szama (nevezziik Pp-
nak), a teljes népesség, a k éves népesség (Py) €s a k éves korban bekovetkezd
halalozasok éves szama (Dy) az idé mulasaval mind allandé. Ez kiemeli a
boroszl6i adatok egy tovabbi érdekes tulajdonsdgat, mert egy ilyen egysze-
rGisités nem lett volna lehetséges egy olyan gyorsan novekvé varos esetében,
mint London, ahol a statisztikdkat a vidékrdl érkezd népességaramlas is tor-
zitotta.

2.1. tdblazat. Halley halandéségi tdblazata, amely a k éves P, népességet mutatja.

k P | k P kK P| k PB]| k P]| k P
11000 | 15 628 | 29 539 | 43 417 | 57 272 | 71 131
2 85|16 622 |30 531 |44 407 |58 262 | 72 120
3798 | 17 616 | 31 523 | 45 397 | 59 252 | 73 109
4 760 | 18 610 | 32 515 | 46 387 | 60 242 | 74 98
5 732019 604 | 33 507 | 47 377 |61 232 |75 88
6 710 | 20 598 | 34 499 | 48 367 | 62 222 |76 78
7692 |21 592 |35 490 | 49 357 | 63 212 |77 68
8 680 | 22 586 | 36 481 | 50 346 | 64 202 | 78 58
9 670 | 23 579 | 37 472 |51 335|65 192 |79 49
10 661 |24 573 |38 463 |52 324 | 66 182 |80 41
11 653 |25 567 |39 454 |53 313 |67 172 |81 34
12 646 | 26 560 | 40 445 | 54 302 | 68 162 | 82 28
13 640 | 27 553 | 41 436 | 55 292 | 69 152 | 83 23
14 634 | 28 546 | 42 427 | 56 282 | 70 142 | 84 20

A boroszl6i adatok dtlaga évi 1238 sziiletés volt: ezt az értéket valasz-
totta Halley a Py értékének. Elvileg az adatokbdl ki tudta szdmitani a k éves
haldlozdsok szdménak Dy, éves dtlagit is az 0sszes k > 0 kortd emberre vonat-
kozéan. A

Piv1 =P — Dy 2.1

képletet hasznédlva nyerte a[2.1] tédbldzatot, amely P-t adja meg. Ezzel szem-
ben a Dy = P, — Py+1 képletb6l meg lehet taldlni az ltala hasznalt Dy értéke-
ket: Do =238, D| = 145, D, =57, D3 = 38 és igy tovdbb. Valdjadban Halley
egy kicsit atrendezte az eredményeit, vagy azért, hogy kerek szamokat kapjon
(ez a D esete, amelyet kissé megvaltoztatott, hogy P; = 1000 legyen), vagy
azért, hogy kisimitson bizonyos szabalytalansdgokat, amelyek az id6s korban
bekovetkezett haldlozdsok kis szdmabdl adédnak egy 6téves vizsgdlatban. A
tabldzatban szerepld 0sszes P, szdm Osszegét véve Halley Boroszl6 teljes la-
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kossdganak kozel 34 000 fére becsiilt értékét kaptzﬂ Osszefoglalva, ennek a
mddszernek az volt a nagy elénye, hogy nem volt sziikség altaldnos népszam-
l14l4sra, hanem csak a néhany év alatt bekovetkezd sziiletések és haldlozdsok
szdmanak és az emberek haldloz4si kordnak ismeretére.

Halley haland6sagi tdbldzata a tizennyolcadik szdzadban szdmos munké-
hoz szolgilt referenciaként (ldsd a [d] fejezetet). Val6jdban, bér a Py értékei
Boroszl6 véroséra voltak jellemzGek, dgy tekinthetjiik, hogy a Pt/ Py ardny
a k+ 1 életkorig vald tilélés valdszintiségét jelenti, tudva, hogy valaki mar
elérte a k életkort. Ez a valdszinliség ésszerlien alkalmazhat6 més korabe-
li eurépai varosok lakossdgdra is. Példdul egy egyéves gyereknek 661/1000
esélye volt arra, hogy elérje a 10 éves kort, illetve 598/1000 esélye, hogy
elérje a 20 éves kort.

Halley arra is felhasznalta halandésagi tabldzatat, hogy kiszdmitsa az élet-
jaradékok drat. A tizenhatodik és tizenhetedik szdzadban, hogy pénzt szerez-
zenek, tobb véros és dllam adott el ilyen jaradékokat polgdrainak. A vevdk
haldlukig minden évben fix Osszeget kaptak, amely az eredetileg kifizetett
0sszeg bizonyos szazalékanak felelt meg, gyakran a korabeli kamatldb két-
szeresével, de a vevd életkoratdl fiiggetlenill. Természetesen az intézmény
cs6dot kockdztatott, ha til sok, nagyon hosszu életli ember vasarolta meg eze-
ket az életjaradékokat. A problémat megbizhaté halanddsagi tablazat nélkiil
nem lehetett megfelelen kezelni.

1671-ben Johan De Witt, Hollandia miniszterelnoke és Johannes Hudde,
Amszterdam varosanak egyik polgarmestere mar gondolkodott az életjaradé-
kok aranak kiszdmitdsdval kapcsolatos probléman. A francia csapatok invazi-
djatol tartva pénzt akartak gyfijteni a hadsereg megerdsitésére. Rendelkeztek
adatokkal azokrdl az emberekrdl, akik évtizedekkel korabban életjaradékot
vasaroltak, elsGsorban arrdl, hogy milyen életkorban vasaroltdk a jaradékot,
és milyen életkorban haltak meg. Sikeriilt tobbé-kevésbé helyesen kiszamita-
niuk a jaradékok 4rat, de médszeriik kés6bb feledésbe meriilt. A kovetkezd
évben Hollandiat megszalltdk, és De Wittet a tomeg meglincselte.

Halley 1693-ban a boroszl6i halandéségi tabldzattal és 6%-os kamatldbat
feltételezve Gjbol megvizsgalta a problémdt. A szdmitdsi médszer egyszerd.
Legyen i a kamatlab. Legyen Ry az az ar, amelyen egy k kord személy évente
mondjuk egy font jaradékot véasdrolhat. Ennek a személynek Py, / Py val6szi-
niisége van arra, hogy k+n életkorban még életben lesz. Azt a fontot, amelyet
az allam igér, ha az illetd eléri ezt az életkort, igy kaphatjuk meg, hogy a kez-
deti 6sszegbdl 1/(14i)" fontot i kamatldbbal kamatoztatunk. Ha tehat azt az
egyszersitd feltételezést tessziik, hogy az induld osszeget csak az évjaradé-

LA 84 évnél idésebbek esetében Halley csak megemlitette, hogy a szamuk 107.



kok kifizetésére forditjuk, akkor az arnak a kovetkez6nek kell lennie:

I (Pr1 | B2 Pt s
R, — o ). 22
k Pk<1+i+(l+i)2+(1+i)3+ 22)

Halley igy kapta meg a[2.2] tdbldzatot, amely megmutatja azt az Ry tényezdt,
amellyel a kivant jaradékot meg kell szorozni, hogy megkapjuk a sziiksé-
ges kezdeti 6sszeget. Egy 20 éves férfi tehdt minden évben a kezdeti 6sszeg
1/12,78 ~ 7,8%-4t kapnd. Egy 50 éves férfi viszont 1/9,21 ~ 10,9%-ot kap-
na, mivel kevesebb éve lenne hatra. Vegyiik észre, hogy a kamatldb kétszerese
az eredeti 0sszeg 12%-anak megfeleld jaradéknak, vagy ennek megfelelden a
jaradék 8,33-szorosdnak megfelel$ drnak felel meg.

2.2. tablazat. Az életjaradékok drat az életkor alapjan megadé szorzétényezd.

k kor Rk ar k Rk k Rk k Rk k Rk
1 1028 | 15 13,33 | 30 11,72 | 45 991 | 60 7,60

5 1340 | 20 12,78 | 35 11,12 | 50 921 | 65 6,54

10 1344 | 25 12,27 | 40 10,57 | 55 8,51 | 70 5,32

A szamitasok természetesen meglehetdsen hosszadalmasak. Halley mind-
azondltal logaritmustdbldzatokat haszndlhatott, hogy gyorsabban megkapja a
Piin/(141)" dltaldnos képletet. Mivel 84 évnél nagyobb értékeket nem adott
meg a Py értékekre, nem lehet pontosan ellendrizni a szdmitésait. Végiil Hal-
ley munkdjanak nem volt azonnali hatdsa: az életjaradékokat Anglidban és
masutt még évtizedekig a vevd életkoratdl fiiggetlen dron adtdk el, méghoz-
z4a joval alacsonyabb dron, mint amilyen lehetett volna, példaul a jaradék 7-
szereséért.

A halandésagi tablazatokbdl levezetett kérdések Halley idején szamos
tudést foglalkoztattak. A holland Christiaan Huygens, aki 1657-ben a valo-
szinliségelméletnek szentelt elsd fiizet szerzdje volt, 1669-ben levelezésében
testvérével, Graunttal folytatott levelezésében a halanddséagi tablazatot és a
varhato élettartam kiszamitasat térgyaltzﬂ

Néhany évvel azelott, hogy Neumann kapcsolatba keriilt volna a Royal
Society-vel, Leibniz is irt a varhat6 élettartam kiszamitasardl egy kiadatlanul
maradt esszéjében. 1709-ben Nikolaus I Bernoullira keriilt a sor. Abraham de
Moivre 1725-ben egy egész konyvet adott ki Ertekezés az életjdradékokrdl
cimmel. Egyik f6 észrevétele az volt, hogy az R, arat konnyen ki lehet szami-
tani id6s kordakra, mivel a (2.2) képlet csak néhdny tagot tartalmaz. Ezutdn

2 A k életkorban virhat6 élettartamot a képlet adja meg i = 0 mellett.
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hasznalhatjuk az

R — Prv1 1+ Reqq

k= T
P 141

visszafelé rekurziv képletet, amely (2.2)-b6l kiindulva konnyen bizonyithat6.
A Halley édltal a 70 éves kori drra megadott értéket haszndlva tehat ellendriz-
hetjiik a[2.2] tablazat tobbi értékéf’].

A demogréfidra 0sszpontositd sziinet utdan Halley visszatért f6 kutatdsi
témdihoz. 1698 és 1700 kozott korbehajézta az Atlanti-6cednt, hogy megraj-
zolja a Fold magneses terének térképét. 1704-ben az Oxfordi Egyetem pro-
fesszora lett. A kovetkez6 évben konyvet adott ki az iistokosokrdl, és megjo-
solta, hogy az 1682-es iistokos, amelyet Kepler 1607-ben megfigyelt, 1758-
ban visszatér: ez ,,Halley listokoseként” valt ismertté. Kiadta a pergai Apol-
I6niosz kipokrol sz616 konyvének forditdsat is. 1720-ban Flamsteedet véltot-
ta a kiralyi csillagdsz posztjan. Megprébalta megoldani a tengeri hossziisag
pontos meghatdrozasanak problémajat a Hold megfigyelése alapjan, ami a na-
vigéci6 szempontjabdl nagy gyakorlati jelentoséggel birt. Greenwichben halt
meg 1742-ben, 86 éves kordban.
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3. fejezet

Euler és a népesség geometriai novekedése
(1748-1761)

( Euler tobbszor irt a populdciddinamikardl. Az 1748-ban megjelent Beve-

zetés a végtelen analizisébe cim értekezésében az exponencidlis fiigg-
vénnyel foglalkoz6 fejezet négy példat tartalmazott a népesség expo-
nencidlis novekedésére. 1760-ban publikilt egy cikket, amelyben ezt
az exponencidlis novekedést a népesség korstruktirdjaval kombinalta.
Ez a munka a huszadik szdzadban kidolgozott, a demografidban fontos
szerepet jatszo stabil népességelmélet el6futdra. Euler 1761-ben Siiss-
milchnek is segitett a demografiardl szolo értekezésének masodik ki-
addsaban. Kidolgozott egy érdekes modellt, amely a Fibonacci-sorozat
L egyfajta valtozata, de részletes elemzését nem publikalta.

%

Leonhard Euler 1707-ben sziiletett a svdjci Bazelben. Apja protestdns lel-
kész volt. Euler 1720-ban kezdte meg egyetemi tanulmanyait. Magandrakat is
vett matematikabodl Johann Bernoullitdl, aki Leibniz és Newton utan nemze-
dékének egyik leghiresebb matematikusa volt. Osszebaritkozott Johann Ber-
noulli két fidval: Nikolaus II-vel és Daniellel. Euler 1727-ben csatlakozott
Danielhez az Gjonnan létrehozott szentpétervari Tudomanyos Akadémidn. A
matematika mellett a fizika és szdmos mds tudomdnyos és miiszaki téma is
érdekelte. 1741-ben II. Frigyes porosz kirdly meghivta 6t a berlini Tudoma-
nyos Akadémia matematikai szekcidjanak igazgat6java. Euler jelentSs szamu
cikket és konyvet publikdlt a mechanika (csillagdszat, rugalmassag, folya-
dékok, szilard testek) és a matematika (szdmelmélet, algebra, végtelen so-
rozatok, elemi fliggvények, komplex szdmok, differencidl- €s integralszami-
tas, differencial- és parcidlis differencidlegyenletek, optimalizalds, geomet-
ria) minden teriiletérdl, de a demografia t¢émakorében is. Kordnak legtermé-
kenyebb matematikusa volt.

1748-ban Euler latinul publikdlta a Bevezetés a végtelen analizisébe ci-
mi értekezését. Az exponencidlisokrdl és logaritmusokrol sz6l6 fejezetben
hat példat tekintett: egyet a zenei skilak matematikai elméletérdl, egyet egy
kolcson kamatos visszafizetésérdl, négyet pedig a populdciédinamikardl. Az
utébbiakban Euler feltételezte, hogy a P, népesség az n-edik évben kielégiti a

Bia=(1+x)F
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3.1. abra.
Euler (1707-1783)

Osszefiiggést minden n egész szdmra. Az x novekedési rita pozitiv valds
szdm. A Py kezdeti 4llapotbdl kiindulva az n-edik évi népesség a kovetke-
z8képpen adodik:

P, = (1 —l—x)"Po .

Ezt geometriai vagy exponencidlis novekedésnek nevezik. Az elsd példa azt
kérdezi:

»Ha egy adott régid lakossdga évente egy harmincaddval nd, és
egy id6ben 100 000 lakos volt, akkor szeretnénk tudni, hogy 100
év milva mennyi lesz a lakossag mérete.”

A vélasz Pygo = (141/30)'% x 100 000 = 2 654 874. Eulert ennél a példanal
az 1747-ben tartott berlini népszamlalas ihlette, amely 107 224 f&re becsiilte
a lakossdg létszamat. Szamitdsa azt mutatja, hogy egy népesség egy évsza-
zad alatt tobb mint tizszeresére n6het. Pontosan ezt figyelték meg akkoriban
London vérosara vonatkozdan.

Meg kell jegyezni, hogy az (1 + 1/30)'% kiszdmitdsa modern zsebszd-
molbégéppel nagyon egyszerii. Euler idejében azonban logaritmusokat kellett
hasznalni, hogy elkertiljiik a nagy szdmu kézi szorzast, és gyorsan megkap-
juk az eredményt. El6szor a Pygp tizes alapu logaritmuséat szdmoljuk ki. A
logaritmus log(ab) = loga + log b alapvet§ tulajdonsdga azt mutatja, hogy

log Pigp = 100 log(31/30) +10g(100000) = 100 (log31 —log30) +5 .

A logaritmus fogalmat 1614-ben a skét John Napier vezette be. Bardtja, Hen-
ry Briggs 1617-ben tette kozzé a tizes alapi logaritmusok elsd tdblazatat.
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1628-ban a holland Adriaan Vlacq kiegészitette Briggs munkajat, és kozzé-
tett egy tablazatot, amely az 1-t6l 100 000-ig terjedd egész szamok tiz szam-
jegy pontossdgu tizedes logaritmusait tartalmazta. Euler ezt a fajta tablazatot
haszndlta, hogy megkapja a log30 ~ 1,477121255, log31 ~ 1,491361694, és
végiil log P1gp ~ 6,4240439 értékeket. Mar csak azt a Pygp szdmot kell meg-
taldlni, amelynek logaritmusa ismert. Mivel az 1-t61 100 000-ig terjedd egész
szdmok tizedes logaritmusa 0 és 5 kozott mozog, ehelyett a Pjgp/100 loga-
ritmusat keressiik, ami 4,4240439. A logaritmustabldzatban ellendrizhetjiik,
hogy 10g26548 ~ 4,424031809 és 10g26549 ~ 4,424048168. A logaritmi-
kus fliggvényt egy egyenessel helyettesitve 26 548 és 26 549 kozott Euler azt
kapta, hogy
Pioo 4,4240439 — 4,424031809

T00 = 20 %+ 1102048168 —4.424031800 - 20 24874

Tehat Pygg =~ 2 654 874.
Euler konyvében a populdciédinamikara vonatkozé masodik példa a ko-
vetkezd:

»Mivel az 6zonviz utdn minden ember egy hatf6s népességbol
szarmazott, ha feltételezziik, hogy a népesség kétszaz évvel ké-
s6bb 1000000 f6 volt, szeretnénk megtudni az éves novekedési
itemet.”

Mivel
10° = (14x)** x 6,

zsebszamol6géppel x = (10°/6)1/290 — 1 ~ 0,061963. A logaritmustébldza-
tokkal a log(10®) = 200 log(1 + x) + log 6 értékeket kell végigjarnunk, hogy
megkapjuk a log(1+x) = (6 —1og6) /200 =~ 0,0261092 és 1 +x ~ 1,061963
értékeket. Euler tehat arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a népesség évente
x = 1/16-kal fog novekedni. Ahhoz, hogy megértsiik ennek a példinak az
eredetét, emlékezniink kell arra, hogy a korabeli filozéfusok kezdték tagadni
abibliai torténetek igazsagét. A szd szerinti olvasat az 6zonviz idejét i. e. 2350
koriil hatdrozna meg a kovetkezd tilélokkel: Noé, harom fia és feleségeik. A
Teremtés konyvében ez all:

»Bzek harman N6é fiai, és ezek népesitették be az egész foldet.”

Az 6z6nviz utdni évi 1/16-os (vagy 6,25%-0s) népességndvekedés nem tiint
tilsdgosan irredlisnak Euler szdmadra. Egy protestans lelkész fiaként, aki egész
életében valldsos maradt, arra a kdvetkeztetésre jutott:
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,-Bzért elég nevetséges, ha a hitetlenek azt kifogdsoljak, hogy
ilyen rovid id6 alatt az egész foldet nem lehetett egyetlen em-
berrel kezdve benépesfteni’ﬂ

Euler azt is észrevette, hogy ha a novekedés ugyanilyen iitemben folytatddott
volna az 6zonviz utdn 400 évig, akkor a népesség (1+x)% x 6 = (10°/6)% x
6 ~ 166 milliard lett volna:

,»Az egész Fold azonban soha nem lenne képes fenntartani ezt a
népességet.”

Ezt a gondolatot Malthus fél évszazaddal késébb nagymértékben tovabbfe;j-
lesztette (lasd a[5] fejezetet).
Euler harmadik példaja azt kérdezi:

»Ha minden évszdzadban megdupldzédik az emberi népesség,
mekkora az éves novekedési titem?”

Mivel (14 x)'% = 2, zsebszdmolégéppel x = 2!/1%0 — 1 ~ 0,00695. Loga-
ritmustdbldzatokkal 100 log(1 +x) = log2. Tehdt log(1 +x) ~ 0,0030103 és
14+ x =~ 1,00695. A népesség tehat minden évben x ~ 1/144-del nS. A negye-
dik és egyben utolsé példa ugyanigy kérdez:

,Ha az emberi népesség évente 1/100-dal nd, akkor szeretnénk
tudni, hogy mennyi id6be telik, amig a népesség tizszeresére nd.”

(141/100)" = 10 esetén nlog(101/100) = 1. Tehdt n = 1/(log 101 —2) =~
231 év. Ez minden, amit az 1748-as Bevezetés a végtelen analizisébe cimii
miiben a populdciédinamikdra vonatkozdan taldlunk. Euler néhany évvel ké-
s6bb még alaposabban foglalkozott ezzel a témaval.

1760-ban a berlini Tudomanyos Akadémia folydiratdban publikdlta ,,Az
emberi faj halandésdganak és szaporoddsanak altalanos vizsgalata” cimd mun-
k4jat. Ez a munka egyfajta szintézis volt a populdciék geometriai novekedé-
sérél sz616 korabbi elemzése és az élettablakkal kapcsolatos kordbbi tanul-
ményai kozott (1dsd a2] fejezetet). Euler példdul a kovetkezd problémét vizs-
galta:

' A Graunt 4ltal 1662-ben kiadott kényvben (lisd a fejezetet) hasonlé megjegyzést taldlunk:

,Egy pir, azaz Adam és Eva, 64 évenként megdupldzva magat az 5160 év alatt, ami
a vildg kora a Szentirds szerint, sokkal tobb embert fog teremteni, mint amennyi
most benne van. Ezért a vildg nem tobb mint 100 ezer éves, ahogyan azt egyesek
hidba képzelik, és nem is tobb, mint amennyire a Szentiras teszi.”
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Az egy év alatt bekovetkezo sziiletések és temetések szimanak
ismerete, az 0sszes €16k szdimdnak és éves novekedésének meg-
allapitasa egy adott haland6sdgi hipotézis mellett.”

Euler itt feltételezte, hogy a kovetkezd szamok ismertek:
e B,: asziiletések szama az n-edik évben;
¢ D,: a halalozdsok szama az n-edik évben,;
* g;: azon Ujsziilottek ardnya, akik elérik a k > 1 életkort.
Legyen P, az n-edik évi népesség. Euler két tovabbi implicit feltételezést tett:
* anépesség geometrikusan novekszik: P, | =rP,, r=1+x;
* a sziiletések és a népesség ardnya dllandé: B, /P, = m.

Ez a két feltételezés azt jelenti, hogy a sziiletések szdma geometrikusan és
azonos iitemben novekszik: B, | = r B,,. Euler ezutdn megvizsgélta a népes-
ség allapotat szdz évenként, mondjuk n = 0 és n = 100 kozott, feltételezve,
hogy senki sem él szdz évnél tovabb. A szemléletesség kedvéért nevezziik P ,,
(k > 1) az n-edik év elején €16 népességet, amely az n — k-adik évben sziile-
tett. Jeldljiik By, = B,-nel az n-edik év sordn sziiletettek szimat. A gy tilélési
egyiitthato definici6jabdl adédik, hogy Py ,, = gx Po.n—k = gx Bu—k. Tehdt

%Py = Pioo = Po,100 + Pi100 + - + P100,100
= B1oo +q1Bog + - - - +q100 Bo
= (VIOO+7996]1 +- "+61100) By.

Ha ezt az egyenletet elosztjuk 7'% Py-val, akkor a kovetkezdt kapjuk

@3.1)

1:m@+€Lﬁ%+m+mw)
r r

1100

Ezt az egyenletet a demografidban néha ,,Euler-egyenletnek” nevezik. Ha a
sziiletéseket és a haldlozdsokat kiilon szamoljuk, a kovetkezét kapjuk:

rPy=FP1 =P —Dy+Byi1 =P, —Dy+rB,. (G2
Tehat a haldlozdsok szdma is geometrikusan novekszik: D, = rD,,. S6t,

1 _B _Du/Bu—r (3.3)
m B, 1—r
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Ha ezt behelyettesitjiik a (3.1 egyenletbe, akkor végiil a kovetkezs egyenlet-
hez jutunk:

Dy/By—1 qi @ 100

1—r 1’—’_r2—|_.“—~_r1007 (34)
ahol mér csak egy ismeretlen maradt: r. Ezt az egyenletet implicit egyenletnek
szoktdk nevezni, mivel az r-t nem tudjuk a tobbi paraméter fiiggvényében
kifejezni. De kiszdmithatjuk a egyenlet bal €s jobb oldalat r egy rogzitett
értékére, és r-et addig valtoztathatjuk, amig a két oldal egyenlé nem lesz.
Az igy kapott r érték adja a népesség x = r — 1 novekedési iitemét. Vegyiik
észre, hogy a (3.1)) és (3.3)) egyenletekbdl a népesség P, szdméra a kovetkezd
kifejezést kapjuk:

Po=B (1+ L+ Ly T
r T

/100

Ha a népesség staciondrius (r = 1), ez a kifejezés megegyezik azzal, amelyet
Halley hasznélt Boroszl6 vdros népességének becslésére (ldsd a2 fejezetet).
Euler a kovetkezd kérdéssel is foglalkozott:

»Ha a halandésag és a termékenység hipotézisei adottak, €s is-
merjiik az osszes €l6lény szamadt, talaljuk meg, hanyan lesznek
az egyes életkorokban.”

Mivel a g; tilélési egyiitthatok és az m termékenységi egyiitthaté ismert, az r
novekedési rdta kiszdmithaté a egyenletbSl. Az n-edik évben az n — k-
adik évben sziiletettek szdma g B, = qx B/ * (go = 1 mellett). Tehét a
teljes k éves kortd népesség ardnya

ai /™
L+q1/r+q/r? 4+ qio0/r'"

Ez az ardny dlland6. Lotka terminolégidjdt haszndlva (1dsd a[I0] fejezetet), a
népesség ,,stabilnak” mondhaté: a korfa az idék folyaman ugyanazt az alakot
tartja.

Euler ezutdn djra megvizsgdlta az élettartam-tablazat Osszedllitdsdnak
probléméjat, amikor a népesség nem staciondrius, hanem geometrikusan no-
vekszik:

,Ha ismerjiik az 0sszes €16 szamat, hasonléképpen Osszevethet-
jik a sziiletések szamdt az egy év alatti haldlozasok szdmdval
minden életkorban, hogy megtaléljuk a halanddségi torvényt.”
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A halandésagi torvény alatt Euler a g tulélési egyiitthatok halmazat értette.
A teljes népességet most feltételezziik, hogy népszamlalds révén ismerjiik,
ami Halley esetében nem igy volt (Iisd a[2] fejezetet). A (3.2) egyenlet azt
mutatja, hogy a novekedési rata

_Pn_Dn

r= .
P,—B,

Legyen Dy, azoknak az embereknek a szdma, akik az n-edik évben k éves
korukban halnak meg: ezek az emberek az n — k-adik évben sziilettek. Tehat
Din = (9 — qik+1)Ba—k-De By = B,/r*. A g tilélési egyiitthatok tehét a

rk Dk,n
B,

qk+1 =gk —

rekurziv képlettel szamithat6ak ki minden k > 0 esetén, gg = 1 értékkel. Ez a
képlet megszorozva B,-vel visszakapjuk a Halley altal hasznalt képletet
az r = | staciondrius esetre. Euler mindazondltal ragaszkodott ahhoz, hogy a
tulélési egyiitthatok gy kiszamitdsanak mddszere feltételezi a népesség rend-
szeres novekedését, kizdrva az olyan baleseteket, mint a pestisjarvanyok, ha-
boruk, éhinségek stb. Ha Euler kordban a népszamlalasok rogzitették volna az
emberek életkorat (mint Svédorszdgban), akkor ez a feltételezés sziikségtelen
lett volna, és a g egyiitthatokat konnyebben ki lehetett volna szdmitani.

A g talélési egyiitthatok ismeretében Euler azt is megmutatta, hogyan
lehet kiszdmitani az életjaradékok arat az életek utdn. Nem emlitette Halley
vagy de Moivre e témdban rt munkadit. Euler 5%-os kamatldbat és a holland
Willem Kersseboom 4ltal 1742-ben kozzétett élettablat hasznilta.

Nem Euler volt az egyetlen tudds a berlini akadémidn, akit a demogréfia
érdekelt. Kollégdja, Johann Peter Stissmilch 1741-ben németiil publikélta Az
emberi nem vdltozdsainak isteni rendje az emberi nemzedékben, a sziiletések,
a haldlozdsok és a szaporodds dltal cim{ értekezését, amelyet ma az elso,
teljes egészében a demografidnak szentelt értekezésnek tartanak. Siissmilch
1752-ben egy konyvet is irt Berlin vdrosdnak gyors novekedésérdl cimmel.

1761-ben Siissmilch megjelentette értekezésének masodik kiadasat. ,,A
népesség novekedési litemérdl és megduplazodasi idejérdl” cimi fejezetben
szerepelt egy érdekes matematikai modell, amelyet Euler dolgozott ki sza-
mdra. A modell hasonlé volt Fibonacci modelljéhez (1dsd az[I] fejezetet), de
emberi populédciéra vonatkozott. Egy parbol (egy férfi és egy nd) kiindulva,
akik mindketten 20 évesek a 0. évben, Euler feltételezte, hogy az emberek 40
éves korukban meghalnak, és 20 éves korukban hdzasodnak, mikézben min-
den parnak hat gyermeke sziiletik: két gyermek (egy fid és egy lany) 22 éves
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3.2. é4bra.
Siissmilch (1707-1767)

kordban, tovabbi kettd 24 éves kordban, az utolso kettd pedig 26 éves kora-
ban. Az éveket kettesével szamolva ugy, hogy B; a sziiletések szama a 2i-edik
évben, Euler arra a kovetkeztetésre jutott, hogy

Bi=Bi_11+Bi—12+Bi_13 (3.5)

minden i > 1 esetén. A kezdeti feltételek a kovetkezSknek felelnek meg:
B_12=0,B_11=0,B_10=2¢s B; =0 —9 <i < 0esetén. Euler igy ki tudta
szdmitani a sziiletések szamdt, amint az a [3.1] tdblazat mésodik oszlopdban
lathat6. A a 2i-edik évben torténd haldlozasok szama, D;, ekkor megegyezik
a 2i — 40-edik évben torténd sziiletések szamaval: D; = B;_»g i > 10 esetén,
mig i < 9 esetén D; = 0. Ami a 2i-edik évben életben 1év6k P; szamat illeti,
az megegyezik a 2i — 2-edik évben €16k szdmaval, plusz a 2i-edik évben tor-
ténd sziletések szamaval, minusz a 2i-edik évben bekovetkez6 haldlozasok
szamaval: P, = P,_; + B; — D;.

Siissmilch konyvének ez a fejezete egy olyan megjegyzéssel zarul, ame-
lyet mar a Fibonacci-sorozatrdl is meg lehetett volna tenni:

,»Az a nagy rendetlenség, amely Euler tdbldzataban uralkodni lat-
szik, nem akadélyozza meg, hogy a sziiletések szdma ne koves-
sen egyfajta progressziot, amelyet rekurziv sorozatnak neveziink
[...] Barmilyen rendezetlenek is legyenek kezdetben ezek a prog-
ressziok, geometriai progressziéva alakulnak, ha nem szakad-
nak meg, és a kezdet rendetlenségei apranként elhalvanyulnak
és szinte teljesen eltlinnek.”

A konyv nem mond tobbet ennek a populdcids modellnek a matematikdja-
r6l. Euler azonban sokkal messzebbre jutott a modell tanuldnyozdsdban egy
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3.1. tablazat. Euler tablazata.

= — f=1 = = =

0 0 0 2 40 20 0 206 80 86 180 5584

1 2 0 4 41 8 0 214 81 226 252 5558

2 2 0 6 42 2 0 216 82 532 282 5808

3 2 0 8 43 0 2 214 83 1008 252 6564

4 0 0 8 44 0 6 208 84 1568 180 7952

5 0 0 8 45 2 12 198 85 2032 100 9884

6 0 0 8 46 10 14 194 86 2214 42 12056

7 0 0 8 47 30 12 212 87 2032 14 14074

8 0 0 8 48 60 6 266 88 1568 16 15626

9 0 0 8 49 90 2 354 89 1010 56 16580
10 0 2 6 50 102 0 456 90 550 154 16976
11 0 0 6 51 90 0 546 91 314 322 16968
12 2 0 8 52 60 0 606 92 384 532 16820
13 4 0 12 53 30 0 636 93 844 714 16950
14 6 0 18 54 10 2 644 94 1766 786 17930
15 4 0 22 55 2 8 638 95 3108 714 20324
16 2 0 24 56 2 20 620 96 4608 532 24400
17 0 0 24 57 12 32 600 97 5814 322 29892
18 0 0 24 58 42 38 604 98 6278 156 36014
19 0 0 24 59 100 32 672 99 5814 72 41756
20 0 0 24 60 180 20 832 100 4610 86 46280
21 0 2 22 61 252 8 1076 101 3128 226 49182
22 0 2 20 62 282 2 1356 102 1874 532 50524
23 2 2 20 63 252 0 1608 103 1248 1008 50764
24 6 0 26 64 180 0 1788 104 1542 1v568 50738
25 12 0 38 65 100 2 1886 105 2994 2032 51700
26 14 0 52 66 42 10 1918 106 5718 2214 55204
27 12 0 64 67 14 30 1902 107 9482 2032 62 654
28 6 0 70 68 16 60 1858 108 13530 1568 74616
29 2 0 72 69 56 90 1824 109 16700 1010 90306
30 0 0 72 70 154 102 1876 110 17906 550 107 662
31 0 0 72 71 322 90 2108 111 16702 314 124 050
32 0 2 70 72 532 60 2580 112 13552 384 137218
33 0 4 66 73 714 30 3264 113 9612 844 145986
34 2 6 62 74 786 10 4040 114 6250 1766 150470
35 8 4 66 75 714 2 4752 115 4664 3108 152026
36 20 2 84 76 532 2 5282 116 5784 4608 153202
37 32 0 116 77 322 12 5592 117 10254 5814 157 642
38 38 0 154 78 156 42 5706 118 18 194 6278 169558
39 32 0 186 79 72 100 5678 119 28730 5814 192474
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kéziratban, amelynek cime Az emberi faj szaporoddsdrol, és amely életében
kiadatlan maradt. A B; = cr' alakd, azaz geometriai ndvekedést mutaté
egyenlet megolddsat keresve, egyszer(isités utan egy 13. fokd polinomegyen-
letet kapott:

P =rtr+l. (3.6)

Egy r = 1 kozeli megoldast keresett, és a r'> kiszdmitdsdhoz egy logaritmus-
tablazatot hasznalva észrevette, hogy

0,212 r=1,09
1+ + 27 13% s 9 ) 9
A -0,142, r=1,10.

Tehit a (3.6) egyenlet gycke 1,09 és 1,10 kozott van. Euler az 147472 —r'3
fliggvényt ezen az intervallumon egy vonalszakasszal kozelitve kapta, hogy
0,142 1,0940,212 x 1,10

~ ~ 1,0960 .
d 0.142+0212 09

Mivel az éveket kettesével szdmoljuk, a sziiletések szdmit minden évben
megszorozzuk +/r-rel. Ez a szdm n évente megduplazédik, ha (\/r)" = 2, az-
az minden n = 2 log2/logr ~ 15 évben. Mivel aszimptotikusan B; ~ cr', és
mivel D;, a haldlozdsok szdma a 2i-edik évben B;_»-szal egyenld, azt kapjuk,
hogy D; =~ B;/r?", r*° a2 6,25 értékkel. A sziiletések szama koriilbeliil hatszo-
rosa a haldlozdsok szdmanak. Mivel a 2i-edik évben €16k szdma, P;, egyenld
B;+B;_1+---+ B;j_19-vel, azt is megkapjuk, hogy

B 1 1 -2
P~ B; 1+;+"'+r@ =Bim~9,593i-

A teljes népesség koriilbeliil tizszerese a sziiletések szamanak.

Bonyolultabb annak bizonyitdsa, hogy a tdbldzatban ldthat6 (B;)
sorozat valéban 7’-hez hasonléan novekszik aszimptotikusan. Abraham
de Moivre rekurziv sorozatokkal foglalkoz6 munkdja 6ta ismert, hogy
az

g .
f(x) = ZBixl )
i=0

generdtorfiiggvény bevezetésével az f(x)-et raciondlis fiiggvényként fe-
jezhetjik ki. Euler 1748-ban a Bevezetés a végtelen analizisébe cimii
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miivében magyardzta el a médszert: a (3.3) rekurziv relcié a

flx)= ZBixl + Z (Bi—11 +Bi—12+Bi_13)x'
i=0 =13

=2x 422+ 2 +2x2 4 fx) (2 412 4x13)
egyenldséget adja. Tehat

2x42x2 +2x3 +2x12
T 12,13

f(x)

Euler tudta, hogy egy ilyen raciondlis fiiggvényt fel lehet bontani az

ai a3
fW=1—xt it
X1 X13
formdban, ahol az xi, ..., x13 szdmok az 1 —x'! —x!12 —x13 = 0 egyenlet

valds vagy komplex gyokei. Tehat

X i X i
f(X):z;)al (M) +-tan (m) :

Mivel B; az x' egyiitthatéja f(x)-ben, Euler azt kapta, hogy

ai ais Ak

~
~

S AR TS T e

amint { — +oo, ahol x; a legkisebb modulusu gyok. Més széval, B; ten-
dencidja geometrikusan novekszik, mint (1/x;)". Meg kell még jegyez-
niink, hogy x; akkor és csak akkor az 1 —x!'! —x!2 — x!3 = 0 egyenlet
gyoke,har=1/x; a egyenlet gyoke. A bizonyitas egyes részleteit
végiil Gumbel 1916-ban tisztazta.

B =

Siissmilch 1765-ben adta ki értekezésének harmadik kiadasat, és 1767-
ben Berlinben halt meg. A porosz kirdllyal rossz viszonyban 1év6 Euler 1766-
ban visszatért Szentpétervarra. Annak ellenére, hogy elvesztette latasat, fiai és
munkatdrsai segitségével tovdbbra is szdmos miivet publikdlt, kiillondsen az
algebra, az integralszamitas, az optika és a hajéépités témakorében. Az 1760
és 1762 kozott Berlinben irt Levelek a természetfilozdfia kiilonbozd témdirol
egy német hercegnéhoz cimezve cimi irdsa 1768 és 1772 kozott jelent meg,
és Eurdpa-szerte bestsellerré valt. Euler 1783-ban halt meg Szentpétervaron.
A matematikai demografidhoz valé hozzdjaruldsat, kiilondsen az exponencia-
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lisan novekvé népességben a stabil korfardl sz6l6 elemzését csak a huszadik
szdzadban fedezték fel djra (1dsd a[I0] és[21] fejezeteket).
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4. fejezet

Daniel Bernoulli, d’Alembert és a himl6 elleni ino-
kulacio (1760)

( 1760-ban Daniel Bernoulli irt egy cikket a himl6 modellezésérdl. Abban R

az id6ben sok vita volt az oltds koriil, amelynek alkalmazdsa megvéd-
hette az embereket, de haldlos is lehetett. Halley élettdblazatat és néhany
himl6re vonatkozé adatot hasznalt fel, hogy kimutassa, hogy az oltés ak-
kor elényos, ha a haldlozas kockdzata kisebb, mint 11%. Az oltds akar
hérom évvel is novelheti a sziiletéskor varhaté élettartamot. D’ Alembert
biralta Bernoulli munkdjat, amely az elsé matematikai modell volt a jar-
vanytanban.

%

Daniel Bernoulli 1700-ban sziiletett a hollandiai Groningenben. Csaladja-
ban mar két hires matematikus volt: édesapja, Johann Bernoulli és nagybaty-
ja, Jakob Bernoulli. Johann 1705-ben a svdjci Bazelbe koltozott, ahol elfog-
lalta a Jakob haldldval megiiresedett professzori allast. Johann nem akarta,
hogy fia matematikdt tanuljon. Daniel ezért az orvostudomdny felé fordult,
és 1721-ben a 1é€gzésrdl irt dolgozatdval megszerezte a doktori cimet. Ve-
lencébe koltozott, és a matematikaval kezdett foglalkozni, 1724-ben pedig
konyvet adott ki. Miutdn még ugyanabban az évben elnyerte a Parizsi Tu-
domanyos Akadémia dijat A homokora tokéletességérdl a tengeren lévd ha-
Jjon cim esszéjéért, professzori dlldst kapott az Gj Szentpétervari Akadémidn.
Ezekben az években kiilonosen a rekurziv sorozatokkal, illetve a valoszin{i-
ségelméletben a ,,szentpétervari paradoxonnal” foglalkozott. 1733-ban Dani-
el Bernoulli visszatért a bazeli egyetemre, ahol egymads utdn botanikat, fizio-
16giat és fizikat tanitott. 1738-ban publikdlta a folyadékdinamikarol sz6l6, a
fizikatorténetben hiressé valt konyvét. 1753 koriil Eulerrel és d’ Alembert-rel
egy id6ben kezdett el érdekldni a rezgd hiirok probléméja irant, ami jelentds
matematikai vitat valtott ki.

1760-ban benytjtotta a parizsi Tudomédnyos Akadémidnak a Kisérlet a
himld okozta haldlozds és a megeldzésre szolgdlo inokuldcio eldnyeinek iij
elemzésére ciml munk4jat. A kérdés az volt, hogy az inokulaciét (a kevésbé
virulens himl6 kis mennyiségének onkéntes bejuttatdsa a szervezetbe a késéb-
bi fertézések elleni védelem érdekében) 6sztondzni kell-e, még akkor is, ha
ez a miivelet néha haldlos. Ez a technika Azsidban mar régéta ismert volt, és
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4.1. ébra.
Daniel Bernoulli
(1700-1782)

1718-ban Anglidban is bevezette Lady Montagu, az Oszman Birodalomba de-
legdlt brit nagykovet felesége. Franciaorszdgban, annak ellenére, hogy XIV.
Lajos legid6sebb fia 1711-ben himl6ben meghalt, vonakodva fontolgattik az
inokuldciét. Voltaire, aki 1723-ban tilélte a himl&t, és aki tobb évig élt szam-
izetésben Anglidban, megfigyelve a legijabb djitdsokat, 1734-ben megjelent
Filozofiai levelek cimi frdsdban az inokuldcié mellett érvelt. La Condamine
francia tudés, aki szintén tdlélte a himl6t, 1754-ben a périzsi Tudomanyos
Akadémian az inokuldcié mellett érvelt.

Miel6tt 1759-ben Bazelben elhunyt, Maupertuis arra 0sztonozte Daniel
Bernoullit, hogy matematikai szempontbdl tanulményozza az inokulacié kér-
dését. Pontosabban, a feladat az volt, hogy megtaldlja a médjat annak, hogy
az inokulécié hosszu tavi hasznat hogyan lehet 6sszehasonlitani az azonnali
haldlozasi kockdazattal. Bernoulli e célbdl a kovetkezd egyszersits feltevése-
ket tette:

P

* a himldvel elszor megfert6z6dott emberek p valdszintséggel halnak
meg (életkortdl fiiggetleniil) és 1 — p valdszinliséggel maradnak élet-
ben;

¢ mindenki g valdszintiséggel fert6zddik meg egy adott évben; pontosab-
ban, annak valdszintisége, hogy egy egyén x életkor €s x + dx életkor
kozott megfertézddik, g dx, ahol dx egy végteleniil kicsi id6tartam;

* a himl6t tdléls emberek életiik végéig védettek az ujabb fertézésekkel
szemben (immunizdlva vannak).

P

Legyen m(x) az x életkorban a himl&tdl eltérd okok miatt bekovetkez6 hald-
lozas: annak valdésziniisége, hogy egy egyén az x életkor és az x + dx életkor
kozotti végteleniil kicsi dx id§ alatt meghal, m(x) dx. Tekintsiik azonos év-
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ben sziiletett emberek egy Py 1étszamu csoportjat, alkalmazzuk a kovetkezd
jeloléseket:

* S(x) azon ,,fogékony” emberek szdma, akik x életkorban még életben
vannak anélkiil, hogy valaha is megfertéz6dtek volna himlével;

* R(x) azoknak az embereknek a szdma, akik x életkorban élnek, és akik
tulélték a himlét;

* P(x) = S(x) + R(x) az x életkorban €16 emberek teljes szdma.

A sziiletés az x = 0 életkornak felel meg. Tehdt S(0) = P(0) = Py és R(0) = 0.
A XVII. szazad végén Newton, Leibniz és kés6bb apja altal kifejlesztett sza-
mitdsi médszereket alkalmazva Daniel Bernoulli észrevette, hogy x és x + dx
életkor kozott (ahol dx végteleniil kicsi) minden fogékony egyénnek gdx va-
16szindisége van arra, hogy himlgvel fert6z6dik, és m(x) dx valdsziniisége van
arra, hogy mas okbdl hal meg. Tehat a fogékony emberek szamanak valtozasa
dS = —Sqdx— Sm(x)dx, ami a kovetkez6 differencidlegyenlethez vezet

ds

= qgS—m(x)S. 4.1)
Ebben az egyenletben dS/dx az S(x) fiiggvény derivéltja. Ugyanezen kis id6-
intervallum alatt a himl&ben elhunytak szdma pSqgdx, és a himl6t tilélék
szdma (1 — p) Sqdx. Tovdbbd vannak olyan emberek is, akik nem himlében
halnak meg Rm(x)dx. Ez egy masik differencidlegyenlethez vezet:

dR
= =q(l—p)S—m(x)R. 4.2)
A két egyenletet 6sszeadva kapjuk, hogy
dpP
— =—pgS— P. 4.3
2 = PasS—ml(x) (4.3)

A @.1) és {@.3) egyenletekbdl Bernoulli ki tudta mutatni, hogy az x életkorban
még fogékony emberek ardnya
S(x) 1

Po)  (I_pertp “4)

A @.4) képletet tgy kapta Bernoulli, hogy a (4.1)) és (@.3) egyenletekbdl
kifejezte az m(x) értéket:
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Atrendezés utan

P P~ dptPilp

1ds S dP S S\?
Pdx P?dx P

adédik. Eszrevehetjiik, hogy a bal oldalon szerepld kifejezés az f (x) =
S(x)/P(x) fiiggvény deriviltja, ahol f(x) a fogékony emberek ardnya az
x kortd népességben. Tehat

fl—f =—q/+pqf’. 4.5)
X

Az ilyen tipusi egyenletek megolddsa mar tobb évtizede ismert volt,
koszonhetéen Jakob Bernoulli, Daniel nagybétyja munkdssaganak. Ha
az egyenletet elosztjuk f2-tel, bevezetjiik a g(x) = 1/f(x) jelolést, akkor
azt 1atjuk, hogy dg/dx=qg— pg éshogy g(0) = 1/f(0) = 1. Bevezetve
a h(x) = g(x) — p jelolést, dh/dx = qh adédik. Igy h(x) = h(0)e?* =
(I—p)et*. Végiil g(x) = (1 —p) et +pés f(x) = 1/g(x).

Elméletének alkalmazasdhoz Bernoulli Halley élettablajat hasznalta (1asd
a[l] fejezetet). Ez a tabldzat az x-edik év elején még életben 1évS emberek szé-
mat adja meg (x = 1,2,...) a 0. évben sziiletett 1238-0s kohorszbdl. Modell-
jében azonban Bernoullinak azon emberek P(x) szdmdra volt sziiksége, akik
ténylegesen elérik az x életkort, ami némileg mas. Mivel Bernoulli — mint kor-
tarsai tobbsége — nem ismerte fel a kiillonbséget (Halley cikke valéban nem
tdl egyértelmii), megtartotta a Halley tablazatdban szerepld szamokat, kivéve
az els6 szamot, az 1238-at, amelyet 1300-ra cserélt, hogy realisztikus halan-
désagot kapjon az els6 életévben. Ezek a szdmok a tdblazat masodik
oszlopédban szerepelnek.

Bernoulli a himl6ben valé elhaldlozds valészinliségét p = 1/8 =
12,5%-nak valasztotta, ami 6sszhangban van a korabeli megfigyelésekkel. A
himl6ben valé megbetegdés éves valdszintiségét (¢) nem lehetett kozvetleniil
megbecsiilni. Ezért Bernoulli valészintileg tobbféle értéket probalt ki g-ra, és
végiil azt vélasztotta ki, amelynél a himl6 okozta haldlesetek szdma az 6sszes
alabbi szamitds utdn az 6sszes haldlesetnek koriilbeliil 1/13-a. Ezt az ardnyt
akkoriban tobb eurdpai varosban is megfigyelték. A g = 1/8/év vilasztasrdl
kideriilt, hogy jol illeszkedik, amint azt most latni fogju

A képlet és a tabldzat méasodik oszlopdban szerepls P(x) értékek se-
gitségével kiszamithatjuk az x kord fogékony emberek szamat, S(x)-et: ez a
tdblazat harmadik oszlopa a legkozelebbi egész szdmra kerekitve. A negye-

Az, hogy p és g egyenld, csak véletlen egybeesés.
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4.1. tablazat. Halley élettablaja és Bernoulli szdmitésai.

Eletkor El6k Fogékonyak Immunisak Himldhaldlozds Himld nélkiil
x  Px) S(x) R(x) P*(x)
0 1300 1300 0 17,2 1300
1 1000 896 104 12,3 1015
2 855 685 170 9,8 879
3 798 571 227 8,2 830
4 760 485 275 7,0 799
5 732 416 316 6,1 777
6 710 359 351 5,2 760
7 692 311 381 4,6 746
8 680 272 408 4,0 738
9 670 238 432 3,5 732

10 661 208 453 3,0 726
11 653 182 471 2,7 720
12 646 160 486 2,3 715
13 640 140 500 2,1 711
14 634 123 511 1,8 707
15 628 108 520 1,6 702
16 622 94 528 1,4 697
17 616 83 533 1,2 692
18 610 72 538 1,1 687
19 604 63 541 0,9 681
20 598 55 543 0,8 676
21 592 49 543 0,7 670
22 586 42 544 0,6 664
23 579 37 542 0,5 656
24 572 32 540 649
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dik oszlop a himl6t tiléls x évesek szamdt, R(x) = P(x) — S(x)-et mutatja.
Az 6todik oszlop az x életkornak megfeleld sorban a himlé okozta haldlese-
tek szdmdt mutatja az x és x + 1 életkor kozott. Elméletileg ezt a szdmot a
pq f;“ S(r)dt, integrallal kapjuk meg, de a pg[S(x) +S(x+1)]/2 képlet j6
kozelitést ad, ahogyan a[4.2] dbran l4thaté: a trapéz teriilete kozel van a gérbe

alatti teriilethez, azaz a fiiggvény integraljdhoz.

4.2. dbra. A szaggatott tra-
péz teriilete az S fliggvény
integraljat kozeliti x és x +
1 kozott.

Bernoulli észrevette, hogy az 6todik oszlopban szerepld szamok Osszege
98 himl6 okozta haldlesetet ad 24 éves kor el6tt. Ha folytatndnk a tdbldzatot
az 1d&sebb korosztalyokra, akkor a 24 éves korban még fogékony 32 ember
kozott csak harom tovabbi himld okozta halalesetet talalnank. Osszefoglalva,
1300 sziiletésbdl kiindulva 101 ember sorsa az, hogy himlében hal meg. Ez
majdnem pontosan a vart 1/13-as ardnynak felel meg.

Bernoulli ekkor azt a helyzetet vizsgalta, amikor sziiletéskor mindenkit
inokulalnak himld ellen, és az nem okoz halalesetet. A himl6t eradikalnak, és
a kérdés az, hogy megbecsiiljiik a varhat6 élettartam ndvekedését. Ugyanab-
bél a Py sziiletésszambol kiindulva nevezziik P*(x)-nek az x évesek szdmadt a
himl® elttinésének idépontjaban. Ekkor

dP*
= —m(x) P*. (4.6)
Bernoulli meg tudta mutatni, hogy
P
P = @.7)
l—p+peir

ahol P(x) a fentiek szerint az x kort népesség, amikor a himlé még jelen van.
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ValGban, a korabbiakhoz hasonléan a (4.6) és egyenletekbdl m(x)
kifejezésével Bernoulli az atrendezés utan a kovetkezSket kapta:

tar_pPar__ SP

Bevezette a h(x) = P(x)/P*(x) fiiggvényt. A (4.4) képletet haszndlva
megszorozta a szamlalot és a nevezdt e~ 9*-szel, és az

1 dh e 1*
hdx pql—p—i—pe—q"’
eredményt kapta, ami ekvivalens a % logh= % log(1—p+pe~9%) egyen-

16séggel, ahol log a természetes alapu logaritmust és nem a tizes alapu
logaritmust jelenti. Azonban #(0) = 1. Tehét h(x) =1 — p+ pe 9%,

Figyeljiik meg, hogy a P(x)/P*(x) ardny 1 — p-hez tart, ha az x életkor
elég nagy. A tabldzat hatodik oszlopa a P*(x) értéket mutatja. A P(x)
és a P*(x) osszehasonlitdsdnak egyik médja a sziiletéskor varhaté élettartam
becslése, amelynek elméleti kifejezése himlGvel egyiitt a kovetkezd:

1 =

— P(x)dx .

Py Jo
Hasonl6 kifejezés a P(x) helyett P*(x)-szel a himl6 nélkiil is érvényes. Ber-
noulli az [1P(0) + P(1) + P(2) + - --] /Py kozelits képletet haszndlta, amely a
trapézmodszer segitségével adédik (4.2] dbra). Folytatva a tdblazatot 24 éven
til egészen 84 évig (lasd [2.1] tabldzat), végiil a himl§ jelenlétében vérhato
élettartam E értékét [1 x 13004 1000+ - - - +20] /1300 ~ 26,57 évnek, azaz
26 évnek és 7 hénapnak kapta. Himl6 nélkiil a varhat6 élettartam E* értéke
[5x 130041015+ --+23]/1300 a2 29,65 év, azaz 29 év és 8 hénap. A szii-
letéskori inokulécié tobb mint hdrom évvel ndvelné a varhaté élettartamot.

Megallapithatjuk, hogy a Bernoulli altal hasznaltnal 1étezik egy egy-
szerlibb és gyorsabb médszer, hogy megkapjuk ezeket a képleteket. Az
S(x)-re vonatkoz6 differencidlegyenletbl kiindulva el8szor is azt
latjuk, hogy

S(x) = Pye " exp (— /0 ") dy> .

Ezt a kifejezést az R(x)-re vonatkozé (4.2) egyenletben haszndlva azt
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taldljuk, hogy
X
RO =1 p) (1= #exp (= [miar)
A P*(x)-re vonatkoz6 (4.6) egyenlet szerint

P*(x) = Pyexp ( [ mo dy) . “8)

A (4.4) és (.7) képletek azonnal kovetkeznek!

Természetesen a himlé kevésbé virulens torzsével val6 inokuldcié nem
teljesen biztonsdgos. Ha p’ annak a valGsziniisége, hogy valaki kdzvetleniil
az inokuldcié utdn meghal himlében (p’ < p), akkor a vdrhat6 élettartam
(1 — p')E* lenne, ha mindenki sziiletéskor 4tesne az inokuldcién. Ez a vér-
haté élettartam magasabb marad, mint a természetes varhat6 élettartam E, ha
p' < 1—E/E* vagy kériilbeliil 11%. A p’-re vonatkozé adatokat akkoriban
nehéz volt megszerezni. Bernoulli azonban tgy becsiilte, hogy a p’ kocka-
zat kisebb, mint 1%. Szdmdra nem volt kétséges: az inokul4cidt az dllamnak
tdmogatnia kell. Kovetkeztetése szerint:

»~Bgyszerlen csak azt kivanom, hogy egy olyan kérdésben, amely
ilyen szorosan érinti az emberi faj jOlétét, ne sziilessen dontés
mindazon tudds nélkiil, amelyet egy kis analizis és szdmitas nyujt-
hat.”

Bernoulli munk4jat 1760 4prilisdban mutatta be a périzsi Tudoményos
Akadémidn. Novemberben d’ Alembert bemutatta A valdsziniiségelméletnek
a himlé elleni inokuldciora valo alkalmazdsdrol cimt kommentarjat. A kom-
mentdr nem sokkal késobb megjelent az Opuscules mathématiques masodik
kotetében, részletesebb szamitdsokkal és egy masik, Az inokuldcio matema-
tikai elmélete cimli munkdjaval egyiitt. D’ Alembert birdlta Bernoulli felté-
telezéseit, miszerint a fert6zés valdszintisége és a himlében val6 elhaldlozas
valoszintisége fiiggetlen az életkort6l. Mds megoldast javasolt, amely nem
igényli ezeket a feltevéseket. Jelolje v(x) a himl§ okozta haldlozdst x élet-
korban, m(x) az egyéb okok miatti haldlozdst és P(x) a még életben 1évSk
szamat, igy

dP
—= v(x)P—m(x)P. 4.9)

Osszehasonlitva a (4.3) egyenlettel lathatjuk, hogy v(x) = pgS(x)/P(x). Igy
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azt kapjuk, hogy
P*(x) = P(x) exp < /O V() dy> , (4.10)

ahol P*(x) az x életkord emberek szamat jeloli, amikor a himl§ elttint a popu-
laciébol.

4.3. ébra.
D’Alembert (1717-1783)

Val6ban, vagy behelyettesithetjiik az m(x) fiiggvényt az és (4.9)
egyenletekbe, vagy alkalmazzuk a képletet P*(x)-re, és észreve-
hetjiik, hogy megoldésa a kovetkezSképpen adddik:

P =roexp (- [ D0)+moay).

A d’Alembert dltal megadott (#.10) képlet nem mond ellent Bernoulli
-es képletének, csak mds tipust informdciét hasznal v(x)-re, amely akko-
riban nem allt rendelkezésre, mivel a halotti anyakonyvek a haldl okat tartal-
maztdk, de az dldozat életkordt nem. D’ Alembert Ggy vélte, hogy val6éjaban
nem lehet kovetkeztetni arra, hogy az inokulacié hasznos-e, amig ilyen tipusi
adatok nem allnak rendelkezésre.

D’ Alembert kritizélta a varhaté élettartam mint dontési kritérium hasz-
nossagét is, mivel az minden évnek ugyanolyan sulyt ad, akér a kozeli, akar
a tavoli jovében van. Megjegyezte, hogy az egyén vagy az dllam szempont-
jabdl nem minden évnek van ugyanolyan ,,hasznossaga”, a fiatal és az id6s
életkor kevésbé értékes, mint az atlagos életkor. Mindezen kritikak ellenére
d’ Alembert az inokuldcié mellett foglalt allast.

A publikicié késedelme miatt Bernoulli munkdja csak 1766-ban jelent
meg, mig d’Alembert-nek sikeriilt nagyon gyorsan kiadnia sajat munk4jat.
Bernoulli Eulernek irt levelében fejezte ki kesertiségét:
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,,Mit sz6l a nagy d’ Alembert hatalmas kozhelyeihez a valészind-
ségekrol: mivel til gyakran érzem magam igazsagtalanul kezelve
a publikdcidiban, mar egy ideje elhatdroztam, hogy nem olvasok
tobbé semmit, ami az 6 tolldbdl szdrmazik. Ezt a dontést egy
inokuldcidrol sz616 kézirat kapcsan hoztam, amelyet nyolc évvel
ezel6tt kiildtem el a parizsi Akadémidnak, és amelyet az elemzés
Ujszerlisége miatt nagyra értékeltek. Merem éllitani, hogy olyan
volt, mintha egy j tartomdnyt épitettek volna be a matematika
testébe. Ugy tiinik, hogy ennek az tij analizisnek a sikere szivfaj-
dalmat okozott neki. Ezerféleképpen kritizélta azt, mind egyfor-
man nevetséges, és miutan jol megkritizaltik, Ggy tesz, mintha &
lenne az elsé szerzdje egy olyan elméletnek, amelyrdl éppen csak
hallott. O azonban tudta, hogy kéziratom csak mintegy hét-nyolc
év miilva jelenhet meg. Csak az Akadémia tagjaként lehetett tu-
domadsa réla. Ebbdl a szempontbdl a kéziratomnak szentnek kel-
lett volna maradnia, amig nyilvdnossdgra nem hozzdk. Dolus an
virtus quis in hoste requirat?’ﬂ

Bernoulli és d’Alembert munkai ellenére az inokuldciét nem végezték
széles korben Franciaorszagban. XV. Lajos kirdly 1774-ben himl6ben halt
meg. Az udvari orvosok nem sokkal késébb beoltottdk a kirdlyi csalad tob-
bi tagjat. A probléma akkor vesztette el jelentségét, amikor Edward Jenner
felfedezte, hogy a tehénhimld elleni inokuldcié (,,vakcindzas”) véd a him-
16 ellen, és biztonsdgos. A Variola vaccina okainak és hatdsainak vizsgdlata
cim@i munk4jit 1798-ban adtdk ki. A védGoltds gyorsan elterjedt egész Eu-
ropdban. Mindazondltal a varhat6 élettartam egy haldlok megsz(inése miatti
novekedésének kiszamitisara kidolgozott médszereket ma is hasznaljak.

A kovetkezo évtizedekben elérhetévé valtak a himl6ben meghaltak élet-
koréara vonatkoz6 adatok. A problémat midenekel6tt a kovetkezSk vizsgaltak
a késdbbiekben:

¢ Johann Heinrich Lambert, a berlini akadémia matematikusa 1772-ben;

« Emmanuel-Etienne Duvillard, aki akkoriban a périzsi beliigyminisz-
tériumban a népességstatisztikaért felelt, az Elemzés és tdbldzatok a
himldnek az egyes életkorokban bekovetkezd haldlozdsra gyakorolt ha-
tdsdrol ciml munkdjaban (1806);

* Pierre-Simon Laplace A valdsziniiség analitikus elmélete ciml mivé-
ben (1812).

2 Csel vagy férfierd, ellenségnél ki keresné?” Vergilius: Aeneis, II. ének, Lakatos Istvan for-
ditasa.
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Duvillard és Laplace példaul megmutatta, hogyan lehet médositani a (4.7))
képletet, ha a p és g paraméterek az életkortdl fiiggenek:

i P(x)
Pix) = 1— (* ~a@dz gy
Jor(a(y)e y

Itt p(x) annak a val6szintisége, hogy x életkorban megfert§zGdve himlGben
halunk meg, ¢(x) pedig annak a valdszintisége, hogy x életkorban himlGvel
fert6z6diink.

A himlével kapcsolatos munkdja utdn Daniel Bernoulli nem foglalkozott
mads populdciddinamikai problémaval. Bazelben halt meg 1782-ben. D’ Alem-

s 2z

bert egy évvel késébb halt meg Périzsban.
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5. fejezet

Malthus és a mértani novekedés akadalyai (1798)

( Malthus 1798-ban adta ki Tanulmdny a népesedés torvényérdl cimd ira- R
sat, amelyben azt allitotta, hogy az élelmiszerellatds nem tudja hosszu
ideig kovetni az emberi népesség természetes tendencidjat, az exponen-
cidlis novekedést. Ha a népesség viszonylag dllandé maradt, az azért
volt, mert az emberiség nagy része élelmiszerhidnyban szenvedett. Mal-
thus a ,,népesedési elvet” Godwin és Condorcet irdsaival szembeni érv-
nek tekintette, amelyek az emberi tdrsadalmak fejlédését hangsilyoz-
tdk. Malthus esszéje befolydsolta Darwin és Wallace evolicidelméletét,
Marx pedig kritizalta, de a kinai egykepolitikdval a gyakorlatban is meg-

\_ valGsult. P,

Thomas Robert Malthus 1766-ban sziiletett London kozelében, hét gyer-
mek koziil hatodikként. Els6 tandra apja volt, Jean-Jacques Rousseau ba-
ritja és csodéléja. A fiatal Malthus 1784-ben kezdett matematikdt tanulni
a Cambridge-i Egyetemen. Diplomajat 1791-ben szerezte meg, 1793-ban a
Jesus College 6sztondijasa, 1797-ben pedig anglikan pap lett.

5.1. é4bra.
Malthus (1766-1834)

1798-ban Malthus névteleniil publikalt egy konyvet Tanulmdny a népese-
dés torvényérdl, ahogyan az hatdst gyakorol a tdrsadalom jovendd tokélete-
sedésére, megjegyzések Godwin, M. Condorcet és mds szerzok spekuldcioirol
cimmel. A mli Godwin Vizsgdlat a politikai igazsdgossdgrol (1793) és Con-
dorcet Az emberi szellem fejlddésének vdzlatos torténete (1794) cimli miive
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ellenében sziiletett. A francia forradalom &ltal a haladas nevében elkovetett
borzalmak ellenére a két szerz§ azt allitotta, hogy a tarsadalom fejlédése elke-
riilhetetlen. Malthus nem osztotta ezt az optimizmust. O is azzal érvelt, hogy
az angol szegénytorvények, amelyek a szegény, sokgyermekes csalddokat se-
gitették, a népesség novekedésének kedveztek anélkiil, hogy az élelmiszer-
termelés hasonlé mértékii novekedését osztonozték volna. Ugy tiint szamara,
hogy ezek a torvények nem igazan segitették a szegényeket, éppen ellenkez6-
leg. Altaldnosabban sz6lva, mivel a népesség jellemzden mindig gyorsabban
ndtt, mint az élelmiszer-termelés, Ggy tlint, hogy a tdrsadalom egy része nyo-
morra, éhezésre és jarvanyokra van itélve: ezek azok a csapdsok, amelyek
lassitjdk a népesség novekedését, €s amelyek Malthus véleménye szerint a
tarsadalom fejlédésének legfébb akadalyai. A fejlédést igérd elméletek mind
csak utdpidk. Ezek a gondolatok vezették Malthust arra, hogy 1798-ban kiad-
ja konyvét. Téziseit igy foglalta 6ssze:

[...] ,,a népesség ereje végteleniil nagyobb, mint a foldben 1é-
v6 erd, amely képes megélhetést biztositani az ember szdmadra.
A népesség, ha nem fékezziik, mértani ardnyban novekszik. A
megélhetés csak szdmtani ardnyban novekszik. A szamok isme-
rete megmutatja, hogy az elsé hatalom milyen hatalmas a ma-
sodikhoz képest. Természetiink azon torvénye alapjan, amely az
ember életéhez a tapldlékot teszi sziikségessé, e két egyenlStlen
erd hatdsat egyenlGen kell tartani. Ez a népességnek a megélhe-
tés nehézségeibdl fakadé erds €s dllandéan miikodd fékét jelenti.
Ennek a nehézségnek valahol kell jelentkeznie; és sziikségszert-
en az emberiség nagy része silyosan meg kell, hogy érezze.”

Malthus konyve nagyon sikeres volt. Kevés adatot tartalmazott. Malthus pél-
ddul észrevette, hogy az USA népessége a tizennyolcadik szdzadban huszontt
évenként megdupldzddott. Nem igazdn probalta meg téziseit matematikai mo-
dellekbe éatiiltetni, de kikdvezte az utat Adolphe Quetelet és Pierre-Francois
Verhulst késébbi munkadi elétt, amelyekrdl a kdvetkezd fejezetben lesz sz6.
Konyve megjelenése utdn Malthus bardtaival el6szor Németorszdgba,
Skandindvidba és Oroszorszagba, majd Franciaorsziagba és Svéjcba utazott.
Az utazdsai sordn Osszegy(jtott informéciokat 6sszegytjtve 1803-ban sajit
neve alatt egy igencsak kibgvitett masodik kiadast jelentetett meg, mas alcim-
mel: Tanulmdny a népesedés torvényérdl, vagy annak az emberi boldogsdgra
gyakorolt miiltbeli és jelenlegi hatdsainak dttekintése, valamint a népesség dl-
tal eldidézett bajok jovébeni megsziintetésére vagy enyhitésére vonatkozo ki-
ldtdsaink vizsgdlata. Ez az Gj kiadas részletesen targyalta a kiillonb6z6 orsza-

2 2zt

gokban a népességndvekedés akaddlyait: a késdi hazassagkotést, az abortuszt,
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a gyermekgyilkossdgot, az éhinséget, a habortt, a jarvanyokat, a gazdasagi
tényezdket. .. Malthus ugy vélte, a késbi hazassagkotés a legjobb lehetdség
a népesség stabilizdlasara. A konyv négy tovabbi kiadasa jelent meg 1806-
ban, 1807-ben, 1817-ben és 1826-ban. 1805-ben Malthus a torténelem és a
politikai gazdasdgtan professzora lett egy uj iskoldban, amelyet a Nyugat-
indiai Tarsasdg hozott 1étre alkalmazottai szdmara. Megjelentette A bérleti
dij természetének és fejlédésének vizsgdlata (1815) és A politikai gazdasdg-
tan alapelvei (1820) ciml munkait is. Malthust 1819-ben a Kirdlyi Tarsasag
tagjava valasztottdk. 1834-ben a Statisztikai Tarsasag egyik alapité tagja volt.
Ugyanebben az évben halt meg Bath kozelében.

Malthus munkdssdga nagy hatdssal volt az evoliciéelmélet kialakuldséra.
Charles Darwin a Beagle fedélzetén tett dtjar6l visszatérve 1838-ban elolvas-
ta Malthus népességrol szol6 konyvét. Az aldbbiakat irta az 1859-ben meg-
jelent A fajok eredete a természetes kivdlasztds utjdn cimi hires konyvének
bevezetdjében:

A kovetkezo fejezet a 1étért folyo kiizdelmet vizsgélja, amely a
vilag minden él61ényét érinti, és kikeriilhetetlen kovetkezménye
annak, hogy mértani haladvany szerint szaporodnak. Ez Malthus
tanitdsa, alkalmazva az egész dllati és novényi vildgra.”

Alfred Russel Wallace, aki Darwinnal egy id6ben dolgozta ki az evolicié
elméletét, szintén azt mondta, hogy az § 6tletei Malthus konyvének elolvasdsa
utén sziilettek.

Ezzel szemben all Karl Marx alldspontja Malthus konyvének sikerérdl,
amint az a Téke egyik ldbjegyzetében olvashato:

,Ha az olvas6 Malthusra emlékeztetne, akinek »Essay on Popu-
lation«-ja 1798-ban jelent meg, akkor én arra emlékeztetem, hogy
ez az irés elsd formdjdban nem mads, mint iskoldsan feliiletes és
paposan fellengés plagium Defoe, Sir James Steuart, Townsend,
Franklin, Wallace stb. miiveibdl, és egyetlenegy 6nallé tételt sem
tartalmaz. Az a nagy feltlinés, amelyet e ropirat keltett, csupan
partérdekekbdl fakadt. A francia forradalom a brit kirdlysdgban
szenvedélyes védelmezdkre taldlt; a »népesedési elvet«, amelyet
a XVIII. szdzadban fokrdl fokra dolgoztak ki, majd egy nagy
tarsadalmi valsdg kozepette sippaldobbal Condorcet és masok
tanainak biztos ellenmérgévé nyilvanitottak, az angol oligarchia
ujjongva koszontotte, mint az emberi tovabbfejlédésre iranyuld
vagyak nagy kioltéjat. Malthus, aki nagyon csoddlkozott sike-
rén, ezutdn hozzdlatott, hogy a régi sémat megtomje feliiletesen
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Osszeszedett anyaggal, és 4j, de nem Malthus altal felfedezett,
hanem 4ltala csak birtokba vett dolgokat tegyen hozza.”

Malthus tézisei természetesen nem voltak teljesen Gjak. Példaul azt a gondo-
latot, hogy a népesség mértani novekedésre hajlamos{ﬂ gyakran neki tulajdo-
nitjak, noha a[3] fejezetben lttuk, hogy ezt a gondolatot mar fél évszazaddal
kordbban Euler is ismerte. Malthus azonban azzal adott neki nyilvdnossa-
got, hogy polemikus médon valédi jogalkotasi problémékhoz kototte. Ironi-
kus médon Malthusnak a sziiletések korlatozasara vonatkozé javaslata éppen
a kommunista Kindban taldlta meg a legldtvanyosabb alkalmazasat (14sd a
5] fejezetet).
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6. fejezet

Verhulst és a logisztikus egyenlet (1838)

Verhulst belga matematikus 1838-ban vezette be a logisztikus egyenle-
tet, amely az exponencidlis ndvekedés egyenletének egyfajta dltaldno-
sitdsa, de a népesség maximalis értékével. Az ismeretlen paraméterek
becsléséhez tobb orszag, elsésorban Belgium adatait hasznélta fel. Ver-
hulst munk4jat csak az 1920-as években fedezték fel djra.

Pierre-Francois Verhulst 1804-ben sziiletett Briisszelben. A genti egye-
temen szerzett matematikabol doktoratust 1825-ben. A politika is érdekelte.
Miko6zben Olaszorszagban tartézkodott, hogy megfékezze tuberkuldzisat, si-
kerteleniil érvelt a Pépai Allam alkotménya mellett. Az 1830-as forradalom
és Belgium fiiggetlenségének kivivasa utdn torténelmi esszét publikalt egy
XVIII. sz4zadi hazafirdl. 1835-ben az Gjonnan létrehozott briisszeli Szabad-
egyetem matematikaprofesszora lett.

6.1. abra.
Verhulst (1804-1849)

Ugyanebben az évben, 1835-ben honfitarsa, Adolphe Quetelet statisztikus
és a briisszeli csillagvizsgalé igazgatéja megjelentette Ertekezés az emberrdl
és képességeinek fejlodésérol ciml miivét. Quetelet azt allitotta, hogy a né-
pesség hosszi id6n keresztiil nem novekedhet geometrikusan, mert a Malthus
altal emlitett akadalyok egyfajta ellendllast képeznek, amely szerinte (a me-
chanika analdgidjara) ardnyos a népességnovekedés sebességének négyzeté-
vel. Ennek az anal6gidnak nem volt valds alapja, de Verhulstét megihlette.
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Verhulst 1838-ban valéban kiadott egy mtivet Jegyzet a népességnoveke-
dés tirvényérél cimmel. Tme néhény részlet:

»Tudjuk, hogy a hires Malthus kimutatta azt az elvet, hogy az
emberi népesség geometrikusan novekszik, és egy bizonyos idé
utdn, példaul huszonot évenként megdupldzodik. Ez a tétel vitat-
hatatlan, ha eltekintiink att6l, hogy egyre nehezebb élelmet talal-
ni. [...] A népesség virtudlis novekedését tehdt az orszdg mérete
és termékenysége korlatozza. Ennek eredményeként a népesség
egyre kozelebb keriil egy egyensiilyi allapothoz.”

Verhulst valészindleg rajott, hogy Quetelet mechanikai analégidja nem éssze-
r, és helyette a kovetkez6 (még mindig kissé onkényes) differencidlegyenle-
tet javasolta a P(r) populdcidra a r idGpontban:

@ _p (1—P). 6.1)

Ha a P(¢) populéci6 kicsi a K paraméterhez képest, akkor a ‘fl—f ~ r P kozelitd
egyenletet kapjuk, amelynek megoldédsa P(r) ~ P(0)e"’, azaz exponencidlis
n'c)vekedésﬂ A novekedési iitem csokken, ahogy P(r) kozeledik K-hoz. Még
negativva is vdlna, ha P(r) meghaladnd a K értéket. A egyenlet megol-
désanak pontos kifejezéséhez tigy jarhatunk el, mint Daniel Bernoulli a (#.5))
egyenlet esetében.

Haa egyenletet elosztjuk P>-tel és bevezetjiik a p = 1/P jelolést,
akkor azt kapjuk, hogy dp/dt = —rp+r/K. Ha ¢ = p — 1/K, akkor
dgq/dt = —rq és q(t) = q(0)e " = (1/P(0) — 1/K) e "". Tehat meg-
kaphatjuk a p(¢) és P(t) értékeket.

Végiil atrendezés utan a

P(0)e"

PO =3 +P(0)(e" —1)/K

(6.2)

képletet kapjuk. A teljes populacié fokozatosan novekszik a r = 0 idGpontban
felvett P(0) értéktdl a K hatdrértékig, amelyet csak akkor ériink el, ha t — +o0
dbra). Anélkiil, hogy megadta volna az ismeretlen r és K paraméterek
értékeit, Verhulst 6sszehasonlitotta eredményét Franciaorszag 1817 és 1831

A diszkrét idejii modellekben 4ltaldban geometriai novekedésrdl, a folytonos idejti model-
lekben pedig exponencialis novekedésrdl beszéliink, de ez 1ényegében ugyanaz.
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6.2. dbra. Belgium lakos-

sdga (millié) és a logisz- 37

tikus gorbe. Az adatpon- 2

tok az 1815-6s, 1830-as és 14

1845-6s éveknek felelnek o . . . . . :
meg. A paraméterek értékei 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000

az 1845-0s cikk értékei.

kozotti, Belgium 1815 és 1833 kozotti, az angliai Essex megye 1811 és 1831
kozotti, valamint Oroszorszag 1796 és 1827 kozotti népességére vonatkozé
adatokkal. Az illeszkedés elég jonak bizonyult.

1840-ben Verhulst a briisszeli Kirdlyi Katonai Iskola professzora lett. A
kovetkezd évben publikdlta Elemi értekezés az elliptikus fiiggvényekrdl cim(
munkdjét, és a Belga Kirdlyi Akadémia tagjavd valasztottak. 1845-ben foly-
tatta népesedési tanulmanyait egy Matematikai vizsgdloddsok a népességno-
vekedés torvényérdl cimi cikkel. El6szor Malthus megjegyzésére tért vissza,
amely szerint az USA népessége 25 évente megdupldzédott (6.1] tabldzat).

6.1. tdbldzat. Az USA lakossdgédnak hi-

év népesség év népesség
vatalos népszamléldsa.

1790 3929827 1820 9638131
1800 5305925 1830 12866020
1810 7239814 1840 17062566

Ha kiszamitjuk az n + 10-edik év népessége és az n-edik év népessége
kozotti ardnyt, akkor az 1,350, 1,364, 1,331, 1,335 és 1,326 értékeket ka-
punk, ami kozel dllandé. A népesség tehat atlagosan 10 évente 1,34-szeresére,
25 évente pedig 1,34%5/10 ~ 2 08-szorosdra nétt. Tehdt Malthus esszéje Ota,
vagyis majdnem fél évszazad alatt, 25 évente folyamatosan megdupldzddott.
Verhulst azonban megjegyezte:

»Nem ragaszkodunk a geometriai fejlédés hipotéziséhez, mivel
az csak nagyon kiilonleges koriilmények kozott érvényesiilhet;
példaul amikor egy szinte korlatlan méretdi, termékeny teriile-
tet torténetesen fejlett civilizacidval rendelkezd emberek laknak,
mint az els6 amerikai gyarmatok esetében.”
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Verhulst cikkében szintén visszatért a (6.I) egyenlethez, amelyet
wlogisztikus”-nak nevezett el. Megfigyelte, hogy a P(r) gorbe pozitiv gorbii-
lettel novekszik (konvex), amig P(7) < K/2, majd tovdbb novekszik K felé,
de negativ gorbiilettel (konkév), amint P(z) > K/2. A gorbe alakja tehdt egy
torzitott S betll abra).

Val6jaban
d*p dP
—=r(1-2P/K)—.
dr? r /K) dt

Tehdt ©2 > 0,ha P < K/2és £F < 0,ha P> K/2.

Verhulst azt is elmagyardzta, hogy az r és K paraméterek hogyan becsiil-
het8k meg a P(¢) populdciénak hdrom kiilonb6z3 évben tekintett nagysagabdl
abban az esetben, ha a kozéps6 év egyenld tavolsagra van az elsé és az utol-
s évtol. Ha Py a t = 0 id6pontban, Py at = T id6pontban és P, at =2T
idépontban 1évE populécid, akkor a (6.2)) egyenletbdl kiindulva hosszadalmas
szamitassal

PoPL+PPh—2PP _ 1 [l/P()—l/K]

= s y= —
P2 pp T C|1/P—1/K

adodik. Az 1815-0s, 1830-as és 1845-0s belga népességre vonatkozé becslé-
seket
(3,627, 4,247 és 4,801 milli6) felhaszndlva a kdvetkezd eredményeket kapta:
K = 6,584 milli6 és r = 2,62% évente. Ezutdn a (6.2)) egyenlet segitségével
meg tudta josolni, hogy Belgium lakossdga 1851 elején 4,998 milli6, 1900
elején pedig 6,064 millié lesz (6.2} dbra). Verhulst hasonl6 tanulményt készi-
tett Franciaorszagra vonatkozoan. Ebben az esetben a kovetkez6 eredménye-
ket kapta: K = 39,685 milli6 és r = 3,2% évente. Mivel Belgium és Francia-
orszag népessége id6kozben nagymértékben meghaladta ezeket a K értéke-
ket, lathatjuk, hogy a logisztikus egyenlet csak néhany évtizedes idészakokra
lehet realisztikus modell, mint Verhulst 1838-as cikkében, de hosszabb id3-
szakokra nem.

1847-ben jelent meg a Mdsodik vizsgdlat a népességnovekedés torvényé-
rél, amelyben Verhulst feladta a logisztikus egyenletet, és helyette a

dP
—-=r(1=P/K)

alakban felirhat6 differencidlegyenletet vélasztotta. Ugy gondolta, hogy ez
az egyenlet akkor érvényes, ha a P(t) népesség egy bizonyos kiiszobérték
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felett van. Az egyenlet megolddsa P(t) = K + (P(0) — K)e~""/K. Verhulst
ugyanazokat a demografiai adatokat felhasznalva Belgiumra vonatkozdan 4j-
bdl megbecsiilte az r és K paramétereket. Ezittal K = 9,4 milliénak talédlta
a maximalis népességszdmot. Latjuk, hogy az eredmény mennyire fiigghet a
modell megvélasztasatol!

Verhulst 1848-ban a Belga Kirdlyi Akadémia elnoke lett, a kovetkezd év-
ben azonban Briisszelben meghalt, val6szintileg tuberkulézisban. Annak elle-
nére, hogy Verhulst hezitalt a modellegyenletek kozott, a logisztikus egyenle-
tet tobb évtizeddel kés6bb egymastdl fiiggetleniil kiillonboz6 személyek djra
bevezették. Robertson 1908-ban az dllatok, novények, emberek és testi szer-
vek egyedi novekedésének modellezésére haszndlta. McKendrick és Kesava
Pai 1911-ben a mikroorganizmusok populaciéinak novekedésére hasznilta.
Pearl és Reed 1920-ban az USA népességének lassulni kezdd novekedésére
alkalmazta. Pearl végiil 1922-ben figyelt fel Verhulst munkdjara. Ett6l kezdve
a logisztikus egyenlet szamos munkat inspirdlt (14sd a[I3], 20] és 24] fejeze-
teket). A K maximélis populdcié végiil ,.eltartoképesség’néven valt ismertté.
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7. fejezet

Bienaymé, Cournot és a csaladnevek kihalasa
(1845-1847)

( Bienaymé francia statisztikus 1845-ben rdjott, hogyan lehet kiszamita- R
ni egy csalddnév kihaldsanak val6szintiségét, ha minden egyes férfinak
adott valészintiségi eloszlast kovetd szamii fia van. Ha a fidk atlagos sza-
ma kisebb vagy egyenld, mint egy, akkor a csaladnév kihal. Ha az étlag
nagyobb, mint egy, akkor a kihaldsi valésziniiség szigorian kisebb, mint
egy. Eredményének bizonyitasa két évvel késdbb jelent meg egy konyv-
ben, amelyet bardtja, Cournot irt. Ezeket a miiveket csak a kozelmultban
fedezték fel wjra.

- J

Irénée Jules Bienaymé 1796-ban sziiletett Périzsban. Az Ecole Polytech-
nique-en tanult, majd a Pénziigyminisztériumban futott be karriert, és ma-
gas beosztasba keriilt, mint f6feliigyel6. A Laplace altal irt A valdsziniiség
analitikus elmélete cimi konyv hatdsdra Bienaymé arra is taldlt id6t, hogy
cikkeket publikdljon a valdszinliségelmélet szdmos alkalmazdsardl, példaul
a demografiai és orvosi statisztikakrél (csecsembhalanddsag, sziiletések sza-
ma, varhat6 élettartam), az igazsdgszolgéltatds hibdinak valdszintiségérdl, a

-----

7.1. abra.
Bienaymé (1796-1878)



7. fejezet 43

1845-ben Bienaymé irt egy rovid jegyzetet A szaporodds torvényérdl és a
csalddok idétartamdrol cimmel, amely a parizsi Société Philomatique bulle-
tinjében jelent meg. A témaro6l kordbban mar tobb szerz6 is irt. Az Egy esszé
a népesség elvérdl (1803) masodik kiaddsdba Malthus felvett egy fejezetet
Svéjc népességérdl, és megjegyezte, hogy

,Bern varosdban 1583-t61 1654-ig az uralkod6 tanics 487 csalé-
dot vett fel a polgarsdgba, amelybdl két évszazad alatt 379 csalad
kihalt, és 1783-ban mar csak 108 maradt meg belSlik.”

Thomas Doubleday 1842-ben altaldnosabban azt allitotta, hogy a nemesi vagy
polgéri felsébb osztilybeli csalddok nagyobb mértékben hajlamosak eltlin-
ni, mint az alsébb osztalybeli csalddok. Hasonlé gondolatokat fogalmazott
meg Franciaorszdgban Emile Littré 1844-ben Auguste Comte pozitivista fi-
lozéfidjahoz irt bevezetd szovegében, valamint Benoiston de Chateauneuf —
Bienaymé baratja —, aki 1845-ben A nemesi csalddok fennmaraddsdnak ido-
tartamdrol Franciaorszdgban cimi esszét publikalta.

Bienaymé ebben az 6sszefiiggésben probalta megmagyardzni, hogyan le-
hetséges, hogy egy orszdg népessége geometrikusan novekszik, mikoézben
szdmos csaldd eltlinik. A probléma megolddsdhoz azt az egyszeriisitett esetet
vizsgélta, amikor minden férfinak azonos valdszintiséggel 0,1,2,3,... fel-
néttkoriva vald fia sziiletik. Pontosabban azt a kérdést tette fel maganak,
hogy mekkora a valdszinfisége annak, hogy egy embernek lesz a nevét vi-
sel6 utédja n generdcid utan. Ha a fitik atlagos szdma kisebb, mint egy, akkor
vildgos, hogy ennek a valdszinfiségnek nulldhoz kell tartania, amint n tart
a végtelenbe. Bienaymé észrevette, hogy ugyanez a kovetkeztetés akkor is
igaz mara ha a fiuk atlagos szdma pontosan egy, példaul ha 1/2 a val6-
szinlisége annak, hogy nincs fid, és 1/2 annak, hogy két fid van. Ebben az
esetben azonban annak a valdszinlisége, hogy valakinek van utédja az n-edik
generdcidban, lassabban tart a nulldhoz: a példdban 35 generdcid utdn, azaz
tizenegy vagy tizenkét évszdzad utdn, ha szdzadonként harom generacié van,
még mindig 5% lenn Bienaymé végiil észrevette, hogy ha a fiigyermekek
atlagos szdma nagyobb, mint egy, a csalddvonal kihaldsa nem biztos: ennek
valdszinfisége kiszamithaté néhany algebrai egyenlet megolddsaval.

Bienaymé cikke nem tartalmazott tobb magyardzatot. Baratja, Antoine-
Augustin Cournot matematikus és kdzgazdasz 1847-ben Az algebra és a geo-
metria kozotti megfelelés eredetérdl és korldtairol ciml konyvében kozolt
néhany részletet. A problémat egy szerencsejaték formajdban mutatta be, de

IKivéve, ha minden férfinak pontosan egy fia van
2Amint aldbb latni fogjuk, ez a valészintiség egyenls 1 —x3s-tel, ha x,1 = 1 + 1 x,2 és
x0 =0.
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elismerte, hogy az azonos Bienaymé tanulmanyéval a csalddnevek kihaldsa-
r6l. Ha megtartjuk a csalddnevek szerinti értelmezést, Cournot elészor azt
a specidlis esetet vizsgalta, amikor a férfiaknak legfeljebb két fiuk van, po,
p1 és py pedig a 0, 1 vagy 2 fiu sziiletésének valdszintisége. Természetesen
po—+ p1+ p2 = 1. Egy 6sbdl kiindulva a kihalas valdszintisége egyetlen gene-
racié utdn, nevezziik x;-nek, nyilvanvaléan egyenld po-val. A két generacion
beliili kihalds valészintisége xo = po + p1x1 + p2 x2: vagy a csaldd mar az
els6 generdcidban kihalt (valésziniisége pg), vagy az elsé generdcidéban csak
egy fid volt, akinek nem volt férfi utéda (valésziniisége p;xp), vagy az elsd
generdcidban két fit volt, és egyiknek sem volt férfi utédja (valdszintisége
p2x12). Altaldnosabban, az n generécién beliili kihalds valészintisége

Xy = Po+ P1Xn—1+pa (xa_1)*.

Val6ban, ha példaul az elsd generdciéban két fid van (ennek valdsziniisége
P2), akkor a csaldd n — 1 generdcidval késdbb (azaz az n-edik generdcidéban)
(x,_1)? valészintiséggel fog kihalni. Cournot észrevette, hogy x, egy novek-
v6 sorozat, amelyre x, < 1 minden n esetén. Tehét x,-nek van egy x. < 1
hatarértéke, amely az

X=po+pix+prx’

egyenlet megolddsa. Ha p; = 1 — pg — p»-t haszndljuk, akkor ez az egyenlet
ekvivalens a 0 = pp(x — 1)(x — po/p2) egyenlettel. Tehat két gyok van: x = 1
és
x = po/p2.

Harom esetet kiilonboztethetiink meg a p; +2p, atlagos fiiszamtdl fiiggden,
amely szintén egyenld 1 — po + p2-vel, és amelyet Zp-nak fogunk nevezni.
Ha % < 1, akkor po/pa > 1. Tehét x = 1 az x.. hatrérték egyetlen lehetséges
értéke. A csaladnév biztosan kihal. Ha % = 1, akkor mindkét gyok egyenld
1-gyel, és a kovetkeztetés is ugyanaz. Ha %y > 1, akkor Cournot azt allitotta,
hogy x.-nek egyenl6nek kell lennie a mésodik gydkkel, po/p2-vel, mivel a
kihalasi val6szintiségnek nyilvanvaléan 0-nak kell lennie abban a specidlis
esetben, amikor py = 0.

Cournot réviden megemlitette azt az dltaldnosabb esetet, amikor a férfi-
aknak legfeljebb m fia lehet pg, p1,..., pm valoszinliséggel. A kovetkeztetés
ugyanugy attdl fiigg, hogy a fidk atlagos szdma,

Ko =p1+2p2+---+mpp,
1-nél kisebb vagy nagyobb. Az x..-re vonatkoz6 egyenletnek, vagyis az

xX=po+pix+---+pux",
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egyenletnek x = 1 mindig gyoke. Csak egy masik pozitiv gyoke van, ez adja
meg az X.. kihaldsi valészintiséget, ha Zy > 1.

Sajnos Bienaymé cikke, illetve a néhany oldal Cournot konyvében akko-
riban teljesen észrevétlen maradt. A cikkre csak az 1970-es években figyeltek
fel, a konyv lapjaira pedig tovabbi hisz évvel késébb! Id6kdzben a problémat
és annak megolddsat masok is djra felfedezték, és a téma jelentGsen fejlodott.
Erre még visszatériink a[9],[T7] és[I8] fejezetekben.

Bienaymé az 1848-as forradalom utan kénytelen volt felmondani a Pénz-
igyminisztériumban betoltott alldsat. A pdrizsi egyetem valdszintiségelmé-
leti tanszékét, amelyre minden bizonnyal 6 volt a legjobb jelolt, szintén va-
laki méas kapta meg. Ennek ellenére Bienaymé 1850 utdn ismét dolgozha-
tott a Pénzligyminisztériumban, de 1852-ben lemondott. Még ugyanebben az
évben bevilasztottdk a Tudomanyos Akadémidba, ahol a statisztika szakte-
riilletének szakértGje volt. 1853-ban bebizonyitotta azt, amit egyes modern
tankonyvek Bienaymé-Csebisev-egyenlStlenségnek neveznek. 1875-ben az
Ujonnan létrehozott Société Mathématique de France elndke lett. Parizsban
halt meg 1878-ban.
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8. fejezet

Mendel és az oroklodés (1865)

1865-ben Mendel kozzétette a borsé hibridizacidjaval kapcsolatos titto-
16 kisérleteinek eredményeit. Elemzésében a valdszintiségelmélet elemi
szempontjait haszndlta fel. Az dnmegtermékenyité novények populaci-
6janak dinamikus modelljét is figyelembe vette. Munkdja, amelyet csak
1900-ban fedeztek fel djra, mérfoldkd a genetika torténetében.

Johann Mendel 1822-ben sziiletett Morvaorszagban, amely akkor az Oszt-
rak Birodalomhoz tartozott, ma pedig Csehorszag része. Apja paraszt volt. J6
kozépiskolai eredményei €s gyenge egészsége miatt Mendel inkdbb tovabb-
tanult, minthogy a csalddi gazdasagban dolgozzon. De nem engedhette meg
magénak, hogy egyetemre jarjon. Igy 1843-ban belépett a briinni (ma Br-
no) Szent Tamds apatsdgba, ahol felvette a Gregor nevet. Teoldgidt tanult, de
mez6gazdasagi kurzusokat is latogatott. 1847-ben szentelték pappa. Néhany
évig egy gimnaziumban tanitott, de a rendes tandrrd valashoz sziikséges vizs-
gdn megbukott. 1851 és 1853 kozott az egyhdz tdmogatasanak koszonhetden
mégis folytatni tudta tanulmdnyait a bécsi egyetemen, ahol fizika, matematika
és természettudomanyi kurzusokat hallgatott. Ezt kvet6en visszatért Briinn-
be, és egy miiszaki iskoldban fizikat tanitott.

8.1. dbra.
Mendel (1822-1884)

1856 és 1863 kozott Mendel szaimos novényen végzett kisérletsorozatot
apatsagi kertjében. Eredményeit 1865-ben a Briinni Természettudomanyi Tar-
sulat két iilésén mutatta be, amelynek tagja volt. Munkdja (Kisérletek novény-
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hibridekkel) a kovetkezd évben németiil jelent meg a Tarsasag folyoirataban.
Mendel elmagyardzta, hogyan jutott el a borsé kiilonboz6 valtozatainak ta-
nulmdnyozdsahoz, azaz egy olyan névényhez, amelyek természetes titon, 6n-
termékenyitéssel szaporodik, és amelynek magjai kiillonb6z6, konnyen azo-
nosithaté formdkat 6lthetnek: kerek vagy rdncos, sirga vagy zold stb. format.
Egy kerek magvii és egy rdncos magvu novényt keresztezve azt vette észre,
hogy mindig olyan hibrideket kapott, amelyek kerek magvakat adtak. A ,ke-
rek mag” karaktert domindnsnak, a ,,rdncos mag” karaktert pedig recessziv-
nek nevezte. Ugyanigy kimutatta, hogy a ,,sdrga mag” karakter domindns, a
,,20ld mag” karakter pedig recessziv.

Mendel ekkor vette észre, hogy a hibrid magokbdl termesztett novények
onmegtermékenyitése az elsé generdcidban olyan 1j magokat ad, amelyek lat-
szolag véletlenszerd ardnyban vagy domindns, vagy recessziv tulajdonsagu-
ak. Sét, azt is észrevette, hogy a kisérlet sokszori megismétlésével dtlagosan
koriilbeliil hdromszor annyi magot kapott, amelyekben a domindns tulajdon-
sag volt jelen, mint amelyekben a recessziv tulajdonsag. Péld4ul elsé kisérle-
te sordn Osszesen 5474 kerek magot és 1850 rdncos magot kapott, ami 2,96:1
aranynak felel meg. Masodik kisérletében 0sszesen 6022 sarga és 2001 zold
magot kapott, ami 3,01:1 ardnynak felel meﬂ

Mendel azt is észrevette, hogy az elsé generdcié domindns tulajdonsagi
magjaibol termesztett novények kozott azok, amelyek ontermékenyitéssel ad-
tak magokat akdr a domindns, akdr a recessziv tulajdonsdgti magokbdl, koriil-
beliil kétszer annyian voltak, mint azok, amelyek csak a domindns tulajdon-
sagi magokat adtak. Példaul az elsd generacié kerek magokbdl termesztett
565 novény koziil 372 adott kerek és rancos magokat is, mig 193 csak kerek
magokat; az ardny 1,93. Hasonl6képpen, az elsé generdcids sarga magokbol
termesztett 519 novény koziil 353 sarga és zold magot is adott, mig 166 csak
sdrga magot; az ardny 2,13.

Ezen eredmények magyardzatira Mendelnek az a zsenidlis otlete tdmadt,
hogy egy mag szemmel l4that6 tulajdonsagét két rejtett faktor tarsuldsa ered-
ményének tekintse, amelyek mindegyike vagy domindns (jelolje A) vagy re-
cessziv (jelolje a). Tehat hdrom lehetséges kombindcié létezik: AA, Aa és aa.
Az AA vagy Aa faktorral rendelkez6 magok ugyanolyan A domindns tulaj-
donsaguak. Az aa faktorral rendelkezé magok recessziv a tulajdonsdguak.
Mendel feltételezte tovabbd, hogy a megtermékenyités soran a pollenszemek

! Ahogy R. A. Fisher (l4sd a fejezetet) késSbb észrevette, elég kicsi a valdszintisége annak,
hogy az elméleti értékhez ennyire kozeli kisérleti eredményekhez jussunk. Mendel valdszintleg
,kiigazitotta” az adatait. Példdul az n = 6022 + 2001 = 8023 magra vonatkozé masodik kisérlet-
ben annak a valészintisége, hogy az ardny kevesebb mint 0,01-dal tér el a 3-t6l, csak koriilbeliil
10%.
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és a petesejtek (az ivarsejtek) a két faktor koziil csak az egyiket adjak at,
mindkettSt 1/2 valdszintiséggel.

Ezért az AA és aa tiszta leszdrmazottak keresztezése olyan hibrideket
eredményez, amelyek mindegyike rendelkezik az Aa faktorokkal és A do-
mindns tulajdonsagd. A Aa hibrid ivarsejtjei 1/2 valészintiséggel adjak at az
A faktort és 1/2 valdszintiséggel az a faktort. Az Aa hibrid magbdl termesz-
tett novény onmegtermékenyitése tehdt 1/4 valészintiséggel AA, 1/2 valbszi-
niiséggel Aa és 1/4 val6szinliséggel aa faktort ad, amint azt a téblazat
mutatja.

8.1. tdbldzat. Az Aa hibrid 6nmegtermékenyitésének lehetséges eredményei és azok
val6szintiségei a himivarsejtek (sorokban) és a ndi ivarsejtek (oszlopokban) altal koz-
vetitett tényezdk fliggvényében.

Faktor (Valészintiség) | A (1/2) a(1/2)
A (1/2) AA (1/4) | Aa (1/4)
a(1/2) Aa (1/4) | aa (1/4)

Mendel észrevette, hogy az AA : Aa : aa ardanyok, amelyek értéke 1:2: 1,
az (A+a)? = AA +2Aa+ aa formilis szdmitdssal is megkaphatok. Mivel az
AA és Aa magok A szemmel lathat6 tulajdonsaguak, mig csak az aa magok
rendelkeznek az a szemmel lathat6 tulajdonsdggal, valéban hdromszor tobb
A tulajdonsagi mag van, mint a tulajdonsdgi. S6t, atlagosan kétszer annyi
Aa mag van, mint AA. Az el6bbiekbdl termesztett novények ontermékenyi-
tése vagy a domindns (AA vagy Aa), vagy a recessziv (aa) tulajdonsdggal
rendelkez6 magokat ad. Ami az AA magokbdl termesztett novények Onter-
mékenyitését illeti, az mindig a domindns tulajdonsdgi AA magokat adja. fgy
minden megfigyelés magyardzatot nyer.

Mendel a kovetkezd generacidkat is megvizsgalta. N darab Aa hibrid
magbdl kiindulva, és az egyszer(iség kedvéért feltételezve, hogy minden no-
vény ontermékenyitéssel csak négy dj magot ad, kiszdmitotta az (AA),, (Aa),
és (aa), értékeket, a magok atlagos szamadt az n-edik generdciéban amelye-
ket a[8.2] tdbldzat ad meg, ahol az éttekinthetGség kedvéért az eredményeket
N-nel osztottuk.

8.2. tdbldzat. Az egymdst kovetd

generaciok. n 01 2 3 ! °
(AA), 0 1 6 28 120 496

(Aa), 1 2 4 8 16 32

(aa), 0 1 6 28 120 496

Osszesen 1 4 16 64 256 1024
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Ezeket a szamokat egyszertien az

(AA)nJrl = (Aa)n +4(AA)n ; (81)
(Aa)p+1 =2(Aa), , (8.2)
(aa)pt1 = (Aa), +4(aa), (8.3)

képletekbdl kapjuk meg, amelyek azt mondjidk, hogy AA ontermékenyités
utdn négy magot ad AA, hogy aa négy magot ad aa, és hogy Aa éatlagosan
egy magot ad AA, két magot Aa és egy magot aa. Mendel ezenfeliil észrevet-
te, hogy

(AA), = (aa), =2""1(2"-1),  (Aa),=2".

A egyenletbdl és az (Aa)p = 1 kezdeti feltételbdl kovetkezik, hogy
(Aa), = 2". Bzt a egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy
(AA),+1 = 4(AA), +2". Konnyen rdjoviink, hogy (AA), = c2" egy kii-
l6nleges megoldds, ha ¢ = —1/2. Az (AA),+1 = 4(AA), egyenlet él-
taldnos megolddsa (AA), = C4". Végiil e két megoldds Osszeaddsdval
lithatjuk, hogy (AA), = C4" —2"~! kielégiti a (AA)y = 0 kezdeti felté-
telt, ha C = 1/2. Ami az (aa), sorozatot illeti, az ugyanazt a rekurzids
Osszefliggést és ugyanazt a kezdeti feltételt teljesiti, mint az (AA),. Te-
hét (aa), = (AA),.

Kovetkezésképpen a hibridek Aa ardnya a teljes populdciéban, amely
2" /4" = 1/2", minden generdciGban onmegtermékenyitéssel kettGvel oszté-
dik.

Mendel munkassaga teljesen észrevétlen maradt élete soran. Néhany év-
vel kés6bb Mendel més novényfajokkal is prébalkozott hasonl6 kisérletekkel,
publikalt néhany cikket a meteorol6giardl és vizsgalta a méhek 6roklddését.
Miutan 1868-ban apat lett, ideje nagy részét adminisztrativ problémak keze-
1ésével toltotte. 1884-ben halt meg.

Mendel munkdssagat végiil csak 1900-ban fedezte fel djra egymadstol fiig-
getleniil s szinte egyidejlileg Hugo De Vries Amszterdamban, Carl Correns
Tiibingenben és Erich von Tschermak Bécsben. Ezzel 1j korszak kezd6dott
abban, amit ma genetikdnak neveziink.
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9. fejezet

Galton, Watson és a kihalas problémaja (1873-1875)

1873-ban Galton brit statisztikus €s honfitarsa, a matematikus Watson
a csalddnevek kihaldsanak problémadjaval foglalkozott anélkiil, hogy is-
merte volna Bienaymé munkdassdgat. Watson észrevette, hogy az egyes
generdcidkban a férfiak szdmdnak valdszintiségi eloszlasdhoz tartozd
generdl6 fiiggvény rekurziv médon kiszamithat6. A kihalds valdszint-
ségét azonban helyteleniil elemezte.

Francis Galton 1822-ben sziiletett, ugyanabban az évben, mint Mendel, az
angliai Birmingham kozelében. Hét gyermek koziil 6 volt a legfiatalabb. Apja
gazdag bankdr volt. Anyja révén Charles Darwin unokatestvére volt. Galton
1838-ban kezdett orvostudomanyt tanulni, elészor egy birminghami kérhaz-
ban, majd Londonban. 1840 nyaran tette meg elsé hosszi eurdpai utjat Isz-
tambulig. Ezt kovetSen négy évig a Cambridge-i Egyetem Trinity College-ban
tanult. Apja azonban 1844-ben meghalt, jelentSs vagyont hagyva rd. Galton
lemondott arrdl, hogy orvos legyen. Beutazta Egyiptomot, Szudant és Sziriit.
A kovetkez6 néhdny évben tovabb folytatta lezser életmddjat, idejét vadaszat-
tal, 1éghajokon és hajékon val6 utazéssal vagy az elektromos taviré fejleszté-
sével toltotte. 1850-ben felfedezd expedicidt inditott Délnyugat-Afrikaba (a
mai Namibidba). Anglidba val6 visszatérésekor, 1852-ben a Kirdlyi Foldrajzi
Tarsasdg tagjdva vélasztottdk. Ott kdvethette nyomon a Nilus forrdsit kere-
s0 kelet-afrikai expedicidk hireit. Londonban telepedett le, és ttikonyvet irt
az utazék szdmdra, amely bestseller lett. 1856-ban a Royal Society tagjava
vélasztottdk. Ekkoriban a meteoroldgia irdnt érdekl6dott, és megalkotta az
manticiklon” szét. Miutdn unokatestvére, Darwin 1859-ben megjelentette A
fajok eredete ciml miivét, Galton az 6rokl6dés tanulmanyozésa felé fordult.
1869-ben publikélta az Oréklott langelme cim( mivét, amelyben azt dllitotta,
hogy az intellektudlis képességek 6roklédés titjan adédhatnak at.

1873-ban Alphonse de Candolle svéjci botanikus konyvet adott ki A fu-
domdny és a tudosok torténete az elmiilt két évszdzadban cimmel, amely egy
esszét is tartalmazott az 6roklédés, a valtozékonysag és a szelekcié egymas-
hoz viszonyitott hatdsardl az emberi faj fejlodésére és a faj valdszind jovojére
vonatkozéan. Ebben a kovetkezé megjegyzéseket tette:

,Benoiston de Chateauneuf dr, Galton és més statisztikusok pon-
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9.1. abra. Galton (balra) és Watson (jobbra).

tos informécidi €s nagyon jozan véleménye kozott nem lattam
azt a fontos megjegyzést, amelyet a csalddnevek elkeriilhetetlen
kihaldsardl kellett volna tenniiik. Természetesen minden névnek
ki kell halnia [...] Egy matematikus ki tudnd szdmitani, hogyan
fog torténni a nevek vagy cimek elttinése, ismerve a leany- és fiu-
gyermekek sziiletésének valdsziniiségét €s annak valdszintiségét,
hogy egy adott pdrnak nem lesz gyermeke.”

Ez ugyanaz a probléma, amelyet Bienaymé 1845-ben tanulmanyozott. Can-
dolle azonban, aki nem ismerte Bienaymé munkdjat, igy vélte, hogy minden
csaldd kihaldsra van itélve. Galton felfigyelt Candolle konyvének fenti bekez-
désére. Mivel 6 sem tudott Bienaymé munkdjardl, Galton nyitott probléma-
ként tette fel a kérdést a Educational Times olvaséi szamdra:

,4001. feladat: Egy nagy nép, amelybdl csak a felndtt férfiak-
kal foglalkozunk, akiknek szdma N, és akik mindannyian kiilon
vezetéknevet viselnek, gyarmatosit egy teriiletet. A népesedési
torvényiik olyan, hogy minden nemzedékben a felnétt férfiak ag
szazalékdnak nem sziiletik felndttkort elérd gyermeke; aj-nek
egy ilyen gyermeke van; a-nek ketts; és igy tovabb as-ig, akik-
nek ot.
Taldljuk meg, hogy (1) hany szdzalékuk csalddneve fog kihalni
r generdcio utdn; és (2) hany esetben viseli a csalddnevet m sze-
mély.”
Vegyiik észre, hogy a probléma mdsodik részével Bienaymé nem foglalko-
zott. Galton nem kapott kielégit6 valaszt a folydirat olvaséitdl, és nyilvan-
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valéan maga sem tudta megtaldlni a probléma megoldasat. Ezért megkérte
baratjat, Henry William Watson matematikust, hogy prébdlja meg megoldani
a problémat.

Watson 1827-ben sziiletett Londonban. Apja a brit haditengerészet tiszt-
je volt. El8szor a londoni King’s College-ban tanult, majd 1846-t6l 1850-ig,
néhdny évvel Galton utdn, a Cambridge-i Egyetem Trinity College-dban a ma-
tematika felé fordult. A Trinity College 6sztondijasa, a City of London School
segédtandra, a King’s College matematikaoktatdja, majd 1857 és 1865 ko-
z6tt a Harrow School matematikaprofesszora lett. Kedvelte az alpinizmust,
és részt vett egy expedicioban, amely 1855-ben feljutott a svdjci Monte Rosa
csucsara. 1856-ban diakénussa, két évvel kés6bb pedig anglikan pappa szen-
telték. 1865-t61 nyugdijazasdig a Coventry melletti Berkswell with Barton
plébanosa volt, ami elegendd id6t hagyott a kutatasra.

Galton és Watson kozosen irtak egy cikket A csalddok kihaldsdnak va-
l6sziniiségérdl cimmel, amelyet 1875-ben a Journal of the Royal Anthropo-
logical Institute cim( foly6iratban publikdltak. Galton bemutatta a problémat,
Watson pedig ismertette szamitésait és az altala levont kovetkeztetéseket. Fel-
tételezték, hogy a férfiaknak legfeljebb ¢ fiuk van, p; annak a valészintisége,
hogy valakinek & fia van (k=0,1,2,...,q). Més széval, p; = a;/100, ha Gal-
ton eredeti jeloléseit haszndljuk. Tehdt

potpit-+pg=1

Tekintsiik azt a helyzetet, amikor a 0. generacié egyetlen emberbdl all. Az
1. generacid p; valdszintiséggel s emberbdl all. Watson egy, az 6 idejében jol
ismert trilkkot alkalmazva, amelyet mar jéval kordbban Abraham de Moivre
bevezetett, a py,. ..,p, valoszinliségekhez tartozd

F(x) = po+prx+pax® 4+ pyxt ©.1)

generdtorfiiggvényt tekintette. Hasonl6képpen, legyen f,(x) az a polinom,
amelyben x* egyiitthat6ja annak a valészintisége, hogy a 0. generacioban egy
emberbdl kiindulva az n-edik generéacidban s férfi lesz. Ekkor fi(x) = f(x).
Watson észrevette, hogy

fn(x) :fnfl(f(x)% 9.2)

amely képlet lehet6vé teszi az f,(x) rekurziv kiszdmitdsét.

Valéban, legyen

Fa(X) = P+ Prax+ paax® 4+ pgrpx ).
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Vegyiik észre, hogy az n-edik generacidban legfeljebb ¢” férfi van. Ha az
n— 1-edik generacidban s férfi van 1-t6l s-ig szdmozva, jeloljiik ¢, . . . , #,-
sel a fiu utddaik szdmat. Ebben az esetben annak a valészintisége, hogy
az n-edik generécioban ¢ férfi lesz,

Z Py XX Py
4=t

Az s = ( esetben ez a valdszintiség 1, hat =0,és 0, hat > 1. Ezért

Pin =Y Psa-1X Y, Py X Xpy.
s=>0 4+ ttg=t

Ebbdl kovetkezik, hogy

Ja(x) = Zpt,nxf = Zps,n—l Z Z (P X)X e X (e d™)

120 520 120 4=t

= Zps,nfl [P0x0+p1x1+p2x2+...]s

s=>0

= Zps,n—l[f(x)]s = fu1(f(x)) .

s=>0

Specidlisan, a csalddnév n generdcion beliili kihaldsanak x, valdszinlisége
egyenld po ,-nel, ami megegyezik f;,(0)-val. Els6 példaként Watson az

f@x)=(1+x+x%)/3

esetet tekintette, azaz a ¢ = 3 és pg = p1 = pr = 1/3 esetet. Az f,(x) poli-
nomokat n = 1,...,4 esetén a 1| egyenlet segitségével szamitotta ki. Igy

kapta példaul, hogy

1

fx) = 3

B 134 5x+ 6x% 4+ 23 +x*
N 27

1+

1+x+x2 n 14x+x2 2
3 3

és f2(0) =13/27 ~ 0,481. Az f,(x) kiszdmitdsa n > 3 esetén nagyon bonyo-
lultta valik, olyannyira bonyolulttd, hogy Watson mar n = 4 esetén is hibazott.
Mivel xs = f5(0) = fa(f(0)) segitségével elkeriilhet§ az fs5(x) kiszamitdsa,
igy a kovetkezd listét kapta az x, = f,(0) kihaldsi valészintiségekrdl:

X1~ 0333, x~0481, x3~0,571, xs~0641, x5 0,675.

A helyes értékek x4 ~ 0,632 és x5 ~ 0,677, ami ellendrizhet a Bienaymé
dltal levezetett egyszer( x, = f(x,—1) képlet segitségével. Amint azt a[17] fe-
jezetben latni fogjuk, ez utébbi képlet a (9.2) egyenletbdl is levezethetd.
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Watson észrevette, hogy minden embernek atlagosan
Ho=p1+2pr+--+qpg

fia van, és hogy az elsG példiaban %y = 1. Tehat azt gondolhatnank, hogy ha
a csalad férfi tagjainak kezdeti szdma elég nagy, akkor a csaldd mérete nagy-
jabdl dllandé marad. Watson mindazondltal azt allitotta, hogy az x,, kihalasi
valdszinliség 1-hez tart, ha n — +oo, bar elég lassan. Mdas széval az egész
csaldd eléri a kihaldst, ahogy Candolle is dllitotta. A [0.2]a dbra, amely nem
szerepel az eredeti cikkben, és Bienaymé eredményei megerdsitik, hogy ez a
kovetkeztetés az elsd példara helyes.

\ 4
A

9.2. dbra. Az y = f(x) és y = x fiiggvények grafikonja. Az x, = f(x,—1) kihaldsi
val6szintiség n generdcion beliil az n-edik ,,lépcs6fok™ magassdga. Balra: f(x) = (1+
x+x2)/3. Jobbra: f(x) = (3+x)° /4.

Masodik példaként Watson a

_(q aqfkbk

binomidlis valésziniiségi eloszlast vizsgalta, amelyre a (9.1) generétorfiigg-
vény
a+bx)4
) = L0
(a+b)1
alakd. Kiszdmitotta f>(x)-et és x, = f2(0)-t. Ekkor rdjott, hogy xo = f(x;) és
hogy x, = f(x,—1) minden n esetén. De tigy gondolta, hogy ez a képlet csak
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a (9.3) specidlis binomidlis esetre igaz. Ezt alkalmazva arra az esetre, amikor
q=15,a=73ésb =1, azt kapta, hogy

x1 20237, x~0347, x3~0410, ... x9~0527, x10~0,533,...

Watson rdjott, hogy x,,-nek n — 4o esetén konvergdlnia kell egy x.. hatdrér-
tékhez, amely kielégiti az

(a+ bxw)?

xmzf(xm)ZW

feltételt. Eszrevette, hogy x = 1 ennek az egyenletnek a megolddsa, de nem
vette észre, hogy lehetnek més megoldésok is, ha %y > 1. Igy Candolle 4ltal
félrevezetve tévesen arra a kovetkeztetésre jutott, hogy minden esetben van
kihalds (x.. = 1), beleértve az éppen vizsgélt numerikus példat is. A[9.2]b dbra
mutatja, hogy ez nem igy van!

Watson észrevette, hogy a fitik dtlagos szdma ebben a numerikus példa-
ban nagyobb, mint 1 (megmutathatd, hogy Zy = gb/(a+b) = 5/4), ami azt
jelenti, hogy a populacié exponencidlisan novekszik. De ez nem segitett neki,
hogy észrevegye a hibdjat. Még azt is feltételezte, hogy a csalddnév kihala-
sa minden (py) val6sziniiségi eloszldsra biztos, tehat nem csak a binomidlis
esetre. Erre a problémdra a[[7] és[I8] fejezetekben még visszatériink.

Galton folytatta a csalddok statisztikai vizsgdlatat Angol tudosok, termé-
szetiik és neveltetésiik cim( konyvében, amely a Kirdlyi Téarsasdg tagjainak
genealdgidjara Osszpontositott. Az antropometria, azaz az emberi test méré-
se is érdekelni kezdte. Kihaszndlta egy 1884-es londoni nemzetkozi kiallitast
adta lehet&séget, hogy nagyszamu emberrdl gy(jtson adatokat. Eredményei
1889-ben jelentek meg a Természetes oroklédés ciml konyvben, amelynek
melléklete a Watsonnal kozosen irt cikket reprodukélta. Ez a konyv néhany j
statisztikai szakkifejezést is bevezetett, mint példaul a ,,percentilis” és ,,kvar-
tilis”, valamint az ,,eugenika” szét, azaz az emberi faj tokéletesitését az 6rok-
letes tulajdonsdgok szempontjdbol. 1888 utdn Galton fejlesztette ki az ujj-
lenyomatok felismerésének technikdjat, amelyet néhany évvel kés6bb a brit
renddrség is hasznalt. Folytatta tovdbba az 6roklédés és a kornyezet megfele-
16 szerepének tanulmanyozasat az ikrek fizikai és szellemi jellemzdire, a tobb
generdcion 4t novesztett borsé méretére vagy a laboratériumban tenyésztett
egerek szinére vonatkozdan. Ez vezetett el a két véltoz6 kozotti , korreldci-
0s egyiitthat6” fogalmdhoz. 1904-ben a londoni University College-on beliil
megalapitottdk a Galton Laboratériumot. Galtont 1909-ben lovagga titotték,
és 1911-ben halt meg.

Watson szdmos konyvet publikdlt, kiilondsen a gdzok kinetikai elméle-
térdl szolo értekezést 1876-ban, valamint az elektromossdg €s mignesesség
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matematikai elméletérdl szo16 kétkotetes értekezést (1885 és 1889). 1881-ben
a Royal Society tagjava valasztottak, és 1903-ban Brightonban halt meg.

1924-ben, Galton-életrajzanak masodik kotetében Karl Pearson gy fog-
lalta 6ssze a csalddnevek kihaldsardl szo6l6 cikket, hogy nem vette észre a
hibat. Ezt a hibat végiil 1930-ban vették észre (lasd a[I8] fejezetet).
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10. fejezet

Lotka és a stabil populaciok elmélete (1907-1911)

é Alfred Lotka amerikai kémikus 1907-ben kezdte el tanulményozni a )
sziiletési rata, az életkori haldlozasi ardnyok és a népességnovekedés
iiteme kozotti kapcsolatot egy folytonos idejii modell segitségével.
Ugyanebben a témdban 1911-ben F. R. Sharpe-pal kozosen publikalt
egy masik cikket, amely a korfiiggd termékenységi ratakat is tartalmaz-
ta. A népesség novekedési litemét megadd implicit egyenletet gyakran
nevezik ,,.Lotka-egyenletnek”.

- J

Alfred James Lotka 1880-ban sziiletett amerikai sziil6k gyermekeként az
Osztrak—Magyar Monarchia részét képezd Lembergben (ma Lviv Ukrajna-
ban). El6bb Franciaorszdgban és Németorszagban tanult, majd 1901-ben az
angliai Birminghami Egyetemen fizikdb6l és kémidbdl bachelor fokozatot
szerzett. Ezutdn egy évet Lipcsében toltott, ahol Wilhelm Ostwald, a késébbi
kémiai Nobel-dijas (1909) kémikus, a termodinamika szerepét hangstlyozta
a kémidban €s a bioldgidban. Lotka 1902-ben New Yorkban telepedett le, és
a General Chemical Company-nél kezdett dolgozni.

10.1. ébra.
Lotka (1880-1949)

1907-ben és 191 1-be Lotka a korstrukturdlt populdcidk dinamikdjanak
tanulményozasaval foglalkozott, anélkiil, hogy tudott volna Euler ugyanezen
témaban végzett munk4jardl (1asd a[3] fejezetet). Eulerrel ellentétben 6 azt fel-
tételezte, hogy az idG és az életkor folytonos véltozok. Legyen B(z) a férfiak

A masodik cikket a Cornell Egyetem matematikusaval, F. R. Sharpe-pal kozosen irtak.
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sziiletési rataja (a férfiak sziiletéseinek szama idéegységenként) a ¢ id6pont-
ban, p(x) az x életkor megérésének valdszintisége, és h(x) a termékenység az
x életkorban: /(x)dx annak a valdszinlisége, hogy egy férfinak x és x + dx
életkor kozott fia sziiletik, ha dx végteleniil kicsi. Ekkor [ p(x) dx a sziile-
téskor vérhato élettartam. Tovdbbd B(t —x) p(x)dx at —x és t —x+ dx kozott
sziiletett, r id6pontban még €16 férfiak szama. Ezeknek a férfiaknak a ¢ id6-
pontban B(r — x) p(x) h(x) dx fidgyermeke sziiletik idGegységenként. Tehat a
teljes férfi sziiletési rata r id6pontban
oo
B(t) = A B(t — x) p(x) h(x) dx.

Ennek az integrélegyenletnek a B(¢) ismeretlenre vonatkozé exponencilis
megolddsat B(t) = be' alakban keresve, Lotka a két oldalt B(t)-vel osztva az

1= /ere_”p(x)h(x)dx (10.1)
0

egyenletet kapta, amelyet a demografusok ma ,,Lotka-egyenletnek” nevez-
nekﬂ Euler az ezzel anal6g implicit egyenletet kapta a novekedési ratara,
abban az esetben, ha az 1d6 és az életkor diszkrét valtozok. Lotka észrevette,
hogy a (I0.1I) jobb oldala r-ben csokkend fiiggvény, amely r — —eoo esetén
+oo-hez, r — 40 esetén pedig 0-hoz tart. Tehat van egyetlen olyan r érték,
nevezziik r*-nak, amely teljesiti a egyenletet. Emellett 7* > 0 akkor és
csak akkor, ha

Ry = /0+wp(x)h(x) dx>1. (10.2)

Az Xy paraméter (a jelolést Dublin és Lotka vezette be 1925-ben) az egy
ember élete sordn varhat6 fidgyermekek szdma.

Lotka azt élh’tott hogy a népesség kezdeti korstrukturdjatdl fiiggetleniil
a férfi sziiletések szdma idGegységenként valéban olyan, hogy B(t) ~ be” "t s
amint t — +oo, ahol b egy konstans. A teljes populdcié mérete tehat

—+oo
P(t) = B(t —x) p(x)dx.
Jo

Ebbdl kovetkezik, hogy P(r) is tigy né vagy csokken, mint ¢’ ™!, amint 7 —
+o0: a novekedési rata egyenld r*-gal. Tovabba a népesség korstruktirdja,

2Fisher 1927-ben ettd] fiiggetleniil jutott el ugyanehhez az egyenlethez, és késdbb az r* gyo-
kot a természetes szelekcio dltali evolicid elméletében a ,,darwini fitnesz” mértékeként értelmez-
te.

3Erre 1941-ben Feller adott preciz bizonyitdst. A valSszintiség-elméleti megkozelitést 1968-
ban Crump, Mode és Jagers dolgozta ki.
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amelyet B(r — x) p(x)/P(t) ad meg, a kovetkezd tendencidt mutatja:
e " plx)
Jo" e ply)dy

Ezt nevezte Lotka ,,stabil populdciénak™: a korfa az id6k folyamédn megtart-
ja ugyanazt az alakot, de a teljes népesség exponencidlisan novekszik vagy
csokken. A kovetkeztetés tehat ugyanaz, mint Euler diszkrét idejli modelljé-
ben. Lotka tanulménya azonban figyelembe veszi a termékenység korfiiggé-
sét. gy bizonyos értelemben dltaldnosabb, mint Euleré.

Lotka egész életében folytatta a munkdt ezen a téman. 1908—1909-ben
folytatta tanulmadnyait a Cornell Egyetemen és mesterdiplomat szerzett. 1909-
tél 1911-ig a National Bureau of Standards-nél dolgozott, 1911-t6l 1914-
ig pedig a Scientific American Supplement cimi folyoéirat szerkesztdje volt.
1912-ben a Birminghami Egyetemen doktoralt, 6sszegytijtve az 1907 6ta pub-
likalt, populdcidédinamikarél és demografiarél szol6 cikkeit. Az elsé vilag-
habort alatt ismét a General Chemical Company szdméra dolgozott azon,
hogyan lehet a 1égkorbdl nitrogént megkotni. 1920-ban a bioldgiai oszcilla-
ciokrél sz616 egyik cikke (ldsd a[I3] fejezetet) mély benyomdst tett Raymond
Pearlre, a Johns Hopkins Egyetem biometriaprofesszorara, aki éppen akkor
,ujra felfedezte” a logisztikus egyenletet (ldsd a[6] fejezetet). A New York-i
Rockefeller Orvosi Kutatéintézetben valé elhelyezkedés reményében Lotka
a Ross altal a maldridra kidolgozott matematikai modelleken dolgozott (14sd
[12] fejezet). Végiil kétéves dsztondijat kapott a Johns Hopkins Egyetemen,
ami lehetdvé tette szdmdra, hogy megirja az 1925-ben megjelent ,,A fizikai
bioldgia elemei” cimii konyvét. Ezutdn a New York-i Metropolitan Life Ins-
urance Company kutatési osztilyanak vezetdje lett. A demografiai kérdések
matematikai elemzésével foglalkozott, és tobb konyvet is kiadott kollégaja-
val, Louis Israel Dublin statisztikussal, a cég alelnokével egyiittmikodve: Az
ember pénzben kifejezett értéke (1930), Az élet hossza (1936) és Huszonot
évnyi haladds az egészségiigyben (1937). 1938-1939-ben az Amerikai Népe-
sedési Szovetség elnokévé valasztottdk. Kiilonbozd statisztikai tanulmanyai
kozil a ,Lotka-torvény” (1926-ig visszamendleg) azt allitja, hogy az adott
tudomdnyteriileten n cikket iré szerz6k szdma tobbé-kevésbé 1/n? ardnyban
csokken, ahogy n nd.

Lotka francidul is kiadott egy konyvet A bioldgiai tdrsuldsok analitikus
elmélete cimmel. Az els6, inkdbb filozoéfiai jellegti rész 1934-ben jelent meg.
A masodik, technikai jellegli rész, amely 1939-ben jelent meg, az 1907 6ta
az emberi demografidval kapcsolatos Osszes kutatdsat foglalta 6ssze. Kony-
vében Lotka a csalddnevek kihaldsdnak problémdjahoz valé hozzdjaruldsat
is bemutatta. Miutdn 1930-ban megjelent Steffensen elsd cikke a témdaban
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(14sd[I8] fejezet), az elméletet az USA fehér lakossdganak 1920-as népszam-
lalasaban szerepl6 adatokra alkalmazta. Megfigyelte, hogy a fiigyermekek
szdménak (py)i>0 megfigyelt eloszlasat jol kozeliti egy csokkend geometri-
ai torvény minden k > 1 esetén: po = a, py = b ! (k > 1), a = 0,4825,
b=02126ésc=1— % értékekkel. Ily modon Y ;>0 pr = 1. A hozza tar-
tozé generdtorfiiggvény a kovetkezs: f(x) = a+bY, = F1xk = a+ {25
Az x = f(x) egyenlet két megolddsa x = 1 és x = a/c. A kihaldsi val6szi-
nliség x. e két megoldads koziil a legkisebb (lasd [/| fejezet). Az USA-ra
vonatkozé szdmértékekkel x., ~ 0,819, mig a fiigyermekek atlagos szdma
Ro = f'(1) = (1—a)?/b=~1260. A 2,5-hoz kozeli dtlagos gyermekszam (a
fidkat és lanyokat is beleértve) ellenére a csalddnév kihaldsanak valdszintisé-
ge 80% felett van.

Lotkat 1942-ben az Amerikai Statisztikai Egyesiilet elnokévé vélasztot-
tdk. 1947-ben vonult nyugdijba, és 1949-ben halt meg New Jerseyben. 1925-
0s konyvének 1j kiaddsa 1956-ban jelent meg, a korabbit6l némileg eltér6 A
matematikai biolégia elemei cimmel.
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11. fejezet

A Hardy-Weinberg-torvény (1908)

1908-ban Hardy brit matematikus és Weinberg német orvos egymastol

fiiggetleniil felfedezték, hogy egy végteleniil nagy populdciéban, amely

a Mendel-torvények szerint véletlenszertien parosodik, a két allélbdl szar-
mazd genotipusok gyakorisdga nemzedékeken keresztiil 4llandé marad.

Matematikai modelljiik a populaciégenetika egyik kiindul6pontja volt.

Godfrey Harold Hardy 1877-ben sziiletett az angliai Surreyben. Sziilei
tandrok voltak. 1896-t6l a Cambridge-i Egyetem Trinity College-ban tanult
matematikat. 1900-ban kollégiumi 6sztondijas, 1906-ban pedig a matemati-
ka el6adéja lett. Els6 konyve, az Egyvdltozos fiiggvények integrdldsa (1905)
utdn 1908-ban megjelent Eldaddsok a tiszta matematikdrol, amelyet tobbszor
atdolgozott és amelyet szamos idegen nyelvre leforditottak.

11.1. abra.
Hardy (1877-1947)

Abban az id6ben Mendel munkéssaganak djrafelfedezése kétségeket éb-
resztett. Egyes biol6gusok azon tlinddtek, hogy a domindns karakterek mi-
ért nem valtak nemzedékr6l nemzedékre gyakoribbd. Reginald Punnett, aki
1905-ben konyvet irt Mendelizmus cimmel, feltette a kérdést Hardynak, aki-
vel egyiitt krikettezett Cambridge-ben. Hardy a megoldasat a Mendeli ard-
nyok vegyes populdcioban cimii cikkében irta meg, amely 1908-ban jelent
meg. Az analizis egyszer(sitése érdekében egy nagy populdciot képzelt el,
ahol a szexuadlis partnerek kivélasztdsa véletlenszer(i. Tovabba figyelmét csak
két tényezbre (vagy ,.allélra”) korldtozta: A és a, ahol A domindns, a recessziv.
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Legyen az n-edik generacidban p, az AA, 2q, az Aa és r, az aa ,,genotipus”
gyakorisdga. Természetesen p, +2q, +r, = 1. Hardy azt is feltételezte, hogy
e genotipusok egyike sem vezetett tobblethaldlozdshoz vagy a termékenység
csokkenéséhez a két masik genotipushoz képest. Az n+ 1-edik generdcidban
a gyakorisdgok konnyen kiszdmithatok, ha megfigyeljiik, hogy egy véletlen-
szerien kivélasztott egyed az n-edik generaciéban p, + g, val6szinliséggel
adja tovabb az A allélt: vagy AA a genotipusa és igy az A allél adédik 4t bizto-
san, vagy a Aa a genotipusa és igy az A allél 50%-os valésziniliséggel adédik
at. Hasonloképpen, az a allél g, + r, valészintiséggel oroklodik. A[TT.1] tdb-
ldzatot tehdt a[8.1] tablazattal megegyezd médon dllithatjuk ossze.

11.1. tablazat. A genotipusok gyakorisdgdnak kiszdmitdsa az n + 1-edik generdciéban
a szil6k alléljainak gyakorisdgabdl (a sorok az anyéra, az oszlopok az apara vonat-
koznak).

Allél A a
Gyakorisag Pn+aqn gn+rn
A AA Aa
Pn+tqn (pn +Qn)2 (Pn+Qn)(Qn+rn)
a Aa aa
qn+Tn (Pn+4n)(gn+rn) (qn""’n)z

Az AA, Aa és aa genotipusok gyakorisdga az n + 1-edik genericidban
Pn+1, 2qn+1 és rp11. Hardy tehdt megdllapitotta, hogy

Pn+1 = (pn+Qn)2a (111)
2Gn+1 = 2(Pn+‘1n)(‘1n+rn)a (11.2)
Tnt1 :(‘]n+rn)2- (11.3)

Ezutan azt vizsgélta, hogy a genotipusok gyakorisdga, amely a p, 2q, illetve r
értékekkel egyenld, milyen feltételek mellett maradhat dllandé a nemzedékek
sordn. Mivel a definicio szerint p+2¢+r = 1, lathatjuk, hogy a (TT.T)—(T1.3)
egyenletek mind ugyanazt a feltételt adjik: g°> = pr.

Az els6 egyenlet példdul p = (p + 61)2 = P2 +2pq + qz, ami ekvivalens
p(1—p—2q) = g*-tel, és végiil pr = g*-tel.

TetszSleges (po,2qo,70) kezdeti feltételekbdl kiindulva, ahol po + 2qo +
ro = 1, Hardy észrevette, hogy

a1* = (po+qo0)*(qo+7r0)* = p1 1.
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A (p1,2q1,r1) dllapot tehdt mdr egyensilyi helyzet. Tehét (p,,2¢y,,r,) min-
den n > 1 esetén egyenld marad (py,2q,r1)-gyel. Ha az A allél gyakorisdgdra
a 0. generacidban az x = pg + qo értéket adjuk meg, akkor | —x=¢qo+rpaza
allél gyakorisdga. A (TT.I)—(T1.3) rendszert ismét felhasznédlva kapjuk, hogy

Dn :x2, 2¢n=2x(1—-x), r=_~1 —x)2

minden n > 1 esetén (I1.2} dbra).

aa

Aa

11.2. dbra. Az AA, Aa és aa geno-
tipusok egyensulyi gyakorisdganak
megfelels x2, 2x (1 —x) és (1 —x)?
figgvények grafikonjai.

Osszefoglalva, a fenti hipotézisekb&l kovetkezik az a torvény, amely sze-
rint az AA, Aa és aa genotipusok gyakorisidga nemzedékeken keresztiil vélto-
zatlan marad. Mendel elmélete nem vezet a domindns tulajdonsag gyakorisa-
ganak fokozatos novekedéséhez, ahogyan azt el6szor gondoltak.

Néhany évvel késébb Fisher ragaszkodott e torvény egy fontos kovetkez-
ményéhez: elsd kozelitésben (azaz feltételezve, hogy a modell hipotézisei re-
alisak) a populécié dllandé genetikai varianciat tart fenn. Ez a megfigyelés
megoldja Darwinnak a természetes szelekcid utjan torténd evoldciéra vonat-
kozé elmélete altal felvetett egyik problémdjat. Darwin ugyanis kortarsaihoz
hasonléan igy gondolta, hogy minden egyes nemzedéknél a gyermekek fizio-
16giai jellemz6i a két sziil6 jellemzdinek egyfajta dtlaga, amelynek mindkét
sziil6 az egyik felét adja. Ezt az elképzelést kés6bb Francis Galton és Karl
Pearson, aki utédja volt a biometriai laboratériumban, alaposan tanulmanyoz-
ta a statisztika segitségével. Ha ez igaz lenne, akkor e tulajdonsagok szérasa-
nak egy populdciéban minden egyes nemzedéknél kettdvel kellene osztddnia,
és hamarosan olyan homogenitds alakulna ki, hogy az evoliciét magyardzni
hivatott természetes szelekci lehetetlenné vélna. Ennek ellenére tobb évnek
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kellett eltelnie ahhoz, hogy ezt az atlagoldsi mechanizmust elutasitsak, mivel
a biometrikusok Darwin allaspontjat védték, és vonakodtak elismerni, hogy a
Mendel-torvények elkeriilhetetlenek az evolicié megértéséhez.

E munka utan 1908-ban Hardy visszatért a tiszta matematikdhoz. A ma-
tematikus bocsdnatkérése cimi Onéletrajzaban még biiszkén allitotta, hogy
elkeriilte a gyakorlati hasznot hoz¢ felfedezéseket. 1910-ben a Royal Society
tagjava valasztottak. 1913-ban felfedezte az indiai csodagyereket, Ramanu-
jant, és meghivta Cambridge-be dolgozni. Az elsé vildghdboru utdn az Oxfor-
di Egyetem professzora lett, és folytatta gylimolcsoz6 egyiittmiikodését hon-
fitdrsdval, Littlewooddal. 1931 és 1942 kozott ismét Cambridge-ben volt pro-
fesszor. Szamos konyvet publikalt, gyakran tarsszerzokkel: A végtelen rend-
Jjei (1910), A Dirichlet-sorozatok dltaldnos elmélete Riesz Marcell-lel (1915),
Egyenlitienségek Littlewooddal és Pélyaval (1934), Bevezetés a szdamelmélet-
be E. M. Wrighttal (1938), Ramanujan (1940), Fourier-sorok Rogosinskivel
(1944) és Divergens sorozatok (1949). Cambridge-ben halt meg 1947-ben.

11.3. éabra.
Weinberg (1862-1937)

Néhany évtizeddel késSbb észrevették, hogy a génfrekvencidkra vonatko-
z6 Hardy-torvényt ugyanebben az évben, 1908-ban egy német orvos, Wilhelm
Weinberg is felfedezte. Weinberg 1862-ben sziiletett Stuttgartban. Miutan Tii-
bingenben és Miinchenben orvosi doktordtust szerzett, tobb évig dolgozott
berlini, bécsi és frankfurti kérhdzakban. 1889-ben Stuttgartban telepedett le,
mint haziorvos és sziilészorvos. Annak ellenére, hogy nagyon elfoglalt volt
munkadjaval, talalt id6t arra, hogy szamos cikket irjon német tudoményos fo-
lyéiratokba. 1901-ben statisztikai szempontbdl tanulmanyozta az azonos ne-
mi ikrek gyakorisagat. 1908-as cikke, amelyben ugyanazt a torvényt magya-
rdzta, mint amit Hardy talalt, egy helyi tudoményos folydiratban jelent meg,
és észrevétlen maradt. Hardyval ellentétben azonban a kovetkezd években
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folytatta ezt a tanulmdanyt, felfedezve példaul az altalanositast arra az esetre,
amikor kett6nél tobb allél van. Hozzajarult az orvosi statisztika teriiletéhez is.
Weinberg 1937-ben halt meg. 1908-as cikkének tjrafelfedezése utan a gene-
tikusok a genotipusfrekvencidk stabilitdsdnak torvényét , Hardy—Weinberg-
torvénynek” nevezték el.

Manapsag ezt a torvényt gyakran a kovetkez6képpen hasznaljak. Ha egy
ritka recessziv a allél nem befolydsolja a tdlélést vagy a termékenységet, és
ha ismerjiik az aa genotipus x> gyakorisdgat, mert aa egy bizonyos fenotipust
eredményez, akkor kiszdmithatjuk x-et és megbecsiilhetjiik az Aa genotipus
2x(1 — x) ~ 2x gyakorisagat. Példdul, ha az aa gyakorisdga 1/20 000, akkor
x = 1/140-et kapunk. Tehét 2x ~ 1 /70 az Aa genotipus gyakorisdga. Az a re-
cessziv allél, amely a fenotipusok vizsgalata alapjan nagyon ritkdnak téinhet,
valéjaban nem is olyan ritka.
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12. fejezet

Ross és a malaria (1911)

é 1911-ben Ronald Ross brit orvos, aki mar 1902-ben Nobel-dijat kapott R

a maldridval kapcsolatos munkdjaért, egy, a betegség terjedését leird
differencidlegyenlet-rendszert tanulmanyozott. Kimutatta, hogy a ma-
laria csak akkor maradhat fenn, ha a szinyogok szdma egy bizonyos
kiiszobérték felett van. EzErt a maléria felszdmoldsdhoz nem sziikséges
az Osszes szunyogot kiirtani — elég, ha csak egy bizonyos szazalékat irt-
juk ki a szinyogoknak. Hasonlé jarvanymodelleket dolgozott ki késébb
\_ Kermack és McKendrick. P,

Ronald Ross 1857-ben sziiletett Eszak-Indidban, ahol apja a brit hadse-
reg tisztje volt. Londonban orvosnak tanult, de inkdbb verseket és dramakat
irt. Miutdn egy évig egy hajon dolgozott sebészként, 1881-ben sikertilt be-
Iépnie az indiai orvosi szolgdlatba. Indidban orvosi munkdja mellett renge-
teg szabadideje maradt, amely alatt irodalmi miiveket irt és matematikat ta-
nult. 1888-as, Anglidban toltott eltdvozasan kozegészségiigyi diplomat szer-
zett, és bakterioldgidt tanult, a Pasteur és Koch 4ltal néhany évvel korab-
ban létrehozott 4j tudomdanydgat. Indidba visszatérve Ross a maldridt kezd-
te tanulmanyozni. Masodik eltdvozdsa alatt, 1894-ben Londonban taldlkozott
Patrick Mansonnel, a trépusi orvostudomdny szakorvosdval, aki mikroszkép
alatt megmutatta neki, amit Alphonse Laveran francia katonaorvos mar 1880-
ban észrevett: a maldrids betegek vére parazitdkat tartalmaz. Manson felve-
tette, hogy a parazitdk a szinyogokbdl szdrmazhatnak, mert 6 maga Kina-
ban felfedezte egy masik trépusi betegség (a filaridzis) parazitdjat ezekben a
rovarokban. Ugy vélte azonban, hogy az emberek akkor fertézdtek meg a
parazitaval, amikor a sziinyogok altal szennyezett vizet ittak. Ross 1895-t61
1898-ig Indidban folytatta kutatdsait, és tesztelte Manson elképzelését. 1897-
ben egy dltala kordbban nem vizsgalt sziinyogfaj (Anopheles) gyomraban a
Laveran altal megfigyeltekhez hasonlé parazitdkat fedezett fel. Mivel felet-
tesei olyan évszakban kiildték Kalkuttdba, amikor a maldrids esetek ritkdn
fordulnak eld, elhatdrozta, hogy diszmadarakban tanulmanyozza a malariat.
A parazitat megtalalta az Anopheles szinyogok nyalmirigyében, és sikeriilt
kisérletileg egészséges madarakat megfert6znie tigy, hogy sziinyogokkal csi-
pette meg Oket: ezzel bebizonyitotta, hogy a maldria szinyogcsipéssel terjed,
nem pedig a szennyezett viz fogyasztdsdval. 1899-ben Ross elhagyta az indiai
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orvosi szolgélatot, hogy az egy évvel kordbban l1étrehozott Liverpooli Trépusi
Orvostudomanyi F&iskolan tanitson. 1901-ben a Royal Society tagjava valasz-
tottak, és 1902-ben a maldridval kapcsolatos munkdjaért megkapta az élettani
vagy orvosi Nobel-dijat. Afrikdba, Mauritiusra és a Foldkozi-tenger térségé-
be utazott, hogy népszeriisitse a sziinyogok elleni kiizdelmet. A mddszer si-
keres volt Egyiptomban a Szuezi-csatorna mentén, az épiilé Panama-csatorna
mentén, Kubaban és Malajzidban. Néhany mas teriileten kevésbé volt sikeres.
Ross 1908-ban publikalta a Jelentés a maldria megel6zésérél Mauritiuson ci-

mi tanulmanyat, 1910-ben pedig A maldria megeldzése cimiit.

12.1. dbra. Ross (1857-1932)

Annak ellenére, hogy bizonyitotta egyes sztinyogfajok szerepét a maldria
terjedésében, Rossnak azon allitdsit, miszerint a maldria egyszerdien a szu-
nyogok szdmdnak csokkentésével felszamolhatd, szkepticizmus fogadta. Al-
litdsdnak aldtdmasztasara az 1911-ben megjelent A maldria megeldzése cimi
konyvének mésodik kiaddsaban matematikai modellek feldllitdsaval prébal-
kozott. Az egyik modellje egy két differencidlegyenletbdl 4116 rendszer volt.
Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:

* N:egy adott teriilet teljes emberi népessége;

* I(t): a maldridval fert6zott emberek szdma a ¢ idSpontban;
* n: ateljes szinyogpopuldcié (dlland6nak feltételezve);

* i(t): a maldridval fert6zott sziinyogok szdma;

* b: a szlinyogok csipési gyakorisdga;
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* p (illetve p’): a maldria emberrdl szinyogra (illetve sziinyogrél ember-
re) torténd atvitelének valdszintisége egy csipés sordn;

* ag: az emberek maldridbdl valé felépiilésének sebessége;
e m: a szunyogok pusztuldsi ratéja.

Egy kicsi dt id6intervallum alatt minden fert6zott szinyog bdt embert csip
meg, akiknek egy % nagységu része még nem fertdzott. A p’ atviteli vals-
szin(iség figyelembevételével b p’i % dt 4j fertdzott ember van. Az ugyan-
ezen iddintervallum alatt felgydgyulé emberek szdma aldt. Ebbdl kovetke-
zben,

Hasonl6képpen minden egyes nem fertdzott sziinyog bdt embert csip meg,
akiknek 7/N része mar fertGzott. A p étviteli valésziniiség figyelembevéte-
lével bp (n—1i) ﬁdt 4j fertdzott szinyog van. Ekozben, feltételezve, hogy a
fert6zés nem befolyasolja a mortalitast, az elpusztuld szinyogok szdma midt.
Tehat Ji /
l . .
o =bp(n l)N mi.
Mivel a maldria a legtobb fert6zott orszagban dllanddan jelen van, Ross csak
a két egyenletbdl allé rendszerének egyensilyi helyzeteit vette figyelembe:
a fertdzott emberek szdma, I(¢), valamint a fertdzott szinyogok szdma, i(t),
id6ben dllandé marad (dI/dt = 0 és di/dt = 0). Mindig 1étezik egy egyensiilyi
helyzet, amelyben I = 0 és i = 0, ami a maldria hidnyédnak felel meg. Emellett
Ross olyan egyensuilyi helyzetet keresett, ahol 7 > 0 és i > 0, és azt talalta,

hogy

_ l—amN/(B*pp'n) .  1—amN/(b*pp'n)

=N N/ pn) T Trm/Gp) (1=

Ha az egyensiilyi helyzet egyenleteit elosztjuk az I x i szorzattal, a prob-

Iéma egy két egyenletbdl 4ll6 linedris rendszerré valik, melyben a két

ismeretlen 1/1 és 1/i,
bp a bp m+bpn_bp

I i N’ I Ni N

A rendszer megolddsa konnyen kiszdmithato.
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Megfigyelhetd, hogy I > 0 és i > 0, ha a sziinyogok szdma egy kritikus kii-

szobérték felett van:

amN

b2 p p/ .

Ebben az esetben az egyensiilyi helyzet annak felel meg, hogy a betegség en-

démids, azaz dllanddan jelen van. Ross arra a kdvetkeztetésre jutott, hogy ha

n, a szinyogok szdma az n* kritikus kiiszobérték ald csokken, akkor az egyet-

len megmaradé egyensulyi helyzet az I = 0 és i = 0, tehat a malaridnak meg

kell szlinnie. Ez azt jelenti, hogy nem sziikséges az 0sszes sziinyogot kiirtani a

maldria felszdmoldsdhoz. Ross éppen ezt akarta hangstilyozni a modelljével.
Elméletének illusztralasara Ross realisztikus értékeket keresett modellje

paramétereihez. Feltételezte, hogy

n>n"=

* a sziinyogok mortalitdsa olyan, hogy tiz nap utdn mér csak egyharma-
duk €l; tehdt e =10 = 1 és m = (log3) /10 naponta;

+ az emberek fele hdrom hénap utdn is fertdzott; tehat e 204 = 1/2 és
a = (log2)/90 naponta;

« minden nyolc sziinyogbdl egy csip naponta; tehdt e ? =1 — 1/8 és
b =1og(8/7) naponta.

7.z

* afertdzott szinyogok altalaban nem fert6z&dnek a fertézést kovetd el-
s0 tiz napban, mivel a parazitdknak tobb atalakulési szakaszon kell ke-
resztiilmenniiik. Mivel a sziinyogok egyharmada képes tiz napot tilélni,

7

Ross feltételezte, hogy a fert6zott szinyogok egyharmada is fert6zoké-
pes: p' =1/3;

s p=1/4.

Ross ezutdn a (I2.1)) képlettel ki tudta szdmitani az emberi populdci6 fert6zott
hdnyadét, azaz az I/N értéket a sziinyogpopuldci6 és az emberi populdci6
ardnyénak, n/N-nek a fiiggvényében. Eredményeit egy tdbldzatban mutatta
be, amely ekvivalens a[12.2] dbréval.

A gorbe alakja azt mutatja, hogy a fert6zott emberek ardnya mar akkor
meghaladja az 50%-ot, ha az n/N ardny valamivel a kritikus n*/N érték fe-
lett van. Ez a hdnyad azonban nem sokat viltozik, ha az n/N ardny tovdbb
nd. Ez megmagyarazza, hogy miért nem vették észre kordbban a szinyogok
szdma és a maldria jelenléte kozotti Osszefiiggést. Ross azonban észrevet-
te, hogy az n* /N kiiszobérték szdmszeri értéke nagyon érzékeny a b csipési
ardny kis valtozdsaira, ez azonban nem valtoztatja meg jelentésen a gorbe
alakjat a abran. Kvalitativ magyardzata fontosabb, mint a kvantitativ
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I/N
14
0.5 4
12.2. dbra. A fert6zott emberek
ardnya (I/N) a szinyog és az
emberi populdcié n/N ardnyé- 0 n*IN /N

nak fiiggvényében.

eredmények, amelyeket befolydsol a paraméterek szamszert értékeit 6vezd
bizonytalansag.

A Ross dltal felfedezett n* kritikus kiiszobérték értelmezéséhed!] vezes-
siilnk be egy fert6zott embert egy maldridtdl mentes emberi és sziinyogpo-
puléciéba. Ez az ember dtlagosan 1/a-nak megfeleld ideig lesz fert6zott. Egy
idGegység alatt bn/N csipést kap, tehat dtlagosan bn/(aN) csipést kap 6ssze-
sen, amig fert6zott. Tehdt atlagosan b pn/(aN) szinyogot fertéz meg. Mind-
egyik fert6zott szinyog dtlagosan 1/m hosszisdgu ideig él, b/m embert csip
meg, és b p' /m embert fertéz meg. Osszességében az elss fert6zott emberrdl
a szinyogokra és ezekrdl a sziinyogokrdl a tobbi emberre torténd atvitel utan
az djonnan fert6zott emberek atlagos szama az el6z6 két eredmény szorzata,
azaz )

/
%= PP (12.2)

amN
Ez az % érték az egy elsédleges emberi esetre visszavezethetd mésodlagos
emberi fert6zések szama. Az id6ben folyamatosan zajlé fert6zési folyamatot
tehdt az egymast koveté generdcidkon keresztill is tekinthetjik. A maldria
csak akkor tud ,,betorni” a populdcidba, ha %, > 1. Ez a feltétel pontosan

megegyezik az n > n* feltétellel.

Végezetiil Ross altaldnossdgban a matematikai modellezés jarvanytani al-

kalmazdsa mellett érvelt:

,» Tulajdonképpen a teljes jarvanytant, amely a betegségek idébeli
vagy térbeli véltozasdval foglalkozik, matematikailag kell vizs-
gélni, barmennyi valtoz6 is szerepel benne, ha egyaltalan tudo-
manyosan akarjuk vizsgdlni. Ha azt mondjuk, hogy egy betegség

"Ennek az értelmezésnek a jelentGségét csak jéval Ross munkéja utan ismerték fel.
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bizonyos tényezoktdl fiigg, azzal nem mondunk sokat, amig nem
tudunk becslést adni arra, hogy az egyes tényez6k milyen mér-
tékben befolyasoljak az egész eredményt. A matematikai mod-
szer pedig val6éjdban nem mds, mint gondos érvelés alkalmazdsa
a sz6ban forgé problémdkra.”

Rosst 1911-ben lovaggi iitotték. Londonba koltozott, és az elsé vilagha-
bort alatt a brit hadsereg tandcsaddja lett. 1923-ban adta ki 6néletrajzat Em-
lékiratok a nagy maldriaprobléma és megolddsdnak teljes korii ismertetésével
cimmel. 1926-ban nyitottdk meg a Ross Institute of Tropical Diseases (ma a
London School of Hygiene and Tropical Medicine része) intézetet, amelynek
6 lett az igazgat6ja. Ross 1932-ben halt meg Londonban.
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13. fejezet

Lotka, Volterra és a ragadoz6-zsakmany modell
(1920-1926)

é Alfred Lotka 1920-ban egy ragadozé—zsdkmany modellt tanulmanyo-
zott, és kimutatta, hogy a populdciok allandéan oszcilldlhatnak. Ezt a
tanulményt 1925-ben ,,A fizikai bioldgia elemei” cimil konyvében fej-
lesztette tovabb. 1926-ban Vito Volterra olasz matematikus torténetesen
ugyanezen modell irdnt kezdett érdeklédni, hogy megvalaszolja az Um-
berto D’ Ancona biol6gus altal feltett kérdést: miért fogtak tobb ragado-
z6 halat a haldszok az Adriai-tengerbdl az els6 vildghaboru alatt, amikor
a haldszat mértéke alacsony volt?

S %

1920-ban Lotka Analitikai jegyzet a szerves rendszerek bizonyos ritmikai
viszonyairol cimmel publikalt egy cikket. Mar néhany éve érdekl6dott bizo-
nyos kémiai reakciok irdnt, amelyek laboratériumi kisérletek soran furcsa at-
meneti oszcillicidkat mutattak. Cikkével azt szerette volna sugallni, hogy egy
két bioldgiai fajbol 4ll6 rendszer akdr tartdsan is oszcilldlhat. Az dltala vizs-
galt példa egy novényevd allatokbdl allé, novényekkel taplalkozéd populacid
volt. A kémiai kinetikdban hasznélt egyenletek analdgidjara legyen x(¢) a no-
vények Ossztomege és y(¢) a novényevSk ssztdmege a ¢ idGpontban. Lotka a
kovetkezd differencidlegyenlet-rendszeres modellt alkalmazta:

dx

E:axfbxy, (13.1)
d
d—);:—cy—i—dxy, (13.2)

ahol az a, b, ¢ és d paraméterek mind pozitivak. Az a paraméter a novények
novekedési ratdja, ha nincsenek novényevdk, mig ¢ a novényevok populaci-
6janak csokkenési ratdja, ha nincsenek novények. A —bxy és dxy kifejezi,
hogy minél tobb dllat és ndvény van, anndl nagyobb a tomegatadds a nové-
nyekbdl az allatok felé (az atadds némi tomegveszteséggel jar, tehat d < b).
A dx/dt =0 és dy/dt = 0 egyenleteket megoldva Lotka észrevette, hogy két
egyensulyi helyzet 1étezik:

* (x =0,y =0), a novényevsk populdcidja kihal, és nincsenek tobbé
novények;
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* (x=c/d,y=a/b), andvényevik és a novények egyiitt élnek.

Bizonyitds nélkiil azt is leirta, hogy ha a r = 0 idGpontban (x(0),y(0)) nem e
két egyenstilyi helyzet egyike, akkor az x(z) és y(r) fiiggvények periodikusan
oszcilldlnak: Ha példdul a novények nagyon nagy szdmban vannak
jelen, akkor a novényevSk populacidja megnd, ami a névények Ossztomegé-
nek csokkenését okozza. Amikor ez a tomeg nem lesz elegendd a novényevok
taplalasara, az dllatok egy része éhen hal, és a novények Ossztomege djra no-
vekedni kezd, amig el nem éri a kezdeti értékét. A jelenség megismétlddik.

X(t)

13.1. dbra. A ndvények x(r)
Ossztomegének és a no-
vényevdk y(¢) Ossztome-
gének ingadozdsa az idd 0 t
fuggvényében.

Lotka folytatta a modell vizsgélatat egy masodik, 1920-ban megjelent
cikkében, amelynek cime: A tomeghatds torvényébdl levezetett csillapitatlan
oszcilldciok. Megmagyarazta, hogy a rendszer miért tud periodikusan oszcil-
ldlni. Ez abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy az (x(r),y(t)) pontnak egy zdrt
palyén kell maradnia a sikban, ahol x a vizszintes tengelyen és y a fiiggbleges
tengelyen van; pontosabban abban a kvadrdnsban, ahol x > 0és y > 0 (I3.2]
abra).

Valéban, ha a (I3.T)) egyenletet elosztjuk a (I3.2)) egyenlettel, akkor né-
mi atrendezés utdn a kovetkezSket kapjuk:

c dx a dy
~Saa) T =(0-p) 2
( x+ dt <y ) dt
Integralva

dx(t) —clogx(t) = —by(t)+ alogy(t) +K

'A T periédus fiigg a kezdeti feltételektdl, de Lotka erre csak 1925-ben jott ré.
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adaddik, ahol K egy csak a kezdeti allapottdl fiiggd konstans. Ezért az
(x(r),y(t)) pontadx—clogx=—by+alogy+K gorbén marad, amely
torténetesen egy zart gorbe (13.2]dbra).

Yy A

13.2. dbra. A vizszintes tengelyen N\ ~

anovények x(¢) dssztomege, a fiig- / =0
gbleges tengelyen pedig a novény-
evlk y(t) Ossztomege lathats. Az
egyenstlyi helyzet koriili hdrom
zért gorbe kiilonbozd kezdeti felté- 0 >
teleknek felel meg. X

Az (x(r),y(t)) palya a (c¢/d,a/D) egyensilyi helyzet koriil az éramutaté
jaréasaval ellentétes irdnyban fordul, amint az dx/dt és dy/dt elGjelének tanul-
mdanyozasival konnyen beldthatd. Az egyenstlyi helyzet kozelében a rend-
szer kis rezgéseket mutat, amelyek periédusa 27 /+/ac.

Val6ban, legyen x = § +x* és y = § +y*, ahol |x*| < § és |y*| < §.
Ekkor

dx* b
X :7by* <£+X*> ziicy*7

dt d d
dy* a ad
=dx* <7 *) ~—x".
a ) E T
Ebbdl a két egyenletbdl kapjuk, hogy

d2x* a dZy* .
—F— X —dcCcX ~ —dc .
dr? dr? Y

Ezek az egyenletek megegyeznek az egyszer( fizikai inga lengéseinek
egyenleteivel. A periddus 27 /\/ac.

Raymond Pearl, aki az els6, 1920-as cikket kozolte a Proceedings of the
National Academy of Sciences cimi folyéiratban, segitett Lotkdnak egy két-
éves, a Johns Hopkins Egyetemre sz616 6sztondij elnyerésében, hogy meg-
irja A fizikai biologia elemei cim(i konyvet. A konyv 1925-ben jelent meg.
Az 1920-as munkit dsszefoglald rész azt is megemliti, hogy két fajbol, egy
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gazda- és egy parazitafajbdl vagy egy zsdkmany- és egy ragadozéfajbdl al-
16 rendszerek ugyanazzal a modellel irhatdk le (I3.1)—(13.2). Sajnos Lotka
konyve megjelenésekor nem keltett nagy figyelmet. A hires matematikus,

Volterra azonban nem sokkal kés6bb egy haldszati probléma tanulmanyozasa
sordn Lotkatdl fiiggetleniil Gjra felfedezte ugyanezt a modellt.

Vito Volterra az anconai zsid6 gettéban sziiletett 1860-ban, nem sokkal
Olaszorszag egyesitése el6tt, amikor a varos még a papai allamhoz tartozott.
Egyetlen gyermek volt. Ruhakereskedd apja meghalt, amikor Vito kétéves
volt, és a csaldd pénz nélkiil maradt. A kozépiskoldban jé tanul6 volt, Volter-
ra a szegénység ellenére folytatta tanulmadnyait, el6szor a firenzei egyetemen,
majd a pisai Scuola Normale Superioréban. 1882-ben fizikdbdl doktordlt, és
a kovetkezd évben a pisai egyetem mechanikaprofesszora lett. 1892-ben a
Torindi Egyetemre keriilt, majd 1900-ban a rémai La Sapienza Egyetem ma-
tematikai fizika tanszékére. 1905-ben szenator lett. Roémaban, illetve kiilfoldi
egyetemeken tartott el6addsai koziil sok konyv formajaban jelent meg: Hdrom
lecke a matematikai fizika legujabb eredményeirdl (Clark Egyetem, 1909),
Eléaddsok az integrdl- és integrdl-differencidlegyenletekrol (Réma, 1910),
Eléaddsok a funkciondlokrol (Périzs, 1912), A permutdbilis fiiggvények el-
mélete (Princeton, 1912). Az els6 vildghabor alatt tisztként szolgalt az olasz
hadseregben, és a haborts taldlmanyok irodajat vezette. A habord utdn akti-
van részt vett az Olasz Matematikai Unid (1922) és az Olasz Nemzeti Kutatasi
Tandcs (1923) megalapitdsdban, az utébbinak elsd elnoke is lett. Emellett a
Foldkozi-tenger tudomédnyos tanulmanyozdsdval foglalkozé nemzetkozi bi-
zottsdg elnoke (1923) és az Accademia dei Lincei elndke (1924) lett. Egy
masik, J. Péresszel kozosen irt monografidja, Eldaddsok a kompoziciordl és a
permutdbilis fiiggvényekrdl 1924-ben jelent meg.

13.3. abra. Volterra (1860—
1940), aki 1900-ban a
Cambridge-i Egyetem
diszdoktora lett.
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1925-ben, 65 éves kordban Volterra érdeklddését felkeltette Umberto
D’ Ancona zool6gus — aki késébb a veje lett — tanulmdnya, amely az Adriai-
tenger harom kikot&jében — Triesztben, Fiuméberﬂ és Velencében — a porcos
halak (példdul cdpdk és rajak) ardnyardl szolt a kifogott halmennyiségben
1905 és 1923 kozott. D’ Ancona észrevette, hogy e halak ardnya megnétt az
elsé vilaghaboru alatt, amikor a haldszat mértéke csokkent @ tablazat).

13.1. tablazat. A porcos halak szdzalékos ardnya Trieszt, Fiume és Velence haldszatd-
ban az elsé vildghabort eldtt, alatt és utan.

év 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916

Trieszt 5,7 8,8 9,5 15,7 14,6 7,6 16,2
Fiume - - - - 119 214 22,1
Velence 21,8 - - - - - -

év 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

Trieszt 15,4 - 199 158 133 10,7 10,2
Fiume 21,2 364 273 160 159 148 10,7
Velence - - 309 253 259 258 26,6

Mivel a porcos halak a kisebb halak ragadozdi, gy tiint, hogy a haldszat
mértékének csokkenése a ragadoz6 fajoknak kedvez. Volterra, aki nem ismer-
te Lotka munkdssagat, ugyanazon modell segitségével magyardzta meg ezt a
megfigyelést:

dx dy
—=ax—>b - =— d
ar ax Xy, ar cytaxy,
ahol x(¢) a zsdkmdnyallatok szdmdt, y(¢) pedig a ragadozdk szdmit jeloli.
Lotkahoz hasonldan észrevette, hogy ez a rendszer periodikusan oszcilldlhat
T periédussal, amely fligg az (xo,y0) kezdeti dllapottol. Azt is észrevette,

hogy

d d
Elogx:a—by, Elogy: —c+dx.

Egy T periédus hosszisdgu idSintervallumon integrdlva (dgy, hogy x(0) =
x(T) és y(0) = y(T)), a kovetkez$ eredményt kapta:

1 /T a 1 /T c
— t)dt = — — t)dt=—.
= war=2 2 [Cawar=4

2Ma a horvitorszigi Rijeka
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Tehat mind a zsdkmanyéllatok, mind a ragadozék szdmanak atlaga egy pe-
ri6dus alatt fiiggetlen a kezdeti feltételektSl. Tovabba, ha a haldszat mértéke
csokken, a zsdkmanyallatok a novekedési ratdja nd, mig a ragadozdk c kiha-
14si rdtdja csokken. Ezért az x(¢) dtlaga csokken, az y(¢) dtlaga pedig nd: a
ragadozdk ardnya né. Pontosan ezt figyelték meg az Adriai-tenger haldszati
statisztikdinal is.

Volterra 1926-ban jelentette meg el8szor olaszul a cikkét. Az angol nyel-
vii dsszefoglalé néhany hénappal kés6bb jelent meg a Nature-ben. Lotka ta-
jékoztatta Volterrat és mas tudésokat a ragadozé—zsdkmany rendszerek ta-
nulméanyozasanak elsébbségérdl. De 1920-as cikkét és 1925-6s konyvét nem
mindig emlitették. Lotka ekkor mar egy biztositétarsasagnak dolgozott, igy
munkdja az emberi demogréfidra 0sszpontositott. Volterra még egy évtize-
den 4t dolgozott a ragadoz6—zsdkmany rendszer véltozatain. 1928—1929-ben
el6adassorozatot tartott az tjonnan létrehozott parizsi Henri Poincaré Inté-
zetben. Ezen el6adésok jegyzeteit 1931-ben Tanulsdgok az életért folytatott
kiizdelem matematikai elméletérdl cimmel adtdk ki. 1935-ben Volterra Um-
berto D’ Ancondval egyiittmiikodve egy masik konyvet is kiadott Bioldgiai
tdrsuldsok matematikai szempontbol cimmel.

Bar ugy tlnik, hogy a ragadozé—zsdkmany modell helyesen magyardzza
a halaszati adatokat, az egyszer(sitett 6koldgiai modellek realisztikussaga-
6l sz616 vita még csak akkor kezdddott, és még mindig tudomdnyos vita
targyat képezi. Napjainkban a ragadozé—zsdkmany modell Lotka—Volterra-
modellként is ismert, és az egyik leggyakrabban idézett modell az dkol6gia-
ban.

1931-ben Volterra megtagadta, hogy hiiségeskiit tegyen Mussolininek. El-
vesztette professzori allasat a rémai egyetemen, €s kizartdk az olasz tudoma-
nyos akadémidkbol, amelyeknek egyik leghiresebb tagja volt. Ett61 kezdve f6-
ként Olaszorszagon kiviil élt, Eurdpat jarta és el6adasokat tartott. J. Péresszel
kozosen kiadta a A funkciondlok dltaldnos elmélete elsd kotetét (1936) és B.
Hostinskyvel kézosen egy konyvet Infinitezimdlis linedris miiveletek cimmel
(1938). Rémdban halt meg 1940-ben.
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14. fejezet

Fisher és a természetes szelekcio (1922)

é 1922-ben Ronald Fisher brit matematikai bioldgus nagy hatdsu cikket R

publikalt a populdcidgenetikardl. Ez a fejezet a cikknek csak egy szaka-
szaval foglalkozik, amely a Hardy—Weinberg modell egy, a természetes
szelekcidt is tartalmazé véltozatara 6sszpontosit. Fisher kimutatta, hogy
heterozigdta elény esetén mindkét allél 1étezhet egymas mellett. Ha a
két homozigéta koziil az egyik elénydsebb, akkor a masik allél eltiinik.
Az alapprobléma annak magyardzata, hogy egyes géneknek miért lehet
tobb alléljuk.

S %

Ronald Aylmer Fisher 1890-ben sziiletett Londonban, hat gyermek ko-
ziil utolsdként. Apja arverezd volt, de késdbb csédot jelentett. Fisher 1909
és 1913 kozott a Cambridge-i Egyetem Gonville és Caius College-dban ta-
nult matematikat és fizikat. A genetika akkoriban gyorsan fejlodott. Fisher
1911-t61 kezdve részt vett a Galton altal kezdeményezett Eugenikai Tarsasag
ilésein. Galton és Mendel munkajaval kapcsolatos statisztikai problémékkal
kezdett foglalkozni. Egyetemi tanulmdnyai befejezése utdn egy nyarat egy
kanadai farmon tolt6tt, majd a londoni Cityben miikodé Mercantile and Ge-
neral Investment Company-nal dolgozott. Rendkiviil ers rovidlatdsa miatt
nem vehetett részt az elsd vilaghdboriban, annak ellenére, hogy 6nként je-
lentkezett. Ezekben az években kozépiskoldkban tanitott. Szabadidejében egy
farmot gondozott, és folytatta kutatdsait. Fontos 1j eredményeket ért el, ame-
lyek a korreldcios egyiitthatékat a mendeli genetikdval hoztdk dsszefiiggésbe.
1919-t61 statisztikusként dolgozott a mez6gazdasdgi kutatdsokkal foglalkozé
Rothamsted Kisérleti Allomason.

1922-ben Fisher A dominanciaardnyrol cimmel publikélt egy cikket. Sza-
mos mas fontos dj gondolat mellett ez a cikk egy olyan matematikai modellt
vizsgdlt, amely a Mendel-térvényeket és a Darwin 4ltal az evolicié elméleté-
hez hangsilyozott természetes szelekcid gondolatat 6tvozte. Fisher ugyanazt
a helyzetet vizsgalta, mint Hardy, két A és a alléllal és véletlenszer{i paroso-
dast feltételezve. Feltételezte azonban, hogy az AA, Aa és aa genotipusu egye-
dek kiilonboz6 mértékben halnak meg a feln6ttkor elérése elétt, igy utanozva
a természetes szelekcidt. Ha p,,, 2¢g, és r, a harom genotipus gyakorisdga
a feln6tt egyedek kozott az n-edik generdcidban, akkor az n + 1-edik gene-
raciéban (p, +qn)?, 2(pn + qn)(qn +1n) s (gn +rn)? Gjsziilott rendelkezik
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14.1. abra.
Fisher (1890-1962)

ezekkel a genotipusokkal. Legyen u, v és w a harom genotipus sziiletéstdl a

2121242

n+ 1-edik generaci6 felndtt egyedei kozott p,41, 2gn+1 €s rp+1 a kovetkezd
értékekkel:

u(pn+ qn)*
puis = ) (14.1)
n
gui1 = 22 ”+q’;) Gutra), (14.2)
n
W(qn+12)?
g = LTS (143)
n

ahol az egyszerliség kedvéért

dy = u(Pn +qn)2 —|—2V(p,, +CIH)(qn + rn) =+ W(Qn + rn)z-

Felhaszndlva, hogy p, + 2q, + r, = 1, lathatjuk, hogy ha u = v = w (azaz
ha nincs természetes szelekcid), akkor a (T4.I)—(T4.3) rendszer a Hardy éltal
vizsgélt (TT.T)-(T1.3) rendszerre redukdlodik.

Legyen x,, = p, + ¢, az A allél gyakorisaga az n-edik generacié felndtt
egyedei kozott. Ekkor g, +r, = 1 — x, az a allél gyakorisiga. Osszeadva

(T)-et és (T2,
ux,? +vx,(1—x,)
uxy2 +2vx,(1 —x,) +w(l —x,)2

Xn+1 =

adodik. Ez az egyenlet a kovetkez6 alakra hozhat6:

(v=w)(1—=2x,) + (u—v)x,
ux,? +2vx, (1 —x,) +w(l —x,)%

(14.4)

X1 —Xn =X (1 —xy)
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Mindig legalabb két olyan egyensilyi helyzet 1étezik, ahol az x, gyakorisag
nemzedékeken keresztiil dllandé marad: x = 0 (a populéci6 teljes egészében
homozigéta aa-bdl all) és x = 1 (a populacid teljes egészében homozigdta
AA-bdl all).

A egyenlet segitségével megmutathatjuk, hogy ha a homozigéta
AA jobb tilélési esélyekkel rendelkezik, mint a mésik két genotipus (u > v és
u > w), akkor az a allél fokozatosan eltlinik a populaciébdl. Ez az eset nem
lehet tdl gyakori a természetben, ha tudjuk, hogy a két allél egyszerre jelen
van. Ha azonban a heterozigéta Aa szelektiv elényt élvez a homozigéta AA és
aa alléllal szemben (v > u és v > w), akkor a hdrom genotipus egyszerre jelen
van a populdciéban. Ez a leggyakoribb eset, és ez magyardzhatja a gazdik
altal észlelt hibridek erdsségét.

Val6jaban az x = 1 egyensulyi helyzet stabil, ha u > v, mert
Xnp1—Xp = (1 _xn) (u—v)/u,

ha x, kozel van 1-hez. A populacié ehhez az egyensilyi helyzethez tart.
Az x = 1 egyensilyi helyzet instabil, ha u < v, ebben az esetben 1étezik
egy harmadik egyenstlyi helyzet is,
. v—w
X'=—

2v—u—w
ahol 0 < x* < 1. Tovabb4 ellendrizhetjiik, hogy ez stabil. Az x* stabil
egyenslilyi helyzet a harom genotipus keverékének felel meg.

Ezért egyszerfien Mendel torvényeit és a természetes szelekcid hipoté-
tudjuk magyarazni a genotipusok egyiittélésének vagy eltinésének két hely-
zetét. Fisher utdn ezt a modellt J. B. S. Haldane (ldsd a[T7} fejezetet) és Sewall
Wright (lasd a[I9] fejezetet) is kidolgozta.

A[20] fejezetet megelSlegezve, vegyiik észre, hogy ha A teljesen domindns
és a homozig6ta aa hatranyos helyzetben van a masik két genotipushoz ké-
pest,azu:v:wszdmok 1:1:1— € ardnyban vannak, akkor a egyenlet
az

2
Xpil —Xn = T e ~ex, (1 —x,)? (14.5)

egyenletté alakul € < 1 esetében. Ha a heterozigdta Aa tilélése a két homo-
zigéta tilélése kozott féliton van, akkor az u:v:wszdmok 1: 1—¢/2:1—¢
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ésazu:v:wszdmok 1 : 1 —g/2: 1 — € ardnyban vannak, és

£
€x.(1—x,
2%n(1 =) ~ (1 -x), (14.6)

M T T e () 2

hae < 1.

A Rothamstednél Fisher a terméshozamokra és a meteorolégidra vonatko-
z6 hosszu tavi adatokat elemezte, de a statisztikai médszertanhoz is nagymér-
tékben hozzdjarult. 1925-ben kiadta a Statisztikai modszerek kutatok szdmdra
cimii konyvét, amely nagy sikert aratott, és sokszor djranyomtdk. 1929-ben a
Royal Society tagja lett. Fisher 1930-ban jelentette meg A természetes kivd-
lasztds genetikai elmélete cimi konyvét, amely mérfoldkének szamitott a po-
puldcidgenetika torténetében. 1933-ban a londoni University College eugeni-
kaprofesszora lett, Karl Pearson ut6djaként a Galton-laboratériumban. 1943-
ban a Cambridge-i Egyetem genetikai tanszékére keriilt, ezittal R. C. Punnett
utédjaként (Idsd a[T1] fejezetet). Tobb kinyvet is publikélt: Kisérletek terve-
zése (1935), A beltenyésztés elmélete (1949) és Statisztikai modszerek és tu-
domdnyos kovetkeztetés (1956). 1952-ben lovagga iitotték, 1959-es nyugdijba
vonuldsa utdn Ausztrdlidban telepedett le, és 1962-ben halt meg Adelaide-
ben. Munkdssaganak egy masik részére a[20] fejezetben tériink vissza.
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15. fejezet

Yule és az evolacio (1924)

~

( Yule brit statisztikus 1924-ben egy olyan evoliciés modellt tanulm4-
nyozott, amelyben a fajok kis mutacidkkal 4j fajokat, a nemzetségek pe-
dig nagy mutidcidkkal 4j nemzetségeket hozhatnak 1étre. Célja az volt,
hogy megmagyarazza a fajok szdmanak eloszlasat a nemzetségeken be-
lil: a legtobb nemzetség csak egy fajt tartalmaz, néhdny nemzetség pe-
dig nagyszdmii fajt. A Yule dltal a modelljében bevezetett sztochasztikus
,.sziiletési folyamat™” ma is alapvetd eszkoz a filogenetikai fik és szamos
mds teriilet vizsgalataban.

%

George Udny Yule 1871-ben sziiletett Skécidban, apja magas beosztas-
ban dolgozott az indiai brit kdzigazgatidsban. Yule 16 éves kordban kezdte
meg mérnoki tanulmdényait a londoni University College-ban. 1892-ben irdnyt
valtott, és egy évet Bonnban toltott kutatassal Heinrich Hertz fizikus feliigye-
lete alatt, aki néhdny évvel kordbban kimutatta az elektromagneses hullamok
1étezését. Amikor Yule visszatért Anglidba, Karl Pearson felajanlotta neki a
University College alkalmazott matematika tanarsegédi 4llasat. Yule Pearson
nyomdn statisztikdval kezdett foglalkozni. 1911-ben kiadta a Bevezetés a sta-
tisztika elméletébe ciml miivét, amelyet 14 alkalommal nyomtattak djra. A
kovetkezd évtol a Cambridge-i Egyetemen dolgozott. Kutatomunkdja a sta-
tisztika elméleti aspektusaival, de mez8gazdasagi és jarvanytani alkalmaza-
sokkal is foglalkozott. 1922-ben a Royal Society tagja lett.

1924-ben Yule Az evoliicio matematikai elmélete Dr. J. C. Willis kovetkez-
tetései alapjan cimmel publikélt egy cikket. Willis a Royal Society munkatar-
sa volt, és 1922-ben publikalta Kor és teriilet, tanulmdny a foldrajzi elterje-
désrdl és a fajok eredetérdl cimi konyvét. A novények €s allatok osztilyoza-
sdban a fajok kiillonb6z6 nemzetségek kozotti eloszlasat tanulmanyozta. Az
altala osszedllitott adatokbdl kideriilt, hogy a legtobb nemzetségben csak egy
faj taldlhatd, egyre kevesebb nemzetségben taldlhaté tobb faj, és van néhany
olyan nemzetség is, amelyben nagyszamd faj taldlhaté. A [I5.1] tabldzat a ki-
gyokra, gyikokra €s két bogarcsaladra (a Chrysomelidae és a Cerambycinae)
vonatkozé adatokat mutatja be. Az akkor ismert 1580 gyikfajt 259 nemzet-
ségbe soroltdk, 105 nemzetség csak egy fajt tartalmazott, 44 csak két fajt, 23
csak harom fajt stb. és két nemzetség tartalmazott tobb mint szaz fajt. Tovabbi
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15.1. abra.
Yule (1871-1951)

allat- és novénycsalddok esetében a nemzetségek eloszldsa a benniik taldlhaté
fajok szdma szerint nagyon hasonlé alakot mutatott.
Yule azt javasolta Willisnek, hogy prébalja meg az adatait logaritmikus

skdldju grafikonon dbrdzolni. Ez szembet(ing eredményt hozott (I5.2] dbra):
az n fajt tartalmaz6é nemzetségek szamanak, Q,-nek a logaritmusa tobbé-
kevésbé linedrisan csokken a log(n) értékkel. Mds sz6val, vannak olyan ¢ > 0
és B > 0 konstansok, hogy O, ~ anB: az eloszls egy ,.hatvanytorvényt”
kovet. 1924-es cikkében Yule olyan matematikai evoliciés modellt keresett,

amely magyarazatot adhat egy ilyen statisztikai eloszlasra.

15.2. 4dbra. A nemzetségek szd-

ma az daltaluk tartalmazott fajok

szdmanak fliggvényében, tizes ala- . [N\emzetségek szama
pu logaritmikus skdldval: a Chry-
somelidae-re vonatkozé adatok. Az
ingadozdsok kiegyenlitése érdeké- 10 1
ben, amikor az n (a fajok szdma)

nagy, a nemzetségeket az n érté- .
kek tartomanyaiban szdmoltuk meg
a tablazat szerint. Igy a nem-
zetségek atlagos szdma egyetlen n 10 . .
érték esetén 1-nél kisebb lehet. 10 10 10

fajok szama

-1

Ehhez el6szor egy folytonos idejii sztochasztikus modellﬂ képzelt el a
fajok szdmdnak névekedésére egy nemzetségen beliil (15.3]a dbra). A+t =0

"McKendrick (lasd a fejezetet) mar 1914-ben megjelent tanulmanyaban tanulmanyozott
ilyen populaciédinamikai modelleket.
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15.1. tablazat. A Willis altal 6sszeallitott adatok.

A fajok A nemzetségek szdma
szdma  Chrysomelidae = Cerambycinae  Kigyok Gyikok

1 215 469 131 105

2 90 152 35 44

3 38 82 28 23

4 35 61 17 14

5 21 33 16 12

6 16 36 9 7

7 15 18 8 6

8 14 17 8 4

9 5 14 9 5

10 15 11 4 5
11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
3140 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0
91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2
Osszesen 627 1024 293 259

id6pontban egyetlen fajbdl kiindulva feltételezte, hogy egy faj esetében an-
nak a val6szintisége, hogy mutdcié utjan egy dj, ugyanahhoz a nemzetséghez
tartozo faj sziiletik egy dt (az evolici6 id6skadldjan) ,,kis” id6intervallum alatt,
egyenld az rdt értékkel (r > 0).

Legyen p,(¢) annak a valdsziniisége, hogy a ¢ idGpontban n faj 1étezik (n
egész szam, ¢ pedig valds szam). A p,(t +dt) kiszamitdsahoz Yule tobb esetet
is figyelembe vett:

* haatid6pontban n — 1 faj van, minden fajra r dr a valészinlisége annak,
hogy t és t 4 dt kozott egy 1j faj keletkezik; a dt — 0 hatarértékben n
faj lesz a t +dt idGpontban (n — 1) rdt val6szintiséggel,

* ha a r id6pontban n faj van, akkor a  + dt id6pontban n+ 1 faj lesz
nrdt valészinliséggel.
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1 1
1 3
3 n=1
1 4
n=2
n=
2 n=4
t 0

15.3. 4bra. (a) Az egy nemzetségen beliili fajszdm alakuldsdnak szimuldcidja. Az 1. faj
létrehozza a 2. és 3. fajt. A 3. faj a 4. fajt hozza létre. (b) Annak valdszintisége p, (1),
hogy t id6pontban n azonos nemzetségii faj van, 1 < n < 4 esetén.

Igy pa(t) a

dpi

—_ = 15.1
7 rpi, (15.1)
d

Czn =m—=1)rpy_1—nrpy (15.2)

differencidlegyenlet-rendszerrel adhaté meg minden n > 2 esetén. Az elsé
egyenletbdl p () = ¢ "' adbdik, mivel p;(0) = 1. Megmutathatd, hogy a
madsodik egyenletnek a p,(0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldésa

pu(t) =e (1 —e )t (15.3)

minden n > 2 esetén (I5.3]b dbra). Tehdt egy bizonyos ¢ fix idGpontban a va-
16szindiségek (p,(¢))n>1 eloszldsa ,,geometrikus”, ahol a két egymadst kovetd
tag kozotti ardny 1 —e™"".

Valéban, el6szor is vegyiik észre, hogy a (15.2) egyenlet ekvivalens a

4 [pne"" | =(—1)rpy_1e"" (15.4)
dt

egyenlettel, amelybdl egymds utdn kiszdmithatjuk p,(¢)-t, p3(¢)-at stb.,
fey kapjuk, hogy pa(t) = " (1 —e "), majd p3(r) = " (1 — e "")?,
ami az dltaldnos megoldds (I5.3) képletét sugallja. Végiil ellendrizhet-
jiik, hogy ez a képlet a (15.4) egyenlet megolddsa.
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Yule azt is levezette a (I5.3]) képletbdl, hogy a fajok virhaté szdma expo-
nencidlisan nd az id6vel:

—+oo
Y npa(t)=e".
n=1

Valdban, el§szor is vegyiik észre, hogy |x| < 1 esetén

ey d & d 1 1
n—1_ n_ = _ )
n;lnx _dxzx dx(lx) (1—x)2

n=0

Ekkor
oo oo
Z npn(t) — et Z n(l _efrt)nfl — ot
n=1 n=1

Specidlisan, ha T az ¢’ = 2 4ltal meghatdrozott megduplazédasi id6, ak-
kor at = T id8pontban a fajok szdmdanak (p,(t)),>1 val6sziniliségi eloszldsa
geometriai eloszlds, amelynek ardnya 1/2: 1/2,1/4,1/8,1/16,... At =kT
id6pillanatban ez geometriai, amelynek ardnya 1 — 1/2% és py (kT) = 1/2%.

Yule ezutdn az azonos nemzetséghez tartozé fajok szamanak novekedésé-
vel pdrhuzamosan egy hasonlé folyamatot vett figyelembe, amely az tj nem-
zetségek 1étrejottéhez vezetd nagyobb mutacidknak koszonhetd. Legyen sdrt
annak a valészintisége, hogy egy meglévs nemzetség egy kis dr id6interval-
lum alatt 4j nemzetséget hoz 1étre. Mint kordbban, feltételezve, hogy t = 0
id6pontban csak egy nemzetség 1étezik, a nemzetségek varhaté szdma ¢ id6-
pontban ¢*’. A t id8pontban az idGegységenként létrehozott nemzetségek 4t-
lagos szdma az se*! derivalttal egyenld. Ha ¢ tart +oo-be a t idépontban x és
x+dx idSegység kozott 1étezé nemzetségek dtlagos szama se® %) dx. Annak
valdszintisége, hogy a r id6pontban egy véletlenszertien kivalasztott nemzet-
ség x és x + dx idGegységek kozott 1étezett, se™** dx.

Ha egy ¢ id6pontban véletlenszeriien kivdlasztott nemzetség x és x + dx
idGegységek kozott 1étezett, akkor annak valészintisége, hogy ez a nemzetség
n fajt tartalmaz, a képlet szerint egyenld e " (1 — e~")"~-gyel min-
den n > 1 esetén. Tehat g,,, azaz annak a val6szintisége, hogy egy ¢ id6pontban
véletlenszertien kivalasztott nemzetség n fajt tartalmaz, a kovetkez6:

~+oo
Gn = / se e (1—e ™) dx.
0

2Yule azt az esetet is figyelembe vette, amikor ¢ nem feltételezhetd nagyon nagynak a e’
megdupldzddasi idejéhez képest. A szamitdsok kicsit bonyolultabbak, de a végeredmény nem
nagyon kiilonbozik.
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Legyen u = r/s. Egyszerii szdmitdssal megéllapithatd, hogy g; = 1/(1 4 u)

és hogy
1 u 2u (n—1)u
14w 1+2u 1+43u 1 +nu

qn

minden n > 2 esetén.

(15.5)

Valoban, (1—e~"*)"~! = (1—¢~")"~2 (1 —¢~*). Tehat
—+o0
4n = qn-1 _S/ e*(r+S)X(1 —efrx)"*z e dx.
0

Parcidlis integralassal kapjuk, hogy

r+s , (n—1)r/s
dn =4n-1— 7 7 . 49n ©S Gn= ——
(n—=1)r

A képlet azt mutatja, hogy a valészintiségek (g, ),>1 sorozata csok-
kend. Tehat a maximumot n = 1 esetén érjiik el: a legtobb nemzetség csak
egy fajt tartalmaz. Az adatok pontosan ezt mutattdk. Rdadasul g, viszony-
lag lassan csokken 0-hoz, amint n tart a végtelenbe, mert g,/g,—1 — 1. Ez
megmagyardzhatja, hogy egyes nemzetségek miért tartalmaznak nagyszamu
fajt. Pontosabban, Yule megmutatta, hogy a log g, érték log(n)-nel linedrisan

csokken.

I'(z+1) = zI'(z). Tehat (15.5)) a kovetkezd alakot veszi fel:

n 1
o — (n—1)! _ D(m)T(1+ ])

tans. Hasonl6képpen,

Végiil
1
logg, ~ — (1 + ) logn + konstans.
u

Cu(l+he+ )y urmri+ Ly’

1 1
logl'(n+ 1+ 1/u) ~ nlogn—n+ ( + 2) logn + konstans.
u

Vezessiik be az Euler-féle Gamma-fiiggvényt: ['(z) = [;" "' e ™' dt.
Ekkor I'(n+1)=n!=nx (n—1)x--- x2x 1, ha n egész szdm és

Stirling kézelitése szerint azonban log'(n) ~ nlogn—n— % logn+kons-
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Vegyiik példaul a gyikok esetét. Az u paramétert a csak egy fajt tartalma-
z6 nemzetségek g, = 1/(1+ u) ardnydbol lehet megbecsiilni. A[15.1] tdbldzat
szerint g1 = 105/259, tehdt u =~ 1,467. Ezutdn kiszdmithatjuk az g, elmé-
leti valészinliségét és az n fajt tartalmaz6 nemzetségek Q, véarhaté szdmat,
ha g,-t megszorozzuk az 6sszes faj szdmdval, ami 259 tabldzat). Yule
észrevette, hogy a megfigyelések és a szamitasok kozotti egyezés viszonylag
jd’f] tekintettel a modell egyszertiségére, amely nem veszi figyelembe példaul
azokat a kataklizmdkat, amelyeken a fajok az evolici6 tobb millié éve alatt
atmentek.

15.2. tdbldzat. Az adatok és az elmélet Osszehasonlitdsa a gyikok esetében (1580 faj
259 nemzetségbe sorolva).

Fajok szdma A nemzetségek A nemzetségek
nemzetségenként  megfigyelt szdma  szamitott szdma

1 105 105,0

2 44 39,2

3 23 21,3

4 14 13,6

5 12 9,6

6 7 7,2

7 6 5,6

8 4 4,5

9 5 3,7

10 5 3,1
11-20 17 16,6
21-30 9 6,9
31-40 3 3,9
41-50 2 2,6
51-60 0 1,9
61-70 1 1,4
71-80 0 1,1
81-90 0 0,9
91-100 0 0,7
101- 2 10,1
Osszesen 259 259

1931 utén Yule fokozatosan visszavonult a Cambridge-i Egyetemrdl. Er-

3 A 100-n4l t5bb fajt tartalmazé nemzetségek szamanak esetében Yule a tablazatndl jobb
illeszkedést kapott, figyelembe véve, hogy r nem nagy a ¢*' megdupldzidasi id6hoz képest.
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deklddni kezdett a mondatok hosszanak statisztikai eloszlasa irdnt, hogy azo-
nositani tudja a konyvek szerzdit. Ezt els6sorban a John Graunt altal kiadott
konyvre alkalmazta (1dsd a2] fejezetet), de valészintileg William Petty inspi-
ralta. 1944-ben konyvet adott ki ,,Az irodalmi székincs statisztikai vizsgalata”
cimmel. A szerz6 1951-ben halt meg.

Yule modelljét napjainkban is haszndljak a ,.filogenetikai fak” (a fajok
genealdgiai fdi) elemzésére. Ezek a[I5.3] dbrdhoz hasonlé fik a molekuld-
ris biol6gidbdl szarmazé Uj adatoknak koszonhetSen egyre ismertebbek. A
(TI5.1)—(15.2) egyenletek dltal meghatédrozott sztochasztikus folyamatok al-
kalmazdsai azonban nem korlatozédnak az evolici6 elméletére. Ez a folyamat
a populaciédinamika szamos modelljének épit6kove, a mikroszkopikus szint-
t6l (példaul baktériumtelepek modellezése) a makroszkopikus szintig (egy
jarvany kezdetének modellezése). Ezt nevezik ,.tiszta sziiletési folyamatnak™
vagy ,,Yule-folyamatnak”. Egy egyszer(i valtozata tartalmazza a barmely kis
dt idGintervallum alatti elhaldlozds mdt valdsziniségét: a varhat6 populdcio-
méret 7 idépontban erre a ,sziiletési és haldlozési folyamatra™ ekkor e(" )"
Ami a @ valdszintiségi eloszlast illeti, azt néha Yule-eloszlasnak nevezik.
A hatvanytorvényeket kielégitd farokkal rendelkezd eloszldsok a tudomény
kiilonboz§ teriiletein nagy figyelmet kaptak. A hatvanytorvény szerinti fok-
szdmeloszlasu véletlen hdlézatokon terjedd jarvanyok tanulméanyozdsa csak
egy példa erre.
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16. fejezet

McKendrick és Kermack a jarvanymodellezésrol
(1926-1927)

( 1926-ban McKendrick egy sztochasztikus jarvanymodellt tanulményo- R
zott, és taldlt egy mdédszert annak kiszdmitdsdra, hogy egy jarvany mi-
lyen valészintiséggel ér el egy bizonyos végsé méretet. Megalkotott to-
vabba egy folytonos idejli parcidlis differencidlegyenlet korstrukturalt
populdcidk leirasara. 1927-ben Kermack és McKendrick egy determi-
nisztikus jarvanymodellt tanulmédnyozott, valamint megadtak egy egyen-
letet a jarvany végéllapotdra, amely a népsiiriiség bizonyos kiiszobérté-
két hangsiilyozza. E kiiszobérték felett nagy jarvanyok fordulhatnak eld,
de ez alatt nem. Ezeket a munkdkat a mai jarvanytanban még mindig
nagymértékben hasznaljik.

- J

Anderson Gray McKendrick 1876-ban sziiletett Edinburgh-ban, 6t gyer-
mek koziil utolséként. Orvosi tanulmdnyait a Glasgow-i Egyetemen végezte,
ahol apja az élettan professzora volt. 1900-ban csatlakozott az indiai orvosi
szolgdlathoz. Miel6tt Indidba ment volna, elkisérte Ronald Rosst a maléria
elleni kiizdelemre Sierra Leonéba. Ezutdn 18 hénapig a hadseregben szolgélt
Szudanban. Indidba érkezésekor egy bengéli borton orvosanak nevezték ki,
ahol a vérhas megfékezésével prébélkozott. 1905-ben csatlakozott az 4j Koz-
ponti Orvosi Kutatéintézethez Kasauliban (Eszak-Indidban). A veszettséggel
foglalkozott, de matematikat is tanult. 1920-ban, miutdn megfert6z6dott egy
tropusi betegséggel, visszatért Edinburgh-ba, és a Royal College of Physici-
ans laboratériumanak feliigyelGje lett.

1926-ban McKendrick publikalt egy cikket a A matematika alkalmazdsa
orvosi problémdkra cimmel, amely szamos Uj Gtletet tartalmazott. Mindenek-
el6tt bevezetett egy folytonos idejli matematikai modellt jarvanyterjedésre,
amely figyelembe vette a fert6zés és a gyogyulds sztochasztikus aspektusat.

Tekintsiink egy N méretii populaciét, amelyben kezdetben csak egy fertd-
z6tt személy van. Az emberek egymads utan harom allapotot jarhatnak be: a fo-
gékony S éllapotot, a fertSzott I dllapotot és a gy6gyult R dllapotot (16.2} db-
ra

! Daniel Bernoulli modellje (Iisd a fejezetet) tartalmazta a S €s R dllapotokat, de az /-t nem,
mivel a fert6zés idGtartama sokkal rovidebb, mint az atlagos varhaté élettartam.
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16.1. dbra. McKendrick (1876-1943) és Kermack (1898-1970)

16.2. dbra. Lehetséges allapotok: fogékony (S), fert6zott (I), gyogyult (R).

Legyen p; ,(t) annak a val6szintisége, hogy a populdciéban ¢ idGpontban
pontosan i ember van az [ éllapotban és r ember az R dllapotban, ahol i és
r olyan egész szamok, hogy 1 < i+ r < N. Ebben az esetben a népesség az
(i,r) dllapotban van. A fogékony emberek szdma s = N — i — r. Ross malri-
dval kapcsolatos munkdjat kovetve (ldsd a[T2] fejezetet) McKendrick feltéte-
lezte, hogy egy kis dt idSintervallum alatt egy uj fert6zés bekovetkezésének
valdszinlisége asi dt (azaz ardnyos mind a fogékony emberek, mind a fer-
tozottek szamaval). Egy 1) gydégyulds bekovetkeztének valdszintisége bi dr.
Mind a, mind b pozitiv paraméter. A p; (¢ + dr) kiszdmitdsdhoz tobb esetet
kell megkiilonboztetni:

* apopuldcié a ¢ idSpontban (i — 1,7) dllapotban van, és t és t + dr kozott
egy Uj fertGzés a populdciét (i,r) dllapotba juttatja; ennek az esemény-
nek a valészintsége as(i—1)dt,s=N—(i—1)—r;

* apopuldcid a r idGpontban (i, r) dllapotban van, és 7 és t + dr kozott egy
tij fert6zés a populdcidt (i + 1,r) dllapotba juttatja; ennek az esemény-
nek a valészintisége asidt,s =N —i—r;

* a populéci6 a r idGpontban (i + 1,r — 1) dllapotban van, és egy 4j fel-
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gyOgyulds hatdséra t és 1 + dt kozott a populdcié (i, r) dllapotba keriil;
ennek az eseménynek a val6szintisége b (i+ 1) dr;

* a populdcié a ¢ idGpontban (i,r) dllapotban van, és ¢ és ¢ + dt kozott
egy uj felgyGgyulds hatdsdra a populdcié (i — 1,7+ 1) édllapotba keriil;
ennek az eseménynek a valészinidsége bi dr.

McKendrick igy a

dpi,r
dt

=aN—i—r+1)(i—1)pic1,—a(N—i—r)ipi,
+b(i+1)piv1,-1—Dbipir (16.1)

egyenleteket kapta 1 < i+ r < N esetén. A jobb oldalon szerepld els6 tag
elttinik, ha i = 0, mig a harmadik tag eltlinik, ha r = 0. A kezdeti feltételek:
pi(0) =0 minden (i, r)-re, kivéve p; (0) = 1.

Ezzel a modellel McKendricknek sikeriilt kiszdmitania annak valészi-
nliségét, hogy a jarvany ugy ér véget, hogy n ember megfert6z6dott, ami
a pon(t) hatdrértéke, amint ¢+ — +oo. ValGjdban nem sziikséges megoldani
a (T6.1) rendszert. Elég, ha megjegyezziik, hogy amig i fert6zott és r gyé-
gyult van, addig egy kis dt idGintervallum alatt az 4j fert6zés valdszintisége
a(N —i—r)idt, az Gj gy6gyulds val6szinilisége pedig bi dt. Tehét az dtme-
net valdszintiségét (ahogyan a Markov-lancok elméletében szokds nevezni)
az (i,r) allapotbdl az (i + 1,r) allapotba vagy az (i — 1,r+ 1) dllapotba a
kovetkezd képletek adjak meg:

a(N—i—r) b
Pl =(i+1r) = aN=i=r)+b’ Pli)—(i-1,r+1) = a(N—i—r)%b’

minden i > 1 esetén dbra).

Legyen ¢; , annak a valdsziniisége, hogy a populdcié a jarvany sordn 4t-
halad az (i, r) dllapoton. Mivel t = 0-bani=1és r =0, igy g1 0 = 1. A tobbi
allapotot vagy fert6zés, vagy gyodgyulds utdn érjiik el:

Qi = qi-1r P(i1.) (i) T Dit10—1 P11 (i) -

A jobb oldal els6 tagja hidnyzik, ha i = 0 vagy i = 1. A masodik tag hidny-
zik, ha r = 0. Ebb6l a képletbdl eldszor kiszdmithatjuk (g;0)2<icy-t, majd
(gi1)o<isn—1-et, majd (gi2)o<i<n—2-t stb. Annak val6szintisége, hogy a jar-
véany végiil n embert fert6z meg, go,. 1926-ban az ilyen szdmitdsok meg-
lehetdsen koriilményesek voltak. McKendrick ezért nagyon kis populédcidkra,
példédul egy csalddra vonatkozé példékra szoritkozott. N =5 ember és b/a =2
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5
4
3 —t
16/.3. ”ébra. Egy N = ,5 9 NN
méreti populdcié lehetsé-
ges allapotait (i a vizszin- 1 N N N
tes tengelyen, r a fiigglle-
ges tengelyen) és a fert6zés 0 I N N N N
(vizszintes nyilak) vagy a )
gyo6gyulds (mas nyilak) mi- 0 1 2 3 4 5 1

atti lehetséges dtmeneteket
bemutaté diagram.

esetén a[I6.1] tabldzatot kapta. A legnagyobb valészintiségek annak az eset-
nek felelnek meg, amikor a csalddban csak egy személy fert6zott, illetve an-
nak, amikor az egész csalad fert6zott.

16.1. tdblazat. Annak valésziniisége, hogy egy jarvany egy 6tfés csalddban n embert
fertéz meg, hab/a = 2.

n 1 2 3 4 5

qn, 033 011 0,09 0,13 034

Ugyanez az 1926-os cikk a demogréfiai problémdk 1ij megfogalmazdsat is
tartalmazza, amikor az id6t folytonos valtozonak tekintjitk. Végtelenil kicsi
dx esetén legyen P(x,t)dx a t idGpontban x és x + dx kozotti életkortd népes-
ség. Legyen m(x) a halanddség x életkorban. Ekkor

P(x+h,t+h) = P(x,t) —m(x) P(x,t)h
végteleniil kicsi & esetén. Vezessiik be a P(x, 1) fiiggvény parcidlis derivéltjait:

aP 1 P(x+h7t)_P(x7t) al T P(X,[—F/’l)—P()C,t)
gy P1) = im h » g nt) = Jim I
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Felhaszndlva, hogy

opP opP
P(x+h,t+h) = P(x,t)+h a(x,t) +h W(x,t) ,

McKendrick a kovetkezd parcidlis differencidlegyenletet kapta:

%(x,t) + %(x,t) +m(x)P(x,t) =0.

Egy ilyen egyenlet természetes mdédon jelenik meg a folytonos véltozéval
strukturalt populacids problémdkban, mint példdul az életkor a demografia-
ban (lisd a[25] fejezetet) vagy a fertSzés 6ta eltelt idS a jarvanytanban.

1921-ben William Ogilvy Kermackot nevezték ki az edinburgh-i Royal
College of Physicians Laboratory kémiai részlegének vezet6jévé. Kermack
1898-ban sziiletett egy skociai kisvarosban. Az Aberdeeni Egyetemen tanult,
majd egy oxfordi ipari laboratériumban kezdett kutatni a szerves kémia terii-
letén. Annak ellenére, hogy 1924-ben edinburgh-i laboratériuméban tortént
robbands utdn teljesen megvakult, kollégdi és tanitvanyai segitségével foly-
tatta kémiai munkdjat. Kermack egytittmikodott McKendrickkel a jarvanyok
matematikai modellezésében is. 1927-t61 kezdve egyiitt publikaltdk a Kozle-
mények a jarvdnyok matematikai elméletérdl cimii sorozatot, amelyben de-
terminisztikus jarvdnymodelleket vizsgaltak. Legyen N a populdcié mérete,
ahol N elég nagy. Tegyiik fel az 1926-os cikkhez hasonl6an, hogy az embe-
rek lehetnek fogékonyak, fertézottek vagy gydgyultak. Ha a betegség haldlos,
akkor a harmadik édllapot valGjdban a haldl. Legyen S(¢), I(r) és R(¢) a hdrom
allapot mindegyikében 1évé emberek szdma. A modell (egyszertisitett forma-
ban) egy harom differencidlegyenletbdl all6 rendszer:

ds
— =—aSI 16.2
o~ st (16.2)
dl
— =aSI—bl 16.3
i ; (16.3)
dR
— =bl. 16.4
7 (16.4)

Igy az idGegységenkénti 1 fertdzések szdma — az 1926-os sztochasztikus mo-
dellhez hasonléan — ardnyos mind a fogékony emberek, mind a fert6zottek
szamaval. A jarvany kezdetén, a t = 0 idGpontban bizonyos szamu ember fer-
t6zott: S(0) = N — Iy, 1(0) = Iy és R(0) = 0, feltételezve, hogy 0 < Iy < N.

Bir a (16.2)-(16.4) rendszernek nincs zart megoldésa, szamos tulajdon-
sdga bizonyithato:
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* ateljes népesség, S(¢t) +1(t) + R(t), dllandé és egyenls N-nel;

* S(1), 1(r) és R(t) nemnegativ marad (ennek igy is kell lennie, hiszen
ezek populéciok);

* amint t — oo, S(¢) csokkenve tart az S > 0 hatédrértékhez, I(¢) 0-hoz
tart és R(¢) novekedve tart az R., < N hatérértékhez;

e tovabba a
So a

-1
8500) " b

(N—S..), (16.5)

képlet implicit médon S..-t és igy a jarvany végallapotét, R = N — Se-t

is megadja.

Valéban, el6szor is vegyiik észre, hogy

d
—(S+I+R)=0.
S HI+R)

Tehat
S(t)+1(t)+R(r) =S(0)+1(0) +R(0) =N.

A (16.2) és (16.3) egyenletek étirhaték a kovetkezSképpen:

d 't d ot
el afpl(t)dt| _ bt—a [} S(t)dt
7 [S(t)e 0 } =0, . [I(t)e 0 ] =0.

Ebbdl egyrészt az kovetkezik, hogy
S(t) = S(0) e~ o147 5
masrészt pedig, hogy
1(t) = 1(0) o5 de=b1 -
A és egyenletek azt mutatjék, hogy az S(¢) fiiggvény csok-
kend, az R(r) fiiggvény pedig novekvs (valamint, hogy R(z) > 0). Mivel

S(r) 2 06és R(t) <N, a S(¢) és R(¢) fiiggvényeknek van hatdrértéke, ha
t — +oo. Mivel I(t) = N — S(¢t) — R(¢), I(f)-nek is van hatérértéke, amint
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t — +oo, ami csak nulla lehet, ahogy az integraldssal (16.4) lithat6. A
(16.2) egyenletbdl az is kideriil, hogy

d
fa[logS] =al.

Hat = 0 és t = 400 koz6tt integralunk, akkor
—+oo
log S(0) —log Se :a/ I(r)dt
0

adédik. A (16.3) egyenlet a kovetkezSképpen irhaté at:

Ha t = 0 és t = 4o koz0tt integrdlunk, megkapjuk a kovetkezd ered-
ményt:

—1(0) = S(0) — S — b /O ) ar.

A két eredményt kombindlva megkapjuk a (I16.3) képletet, amely azt
mutatja, hogy S. > 0.

Ha a fert6zottek kezdeti szama, Iy, kicsi az N népességszamhoz képest,
ami gyakran el6fordul a jarvany kezdetén egy vérosban, a (16.5) képlet dtir-
hat6 az S.. = N — R.. Osszefliggés segitségével a kovetkez6képpen:

Re Re

ahol a definicié szerint
PR
0=

A egyenletnek csak akkor van pozitiv megolddsa, ha % > 1. Kermack
és McKendrick tehét arra a kdvetkeztetésre jutott, hogy a jarvany csak akkor
fertézi meg a népesség nem elhanyagolhaté hanyadat, ha %y > 1. Van egy
N* = b/a kiiszobérték a népsiiriségre, amely alatt nem fordulhat el6 jarvény.

Amikor a populdcié mérete, N, éppen e kiiszobérték felett van (N = N* +
€), kis amplitidéji jarvany 1ép fel. (16.6)-bdl kiovetkezik, hogy R. ~ 2€.
Tehat S =~ N* — €: a jarvany a fogékony populaciét ugyanannyival a kiiszob-
érték N* ald viszi, mint amennyivel eredetileg folotte volt.
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Valdban, a —log(l —x) = x+ % kozelitéssel a || egyenlet a kovet-
kezd lesz:
R

w 1 (Ro\’ R
B 2 (22) gtz
N+2<N> N

Tehdt Re. ~ 2(%o — 1)N =2 & (N* +€) ~ 2.

Ahogy Ross maldriamodelljében fejezet), az Zo > 1 feltételnek egy-
szerl az értelmezése. Mivel aN az egy fert6zott személy altal idSegységen-
ként megfert6z6tt emberek szdma a jarvany kezdetén, és mivel 1/b a fert6z8
idGszak dtlagos hossza, Zy = aN /b a jarvany kezdetén egy fert6zott személy
altal okozott masodlagos esetek dtlagos szama.

Haldlos betegségek esetén R(7) a jarvdny kezdete 6ta bekovetkezett haldl-
esetek kumulativ szdma, dR/dt pedig a halédlesetek idGegységenkénti szdma.
Kermack és McKendrick észrevette, hogy a dR/dt fiiggvény grafikonja a ma-
tematikai modelljikben valéban olyan harang alakd, mint amit egy jarvany-

gorbétdl varunk (16.4] dbra).

1 0001
halalesetek hetente

8001

6001

4001

2001

hetek
0 5 10 15 20 25 30

16.4. dbra. A dR/dt gorbe az id6 fiiggvényében és a heti haldlesetek szamanak adatai
egy 1905-1906-o0s bombayi pestisjarvany sordn.

A dR/dt derivilt kiszdmitdsdhoz vették (16.2) és (16.4) hanyadosit, és
megkaptdk a

ds

— =—aS/b

ar =4S/
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értéket. Tehat
S(¢) = S(0) exp(—aR(t)/D).

Ha ezt behelyettesitjiik a (16.4) egyenletbe, és felhaszndljuk, hogy S(¢)+
I(t)+R(t) = N, akkor a

dR a

“=b[N-R-S(0)exp (- R)] 16.7
7 (0)exp(— (16.7)
egyenletet kapjuk, amely még mindig nem oldhat6 meg explicit mo-
don. Mindazondltal, ha § R(z) a teljes jarvany alatt kicsi marad, akkor az

exp(—u) ~ 1 —u+u®/2 kozelités a

dR a a

7 b [N R S(O)+S(O)bR S(O)szR } (16.8)
eredményt adja. Ez egy tgynevezett Riccati-egyenlet, amelynek két egyen-
sulyi helyzete van, egy pozitiv R és egy negativ R_, amelyeket a (16.8)
jobb oldaldn 1évé mésodrendd R polinom gyokei adnak. Legyen R(¢) a
pontos megolddsa, és legyen Q(t) = R(¢) — R. Ekkor Q(¢) ele-
get tesz egy Bernoulli-differencidlegyenletetnek, amely hasonl6 a Dani-
el Bernoulli és Verhulst dltal tapasztaltakhoz (1asd {.5) és (6.1)). A (6.2)
képletet tehat kozvetleniil adaptalhatjuk, hogy megkapjuk a Q(r) értéket.
Egy egyszerti, de hosszadalmas szamitdssal kideriil, hogy dQ/dt

%
cosh?(Br — )

alaku, ahol a, B és ¥y a modell paramétereitSl bonyolult médon fiiggs
konstansok. Mivel dR/dt ~ dR/dt = dQ/dt, Kermack és McKendrick
a(a,B,y) értékeket az adataikhoz illeszked6 médon vélaszthattak. Ter-
mészetesen a modern szamitogépek és svalaszthattdkzoftverek konnyen
megoldjadk numerikusan a differencidlegyenletet anélkiil, hogy
ilyen kozelitéseket végeznének.

Az igy kapott dR/dr gorbe jol illeszkedett az 1905 decembere és 1906
juliusa kozott Bombayben lezajlott pestisjarvany sordn a heti haldlesetek sza-
méra vonatkoz6 adatokhoz (16.4] dbra).

Kermack és McKendrick azt az 4ltalanosabb modellt is vizsgélta, amely-
ben a fertzGképesség a(x) a fert6zés ota eltelt x id6tdl fiigg, és amelyben
a gybgyuldsi ardny b(x) szintén fiigg x-tSl. A jarvany végallapotdt megadd
egyenlet (ha a fert6zott esetek kezdeti szdma kicsi) tovdbbra is , de ez-
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uttal .
Ry =N / a(x)e oDy gy (16.9)
0

Az % paraméter értelmezése ugyanaz, mint az eléz8 esetben: ez az egy fer-
t6zott személyre juté masodlagos esetek dtlagos szama a jarvany kezdetén.
Vegyiik észre a hasonldsagot a és Lotka demogréfiai % képlete
kozott: az életkort a fert6zés 6ta eltelt idd, a tilélést a még mindig fertdzot-
tek ¢ Jo DY) dy valészinlisége, a termékenységet pedig az N a(x) kontaktardny
helyettesiti.

Kermack és McKendrick az 1930-as években tobb mds matematikai jar-
vanymodellt is kidolgozott. Ezek ma is a legtobb, a jarvdnytanban hasznélt
Osszetettebb modell épitokovei. Az %y paraméter még mindig kozponti sze-
repet jatszik a modellek elemzésében.

McKendrick 1941-ben vonult nyugdijba és 1943-ban halt meg. 1930 és
1933 kozott Kermack tobb matematikai fizikarol sz616 cikket irt az Edinburgh-
1 Egyetem matematikai tanszékén dolgoz6 William McCrea és Edmund Whit-
taker tarsszerzdjeként. Az 1930-as és 1940-es években Kermack vegyészcso-
portja dj, maldriaellenes hatdst molekuldk szintézisével prébalkozott, de mér-
sékelt sikerrel. 1938-ban Kermack Philip Eggletonnal kozosen irt egy nép-
szerli konyvet az elemi biokémiardl Az anyag, amibdl késziiltiink cimmel.
1944-ben a Royal Society tagjava valasztottdk, 1949-ben pedig elfoglalta az
Aberdeeni Egyetem biokémiai tanszékét. Késébb a Természettudomanyi Kar
dékénja volt. 1968-ban vonult nyugdijba és 1970-ben halt meg.
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17. fejezet

Haldane és a mutaciok (1927)

é 1922-es cikkének egy masik részében Fisher egy olyan mutdns gén prob-
1émé4jat vizsgalta, amely adott valészintiségi eloszlassal, véletlenszeri
szdmu utddra oroklddhet. A probléma formailag ugyanaz volt, mint a
csaladnevek kihaldsdnak probléméja, de genetikai kontextusban. Fisher
megmutatta, hogy ha a valdszintiségi eloszlds Poisson-eloszlas, és ha a
mutédns génnek nincs szelektiv elénye, akkor a mutdns gén nagyon las-
san eltinhet a populaciébol. 1927-ben Haldane brit biolégus tovabb vitte
ennek a modellnek a vizsgélatat, és kimutatta, hogy egy mutans elényos
gén fennmaradasanak valdszinlisége a szelektiv elényének kétszerese. A

L kihaldsi problémadt is szigortibban kezelte.

%

John Burdon Sanderson Haldane 1892-ben sziiletett Oxfordban, ahol ap-
ja az egyetem fiziol6giaprofesszora volt. Haldane az Eton College-ban, majd
1911 utén az Oxfordi Egyetem New College-adban tanult. Miutdn az elsé év-
ben a matematikdra 6sszpontositott, a human tudomanyok felé fordult. Ta-
nulmdnyait megszakitotta az elsé vildghdbord, amelynek sordn Franciaor-
szagban és Irakban szolgalt. Miutdn megsebesiilt, katonai kiképz&ként Indi-
aba kiildték. 1915-ben publikélta elsé cikkét, amelyben a haboru el6tt egere-
ken megkezdett genetikai kisérleteit targyalta. 1919-ben a New College 6sz-
tondijasa lett, fiziol6giat tanitott, és apjahoz hasonléan a 1€gzést tanulma-
nyozta. 1923-ban csatlakozott F. G. Hopkin{] biokémiai laboratériumédhoz
a Cambridge-i Egyetemen, ahol az enzimek kinetik4jdval foglalkozott. Egy
tudomanyos-fantasztikus regényt is publikalt, a Daedalus vagy a tudomdny
és a jovd (1923), valamint egy esszét Callinicus, a vegyi hadviselés védelmé-
ben (1925) cimmel. 1924 és 1934 kozott tiz cikkbdl 116 cikksorozatot irt A
természetes és mesterséges szelekcio matematikai elmélete cimmel.

A sorozat 6todik, 1927-ben megjelent cikkében Haldane egy masik ge-
netikai modellt vizsgalt djra, amelyet Fisher 1922-ben tanulmanyozott, egy
mutécidkra 6sszpontosité modellt. Fisher azt vizsgélta, hogy egy mutdns gén
milyen valdszintiséggel hatol be egy populdcidba vagy tlinik el. Ez a problé-
ma formailag megegyezik Bienaymé, Galton és Watson problémadjaval, amely

IFrederick Gowland Hopkins, aki a vitaminokkal kapcsolatos munkéssdgaért 1929-ben meg-
kapta az élettani vagy orvosi Nobel-dijat.
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17.1. abra.
Haldane (1892-1964)

a csalddnevek kihaldsara vonatkozik. Fisher azonban nem hivatkozott ezekre
a munkdkra, bar lehet, hogy olvasta Galton és Watson cikkét, amelyet Gal-
ton 1889-es Természetes oroklddés cimii konyvének fiiggelékében adtak ki.
A9 fejezethez hasonl6an jeloljiik py-val annak a val6sziniiségét, hogy egy
gén az elsd generdcidban k utddra szall at (k > 0). Fisher az

f(x) = pot+pratpaa 44 a4

generatorfiiggvényt is figyelembe vette, azonban nem rogzitett felsé korlatot
k-ra: az 6sszeg végtelen szamu tagot is tartalmazhat. R4jott, hogy a 0. genera-
ci6ban egy mutans génnel rendelkez6 egyedbdl kiindulva annak valdszintisé-
ge, hogy ez a gén k egyedben van jelen, az 1. generdcidra az x* egyiitthatGja az
Sf1(x) = f(x)-ben, a 2. generdciéra az f>(x) = f(f(x))-ben, a 3. generdcidra
az f3(x) = f(f(f(x)))-ben stb. Ily médon vildgossa vilik, hogy a kivetkezs
egyenldség teljesiil:

o) = f(fu1(x)) 7.1

Ez az egyenlet sokkal praktikusabb, mint a Watson 4ltal levezetett f,(x) =
fue1(f(x)) egyenlet. Specidlisan, (17.1)-bdl kovetkezik, hogy az n generd-
cién beliili kihalds valdszintiségére vonatkozé x, = f,,(0) képlet kielégiti az
Xn = f(x,—1) iterdciés formuldt, ahogy azt mar Bienaymé is észrevette.
Példaként Fisher egy olyan novény esetét vizsgalta, amelynek mutdns
génje N magot képes termelni, €és minden egyes mag esetén ¢ a valdsziniisége
annak, hogy tilélve egy dj novényt hozzon létre. A p; valdsziniiség, vagyis
annak a val6szintisége, hogy k, a mutans génnel rendelkez6 utédot kapunk

binomialis:
N _
P = (k)q"(l —q)V 7k
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minden 0 < k < N esetén és pp =0k > N esetén. A generatorfiiggvény ekkor

fx)=(1-gq+qx)".

Legyen %y = N q az Gj novényt 1étrehozé magok dtlagos szama. Ha N nagy,
q pedig kicsi, akkor

fx) = <1+%(x—1))N~e o(r—1) %Z %ox .

A (pi) valészintiségi eloszlds az e =70 (%,)* /k! értékhez tart, amit Poisson-
eloszldsnak neveziink. Fisher ezutdn kiszdmitotta az n generdcion beliili kiha-
lasi val6szintiségét, xo = 0, x, ~ eZ0ln-1-1) g5 az N = 80 és g = 1/80 érté-
kek felhasznaldsaval. Ebben az esetben %y = Ng = 1. Faradsigos szamitas-
sal nyerjiik, hogy xj00 &~ 0,98: a szelektiv el6ny nélkiili mutdns gén (% = 1)
nagyon lassan elttinik. Még mindig 2% esély van arra, hogy a gén 100 gene-
rdcié utdn is jelen legyen a populdcidban. Fisher 1922-t6] nem folytatta ennek
a modellnek a vizsgélatat.

Fisher munkajat folytatva Haldane 1927-es cikkében vette észre el6szor,
hogy béarmely (py) valdszintiségi eloszlds esetén, ahol py > 0, az x = f(x)
egyenletnek pontosan két gydke van a (0, 1] intervallumban, ha a muténs gént
hordozé utédok atlagos szama, % szigordan nagyobb, mint 1, azaz ha a mu-
tans gén szelektiv eldnyt élvez. Tovabb4, az x., kihaldsi valészinliség, amely
X, hatédrértéke n — +o0 esetén, az x = f(x) egyenlet két gyoke koziil a kiseb-
bik: a génnek nem nulla valészinfisége van a populdciéban valé megtelepe-
désre. Bienaymével és Cournot-val ellentétben Haldane bizonyitast adott erre
a kovetkeztetésre.

Valéban, f'(x) >0 és f”(x) > 0 a [0,1] intervallumon. Mds szdval, az
f(x) fuggvény nemcsokkend és konvex. Az f(0) = pp > 0 és

(1) =% =pi+2pr+3p3+--->1

feltevések azt jelentik, hogy az f(x) = x egyenletnek pontosan két meg-
olddsa van a (0,1] intervallumban: x = 1 és x* dgy, hogy 0 < x* <
1. Haldane ezutdn Gabriel Koenigs 1883-as cikkére hivatkozott, amely
megmutatta, hogy ha x, = f(x4—1) €s X — Xeo, akkor xee = f(¥eo) €s
|/ (%) < 1.Ha f'(1) > 1, akkor csak az lehet, hogy x.. = x*.

Poisson-eloszlas esetén, ahol f(x) = e#00=1) &g R, csak kicsivel na-
gyobb, mint 1, az x.. kihaldsi val6sziniiség nagyon kozel van 1-hez. Az f(x.) =
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X egyenlet ekvivalens a kovetkezdvel:

(x0 —1)°

Lo (Xeo — 1) =108 X0 &2 (Xeo — 1) — 5

Ebbdl kovetkezik, hogy
1 —Xeo 2 2(%p—1).

Haldane arra a kovetkeztetésre jutott, hogy annak valészintisége, hogy a mu-
tans gén nem pusztul ki, kétszerese az %y — 1 szelektiv elényének. Anélkiil,
hogy Haldane-t idézte volna, Fisher 1930-as konyvében példaként azt az ese-
tet hozta fel, amikor Zy = 1,01, ami 2%-os esélyt ad arra, hogy a mutans gén
nem pusztul ki.

Haldane 1932-ben a Royal Society tagja lett. Cambridge-et elhagyva a
londoni University College genetika-, majd biometriaprofesszora lett. Ekkor
els6sorban a humangenetika érdekelte: a mutacids ratak becslése, a kromo-
szomak genetikai térképei stb. Tudomanyos konyvei mellett (1927-ben a Juli-
an Huxley-val kozosen irt Allatbiolégia, 1930-ban az Enzimek és 1932-ben Az
evoliicio okai, 1954-ben A genetika biokémidja) szamos tudomdnyos cikket
publikalt a sajtéban (pl. az élet eredetérdl) és néhany esszét (Az ember egyen-
lotlensége 1932-ben, Egy bioldgus filozofidja 1935-ben, A marxista filozofia
és a tudomdnyok 1938-ban, Leszdrmazds és politika 1938-ban és A tudomdny
fejlodése 1947-ben). Miutan a polgarhabort idején tobbszor jart Spanyolor-
szagban, megprdobalta meggy6zni sajat hazajat, hogy épitsen dvohelyeket a
1égibombdzasok ellen. A mésodik vildghdboru alatt a tengeralattjarok 1€gzési
problémadin dolgozott. 1942-t61 a kommunista part tagja volt, 1950-ben azon-
ban kilépett, mivel a Szovjetuniéban Liszenko hatdsara hivatalosan elutasitot-
tak a mendeli genetikét. 1957-ben Indidban telepedett le, ahol folytatta kutata-
sait, el6szor a kalkuttai Indiai Statisztikai Intézetben, majd Bhubaneswarban.
Elnyerte az indiai dllampolgdrsdgot, majd 1964-ben halt meg.
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18. fejezet

Erlang és Steffensen és a kihalasi probléma
(1929-1933)

1929-ben Erlang dan telefonmérnok ismét a csalddnevek kihaldsdnak
problémdjaval foglalkozott. Honfitarsa, Steffensen statisztikus kidolgoz-
ta a probléma teljes megolddsat. Nevezetesen, azt mutatta ki, hogy az
utédok szamdnak vérhat6 értéke minden egyes generdcidéban exponen-
cialisan novekszik, és ezzel hidat vert a sztochasztikus és a determinisz-
tikus populaciés modellek kozott.

Agner Krarup Erlang 1878-ban sziiletett a ddniai Lgnborgban. Apja isko-
lamester volt. A fiatal Erlang 1896 és 1901 kozott matematikét, fizikat és ké-
midt tanult a Koppenhdgai Egyetemen. Ezutdn néhdny évig kozépiskoldkban
tanitott, mikozben tovabbra is érdekl6dott a matematika, kiillondsen a valo-
szinliségelmélet irant. Megismerkedett Jensennel, a Koppenhdgai Tavbeszéld
Tarsasdg fomérnokével és amatdr matematikussal, aki 1908-ban meggy6z-
te, hogy csatlakozzon a tarsasdg Uj kutat6laboratériumédhoz. Erlang cikkeket
kezdett publikdlni a valdszinliségelméletnek a telefonhivasok kezelésére vald
alkalmazasarol. 1917-ben felfedezett egy varakozasi idére vonatkozé képle-
tet, amelyet a telefontarsasdgok hamarosan vildgszerte hasznaltak. Az elészor
dan nyelven megjelent cikkeit késébb tobb mas nyelvre is leforditottak.

18.1. ébra.
Erlang (1878-1929)

1929-ben Erlangot ugyanaz a kihal4si probléma kezdte érdekelni, amelyet
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el6tte Bienaymé, Galton és Watson vizsgalt a csalddnevek esetében, Fisher és
Haldane pedig a mutdns gének esetében tanulmanyozott. Elédeihez hason-
16an 6 sem volt tisztdban az 0sszes addig megjelent munkaval. Ismét py-val
jelolve annak a valdszinfiségét, hogy egy egyednek k utdda lesz, észrevette,
hogy az n generacion beliili kihalds val6szintisége, x,, a kovetkezd feltétel-
nek felel meg: x, = po + p1Xp_1+ p2 (Xp_1)> + - = f(xp_1), Xo = O-val.
Azt is észrevette, hogy az x.. teljes kihaldsi valdszinfiség, amely x, hatarér-
téke n — 400 esetén, az x. = f(x.) egyenlet megolddsa. R4jott, hogy x = 1
mindig megoldds, és hogy létezik egy masik megoldas is 0 és 1 kozott, ha az
utédok 4tlagos szdma Zy = f'(1) nagyobb, mint 1. De gy tiinik, hogy nem
tudta kitaldlni, hogy a két megoldds koziil melyik a helyes. Galtonhoz hason-
16an 1929-ben & is benyujtotta a problémat egy ddn matematikai folydirathoz,
a Matematisk Tidsskrift-hoz:

»15. kérdés. Ha annak a valdszinlsége, hogy egy egyénnek k
gyermeke sziiletik, py, ahol po+ p1 + p2+--- = 1, adja meg an-
nak a valészinfiségét annak, hogy a csaladja kihal.”

Sajnos Erlang még ugyanabban az évben, 1929-ben, 51 éves kordban meg-
halt. Ami azt illeti, gyermekteleniil halt megﬂ

Johan Frederik Steffensen, a Koppenhdgai Egyetem biztositdsmatemati-
ka professzora folytatta Erlang kérdésének vizsgalatat. Megoldasat 1930-ban
publikalta ugyanabban a dan folyéiratban: a kihalds valdészintisége, x., min-
dig az x = f(x) egyenlet legkisebb gyoke a [0, 1] zért intervallumban, ahogyan
azt mar Bienaymé és Haldane is észrevette. Steffensen bizonyitdsa az, amely
a modern tankonyvekben megtaldlhat6.

Lattuk, hogy az x.. kihaldsi valdszintiség az x = f(x) egyenlet meg-
olddsa a [0, 1] zdrt intervallumban. Legyen x* a legkisebb ilyen meg-
oldas. Definicié szerint x* < x... Steffensen vette észre el6szor, hogy
x* = f(x*) = po = x1. Indukciéval feltételezziik, hogy x* > x,. Ekkor
x* = f(x*) = f(xn) = xp+1, mivel az f(x) fiiggvény novekvd. Tehat
x* > x, minden n esetén. A hatarértéket véve x* > x... Tehat x., = x*.

Steffensen formalisabb magyarazatot adott arra is, hogy miért x = 1 az
egyetlen gyoke az x = f(x) egyenletnek, ha az utédok dtlagos szdma %, =
(1) kisebb vagy egyenls 1-gyel a abra), és miért csak egy mésik, x =
1-t61 eltérs gydk van abban az esetben, ha % > 1 (18.2]b dbra). Vegyiik észre,
hogy %y = f'(1) az f(x) fiiggvény meredeksége x = 1-nél.

'Az 6 emlékére a Nemzetkozi Telefonos Tandcsad Bizottsdg 1946-ban tgy dontétt, hogy a
telefonforgalom intenzitdsdnak mértékegységét ,.erlang”-nak nevezi. Az Ericsson cég éltal hasz-
nélt programozdsi nyelv neve is ,,Erlang”.
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Steffensen észrevette, hogy x = f(x) barmely gyokére
= =
lx=1-f()=1=po— Y p* = ¥ pi (1)
k=1 k=1

teljesiil. Feltételezve, hogy x # 1 és osztva 1 — x-szel,
1=pi+p2(1+x)+ps (1+x+57) +--- (18.1)

adédik. Amikor x 0-rél 1-re ng, a (I8.1) egyenlet jobb oldala 1 — py-rdl
Ro = f'(1)-re n6. Ha %, < 1, akkor a egyenletnek nincs megol-
dédsa. Ha Z > 1 és ha kizdrjuk azt a trividlis esetet, amikor p; = 1, akkor
a (I8.1)) egyenlet jobb oldala x szigordan novekvd fiiggvénye. Ellenke-
z3 esetben nem lenne olyan k > 2, hogy py # 0 és %, egyenld lenne
pi-gyel, ahol p; < 1. Kovetkezésképpen (I8.1)-nek egyetlen megolddsa
van a [0, 1] intervallumban, ha %, > 1.

\4
v

0 1 0 X 1

18.2. dbra. Azy = x és y = f(x) fiiggvények grafikonja a fejezet példdjaban, f(x) =
e#0=1) g8, = 0,75 < 1 (balra) vagy %y = 1,5 > 1 (jobbra).

Steffensen, aki a Dan Aktudrius Tarsasdg és a Dan Matematikai Tarsasag
elnoke is volt, 1930-ban meghivast kapott a Londoni Egyetemre. Brit kol-
1égdja, W. P. Elderton mesélt neki Galton és Watson munkdjarol. Steffensen
1933-ban 4j cikket publikalt az Institut Henri Poincaré évkonyveiben, ahol
1931-ben konferencidt tartott. Cikkében danul foglalta 6ssze eredményeit, és
0sszehasonlitotta azokat Watson eredményeivel. Azt is megmutatta, hogy az
n-edik generdciGban az utédok szdmédnak matematikai vérhato értéke (%y)".
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Legyen p;,, annak a val6szintisége, hogy az n-edik generdciéban k utéd
van, a . generdcioban egy egyedbdl kiindulva. 1930-as cikkében Stef-
fensen az elddeihez hasonldan észrevette, hogy az n-edik generacidra
vonatkozé f,(x) = L% prax* generdtorfiiggvény teljesiti az fi(x) =
f(x) egyenletet és

Ja(x) = f(fa—1(x)). (18.2)

Legyen M,, az utédok szdmdanak varhat6 értéke az n-edik generdcidban.
Ekkor M, = ¥, k pi.n = f;(1). A (18.2) képletet derivdlva megkapjuk,

hogy f(x) = f'(fu1(x)) X f5_, (x). Tgy
M, :f}’/l(l) :f/(fnfl(l)) Xf,;,l(l) :f/(l) X My_1=%o X My_1.

Mivel M, = f{(1) = f'(1) = %o, ebbdl kivetkezik, hogy M, = (%,)"
minden n esetén.

Az utédok varhaté szama tehdt geometrikusan né vagy csokken attdl fiig-
gben, hogy Z, nagyobb vagy kisebb, mint 1. Az utédok véarhat6 szdma dgy
viselkedik, mint az Euler, Malthus stb. dltal vizsgalt determinisztikus népes-
ségnovekedési modellekben. Azonban még akkor is, ha %y > 1, van egy nem
nulla x., valészinlisége annak, hogy a csaldd kihal. Ez a lehetdség a determi-
nisztikus modellekben nem fordul el8.

A Steffensen és elédei altal vizsgalt sztochasztikus folyamat ma is a po-
puldciddinamika szdmos realisztikusabb modelljének alapeleme. A feje-
zetben még egyszer utoljara emlitjiik ezt a problémdt. Ami Steffensent illeti,
1943-ig maradt a Koppenhdgai Egyetem professzora, és 1961-ben halt meg.
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19. fejezet

Wright és a véletlen genetikai sodrodas (1931)

4 N

1931-ben Sewall Wright amerikai biol6gus kidolgozta a Hardy—
Weinberg-torvényhez hasonl6 feltételezéseken alapulé populdciégeneti-
kai sztochasztikus modell tanulmanyozasat, azzal a kiillonbséggel, hogy
a populdciét nem végteleniil nagynak feltételezik. A genotipusok gya-
korisdga mar nem allandé. A két allél koziil az egyik valéban eltiinik,
de lehet, hogy csak nagyon hosszii idé milva. Ennek a modellnek az ér-
telmezése vita tdrgya maradt Wright és Fisher kozott, utébbi ugy vélte,
hogy a természetes szelekci6 fontosabb szerepet jtszik az evolicidban,
\_ mint a sztochaszticités. )

Sewall Wright 1889-ben sziiletett Massachusettsben. Egyetemi tanulma-
nyait egy illinois-i kis f6iskoldn végezte, ahol apja kozgazdasagtant tanitott.
Az Urbanai Illinois-i Egyetemen biol6gidbdl szerzett mesterdiplomdja és a
Cold Spring Harbor Laboratériumban eltoltott nydri egyetem utdn Wright
a Harvard Egyetemen doktordlt a tengerimalac szérszinének 6rokl&désérdl.
1915 és 1925 kozott az Egyesiilt Allamok Mezgazdasigi Minisztériumanak
washingtoni Allattenyésztési Osztdlyan folytatta a tengerimalacokkal végzett
beltenyésztési kisérleteket. E kisérletek elemzésére kifejlesztette az ,,utkoef-
ficiensek médszerét”. Ezutan a Chicagdi Egyetem zooldgiai tanszékén dol-
gozott.

19.1. ébra.
Wright (1889-1988)

Fisher 1922-es populdciégenetikai cikkének (lasd a[I4] fejezetet) hatdsa-
ra Wright 1925-ben irt egy hosszi cikket Evoliicio a mendeli populdciokban
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cimmel, amelyet végiil 1931-ben publikalt. Egy olyan matematikai modellt
tanulményozott, amely implicit médon Fisher 1930-as A természetes szelek-
cio genetikai elmélete cimli konyvében is megjelent. A Hardy—Weinberg-
torvényhez hasonl6an ez a modell is azt az esetet veszi figyelembe, amikor
egy l6kuszhoz csak két lehetséges allél — A és a — 1étezik, de a populécio-
rél nem feltételezziik, hogy végteleniil nagy. A 1ényeg az, hogy lassuk, van-
e ennek a feltételezésnek a megsziintetése valamilyen hatdssal a populacié
genetikai Osszetételére. Legyen tehat N az egyedek Osszlétszama, amelyrdl
feltételezziik, hogy minden generdcidban azonos. Minden egyednek két al-
Iélja van. Tehat minden generdciéban 6sszesen 2N allél van a populdciéban.
A modell azt is feltételezi, hogy a parosodas véletlenszertien torténik. Ha az
n-edik generaciéban az A allélok szdma i, az a alléloké pedig 2N — i, akkor
az n+ 1-edik generadcidban az egyedek koziil véletlenszertien kivalasztott al-
l

1€l ﬁ valoszinliséggel lesz A, 1 — 55 valdszinliséggel pedig a. Az n+ 1-edik

generacidban az A allélok szdma tehd

2N\ /i )/ i \*N
() (8

val6szintiséggel lesz egyenld j-vel, ahol (25\7 )= % a binomialis egyiitt-

haté. Legyen X,, az A allélok szdma az n-edik generaciéban: ez egy véletlen

valtozé (19.2] dbra).

g
N A+
19.2. dbra. Két szimu-
l4ci6, amely az A allé-
lok X;, szamanak valto-
zasat mutatja 30 gene-
raci6 alatt, ha N = 20 és 0 1 20 30

Xp = 10.

Megmutathatjuk, hogy az X, | vdrhat6 értéke X,, = i ismeretében egyenld
i-vel: ez a Hardy—Weinberg-torvényre emlékeztet, ahol az A allél gyakorisdga
nemzedékeken keresztiil dllandé maradt.

IEzt a Markov-lancok nyelvén torténd megfogalmazast Malécot-nak (1944) koszonhetjiik.
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Tekintsiik az
2N . LN 2N
. i ix
= P — 1 _— —_—
f(x) szOPI,Jx < w 2N>

generatorfiiggvényt. Az X, varhaté értéke X, = i ismeretében tehdt

2N
Y irj=r(1)=i (19.2)
=0

Ebben a modellben azonban lehetséges, hogy egy Xo = i kezdeti allapotbdl
kiindulva, 0 < i < 2N mellett, az X;, = 0 esemény véletleniil bekdvetkezik egy
bizonyos szamu generaci6 utdn. Ebben az esetben minden allél a tipusu lenne,
és X, minden jovébeli generacidban 0 maradna. Ugyanez a fixacié torténne
az A alléllal, ha X, = 2N egy bizonyos szdmi generécié utin. Osszefoglal-
va, ha a populéciot végtelen nagynak feltételezziik, mint a Hardy—Weinberg-
modellben, a két allél nem tlinhet el, mert a gyakorisadguk 4dllandé marad. Ha a
populacidt véges méretlinek tekintjiik, mint a Fisher—Wright-modellben, ak-
kor a két allél gyakorisdga ingadozik, és az egyik allél elttinhet (és el is fog).
Az Xy =i allapotbdl kiindulva konnyen kiszdmithaté a Q; valdszintisége
annak, hogy a populdcié az X = 0 éllapotba keriil. Valéjadban Q;-nek eleget

kell tennie a
Q=1 Qw=0 (19.3)

,peremfeltételeknek”. Rdadasul,
2N
Qi=Y pij0;, (19.4)
j=0

mivel p; ;Q; annak a valdszintisége, hogy az Xy = i dllapotbdl kiindulva az
Xo = i 4llapotba keriiliink, az X; = j 4llapoton 4t. Mivel

N
Y pij=1,
=0

(19.2) segitségével latjuk, hogy
i
2N

a (19.3)—(19.4) rendszer megolddsa. Tehét annak a valészintisége, hogy egy
N méretli populdcidban i szdmud A tipusu allélbdl kiindulva a rendszer egy

0i=1
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olyan populacié felé fejlédik, amely csak az a allélt tartalmazza, 1 — ﬁ Ha-
sonl6képpen, annak valésziniisége, hogy a rendszer egy olyan populacié felé
fejlédik, amely csak az A allélt tartalmazza, 5.

Wrightnak sikeriilt megmutatnia, hogy a két szélsdséges dllapot egyi-
kében valo rogziilésig eltelt generdciok szdma 2N generdcié nagysdgrendd
(19.3] 4bra). Tobb milli6 egyedbdl 4116 populécidk esetében ez az id6 olyan
hosszi lenne, hogy az allélok gyakorisdgat a Hardy—Weinberg-térvényhez ha-
sonl6an szinte dlland6nak lehetne tekinteni.

Tegyiik fel, hogy a 0. generaciéban iy szamu A tipusu allél van a popula-
(n)

ciéban. Legyen u; ’ annak a valdszinlisége, hogy az n-edik generdcioban
i szdmu A tipusu allél van a populdciéban. Ekkor

n+1 Zu p”

minden j =0,...,2N esetén. Mdr lattuk, hogy ha n — oo,

minden 0 < i < 2N esetén. Wright észrevette, hogy ha ul(n)

i=1,...,2N — l-ra, akkor

2N—1 LN J -\ 2N—j
(n+1) (2N i I
u —v(j) l; (21\/) (1 2N) (19.5)

minden 1 < j < 2N esetén, mert po ; = pan,j = 0. Ha N elég nagy,

1 -1 i\ 2\ 2N—j 2N
ﬁ Zl <2]V) <1> N/ x] jdx
1=

_ JI(2N —j)!
2N+1)!

= v minden

(19.6)

az integral értékét parcidlis integralasok sorozatat kvetéen kapjuk meg.
A (19.3)) és (19.6) kombindldsaval végiil 0 < j < 2N esetén a kovetkezd
értékhez jutunk:

LD 2N 1 1 L,
J 2N+1 2N+1) 7
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Tehat az ui.") valdszinliségek minden 0 < j < 2N esetén generdcionként

koriilbeliil 1/(2N) sebességgel csokkennek. Ez a sebesség nagyon kicsi,
ha N nagy. Szinte egyéltaldn nem csokken, ha példdul N milliés nagy-
sdgrendd.

19.3. dbra. Annak 0.1
valdszindsége,
hogy 30 generici6
utdn i darab A allél
van a populdciéban
(i =0,..2N a '

viszines  tenge- TR
lyen), ha N =20 és 0 N 2N
Xo = 10.

Fisher 1922-ben mér megprébélta megbecsiilni ezt az 1/(2N) rogziilé-
si ratat, de kihagyott egy 2-es szorzét. Mindenesetre a két tudés nem értett
egyet a tenyészpopuldciok tipikus N méretével kapcsolatban. Az evoldcidel-
mélet szdmara Wright munkdja azt sugallta, hogy a véletlen genetikai sodré-
das egy kis populdcidban a fajok keletkezésének egyik mechanizmusa lehet.
A fajok osztilyozdsan dolgozé bioldgusok valéban észrevették, hogy a fa-
jok vagy alfajok kozotti kiilonbségekre a természetes szelekcié gyakran nem
ad nyilvanval6é magyardzatot. Ezt az elképzelést az 1940-es és 1950-es évek-
ben erGsen ellenezte Fisher és kollégdja, E. B. Ford, akik mindketten gy
vélték, hogy a véletlen genetikai sodrédds elhanyagolhaté a természetes sze-
lekcidhoz képest. Nevezetesen arra hivatkoztak, hogy Oxford kozelében egy
kis, elszigetelt lepkepopulaciéban (Panaxia dominula) tanulmanyoztdk a gén-
frekvencidk ingadozasat, ahol egy bizonyos gén harom genotipusat (gyakori
homozigéta, heterozigéta és ritka homozigéta) szabad szemmel meg lehetett
kiilonboztetni. Egy mésik hires vita a természetes szelekci6 és a véletlen sod-
rédas hatasardl a Cepaea nemzetségbe tartozd csigakrdl szolt. Az evolicié
realisztikusabb modelljei ma mar 6tvozik a véletlen sodrédast, a szelekci-
6t, a mutdcidt, a migracidt, a nem véletlenszerd parosodast stb. A véletlen
sodrodas szerepét késbb Motoo Kimura japan tudds a ,,semleges molekula-
ris evolicié elméletével” djra hangstlyozta. Egy masik fejl6dési irdny volt a
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koaleszcenciaelmélet kidolgozasa (amelyet John Kingman 1982-ben vezetett
be), amely a gének Ssiségét idében visszafelé koveti, egészen addig a pontig,
ahol egyetlen k6zos Gsiik van.

Wright 1934-ben Nemzeti Tudomédnyos Akadémia tagja lett. Sok éven
at dolgozott Theodosius Dobzhanskyval a Death Valley régidban €16 termé-
szetes 1égypopuléciok (Drosophila pseudoobscura) genetikajan. A Chicagéi
Egyetemrdl 1955-ben vonult nyugdijba, de még 6t évig a Wisconsin-Madison
Egyetem professzoraként dolgozott. 1968 és 1978 kozott egy négykotetes ér-
tekezést adott ki, amely 0sszefoglalja az Evoliicio és a populdcick genetikdja
cimii munkdassdgit. 1984-ben Balzan-dijat kapott, 1988-ban, 98 éves kordban
halt meg.
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20. fejezet

A gének terjedése (1937)

~

4 1937-ben Ronald Fisher és harom orosz matematikus, Kolmogorov, Pet-
rovszkij és Piskunov egymastdl fliggetleniil egy elényos gén foldrajzi
terjedését leird parcidlis differencidlegyenletet tanulmanyozott. Kimu-
tattdk, hogy a gén gyakorisdga ugy viselkedik, mint egy j6l meghataro-
zott sebességgel terjedd hulldm, amely a gén elényétdl és egy difftizids
egylitthat6tdl fiigg. Munkdik a reakcio—difftizids egyenletek elméleté-

L nek kiindulépontjat jelentették.

%

1937-ben két cikk jelent meg, amelyek a populdciédinamika térbeli he-
terogenitdsdnak vizsgélatdra vonatkozo 1j megkozelitést mutattak be. Fisher
volt az elsd cikk szerzdje, amelynek cime Az eldnyds gének eldretirésének
hulldma, és amely az Annals of Eugenics cimi folyéiratban jelent meg. Fisher
egy kedvezd gén térbeli terjedését vizsgélta egy populdcidban. Egyszerisi-
tésként egy egy dimenzidra redukalt teret tekintett, és u(x,?)-nek nevezte a ¢
id6pontban x pontban taldlhat6 populdcionak azt a hanyadat, amely a kedvezd
génnel rendelkezik. Tehét 0 < u(x,7) < 1. A természetes szelekci figyelem-
bevételéhez a (14.6) egyenletet haszndlta egy folytonos idgvaltozéval:

% =au(l—u),

ahol a egy pozitiv paraméter. Adott x értékre visszakapjuk Verhulst logisz-
tikus egyenletét (lasd a @ fejezetet), amelynek u(x,#) megolddsa t — +oo
esetén 1-hez tart. Fisher tovdbb4 feltételezte, hogy a kedvezd génnel rendel-
kezd x pontban taldlhaté egyed utddai nem maradnak ugyanabban a pontban,
hanem véletlenszertien szétszérédnak x kornyékén. A fizikai analdgia alapjan
ugy érvelt, hogy az u(x,t) egyenlethez hozza kell adni egy diffdziés tagot,
ami a

du 2%u

Ezau(lfu)JrDﬁ (20.1)

parcidlis differencidlegyenlethez vezet.

Ha az a szelekci6s egyiitthat6é nulla, ez az egyenlet a Fourier altal a h6-
tanban bevezetett, majd késdbb Fick altal a fizikai részecskék difftizidjara
haszndlt diffiziés egyenletre redukdlédik. Ronald Ross 1904-ben kezdett el
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foglalkozni a véletlen szétterjedéssel a populdciédinamikdban. Arra volt ki-
vancsi, hogyan csokken a sziinyogok stirisége a szaporodasi helytdl valé ta-
volsag novekedésével. A problémadra Karl Pearson és Lord Rayleigh is fel-
figyelt. 1937-re a diffiziés egyenletekkel foglalkozé tudomanyos irodalom
jelentsen béviilt, kiilondsen Einstein Brown-mozgdassal kapcsolatos munka-
ja nyoman.

Fisher megmutatta, hogy a (20.1)) egyenletnek 1éteznek

u(x,r) =U(x+vt)
alaki megoldasai, amelyek kielégitik a kdvetkez6 harom feltételt:

0<u(xs) <1, ulxt) — 0, u(x) " 1,
X——o0 X—r+o0

feltéve, hogy v > v*, ahol

v =2VaD.

Ezek a megoldasok 0sszekotik a kedvezd génnel rendelkezd u = 1 egyensulyi
helyzetet a kedvez6 gén nélkiili u = 0 egyenstilyi helyzettel. Ezek olyan hul-
lamokat jelentenek, amelyek v sebességgel terjednek a x csokkend értékeinek
irdnydban. Valgjdban u(x —vT,r+T) = u(x,t): a hullimnak az a része, amely
a t idépontban az x poziciéban volt, a r + T idépontban az x — vT pozicidba
mozog.

MNud

20.1. abra. Egy kedve-

z6 gén terjedése balrél

jobbra v* sebességgel. Az

u(t,x) génfrekvencia t = 0- 0
ndl egy 1épcsds fiiggvény.

Fisher ugyanis, bevezetve a z = x+v1 jelolést észrevette, hogy ha u(x,r) =

Ul(2), akkor % = vU'(z), % = U'(z) és 9% =U"(z). Hau a 20.1|>
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egyenlet megoldasa, akkor
vU'(z) =aU(z) (1-U(z)) +DU"(2) . (20.2)

Ha u kozel van a 0-hoz, azaz ha z — —oo, Fisher azt vérta, hogy U(z) — 0
és U'(z) — 0. Ha k-nak nevezziik az U’(z)/U(z) hatdrértékét, amint
7 — —oo, akkor L’Hopital szabdlya alapjdn tudjuk, hogy U”(z)/U’(z)
szintén k-hoz tart. Ezért U"(2)/U(z) = [U"(2)/U'(2)] x [U'(z) /U (2)]
k*-hez tart. Ha a egyenletet elosztjuk U(z)-vel, és z-t —eco-hez
tartatjuk, akkor a
DI*—vk+a=0

madsodfoki egyenlethez jutunk. De k-nak valds szdmnak kell lennie. Te-
hét ezen egyenlet diszkrimindnsanak nemnegativnak kell lennie: v> —
4aD >0, vagyis v > 2v/aD = v*. Tehdt v > v* sziikséges feltétele a v
sebességgel terjedd hullam 1étezésének. Ez egyben elegendd feltétel is,
amint azt az aldbbiakban kifejtjiik.

Fisher észrevette, hogy a kezdeti feltételek nagy csoportjara csak az a
hullam vélasztédik ki, amelyik pontosan a v* sebességgel terjed, pl. ez tel-
jesiil a kovetkezd 1épcsds fiiggvényre: u(x,0) = 0 x < 0 esetén, u(x,0) = 1
x 2 0 esetén. A abrén lathatd, hogy ez a nemfolytonos kezdeti feltétel
fokozatosan sima hullimma valik, amely a csokkend x irdnyaban terjed v*
sebességgel.

Szintén az 1937-es évben Fisher munk4jatdl fiiggetleniil Andrej Nyiko-
lajevics Kolmogorov, Ivan Georgievics Petrovszkij és Nyikolaj Szemenovics
Piszkunov ugyanezt a domindns gén terjedésének probléma4jat tanulméanyoz-
ta.

Kolmogorov 1903-ban sziiletett az oroszorszdgi Tambovban. A Moszkvai
Allami Egyetemen folytatott matematikai tanulményai sordn fontos munkét
végzett a trigonometrikus sorozatokkal kapcsolatban. 1929-ben a Matemati-
kai és Mechanikai Intézet kutatdja, 1931-ben pedig egyetemi tandr lett. Szto-
chasztikus folyamatokkal és azok differencidl- és parcidlis differencidlegyen-
letekkel val6 kapcsolataval foglalkozott. 1933-ban publikalta a valészinliség-
elmélet modern alapjait lefektet6 értekezését. Kutatdsi teriilete a topoldgia,
a kozelitéselmélet, a Markov-lancok, a Brown-mozgds, valamint bioldgiai
problémdkra val6é alkalmazdsok voltak. 1935-ben publikdlt egy cikket a ge-
netikdrdl, amelyben Hardy, Fisher és Wright eredményeit targyalja. 1936-ban
cikket publikalt a Lotka—Volterra-rendszer 4ltalanositasarol.

Petrovszkij 1901-ben sziiletett Sevszkben. O is matematikét tanult a Moszk-
vai Allami Egyetemen, ahol 1933-ban professzor lett. Elsésorban a parcialis
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20.2. abra. Kolmogorov (1903-1987) és Petrovszkij (1901-1973)

differencidlegyenletek elméletével és a valds algebrai gorbék topoldgidjaval
foglalkozott, de irt néhany cikket a kozonséges differencidlegyenletekrsl és a
valészintiségelméletrdl is. Az 1908-ban sziiletett Piszkunov szintén a Moszk-
vai Allami Egyetem egykori matematikus hallgatéja volt.

Az 1930-as években Kolmogorov kapcsolatban allt A. S. Serebrovsz-
kijjal, a populdcidgenetika egyik moszkvai uttoréjével. A mendeli geneti-
ka védelme akkoriban egyre veszélyesebbé vilt a Szovjetuniéban Liszenko
agronémus felemelkedése miatt, akinek sikeriilt meggy6znie Sztélint arrdl,
hogy a mendeli genetika csupén ,,burzsod dltudomédny”. Az eredetileg 1937-
re Moszkviba tervezett Hetedik Nemzetkozi Genetikai Kongresszus elma-
radt. Sok szovjet genetikust kivégeztek vagy munkataborba kiildtek.

1937-es, a Moszkvai Allami Egyetem Kozlinye cimii foly6iratban megje-
lent A diffiizios egyenlet vizsgdlata az anyag mennyiségének novekedésével
és alkalmazdsa egy biolégiai problémdra cimi cikkiikben Kolmogorov, Pet-
rovszkij és Piszkunov mindazonéltal a mendeli genetikdn alapulé matemati-
kai modellt hasznaltak. Modelljiik a kvetkez6 formdja parcidlis differencial-
egyenlet volt:

du %u

ahol u(x,7) a kordbbiakhoz hasonléan a kedvez$ gén gyakorisdgat jelenti az
x pontban és ¢ idSben. Az f(u) figgvényre tobb kikotést is tesziink: f(0) =
F(1)=0, f(u) >0, ha0<u<1, f/(0) >0és f'(u) < f/(0),ha0 <u<1.
A szerz6k kimutattak egy Fisher eredményével analég eredményt, de anndl
precizebb bizonyitdssal: ha a kezdeti feltétel olyan, hogy 0 < u(x,0) < 1,
u(x,0) = 0 minden x < xj-ra és u(x,0) = 1 minden x > x, > x;-ra, akkor
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agéna
v =24/f(0)D

sebességgel terjed.

Egy u(x,t) = U(z) alakd megoldés keresése, ahol z = x4 vt, a (20.2)
egyenlet nyilvanvalé dltaldnositdsdhoz, a

w'(z) = f(U(2)) +DU"(2)
egyenlethez vezet. Ez a masodrendi differencidlegyenlet atirhat6 a

au dﬁzvp—f(U)

°F 20.4
ez P D (204)

elsérendd differencidlegyenlet-rendszerré. Emlékezziink vissza, hogy
U (z)-re teljesiilnie kell, hogy U(z) — 0, amint z — —eo és U(z) — 1,
amint z — 4oo. A rendszer (U = 0, p = 0) egyensulyi helyzete
kozelében f(U) ~ f'(0)U. Tehit kozelithets a

du dp _vp—f'(0O)U

— = 20.5
iz P 4z D (20.5)

linedris rendszerrel. Ha U (z) = U e¥ és p(z) = poe* alaki exponenci-
alis megoldasokat keresiink, akkor a Fisher cikkében leirtak szerint a

D> —vk+ f(0) =0

karakterisztikus egyenletet kapjuk. Ezttal is k-nak valésnak kell lennie
(kiilonben u oszcillilna és felvenne negativ értékeket). gy v >
24/ f(0)D = v*. A két k gyok tehdt valds és pozitiv. Ha v > v*, akkor a
két gyok kiilonbozd, és az (U = 0, p = 0) egyensilyi helyzet egy insta-
bil csomé. Ha v = v*, akkor a két gyok megegyezik, és (U =0,p = 0)
egy instabil elfajult csomd, ahogy a[20.3] dbrén l4that6. Hasonléképpen,
a rendszer az (U = 1, p = 0) egyensilyi helyzet kozelében a

dU-1) _ dp_vp—f(HU-1)

dz P dz D

linedris rendszerhez és a Dk> — vk + f'(1) = 0 karakterisztikus egyen-
letre vezet. A diszkrimindnsra v —4Df’(1) > 0, mivel f'(1) < 0. Ha
f'(1) <0, akkor két ellentétes elGjeld valds gydk van, és (U =1,p =0)
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egy nyeregpont. Ha f’(1) = 0, akkor az egyik gydk nulla, a mdsik po-
zitiv (1asd a[20.3] 4brat). A részletes elemzés azt mutatja, hogy minden
v =2/ f(0)D esetén létezik egyetlen integrdlgdrbe, amely a két egyen-
sdlyi helyzetet, (U = 0,p = 0)-t és (U = 1, p = 0)-t 6sszekoti, mint a
dbra specialis esetében.

Kolmogorov, Petrovszkij és Piszkunov ezutdn precizen megmutat-
tdk, hogy a parcidlis differencidlegyenletnek van egyetlen u(x,t)
megolddsa, amely kielégiti a kezdeti feltételt, és ez a megoldas olyan,
hogy 0 < u(x,t) < 1 minden x és r > 0 esetén, tovdbbd ha t = 0-ban
u(x,t) novekvs filggvény x-ben, akkor minden ¢-re ndvekvé fiiggvénye
x-nek, és végiil, hogy u(x,t) valéban konvergél a v* sebességgel terjedd
hulldmprofil felé. A bizonyitasok til hossziak ahhoz, hogy itt 6sszefog-

laljuk Sket.

Vegyiik észre, hogy a Fisher éltal hasznalt f(u) = au(1 —u) fiiggvény
kielégiti ezeket a feltételeket f7(0) = a mellett. A (14.5)) egyenlet 4ltal inspi-
rdlva Kolmogorov, Petrovszkij és Piszkunov az f(u) = au (1 —u)? figgvényt
vizsgélta, amely ugyanazokat a feltételeket teljesiti, és ugyanazt a terjedési

sebességet adja.

20.3. abra. Az
(U,p) diagram a
(203)  rendszer
néhdny  integrél-
gorbéjét  mutatja,
kiilonos tekintettel
a(U=1p=0)
és (U=0,p=0)
kozotti  egyetlen
gorbére, amely
a terjedd hulldm
alakjat adja. Itt
Flu) = au(l —u)?,
a=1, D=1 és
v=v*=2.

(REREER

Fisher, valamint Kolmogorov, Petrovszkij és Piszkunov cikkei jelentették
a kiindul6pontot szamos foldrajzi diffiziéval rendelkezd matematikai modell
megalkotdsdhoz a genetika, az 6koldgia €s a jarvanytan teriiletén. Ezeket a
modelleket ,,reakcio—diffuzios rendszereknek” nevezik.

Ami Kolmogorovot illeti, 1938-t6l kezdve & is tanulméanyozta a csalddne-
vek kihaldsdnak Bienaymé, Galton, Watson, Fisher, Haldane, Erlang és Stef-
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fensen altal vizsgélt problémdjat: a mindezen munkdkban k6zos sztochasz-
tikus folyamatot ,,eldgazasi folyamatnak™ nevezte. 1939-ben a Szovjetunié
Tudomanyos Akadémidjanak tagja lett. Késébb fontos hozzdjaruldsokat tett
a turbulencia problémdjihoz a folyadékmechanikdban (1941), az égi mecha-
nikdhoz kapcsol6dé dinamikus rendszerek elméletéhez (1953) és az informa-
ciéelmélethez (1956-t6l). Kozremiikodott tovabba egy enciklopédia, valamint
kozépiskolai és egyetemi tankonyvek megirdsaban, segitett egy kisérleti ko-
zépiskola létrehozdsdban, és szerkesztett egy népszerd tudomanyos magazint.
Szadmos nemzetkozi dijat kapott (tobbek kozott 1963-ban Balzan-dijat, 1980-
ban Wolf-dfjat). 1987-ben halt meg Moszkvéban.

Petrovszkij 1940-ben a Moszkvai Allami Egyetem mechanikai és ma-
tematikai kardnak dékdnja lett. Az egyetem rektora volt 1951-t61 1973-ban
bekovetkezett haldldig. 1946-t6l a Szovjetunié Tudomanyos Akadémidjanak
rendes tagja volt, és az 1966-ban Moszkvaban megrendezett Nemzetkozi Ma-
tematikus Kongresszus elnoke. Tankonyveket irt a kozonséges differencidl-
egyenletekrdl, a parcialis differencidlegyenletekr6l és az integralegyenletek-
rol. Piszkunov egy katonai akadémia professzora lett. A differencidl- és integ-
ralszamitasrdl irt tankonyvét szamos miszaki egyetemen hasznéltak. 1977-
ben halt meg.
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21. fejezet

A Leslie-matrix (1945)

1945-ben P. H. Leslie brit 6kolégus egy ragcsalépopulacidkat leird kor-
strukturdlt matrixmodellt vizsgalt, és ezzel Lotka munkajat diszkrét ide-
jU keretrendszerre adaptalta. Kiemelte, hogy a novekedési rita egy sa-
jatértéknek, a stabil korstruktira pedig egy sajatvektornak felel meg.
Emellett numerikusan megbecsiilte a vandorpatkdny % nett6 szaporo-
dési ratajat is.

Patrick Holt Leslie 1900-ban sziiletett Skécidban, Edinburgh kozelében.
Az Oxfordi Egyetem Christ Church College-aban tanult, és 1921-ben fiziol6-
gidbdl szerzett bachelor fokozatot. Egészségiigyi tanulmdnyait azonban egész-
ségi problémdk miatt nem tudta befejezni. Miutdn néhdny évig asszisztens-
ként a patolégiai tanszéken bakteriol6gidval foglalkozott, a statisztika felé
fordult, és 1935-ben csatlakozott a Charles Elton altal 1étrehozott 1) kuta-
tékozponthoz, a Bureau of Animal Population-hoz. A kézpont célja az volt,
hogy terepi vizsgalatok és laboratériumi kisérletek segitségével tanulmanyoz-
za az allatallomdnyok méretének ingadozasat. A legtobb kutatdst ragcsdlokon
végezte: a nyul és ragadozdja, a hituz ciklusainak elemzése a kanadai Hud-
son’s Bay Company archivumanak felhaszndldsaval, a sziirkemdékusnak a vo-
ros mokus rovéasdra torténd teriileti terjeszkedésének nyomon kovetése Ang-
lidban, adatgy(jtés a poloskdkrdl Oxford kornyékén stb. Leslie a verebekrdl
sz016 adatokra a Lotka éltal az emberi demogréfidra kifejlesztett médszereket
alkalmazta. A masodik vildghaboru alatt a kozpont kutatdsai a silékban €16
patkanyok és egerek elleni védekezési mddszerekre dsszpontositottak.

21.1. dbra. P. H. Leslie (1900-1972)
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Leslie 1945-ben publikélta leghiresebb cikkét a Galton, Pearson és Wel-
don 4ltal 1901-ben alapitott Biometrika cim folyéiratban. A cikk cime A
madtrixok haszndlatdrol egyes populdciokra vonatkozo matematikai kérdések-
ben volt. Leslie egy allatpopulécid, példdul egy patkanypopulacié (de akar
emberi populdcié is lehet) ndstényei szamanak novekedésére vonatkozé mo-
dellt vizsgdlt. A populéciét K + 1 korcsoportra osztjuk: P , az n id6pontban
k kord néstények szdma (k=0,1,...,K;n=0,1,...). Jeloljik fr-val a k élet-
kordak termékenységét, pontosabban az egy ndstényre jutd lednygyermekek
szamat n és n+ 1 kozott. Ekkor K az a maximadlis életkor, amelyben a termé-
kenység nem nulla (fx > 0). Jeloljiik s;-val annak a valdsziniiségét, hogy egy
k koru allat legaldbb k + 1 kordig életben marad. Ekkor a populacié korstruk-
turdjat a kovetkezd egyenletrendszer adja meg:

Pont1 = foPon+fiPin+-+ fxPrn
Pl,n+l = SOPO,n

Py = s1Piy

Pxn+1= sk—1Pk—1-

Mindegyik f; nemnegativ szdm, mig az s; szdmokra teljesiil a 0 < s < 1 fel-
tétel. A XIX. és a XX. szdzad fordul6jatdl a matematikusok az ilyen egyen-
letrendszereket roviditett formdban irjdk leﬂ

Py1=MP,, (21.1)

ahol P, az oszlopvektor (P, ..., Pk ) és M az

fo i L - Sk
so O 0 0
v—| 0 s 0 0
0 0 SK—1 0

négyzetes matrix (azaz szamok téblazata K + 1 sorral és K + 1 oszloppal). A
(21.1)) rendszer id6fiiggd viselkedésének megértéséhez Leslie egy geometri-
ailag novekvd vagy csokkend P, = r'*V megoldast keresett. Az r szdmnak és
a V vektornak meg kell felelnie a kovetkez6 feltételeknek:

MV =rV. (21.2)

'Ez azt jelenti, hogy Pepyt = MyoPop+Mp 1 Py + - - 4+ My g P, minden k-ra.
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Ebben az esetben r-t az M matrix sajatértékének, V-t pedig sajatvektoranak
nevezziik. Mds széval a probléma az, hogy meg kell taldlni azt a V korelosz-
last, amely minden egyes id61épésnél megszorzddik egy » konstanssal. Lotka
terminoldgidjat kovetve az ilyen eloszldsokat stabilnak nevezziik. Visszatérve
a megszokottabb jelolésekhez, a egyenlet dtirhaté az

oo+ fivit--+ fkVk =W,
soVo=rVy, sitVi=rVo, ..., sk 1Vk-1=1rVg
alakra. Az utols6 K egyenletbdl az kovetkezik, hogy

50V _sos1 Vo _sos1--+, sk—1Wo
1= r ) VZ_ }"2 ) "'aVK_ K .

Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe, Vo-lal egyszer(sitve és rX-nal megszo-
rozva, Leslie a kovetkezd karakterisztikus egyenletet kapta:

K = forK dso firk Y sosi oK 2+ sos sk fx. (21.3)

Ez egy r-ben K + 1-edfoki polinomegyenlet. Tehdt K + 1 valés vagy komplex
gyoke van, jelolje ezeket rq,...,rg+1. Tovabba Leslie észrevette (Descartes
polinomokra vonatkoz6 el6jelszabalyat hasznalva), hogy csak egy valds po-
zitiv gyok van. Nevezziik ezt rj-nek.

Leslie azt is felvetette, hogy a legtobb bioldgiailag realisztikus eset-
ben (ennek feltételeit Perron és Frobenius elmélete alapjan nemnegativ
matrixokra vonatkozéan pontositani lehet) az r| sajatérték szigordan na-
gyobb, mint az 9sszes tobbi valds vagy komplex sajatérték abszolit ér-
téke (nevezziik 6ket ro, ..., rg.r1-nek). Emellett dltaldban minden
gyoke kiilonb6z8. Minden egyes r; sajatértékhez taldlhatunk egy hoz-
za tartozé sajatvektort. Legyen Q az a K 4 1 méretd négyzetes matrix,
amelynek K + 1 oszlopa tartalmazza az ry,...,rg4+1-hoz tartozé sajat-
vektorokat; ekkor M Q = O D, ahol D az [ry, ..., rk+| diagondlis métrix.
Tehit M = QDQ ! és P, = M" Py = QD" Q™' Py. Vegyiik észre, hogy
D" az [(r)",...,(rk+1)"] diagonélis métrix, és hogy

D'/ — 9 =11,0,...,0],

han — +oo, mert ry > |r;|, hai# 1. Ezért B,/ (r1 )" konvergdl Q 2 Q! Py-
hoz.

A P, korstruktiravektor minden egyes komponense ugy novekszik vagy
csokken, mint (r;)". Ha r; > 1, akkor a népesség exponenciélisan novek-
szik, ha r| < 1, akkor exponencidlisan csokken. A (21.3) egyenletbdl konnyen
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megmutathatjuk, hogy az r; > 1 feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha az
Ko = fo+sofi+sos1fat-+sos1-sk-1 fk

képlettel megadott % paraméter szigorian nagyobb, mint 1. Vegyiik észre,
hogy sos1---sx_1 a legaldbb k életkorig val6 életben maradds valdszindisége.
Tehét az Z paraméter az egy nSsténytdl az élete sordn sziiletett ndstény utd-
dok dtlagos szdma, és analég a (10.2), (12.2) és (16.9) képletekkel. A jelen
modell Lotka munkdjdnak egyfajta diszkrét ideji megfelelGje (ldsd a[I0] fe-
jezetet) és Euler munkdjanak (ldsd a[3] fejezetet) korfiigg6 termékenységeket
is tartalmazé 4ltaldnositasa.

Leslie a modszerét egy amerikai kollégdja 4ltal publikalt, a vdndorpat-
kany termékenységi és tulélési egyiitthatdira vonatkozd f; és s, adatokkal
illusztralta. Néhany, az adatokat észszeri modon kiegészitend6 végrehajtott
statisztikai miiveletet kovetSen az %, ~ 26 értéket kapta.

A populécidédinamikai problémdk Leslie-féle matrixos megfogalmazasat
ma mar sok bioldgus haszndlja. A szdmitdsokat nagyban leegyszerdsitik a
modern szdmitégépek €s a tudomdnyos szoftverek, amelyek képesek barmely
matrix sajatértékeit és sajatvektorait kiszamitani. Konnyen kiszamithaté mind
az X, paraméter, mind az r| novekedési rata.

A masodik vildghaboru utdn Leslie mas allatfajok — madarak, bogarak stb.
—novekedési litemének kiszamitdsara is alkalmazta médszerét. Dolgozott to-
vabba sztochasztikus modelleken, a fajok kozotti versengés modelljein és a
fogasi-visszafogasi adatok elemzésén. 1967-ben vonult nyugdijba. Ugyaneb-
ben az évben, miutan Charles Elton is nyugdijba vonult, az Allatpopuléciés
Hivatal mint 6nall6 kutatékozpont megsziint, és az Oxfordi Egyetem Allattani
Tanszékének részévé vilt. Leslie 1972-ben halt meg.
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Perkolacio és jarvanyok (1957)

( 1957-ben Hammersley és Broadbent egy ,.folyadék” terjedését vizsgalta R

egy végtelen szabdlyos négyzet alakd halézatban, ahol két szomszédos
csomopont adott valdszintiséggel kapcsolédik egymashoz. A lehetsé-
ges példak kozott emlitették egy jarvany terjedését egy gytimolcsosben.
Megmutattdk, hogy van olyan kritikus valészinliség, amely alatt nem
fordulhat el6 nagy jarvény, és amely felett pozitiv valészintiséggel for-
dulnak el nagy jarvanyok. Cikkiik a perkolacidelmélet kiindul6pontja

\_ volt. )

John Michael Hammersley 1920-ban sziiletett Skécidban, ahol apja egy
amerikai acélipari véllalatndl dolgozott. Tanulmanyait a Cambridge-i Egye-
tem Emmanuel College-dban kezdte, de 1940-ben be kellett vonulnia a had-
seregbe. Tiizérségi szamitdsok fejlesztésén dolgozott. Miutdn 1948-ban befe-
jezte tanulmdnyait, az Oxfordi Egyetemen lett asszisztens a kisérletek terve-
zésével és elemzésével foglalkozé csoportban. 1955-ben csatlakozott az Ox-
ford melletti Harwellben mikod6 Atomenergiai Kutatéintézethez.

22.1. ébra.
Hammersley (1920-2004)

Simon Ralph Broadbent 1928-ban sziiletett. Cambridge-ben mérnoki ta-
nulmanyokat folytatott, majd az oxfordi Magdalen College-ban matematikat
tanult (ahol verseket is irt), és a londoni Imperial College-ban kezdte meg a
statisztikai doktori tanulmdnyait az egyenletes szorastdl valé eltérés tesztjei-
r6l. Doktori tanulmanyai alatt timogatast kapott a Brit Szénhasznositasi Ku-
tatdsi Tdrsasdgtdl, hogy olyan statisztikai problémadkat vizsgédljon, amelyek a
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széntermeléssel kapcsolatosak lehetnek.

1954-ben a londoni Kiralyi Statisztikai Tarsasdgban az Atomenergiai Ku-
tatdintézet altal szponzoralt, Monte Carlo-mddszerekkel foglalkoz6 szimpo-
ziumot tartottak. Ezek a mddszerek, amelyeket az 1940-es években Neumann
Janos, Stanistaw Ulam és Nicholas Metropolis fejlesztett ki a Los Alamos La-
boratériumban, sztochasztikus szamitégépes szimuldcidkat haszndlnak isme-
retlen matematikai mennyiségek becslésére. Hammersley a londoni szimp6-
ziumon bemutatott egy tanulmanyt, amelyet egy harwelli kollégdjaval, Mor-
tonnal kozosen készitett. A dolgozatot a Journal of the Royal Statistical Soci-
ety cimii folyéiratban is kdzzétették. A szimpdziumon tartott eléadast kovetd
beszélgetés soran Broadbent egy érdekes problémat emlitett, amelyet vala-
milyen Monte Carlo-mdédszerrel lehetne vizsgélni: adott egy szabdlyos p6-
rushédldzat két vagy harom dimenzidban, dgy, hogy két szomszédos pérus p
valészintiséggel kapcsolddik egymashoz, a hal6zat mekkora részét toltené ki
egy gaz, ha az egyik ilyen pdruson keresztiil vezetnénk be? Broadbent tu-
lajdonképpen a szénbanydszok gédzdlarcainak tervezésénél gondolkodott, és
kiilonosen a miikodésiikhoz sziikséges porusok méretén.

Hammersley ezutdn Broadbenttel egyiitt kezdett el dolgozni ezen a gazal-
arcproblémdn. R4jottek, hogy ez csak prototipusa egy olyan problémacsaldd-
nak, amelyet még nem tanulmanyoztak: egy ,,folyadék” (a jelentés a kon-
textustol fiigg) determinisztikus terjedése egy véletlenszerti kozegben. Ham-
mersley ezt ,,perkolacionak” nevezte el, a kavéskanndban torténd folyamatok
analégidjara. Az Atomenergiai Kutatéintéztben Hammersley hozzaférhetett
kordnak leghatékonyabb szamitégépeihez is, hogy a Monte Carlo-mddszereket
tesztelje a perkolécids problémadkon.

1957-ben Broadbent és Hammersley végiil kozzétette az elsd cikket a per-
kolacié matematikai elméletérdl. Az altaluk vizsgalt példak koziil az egyik
egy populdciédinamikai modell volt, nevezetesen egy jarvany terjedése egy
gyiimolcsosben. Feltették, hogy egy nagyon nagy gytimolcsoskert fai egy
négyzet alaku hdl6zat csomopontjaiban helyezkednek el. Egy adott fert6zott
fa négy legkozelebbi faja mindegyike p valdszinliséggel szintén fertdzott. A
kérdés az, hogy nagyszamau fa fert6zddik-e meg, vagy a jarvany lokalizalt ma-
rad. Ez természetesen a p valészinliségtdl fiigg, ami viszont a fakat elvalaszté
tavolsaggal, azaz a halézat csomOpontjainak tdvolsdgaval fiigg Ossze.

Broadbent és Hammersley azt a hatdresetet vizsgélta, amikor a gyiimol-
csos végtelen, és az egész sikot lefedi, és csak egy fertdzott fa van az elején.
Legyen f(p) annak a valdszintisége, hogy végtelen szdmd fa fert6zGdik eb-
bdl a forrdsbdl. Azt varjuk, hogy f(p) a p ndvekvd fuggvénye, f(0) =0 és
f(1) =1 értékkel. A 6 eredményiik az volt, hogy van egy olyan p* kritikus
valészintiség, 0 < p* < 1, amelyre:
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* ha p < p*, akkor f(p) =0, tehdt csak véges szamu fa fert6zott;

* ha p > p*, akkor f(p) > 0 és végtelen szdmu fa lehet fert&zott.

A bizonyitas a fertézés forrasatdl kiindulé sikban a kiilonb6z6 ,,0nkike-
riil6 sétak” szamaval val6 Osszehasonlitassal torténik. Ezek a sétak egy
bizonyos szdmu szomszédos fan haladnak keresztiil (emlékezziink arra,
hogy minden fanak négy szomszédja van) anélkiil, hogy barmelyik fat
tobbszor meglatogatnak. Egy n 1épcsds onkeriils séta egy p” valdszi-
niiségl fert6zési titvonal, mivel a fert6zés minden meglatogatott far6l a
kovetkezdre p valészintiséggel terjedhet t. Legyen ¢(j,n) annak a va-
16szintisége, hogy az 6sszes n 1épcsds onkikeriild séta kozott pontosan j
olyan séta van, amely fert6zési titvonal. Ha végtelen szamu fert6zott fa
van, akkor minden n egész szamra létezik legalabb egy n 1épcsds onki-
keriils séta, amely fert6zési ttvonal. Tehat

+oo +oo
0< f(p) < Y q(in) <Y jq(in)
j=1 j=1

minden n esetén. De thj J q(j,n) azoknak az n 1épcsGs onkeriil§ sétak-

nak a vérhat6 szdma, amelyek fertézési ditvonalak. Ez a szam egyenld
p"s(n)-nel, ahol s(n) az n 1épcsds onkeriils sétdk teljes szdma. Ham-
mersley egy kisérd tanulményban megmutathatta, hogy s(n) dgy novek-
szik, mint e*", ahogy n — +oo, ahol k-t 6sszekotd konstansnak hivjak.
Ha p < e ¥, akkor p"s(n) 0-hoz tart, amint n — 4o és f(p) = 0. Tehdt
pF=e *>0.

A gyakorlatban ezért jobb, ha a fak nem allnak tdl koézel egymashoz, hogy
jarvény esetén a p értéket p* alatt tartsuk. De minél kozelebb vannak a fik,
anndl nagyobb a hektdronkénti termelés. Kompromisszumot kell taldlni.

Ahogy Broadbent és Hammersley észrevették, bizonyos hasonlésag van
a perkoléciés folyamatokban a kritikus valészintiség 1étezése és az eldgazasi
folyamatokban a kiiszobérték létezése kozott (1dsd a[7] fejezetet).

Megproébalhatjuk numerikusan megbecsiilni a p* kritikus valészintiséget.
Ehhez rogzitsiink egy értéket p-nek, és kozelitsiik a végtelen haldzatot egy
N x N méretli véges négyzetracsos haldzattal, ahol N elég nagy. Tegyiik fel,
hogy példaul a hdl6zat kézepén 1évo fa fert6zott. Szamitdégéppel véletlensze-
rien kivalaszthatjuk, hogy mely fak fert6zhetnek meg mas fakat. A22.2] dbra
és a[22.3] dbra a véletlenszertien kivalasztott fert6z€ési utakat mutatja be élek
segitségével, mint egy grafban. A22.2] dbrén p kisebb, mint p*. A22.3] dbrén
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p nagyobb, mint p*. Kénnyen meghatarozhatjuk, hogy mely fik fertGzhetdk,
nevezetesen azok, amelyeket a kozépen 1évd fertdzott fatél kiinduld élekbdl
all6 ttvonalon érhetiink el. Ezeket az dbrdkon kis fekete négyzetek jelolik.

b
H \
Rl
22, ibra hi - hﬂ

[ _

J

Perkolécié p = 0,4 esetén.

Ezutén ellendrizni lehet, hogy a jarvany elérte-e legaldbb az N x N-es ha-
16zat hatdrat. Ha ez igy van, és ha N elég nagy, akkor tigy tekinthetjiik, hogy
a fert6zott fak szdma ,,majdnem végtelen”. Ha sokszor megismételjiik ezt a
fajta szimuldciot, megtaldlhatjuk annak a valdszintiségnek a kozelits értékét,
hogy f(p) a fert6zott fak szdma végtelen (ez a Monte Carlo-médszer). Vé-
giil, ha p értékét 0 és 1 kozott valtoztatjuk, kozelitd értéket kaphatunk a p*
kiiszobértékre, amely a legkisebb olyan érték, hogy f(p) > 0, ha p > p*.

Broadbent és Hammersley cikke csak a p* kiiszobérték 1étezésének bi-
zonyitasat tartalmazta. A kovetkezd években Hammersley tovabbfejlesztette
a perkoldcié matematikai elméletét, mig Broadbent mas témak felé fordult.
Az 1970-es években a szamitogépek fejlodésével konnyebbé valt a fent leirt
szimul4cidk futtatdsa dbra). Ekkor feltételezték, hogy p* = 1/2. Ezt
az eredményt végiil 1980-ban Harry Kesten, a Cornell Egyetem munkatérsa
bizonyitotta be.

Hammersley 1959 és 1969 kozott az Oxfordi Egyetem Kozgazdasagi és
Statisztikai Intézetének munkatarsa volt. A Trinity College 6sztondijasa lett.
1964-ben David Handscomb-mal kézosen publikalta a Monte Carlo mddsze-
rek cim@ konyvet. 1976-ban a Royal Society tagjava vélasztottdk. 1987-ben
nyugdijba vonult, de tovdbbra is latogatta az Oxfordi Ipari és Alkalmazott
Matematikai Kozpontot. 2004-ben halt meg.
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22.3. abra.
Perkolacié p = 0,55 esetén.

Broadbent 1957-ben doktorélt az Imperial College-ban. Egy ipari vélla-
latndl, a United Glass Bottle Manufacturers-nél talalt munkat. Az iparban el-
toltott tiz év utdn egy hirligynokségnél, a London Press Exchange-nél kezdett
dolgozni, amely tudomdnyos olvasottsdgi tanulmdnyokat készitett. Az tigy-
nokséget 1969-ben megvasdrolta a Leo Burnett amerikai reklamcég. Broad-
bent azon dolgozott, hogyan lehet mérni a rekldmok hatékonyséagat, és tobb
konyvet is publikalt ebben a témaban: Rekldmpénzek elkoltése (1975), Rek-
ldmkoltségvetés (1989), Feleldsségteljes rekldm (1997) és Mikor kell hirdetni
(1999). 1980-ban kozremiikodott a Rekldmhatékonysdgi Dij elinditdsdban.
Tobb évet toltott a Leo Burnett chicagéi kozpontjdban mérkagazdasdgtani
igazgatoként. Emellett sajat tandcsadé cégét, a BrandCon Limited-et is vezet-
te. 2002-ben halt meg.
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22.4. édbra. Végtelen sok
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23. fejezet

Jatékelmélet és evolucio (1973)

1973-ban Maynard Smith és Price publikdlt egy cikket, amelyben azt
elemezték, hogy az dllatok miért keriilik a legveszélyesebb fegyvereik
hasznélatit a fajon beliili konfliktusokban. Modelljiik a jatékelméletet
hasznalta, és egyike volt azoknak, amelyek elinditottdk e matematikai
elmélet evolicids problémakra val6 alkalmazasat.

John Maynard Smith 1920-ban sziiletett Londonban. Apja, aki sebész
volt, nyolcéves kordban meghalt. Maynard Smith az Eton College-ban tanult,
majd a Cambridge-i Egyetem Trinity College-aban mérnoki tanulmanyokat
folytatott. Ezutdn a Nagy-Britanniai Kommunista Part tagja lett. 1939-ben,
a haboru kitorésekor megprobalt onkéntesnek jelentkezni a hadseregbe, de
rossz l4tdsa miatt elutasitottdk. Befejezte mérnoki tanulmanyait, és néhdny
évig katonai repiil6gépek tervezésén dolgozott. Végiil dgy dontott, hogy a
bioldgia felé fordul, és a londoni University College-ban genetikai tanulma-
nyokat folytatott Haldane feliigyelete mellett. A zoolégia eléadéja lett 1952-
ben. Az 1956-0s magyarorszagi események utdn kilépett a kommunista part-
bol. Els6 konyve Az evoliicio elmélete cimmel 1958-ban jelent meg. 1965-
ben az tjonnan alapitott Sussexi Egyetem biolégiaprofesszora lett. Ezutdn
két tovabbi konyvet publikdlt: Matematikai eszmék a biologidban (1968) és
Az evoliiciordl (1972).

23.1. ébra.
Maynard Smith (1920-2004)
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George R. Price 1922-ben sziiletett az Egyesiilt Allamokban. A Chica-
g6i Egyetemen tanult kémidt, és 1946-ban doktoralt, miutdn a Manhattan
Projectben, az atombomba megalkotdsdban dolgozott. 1950-ben a Minneso-
tai Egyetemen orvostudomdnyi tudomanyos munkatérs lett. Késébb fiigget-
len djsagiréként dolgozott kiillonbdz6 magazinokndl, mieldtt visszatért volna
az IBM-nél végzett kutatéi munkdjahoz. 1967-ben, miutan pajzsmirigyrakkal
kezelték, Anglidban telepedett le, és egy teljesen mas téma, az evolicidbio-
I6gia tanulmanyozasa felé fordult. Londonban, a University College Galton
Laboratériuméban dolgozott 1968-t61. Elsé tanulménya ezen az j teriileten,
Szelekcio és kovariancia cimmel, W. D. Hamilton segitségével jelent meg
a Nature 1970-es szdmaban, és tartalmazta a ma Price-egyenletnek nevezett
Osszefiiggést.

Price egy masik cikket is benyujtott a Nature-hoz, ezittal az allati konf-
liktusokrodl. A cikk formatuma azonban nem volt megfelel6 ehhez a folyéirat-
hoz. Ezért Maynard Smith, aki a birdl6 volt, azt javasolta, hogy készitsen egy
rovidebb véltozatot. Price elkezdett valami mason dolgozni, mig Maynard
Smith sajat maga kezdte el kidolgozni Price o6tletét. Végiil Maynard Smith és
Price koz0s cikket publikaltak Az dllati konfliktusok logikdja cimmel, ame-
lyet a Nature 1973-ban kozolt. A cikk érdekes médon jarult hozza a jaték-
elmélet evoliiciobioldgiai alkalmazasiahoz. Ezt megel6zben a jatékelméletet
els6sorban a kozgazdasagtan és a politika szamara fejlesztették ki, kiillono-
sen Neumann Janos és Oskar Morgenstern 1944-ben megjelent Jdrékelmélet
és gazdasdgi viselkedés ciml konyve utdn. Maynard Smith és Price kiindu-
16pontja a kovetkezd kérdés volt: hogyan lehetséges, hogy az azonos fajhoz
tartoz¢6 allatok kozotti konfliktusokban a rendelkezésiikre all6 ,.fegyvereket”
(szarvak, karmok, méreg stb.) ritkdn haszndljak gyilkoldsra? Darwin életért
folytatott kiizdelemrdl sz616 elképzeléseit kovetve az agresszivebb allatoknak
tobb harcot kellene megnyerniiik, és tobb utédot kellene 1étrehozniuk, ami a
fegyverek” hasznélatanak fokozédasahoz vezetne. Vegyiik észre, hogy ez a
hideghdbort idején tortént, igy a témdanak politikai ize is volt.

Maynard Smith és Price olyan jatékok sorozatit képzelte el, amelyek-
ben két llat versenyezhet egy erdforrasért, példaul egy kedvezd él6helyen 1é-
vé teriiletért. Abban az egyszer(isitett dbrazoldsban, amelyet Maynard Smith
1982-ben megjelent Az evoliicio és a jdtékok elmélete cim(i konyvében hasz-
ndlt, mindkét allat vagy a ,héja stratégiat” , vagy a ,,galamb stratégiat” al-
kalmazza. A tovdbbiakban egyszeriien héjdkrdl és galambokrdl beszéliink, de
az adott fajhoz tartoz¢ dllatok altal elfogadott stratégidkra gondolunk. Legyen
V > 0 az er6forrds értéke, ami azt jelenti, hogy ha %, az éllat szokdsos atlagos
utddszama, akkor a verseny gydztesének atlagosan %o+ V utéda van.

Ha egy héja taldlkozik egy madsik héjaval, harcolnak az erSforrdsért: a
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gydztes megkapja a V értékii erSforrast, a vesztesnek C > 0, koltséget” kell fi-
zetnie. Mindkét héja 1/2 valdszintiséggel nyeri meg a versenyt, és ugyanannyi
a valdszinfisége, hogy veszit. A két héja kozotti kiizdelem varhaté nyeremé-
nye tehat % (V —C) akét versenyz$ szdmdra. Ha azonban egy héja taldlkozik
egy galambbal, akkor a héja megkapja a V er6forrast, a galamb harc nélkiil
elmenekiil, és a koltség 0. Végiil, ha két galamb taldlkozik, akkor az egyik
megkapja a V er6forrast, a masik pedig harc nélkiil és koltség nélkiil elme-
nekiil. Mindkét galambnak ugyanakkora, 1/2 nagysdgi valdszintisége van a
gyGzelemre, tehdt a két galamb taldlkozdsakor a vdrhaté nyeremény V /2. A
kifizetések a[23.1] tdblazatban foglaltak szerint foglalhatok dssze.

23.1. tablazat. A héja—galamb jaték varhato kifizetései.

egy héja  egy galamb

egy héja kifizetése, ha ellenfele... 1(v-0) v
egy galamb kifizetése, ha ellenfele... 0 V/2

Altalanosabban, elképzelhetiink olyan egyének kozotti kiizdelmet, akik
két stratégia egyikét alkalmazhatjak, nevezziik ezeket 1-nek és 2-nek, a var-
hat6 kifizetések (G j)1<i j<2 matrixdval. A fenti példdban a héjik az 1-es, a
galambok a 2-es stratégiat kovetik,

1
G1,1=§(V—C), G1,2=V, G2’1=0 és G272=V/2.

Az eredeti, 1973-as cikkben Maynard Smith és Price valéjdban mar t6bb mint
két lehetséges stratégidt tesztelt szamitogépes szimuldcidkkal (ezeket ,,héja”-
nak, ,.egér’-nek, ,,zsarnok”-nak, , megtorl6”’-nak és ,prébilkozé-megtorl”’-
nak nevezték).

Képzeljiink el egy nagy, azonos fajhoz tartoz6 dllatpopulaciét, amelyben
az n-edik generdciéban x, ardnyban vannak héjak és 1 — x, ardnyban galam-
bok. A héjak atlagos utédszdma az n-edik nemzedékben

Ri(n) =Zo+x,G1.1+(1—x,)G12. (23.1)
Hasonl6képpen, a galambok atlagos utédszdma

Ry(n) = %o +x,G21+ (1 —x,) G2y (23.2)
Az utédok éatlagos szdma a teljes populdciéban tehat

R(n) =x,Ri(n)+ (1 —x,)Ra(n).
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Az ivaros szaporodasbol ad6dé esetleges finomsdgokat figyelmen kiviil hagy-
va azt latjuk, hogy a héjdk ardnya a kovetkez6 nemzedékben

Xnt1 =X, R1(n)/R(n). (23.3)

Tehdt x,, 1 > x,, ha R;(n) > R(n) és x,4+1 < x4, ha Rj(n) < R(n). Hirom
lehetséges egyenstilyi helyzet van: x =0, x = 1 és
_ Gip— G2

G21—G11+G12—Gao’

*
X

feltéve, hogy 0 < x* < 1. A héja—galamb jatékban
xX=vV/C<1,
feltéve, hogy V < C.

Valdban, x = 0 nyilvdnvaldan a (23.3) egyensulyi helyzete. Ha x # 0 egy
masik egyensilyi helyzet, akkor

Ry =R=xR —|—(1 —x)Rz.

Tehat vagy x = 1 vagy R = R,. Ez ut6bbi lehet6ség ekvivalens azzal,

hogy
xG171 —|—(l —X) G172 :xG271 —|—(1 —x) G2,2,

ami az x* egyensulyi helyzetet adja.

Az x = 1 egyensilyi helyzet olyan populdciénak felel meg, amelyben az
egyének 100%-a az 1. stratégidt koveti. Ez az egyenstlyi helyzet akkor stabil,
ha nem tud bet6rni a 2. stratégiat kovetd néhany egyed. A (23.3)-bél lathatjuk,
hogy ez a feltétel ekvivalens azzal, hogy R;(n) > R(n) minden x,-hez eléggé
kozel 1. Mivel R(n) = x, R1(n) + (1 —x,) Ra2(n), a feltétel Ry (n) > Ra(n) lesz
minden x,-hez eléggé kozel 1-re. A Ry és Ry (23.1)—(23.2) kifejezéseit vizs-
gdlva arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy x = 1 akkor és csak akkor stabil, ha
a kovetkezd két feltétel egyike teljesiil:

* G11>Gas
* G111 =Gy 65 G > Gap.

Ha igy van, akkor az 1. stratégiat evoliicidsan stabil stratégidnak nevezzﬁkﬂ A
héja—galamb jatékban a G » > G, ; feltétel mindig igaz. Tehat a héja stratégia
akkor és csak akkor evoltcidsan stabil, ha G1 1 > G1, azaz V > C.

Pontosabban, az x = 1 egyensiilyi helyzet evoliiciésan stabil dllapot. Az dllapot és a stratégia
kozotti kiilonbségtétel akkor fontos, ha ketténél tobb stratégia 1étezik.
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Az x = 0 egyensulyi helyzet olyan populdciénak felel meg, amelyben
minden egyed a 2. stratégiat koveti. Ez a helyzet szimmetrikus az el6z6hoz
képest, ha felcseréljiik az 1. és 2. indexet. A héja—galamb jatékban G, =V >
Gy =V/2, igy az x = 0 egyensiilyi helyzet mindig instabil. Ha kis szdmu
héjat vezetnénk be egy galambpopulacidba, az a héjdk fokozatos invdziéjahoz
vezetne.

Hasonloképpen megmutathatd, hogy a harmadik egyensilyi helyzet, x*,
feltéve, hogy 0 < x* < 1, mindig stabil. A héja—galamb jitékban x* =V /C
megfelel egy vegyes populdcidénak, amelyben héjak és galambok is vannak.

Osszefoglalva, a héja—galamb jatékban két eset van. Ha V > C, azaz ha az
er6forras értéke nagyobb, mint a lehetséges koltség, akkor a populacié olyan
egyensulyi helyzetbe keriil ahol héjak vannak, de galambok nincsenek, fiig-
getleniil az x(0) kezdeti dllapottdl, ahol 0 < x(0) < 1. A héja stratégia ekkor
evolicidsan stabil stratégia. Ha ezzel szemben V < C, akkor a populéci6 ve-
gyes egyensulyi helyzetbe keriil, ahol a héjdk ardnya x*, a galambok aranya
pedig 1 —x*. A modell tehat magyarazatot ad arra, hogy miért maradhatnak
életben a kevésbé agressziv viselkedésti egyedek, ha V < C. Az x* =V/C
képlet tovabba azt mutatja, hogy minél magasabb a vesztesek C koltsége, an-
nal kisebb x*, a héjak ardnya a populdciéban. Ezért a legveszélyesebb ,,fegy-
verekkel” rendelkezé fajok ritkdn hasznaljak azokat fajon beliili harcokra:
inkabb a sériiléseket nem okozd ritudlis harcokat részesitik elényben, ahol a
versengd allatok megprébaljak lenyligdzni egymast, de keriilik a valédi, sé-
riiléseket okozé harcokat.

Maynard Smith és Price eredeti, 1973-as cikke az evolicidsan stabil stra-
tégia fogalmat targyalta, és f6ként édllatok versengésének szamitégépes szi-
muldciéit hasznélta, rogzitve a kiilonboz6 stratégidk kifizetéseit. A (23.3)-
hoz hasonlé dinamikus egyenleteket haszndlé megkozelitést valamivel ké-
s6bb fejlesztették ki, elsdsorban Taylor és Jonker. Azéta szamos szerz6 al-
kalmazta a jatékelméleti gondolatokat az evolicidbiologia kérdéseire, vagy
forditva, dinamikus evoliciés megkdzelitéseket alkalmaztak a jatékelmélet
klasszikusabb problémadira. Az éllati konfliktusokkal kapcsolatos kérdések
mellett emlithetjik példaul a sziiléi befektetés vagy a nemek ardnyédnak (a
himek és néstények szama kozotti ardny a sziiletéskor) problémait, ez utébbit
mar Carl Diising 1884-ben és Ronald Fisher 1930-ban megjelent A természe-
tes kivdlasztds genetikai elmélete ciml konyvében tanulmanyozta. Néhany
mas modell a ,fogolydilemma” vagy a ,,k&-papir-oll6” jaték dinamikus as-
pektusaira 6sszpontosit. Arra is rajottek, hogy az evolicidsan stabil stratégia
fogalma szorosan kapcsolédik a jatékelméletben a Nash-egyensuly fogalma-
hoz.

Price, aki kordbban meggy6z8déses ateista volt, 1970-ben misztikus él-
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ményben részesiilt, és keresztény hitre tért. 1974-ben felhagyott a kutatéssal,
mert ugy érezte, hogy ,,az a fajta elméleti matematikai genetika, amellyel fog-
lalkozott, nem igazan relevans az emberi problémak szempontjab6l”. Minden
tulajdonat hajléktalanoknak adta, és néhany hénappal késébb ongyilkos lett.

Maynard Smith ezzel szemben folytatta ezt a gondolatmenetet, és 1977-
ben a Royal Society tagjava vélasztottak. Szamos konyvet publikélt: Az dko-
16gia modelljei (1974), A szex evoliicidja (1978), Az evoliicio és a jdtékok
elmélete (1982), A biologia problémdi (1986), Darwinnak igaza volt? (1988)
és Evoliicios genetika (1989). Szathmary Eorssel egyiittm{ikodve publikélta
a Az evoliicio fobb dtmenetei (1995) és Az élet eredete: Az élet sziiletésétdl
a nyelv eredetéig (1999). 1985-ben vonult nyugdijba. 1999-ben megkapta a
Svéd Kiralyi Tudomanyos Akadémia Crafoord-dijat a biotudoményok terén
az ,,alapvetd hozzdjaruldsaért az evolicids biolégia koncepciondlis fejlédésé-
hez”. 2003-ban D. Harperrel egyiittmiikodve publikalta az Allati jelek cimii

konyvet. 2004-ben halt meg Sussexben.
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24. fejezet

Kaotikus populaciok (1974)

4 N

1974-ben Robert May, a fizikusbdl lett ausztral 6kologus a diszkrét ideji
logisztikus egyenletet tanulmdnyozta, populdciédinamikai modellként.
Eszrevette, hogy vératlan bifurkécick fordulnak el, és hogy az aszimp-
totikus viselkedés akar kaotikus is lehet. A hosszu tavi elSrejelzés te-
hat még egy egyszer( determinisztikus modell esetén is lehetetlen lehet.
May cikke egyike volt azoknak, amelyek elinditottak a ,kdoszelméle-

\_ tet”. P,

Robert McCredie May 1936-ban sziiletett Ausztrdlidban. Miutdn elméleti
fizikat tanult, és 1959-ben a Sydney-i Egyetemen doktorilt, két évet toltott a
Harvard Egyetem alkalmazott matematika tanszé€kén. Ausztrdlidba visszatér-
ve az elméleti fizika professzora lett. 1971-ben, amikor a princetoni Institute
for Advanced Study intézetbe latogatott, kutatdsi témat véltott, és allati po-
puldcidk dinamikdjaval kezdett foglalkozni. 1973-ban a zoolégia professzo-
ra lett Princetonban. Ugyanebben az évben jelent meg konyve Stabilitds és
komplexitds modell-okoszisztémdkban cimmel.

24.1. abra.
Robert M. May (1936-2020)

1974-ben May a Science folyéiratban publikalt egy cikket Bioldgiai po-
puldcick nem dtfedd generdciokkal: stabil pontok, stabil ciklusok és kdosz
cimmel, amelyben megmutatta, hogy nagyon egyszerdi matematikai popula-
ciédinamikai modellek is kaotikusan viselkedhetnek.

Ahhoz, hogy megértsiik ennek a problémanak az eredetét, koriilbeliil tiz
évet kell visszamenniink az idében. 1963-ban Edward Lorenz, a Massachu-
setts Institute of Technology (M.1.T.) amerikai meteorolégusa a szdmitogépén
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végzett numerikus szimuldcidk soran észrevette, hogy a 1égkor mindossze ha-
rom differencidlegyenletet tartalmazé egyszerisitett modellje igen meglepd
moédon viselkedhet: a kezdeti feltételek apré médositdsa teljesen megvaltoz-
tathatja a szimuldcié végeredményét, és igy a meteoroldgiai elérejelzéseket
is. Henri Poincaré matematikus, miutdn a bolygdék naprendszerbeli mozgasa-
val foglalkozott, valgjaban mar a 20. szazad elején, joval a szamitégépes kor-
szak el6tt elgondolkodott ezen a lehet6ségen. Az 1970-es évek elején azon-
ban csak néhdny kutat6 volt, aki kozelebbrdl kezdte megvizsgdlni ezt a kii-
16n6s tulajdonsdgot. A Marylandi Egyetemen James Yorke Lorenz munkdjan
gondolkodott, és bevezette a ,.kdosz” kifejezést ebben az Osszefiiggésben. A
tanitvdnydval, Tien-Yien Livel kozosen irt cikke A 3-periodikus ciklusbol ko-
vetkezik a kdosz cimmel 1975-ben jelent meﬂ

A maga részérél May a

Pn+1 = Pn +apn(l_pn/K)» (24.1)

modellt vizsgélta, ahol a és K pozitiv paraméterek, p, pedig az allatpopula-
ci6 méretét jeloli az n-edik évben. Ha p, kicsi a K eltartoképességhez képest,
a dinamika kozel 4ll a geometriai novekedéshez: p,11 = (1+a) p,. A teljes
egyenlet a Verhulst dltal bevezetett logisztikus egyenlet egyfajta diszkrét idejd
analégja (lsd a[6] fejezetet). Ez utébbival ellentétben azonban May megmu-
tatta, hogy a diszkrét idejti egyenlet sokkal meglep6bb viselkedést mutathat,
ami konnyen megfigyelhetd egy egyszer(, 0sszeadast és szorzast végzd zseb-
szdamolégéppel (24.2] dbra). Maynard Smith mar 1968-ban megjelent Mate-
matikai étletek a biolégidban cimd konyvében is foglalkozott a egyen-
lettel. De annak ellenére, hogy tobb szamértéket is kiprobélt a-ra, nem jott r4,
hogy valami kiilonleges van az egyenletben.

A [24.7] dbra, amely hasonlé a May 1974-es cikkében szerepl6hoz, azt
mutatja, hogy a p, populaci6 0 < a < 2 esetén konvergdl az egyensilyi hely-
zethez. Ha 2 < a < 2,449 (a 2,449-es fels6 korlat csak kozelités), akkor a p,
populécié egy 2 periédust ciklushoz tart. Ha 2,450 < a < 2,544, akkor a p,
populdcié egy 4 periddusti ciklushoz tart. Ha 2,545 < a < 2,564, akkor p, egy
8 periddusu ciklushoz tart, stb. Az a paraméter azon intervallumai, amelyek
esetén a p, egy 2" peridédusu ciklushoz tart, az n novekedésével egyre kiseb-
bek lesznek, és soha nem haladjdk meg a 2,570-et. Ha a > 2,570, akkor a p,
,.kaotikusan” viselkedhet.

1976-ban May attekintést irt a problémdrdl, amely a Nature folyéiratban
jelent meg Egyszeréi matematikai modellek nagyon bonyolult dinamikdval

IFigyelemre mélt, hogy O. M. Sarkovszkij egy ltalanosabb eredményt bizonyitott 1964-
ben, de cikke, mely egy ukran matematikai folydiratban jelent meg, nem valt ismertté.
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24.2. dbra. Az Osszes dbrdn: n a vizszintes tengelyen, p, a fiiggbleges tengelyen és
po = K/10. Az egyenesek az (n, p,) koordinatdji pontok sszekotésével jonnek létre.
Balra fent: 0 < a < 2 (egyensiilyi helyzet). Jobbra fent: 2 < a < 2,449 (2 periédust
ciklus). Balra lent: 2,450 < a < 2,544 (4 periédust ciklus). Jobbra lent: 2,570 < a < 3
(esetleg kdosz).

cimmel. Ebben nemcsak sajat, hanem mas kutaték eredményeit is 0sszegy(j-
totte. E16szor is, ha x,, = % ésr=1+a (igy, hogy r > 1), akkor lthatjuk,
hogy a (24.1) egyenlet a kovetkez egyszeriibb alakra hozhato:

Xpr1 =1x, (1 —x5) . (24.2)

Ahhoz, hogy ez az egyenlet a populdciédinamikédban értelmet nyerjen, x,,-nek
minden n esetén nemnegativnak kell lennie. Feltételezziik tehat, hogy az xy
kezdeti feltételre 0 < xp < 1 teljesiil, valamint » < 4. Ez utébbi feltétel biz-
tositja, hogy a (24.2) jobb oldala 0 és 1 kozott maradjon. Figyelemre mélto,
hogy az r = 4 kaotikus esetet Stanistaw Ulam és Neumann Janos mar 1947-
ben véletlenszdm-generatorként hasznalta. Ha bevezetjik a f(x) = rx(1 —x)
fiiggvényt, akkor a egyenlet dtirhat6 x,1 = f(x,) alakra, és az egyen-
stlyi helyzetek az x = f(x) egyenlet megoldésai. Grafikusan ezek az y = f(x)
és y = x gorbék metszéspontjai dbra). Vegyiik észre, hogy x = 0 min-
dig egyensiilyi helyzet. Mivel r > 1, van egy masik olyan x* > 0 egyensulyi
helyzet is, amelyre x* = rx* (1 —x*), azazx* = 1 —1/r.

Mivel r > 1, az x = 0 egyensulyi helyzet instabil. Val6éban, ha x, kozel
van 0-hoz, akkor x4 = rx,. Tehdt x, tdvolodik 0-t6l. Ami az x* egyenstilyi
helyzetet illeti, az csak 1 < r < 3 esetén lokdlisan stabil.
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24.3. dbra. Az y = f(x) = rx(1 —x) fuggvény, az y = x egyenes, az x* egyensulyi
helyzet és az x,,+1 = f(x,) dltal meghatdrozott sorozat. Balra: r = 2,75, a sorozat x*-
hoz tart. Jobbra: r = 3,4, az egyenstilyi helyzet x* instabil, és a sorozat egy 2 periédust
ciklushoz tart.

Valéban, legyen y, = x, — x*. Ekkor ekvivalens az y, 1 = (2 —
r—ryn)yn egyenlettel. Ha x, kozel van x*-hoz, akkor y, kozel van 0-
hoz és y,+1 =~ (2 —r) y,. Ha azonban y, | = ky,, akkor y,, = k" o, tehdt
yn akkor és csak akkor tart 0-hoz n — 4o esetén, ha —1 < k < 1. Itt
az x* egyensilyi helyzet akkor és csak akkor lokdlisan stabil, ha —1 <
2—r<l,azaz 1 <r<3.

Ha 1 < r < 3, akkor megmutathatjuk, hogy minden 0 < xo < 1 kezdeti
feltétel esetén az x, sorozat valoban x*-hoz tart (24.3]a dbra). De mi torté-
nik, ha 3 < r < 4? A kérdés megvalaszoldsahoz el6szor is vegyiik észre, hogy
Ss2 = F(tne1) = £(f (i) Vezessiik be az f (x) = £(f(x)) = ¢ (1—x) [1 -
rx (1 —x)] fiiggvényt és tekintsiik az x = f>(x) egyenlet megolddsait, amelye-
ket az f>(x) fiiggvény fixpontjainak neveziink. Grafikusan ezek az y = f»(x)
és y = x gorbék metszéspontjai (24.4] 4bra).

Ha x = f(x), akkor x = f(f(x)) = f2(x). Tehdt x = 0 és x = x™ is fixpontjai
az f>(x) figgvénynek. Ha azonban r > 3, akkor az f,(x) fiiggvénynek két
madsik fixpontja is van, x_ és x., Gigy, hogy f(x_) =x; és f(x;) =x_.

Valéban, észrevehetjiikk, hogy f;(x) = f'(f(x)) f'(x), igy f5(x*) =
[f'(x)]%. De f'(x) = r(1 —2x) és x* = 1—1/r. Tehdt f'(x*) =2 —r
és f5(x*) = (2—r)%. Tehdt az f>(x) fiiggvény meredeksége x = x*-ndl
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0 X+ 1 0 X- Xox+ 1

24.4. dbra. Azy = fr(x) = f(f(x)) és y = x gorbék és az x* egyensilyi helyzet. Balra:
r=2,75. Jobbra: r = 3,4 és az x = f»(x) egyenlet két mésik megoldasa, x_ és x .

olyan, hogy f;(x*) > 1, ha r > 3. Mivel azonban f,(0) =0, f3(0) =
2 < _ 1 a

2> 14és f>(1) =0, a[24.4b dbran l4tjuk, hogy a x = f>(x) egyenlet-
nek sziikségszertien van még két masik megolddsa x_ és x;, amelyekre
0 <x_ <x*ésx* <xi <1teljesiil. Ugyanerre a kovetkeztetésre jutha-
tunk egy masik médon is, ha megoldjuk az x = f>(x) egyenletet, amely
egy negyedfokd polinomegyenlet, melynek két ismert gyoke x = 0 és
x = x*. A masik két megoldas, x_ és x,, az

1
xz— +rx+
r r

I+r
— =

0 (24.3)

polinom gyokei. Ezek valdsak, ha a diszkriminans pozitiv, azaz ha r > 3.
Mivel fo(f(x ) = F(F(f(x))) = f(f(x-)) = f(x_). az f(x_) pont
egyben az f»(x) fixpontja is. De f(x_) # x_, mert x_ nem fixpontja
f(x)-nek. Bs f(x_) # x*, kiilonben x_ = f(f(x_)) = f(x*) = x* lenne.
Mivel f(x_) # 0, ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy f(x_) = x. Hason-
16képpen, f(xy) =x_.

Ezért r > 3 esetén azt latjuk, hogy ha példdul xo = x_, akkor x; = x4,
X2 =X_, x3 = x4, stb. Azt is megmutathatjuk, hogy szinte minden 0 < xp < 1
kezdeti feltétel esetén az x, sorozat az x_,x;,x_,x; stb. 2 periédusu cik-
lushoz tart, amint n — +oeo. (24.3p. és 24.4p. dbra). Ez a ciklus mindaddig
stabil marad, amig r az r; = 1 + V6 =~ 3,449 kritikus érték alatt van, ahol

Al =-1.
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Valéban, (24.3)) segitségével latjuk, hogy f5(x_) = f'(f(x_)) f'(x_) =
Fa) fla)=r (1=2x0)(1=2x-) =7 [1 =204 +x-) +dxix ]| =
2 [1 s 1+r 1+r

+4 2 } = —r? 4 2r+4. Tehidt fj(x_) = —1,ha —r>+

2r+5 =0 és specidlisan, ha r = 14 /6.

ri < r < r esetén egy 4 periédusu ciklus vdlik stabilld: az fa(x) =
LX) =f(f(f(f(x)))) figgvénynek négy dj fixpontja jelenik meg (24.5]a
dbra). rp, < r < r3 esetén ez egy 8 hosszisagu ciklus, stb. Az r, szdmok az
7 ~ 3,570 hatarértékhez tartanak, amint n — +o0. Ha r., < r < 4, a rendszer
akdr kaotikus is lehet! Ab dbra a bifurk4cids diagramot mutatjﬂ amely
képet ad a dinamika bonyolultsagarol.

[

'] 0 -
X= Xt X1 25 3 35 4

24.5. dbra. (a) Az y = fq4(x) gorbe r = 3,5 esetén és az y = x egyenes. x*, x4 és x_
mellett még négy fixpont van, amelyeket nem konnyi megkiilonbdztetni. (b) A Z4.2)
egyenlet bifurkdcids diagramja.

R. M. May végezetiil hangstlyozta, hogy még a nagyon egyszerti dinami-
kus rendszerek is nagyon bonyolult viselkedést mutathatnak. Ez nem csak az
Xnt1 = rx, (1 —x,) egyenletre vonatkozik. Ugyanez a kdoszhoz vezets ,,peri-
oduskettdzési kaszkad” mas olyan egyenleteknél is megjelenik, amelyeknél a
f(x) figgvény ,,pip” alaki. Ez a helyzet példdul egy masik, a populdciébio-
16gidban hasznélt egyenlet, az x,,| = x, exp(r(1 —x,)) egyenlet esetében.

2Ezt a diagramot tigy kaptuk, hogy » minden adott értékére (7,x200), (7,201 ). - - ,(r, X220 ) ko-
ordindtdjud pontokat dbrazoltunk, ahol x,, | = f(x,) és xo =0, 1. Ha x,, egyensulyi dllapothoz tart,
akkor a diagramon csak egy pontot latunk. Ha x,, egy 2 periddust ciklushoz tart, akkor két pontot
latunk stb.



144

Ez a tanulmany azt sugallja, hogy nem meglepd, ha szimos, populaciddi-
namikdval kapcsolatos adathalmaz nehezen elemezhetd. A modell azt is meg-
mutatja, hogy a determinisztikus és sztochasztikus modellek kozotti kiilonb-
ségtétel nem olyan egyértelmi, mint kordbban gondoltdk: még egy egyszeri
determinisztikus modell esetében is lehetetlen hosszi tavi elérejelzéseket ké-
sziteni, ha a paraméterek kaotikus tartomdnyban vannak.

1979-ben Mayt a Royal Society tagjava valasztottdk. 1988-t6l 1995-ig az
Oxfordi Egyetem és a londoni Imperial College professzora volt. 1995-t6l
2000-ig a brit kormany tudomdnyos fétandcsaddja volt. 1996-ban ,,a popula-
cidk, kozosségek és okoszisztémak dinamikdjanak elméleti elemzésével kap-
csolatos uttord okoldgiai kutatdsaiért”’megkapta a Crafoord-dijat. Az 6koldgi-
atdl a jarvanytan és az immunoldgia felé fordult, két konyvet publikélt ebben
a témaban: Az ember fertdz6 betegségei (1991, Roy Andersonnal kézosen) és
Virusok dinamikdja (2000, Martin Nowakkal kozosen). Az utébbi konyv az
immunrendszer sejtjei és a HIV (az AIDS-et okoz6 virus) kozotti kolesonha-
tast egyfajta ragadoz6-zsdkmdny rendszerként elemzi (ldsd a[I3] fejezetet).
May 2000 és 2005 kozott a Royal Society elnoke volt. 1996-ban lovagga titot-
ték, 2001-ben pedig élethossziglani tag lett. 2020-ban halt meg.
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25. fejezet

Kina egykepolitikaja (1980)

1980-ban Song Jian és munkatarsai, akik a 1égtértechnikdra alkalmazott
iranyitaselmélet szakértdi voltak, kiszamitottak, hogy ha a sziiletési rata
Kindban az akkori szinten marad, akkor a népesség a XXI. szdzadban
meghaladja a kétmillidrdot. Eredményeik, amelyek egy korstrukturalt
matematikai modellen alapultak, hozzdjarultak ahhoz, hogy a kormany
az egygyermekes politika mellett dontott.

Song J iarﬂ 1931-ben sziiletett a kinai Santung tartomanyban, Zsungcseng-
ben. Az 1950-es években a Szovjetuniéban tanult a moszkvai Bauman Allami
Miiszaki Egyetemen és a Moszkvai Allami Egyetem matematika-mechanika
tanszékén. Ezutan visszatért Kindba, és a Kinai Tudomanyos Akadémia Ma-
tematikai Intézete Kibernetikai Kutatdsi Hivataldnak vezet§je lett. Az irdnyi-
taselmélet rakétdk irdnyitdsdra vald alkalmazdsdnak szakértGje volt. Dolgo-
zott a Hetedik Gépgyartasi Minisztériumban is, amelyet késébb Repiilésiigyi
Minisztériumnak neveztek at. 1978-ban az irdnyitdselmélet és a demografia

kozotti kapesolatokkal kezdett foglalkozni.

25.1. dbra. Song Jian

Ahhoz, hogy megértsiik Song Jian populdciédinamikai munkdjanak 6ssze-
fliggéseit, el6szor is meg kell fogalmaznunk, hogy mi is az ,,irdnyitdselmélet”.

'Song a csalddnév. A kinai nevekben mindig ez 4ll az els6 helyen. A fejezetben szerepld
kutatdk neve a pinjin atirdst koveti, a politikusok és foldrajzi nevek esetén azonban a népszert
magyar atirast kovettiik.
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Olyan dinamikus rendszerek tanulmanyozasarél van sz6, amelyek viselkedé-
se bizonyos paraméterektdl fiigg, amelyeket az id6 elérehaladtaval lehet mo-
dositani egy adott kritérium optimalizalasa érdekében. Ez az elmélet kiilono-
sen sokat fejlédott az USA és a Szovjetuni6 Grprogramjaihoz kapcsoldddan.
A mérnokoknek ugyanis az Grrepiildgépek palydjat kellett ,,szabalyozniuk™,
hogy a mtiholdakat a Fold koriili palyara juttassak. Az alkalmazdsok azonban
nem korlatozédtak fizikai vagy mérnoki problémdkra. A sziiletésszabdlyozasi
politikat is egyfajta matematikai értelemben vett optimalis szabalyozasi prob-
lémanak tekinthetjiik.

Meg kell még emliteni A novekedés hatdrai: A Romai Klubnak az embe-
riség nehéz helyzetérdl sz0lo projektje szdmdra készitett jelentés cimd, 1972-
ben megjelent tanulmanyt, amelyet a Massachusetts Institute of Technology
(M.LT.) egy csoportja irt. Ez a tanulmdny a vildg gazdasigi novekedésének
matematikai modelljén alapult, amely figyelembe vette a természeti er&for-
rdsokat, a népesség nagysigat és a kornyezetszennyezést. A jelentés szerint
a vildggazdasdg a nem megujul6 er6forrasok kimeriilése, a lakossag élelmi-
szerhidnya és a tulzott szennyezés miatt katasztréfa felé tart. A sziiletések
onkéntes korlatozasa volt az egyik megoldasi javaslat. Osszefoglalva, ez Mal-
thus téziseinek egyfajta modern véltozata volt. A jelentés az 1970-es években
nagy visszhangot kapott Nyugaton.

A népkoztarsasdg 1949-es megalapitdsa 6ta a kinai sziiletési rata nagyon
magas volt, kivéve a katasztrofalis ,,Nagy ugrds” idején. Az 1970-es évek ko-
zepén Kina lassan kildbalt a kulturdlis forradalombdl. A csaladtervezés arra
0sztonozte a ndket, hogy késleltessék a sziiléseket, noveljék a két egymadst
kovetd sziilés kozotti id6t, és kevesebb gyermeket vallaljanak. Teng Hsziao-
ping, aki Mao Ce-tung 1976-o0s haldla utan 4j vezetSként 1épett fel, 1978-ban
elinditotta a ,,Négy modernizacié” politikajat: mez6gazdasag, ipar, tudomany
és technoldgia, valamint a nemzetvédelem. A kinai népesség méretét és nove-
kedését akkoriban e modernizacidk fontos akadalydnak tekintették. Az addig
katonai alkalmazdsokkal foglalkozé tuddsokat arra 9sztondzték, hogy taldlja-
nak megoldast erre a nehéz problémara.

Ezzel a hattérrel utazott Song Jian 1978-ban Helsinkibe a Nemzetkozi
Automatizaldsi Szovetség kongresszusara. Ott vette észre, hogy eurdpai kuta-
tok megprobaltdk az irdnyitdselméletet a népesedési problémdkra alkalmazni
azzal az elképzeléssel, hogy a szigoru sziiletésszabdlyozds végiil is megaka-
dalyozhatja a A novekedés hatdrai jelentésben bejelentett katasztréfakat. Ki-
ndba visszatérve egy kis csapatot hozott Iétre, amelynek tagja volt kollégdja,
Yu Jingyuan és a szadmitégépes szakérté Li Guangyuan is, hogy ezt a fajta
matematikai modellezést a kinai népességre vonatkozé adatokra alkalmaz-
zék. Abban az id6ben igen kevés tudomanyos kommunik4cié volt Kina és a
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vilag tobbi része kozott. A csapat Ujra levezette a népesség korstruktirajanak
alakuldsét leiré egyenleteket, ugyanigy, ahogyan Lotka és McKendrick tette
(lasd a[I0] és[16] fejezeteket). Folytonos idejii modellt haszndlva, vezessiik
be a kovetkezd jeloléseket:

* P(x,t) at id6pontban x kord népesség;
* m(x) a haland6sdg x életkorban;
* Py(x) a népesség korstruktirdja a t = 0 idGpontban;

* b(t) a ndk teljes termékenysége ¢ idGpontban, azaz az az 4tlagos gyer-
mekszam, amelyet egy nd élete sordn megsziilne, ha az életkorspecifi-
kus termékenység a ¢ id6pontban is megmaradna;

* f alanyok ardnya az djsziilottek kozt;

* h(x) az anya életkordnak valészintiségi eloszldsa a gyermek sziiletése-

kor (fo " h(x)dx =1).
Ezekkel a jelolésekkel és feltevésekkel a korszerkezet alakuldsa a

JOP oP
E(x,t) + a(x,t) = —m(x) P(x,1)

parcialis dlfferen01alegyenlettel modellezhetd a P(x,0) = Py(x) kezdeti felté-
tel és a P(x,0) = Py(x) peremfeltétel mellett.

—+o0

PO.O=b(0) [ hx) Plx.r)dr,

ahol b(r) a szabédlyozand6 paraméter. Ha a ndk teljes termékenysége dllandé

ésa
1/[]0/ = Jom(y M}dx}

kritikus kiiszobérték felett van, akkor a népesség exponencidlisan novekszik.
Ez a kritérium hasonlé a Lotka 4ltal a képlettel kapott kritériumhoz.
Song Jian csapata a modell diszkrét idej{i valtozatét is tanulmédnyozta, amely
hasonlit a Leslie-modellhez (lasd a [2;1'} fejezetet). Legyen Py, a k kord né-
pesség az n-edik évben. Vezessiik be a fentiekhez hasonléan az my, b, és hy,
értékeket. Ekkor

Peiippi =0 —=m)Pen, Popr1 =buf Z hi Py -
>0
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Ha a mintavételes felmérésekbdl ismerjiik az my haldlozési értéket (25.2h.
abra), a ndi sziiletések ardnya f ~ 0,487, az anydk életkori eloszlasat, hy-t

b dbra), a P kezdeti dllapotot, azaz a népesség 1978-as korszerkeze-
tét (25.3] abra), valamint a teljes termékenység b valtozdjat (amelyet minden
szimuldci6 sordn allandonak feltételeztek), Song Jian csapata szazéves id6-
tartamra, az 1980-t61 2080-ig terjed6 id6szakra tudott demogréfiai elérejelzé-
seket késziteni orszdgukra vonatkozéan (25.4] dbra). Tekintettel a sziikséges
tobb ezer Osszeadasra és szorzasra (az n év 0 és 100 év kozott valtozik, a
k életkor 0 és 90 év kozott), szamitégépre volt sziikség. Abban az id6ben
Kinédban a hadseregnél dolgozdkon kiviil kevesen jutottak hozza ilyen beren-
dezéshez. Song Jian, a rakétairanyitds egyik vezetd szakértGje volt az egyik
ilyen.

0.1
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25.2. abra. (a) Haland6sédg (évente) az életkor fiiggvényében 1978-ban. (b) A termé-
kenység simitott alakja (évente) az életkor fiiggvényében 1978-ban.

Az el6rejelzések azt mutattdk, hogy még ha Kina megtartand az 1978-
as termékenységet, azaz az egy ndre juté b = 2,3-as gyermekszamot, amely
éppen a becslések szerinti b* = 2,19-es kritikus kiiszobérték felett van, a né-
pesség az 1980-as 980 milliérél 2080-ra 2,12 millidrdra néne. Kina azonban
madr akkoriban is szinte az Osszes, a mez6gazdasdg szamadra alkalmas foldte-
riiletet felhaszndlta. S6t, az elsivatagosodds €s az urbanizdcié miatt e foldek
egy részét el is veszitette. Hogyan lehet egy ilyen népességet tipldlni, ha a
mez6gazdasigi terméshozamokban elért fejlédés nem elegend6? Ez ugyanaz
a kérdés, amelyen Malthus mar két évszdzaddal kordbban is gondolkodott.
Az 1975-6s b = 3,0 termékenység mellett a népesség 2080-ban akar a 4,26
millidrdot is elérheti. b = 2,0 termékenység esetén a népesség 2050 koriil érné
el az 1,53 millidrdos maximumot, miel6tt enyhén csokkenni kezdene. b = 1,5
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25.3. é4bra. Korfa
1978-ban. Vizszin-
tes tengely: életkor.
Fiigg6leges  tengely:
népesség (milliéban).

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

esetén a népesség maximuma 2030 koriil érné el az 1,17 millidrdot. b = 1,0
esetén a maximum mindossze 1,05 milliard lenne, és 2000 koriil érné el. E
feltételezés szerint a népesség csak 2025-re térne vissza az 1978-as szintre.

25.4. abra. Demografi-
ai elorejelzések (milli-
drdokban) az egy nd-
re jutd gyermekek &t-
lagos szdmdra vonatko-
76 kiilonbozd hipotézi-
sek alapjan. Alulrdl fel-
felé: b = 1,0; 1,5; 2,0;
2,3;2,5; 3,0.
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E munka legmeglep&bb része a gyakorlati kovetkezményei voltak, ame-
lyek valéjaban pdratlan jelentéségliek a matematikai populdciédinamika tor-
ténetében. Li Guangyuan ugyanis 1979 decemberében bemutatta a csapat
szimuldcidinak eredményeit egy népesedési szimpdziumon a Szecsudn tarto-
manybeli Csengtuban. 1980 januarjaban Song Jian, Yu Jingyuan és Li Guan-
gyuan publikaltdk eredményeiket egy kinai kozgazdasagi folydiratban, mel-
lesleg az egygyermekes politikat tdmogatva. Cikkiiket — Beszdmolo a Kina
népességfejlodésének kérdésével kapcsolatos kvantitativ kutatdsrol — elkiild-
ték Kina vezetd tudésanak, Qian Xuesennek is, aki ajdnldssal tovdbbitotta azt
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a sziiletéstervezési adminisztracié vezetdjének. Song Jian csapatdnak ered-
ményei mély benyomadst tettek a legtobb politikai vezetére. Ezek mar meg
voltak gy6z6dve a fokozott sziiletésszabalyozas sziikségességérol, annak el-
lenére, amit Marx irt (1dsd 5] fejezet), de még mindig hezitdltak a szabélyozds
mértékét illetGen. 1980 februdrjaban az Allamtandcs és a Part Kozponti Bi-
zottsaga 1,2 millidrdos célt tlizott ki a kinai népességre vonatkozoéan a 2000-es
horizontra. 1980 marciusdban Song Jian csoportjdnak eredményeit a Zsenmin
Zsipao cim(i lapban tették kozzé. Aprilisban egy politikai vezetSkbdl és népe-
sedési szakemberekbdl 4116 bizottsdg megvizsgélta a népességnovekedés kor-
nyezeti és gazdasagi kovetkezményeit, és arra a kdvetkeztetésre jutott, hogy
az egygyermekes politika sziikséges a Teng Hsziao-ping altal az egy fore jutd
jovedelemre vonatkozdan kitlizott cél eléréséhez a 2000-es évre. A politika
ugyanezen év szeptemberében valt hivatalossa, és a Zsenmin Zsipao els6 ol-
daldn nyilt levél jelent meg, amelyben a lakossagnak magyardzatot adtak.

1983-ra még mindig sok volt az engedély nélkiili sziiletés. Ugy dontottek,
hogy minden olyan pdr egy tagjit, amelynek mar két gyermeke volt, sterili-
zaljék, és minden tiltott terhességet megszakitanak. 1984-t81 kezdve azonban
az egy lanyt nevel6 vidéki paroknak engedélyezték a masodik gyermek val-
lalasat. Az egykepolitika 2015-ben ért véget. Az elmilt években néhany ki-
igazitdst vezettek be: ha egy parban a férfi €s a n6 is egyke volt, akkor két
gyermeket vallalhattak. Az egynél tobb gyermeket véllalé parokkal szembeni
elnyomo intézkedések kemények voltak: az dllami alkalmazottak elveszithe-
tik allasukat, draga birsagot kell fizetni a masodik gyermek beiskoldzdsdhoz
sziikséges adminisztrativ papirok megszerzéséért stb. Osszefoglalva, nehéz
a matematikai modellezés torténetében masik példat taldlni, amelynek ilyen
erds tarsadalmi hatdsa lett volna. Természetesen Song Jian €s munkatarsai
munkdja csak az egyik eleme volt annak, hogy az egykepolitika mellett don-
tottek, de ugy tlinik, fontos szerepet jatszott.

Az el6z6 fejezetekhez hasonléan a matematikai modellezés szerepe is
aggodalomra adhat okot. Egy valds élethelyzetb6l kiindulva felépitiink egy
modellt. Ezt lehet matematikailag elemezni vagy szdmitogéppel szimulalni.
Ezutan megérthetjiik, hogyan viselkedik a modell, ha bizonyos paraméterek
véaltoznak. A matematika azonban nem mondja meg, hogy a modell hii képet
ad-e a valos életrdl. Lehet, hogy néhdany nagyon fontos szempontot figyelmen
kiviil hagytak. Egyes modellek egy célfiiggvényt is tartalmaznak, példaul a
kinai népesség 1,2 millidrd alatt tartdsat. A matematika nem mondja meg,
hogy ez a célkitlizés megfeleld Volt—eﬂ

2A 2000. évi népesség becsiilt szama 1,264 millidrd volt. Az egy f6re jutd jovedelem 1980
és 2000 kozott megkozelitleg 200 dollarrél 1000 dolldrra nétt. Ugyanakkor a nemek ardnya
rendkiviil a fiik irdnyaba tolddott el, f6ként a nemek szerint szelektiv abortuszok miatt.
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1980-ban Song Jian tarsszerz6je volt Qian Xuesen, a kinai frprogram
watyja” Technikai kibernetika cim@ konyve 4j kiaddsanak is. Ezt kdvet6en
kiilonb6z6 magas szintli politikai pozicidkat toltott be: miniszterhelyettes és
vezetd tudés-mérndk az Grhajézasi minisztériumban (1981-1984), a Kinai
Kommunista Pért Kézponti Bizottsaganak tagja (1982-2002), az Allami Tu-
domanyos és Technoldgiai Bizottsdg elndke (1985-1998), édllamtanicsos
(1986-1998) stb. Két masik konyve is megjelent, amelyeket angolra is lefor-
ditottak: Népességszabdlyozds Kindban (1985, Tuan Chi-Hsien és Yu Jing-
yuan) és A népesség rendszerének szabdlyozdsa (1988, Yu Jingyuan). Ezek
a konyvek a populdciédinamikdra alkalmazott optimdlis szabalyozds elméle-
tét fejlesztik. Song Jiant 1991-ben a Kinai Tudomanyos Akadémia, 1994-ben
pedig a Mérnoki Akadémia tagjava valasztottak, az utébbinak 1998 és 2002
kozott elnoke volt.
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Néhany kortars probléma

~

( Ez a fejezet rovid 4ttekintést ad a matematikai populdciédinamika né-
hany kortars problémdajardl: a népesség eloregedése a demografidban; uj
betegségek (AIDS, SARS, vektorok altal terjesztett betegségek...) és a
vakcindzasi politika a jarvanytanban; haldszati politika az 6kol6gidban;
a genetikailag modositott szervezetek elterjedése a populdcidgenetika-
ban. Megemlitjiik a Franciaorszadgban e problémdak modellezésén dolgo-
z6 szakosodott intézményeket. A kutatomunka kiilonb6z6 szempontjai

L is hangsilyt kapnak.

%

A demografidban az elmult évtizedekben egy viszonylag 4j probléma je-
lent meg: a népesség eloregedése. Ez a probléma nemcsak Franciaorszig-
ban dbra), hanem szdmos mds eurdpai orszigban és Japanban is aggo-
dalomra ad okot. Jelentds gazdasagi és tarsadalmi kovetkezményekkel jar:
nyugdijrendszerek, bevandorlasi politikdk stb. Franciaorszagban az orege-
dés jelenségét elemzd matematikai modelleket a Demografiai Tanulmanyok
Nemzeti Intézete (INED) és a Statisztikai és Gazdasdgi Tanulmdnyok Nemze-
ti Intézete (INSEE) dolgozza ki. A demogréfiai eldrejelzések egyik nehézsé-
ge abban rejlik, hogy a sziiletési ardnyszamok id6vel jelentSsen véltozhatnak,
anélkiil, hogy akar egy évtizedre elére megjdésolhatdak lennének. Ez kiilono-
sen szembet{ing, ha visszatekintiink az 1985-6s francia népességre vonatko-
76, 1968-ban késziilt eldrejelzésekre: ezek az eldrejelzések nem l4ttdk eldre a
sziiletési rata 1970-es években bekovetkezett csokkenését. Erdekes lenne at-
tekinteni az 0sszes olyan, matematikai modelleken alapul6 el6rejelzést, ame-
lyek tévesnek bizonyultak, kiilondsen azokat, amelyek visszhangra taléltak a
médidban. Ez ellensulyoznd a jelen konyv altal keltett ,,halad4s” benyoma-
sat, amely a kinai egygyermekes politikardl szol6 fejezet elolvasisa utdn mar
gyanusnak tlinhetett az olvasé szdmdra. Ami az utébbi témat illeti, most egy
Ujonnan felmeriilt probléma jelent aktudlis kérdést: hogyan lehetne enyhiteni
a politikat, hogy elkeriilhetd legyen a kovetkez6 évtizedekben varhaté gyors
eloregedés jelensége. A vitdhoz ismét felhasznalnak matematikai modelleket.

A jarvanytanban az elmult két évtizedben globdlisan felmeriilt ] problé-
mak koziil az AIDS-jarvany kialakuldsa kiilondsen szembetiing. Egyes mo-

7oz

dellek megprébaljak eldrejelezni a jarvany jovajét az djabban fertdzott orsza-
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26.1. dbra. A francia lakos-
sag korfdja 2010. janudr 1- oo ‘ . om0
jén. Forras: www.insee.fr.

gokban, példdul Oroszorszagban, Indidban vagy Kindban. Nehéz megjésol-
ni, hogy a jarvany lelassul-e, mint Nyugat-Eurépaban és Eszak-Amerikédban,
vagy pedig a lakossag jelent8s szdzalékat éri el, mint egyes szubszaharai or-
szagokban. M4s ijonnan megjelend betegségeket, mint példaul az afrikai Eb-
ola, a nyugat-nilusi 14z Eszak-Amerikdban, a SARS (stilyos akut 1égiiti szind-
réma), a madarinfluenza, a chikungunya vagy a HIN1 influenza, mar vizsgal-
tak matematikai modellekkel, bar bevallottan kevés sikerrel.

A SARS esetében a modellezés egyik nehézsége az volt, hogy a jarvany
az egyes orszagokon beliil viszonylag korldtozott maradt, de nagyon gyor-
san terjedhetett orszdgrol orszagra (Hongkong és Kina, Szingapur, Kanada...).
Nem lehetett elhanyagolni a jarvanygorbék véletlenszeri jellegét az egyes Uj
gécpontokban. Amint azt a és fejezetekben lattuk, a sztochasztikus
modelleket dltaldban nehezebb kezelni.

A 2005 és 2006 kozott a Réunion szigeten (Franciaorszdg tengerentuli
teriilete az Indiai-6cednban) lezajlott chikungunyajarvany esetében tobb mo-
dellt Ross maldridra vonatkozé modellje ihletett (Idsd a[I2] fejezetet), mivel
mindkét betegséget sziinyogok terjesztik. Fontos szempont volt a szezonali-
tas hatdsa. A déli tél folyamdn ugyanis a szinyogpopuldcié csokken, igy a
betegség terjedése csokken. Ez lithat6 az[26.2] dbrdn, amely a sziget lakossa-
ganak csupén toredékét lefedd, mintegy harminc haziorvosbdl all6 kis halézat
altal hetente bejelentett 4j esetek szdmat mutatja. A hilézat 2005 szeptembe-
rében €s oktdberében tobb héten keresztiil nem észlelt 1) eseteket, de a be-
tegség terjedése tovabbra is folytatédott. A jarvany matematikai modelljeit a
Nemzeti Egészségiigyi és Orvosi Kutatdintézetben (INSERM) és a Trépusi
Kutatéintézetben (IRD) dolgoztak ki. E modellek ellenére senki sem volt ké-
pes el6re latni, hogy a jarvany nem fog kihalni 2005 déli telének vége elott,
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amikor mar csak néhany ezer embert fert6zott meg. Végiil a sziget lakossa-
ganak csaknem egyharmada, azaz mintegy 266 ezer ember fert6z6dott meg.
Ez azt mutatja, hogy a jarvanyok jovdjének megjoéslasa meglehet6sen nehéz
lehet, és hogy nem olyan konny{ latni a jarvany kezdeti napjaiban, hogy ki-
sebb vagy nagyobb jarvanyrdl van-e sz6. Parhuzamot lehet vonni az idGjaras-
elorejelzéssel. Ez a fajta elérejelzés manapsag az 6cedn és a 1égkor bonyolult
matematikai modelljeinek intenziv szamitégépes szimulacidira timaszkodik.

Mindazonaltal a néhany napon tili elérejelzések nem megbizhatdak.
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26.2. dbra. A chikungunyajarvdny a Réunion szigeten 2005-2006-ban. Az orvosok
kis haldézata dltal hetente bejelentett 1ij esetek szama az id6 fiiggvényében. Az elsé kis
csucsot 2005 mdjusaban, a masodik nagy csicsot 2006 februdrjaban érték el. Az db-
rén szerepld szdmokat koriilbeliil 67-tel kell megszorozni, hogy megkapjuk a jarvany
val6di méretét. Forrds: www.invs.sante.fr.

Elméleti szempontbdl a chikungunyajarvany felvetette azt a kérdést, hogy
hogyan lehet az %, alap-reprodukciésszam fogalmat olyan modellekre adap-
talni, amelyek felteszik, hogy a kdrnyezet szezondlis (pl. periodikus) ingado-
zésokkal rendelkezik. Az adapticié nem ilyen egyszert, és ez némi aggodal-
mat kelt azzal kapcsolatban, hogy az % paramétert hogyan hasznaltdk mas,
szezonalitds altal befolydsolt jarvanyok, példaul a 2009-es HIN1 influenza-
jarvany esetében.

Masik, egyre nagyobb aggodalomra okot adé probléma, amelyet a model-
lez6k megprobdltak elemezni, a gydgyszerrezisztencia (antibiotikumok, ma-
laria elleni gyégyszerek...). A jarvanytanban Daniel Bernoulli és d’ Alembert

sz

ota visszatérd kérdés, hogy hogyan lehet egyensiilyt teremteni a koltségek és
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a hasznok kozott, amikor egy vakcina beaddsa potencidlis kockazatot hordoz,
még mindig vitatott, és a kockazat irdnti érzékenység valtozasaval taldn ez
igy is marad. Ezért, miutdn egyes feltételezések szerint a hepatitis B elleni
vakcina nagyon kis szdmi esetben silyos szovodményeket okozhat, a francia
egészségiigyl minisztérium 1998-ban ledllitotta az iskolai oltdsi kampdanyt,
még akkor is, ha a kockazat elhanyagolhaténak tfint a hepatitis B virussal
val6é megfert6z6dést kovetd haldlozas kockazatahoz képest.

Az okolégiaban a halpopuldcidk dinamikdjanak vizsgdlata még mindig
sok problémadt vet fel. Ennek ellenére tudomanyos alapként kell szolgdlnia a
haldszati kvétdk és egyéb korlatozdsok megvalasztasahoz. A szardella tilha-
laszasa a Vizcayai-0bolben, a voros tonhal tilhaldszdsa a Foldkozi-tengeren
csak két kdzelmultbeli példa. Mivel a haldllomany becslése gyakran megbiz-
hatatlan, az ilyen adatokat felhasznalé modelleket 6vatosan kell kezelni. Fran-
ciaorszagban az ilyen tipusu vizsgélatokat elsésorban a Tengerhasznositasi
Kutatéintézet (IFREMER) végzi. Egyes matematikai modellek a Nemzetkozi
Balnavadaszati Bizottsdg kordbbi hatdrozataiban is szerepet jatszottak.

A populacidgenetikaban a genetikailag médositott szervezetek elterjedése
szintén vitatott t€éma, amelyet egyes kutatok a Fisher 4ltal inspirdlt ,,reakcio-
diffiiziés” modellek segitségével prébaltak tanulmanyozni (lasd a 20} fejeze-
tet). Ez a teriilet a Nemzeti Agronémiai Kutatéintézet (INRAE) teriilete.

A kutatds elméleti oldaldr6l megemlithetjiik:

* a parcidlis differencidlegyenletekkel, példaul a diffizids egyenletekkel
(lasd a 20} fejezetet) vagy a korstrukturalt egyenletekkel (Idsd a[T6] fe-
jezetet) foglalkozé munkékat;

* a térbeli dimenzidval rendelkezd vagy térbeli dimenzié nélkiili szto-
chasztikus modellekkel foglalkozé munkékat (ldsd a[I6] és[22] fejeze-
teket), beleértve a jarvanyok terjedését modellezd véletlen halézatokkal
foglalkoz6 és a determinisztikus kozelitéseket keresé munkékat.

Az ilyen tipusd kutatasokat elsGsorban alkalmazott matematikusok végzik.
Az utébbi években szamos francia egyetemen és mas felsGoktatasi intéz-
ményben vezettek be matematikai biologiai mesterképzést.

Mais tudomanyteriiletekhez hasonl6an a populdciédinamika matematikai
vizsgédlata is els6sorban a kovetkezékon keresztiil szervezddik:

e tudés tarsasdgok”: Holland Elméleti Bioldgiai Tarsasag (1969 6ta),
Matematikai Biol6giai Téarsasag (1973), Francia nyelvli Elméleti Bio-
16giai Tarsasag (1985), Japan Matematikai Bioldgiai Tarsasag (1989),
Eurépai Matematikai és Elméleti Bioldgiai Tarsasag (1991) stb.
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* szakfolyéiratok: Acta Biotheoretica (1935 6ta), Bulletin of Mathemati-
cal Biology (1939), Mathematical Biosciences (1967), Journal of Ma-
thematical Biology (1974), Mathematical Medicine and Biology (1984),
Mathematical Population Studies (1988), Mathematical Biosciences
and Engineering (2004), International Journal of Biomathematics
(2008), Biomath (2012) stb.

* konferencidk (a Matematikai Biol6giai Tarsasag éves talalkozdja, Ma-
tematikai és szamitasi populaciddinamika, Eur6pai Matematikai és El-
méleti Bioldgiai Konferencia stb.).

Csak azokra az elemekre tortént utalds, amelyek kifejezetten a matematika
és annak populacidédinamikai alkalmazasai kozotti hatarteriileten helyezked-
nek el. De minden egyes teriilet (demogréfia, 6koldgia, populdciégenetika,
jarvanytan stb.) esetében taldlhatunk hasonlé elemeket, viltoz6 adag mate-
matikai modellezéssel.

Végezetiil az érdekl8d6 olvasét arra kérjiik, hogy tekintse meg a vildgha-
16n elérhetS eredeti cikkeket. A cimeket az egyes fejezetek végén taldlhatd
hivatkozdsok kozott taldlja. Ahogy Ronald Fisher irta egyszer Mendelrdl:

»A tudomanytorténet sokat szenvedett attdl, hogy a tandrok méa-
sodkézbdl szarmazd anyagot hasznaltak, és ennek kovetkezté-
ben eltorodlték azokat a koriilményeket és azt a szellemi 1égkort,
amelyben a mult nagy felfedezései sziilettek. Az els6 kézbdl szar-
maz6 tanulmany mindig tanulsigos, és gyakran. . .tele van meg-
lepetésekkel.”
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Ez a konyv a populdciédinamika — a genetikdhoz, az 6koldgidhoz,
a jarvanytanhoz és a demografidhoz szorosan kapcsolodd elméleti
teriilet — torténetét koveti nyomon, amelyhez a matematika jelentds
ismeretekkel jirult hozzd. A konyv tobb fontos téma kialakuldsat
tekinti at: az exponencidlis novekedés Eulertdl és Malthustdl szér-
maz6 modelljétdl a kinai egykepolitikdig; a sztochasztikus modellek
fejlddése Mendel torvényeitdl €s a csalddnevek kihaldsdnak kérdésétdl
a jarvanyok terjedésére vonatkozd perkoldcidelméletéig; valamint
a kaotikus populdacidk, amelyekben a determinizmus és a véletlen
Osszefonodik.

A gépi forditdsban elért legijabb eredményeknek koszonhetSen a tu-
doményos szakirodalomban az egyetlen nyelv virtudlis monopdliuma
mar nem indokolt. Az egyetemeken tapasztalhaté novekvd nyelvi el-
idegenedés visszafordithatd. Ezzel a gondosan atdolgozott magyar for-
ditassal erre az 1j dtra buzditunk.
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