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介紹

人口种群动力学是一个科学领域，尝试以简单的机械方式解释
生物种群，如人类、动物、植物或微生物种群的规模及组成的时间
变化。它与更具描述性的人口统计学有关，但仍有很大区别。一个
共同点是，它们广泛使用了数学语言。

人口种群动力学处于各个领域的交叉点：数学、社会科学（人
口学）、生物学（种群遗传学和生态学）及医学（流行病学）。因此，
尽管在各种应用中遇到的问题有相似之处，但它并不经常被作为一
个整体来介绍。一个明显的例外是阿兰·希里安（Alain Hillion）的
法文版《数学人口理论》一书1。它从数学家的角度来介绍这一主题，
区分了各种类型的模型：离散时间模型（t = 0, 1, 2......）和连续时
间模型（t 为实数）；确定性模型（如果确切知道当前状态，则未来
状态是确切可知的）和随机模型（概率应用）。然后，本书考虑了离
散确定性模型、连续确定性模型、离散随机模型和连续随机模型。

本书中，我试着从历史的角度来讨论相同的主题，在研究的背
景下对其进行解释。书中还包括科学家的简短传记，这可以使那些
不太熟悉数学的人更容易阅读此书，并且可以帮助理解所研究问题
的起源。此书不仅仅是关于历史的，还介绍了数学建模，包括大多数
计算细节。这些也是重要的，可以让读者真正看到模型的局限性。技
术部分用灰框强调，初读时可以跳过。最后一章集中讨论了人口动
力学中的众多当代问题，大家可以尝试从数学的角度进行分析。对
于那些想了解更多信息的读者，可参考每章末尾的参考文献列表及
可以下载原文的网站。

限于篇幅的长度，本书不可能完整地介绍至目前为止开展的所
有工作，也不可能涉及对这一主题作出贡献的所有科学家。书中的
节选不可避免地有所遗漏，尤其最近几十年的相关内容选取。我希

1Presses Universitaires de France, 巴黎, 1986.
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望所选择的样本具有足够的代表性，亦希望那些活跃在这一领域的
学者，如果他们的工作没有被提及，请勿介意。
适合本书的理想读者包括：

• 想知道他们必须参加的数学课程和他们周围的世界之间可能
存在某些联系的高中生和大学生，或者准备从事与人口动力学
相关主题工作的学生。

• 想使自己的课程更具吸引力的数学教师。具有四种基本运算的
基础知识足以理解第一、第二和第五章的大部分内容。第三章
可以作为对数应用的介绍。本书还包括:

– 递推方程的章节：第一章、第三章、第八章、第十一章、
第十四章、第二十一章、第二十三章、第二十四章;

– 微分方程的章节：第四章、第六章、第十二章、第十三章、
第十六章;

– 偏微分方程章节：第二十章、第二十五章;
– 积分方程章节：第十章；
– 概率论应用章节：第二章、第七章、第八章、第九章、第十
五章、第十六章、第十七章、第十八章、第十九章、第二
十二章。

• 已经熟悉人口学、流行病学、遗传学或生态学，并愿意将自己
喜欢的领域与其他领域进行比较，可能涉及类似的数学模型的
读者。

• 对科学史感兴趣的读者。

本书基本上是 Cassini（巴黎）2008年出版的法文版的译本，书
名为《Histoires de mathématiques et de populations》。对于中文
版，我感谢戚爱丽女士、张太雷先生和刘俊利女士，他们纠正了翻
译软件 DeepL 中的翻译错误。



斐波那契数列 (1202)

1202 年，比萨的莱昂纳多（又称斐波那契）出版了一本书，在
欧洲普及了印度的十进制数字系统，该系统也被阿拉伯数学家
采用。在书中给出的众多例子中，有一个是关于兔子数量的增
长，这是种群动力学数学模型的最古老案例之一。

比萨的莱昂纳多，在他去世后很久才被命名为斐波那契（Fi-
bonacci），大约 1170 年出生于比萨共和国，当时比萨在地中海地区
的商业和军事力量正处于鼎盛时期。大约 1192年，斐波那契的父亲
被共和国派往贝贾亚港（现在的阿尔及利亚）领导一个贸易站。他
的儿子不久后也加入了他的行列，准备做一名商人。莱昂纳多开始
学习阿拉伯人从印度带回来的十进制数字系统，该系统至今仍以几
乎相同的形式在使用：0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 和 9。在环地中海出
差时，他比较了不同的数字系统并研究了阿拉伯数学。回到比萨后，
于 1202 年完成了一本名为《Liber abaci》（计算之书）的拉丁文书。
在书中他解释了新的数字系统，并展示了如何将其用于会计、重量
和货币换算、利率及其他许多应用。他还收集了阿拉伯人已知的代
数和算术方面的大部分成果。
斐波那契在他的书中考虑到了今天人们所说的种群动力学问

题，但它只是作为一个计算练习出现在其他不相关的主题中。书
中前一节是关于完美数字，完美数字等于它的因数之和，如 28 =

14 + 7 + 4 + 2 + 1。后一节是关于四个人分钱的问题，相当于由四
个方程组成的一个线性系统。以下是人口问题拉丁文的翻译：

“一个人在一个封闭的空间养了一对兔子，他想知道，按
照自然规律，如果每对兔子在出生两个月后，每个月都



2

会生出一对新的兔子，那么一年后会有多少对兔子？”

如果在第一个月初有一对新生的兔子，这对兔子出生一个月时
还没有生育能力，所以第二个月初只有一对兔子。这对兔子将在第
三个月初生下另一对，此时共有两对兔子。最初的一对兔子在第四
个月开始时又生下另一对，但第二对兔子还没有生育能力，所以第
四个月初有三对兔子。
使用现代符号，设 Pn 为 n 月初的兔子对数，那么 n+ 1 月的

兔对 Pn+1 就是 n月的兔子对数 Pn 与 n+1月的新生对数之和。只
有至少两个月大的兔对才会在 n + 1 月生出新的兔对，这些是在第
n− 1 个月已经存在的兔对，它们的数量是 Pn−1。所以

Pn+1 = Pn + Pn−1.

这是一个递归关系：它给出了 n + 1 月份的兔对是前几个月兔对的
函数。因此，斐波那契可以很容易地建立以下表格，其中 1+ 1 = 2，
1 + 2 = 3，2 + 3 = 5，3 + 5 = 8，等等。

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Pn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

事实上，斐波那契把 n = 2 个月的情况作为初始条件，由于
P14 = 144 + 233 = 377，他在起点的十二个月后最终得到 377 对兔
子。他注意到这个数字序列可以无限地延展下去。

1202 年后，斐波那契又写了几本书，如 1220 年的《几何实践》
和 1225 年的《平方之书》。他的声誉使得仰慕科学的腓特烈二世皇
帝与他会面，1240 年比萨共和国授予他每年的养老金。斐波那契的
去世年份不详。
在接下来的几个世纪里，斐波那契的兔子问题被遗忘了，对种

群动力学数学模型的发展没有影响。一些科学家在他们的研究中遇
到了相同的数字数列，但并没有提到斐波那契或任何人口种群。在
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开普勒（Kepler）的几本书中有这样一句话：当 n趋于无穷大时，比
值 Pn+1/Pn 趋于黄金数 ϕ = (1+

√
5)/2。这是大多数种群模型共有

属性的一个特殊情况：呈几何级数增加的趋势（见第三章和第二十
一章）。1728 年，在研究一般递推数列时，丹尼尔·伯努利（Daniel
Bernoulli）得到了一个精确的公式：

Pn =
1√
5

[
1 +

√
5

2

]n

− 1√
5

[
1−

√
5

2

]n

.

斐波那契的全部著作在 19 世纪出版，从此在趣味数学的书籍中可
以看到以斐波那契数列命名的数列 (Pn)。
很明显，建立兔子种群模型，斐波那契数列的假设远远不符合

实际情况，没有死亡率，也没有性别区分等。近几十年来，我们在
生物学上对这个数列的兴趣来自于一些植物结构涉及到一些 Pn 数
字，例如松果中的 8 和 13 或向日葵中的 34 和 55。有一本科学杂
志《斐波那契季刊》甚至完全致力于研究斐波那契数列的特性及应
用！

进一步阅读

1. Bernoulli, D.: Observationes de seriebus... Comment. Acad. Sci.
Imp. Petropolitanae 3, 85–100 (1728/1732) → Die Werke von Daniel
Bernoulli, Band 2, Birkhäuser, Basel, 1982, 49–64.

2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer (2002).
3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary

of Scientific Biography, vol. 4, 604–613. Scribner (1971)



哈雷生命表 (1693)

1693 年，英国著名天文学家埃德蒙·哈雷研究了布雷斯劳市的
出生和死亡记录，这些记录由卡斯帕·诺伊曼转交给皇家学会
的。哈雷制作了一张生命表，显示同年出生的人群中存活到任
何年龄的人数，还用此表计算出了人寿年金的价格。本章回顾
了这项工作，并将其置于哈雷的生活以及“政治算术”和概率
论的早期发展的背景下，这些发展引起了格朗特、佩蒂、德威
特、赫德、惠更斯、莱布尼茨和德莫弗尔等人的兴趣。

埃德蒙·哈雷（Halley）1656年出生于伦敦附近，他的父亲是一
位富有的肥皂制造商。哈雷很小的时候就对天文学产生了兴趣，他
开始在牛津大学女王学院学习，当格林威治天文台在 1675 年建成
时，哈雷已经可以拜访皇家天文学家弗兰斯蒂德（Flamsteed）。1676
年至 1678 年，他中断学业，前往圣赫勒拿岛，建立了从南半球可以
看到的星星目录。回到英国后，他成为皇家学会会员，还发表了在
圣赫勒拿岛旅行期间对风的环流观察。1684 年，他在剑桥拜见了牛
顿，讨论开普勒的行星运动定律与太阳吸引力之间的联系，并鼓励
牛顿写了著名的《自然哲学的数学原理》，这本书最后由哈雷自己出
资出版，当时他在皇家学会担任书记员。1689 年他设计了一个潜水
用的水下钟，并亲自进行实验。

大约在同一时间，住在布雷斯劳的神学家卡斯帕·诺伊曼（Neu-
mann）收集了他所在城市的人口出生和死亡数据。布雷斯劳属于哈
布斯堡帝国（现在波兰的弗罗茨瓦夫）。这些数据包括人口的死亡年
龄，因此可以用来构建一个生命表，显示存活到任何特定年龄的概
率。
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图 2.1: 哈雷 (1656–1742)

第一个生命表于 1662 年在伦敦出版，收录在一本名为《关于
死亡率的自然和政治观察》一书中，这本书通常被认为是统计学和
人口学的奠基之作。但有一点令人好奇，也是现在人们一直有疑问
的，此书到底是由封面上的作者—伦敦商人约翰·格朗特 (Graunt)
书写的？还是由他的朋友，皇家学会创始人之一威廉·佩蒂 (Petty)
写的。

无论如何，书中所记载的生命表试着利用自 17 世纪初以来定
期报告伦敦葬礼和洗礼情况的公报，这些公告主要用于向人们通报
经常性的瘟疫流行情况。这也是为什么它们会标明死亡原因而不是
死亡年龄。为了得到一张与年龄有关的生存机会的生命表，格朗特
或佩蒂必须猜测不同的死因与年龄组的关系，因此他们的生命表可
能会有很大的偏差。不过这本书还是非常成功的，自 1662年到 1676
年间共出版了五版，欧洲有几个城市也开始出版类似于伦敦的公报。

第一张生命表发布近三十年后，在莱布尼茨 (Leibniz) 的建议
下，诺伊曼将他在 1687 年至 1691 年布雷斯劳市的人口数据寄给了
皇家学会秘书亨利·贾斯特尔（Justel）。因贾斯特尔不久后去世，哈
雷收到了这些数据，并对其进行分析，于 1693 年在《皇家学会哲学
汇刊》上发表了他的结论，文章名为《从布雷斯劳市的出生和死亡
的奇怪表格中得出对人类死亡率的估计，并试图确定人寿年金的价
格》。

在所研究的五年时间里，哈雷注意到布雷斯劳的出生人数或多
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或少等于死亡人数，因此总人口数几乎是恒定的。为了简化分析，他
假设人口完全处于稳定状态：每年的出生人数（称为 P0）、总人口、
年龄为 k 的人口（Pk）和年龄为 k 的死亡人数（Dk）随着时间的
推移都是恒定不变的。这就显示了布雷斯劳数据的部分局限性，对
于像伦敦这样快速发展的城市，这样的简化是不可能的，因为那里
的统计数据也会受到来自农村人口流动的影响。

表 2.1: 哈雷生命表显示年龄为 k 的人口数 Pk。

k Pk k Pk k Pk k Pk k Pk k Pk

1 1000 15 628 29 539 43 417 57 272 71 131
2 855 16 622 30 531 44 407 58 262 72 120
3 798 17 616 31 523 45 397 59 252 73 109
4 760 18 610 32 515 46 387 60 242 74 98
5 732 19 604 33 507 47 377 61 232 75 88
6 710 20 598 34 499 48 367 62 222 76 78
7 692 21 592 35 490 49 357 63 212 77 68
8 680 22 586 36 481 50 346 64 202 78 58
9 670 23 579 37 472 51 335 65 192 79 49

10 661 24 573 38 463 52 324 66 182 80 41
11 653 25 567 39 454 53 313 67 172 81 34
12 646 26 560 40 445 54 302 68 162 82 28
13 640 27 553 41 436 55 292 69 152 83 23
14 634 28 546 42 427 56 282 70 142 84 20

布雷斯劳的数据显示每年出生率的平均值为 1238，这是哈雷对
P0 的取值。原则上，他可以从这些数据中计算出所有 k ⩾ 0 的年龄
为 k 的死亡人数的年平均值 Dk。利用公式

Pk+1 = Pk −Dk , (2.1)

他可以构造表2.1给出 Pk。相反，我们可以从公式 Dk = Pk−Pk+1 中
找到他所使用的 Dk 的值：D0 = 238，D1 = 145，D2 = 57，D3 = 38

等。实际上，哈雷把他的结果重新排列了一下，一是为了得到整数
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（微调 D1，便可使 P1 = 1000），二是为了平滑某些不规则的情况，
因为在五年的研究中，老年人的死亡人数很少。取表中所有数字 Pk

之和，哈雷得到了布雷斯劳总人口接近 34,000 人的估计1。总之这
种方法有一个很大的优点，就是不需要进行全面的人口普查，只需
了解几年内的出生和死亡人数以及死亡年龄。

哈雷的生命表在十八世纪成为各种著作的参考（见第四章）。
事实上，虽然 Pk 的数值是针对布雷斯劳市的，但我们可以认为
Pk+1/Pk 的比值是一个已知年龄为 k 的人活到年龄为 k + 1 的概
率。这个概率可以合理地用于当时欧洲的其他城市，例如人们可以
预期一个 1 岁孩子有 661/1000 的机会活到 10 岁，有 598/1000 的
机会活到 20 岁。
哈雷还用他的生命表计算人寿年金的价格。十六和十七世纪，

一些城市和州省向公众出售这种年金以筹集资金。购买者每年能收
到一笔固定的钱，直到他们去世。这笔钱相当于最初支付金额的一
个比例，通常是当时利率的两倍，且与购买者的年龄无关。当然，如
果有太多预期寿命很长的人买了这些年金，该机构就有破产的风险。
没有一个可靠的生命表，这个问题无法准确解决。

1671 年，荷兰首相约翰·德威特（de Witt）和阿姆斯特丹的一
位市长约翰内斯·赫德（Hudde）也考虑了计算人寿年金价格的问
题。由于担心法国军队入侵，他们想筹集资金加强部队。当时掌握
了几十年前购买人寿年金的购买者数据，特别是购买年金的年龄和
死亡年龄。他们设法或多或少正确地计算出年金的价格，但他们的
方法后来被遗忘了。第二年荷兰被入侵，德威特被众人处以私刑。

哈雷 1693 年用布雷斯劳的生命表重新考虑了这个问题，并假
设利率为 6%。计算方法很简单：设 i 是利率；Rk 是一个年龄为 k

的人可以购买年金的价格，例如每年一英镑。这个人在年龄 k + n

时还活着的概率为 Pk+n/Pk。如果他到了这个年龄，国家承诺支付
的英镑可以通过将初始金额的 1/(1 + i)n 按利率 i 计算得出。因此，

1对于 84 岁以上的人，哈雷刚刚提到他们的数字是 107。
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如果我们做一个简化的假设，即初始金额只用于支付年金，那么价
格应该是：

Rk =
1

Pk

(
Pk+1

1 + i
+

Pk+2

(1 + i)2
+

Pk+3

(1 + i)3
+ · · ·

)
(2.2)

哈雷通过这种方式得到了表2.2，其中显示了所需年金必须乘以系数
Rk 才能得到必要的初始金额。因此一个 20 岁的人每年将得到初始
金额的 1/12.78 ≈ 7.8%，但一位 50 岁的人将得到 1/9.21 ≈ 10.9%，
因为他的寿命较短。请注意，两倍的利率相当于 12% 的初始金额的
年金，或者相当于 8.33 倍年金的价格。

表 2.2: 给出人寿年金价格的乘法系数：

k Rk k Rk k Rk k Rk k Rk

1 10.28 15 13.33 30 11.72 45 9.91 60 7.60
5 13.40 20 12.78 35 11.12 50 9.21 65 6.54

10 13.44 25 12.27 40 10.57 55 8.51 70 5.32

当然，计算是相当繁琐的，不过哈雷可以利用对数表更快地得
到一般项 Pk+n/(1 + i)n。由于它没有显示 84 岁以上的 Pk 值，所
以不可能准确地检查他的计算结果。哈雷的工作并没有产生任何直
接的影响，几十年来，在英国和其他地方，以寿命为基础的年金继
续以与购买者年龄无关的价格出售，而且价格远远低于它所能达到
的价格，如年金的 7 倍。

在哈雷时代，从生命表得出的问题引起了许多科学家的兴趣。荷
兰人克里斯蒂安·惠更斯（Huygens）于 1657 年写了第一本专门讨
论概率论的小册子，他在 1669 年与其兄弟格朗特的通信中讨论了
生命表和预期寿命的计算 2。在诺伊曼接触到皇家学会的几年前，莱
布尼茨也在一篇未发表的文章中写到了预期寿命的计算。1709 年，
尼古拉斯一世·伯努利开始研究这一课题。1725年，亚伯拉罕·德·
莫伊弗尔（de Moivre）发表了一篇《年金论》，他特别注意到，由

2k 时的预期寿命由公式 (2.2) 给出，i = 0。
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于公式 (2.2) 只包含几项，所以很容易计算出老年人的价格 Rk。然
后使用后向递推公式

Rk = (Pk+1/Pk)× (1 +Rk+1)/(1 + i),

很容易由公式（2.2）得以证明。利用哈雷给出的 70 岁时的价格值，
我们可以检查表2.2中的其他值3。
继这次人口统计学研究之后，哈雷回到了他的主要研究课题。

1698年至 1700年间，他绕着大西洋航行，绘制地球磁场图。1704年
成为牛津大学教授，次年出版了一本关于彗星的书，并预测开普勒在
1607年观测到的 1682年彗星将于 1758年再次出现：它被称为“哈雷
彗星”。哈雷还出版了佩尔加的阿波罗尼乌斯（Aπoλλώνιoσ o Περ-
γαίoσ）关于圆锥体的著作的译本。1720 年，他取代弗兰斯蒂德成
为皇家天文学家，尝试解决通过观测月球来精准确定海上经度的问
题，这个问题对航海具有重大的现实意义。1742 年哈雷在格林威治
去世，享年 86 岁。

进一步阅读

1. Fox, M.V.: Scheduling the Heavens. Morgan Reynolds (2007)
2. Graunt, J.: Natural and Political Observations Mentioned in a Follow-

ing Index and Made upon the Bills of Mortality (1665). echo.mpiwg-
berlin.mpg.de

3. Hald, A.: A History of Probability and Statistics and Their Applica-
tions before 1750. Wiley (2003).

4. Halley, E.: An estimate of the degrees of the mortality of mankind.
Phil. Trans. Roy. Soc. London 17, 596–610 (1693). gallica.bnf.fr

5. Heyde, C.C.: John Graunt. In: Heyde, C.C., Seneta, E. (eds.) Statis-
ticians of the Centuries, 14–16. Springer (2001)

6. Koch, P.: Caspar Neumann. In: Ibid., 29–32.
7. Le Bras, H.: Naissance de la mortalité. Gallimard, Paris (2000)

3表中似乎有一些错误，特别是 5 岁和 15 岁。

https://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/ECHOdocuView?pn=3&ws=1.5&ww=1&wh=1&mode=imagepath&url=/mpiwg/online/permanent/echo/mpi_rostock/Graunt_1665/user
https://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/ECHOdocuView?pn=3&ws=1.5&ww=1&wh=1&mode=imagepath&url=/mpiwg/online/permanent/echo/mpi_rostock/Graunt_1665/user
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k55822q/f148.item


欧拉与人口的几何增长 (1748–1761)

欧拉曾多次撰写关于人口动力学的文章，在他 1748 年的论文
《无限分析导论》中，涉及指数函数的章节包含了四个关于人口
指数增长的例子。1760 年他发表了一篇文章，将这种指数增长
与人口的年龄结构相结合。这项工作是“稳定”人口理论的先
驱，该理论在 20 世纪得到发展，并在人口学中发挥了重要作
用。1761 年，欧拉帮助苏斯米尔赫完成了他的人口学论文的第
二版。欧拉研究出一个有趣的模型，这是斐波那契数列的一种
变体，但没有发表他的详细分析。

莱昂哈德·欧拉（Euler）1707 年出生于瑞士巴塞尔，他的父亲
是一位新教牧师。1720 年，欧拉开始在大学学习，还接受了继莱布
尼茨和牛顿之后最著名的数学家约翰·伯努利（Johann Bernoulli）
的私人数学课程。他与约翰·伯努利的两个儿子成了朋友: 尼古拉
（Nicolaus II）和丹尼尔（Daniel）。1727 年，欧拉加入丹尼尔在圣
彼得堡新成立的科学院，除了数学之外，他还对物理学和许多其他
科学及技术学科感兴趣。1741 年，普鲁士国王腓特烈二世邀请他担
任柏林科学院数学部主任。欧拉发表了相当多的文章和著作，涉及
力学（天文学、弹性、流体、固体）和数学（数论、代数、无穷级
数、基本函数、复数、微积分、微分和偏微分方程、最优化、几何
学）的各个方面，也涉及人口学。他是当时最多产的数学家。

1748 年欧拉用拉丁文发表了一篇论文，题目为《无限分析导
论》。他在指数和对数一章中考虑了 6 个例子：一个是关于音阶的
数学理论，另一个是关于偿还贷款的利息，还有 4 个是关于人口动
力学。在人口动力学的例子中，欧拉假设第 n年的人口 Pn，对于所



第三章 欧拉与人口的几何增长 (1748) 11

图 3.1: 欧拉 (1707–1783)

有整数 n，满足 Pn+1 = (1 + x)Pn，其中增长率 x 是正实数。从初
始条件 P0 开始，n 年的人口数由以下公式给出：Pn = (1 + x)n P0。
这就是所谓的几何或指数增长。第一个例子问：

“如果一个省的居民人数每年增加三十分之一，开始时有
10 万居民，我们想知道 100 年后的居民人口。”

答案是

P100 = (1 + 1/30)100 × 100,000 ≈ 2,654,874.

对于这个例子，欧拉受到了 1747 年柏林人口普查的启发，该次普
查得出的人口估计数为 107,224 人。他的计算表明，一个世纪内人
口可以增加十倍以上，这正是当时观察到的伦敦市的情况。

我们注意到，用现代的袖珍计算器计算 (1 + 1/30)100 是件非常
容易的事，但在欧拉的年代，人们必须使用对数，以避免大量的手
工乘法并迅速得到结果。首先要计算 P100 的十进制对数（以 10 为
基数），对数的基本性质 log(a b) = log a+ log b 显示

logP100 = 100 log(31/30)+ log(100,000) = 100 (log 31− log 30)+5 .

对数是苏格兰人约翰·纳皮尔（Napier）在 1614 年提出的，他的朋
友亨利·布里格斯（Briggs）在 1617年发表了第一个十进制对数表。
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1628 年，荷兰人艾德里安·弗拉克（Vlacq）完善了布里格斯的工
作，发表了一张包含从 1 到 100,000 的整数十进制对数表格，精确
度为十位数。欧拉就是用这张表格得到：

log 30 ≈ 1.477121255, log 31 ≈ 1.491361694,

最后得到 logP100 ≈ 6.4240439。剩下的就是找到对数已知的数值
P100，由于从 1 到 100,000 的整数的十进制对数范围是 0 到 5，所
以查找 P100/100 的对数，得 4.4240439。我们可以在对数表中查到

log 26,548 ≈ 4.424031809 , log 26,549 ≈ 4.424048168.

将对数函数替换为 26,548 和 26,549 之间的直线，欧拉得到了
P100

100
≈ 26,548 +

4.4240439− 4.424031809

4.424048168− 4.424031809
≈ 26,548.74 .

所以 P100 ≈ 2,654,874。

欧拉书中关于人口动力学的第二个例子如下:

“（圣经中）洪水过后，所有人都是从六个人的人口中繁
衍下来的，如果假设两百年后的人口是 100 万，我们想
知道每年的增长速度。”

因为
106 = (1 + x)200 × 6,

袖珍计算器给出的结果是

x = (106/6)1/200 − 1 ≈ 0.061963.

借助于对数表 log(106) = 200 log(1 + x) + log 6,

log(1 + x) = (6− log 6)/200 ≈ 0.0261092

得到 1 + x ≈ 1.061963。由此欧拉得出结论，人口每年将增长 x ≈
1/16。要理解这个例子的起源，需说明的是当时哲学家们开始否认
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圣经故事的真实性。从字面上看，大洪水的时间大约在公元前 2350
年，幸存者是：诺亚、他的三个儿子，和他们的妻子。《创世记》说：

“这三个人是诺亚的儿子，从他们开始后代遍布整个地
球。”

洪水过后每年 1/16（或 6.25%）的人口增长率，在欧拉看来并不是
不现实的，作为新教牧师的儿子，一生都保持虔诚。他总结到：

“出于这个原因就提出异议，并怀疑在如此短的时间内无
法从开始的一个人繁衍至整个地球，是多么的荒谬。”1

欧拉还注意到，如果以同样的速度继续增长，直到洪水过后的 400
年，人口将是：

(1 + x)400 × 6 = (106/6)2 × 6 ≈ 166× 109.

“然而，整个地球永远也无法维系那样的人口量。”

这一主题在半个世纪后被马尔萨斯所发展（见第五章）。

欧拉的第三个例子问：

“如果每个世纪人类人口增加一倍，每年的增长率是多
少？”

由于
(1 + x)100 = 2,

袖珍计算器给出 x = 21/100 − 1 ≈ 0.00695。借助对数表 100 log(1 +
x) = log 2，所以 log(1 + x) ≈ 0.0030103 且 1 + x ≈ 1.00695。因此

1在格朗特 1662 年出版的书中（见第二章），人们发现了一个类似的说法。

“一对夫妇，即亚当和夏娃，在 5160 年中每 64 年翻一番，根据圣经，这就是世
界的年龄，将产生比现在多得多的人口。因此，世界的年龄不像某些人妄想的那
样超过 10 万年，也不像圣经所说的那样超过 10 万年。”
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人口每年增长 x ≈ 1/144。

第四个例子，也是最后一个：

“如果人类人口每年增加 1/100，我们想知道需要多少年，
人口可以变成 10 倍。”

因为有
(1 + 1/100)n = 10,

我们发现 n log(101/100) = 1, 所以 n = 1/(log 101 − 2) ≈ 231 年。
这就是 1748 年《无限分析导论》中关于人口动力学的所有内容。多
年后，欧拉更详细地解释了这一主题。

1760 年，他在柏林科学院的汇刊上发表了一篇题为《对人类死
亡率和繁殖的一般调查》的文章，这项工作是他以前对人口几何增
长的分析与早期对生命表研究之间的一种综合（见第二章）。例如欧
拉考虑了这个问题：

“已知一年内的出生和埋葬人数，对于给定的死亡率假设，
找出所有活着的人的数量及其年增长率。”

欧拉在这里假设以下数字是已知的：

• 第 n 年的出生人数 Bn；

• 第 n 年的死亡人数 Dn；

• 达到 k 岁的新生儿比例 qk （k ⩾ 1）。

设 Pn 是第 n 年的人口，欧拉还做了两个额外的隐性假设：

• 人口呈几何级数增长: Pn+1 = r Pn, r = 1 + x；

• 出生人口比例恒定不变: Bn/Pn = m。

这两个假设意味着出生人数以几何级数增长，且速度相同：Bn+1 =

r Bn。然后欧拉考虑了百年间的人口状态，例如在 n = 0和 n = 100



第三章 欧拉与人口的几何增长 (1748) 15

年之间，假设没有人能活过百岁。为了明确表述，设 Pk,n(k ⩾ 1) 为
第 n 年开始时活着的人口，它在 n− k 年出生；设 P0,n = Bn 为第
n 年的出生人数。根据生存系数 qk 的定义，我们有

Pk,n = qk P0,n−k = qk Bn−k.

所以

r100 P0 = P100 = P0,100 + P1,100 + · · ·+ P100,100

= B100 + q1 B99 + · · ·+ q100 B0

=
(
r100 + r99 q1 + · · ·+ q100

)
B0.

将这个方程除以 r100 P0，我们得到了

1 = m
(
1 +

q1
r

+
q2
r2

+ · · ·+ q100
r100

)
. (3.1)

这就是在人口学中有时被称为“欧拉方程”的方程式。将出生和死
亡人数分开计算，我们得到：

r Pn = Pn+1 = Pn −Dn +Bn+1 = Pn −Dn + r Bn . (3.2)

所以死亡人数也呈几何级数增长: Dn+1 = r Dn。此外：

1

m
=

Pn

Bn

=
Dn/Bn − r

1− r
. (3.3)

将其代入方程 (3.1) 中，我们最终得到方程：

Dn/Bn − 1

1− r
=

q1
r

+
q2
r2

+ · · ·+ q100
r100

, (3.4)

其中只剩下一个未知数：r，这就是通常所说的隐式方程。因为我们
不能把 r 作为其他参数的函数来提取，但我们可以在 r 的固定值下
计算方程 (3.4) 的左右两边，让 r 变化，直到两边相等。这样得到 r

的值就可以导出人口的增长率 x = r − 1。请注意，从方程 (3.1) 和
(3.3) 中，我们得到人口 Pn 的如下表达式:

Pn = Bn

(
1 +

q1
r

+
q2
r2

+ · · ·+ q100
r100

)
.
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当人口是静态的 (r = 1)，这个表达式与哈雷用来估计布雷斯劳市人
口的表达式相同 (见第二章)。
欧拉还考虑了以下问题：

“在给定死亡率和生育率的假设下，如果知道所有活着的
人的数量，找出每个年龄段有多少人。”

由于存活系数 qk 和生育系数 m 是已知的，增长率 r 可以通过方程
（3.1）计算出来。在第 n 年，第 n− k 年出生的人口数为 qk Bn−k =

qk Bn/r
k (其中 q0 = 1)。因此总人口中年龄为 k 的比例为

qk/r
k

1 + q1/r + q2/r2 + · · ·+ q100/r100
.

这个比例是恒定的。使用洛特卡的术语（见第十章），可以说人口是
“稳定”的：年龄金字塔在一段时间内保持相同的形状。

欧拉还重新研究了当人口不是静态的，而是以几何级数增加时，
构建生命表的问题：

“知道了所有活着的人的数量，也知道一年内每个年龄段
的出生人数与死亡人数，找出死亡率的规律。”

欧拉所说的死亡率规律，是指生存系数 qk 的集合。现在假设总人口
数是通过人口普查得知的，而哈雷的情况并非如此（见第二章）。等
式 (3.2) 表明，人口的增长率是

r =
Pn −Dn

Pn −Bn

.

设 Dk,n 为 n 年内 k 岁时死亡的人数，这些人是在 n− k 年出生的。
于是 Dk,n = (qk − qk+1)Bn−k，但 Bn−k = Bn/r

k，因此生存系数
qk 可以用递归公式来计算

qk+1 = qk −
rk Dk,n

Bn

.

其中所有的 k ⩾ 0，q0 = 1。这个公式乘以 Bn，就得到了哈雷用于
静态情况下 r = 1 的公式 (2.1)。然而欧拉坚持认为，他计算生存系
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数 qk 的方法是假定人口有规律地增加，不包括诸如瘟疫、战争、饥
荒等意外情况。如果欧拉时代的人口普查记录了人们的年龄（如瑞
典），那么这个假设就没有必要了，系数 qk 的计算更容易。

欧拉还展示了给定生存系数 qk 时，如何计算人寿年金价格。他
没有提到哈雷或德莫伊夫尔关于这个问题的作品。欧拉使用了 5％
的利率和荷兰人 Kersseboom 在 1742 年发表的生命表。

在柏林学院，欧拉并不是唯一对人口学感兴趣的科学家。他的
同事约翰·彼特·苏斯密尔赫（Süßmilch）于 1741 年用德语发表了
一篇题为《人类变化的神圣秩序，从物种的出生、死亡和繁殖中得
到证明》的论文，这篇论文如今被认为是第一篇专门研究人口学的
文章。苏斯密尔赫 1752 年还写了一本《论柏林城的迅速发展》。

图 3.2: 苏 斯 密 尔 赫
(1707–1767)

1761 年，苏斯密尔赫发表了他的论文的第二版。在题为“关于
人口增长速度和翻倍时间”一章中，他列入了欧拉为他设计的一个
有趣的数学模型。这个模型类似于斐波那契模型（见第一章），但是
以人口为研究对象。从一对夫妇（一男一女）在 0 年都是 20 岁开
始，欧拉假设人在 40 岁时死亡，20 岁时结婚，而每对夫妇有 6 个
孩子：22 岁时有两个孩子（一男一女），24 岁时又有两个，最后两
个在 26 岁。年数以两年为单位计算，设 Bi 为第 2i 年内的出生人
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数，欧拉得出结论：

Bi = Bi−11 +Bi−12 +Bi−13 (3.5)

其中所有的 i ⩾ 1。初始条件对应于 B−12 = 0，B−11 = 0，B−10 = 2，
Bi = 0 (−9 ⩽ i ⩽ 0)。因此，欧拉可以计算出生人数，如表3.1的第二
列所示。2i年的死亡人数Di等于 2i−40年的出生人数：Di = Bi−20，
i ⩾ 10；而 Di = 0，i ⩽ 9。至于 2i 年的活着的人数 Pi，等于
2i − 2 年活着的人数，加上 2i 年的出生人数，减去 2i 年的死亡人
数: Pi = Pi−1 +Bi −Di。

苏斯密尔赫书中的这一章以一个关于斐波那契数列的评论结
束:

“欧拉表中似乎普遍存在的巨大无序，并不妨碍出生人数
遵循一种人们称之为循环序列的递进 [......] 无论这些递
进的最初无序性如何，如果它们不被打断，就会变成一
种几何级数的递进，而开始时的无序性会一点一点消退
并几乎完全消失。”

这本书没有更多地介绍这个人口模型的数学部分，但欧拉在一篇题
为《关于人口的倍增》的手稿中有进一步的推衍，该手稿在他有生
之年一直没有发表。为了寻找 Bi = c ri 形式的方程 (3.5) 的解，即
几何级数的形式，他在简化后得到一个 13 次的多项式方程：

r13 = r2 + r + 1 . (3.6)

寻找一个接近 r = 1 的解，使用对数表来计算 r13，他发现

1 + r + r2 − r13 ≈

{
0.212, r = 1.09 ,

−0.142, r = 1.10 .

所以方程 (3.6) 在 1.09 和 1.10 之间有一个根。用这个区间上的一
条线段来逼近函数 1 + r + r2 − r13，欧拉得到了

r ≈ 0.142× 1.09 + 0.212× 1.10

0.142 + 0.212
≈ 1.0960 .
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表 3.1: 欧拉表。

i 出生人数 死亡人数 生活

0 0 0 2
1 2 0 4
2 2 0 6
3 2 0 8
4 0 0 8
5 0 0 8
6 0 0 8
7 0 0 8
8 0 0 8
9 0 0 8

10 0 2 6
11 0 0 6
12 2 0 8
13 4 0 12
14 6 0 18
15 4 0 22
16 2 0 24
17 0 0 24
18 0 0 24
19 0 0 24
20 0 0 24
21 0 2 22
22 0 2 20
23 2 2 20
24 6 0 26
25 12 0 38
26 14 0 52
27 12 0 64
28 6 0 70
29 2 0 72
30 0 0 72
31 0 0 72
32 0 2 70
33 0 4 66
34 2 6 62
35 8 4 66
36 20 2 84
37 32 0 116
38 38 0 154
39 32 0 186

i 出生人数 死亡人数 生活

40 20 0 206
41 8 0 214
42 2 0 216
43 0 2 214
44 0 6 208
45 2 12 198
46 10 14 194
47 30 12 212
48 60 6 266
49 90 2 354
50 102 0 456
51 90 0 546
52 60 0 606
53 30 0 636
54 10 2 644
55 2 8 638
56 2 20 620
57 12 32 600
58 42 38 604
59 100 32 672
60 180 20 832
61 252 8 1076
62 282 2 1356
63 252 0 1608
64 180 0 1788
65 100 2 1886
66 42 10 1918
67 14 30 1902
68 16 60 1858
69 56 90 1824
70 154 102 1876
71 322 90 2108
72 532 60 2580
73 714 30 3264
74 786 10 4040
75 714 2 4752
76 532 2 5282
77 322 12 5592
78 156 42 5706
79 72 100 5678
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年数是以二为单位计算的。每年的出生人数趋向于每年的人数乘
以

√
r。如果 (

√
r)n = 2，这个数字每 n 年翻一番，即每 n =

2 log 2/ log r ≈ 15 年。由于渐近地有 Bi ≈ c ri，并且由于第 2i 年
的死亡人数 Di 等于 Bi−20，我们得到 Di ≈ Bi/r

20，r20 ≈ 6.25，
出生人数约为死亡人数的 6 倍。在第 2i 年活着的人数 Pi 等于
Bi +Bi−1 + · · ·+Bi−19，我们还可以得到

Pi ≈ Bi

(
1 +

1

r
+ · · ·+ 1

r19

)
= Bi

1− r20

r19 − r20
≈ 9.59Bi .

总人口数约为出生人数的十倍。

表3.1中所示的序列 (Bi) 确实像 ri 一样渐进地增长，这个证明
比较复杂。从德莫伊夫尔关于递归数列的工作中可以看出，引
入“生成函数”

f(x) =
+∞∑
i=0

Bi x
i,

可以将 f(x) 表示为一个有理函数。欧拉在 1748 年的《无限分
析导论》中解释了这种方法：递归关系 (3.5) 确实给出了这样
的结果。

f(x) =
12∑
i=0

Bix
i +

+∞∑
i=13

(Bi−11 +Bi−12 +Bi−13)x
i

= 2x+ 2x2 + 2x3 + 2x12 + f(x) (x11 + x12 + x13) .

所以

f(x) =
2x+ 2x2 + 2x3 + 2x12

1− x11 − x12 − x13
.

欧拉知道，这样的有理函数可以分解为以下形式

f(x) =
a1

1− x
x1

+ · · ·+ a13
1− x

x13

,

数字 x1, . . . , x13 是方程的实根或复根 1− x11 − x12 − x13 = 0。
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所以

f(x) =
∑
i⩾0

a1

(
x

x1

)i

+ · · ·+ a13

(
x

x13

)i

.

由于 Bi 是 xi 在 f(x) 中的系数，所以欧拉得出当 i → +∞ 时

Bi =
a1

(x1)i
+ · · ·+ a13

(x13)i
≈ ak

(xk)i
,

其中 xk 是最小模数的根。换句话说，Bi 趋向于像 (1/xk)
i 这

样的几何增长的级数。仍需注意的是，当且仅当 r = 1/xk 是方
程（3.6）的根时，xk 是方程

1− x11 − x12 − x13 = 0

的根。该证明的某些细节最终由耿贝尔（Gumbel）于 1916 年
清楚阐明。

苏斯密尔赫于 1765 年出版了他的论文第三版，1767 年在柏林
去世。由于与普鲁士国王关系不好，欧拉于 1766 年回到了圣彼得
堡。后来尽管双目失明，在他儿子和同事的帮助下继续发表了大量
的著作，特别是关于代数、积分微积分、光学和造船的著作。他的
《致德国公主的关于自然哲学不同课题的信》于 1760 年至 1762 年
在柏林写成，1768 年至 1772 年出版，成为整个欧洲的畅销书。欧
拉于 1783 年在圣彼得堡去世。他对数学人口学的贡献，特别是他
对指数增长的人口中的“稳定”年龄金字塔的分析，直到 20 世纪才
被重新发现（见第十章和第二十一章）。
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丹尼尔·伯努利、达朗贝尔和预防天花的接种
方法 (1760)

1760 年，丹尼尔·伯努利写了一篇模拟天花的文章。在他的时
代，围绕着接种疫苗有很多争议，这种做法可以保护人们，但
也可能是致命的。他使用哈雷的生命表和一些有关天花的数据
表明，如果相关的死亡风险低于 11%，接种是有利的，接种可
以使出生时的预期寿命延长 3 年。伯努利建立了流行病学的第
一个数学模型，达朗贝尔批评了他的工作。

丹尼尔·伯努利（Daniel Bernoulli）于 1700年出生在荷兰的格
罗宁根。他的家庭中已经有两位著名的数学家：他的父亲约翰·伯努
利（Johann Bernoulli）和他的伯父雅各布·伯努利（Jakob Bernoulli）。
1705 年，约翰搬到瑞士的巴塞尔，在那里他接任了哥哥雅各布去世
后空出来的教授职位。约翰并不希望儿子学习数学，于是丹尼尔转
而学习医学，并于 1721 年以一篇关于呼吸的论文获得医学博士学
位。丹尼尔搬到威尼斯后开始专注于数学，1724 年出版了一本书，
同年他因一篇《论海上船只上沙漏的完美性》的论文获得巴黎科学
院奖，并在新成立的圣彼得堡学院获得一个教授职位。那些年他特
别研究了递归关系和概率论中的“圣彼得堡悖论”。1733 年，丹尼
尔·伯努利回到巴塞尔大学，先后教授植物学、生理学和物理学。
1738 年，他出版了一本在物理学史上尤为著名的流体力学著作。大
约 1753 年，他与欧拉和达朗贝尔同时对振动弦的问题产生了兴趣，
并引起了重要的数学争论。

1760 年，丹尼尔·伯努利向巴黎科学院提交了一篇题为《对天
花引起的死亡率和预防天花接种的优点进行新的分析》的论文。问
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图 4.1: 丹尼尔·伯努利
(1700–1782)

题是是否应该鼓励接种（在体内自愿引入少量毒性较低的天花，以
保护其免受以后的感染），即便有时这是一种致命的操作。这种技术
在亚洲已早为人知，1718 年英国驻奥斯曼帝国大使的夫人蒙塔古夫
人将其引入英国。在法国，尽管路易十四的长子 1711 年死于天花，
但人们还是不情愿地考虑接种。1723 年从天花中幸存下来的伏尔泰
在英国流亡数年，观察到了最新的创新成果，他在 1734 年的《哲学
书信》中恳请实行天花接种。法国科学家拉孔达明（La Condamine）
也是从天花中幸存下来的，他于 1754 年在巴黎科学院倡导实行天
花预防接种。

1759 年，莫佩尔蒂（Maupertuis）在巴塞尔去世前，鼓励丹尼
尔·伯努利从数学角度研究预防接种问题。更确切地说，他面临的挑
战是要找到一种方法来比较接种的长期利益和眼前的死亡风险。为
此，伯努利提出了以下简化假设：

• 第一次感染天花的人死亡概率为 p（与年龄无关），存活概率
为 1− p；

• 一个人在年龄 x 到年龄 x+ dx 之间被感染的概率是 q dx，其
中 dx 是一个无限小的时间段；

• 从天花中存活下来的人在他们的余生中都不会再被感染（已有
免疫力）。
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设 m(x) 为 x 岁时因天花以外原因造成的死亡率：在 x 岁到 x+ dx

之间的无限小时间段 dx内，一个人死亡的概率为 m(x) dx。考虑一
组同年出生的人口总数为 P0 的人群，设

• S(x) : 在 x 岁时仍活着而没有感染过天花的易感人群的数量；

• R(x) : 在 x 岁时仍活着的人中，已经从天花中康复的人数；

• P (x) = S(x) +R(x) : x 岁时活着的总人数。

出生对应年龄 x = 0。所以 S(0) = P (0) = P0，R(0) = 0。应用由牛
顿、莱布尼茨和后来他父亲在十七世纪末发展起来的无穷小计算方
法，丹尼尔·伯努利注意到在 x到 x+dx之间 (其中 dx无限小)，每
个易感者感染天花的概率 q dx，死于其他原因的概率 m(x) dx。所
以易感者人数的变化为 dS = −S q dx − S m(x) dx，从而得出微分
方程为

dS

dx
= −q S −m(x)S . (4.1)

在这个方程中，dS/dx 被称为函数 S(x) 的导数。在同一个小的时
间间隔内，死于天花的人数为 pS q dx。出天花后存活的人数为 (1−
p)S q dx。此外，还有 Rm(x) dx人死于天花以外的原因，这就导致
了第二个微分方程:

dR

dx
= q(1− p)S −m(x)R . (4.2)

将这两个方程相加，我们得到

dP

dx
= −p q S −m(x)P . (4.3)

从方程 (4.1) 和 (4.3) 中，伯努利可以表明在 x 岁时仍为易感人群
的比例是

S(x)

P (x)
=

1

(1− p) eq x + p
. (4.4)
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为获得方程 (4.4),伯努利从方程 (4.1)和 (4.3)中，消除了m(x)

−m(x) = q +
1

S

dS

dx
= p q

S

P
+

1

P

dP

dx
.

经过重新排列，可以得出

1

P

dS

dx
− S

P 2

dP

dx
= −q

S

P
+ p q

(
S

P

)2

.

我们注意到，左侧是 f(x) = S(x)/P (x) 的导数，即年龄为 x

的人口中易感人群的比例。所以

df

dx
= −q f + p q f2. (4.5)

由于丹尼尔的伯父雅各布·伯努利的工作，这类方程的解法在
几十年前就为人所知。将方程除以 f2 并设定 g(x) = 1/f(x)，
我们看到

dg

dx
= q g − p q, g(0) =

1

f(0)
= 1.

设 h(x) = g(x) − p，我们得到 dh/dx = q h。所以 h(x) =

h(0) eq x = (1− p) eq x。最后 g(x) = (1− p) eq x + p 和 f(x) =

1/g(x)。

为了应用他的理论，伯努利使用了哈雷生命表（见第二章）。该
表给出了在 0 年出生的 1238 人中，在 x 年初仍然活着的人数（其
中 x = 1, 2, . . .）。但在他的模型框架中，伯努利需要实际达到 x 年
龄的人数 P (x)，这一点略有不同。伯努利和他同时代的大多数人一
样，没有意识到这一差别（哈雷的文章确实不是很明确），他保留了
哈雷表中的数字，除了第一个数字 1238 用 1300 代替。可以得到生
命第一年的现实死亡率，这些数字显示在表4.1的第二列中。

伯努利选择了死于天花的概率 p = 1/8 = 12.5%，这与他当时
的观察结果一致。每年感染天花的概率 q 无法直接估计，所以伯努
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表 4.1: 哈雷的生命表和伯努利的计算。

年龄 活着的人 易感的人 免疫的人 天花死 没有天花
x P (x) S(x) R(x) 亡人数 P ∗(x)

0 1300 1300 0 17.2 1300
1 1000 896 104 12.3 1015
2 855 685 170 9.8 879
3 798 571 227 8.2 830
4 760 485 275 7.0 799
5 732 416 316 6.1 777
6 710 359 351 5.2 760
7 692 311 381 4.6 746
8 680 272 408 4.0 738
9 670 238 432 3.5 732

10 661 208 453 3.0 726
11 653 182 471 2.7 720
12 646 160 486 2.3 715
13 640 140 500 2.1 711
14 634 123 511 1.8 707
15 628 108 520 1.6 702
16 622 94 528 1.4 697
17 616 83 533 1.2 692
18 610 72 538 1.1 687
19 604 63 541 0.9 681
20 598 55 543 0.8 676
21 592 49 543 0.7 670
22 586 42 544 0.6 664
23 579 37 542 0.5 656
24 572 32 540 649

...
...

...
...

...
...
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利大致尝试了几个 q 值，最后选择了一个，即在进行了下面所有计
算之后，因天花而死亡的人数约占死亡总人数的 1/13，这个比例当
时在欧洲的几个城市已经观察到。结果证明每年 q = 1/8 的选择是
非常合适的，正如我们现在将看到的1。

根据公式 (4.4)和表格第二栏中的 P (x)的值，我们可以计算出
年龄为 x的易感人群的数量 S(x)：这是表格第三列，四舍五入到最
接近的整数。第四列 R(x) = P (x) − S(x) 显示了年龄为 x 的人从
天花中幸存下来的人数。第五列在与年龄 x 相对应的一行中显示了
x 到 x + 1 之间因天花而死亡的人数。从理论上讲，这个数字应该
是积分 p q

∫ x+1

x
S(t) dt，但公式 p q [S(x) +S(x+1)]/2 给出了一个

很好的近似值，如图4.2所示：梯形面积接近于曲线下的面积，也就
是函数的积分。

图 4.2: 虚线梯形的面积近似于
函数 S 在 x 和 x + 1 之间的积
分。

S

x x+1

伯努利注意到，第五栏中所有数字的总和显示，24 岁以前死于
天花的人数为 98 人。如果我们将表格中的年龄继续延展，发现在
24 岁时仍然易受感染的 32 人中，只有 3 人死于天花。综上所述，
从 1300 的出生人数开始，有 101 人最终死于天花。这几乎正好是
预期的分数 1/13。
伯努利当时考虑的情况是，每个人出生时接种天花，不会造成

任何死亡，问题点是天花根除之后，估计预期寿命的增长。从相同
的出生人数 P0 开始，把 P ∗(x) 称为天花消失时年龄为 x 的人数，

1事实上，p 和 q 在数值上相等，这只是一个巧合。
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那么
dP ∗

dx
= −m(x)P ∗. (4.6)

伯努利发现

P ∗(x) =
P (x)

1− p+ p e−q x
, (4.7)

其中 P (x) 如上：当出现天花时，年龄为 x 岁的人数。

事实上，像之前一样消除方程 (4.6) 和 (4.3) 之间的 m(x)，伯
努利在重新整理后得到

1

P ∗
dP

dx
− P

P ∗2
dP ∗

dx
= −p q

S

P

P

P ∗ .

设 h(x) = P (x)/P ∗(x)。利用公式 (4.4)，他将分子和分母乘以
e−q x，得到

1

h

dh

dx
= −p q

e−q x

1− p+ p e−q x
,

相当于
d

dx
logh =

d

dx
log(1− p+ p e−q x),

其中 log在这里代表自然对数，而不是常用对数。但是 h(0) = 1，
所以 h(x) = 1− p+ p e−q x。

注意，当年龄 x 足够大时，P (x)/P ∗(x) 的比值趋向于 1 − p。
哈雷表的第六列显示了 P ∗(x)。比较 P (x) 和 P ∗(x) 的一种方法是
估算出生时的预期寿命，其天花的理论表达式为

1

P0

∫ +∞

0

P (x) dx.

类似的表达式用 P ∗(x) 代替 P (x)，在没有天花的情况下也能成立。
伯努利使用的近似公式是[

1

2
× P (0) + P (1) + P (2) + · · ·

]
/P0,
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这是由梯形法给出的（图4.2）。将表格延续到 24 岁以后，直到 84
岁（见表2.1），他最终得到了天花的预期寿命 E，等于

[
1
2
× 1300+

1000 + · · ·+ 20
]
/1300 ≈ 26.57 年，即 26 岁零 7 个月。如果没有天

花，预期寿命 E∗ 等于
[
1
2
× 1300 + 1015 + · · ·+ 23

]
/1300 ≈ 29.65

年，即 29 岁零 8 个月。出生时接种可使预期寿命延长 3 年以上。

我们可以注意到，有一种比伯努利所用方法更简单、更快捷的
方法来得到这些公式。从 S(x) 的微分方程 (4.1) 开始，我们首
先得到的是

S(x) = P0 e
−q x exp

(
−
∫ x

0

m(y) dy

)
.

利用公式（4.2）中的这个表达式，我们发现

R(x) = P0 (1− p) (1− e−q x) exp
(
−
∫ x

0

m(y) dy

)
.

P ∗(x) 的方程 (4.6) 表明：

P ∗(x) = P0 exp
(
−
∫ x

0

m(y) dy

)
. (4.8)

公式 (4.4) 和 (4.7) 由此可得!

当然，接种毒性较低的天花菌株也不是完全安全的。如果 p′ 是
刚接种后死于天花的概率 (p′ < p)，那么如果每个人在出生时就进
行接种，预期寿命将是 (1− p′)E∗。如果 p′ < 1−E/E∗ 或约 11%，
这个预期寿命仍然高于“自然”预期寿命 E。当时有关 p′ 的数据很
难获得，但伯努利估计，风险 p′ 小于 1%。对他来说，毫无疑问，接
种疫苗须由国家来推动。他总结说：

“我只是希望，在一个与人类福祉如此密切相关的问题上，
如果没有一点分析和计算所能提供的所有知识，就不应
该做出任何决定。”
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1760年 4月，伯努利的工作在巴黎的科学院提出。11月达朗贝
尔（d’Alembert）提交了一份题为《论概率论在天花接种中的应用》
的评论，这篇评论不久后发表在他的《Opuscules mathématiques》
第二卷中，其中有更详细的计算，并与另一部作品《接种的数学理
论》一起发表。达朗贝尔批评了伯努利关于感染概率和死于天花概
率与年龄无关的假设，他提出了一个不需要这些假设的不同解决方
案。设 v(x) 为 x 岁时因天花导致的死亡率，m(x) 为其他原因导致
的死亡率，P (x) 为仍然活着的人数。那么

dP

dx
= −v(x)P −m(x)P . (4.9)

与方程 (4.3) 相比较，我们看到，实际上 v(x) = p q S(x)/P (x)。这
里得到

P ∗(x) = P (x) exp
(∫ x

0

v(y) dy

)
. (4.10)

其中，P ∗(x) 代表天花消失时 x 岁时还活着的人数。

图 4.3:
达朗贝尔 (1717–1783)

事实上，我们可以将函数 m(x) 代入方程 (4.6) 和 (4.9)，或者
用公式 (4.8) 来表示 P ∗(x)，并注意到 (4.9) 的解由以下公式给
出

P (x) = P0 exp
(
−
∫ x

0

[v(y) +m(y)] dy

)
.
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达朗贝尔给出的公式（4.10）与伯努利的公式（4.7）并不矛盾。
它只是使用了另一种类型的数据 v(x)，而这种数据在当时无法获
得，因为死亡登记表包括死因而不包括死亡者的年龄。达朗贝尔认
为，在这种类型的数据出现之前，人们无法真正得出接种是否有用
的结论。
达朗贝尔还批评了作为决策标准的预期寿命的实用性。因为它

对所有年数，无论近期还是远期，都给予同等的重视度。他注意到，
从个人或国家的角度来看，并不是所有的年数都具有同样的“价值”，
年幼和年长的价值低于平均年龄。尽管有这诸多批评，达朗贝尔还
是表示他赞同接种。
由于出版延误，伯努利的作品在 1766年才出版，而达朗贝尔则

设法很快出版了自己的作品。伯努利在给欧拉的信中表达了自己的
苦闷心情：

“你对伟大的达朗贝尔关于概率的大量陈词滥调怎么看：
因为我发现自己在他的出版物中经常受到不公正的对待，
我在一段时间之前已经决定不再阅读出自他笔下的任何
东西。我做出这个决定是因为八年前我把一份关于接种
的手稿寄给了巴黎科学院，由于分析的新颖性，这份手
稿得到了极大的赞赏。我敢说，这就像是将一个新的领
域纳入数学体系。这个新分析的成功似乎给他带来了内
心的痛苦，他以千万种方式来批评它，而且所有这些批
评都是同样的荒谬。批评完之后，他假装自己是这一他
甚至不了解的理论的第一作者，他知道我的手稿要在七
八年后才能发表，他以科学院院士的身份先行对我的理
论有所了解。在这方面，我认为我的手稿在公开之前应
该是神圣的而且是被人尊重的。正应了那句话：‘一个人
是靠实力还是靠诡计获胜，有什么关系呢？’”2

尽管伯努利和达朗贝尔做了研究工作，但在法国并没有大规模
2维吉尔。《埃涅伊德》第二卷.
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施行接种。1774 年，国王路易十五死于天花，不久之后宫廷医生为
王室其他成员进行了接种。当爱德华·詹纳（Jenner）发现给人类
接种牛痘（“疫苗接种”）可以预防天花，并且很安全时，这个争论
就失去了它的重要性。詹纳的著作《天花疫苗的原因和影响的调查》
于 1798 年出版，疫苗接种在欧洲迅速传播。而且，用于计算去除一
种死因后预期寿命增加的方法至今仍在使用。
在接下来的几十年里，有关人们死于天花的年龄数据开始出现，

这一问题被重新考虑，特别是以下这些学者：

• 柏林学院的数学家约翰·海因里希·兰伯特（Lambert)（1772
年）；

• 埃马纽埃尔-艾迪安·杜维拉尔（Duvillard），当时在巴黎内政
部负责人口统计，他的《天花对各年龄段死亡率影响的分析和
表格》（1806 年）；

• 皮埃尔-西蒙·拉普拉斯（Laplace）的《概率分析理论》(1812
年)。

杜维拉尔和拉普拉斯举例说明了当参数 p和 q 取决于年龄时如何修
改公式 (4.7)：

P ∗(x) =
P (x)

1−
∫ x

0
p(y) q(y) e−

∫ y
0

q(z) dz dy
.

这里，p(x) 是在 x 岁时感染天花而死亡的概率，q(x) 是在 x 岁时
感染天花的概率。
在有关天花的工作之后，丹尼尔. 伯努利的研究没有再涉及任

何其他人口动力学问题。他于 1782 年在巴塞尔去世，达朗贝尔一
年后于巴黎去世。
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马尔萨斯和几何增长的障碍 (1798)

1798 年，马尔萨斯发表了《一篇关于人口原理的论文》，其中
他认为粮食的供应不可能长期遵循人类人口成倍增长的自然趋
势。如果人口保持相对稳定，这是因为人类的很大一部分正在
遭受粮食短缺之苦。马尔萨斯认为“人口原理”是对戈德温和孔
多塞著作的反驳，这些著作强调人类社会的进步。马尔萨斯的
文章影响了达尔文和华莱士的进化论，受到马克思的批评，但
在中国独生子女政策中被付诸实践。

托马斯·罗伯特·马尔萨斯（Malthus）1766 年出生在伦敦附
近，是七个孩子中的第六个。他的父亲是让-雅克·卢梭（Rousseau）
的朋友和崇拜者，也是他的启蒙老师。1784 年，年轻的马尔萨斯开
始在剑桥大学学习数学，他于 1791 年获得文凭，1793 年成为耶稣
学院的研究员，1797 年成为圣公会牧师。

图 5.1:
马尔萨斯 (1766–1834)

1798 年，马尔萨斯匿名出版了一本书，名为《关于人口原理的
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论文，因为它影响到社会的未来发展，以及对戈德温先生、孔多塞
先生和其他作家的猜测的评论》。它是对戈德温（Godwin）的《关于
政治正义的调查》(1793) 和孔多塞（Condorcet）的《人类思想进步
史略》(1794) 的反应。尽管法国大革命以进步的名义制造了种种恐
怖，但两位作者声称社会的进步是不可避免的，马尔萨斯并不认同
这种乐观主义。他还认为，英国的《济贫法》帮助多子女的贫困家
庭，有利于人口的增长，却没有鼓励粮食生产的类似增长。在他看
来恰恰相反，这些法律没有真正减轻穷人的负担。更普遍的是，人
口的增长总是快于粮食的生产，社会的一部分人似乎注定要遭受痛
苦、饥饿或流行病的折磨，这些都是减缓人口增长的根源。在马尔
萨斯看来，这些都是社会进步的主要障碍，所有承诺进步的理论都
只是乌托邦。这些想法促使马尔萨斯在 1798 年出版了他的书，书
中这样总结：

“⋯⋯人口的繁殖力无限地大于地球为人类生存生产的能
力。人口在不受控制的情况下，会以几何比例增长。生
存量的增加只是一个算术的比例，只要对数字稍有了解，
就会发现第一种力量与第二种力量相比是多么巨大。根
据我们的自然法则，食物是人类生存的必需品，这两个
不平等力量的影响必须保持平等。这就意味着要从生存
的困难出发，对人口进行强有力的、持续不断的控制。这
种困难一定存在于某个地方，而且一定会被地球上的大
部分人残酷地感受到。”

马尔萨斯的书非常成功，但它包含的数据较少。例如马尔萨斯注意
到，美国的人口在 18 世纪每隔 25 年就会翻一番。他并没有真正尝
试将这些想法转化为数学模型，但是为阿道夫·奎特莱特（Quetelet）
和皮埃尔-弗朗索瓦·维尔赫斯特（Verhulst）后来的工作铺平了道
路，这将是下一章的主题。
该书出版后，马尔萨斯与朋友们先到德国、斯堪的纳维亚半岛

和俄罗斯旅行，然后又到法国和瑞士。他把旅途中收集到的信息汇
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总起来，于 1803 年以个人名义出版了经过大幅扩充的第二版，并
换了一个副标题: 《一篇关于人口原理的论文，或对其过去和现在
对人类幸福影响的看法，以及对未来消除或减轻它所引起的弊端的
前景之调查》，新版详细讨论了各国人口增长的障碍：延迟结婚、堕
胎、杀婴、饥荒、战争、流行病、经济因素等⋯⋯在马尔萨斯看来，
延迟结婚是稳定人口的最佳选择。该书在 1806 年、1807 年、1817
年和 1826 年又出版了四个版本。1805 年，马尔萨斯在西印度群岛
公司为其雇员建立的一所新学院中担任历史和政治经济学教授。他
发表了《对租金性质和进展的调查》（1815 年）和《政治经济学原
理》（1820 年）。1819 年马尔萨斯当选为英国皇家学会会员。1834
年他成为统计学会的创始人之一。同年，他在巴斯附近去世。

马尔萨斯的工作对进化论的发展产生了巨大影响。查尔斯·达
尔文（Darwin）从贝格尔号回来后，于 1838 年阅读了马尔萨斯关
于人口学的书。以下是他在 1859 年出版的名著《论自然选择的物
种起源》的序言中所写的内容：

“下一章要讨论的是，全世界所有生物之间的生存斗争，
这是它们依照几何级数高度增长的不可避免的结果。这
就是马尔萨斯学说，适用于整个动物界和植物界。”

与达尔文同时发展进化论的阿尔弗雷德·罗素·华莱士（Wallace）
也说，他的想法是在读了马尔萨斯的书后产生的。

与此相反的是卡尔·马克思对马尔萨斯这本书的观点，在他的
《资本论》一书的脚注中可以读到：

“假如读者想提醒我们不要忘了 1798 年发表《人口原理》
的马尔萨斯，那我也要提醒你们：他这本书最初的版本
不过是对笛福、詹姆斯·斯图亚特爵士、唐森、富兰克林、
华莱士等人的小学生般肤浅的和牧师般拿腔做调的剽窃，
其中没有一个他独自思考出来的命题。这本小册子所以
轰动一时，完全是由党派利益引起的。法国革命在不列
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颠王国找到了热情的维护者；“人口原理”是在十八世纪
逐渐编造出来的，接着在一次巨大的社会危机中被大吹
大擂地宣扬为对付孔多塞等人学说的万无一失的解毒剂，
英国的寡头政府认为它可以最有效地扑灭一切追求人类
进步的热望，因而报以热情的喝采。马尔萨斯对自己的
成功大为惊奇，于是着手把一些表面地拼凑起来的材料
塞进原来的模型中去，又添加了点新东西，不过这些东
西不是马尔萨斯发现的，而只是被他据为已有的。”

当然，马尔萨斯的理论并不都是全新的。例如，人口呈几何级数增
长的观点常常被归结为他的观点，其实我们在第三章中看到，这一
观点早在半个世纪前就为欧拉所熟悉1 。然而，马尔萨斯以论战的
方式把它与现实的立法问题联系起来，使它得到了宣传。尤其，马
尔萨斯关于限制生育的建议在中国得到了最显著的应用（见第二十
五章）。

进一步阅读

1. Condorcet: Esquisse d’un tableau historique des progrès de l’esprit
humain. Agasse, Paris (1794). gallica.bnf.fr

2. 查尔斯·达尔文: 《物种起源》。
3. Godwin, W.: An Enquiry Concerning Political Justice (1793). archive.org
4. Malthus, T.R.: An Essay on the Principle of Population (1798). econ-

lib.org
5. 卡尔·马克思: 《资本论》。marxists.org。
6. Simpkins, D.M.: Malthus, Thomas Robert. In: Gillespie, C.C. (ed.)

Dictionary of Scientific Biography, vol. 9, 67–71. Scribner (1974)

1费舍尔（见第十四章和第二十章）将“马尔萨斯参数”称为人口增长率。马尔萨斯确实在
自己的书中提到了苏斯密尔赫的论述。

http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k101973s
http://www.archive.org/details/enquiryconcernin01godw
http://www.econlib.org/library/Malthus/malPopCover.html
http://www.econlib.org/library/Malthus/malPopCover.html
https://www.marxists.org/chinese/marx/capital/index.htm


维尔赫斯特和逻辑方程 (1838)

1838 年，比利时数学家维尔赫斯特提出了“逻辑方程”，它是
指数增长方程的一种概括，但有一个人口的最大值。他用几个
国家的数据，特别是比利时的数据来估计未知参数。维尔赫斯
特的工作在 20 世纪 20 年代才被重新发现。

皮埃尔·弗朗索瓦·维尔赫斯特（Verhulst）1804 年出生于布
鲁塞尔。他于 1825 年在根特大学获得数学博士学位。他还对政治
感兴趣，在意大利治疗肺结核时曾为教皇国的宪法辩护，但没有成
功。1830 年革命和比利时独立后，他发表了一篇关于十八世纪爱国
者的历史论文。1835 年，他成为布鲁塞尔新成立的自由大学的数学
教授。

图 6.1: 维尔赫斯特
(1804–1849).

同年 1835 年，他的同胞统计学家布鲁塞尔观察站主任阿道夫·
奎特莱特发表了《关于人类及其能力发展》的论文。奎特莱提出，人
口不可能长期呈几何级数增长，因为马尔萨斯提到的障碍形成了一
种“阻力”，他认为这种阻力（用力学类比）与人口增长速度的平方
成正比。这个类比没有任何实际依据，但它启发了维尔赫斯特。
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事实上，维尔赫斯特在 1838 年发表了《人口增长规律说明》。
以下是其中一段摘录：

“我们知道，著名的马尔萨斯提出了一个原理，即人口趋
向于以几何级数增长，在一段时间后，例如每 25 年翻一
番。如果抽象地考虑到寻找食物的难度越来越大，这个
命题是无可争议的 [⋯⋯] 因此，人口的实际增长受到国
家面积和生育率的限制。结果，人口越来越趋于稳定状
态。”

维尔赫斯特可能意识到奎特莱特的机械类比是不合理的，于是提出
了以下 (仍然有些武断) 关于人口 P (t) 在时间 t 的微分方程：

dP

dt
= r P

(
1− P

K

)
. (6.1)

当人口 P (t) 与参数 K 相比较小时，我们得到近似方程 dP/dt ≈
r P , 其解为 P (t) ≈ P (0) er t，即指数增长1。增长率随着 P (t) 接近
K 而下降，如果 P (t) 能超过 K，它甚至会变成负数。为了得到方
程 (6.1) 解的精确表达式，我们可以像丹尼尔·伯努利那样对方程
(4.5) 进行计算。

将方程 (6.1) 除以 P 2 并设 p = 1/P，我们得到

dp

dt
= −r p+ r/K.

设 q = p− 1/K，得到 dq/dt = −r q 和

q(t) = q(0) e−r t = (1/P (0)− 1/K) e−r t,

所以可以推导出 p(t) 和 P (t)。

1人们通常在离散时间模型中谈论几何增长，在连续时间模型中谈论指数增长，其实本质上
是一回事。
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最后，经过重新排列，我们得到

P (t) =
P (0) ert

1 + P (0) (ert − 1)/K
. (6.2)

在时间 t = 0 时，总人口从 P (0) 逐渐增加到极限 K，只有当 t →
+∞时才达到极限 K(图6.2)。维尔赫斯特没有给出他所使用的未知
参数 r 和 K 的值，而是将他的结果与 1817 年至 1831 年法国人口、
1815 年至 1833 年比利时人口、1811 年至 1831 年英格兰埃塞克斯
郡人口以及 1796 年至 1827 年俄罗斯人口的数据进行了比较，契合
度相当高。

图 6.2: 比利时人口 (百万)
和逻辑曲线。数据点分别对
应 1815 年、1830 年和 1845
年。参数值是 1845年文章中
的参数值。
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1840 年，维尔赫斯特成为布鲁塞尔皇家军事学院教授。次年他
发表了《椭圆函数初论》，并当选为比利时皇家学院院士。1845 年，
他继续人口研究，发表了一篇题为《关于人口增长规律的数学探讨》
的文章。他首先回顾了马尔萨斯理论，根据这一理论，美国人口每
25 年翻一番（表6.1）。

表 6.1: 美国官方的人口普查。 年 人口 年 人口

1790 3,929,827 1820 9,638,131
1800 5,305,925 1830 12,866,020
1810 7,239,814 1840 17,062,566

如果计算第 n + 10 年人口与第 n 年人口的比值，我们发现分
别为 1.350、1.364、1.331、1.335 和 1.326，这是相当平稳的。因此
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人口每 10 年乘以 1.34，每 25 年乘以 1.3425/10 ≈ 2.08。因此，美国
的人口有每 25 年翻一番的趋势，正如马尔萨斯在近半个世纪前观
察到的那样。然而维尔赫斯特补充说：

“我们不会坚持几何级数的假设，因为它只有在非常特殊
的情况下才能成立。例如，当一块几乎无限大的肥沃土
地碰巧居住着具有先进文明的人时，就像第一批美洲殖
民地的情况一样。”

维尔赫斯特在他的文章中还回到了方程 (6.1)，他称之为“逻辑方程”
(法语：logistique)。他注意到，只要 P (t) < K/2，曲线 P (t) 就以
正曲率增加 (成凸型)，然后继续向 K 增加，当 P (t) > K/2 时就以
负曲率增加 (成凹型)，所以曲线的形状是扭曲的字母 S（图6.2）。

事实上，
d2P

dt2
= r (1− 2P/K)

dP

dt
.

所以如果 P < K/2, 则 d2P
dt2

> 0；如果 P > K/2, 则 d2P
dt2

< 0。

维尔赫斯特还解释了如何通过三个不同但间隔相等的年份的人
口 P (t) 来估计参数 r 和 K。如果 P0 是时间 t = 0 的人口，P1 是
时间 t = T 的人口，P2 是时间 t = 2T 的人口，那么通过方程 (6.2)
的繁琐计算，可以得到：

K = P1
P0 P1 + P1 P2 − 2P0 P2

P1
2 − P0 P2

, r =
1

T
log

[
1/P0 − 1/K

1/P1 − 1/K

]
.

使用比利时 1815 年、1830 年和 1845 年的估计人口（分别为 362.7
万、424.7万和 480.1万），他得到 K = 658.4万，r = 2.62%/年。然
后用方程（6.2）预测比利时的人口在 1851 年初为 499.8 万，1900
年初为 606.4万（图6.2）。维尔赫斯特对法国进行了类似的研究，他
得到 K = 3968.5 万，r = 3.2%/年。由于比利时和法国的人口已经
在很大程度上超过了这些 K 值，我们看到，逻辑方程只能在几十年
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的时间段内成为一个现实的模型，就像维尔赫斯特在 1838 年文章
中所说的那样，而不能用于更长的时间段。

1847 年出现了《关于人口增长规律的第二次调查》，其中维尔
赫斯特放弃了逻辑方程，而是选择了一个微分方程，即

dP

dt
= r (1− P/K) .

他认为，当人口 P (t) 超过某个阀值时，这个方程就会成立。其解为

P (t) = K + (P (0)−K) e−rt/K .

维尔赫斯特使用同样的比利时人口数据，重新估算参数 r 和 K。这
次他发现最大人口值 K = 940万。我们看到结果在很大程度上取决
于模型的选择!
维尔赫斯特于 1848 年成为比利时皇家学院院长，第二年于布

鲁塞尔去世，可能是因为肺结核。尽管维尔赫斯特在模型方程之间
犹豫不决，逻辑方程在几十年后还是被不同的人重新独立提出。罗
伯逊（Robertson）在 1908年用它来模拟动物、植物、人类和身体器
官的个体生长。1911 年麦肯德瑞克（McKendrick）和凯萨维·派伊
（Kesava Pai）用它来模拟微生物的种群生长。1920 年珀尔（Pearl）
和瑞德（Reed）将其用于美国人口增长，当时美国的人口增长已经开
始放缓。1922年，珀尔终于注意到了维尔赫斯特的工作，从那时起，
逻辑方程激发了许多研究（见第十三章，第二十章和第二十四章）。
人口最大值 K 最终被称为“承载能力”。
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比耶梅、库尔诺和姓氏的消亡 (1845–1847)

法国统计学家比耶梅在 1845 年明白了如何计算一个姓氏消亡
的概率。如果每个男性有若干个儿子，按照给定的概率分布，当
儿子的平均数小于或等于 1 时，这个姓氏就会消亡；若平均数
大于 1 时，则灭绝概率严格来说小于 1。他的结果证明于两年
后发表在他朋友库尔诺写的一本书中。这些作品是近年代才被
重新发现的。

伊赫内-儒勒·比耶梅（Bienaymé）1796年出生于巴黎。他曾就
读于巴黎综合理工学院，并在财政部任职，做到总督察的高位。受
拉普拉斯《概率分析论》的影响，比耶梅抽出时间发表了许多关于
概率论应用的文章，如人口和医学统计（婴儿死亡率、出生人数、预
期寿命）、司法错误的概率、保险理论和投票制度的代表性等。

图 7.1:
比耶梅 (1796–1878)

1845 年，比耶梅写了一个简短的说明“关于家庭的繁衍规律和
持续时间”，发表在巴黎的语言学会公报上。当时一些作者已经就这
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个问题写过文章，在《人口原理》第二版中（1803 年），马尔萨斯写
了一章关于瑞士人口的内容，并指出：

“在伯尔尼镇，从 1583 年到 1654 年，主权委员会接纳了
资产阶级家族 487 个，其中 379 个在两个世纪的时间里
消亡了，到 1783 年只剩下 108 个家族。”

1842 年，托马斯·杜布莱德（Doubleday）更普遍地声称，来自贵
族或资产阶级的上层家庭比下层家庭更容易消失。在法国，埃米尔·
利特雷（Littré）于 1844年在一篇介绍奥古斯特·孔特（Comte）的
实证主义哲学的文章中提出了类似的观点，贝诺伊斯顿·德·夏特
奥奈夫（Benoiston de Châteauneuf），比耶梅的朋友，于 1845 年发
表了一篇《论法国贵族家庭的持续时间》的文章。
正是在这一背景下，比耶梅试图解释为什么一个国家的人口呈

几何级数增长，而大量的家庭却消失了。为了解答这个问题，他考
虑了一个简化的情况，即所有男性成年后拥有 0、1、2、3⋯⋯个儿
子的概率相同。更准确的说，一位男性在 n 代后，其后代冠以他自
己姓氏的概率是多少。如果儿子的平均数量少于 1，那么很明显，随
着 n 增长到无限大，这个概率应该趋向于零。比耶梅注意到1，如
果儿子的平均数正好是 1，例如，如果没有儿子的概率是 1/2，而有
两个儿子的概率是 1/2，那么同样的结论仍然是正确的。但在这种
情况下，第 n 代有后代的概率趋向零的速度变得缓慢：在这个例子
中，35 代后仍为 5%，即如果每个世纪有 3 代，则经过了 11 或 12
个世纪2。比耶梅最后注意到，如果儿子的平均数量大于 1，那么家
族的消亡是不确定的：其概率可以通过解一些代数方程来计算。
比耶梅的文章没有包含更多的解释。1847年，他的朋友安托万-

奥古斯丁·库尔诺（Cournot），一位数学家和经济学家，他在《关
于代数和几何之间对应关系的起源和界限》一书中介绍了一些细节。
他以机会游戏的形式提出这个问题，但承认与比耶梅对姓氏消亡的

1除非每个男性都有一个儿子
2下面将看到，这个概率等于 1 − x35，其中 1 − x35 与 xn+1 = 1

2
+ 1

2
xn

2 和 x0 = 0。
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图 7.2: 家庭树的例子。祖先在树的顶端。在每一代中，男人没有儿子的概率为
1/2，有两个儿子的概率为 1/2。

研究是相同的。如果我们依然用姓氏来解释，库尔诺首先考虑男性
最多有两个儿子的特殊情况，p0、p1 和 p2 分别是有 0、1 或 2 个儿
子的概率。当然，p0 + p1 + p2 = 1。从一个祖先开始，只经过一代
就灭绝的概率，称之为 x1，显然等于 p0。两代内灭绝的概率为

x2 = p0 + p1 x1 + p2 x1
2.

要么这个家族在第一代就已经灭绝（概率 p0），要么第一代只有一
个儿子，之后没有男性后代（概率 p1 x1），要么第一代有两个儿子，
每个儿子都没有男性后代（概率 p2 x1

2）。更系统地说，n 代内灭绝
的概率为

xn = p0 + p1 xn−1 + p2 (xn−1)
2.

事实上，如果第一代有两个儿子 (概率 p2)，那么这个家族将在 n−1

代后 (即第 n代)灭绝，概率等于 (xn−1)
2。库尔诺注意到 xn 是一个

递增序列，对于所有 n来说，xn ⩽ 1。所以 xn 有一个极限 x∞ ⩽ 1，
它是方程

x = p0 + p1 x+ p2 x
2

的解。用 p1 = 1−p0−p2，这个方程相当于 0 = p2(x−1)(x−p0/p2)。
所以有两个根：x = 1 和 x = p0/p2。平均儿子的数量等于 p1 +2p2，
也等于 1− p0 + p2，我们将其称为 R0。有三种情况：如果 R0 < 1，
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那么 p0/p2 > 1，所以 x = 1是极限 x∞ 的唯一可能值，可以肯定的
是这个姓氏将灭亡；如果 R0 = 1，两个根都等于 1，结论是一样的；
如果 R0 > 1，那么库尔诺认为 x∞ 应该等于第二个根 p0/p2，因为
在 p0 = 0 的特殊情况下，灭绝概率显然必须为 0。
库尔诺简要地提到了更为普遍的情况，即男子最多可以有 m个

儿子，概率分别为 p0、p1、. . .、pm。结论同样取决于

R0 = p1 + 2 p2 + · · ·+mpm

的值，即相对 1 而言儿子的平均数。x∞ 的方程，即

x = p0 + p1 x+ · · ·+ pm xm,

总是有根 x = 1。它只有另外一个正根，即当 R0 > 1 时，它的消亡
概率 x∞。
遗憾的是比耶梅的文章和库尔诺书中的几页纸在当时完全没有

被注意到。这篇文章在 20 世纪 70 年代才被注意到，其中那几页则
在 20年后才被发现。与此同时，这个问题及其解决方法已经被其他
人重新发现，这个课题也得到了很大的发展。我们将在第九、第十
七和第十八等章节中继续讨论这个问题。

1848 年革命后，比耶梅不得不辞去财政部的工作。他是巴黎大
学概率论的最佳人选，但这一教席给了别人。尽管如此，比耶梅在
1850年后又回到财政部工作，但于 1852年辞职。同年晚些时候，他
入选法兰西科学院，成为统计学领域专家。1853 年，他证明了一些
现代教科书所说的“比耶梅-切比雪夫”不等式。1875 年，他成为新
成立的法国数学学会主席。1878 年于巴黎去世。
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孟德尔与遗传 (1865)

1865 年孟德尔发表了关于豌豆杂交的先锋实验结果。他的分析
使用了概率论的基本知识，还考虑了一个自花授精植物种群的
动态模型。他的工作直到 1900年才被重新发现，是遗传学史上
的一座里程碑。

约翰·孟德尔（Mendel）1822 年出生于摩拉维亚，当时奥地利
帝国的一部分，现在从属于捷克共和国。他的父亲是一位农民，高
中时孟德尔成绩很好但身体弱，他不愿留在自家农场工作，选择继
续读书。1843 年，由于经济原因他进入了位于 Brünn（现在的布尔
诺）的圣托马斯修道院，并在那里改名为格雷戈尔（Gregor）。他学
习神学，也参加了一些农业课程，1847 年被任命为牧师。他在一所
中学教了几年书，但没有通过成为正式教师的考试。1851年至 1853
年，在上级的支持下，他得以在维也纳大学继续学习，那里他参加
了物理学、数学和自然科学的课程。此后孟德尔回到布尔诺，在一
所技术学校教授物理学。

图 8.1:
孟德尔 (1822–1884)

1856 年至 1863 年，孟德尔在他的修道院花园里对大量植物进
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行了一系列实验。1865年，他在布尔诺自然历史学会的两次会议上，
作为该学会的会员，介绍了自己的研究成果。其著作《植物杂交实
验》于次年在该学会会刊上以德文出版。孟德尔解释了他是如何研
究豌豆变化的，豌豆是通过自花授精自然繁殖的植物，选用不同的
容易识别的种子形式：圆形或皱纹，黄色或绿色等。他把来自圆籽
系的种子和来自皱籽系的种子进行杂交，发现总是得到圆籽的杂交
种。他把这种特性称为“圆形种子”显性，“皱纹种子”隐性。以同
样的方式发现，“黄色种子”是显性，“绿色种子”是隐性。

孟德尔随后注意到，用杂交种子种植的植物自花授精第一代产
生的新种子具有显性或隐性的特征，其比例很显然是随机的。此外
他还注意到，通过多次重复实验，平均获得的具有显性特征的种子
比具有隐性特征的种子多三倍。例如，在第一次实验中共获得 5474
粒圆形种子和 1850粒皱纹种子，对应的比例为 2.96比 1；第二次实
验共得到 6022 粒黄色种子和 2001 粒绿色种子，对应的比例为 3.01
比 1。1

孟德尔还注意到以下情况：在用第一代具有显性特征的种子培
育的植物中，自花授精产生了一些具有显性或隐性特征的植物种子，
而另一些植物的种子只具有显性特征。前者的数量是后者的两倍。
例如，在由第一代圆形种子生长的 565 株植物中，有 372 株同时给
出了圆形和皱纹的种子，而 193 株只给出了圆形的种子，其比例等
于 1.93。同样，在由第一代黄色种子生长的 519株植物中，353株同
时结出黄色和绿色种子，而 166株只结出黄色种子，比率等于 2.13。
为了解释这些结果，孟德尔有一个绝妙的想法，即把种子的表

观特征看作是两个隐性因素联合的结果，这些因素中的每一个都是
显性的 (写为 A) 或隐性的 (写为 a)。所以有三种可能的组合：AA、
Aa 和 aa。含有因子 AA 或 Aa 的种子具有相同的显性特征 A。具
有因子 aa的种子具有隐性特征 a。孟德尔还假设在受精过程中，花

1正如费舍尔 (见第十四章) 后来注意到的那样，得出实验结果如此接近理论值的概率相当
小。孟德尔可能重新组合了他的数据。例如，在关于 n = 6022 + 2001 = 8023 种子的第二个
实验中，比值与 3 相差小于 0.01 的概率大约只有 10%。
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粉粒和胚珠 (配子) 只传播两个因子中的一个，每个因子的概率为
1/2。因此纯系 AA 和 aa 杂交得到的杂交种都具有因子 Aa 和显性
特征 A。杂交种 Aa 的配子以 1/2 的概率传播因子 A，以 1/2 的
概率传播因子 a。因此，由杂交种子 Aa 生长出的植物的自花授精
得到概率为 1/4 的 AA，概率为 1/2 的 Aa，概率为 1/4 的 aa，如
表8.1所示。

表 8.1: 杂交种 Aa 自交的可能结果
及其概率作为雄配子 (行) 和雌配子
(列) 传播因素的函数。

因素 (概率) A (1/2) a (1/2)
A (1/2) AA (1/4) Aa (1/4)
a (1/2) Aa (1/4) aa (1/4)

孟德尔注意到，比例 AA : Aa : aa，即 1 : 2 : 1，也可以通过计
算 (A+ a)2 = AA+2Aa+ aa 的形式得到。由于种子 AA 和 Aa 具
有明显的字符 A，而只有种子 aa具有明显的字符 a，所以具有字符
A 的种子确实是具有字符 a 的种子的 3 倍。而且，平均来说，种子
Aa 的数量是 aa 的两倍。由前者生长出来的植物自花授精，得到的
种子要么是显性特征 (AA 或 Aa)，要么是隐性特征 (aa)。至于由
种子 AA 生长的植物的自花授精，它总是给出具有显性特征的种子
AA。至此，所有的观察结果都得到了解释。
孟德尔还考察了以下几代。从 N 个杂交种子 Aa 开始，为简单

起见，假设每株植物通过自花授精只产生 4 个新的种子，他计算出
第 n 代中种子 (AA)n、(Aa)n 和 (aa)n 的平均数，由表8.2给出。为
清楚起见，结果已除以 N。

表 8.2: 历代 n 0 1 2 3 4 5
(AA)n 0 1 6 28 120 496
(Aa)n 1 2 4 8 16 32
(aa)n 0 1 6 28 120 496
合计 1 4 16 64 256 1,024

这些数字可以简单地从公式中获得

(AA)n+1 = (Aa)n + 4 (AA)n , (Aa)n+1 = 2 (Aa)n (8.1)
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和 (aa)n+1 = (Aa)n+4 (aa)n。其中，AA在自花授精后给出 4个种
子 AA；aa给出 4个种子 aa；Aa平均给出 1个种子 AA，2个种子
Aa和 1个种子 aa。孟德尔还注意到 (AA)n = (aa)n = 2n−1(2n−1)，
(Aa)n = 2n。

事实上，从第二个方程 (8.1) 和初始条件 (Aa)0 = 1 可以得出
(Aa)n = 2n。将其代入第一个方程 (8.1)，我们得到 (AA)yn+1 =

4 (AA)n + 2n。很容易看到，当 c = −1/2 时，(AA)n = c 2n

是一个特殊的解。均质方程 (AA)n+1 = 4 (AA)n 的一般解是
(AA)n = C 4n。最后，将这两个解相加，我们看到，如果 C =

1/2，则 (AA)n = C 4n − 2n−1 满足初始条件 (AA)0 = 0。至于
序列 (aa)n，它与 (AA)n 满足相同的递归关系和相同的初始条
件，所以 (aa)n = (AA)n。

总之，杂交种 Aa 在总种群中的比例为 2n/4n = 1/2n。由于自
花授粉，这个比例在每一代都要除以 2。
孟德尔的工作在他的有生之年完全没有被注意到。几年后，孟

德尔还对其他植物物种进行了类似的实验，发表了几篇关于气象学
的文章，并调查了蜜蜂的遗传性。1868 年孟德尔成为修道士，把大
部分时间用于行政管理上。他于 1884 年去世。直到 1900 年，孟德
尔的工作才重新被阿姆斯特丹的雨果·德·弗里斯（de Vries）、图
宾根的卡尔·科伦斯（Correns）和维也纳的埃里希·冯·蔡尔马克
（von Tschermak）几乎同时独立地发现。这开启了我们现在所说的
遗传学的新时代。

进一步阅读
1. Bateson, W.: Mendel’s Principles of Heredity (1913). archive.org
2. Mendel, J.G.: Versuche über Pflanzenhybriden (1866). www.esp.org
3. Fisher, R.A.: Has Mendel’s work been rediscovered? Ann. Sci. 1,

115–137 (1936). library.adelaide.edu.au

http://www.archive.org/details/mendelsprincipl00bate
http://www.esp.org/foundations/genetics/classical/gm-65-f.pdf
http://hdl.handle.net/2440/15123


高尔顿、沃森与灭绝问题 (1873–1875)

1873 年，英国统计学家高尔顿和他的同胞数学家沃森在不知
道比耶梅的工作的情况下，考虑了姓氏的消亡问题。沃森注意
到，与每一代男性人数的概率分布相关的生成函数可以递归计
算。但他错误分析了灭绝的概率。

弗朗西斯·高尔顿（Galton）生于 1822 年，与孟德尔同年，他
出生于英国伯明翰附近，是七个孩子中最小的一个。他的父亲是一
位富有的银行家，从母亲家族论起，他是查尔斯·达尔文的表弟。高
尔顿于 1838年开始学医，先是在伯明翰的一家医院，后来到伦敦学
习。1840 年夏天，他第一次在欧洲进行长途旅行，最远到达伊斯坦
布尔，随后在剑桥大学三一学院学习了四年。他的父亲在 1844 年
去世，留下了一笔可观的财富。高尔顿放弃了成为一名医生的想法，
他到埃及、苏丹和叙利亚旅行。在接下来的几年里，他始终保持着
一种慵懒的生活方式，把时间花在打猎、乘坐气球和轮船旅行或尝
试改进电报上。1850 年，他成立了一支前往非洲西南部（现纳米比
亚）的探险队，1852 年回到英国，入选了皇家地理学会，那里他可
以得到去东非寻找尼罗河源头探险队的消息。在伦敦定居期间，他
为旅行者写了一本旅行指南，成为畅销书。1856 年他当选皇家学会
会员，当时对气象学非常感兴趣，发明了“反气旋”一词。1859年在
表兄达尔文发表了《物种起源》之后，高尔顿转向研究遗传学。1869
年他发表了《遗传的天才》，书中宣称智力可以通过遗传来传递。

1873 年，瑞士植物学家阿方斯·德·康多尔（de Candolle）出
版了题为《过去两个世纪的科学史和科学家史》一书，其中载有一
篇关于“遗传、变异和选择对人类物种的发展及这一物种的可能未
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图 9.1: 高尔顿（左）和沃森（右）。

来之影响”的文章。他在该文中发表了以下见解：

“在贝诺伊斯顿·德·沙特纳夫先生、高尔顿和其他统计
学家的准确信息和非常理智的意见中，我没有看到他们
本应就不可避免的姓氏消亡发表的重要意见。当然，每
一个名字都会消亡⋯⋯一个数学家可以计算出姓氏或头
衔的减少是如何发生的，他知道任何一对夫妇生男生女
的概率和没有孩子的概率。”

这也是比耶梅在 1845 年研究过的课题。但康多尔并不知道比耶梅
的工作，他认为所有的家庭都必将走向灭亡。高尔顿注意到了康多
尔书中的上述段落，由于他也不知道比耶梅的工作，高尔顿就把它
作为一个公开的问题，提交给《教育时报》的读者。

“问题 4001：一个大国，我们只关注其中的成年男性，人
数为 N，每个人都有不同的姓氏，在一个地区定居。他
们的人口规律是，在每一代人中，a0% 的成年男性没有
男孩子；a1% 有一个男孩子；a2% 有两个男孩子；以此
类推，直到 a5% 有五个男孩子。
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找出 (1) 经过 r 代后，他们的姓氏中灭绝的比例是多少；
(2) 有多少个实例表明该姓氏由 m 人持有。”

请注意，比耶梅没有解决这个问题的第二部分。高尔顿没有从杂志
的读者那里得到任何满意答案，显然他自己也找不到问题的解决办
法。于是他请他的朋友，数学家亨利·威廉·沃森（Watson）尝试
解决这个问题。

沃森 1827 年生于伦敦，他的父亲是英国海军的一名军官。他
先在伦敦国王学院学习，1846 年至 1850 年在剑桥大学三一学院转
入数学专业，比高尔顿晚几年。1857 年至 1865 年，他先后成为三
一学院的研究员、伦敦市学院的助理硕士、国王学院的数学讲师和
哈罗学校的数学教授。他喜欢登山运动，1855年参加了一支探险队，
并登上了瑞士的罗莎山峰。1856 年他被任命为执事，两年后成为英
国圣公会牧师。从 1865 年到退休前，他一直担任考文垂附近的博
克斯维尔和巴顿的校长，这个职位给他留下了足够的空余时间进行
研究。

高尔顿和沃森一起写了一篇题为《关于家庭灭绝的概率》的文
章，1875年发表在《皇家人类学研究所杂志》上。高尔顿提出了这个
问题，沃森解释了他的计算和得出的结论。他们假设男人最多有 q

个儿子，pk 是有 k个儿子的概率 (k = 0, 1, 2, . . . , q)。换句话说，如果
我们使用高尔顿的原始符号，pk = ak/100，则 p0+p1+ · · ·+pq = 1。
考虑这样的情况：第 0代由一个男人组成；第 1代由 s个男人组成，
概率为 ps。沃森使用了一个在他的时代很有名的技巧，这个技巧在
很早以前由亚伯拉罕·德·莫伊夫尔提出的，他引入了生成函数

f(x) = p0 + p1 x+ p2 x
2 + · · ·+ pq x

q (9.1)

与概率 p0, . . . , pq 相关。同样，让 fn(x) 是多项式，其中 xs 的系数
是 n代中从 0代的一个人开始有 s男性的概率，那么 f1(x) = f(x)。
沃森注意到

fn(x) = fn−1(f(x)) , (9.2)
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一个允许递归计算 fn(x) 的公式。

事实上，设

fn(x) = p0,n + p1,n x+ p2,n x
2 + · · ·+ pqn,n x

(qn).

注意，在第 n 代中最多有 qn 个男人。如果在第 n − 1 代有 s

个男人，编号为 1 到 s，则称 t1,· · · ,ts 为他们的男性后代的数
量。在这种情况下，第 n 代中会有 t 个男人，概率等于∑

t1+···+ts=t

pt1 × · · · × pts .

当 s = 0 时，应该理解，如果 t = 0，这个概率等于 1，如果
t ⩾ 1，则等于 0。因此

pt,n =
∑
s⩾0

ps,n−1 ×
∑

t1+···+ts=t

pt1 × · · · × pts .

于是，

fn(x) =
∑
t⩾0

pt,n x
t

=
∑
s⩾0

ps,n−1

∑
t⩾0

∑
t1+···+ts=t

(pt1 x
t1)× · · · × (pts x

ts)

=
∑
s⩾0

ps,n−1

[
p0 x

0 + p1 x
1 + p2 x

2 + · · ·
]s

=
∑
s⩾0

ps,n−1[f(x)]
s = fn−1(f(x)) .

尤其是姓氏在 n代内消亡的概率 xn 等于 p0,n，这与 fn(0)相同。先
举个例子，沃森以

f(x) = (1 + x+ x2)/3,

即 q = 3，p0 = p1 = p2 = 1/3。他用公式 (9.2) 计算了 n = 1, . . . , 4
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的多项式 fn(x)。例如，他得到

f2(x) =
1

3

[
1 +

1 + x+ x2

3
+

(
1 + x+ x2

3

)2
]

=
13 + 5x+ 6x2 + 2x3 + x4

27

而且 f2(0) = 13/27 ≈ 0.481。对于 n ⩾ 3 的 fn(x) 的计算变得非
常繁琐，繁琐到沃森在 n = 4 时已经犯了错误。由于 x5 = f5(0) =

f4(f(0)) 可以避开 f5(x) 的计算，所以他得到了以下灭亡概率的列
表 xn = fn(0)。

x1 ≈ 0.333, x2 ≈ 0.481, x3 ≈ 0.571, x4 ≈ 0.641, x5 ≈ 0.675 .

正确的值是 x4 ≈ 0.632 和 x5 ≈ 0.677，可以用比耶梅推导的简单公
式 xn = f(xn−1)来检验。正如我们将在第十七章中看到的，后一个
公式也可以从方程 (9.2) 中推导出来。
沃森注意到，每个男人平均有

R0 = p1 + 2 p2 + · · ·+ q pq

个儿子，在他的第一个例子中，R0 = 1。因此，人们可以认为，如果
初始的男性家庭成员数量足够多，家庭规模就会大致保持不变。尽
管如此，沃森声称，当 n → +∞ 时，虽然相当缓慢，灭绝概率 xn

会向 1 收敛。换句话说，整个家族都会像康多尔所说的那样走向灭
亡。图9.2a，原文中没有画出来，比耶梅的结果证实了第一个例子
的这个结论是正确的。
作为第二个例子，沃森考虑了二项式概率分布。

pk =

(
q

k

)
aq−k bk

(a+ b)q
, (9.3)

其中的生成函数 (9.1) 为

f(x) =
(a+ bx)q

(a+ b)q
,
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0 1

1

0 1

1

图 9.2: 函数 y = f(x) 和 y = x 的图形。n 代内的消亡概率 xn = f(xn−1) 是
楼梯第 n 级的高度。左：f(x) = (1 + x+ x2)/3. 右：f(x) = (3 + x)5/45。

他计算了 f2(x) 和 x2 = f2(0)。这时他意识到 x2 = f(x1)，而且
xn = f(xn−1)对所有的 n来说都是如此。但他认为这个公式只对特
殊的二项式情形 (9.3) 成立。将它应用于 q = 5, a = 3 和 b = 1 的
情况下，他得到了

x1 ≈ 0.237, x2 ≈ 0.347, x3 ≈ 0.410, . . . x9 ≈ 0.527, x10 ≈ 0.533 . . .

沃森意识到当 n → +∞ 时 xn 必须收敛到一个极限 x∞，它满足

x∞ = f(x∞) =
(a+ bx∞)q

(a+ b)q
.

他注意到 x = 1是这个方程的解，但没有意识到当R0 > 1时可能还
有其他解。所以他在康多尔的误导下错误地得出结论，认为在任何
情况下都存在消亡 (x∞ = 1)，包括他刚才考虑的数字例子。图9.2b
表明，情况并非如此!
沃森注意到，在这个数字例子中，儿子的平均数大于 1（可以

证明 R0 = qb/(a + b) = 5/4），这意味着人口趋向于指数增长。但
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这并不能帮助他发现自己的错误。他甚至猜想，对于每一个概率分
布 (pk)，即不仅仅是二项式情况下的概率分布，姓氏的消亡是必然
的。我们将在第十七和十八章中再来讨论这个问题。

高尔顿继续对家庭进行统计学研究，出版了一本名为《英国的
科学家，他们的天性和教养》一书，书中主要介绍了英国皇家学会
会员的家谱。他还对人体测量学产生了兴趣，即测量人体的方法。他
利用 1884 年在伦敦举办的一次国际展览，收集了大量的个体数据。
他的成果于 1889 年发表在一本名为《自然遗传》的书中，其附录转
载了与沃森合作撰写的文章。这本书还介绍了一些新的统计学词汇，
如“百分位数”、“四分位数”及“优生学”等词，即从遗传性格的角
度对人类进行改良。1888 年后，高尔顿发展了识别指纹的技术，几
年后英国警察便开始使用了这项技术。他还继续研究遗传 (自然)和
环境 (培育)对双胞胎的生理和智力特征、几代生长后豌豆的尺寸大
小及实验室培育的小鼠颜色的各自作用。这使他提出了两个变量之
间的“相关系数”概念。1904 年，高尔顿实验室在伦敦大学学院内
成立。1909 年高尔顿被授予爵位，1911 年去世。
沃森出版了几本著作，特别是 1876 年出版了关于气体动力学

理论的论文，1885 年和 1889 年出版了两卷本关于电和磁的数学理
论论文。他于 1881 年当选为英国皇家学会会员，1903 年在布莱顿
去世。

1924 年，卡尔·皮尔森（Pearson）在其《高尔顿传》第二卷中
总结了关于姓氏消亡的文章，但没有注意到这个错误。这个错误最
终在 1930 年被发现（见第十八章）。
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洛特卡和稳定人口理论 (1907–1911)

1907 年，美国化学家阿尔弗雷德·洛特卡开始利用连续时间模
型研究出生率、特定年龄死亡率和人口增长率之间的关系。1911
年，他与夏普发表了另一篇关于同一主题的文章，其中包括特
定年龄的生育率，给出人口增长率的隐含方程，通常被称为“洛
特卡方程”。

阿尔弗雷德·詹姆斯·洛特卡（Lotka）的父母是美国人，1880
年出生于曾属于奥匈帝国的伦贝格（现乌克兰的利沃夫）。他先在法
国和德国学习，1901 年获得英国伯明翰大学物理和化学学士学位。
之后在莱比锡学习了一年，那里，热力学在化学和生物学中的作用
得到了威廉·奥斯特瓦尔德（Ostwald）的强调，奥斯特瓦尔德于
1909年获得诺贝尔化学奖。1902年洛特卡定居纽约，开始在通用化
学公司工作。

图 10.1:
洛特卡 (1880–1949)

1907年和 1911年1，洛特卡在不知道欧拉在同一课题上的研究
1第二篇文章是与康奈尔大学的数学家夏普（Sharpe）合作撰写的。
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成果的情况下，开始了对年龄结构人口的动态研究（见第三章）。与
欧拉不同的是，他假设时间和年龄是连续变量。设 B(t)为时间 t的
男性出生率 (单位时间内男性出生的数量)，p(x)为年龄为 x时还活
着的概率，h(x) 为年龄 x 时的生育率，h(x) dx 为一个男性在年龄
x 到 x+ dx 之间有一个新生儿子的概率，其中 dx 无限小。那么∫ +∞

0

p(x) dx

是出生时的预期寿命。此外，B(t − x) p(x) dx 是在 t − x 和 t −
x + dx 之间出生的男性数量，这些男性在时间 t 的单位时间内有
B(t− x) p(x)h(x) dx 个儿子。所以，在时间 t 的男性总出生率为

B(t) =

∫ +∞

0

B(t− x) p(x)h(x) dx.

在未知的 B(t) 中寻找这个积分方程的指数解，其形式为 B(t) =

b er t，洛特卡将两边除以 B(t)，得到方程

1 =

∫ +∞

0

e−r x p(x)h(x) dx , (10.1)

现在人口学家称之为“洛特卡方程”2。当时间和年龄为离散变量
时，欧拉得到了类似的增长率隐式方程（3.1）。洛特卡注意到，方
程 (10.1) 的右侧是 r 的递减函数，当 r → −∞ 时函数趋向于 +∞，
当 r → +∞ 时趋向于 0。因此有一个唯一的 r 值，称为 r∗，使得
方程 (10.1) 成立。此外，r∗ > 0，当且仅当

R0 =

∫ +∞

0

p(x)h(x) dx > 1 . (10.2)

参数 R0（该记号由都柏林和洛特卡在 1925 年引入）是指一个人一
生中可能拥有的儿子数量。

2费舍尔在 1927 年独立地得出了同样的等式，后来将根 r∗ 解释为自然选择进化论中“达
尔文适应性”的衡量标准。
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洛特卡提出3，无论人口的初始年龄结构如何，单位时间内的男
性出生人数确实是这样的：当 t → +∞ 时，B(t) ∼ b er

∗t，其中 b

是一个常数。那么，总人口由以下方程给出

P (t) =

∫ +∞

0

B(t− x) p(x) dx.

由此可见，P (t)也像 er
∗t 一样，当 t → +∞时，P (t)也会增加或减

少：增长率等于 r∗。此外，人口的年龄结构，由 B(t− x) p(x)/P (t)

给出，趋向于
e−r∗x p(x)∫ +∞

0
e−r∗y p(y) dy

.

这就是洛特卡所说的“稳定的人口”：年龄金字塔在一段时间内保持
相同的形状，但总人口却以指数形式增加或减少。因此，结论与欧
拉的离散时间模型相同。洛特卡的研究考虑了生育率的年龄依赖性，
所以它在某种意义上说比欧拉的研究更具有普遍性。

洛特卡一生都在研究这个课题。1908 年至 1909 年，他在康奈
尔大学继续学习，并获得硕士学位。1909 年至 1911 年在国家标准
局工作，1911 年至 1914 年担任《科学美国增刊》杂志编辑。1912
年，他收集了自 1907 年以来发表的有关人口动力学和人口学的文
章，获得伯明翰大学的博士学位。第一次世界大战期间，他又为通
用化学公司工作，研究如何从大气中固定氮气。1920 年，他的一篇
关于生物振荡的文章（见第十三章）给约翰·霍普金斯大学的生物
计量学教授雷蒙德·珀尔（Pearl）留下了深刻的印象，当时他刚刚
“重新发现”了逻辑方程（见第六章）。洛特卡希望能在纽约洛克菲勒
医学研究所找到一份工作，他致力于研究罗斯（Ross）建立的疟疾
数学模型（见第十二章）。最后，他从约翰·霍普金斯大学获得了两
年的奖学金，这使他得以完成《生物物理学要素》一书，于 1925 年
出版。随后，他成为纽约大都会人寿保险公司研究部的负责人。他

31941 年，时任美国布朗大学数学教授的威利·费勒（Feller）严格地证明了这一点。1968
年，可朗普（Crump）、莫德（Mode）和杰格斯（Jagers）提出了一种概率方法。



第十章 洛特卡和稳定人口理论 (1907) 65

专注于人口问题的数学分析，并与同事、统计学家和公司副总裁路
易斯·以色列·都柏林（Dublin）合作出版了几本书：《一个人的金
钱价值》(1930 年)，《生命的长度》(1936 年) 和《二十五年来的卫
生进步》(1937 年)。洛特卡当选为 1938 至 1939 年美国人口协会主
席。在他的各种统计研究中，“洛特卡定律”(可追溯到 1926 年) 指
出，在某一科学领域写过 n篇文章的作者人数随着 n的增加而或多
或少地减少，就像 1/n2。

洛特卡还用法语出版了一本名为《生物关联分析理论》一书。第
一部分更多的是哲学性的，出版于 1934 年。第二部分更具技术性，
于 1939年出版，总结了他自 1907年以来对人类人口学的所有研究。
洛特卡在书中还介绍了他对姓氏消亡问题的贡献。1930 年斯特芬森
（Steffensen）关于这个问题的第一篇文章（见第十八章）发表后，他
将这个理论应用于 1920 年美国白人人口普查的数据中。他注意到，
观察到的儿子数量的分布 (pk)k⩾0 对于所有 k ⩾ 1 来说，可以很好
地用一个递减的几何规律来逼近

p0 = a, pk = b ck−1 (k ⩾ 1),

其中 a = 0.4825，b = 0.2126，c = 1−b/(1−a)。这样，
∑

k⩾0 pk = 1。
相关的生成函数为

f(x) = a+ b
+∞∑
k=1

ck−1 xk = a+
b x

1− c x
.

方程 x = f(x) 的两个解是 x = 1 和 x = a/c。灭绝概率 x∞ 是这两
个解中最小的一个 (见第七章)。用美国的数据，他发现 x∞ ≈ 0.819，
而平均儿子数量为 R0 = f ′(1) = (1− a)2/b ≈ 1.260。尽管平均子女
数（包括儿子和女儿）接近 2.5 个，但姓氏消亡的概率仍在 80% 以
上。

1942 年，洛特卡当选为美国统计协会主席，1947 年退休，1949
年在新泽西州去世。他 1925 年的书于 1956 年重新出版，新版本的
书名稍有不同：《生物数学要素》。
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哈代-温伯格定律 (1908)

1908 年英国数学家哈代和德国医学博士温伯格分别发现，在一
个无限大的种群中，按照孟德尔定律随机交配，两个等位基因
得到的基因型的频率在世代中保持不变。他们的数学模型是种
群遗传学的起点之一。

戈弗雷·哈罗德·哈代（Hardy）1877 年出生于英国萨里，他
的父母是教师。1896 年他开始在剑桥大学三一学院学习数学，1900
年成为该学院的研究员，1906 年成为数学讲师。在他的第一部著作
《单变量函数的积分》出版 (1905 年) 之后，1908 年他出版了《纯数
学课程》，该书曾多次改版，并被翻译成多种语言。

图 11.1: 哈代 (1877–1947)

当时孟德尔工作的重新发现引起了一些疑虑。一些生物学家想
知道，为什么显性特征没有一代比一代更频繁。雷金纳德·普内特
（Punnett）在 1905 年写了一本名为《孟德尔主义》的书，他向在
剑桥和他一起打板球的哈代提出了这个问题。哈代在一篇关于“混
合种群中的孟德尔比例”的文章中写下了他的解决方案，该文章于
1908 年发表。为了简化分析，他想象了一个大人口的情况，其中性
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伴侣的选择是随机的。此外，他把注意力限制在两个因素（或“等
位基因”）A 和 a 上，A 是显性，a 是隐性。对于第 n 代，设 pn

是“基因型”AA 的频率，2 qn 是 Aa 的频率，rn 是 aa 的频率。当
然，pn + 2 qn + rn = 1。哈代还假设，与其他两种基因型相比，这
些基因型都不会导致死亡率过高或生育率下降。第 n + 1 代的频率
可以很容易地计算出来，注意到第 n 代中随机选择的一个个体以概
率 pn + qn 传播等位基因 A：要么基因型是 AA，等位基因 A 肯定
会被传播，要么基因型是 Aa，等位基因 A 以 50% 的概率被传播。
同理，等位基因 a 的传播概率为 qn + rn。因此，我们可以用与构造
表8.1相同的方法构造表11.1。

表 11.1: 根据父母等位基因的频率计算第 n + 1 代的基因型频率（行：母亲，
列：父亲）。

等位基因 A a

频率 pn + qn qn + rn

A AA Aa

pn + qn (pn + qn)
2 (pn + qn)(qn + rn)

a Aa aa

qn + rn (pn + qn)(qn + rn) (qn + rn)
2

在第 n + 1 代中，基因型 AA、Aa 和 aa 的频率分别为 pn+1、
2qn+1 和 rn+1。所以哈代发现

pn+1 = (pn + qn)
2, (11.1)

2qn+1 = 2(pn + qn)(qn + rn), (11.2)

rn+1 = (qn + rn)
2 . (11.3)

然后他研究了在什么条件下，基因型的频率可以在各代中保持不变，
等于 p、2q 和 r。由于根据定义 p + 2q + r = 1，我们看到等式
(11.1)-(11.3) 都能得出相同的条件 q2 = p r。
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例如，第一个方程给出

p = (p+ q)2 = p2 + 2pq + q2,

相当于 p(1− p− 2q) = q2，最后得出 p r = q2。

从任意初始条件 (p0�2q0�r0) 开始，p0 +2q0 + r0 = 1，哈代注意
到了

q1
2 = (p0 + q0)

2(q0 + r0)
2 = p1 r1.

因此，状态 (p1, 2q1, r1) 已经是一个平衡状态。所以 (pn, 2qn, rn) 在
所有 n ⩾ 1 的情况下都保持等于 (p1, 2q1, r1)。如果我们设

x = p0 + q0

为等位基因 A 在第 0 代的频率，那么 1 − x = q0 + r0 为等位基因
a 的频率。再用系统 (11.1)–(11.3)，我们可以得到

pn = x2, 2 qn = 2x (1− x), rn = (1− x)2,

其中所有 n ⩾ 1(图 11.2)。

图 11.2: 与基因型 AA、Aa 和 aa 的
平衡频率相对应的函数 x2、2x(1−x)

和 (1− x)2 的图表。
0 1

1

aa

Aa

AA

总之，上述假说导致了这样的规律，即基因型 AA、Aa 和 aa

的频率在历代中保持不变。孟德尔的理论并不像最初认为的那样导
致显性特征的频率逐渐增加。
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若干年后，费舍尔（Fisher）坚持这一定律的一个重要推论：对
于第一近似值（即假定模型的假设是现实的），种群保持一个恒定的
遗传变异。这一观察解决了达尔文自然选择进化论提出的问题之一。
的确，达尔文和他同时代人一样认为，每一代子女的生理特征是父
母双方特征的一种平均值，父母各占一半。后来弗朗西斯·高尔顿
和他在生物测量实验室的继任者卡尔·皮尔逊（Pearson）利用统计
学对这一观点进行了深入研究。如果这是真的，那么种群中这些特
性的差异应该在每一代中除以二，而且很快就会出现同质性，以至
于解释进化的自然选择是不可能的。然而这种平均化机制需要几年
的时间才能被否定，生物统计学家为达尔文的观点辩护，不愿意承
认孟德尔定律对理解进化是不可或缺的。

1908 年完成这项工作之后，哈代又回到了纯数学领域。在他的
自传《一位数学家的道歉》中，他甚至自豪地声称自己避免了任何实
际用途的发现。1910 年，他当选为英国皇家学会会员。1913 年，他
发现了印度神童拉马努金（Ramanujan），并邀请他到剑桥工作。第
一次世界大战后，哈代成为牛津大学教授，并继续与他的同胞李特
尔伍德（Littlewood）进行富有成效的合作。1931年至 1942年间，他
再次担任剑桥大学教授。他出版了许多书，常常是合作出版的：《无
穷大的次序》(1910)；与马塞尔·里斯（Riesz）合作的《狄利克雷级
数的一般理论》(1915)；与李特尔伍德和波利亚（Polya）合作的《不
等式》(1934)；与爱德华·梅特兰·赖特（E. M. Wright）合作的《数
论介绍》(1938)；《拉马努金》(1940)；与罗戈辛斯基（Rogosinski）
合作的《傅里叶级数》(1944) 和 1949 年出版的《发散级数》。1947
年哈代在剑桥去世。

几十年后，人们注意到哈代的基因频率定律也在同年的 1908年
被德国医学博士威廉·温伯格（Weinberg）发现。温伯格于 1862 年
出生于斯图加特。在获得医学博士之前，他曾在图宾根和慕尼黑学
习，之后在柏林、维也纳和法兰克福的医院工作了数年。他于 1889
年在斯图加特定居，担任全科医生和产科医生。尽管工作非常繁忙，
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图 11.3:
温伯格 (1862–1937)

他还是抽出时间在德国科学期刊上写了很多文章。1901 年，他从统
计学的角度研究了同性双胞胎的频率。他在 1908年的文章中解释了
与哈代发现的相同的定律，该文章发表在当地的科学杂志上，并没
有引起人们的注意。但与哈代不同的是，他在接下来的几年里继续
进行这项研究，例如发现了对有两个以上等位基因情况的概括。他
还为医学统计领域做出了贡献。温伯格于 1937 年去世。在重新发
现他 1908 年的文章后，遗传学家将基因型频率的稳定性定律称为”
哈代-温伯格定律”。
如今，这一定律经常被这样使用：如果一个罕见的隐性等位基

因 a 对存活率或生育率没有影响，并且如果知道基因型 aa 的频率
x2，因为 aa 产生特定的表型，那么我们可以计算 x，并估计基因型
Aa的频率为 2x(1−x) ≈ 2x。举个例子，如果 aa的频率是 1/20,000，
那么我们得到 x ≈ 1/140，所以 2x ≈ 1/70 就是基因型 Aa 的频率。
隐性等位基因 a，从表型上看可能非常罕见，但实际上并不稀少。
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罗斯与疟疾 (1911)

1911 年，已经因疟疾的研究而获得 1902 年诺贝尔奖的英国医
学博士罗纳德·罗斯研究了一套微分方程系统，模拟了这种疾
病的传播。他表明，只有当蚊子的数量超过某个阈值时，疟疾
才能持续存在。因此，没有必要杀死所有的蚊子来根除疟疾，只
需杀死一定数量的蚊子即可。可马克和麦肯德里克后来也发展
了类似的流行病模型。

罗纳德·罗斯（Ross）1857 年出生于印度北部，他的父亲是英
国军队的一名军官。他在伦敦学习医学，更喜欢写诗和戏剧。在船上
当了一年的外科医生后，他于 1881年进入印度医务部门工作。在印
度的医疗工作给了他充足的空闲时间，在此期间，他写了一些文学
作品并自学了一部分数学。1888 年休假回到英国后，他获得了公共
卫生文凭，并学习了细菌学，这是巴斯德（Pasteur）和科赫（Koch）
几年前创立的一门新学科。回到印度后，罗斯开始研究疟疾。1894
年第二次休假期间，他在伦敦遇到了热带医学专家帕特里克·曼森
（Manson），曼森在显微镜下向他展示了法国军医阿尔方斯·拉弗朗
（Laveran）在 1880 年发现的情况：疟疾患者的血液中含有寄生虫。
曼森认为这些寄生虫可能来自蚊子，因为他曾在中国发现另一种热
带病（丝虫病）的寄生虫在这些昆虫身上。他认为人类在饮用被蚊
子污染的水时被寄生虫感染。1895 年到 1898 年，罗斯继续他在印
度的研究并测试了曼森的想法。1897 年，他在他以前没有研究过的
某种蚊子（按蚊）的胃中发现了一些与拉弗朗观察到的相似的寄生
虫。在疟疾病例罕见的季节，他的上司派他去加尔各答，他决定研
究笼中鸟类的疟疾。他在按蚊的唾液腺中发现了寄生虫，并设法通
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过让蚊子叮咬实验中健康的鸟类来使之感染：这证明疟疾是通过蚊
子叮咬而不是摄入被污染的水来传播的。1899 年，罗斯离开印度医
疗服务机构，前往一年前成立的利物浦热带医学院任教。1901 年他
当选为英国皇家学会会员，并因其在疟疾方面的工作于 1902 年获
得诺贝尔生理学或医学奖。他去了非洲、毛里求斯和地中海地区，使
抗击蚊子的工作普及化。这种方法在埃及的苏伊士运河沿线、当时
正在建设中的巴拿马运河沿线、古巴和马来西亚都很成功，但在其
他一些地区则不是特别有效。罗斯于 1908 年发表了《毛里求斯疟
疾预防报告》，并于 1910 年发表了《疟疾的预防》。

图 12.1:
罗斯 (1857–1932)

尽管罗斯证明了某些蚊子在疟疾传播中的作用，但当他声称只
要减少蚊子的数量就可以根除疟疾时，遭到了质疑。1911 年出版的
《疟疾的预防》一书的第二版中，他试图建立疟疾传播的数学模型以
支持自己的说法。他的模型之一是由两个微分方程组成的系统，让
我们来介绍一下下面的符号：

• N : 某一地区的总人口数；
• I(t): 在时间 t 感染疟疾的人数；

• n: 蚊子总数 (假定不变)；
• i(t): 感染疟疾的蚊子数量；
• b: 蚊子的叮咬频率；
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• p (分别为 p′)：在一次叮咬中，疟疾从人传给蚊子 (分别由蚊
子传给人) 的传播概率；

• a: 人类从疟疾中恢复的速度；
• m: 蚊子死亡率。

在一个小的时间间隔 dt内，每只受感染的蚊子叮咬了 b dt人，其中
相当于 N−I

N
的部分尚未被感染。考虑到传播概率 p′，有 b p′ i N−I

N
dt

个新感染的人。在同一时间间隔内，从疾病中康复的人数为 a I dt。
因此，

dI

dt
= b p′ i

N − I

N
− a I.

同样，每只未感染的蚊子会叮咬 b dt 人，其中有一部分等于 I/N

的蚊子已经被感染。考虑到传播概率 p，则有 b p (n − i) I
N
dt 个新

感染的蚊子。同时，假设感染不影响死亡率，则死亡的蚊子数量为
midt。所以

di

dt
= b p (n− i)

I

N
−mi .

由于疟疾在大多数受感染的国家永久存在，罗斯只考虑了他的两个
方程系统的稳定状态：受感染的人类数量 I(t) 和受感染的蚊子数量
i(t) 随时间保持不变 (dI/dt = 0 和 di/dt = 0)。首先，总有 I = 0

和 i = 0 的稳定状态，这相当于没有疟疾。其次，罗斯寻找一个稳
定状态，使 I > 0 和 i > 0，发现

I = N
1− amN/(b2 p p′ n)

1 + aN/(b p′ n)
, i = n

1− amN/(b2 p p′ n)

1 +m/(b p)
.

(12.1)

将稳态方程除以乘积 I × i，问题就变成了两个未知数 1/I 和
1/i 的线性方程系统。

b p′

I
− a

i
=

b p′

N
, −m

I
+

b p n

N i
=

b p

N
.
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其解决方案很容易得到。

可以注意到，如果蚊子的数量超过临界阀值，I > 0，i > 0

n > n∗ =
amN

b2 p p′
.

在这种情况下，稳定状态对应的是疾病流行的情况，即永久存在。罗
斯的结论是，如果蚊子的数量 n 减少到临界值 n∗ 以下，那么剩下
的唯一稳定状态是 I = 0 和 i = 0，所以疟疾应该消失。特别是没有
必要消灭所有的蚊子来消除疟疾。这正是罗斯想通过他的模型强调
的一点。
为了说明他的理论，罗斯为他的模型的参数寻找合理的数值，

他假设

• 蚊子的死亡率是这样的：十天后只有三分之一的蚊子还活着；
所以 e−10�m = 1

3
，m = (log 3)/10 每天；

• 3 个月后仍有一半的人被感染，所以每天 e−90 a = 1/2，a =

(log 2)/90；
• 每天八只蚊子中就有一只蚊子叮咬，所以每天 e−b = 1 − 1/8，

b = log(8/7)；
• 感染的蚊子在感染后的前十天内通常没有传染性，因为寄生虫
要经过几个阶段的转化。由于三分之一的蚊子可以存活十天，
罗斯假设也有大约三分之一的感染蚊子具有传染性：p′ = 1/3。

• p = 1/4。

然后，罗斯可以用公式 (12.1)计算出人类人口中受感染的部分 I/N，
作为蚊子和人类人口之间的比率 n/N 的函数。他在一个表格中展
示了他的结果，该表格相当于图12.2。
曲线的形状表明，如果比率 n/N 略高于临界值 n∗/N，受感染

人的比例已经高于 50%。但当比率 n/N 进一步增加时，这个比例
并没有太大变化。这就解释了为什么以前从来没有人注意到蚊子的
数量和疟疾的存在之间的相关性。然而，罗斯注意到，阈值 n∗/N
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图 12.2: 感染人类的比例
I/N 是蚊子和人类数量之
比 n/N 的函数。

n*/N n/N

I/N

0

0.5

1

的数值对叮咬率 b 的微小变化非常敏感，但这并没有改变图12.2中
曲线的整体形状。他的定性解释比定量结果更重要，因为定量结果
受制于参数数值的不确定性。
为了解释罗斯1发现的临界值 n∗，考虑在一个没有疟疾的人类

和蚊子群体中引入一个受感染的人。这个人平均在等于 1/a 的时间
内保持感染状态。他在单位时间内被叮咬了 b n/N 次，所以在被感
染期间平均被叮咬了 b n/(aN) 次，所以他平均感染了 b p n/(aN)

只蚊子。每只受感染的蚊子平均生活在等于 1/m 的时间内，叮咬
b/m 人，并感染 b p′/m 人。总的来说，从第一个被感染的人传染给
蚊子以及从这些蚊子传染给其他人之后，新感染人的平均数量是前
面两个结果的乘积，即：

R0 =
b2 p p′ n

amN
. (12.2)

这个 R0 是由于一个原发性人类病例而产生的继发性人类病例的数
量。因此，在时间上连续发生的感染过程也可以通过连续几代来考
虑。只有当 R0 > 1 时，疟疾才能“入侵”人群，这个条件恰恰相当
于 n > n∗。
最后，罗斯论证了数学模型在流行病学中更普遍的应用

“事实上，所有的流行病学都与疾病在不同时间或不同地
1这种解释在罗斯工作后很久才被强调。
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点的变化有关，如果要从科学的角度来考虑，就必须用
数学的方法来考虑，无论涉及多少变量。说一种疾病取
决于某些因素并不能说明什么，除非我们能够估计出每
个因素对整个结果的影响程度。而数学的治疗方法实际
上不过是将仔细的推理应用于有争议的问题上。”

罗斯于 1911 年被授予骑士称号。他搬到伦敦，在第一次世界
大战期间成为英国军队的顾问。1923 年，他出版了自传《回忆录》，
其中全面描述了伟大的疟疾问题及其解决方案。1926 年罗斯热带病
研究所成立（现为伦敦卫生和热带医学学院的一部分），他成为该研
究所的所长。罗斯于 1932 年在伦敦去世。
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洛特卡、沃尔泰拉和捕食者-猎物系统
(1920–1926)

1920年，阿尔弗雷德·洛特卡研究了一个捕食者-猎物模型，并
表明种群可以永久地振荡下去。他在 1925年出版的《物理生物
学要素》一书中发展了这项研究。1926年，意大利数学家维多·
沃尔泰拉碰巧对同一模型感兴趣，以回答生物学家翁贝托·安
科纳提出的一个问题：为什么在第一次世界大战期间，渔民在
亚得里亚海捕到的掠食性鱼类较多，而当时的捕捞量却很少？

1920 年，洛特卡发表了一篇文章，题为《关于有机系统中某些
节律性的重复变化的分析说明》。多年来他一直对一些化学反应感
兴趣，这些反应在实验室的实验中表现出奇怪的短暂振荡。这篇文
章的目的是要表明，两个生物物种的系统甚至可以永久地振荡。他
所考虑的例子是一个以植物为食的草食性动物种群，与化学动力学
中使用的方程相类比。设 x(t) 为植物的总质量，y(t) 为草食动物在
时间 t 的总质量。洛特卡使用下列微分方程系统作为模型

dx

dt
= a x− b x y , (13.1)

dy

dt
= −c y + d x y , (13.2)

其中参数 a、b、c 和 d 均为正数。参数 a 是没有草食动物时植物的
增长率，而 c 是没有植物时草食动物的数量减少率。−b x y 和 d x y

表示动物和植物越多，从植物向动物转移的质量就越高 (转移包括
一些质量损失，所以 d ⩽ b)。设 dx/dt = 0 和 dy/dt = 0，洛特卡注
意到有两种稳定状态。
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• (x = 0, y = 0), 草食动物的数量已经灭绝，不再有植物。

• (x = c/d, y = a/b), 草食动物和植物共存。

他在还没有证明的情况下写道，如果在时间 t = 0 时，(x(0), y(0))

不是这两种稳态之一，那么函数 x(t)和 y(t)就会周期性地振荡：在
所有 t > 0 的情况下，有一个数 T > 0，使 x(t + T ) = x(t) 和
y(t + T ) = y(t)(图13.1)1 。例如，如果植物非常丰富，那么草食动
物的数量会增加，导致植物的总质量减少。当这个质量不足以养活
草食动物时，一些动物会因饥饿而死亡，植物的总质量会再次开始
增长，直到达到与初始值相等的水平。这种现象将不断重复。

图 13.1: 植 物 总 质 量
x(t) 和草食动物总质量
y(t) 随时间的摆动。

0 t

x(t)

y(t)

洛特卡在 1920 年发表的第二篇题为《从质量作用定律得出的
无阻尼振荡》的文章中进一步研究了这个模型。他解释了为什么系
统能以周期性的方式振荡，是因为点 (x(t), y(t)) 必须保持在平面内
的封闭轨迹上，x在横轴上，y 在纵轴上，更准确地说是在 x ⩾ 0和
y ⩾ 0 的象限内（图13.2）。

事实上，将方程 (13.1) 除以方程 (13.2)，经过重新排序后，我

1期限 T 取决于初始条件，但洛特卡在 1925 年才意识到这个事实。
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们得到 (
− c

x
+ d

) dx

dt
=

(
a

y
− b

)
dy

dt
.

整合后可获得

d x(t)− c logx(t) = a log y(t)− b y(t) +K,

其中 K 是一个常数，只取决于初始条件。因此，点 (x(t), y(t))

停留在曲线 d x− c logx = a log y− b y+K 上，这条曲线恰好
是一条封闭的曲线 (图13.2)。

图 13.2: 图中横轴为植物的总质
量 x(t)，纵轴为草食动物的总质
量 y(t)。围绕稳定状态的三条封
闭曲线对应不同的初始条件。

t=0

0 x

y

(x(t), y(t)) 的轨迹绕着稳态 (c/d, a/b) 逆时针旋转，通过研究
dx/dt 和 dy/dt 的符号可以很容易看出。在接近稳态时，系统表现
出小的振荡，其周期等于 2π/

√
a c。

事实上，设
x =

c

d
+ x∗, y =

a

b
+ y∗,

其中 |x∗| ≪ c
d
，|y∗| ≪ a

b
。那么

dx∗

dt
= −b y∗

( c

d
+ x∗

)
≈ −b c

d
y∗ ,

dy∗

dt
= d x∗

(a
b
+ y∗

)
≈ a d

b
x∗ .
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由这两个方程，我们得到

d2x∗

dt2
≈ −a c x∗,

d2y∗

dt2
≈ −a c y∗ .

这些方程与物理学中简单的钟摆振荡是一样的，周期为 2π√
a c
。

雷蒙德·珀尔（Pearl）将洛特卡 1920 年的第一篇文章传送给
“美国国家科学院院刊”，并帮助他从约翰-霍普金斯大学获得了两年
的奖学金，写了一本名为《生物物理学要素》一书。该书于 1925 年
出版，在总结 1920年的工作部分还提到两个物种的系统，一个宿主
和一个寄生虫物种或一个猎物与一个捕食者物种，可以用同一个模
型 (13.1)–(13.2) 来描述。遗憾的是，洛特卡的书在出版时并没有引
起人们注意。然而著名数学家沃尔泰拉在研究一个渔业问题时，很
快独立地重新发现了同一个模型。

维多·沃尔泰拉（Volterra）于 1860 年出生于安科纳的犹太人
聚居区，在意大利统一前不久，当时该城市仍属于教皇国。他是一
名独生子女，父亲是一位布商，在维多两岁时去世，没有给家里留
下钱。沃尔泰拉在中学时是个好学生，尽管贫穷他还是设法继续学
习，先是在佛罗伦萨大学，后来又在比萨高等师范学院学习。1882
年，他获得物理学博士学位，并在第二年成为比萨大学的力学教授。
他于 1892 年加入都灵大学，1900 年转任罗马大学的数学物理学教
授，1905 年成为参议员。他在罗马或外国大学所做的许多讲座都以
书的形式出版，《关于数学物理学最新进展的三堂课》(克拉克大学，
1909 年)；《积分和微分方程课程》(罗马，1910 年)；《线函数课程》
(巴黎，1912 年) 和《可互换函数理论》（普林斯顿，1912 年）。第一
次世界大战期间，他在意大利军队担任军官，领导战争发明局。战
后他积极参加了意大利数学联盟（1922 年）和意大利国家研究委员
会（1923 年）的成立，成为后者的第一任主席。他还成为国际地中
海科学研究委员会主席（1923年）和“意大利猞猁之眼国家科学院”
主席（1924 年）。他与约瑟夫·佩雷斯（Pérès）合作撰写的另一本
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专著《关于组合函数和可置换函数的课程》于 1924 年出版。

图 13.3: 沃尔泰拉（1860–
1940）1900 年获剑桥大学
荣誉博士学位。

1925年，65岁的沃尔泰拉对动物学家翁贝托·德安科纳（d’Ancona，
后来成为他的女婿）的一项研究产生了兴趣，该研究是关于 1905-
1923 年期间亚得里亚海三个港口（的里雅斯特、菲乌姆2 和威尼斯）
渔业中软骨鱼类（如鲨鱼和鳐鱼）的上岸比例。安科纳注意到，这
些鱼的比例在第一次世界大战期间有所增加，而当时的捕捞量已经
有所减少（表13.1）。

软骨鱼是小鱼的捕食者，捕鱼量的减少似乎有利于捕食者物种。
沃尔泰拉不知道洛特卡的工作，他用同样的模型来解释这一观察结
果。

dx

dt
= a x− b x y ,

dy

dt
= −c y + d x y ,

其中 x(t) 代表猎物的数量，y(t) 代表捕食者的数量。他和洛特卡同
样注意到，这个系统可以以周期性的方式振荡，周期 T 取决于初始
条件 (x0, y0)。他还注意到

d

dt
logx = a− b y,

d

dt
log y = −c+ d x.

对一个周期 T 进行积分 (使 x(0) = x(T ) 和 y(0) = y(T ))，他得到

2现在克罗地亚的里耶卡。
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表 13.1: 第一次世界大战之前、期间和之后，的里雅斯特、菲乌姆和威尼斯渔
业中软骨鱼的百分比。

年 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916

的里雅斯特 5.7 8.8 9.5 15.7 14.6 7.6 16.2
菲乌姆 - - - - 11.9 21.4 22.1
威尼斯 21.8 - - - - - -

年 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

的里雅斯特 15.4 - 19.9 15.8 13.3 10.7 10.2
菲乌姆 21.2 36.4 27.3 16.0 15.9 14.8 10.7
威尼斯 - - 30.9 25.3 25.9 25.8 26.6

了
1

T

∫ T

0

y(t) dt =
a

b
,

1

T

∫ T

0

x(t) dt =
c

d
.

因此，一个时期内猎物数量和捕食者数量的平均值与初始条件无关。
此外，如果捕鱼量减少，猎物的增长率 a 增加，而捕食者的灭绝率
c 减少。因此，x(t) 的平均值减少，y(t) 的平均值增加：捕食者的比
例增加。这正是在亚得里亚海的渔业统计数据中观察到的情况。

沃尔泰拉于 1926 年首次用意大利文发表了他的文章。几个月
后，英文摘要出现在《Nature》上。洛特卡向沃尔泰拉和其他科学家
通报了他对捕食者-猎物系统研究的优先性，但他 1920 年的文章和
1925 年的书并不总是被提及。洛特卡当时已经在一家保险公司工
作，他的工作重点是人类人口统计学。沃尔泰拉继续研究捕食者-猎
物系统的变种长达十年。1928-1929年，他在巴黎新成立的亨利·波
卡尔研究所（Poincaré）举行了一系列讲座，这些讲座的笔记于 1931
年出版，标题为《关于生存竞争的数学理论课程》。1935 年沃尔泰
拉与安科纳合作出版了另一本书《从数学角度看生物关联》。

虽然捕食者-猎物模型似乎能正确解释渔业数据，但有关生态学
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中简化模型的现实性的争论才刚刚开始，至今仍在科学界有所争议。
现在捕食者-猎物模型也被称为洛特卡—沃尔泰拉模型，是生态学中
最常引用的模型之一。

1931 年，沃尔泰拉因拒绝效忠于墨索里尼而失去了罗马大学的
教授职位，并被排除在意大利科学院之外，而当时他是科学院最有
名的成员之一。那之后他主要在意大利之外的欧洲旅行并发表演讲。
他与佩雷斯一起出版了《函数通论》的第一卷（1936年），与郝斯汀
斯基（Hostinský）合著了《无穷小线性运算》一书（1938年）。1940
年沃尔泰拉于罗马去世。
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费舍尔和自然选择 (1922)

1922 年，英国数学生物学家罗纳德·费舍尔发表了一篇关于种
群遗传学的非常有影响力的文章。本章只考虑文章中的一个部
分，该部分着重于包括自然选择在内的哈代-温伯格模型的一个
变体。费舍尔表明，如果杂合子受到青睐，那么两个等位基因
可以共存。如果两个纯合子中的一个被偏爱，那么另一个等位
基因就会消失。根本问题是解释为什么有些基因可以有几个等
位基因。

罗纳德·艾尔默·费舍尔（Fisher）1890年出生于伦敦，是六个
孩子中最小的一个。他的父亲是一位拍卖师，后来宣布破产。1909
年至 1913 年，费舍尔在剑桥大学冈维尔和凯斯学院学习数学和物
理学。当时遗传学发展很快。1911 年起，费舍尔参加了由高尔顿发
起的优生学协会会议。他开始关注与高尔顿和孟德尔工作有关的统
计问题。大学毕业后，他在加拿大的一个农场工作了一个夏天，然
后在伦敦市的商业和综合投资公司工作。由于他的极度近视，第一
次世界大战没能如愿参加。那些年，他一直在中学任教，闲暇时间
打理农场并继续从事研究工作。他获得了将相关系数与孟德尔遗传
学联系起来的重要新成果。1919 年，他开始在专注于农业的罗瑟姆
斯特德实验站担任统计员。

1922年，费舍尔发表了一篇题为《关于优势比率》的文章。比起
其它几个重要的新观点，这篇文章考虑了一个数学模型，将孟德尔
定律和达尔文的进化论所强调的自然选择思想相结合。费舍尔考虑
了与哈雷相同的情况，有两个等位基因 A 和 a，并采用随机交配的
方式。他假设基因型为 AA、Aa 和 aa 的个体在成年前的死亡率不



88

图 14.1:
费舍尔 (1890–1962)

同，从而模仿自然选择。设 pn、2qn 和 rn 为第 n代成年个体中三种
基因型的频率，则第 n+1代中分别有 (pn+qn)

2、2(pn+qn)(qn+rn)

和 (qn + rn)
2 个新生儿具有这些基因型。设 u，v 和 w 分别为从出

生到成年的生存概率，那么在第 n + 1 代的成年个体中，基因型的
频率分别为 pn+1、2qn+1 和 rn+1，其结果是

pn+1 =
u(pn + qn)

2

dn
, (14.1)

qn+1 =
v(pn + qn)(qn + rn)

dn
, (14.2)

rn+1 =
w(qn + rn)

2

dn
, (14.3)

为方便起见，令

dn = u(pn + qn)
2 + 2v(pn + qn)(qn + rn) + w(qn + rn)

2.

因为 pn + 2qn + rn = 1，我们看到当 u = v = w 时 (即没有自然选
择时)，系统 (14.1)-(14.3) 还原为哈雷所认为的系统 (11.1)-(11.3)。
设 xn = pn + qn 为第 n 代成年个体中等位基因 A 的频率，那

么 qn + rn = 1− xn 为等位基因 a 的频率。再加上 (14.1) 和 (14.2)，
我们可以得到

xn+1 =
uxn

2 + v xn(1− xn)

uxn
2 + 2 v xn(1− xn) + w(1− xn)2

.
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这个方程可以改写成以下形式

xn+1 − xn = xn (1− xn)
(v − w)(1− xn) + (u− v)xn

uxn
2 + 2 v xn(1− xn) + w(1− xn)2

.

(14.4)
至少有两种稳定状态，其中频率 xn 在历代中保持不变：x = 0 (种
群完全由同型 aa 组成) 和 x = 1(种群完全由同型 AA 组成)。
利用方程 (14.4)，我们可以证明，如果同种型 AA 比其他两种

基因型 (u > v 和 u > w) 有更好的存活机会，那么等位基因 a 将
逐渐从种群中消失。如果我们知道两种等位基因共存，这种情况在
自然界应该不是很常见。但是，如果杂合的 Aa 比同源的 AA 和 aa

具有选择优势（v > u 和 v > w），那么这三种基因型可以在种群中
共存。这是最常见的情况，它可以解释育种者对杂交种“活力”的
观察。

事实上，当 u > v 时，稳态 x = 1 是稳定的。因为当 xn 接近
1 时，xn+1 − xn ≈ (1 − xn) (u − v)/u，人口趋向于这个稳态。
当 u < v 时，稳态 x = 1 是不稳定的，在这种情况下，存在第
三个稳态

x∗ =
v − w

2 v − u− w

其中 0 < x∗ < 1。另外我们可以检查这个是稳定的，稳态 x∗ 对
应的是三种基因型之间的混合。

因此，把孟德尔定律和自然选择的假说（这里指三种基因型的
不同存活概率）简单地结合起来，我们就可以解释基因型共存或消
失的两种情况。在费舍尔之后，这个模型也被霍尔丹（Haldane，见
第十七章）和苏厄尔·赖特（S. Wright，见第十九章）所发展。

为迎接第二十章，需注意，如果 A是完全显性的，而同源的 aa

与其他两种基因型相比处于劣势，数字 u : v : w 的比例为 1 : 1 :
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1− ε，那么方程（14.4）就变成了

xn+1 − xn =
ε xn (1− xn)

2

1− ε(1− xn)2
≈ ε xn (1− xn)

2 (14.5)

其中 ε ≪ 1。如果杂合子 Aa 的存活率位于两个同源子存活率的中
间，那么 u : v : w 的数字比例为 1 : 1− ε/2 : 1− ε，并且

xn+1 − xn =
ε
2
xn(1− xn)

1− ε(1− xn)
≈ ε

2
xn(1− xn) (14.6)

其中 ε ≪ 1。
在罗瑟姆斯特德、费舍尔分析了有关作物产量和气象学的长期

数据后，他在统计方法上也做出了巨大贡献。1925 年，他出版了一
本名为《研究工作者的统计方法》一书，该书非常成功，多次重印。
1929 年，他当选英国皇家学会的会员。1930 年费舍尔出版了《自
然选择的遗传理论》一书，这是人口遗传学史上的一个重要里程碑。
1933 年他成为伦敦大学学院的优生学教授，接替卡尔·皮尔逊在
高尔顿实验室的工作。1943 年，他调任剑桥大学担任遗传学教授，
这次是接替庞尼特（见第十一章）。他还出版了几本书：《实验设
计》（1935 年）、《近亲繁殖理论》（1949 年）和《统计方法与科学推
断》（1956 年）。1952 年费舍尔被授予骑士称号，1959 年退休后定
居澳大利亚，1962 年在阿德莱德去世。我们将在第二十章讲述他的
另一部分工作内容。
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尤尔和进化 (1924)

1924 年，英国统计学家尤尔研究了一个进化模型，即种可以通
过小突变产生新种，属可以通过大突变产生新属。他的目的是
解释属内物种数量的分布，大多数属只含一个种，少数属含大
量的种。尤尔在他的模型中引入的随机“出生过程”至今仍是
研究系统发育树和其他许多领域的基本工具。

乔治·乌德尼·尤尔（Yule）1871 年出生于苏格兰，他的父亲
曾在英国驻印度的行政部门担任高级职务。16 岁时，尤尔开始在伦
敦大学学院学习，成为一名工程师。1892 年，他改变方向，在物理
学家海因里希·赫兹（Hertz）的指导下，在波恩做了一年研究，几
年前赫兹就证明了电磁波的存在。尤尔回到英国时，卡尔·皮尔逊
（Pearson）给他提供了一个大学学院应用数学助教的职位。尤尔追
随皮尔逊，开始专注于统计学的研究。1911 年，他发表了《统计学
理论导论》，该书重复出版了 14 次。第二年他转到剑桥大学，研究
工作涉及统计学理论，也涉及农业和流行病学的应用。1922 年，他
成为英国皇家学会的研究员。

1924 年，尤尔发表了一篇题为《基于威利斯博士结论的进化数
学理论》的文章。威利斯（Willis）是英国皇家学会的同事，他曾在
1922 年出版了题为《年龄和面积，物种的地理分布和起源研究》一
书。他曾研究过动植物分类中不同属之间的物种分布。他整理的数
据表明，大多数属只包含一个种，越来越少的属包含较多的种，仍
有少数属包含大量的种。表15.1显示了有关蛇类、蜥蜴类和两个甲
虫科（蛹虫科和角马科）的数据。当时已知的 1580 种蜥蜴被分为
259 个属，105 个属只含 1 个种，44 个属含 2 个种，23 个属含 3 个
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图 15.1:
尤尔 (1871–1951)

种等，只有 2 个属含百个种以上。对于其他动植物科来说，按所含
种数分布的属的形态非常相似。

尤尔建议威利斯试着把他的数据用对数标尺绘制成图，这得到
一个惊人的结果（图15.2）：含有 n 个种的属的数量 Qn 的对数随
着 log(n) 或多或少地线性递减。换句话说，有常数 α > 0 和 β > 0，
使得 Qn ≈ αn−β：分布遵循“幂律”。在 1924 年的文章中，尤尔寻
找一个可以解释这种统计分布的进化数学模型。

图 15.2: 属的数量与其所含物种
数量的函数关系，采用十进制对
数标示蛹虫科的数据。为了平滑
n（物种数）较大时的波动，对
n 值范围的属数进行统计，如
表15.1。因此，单个值 n 的平均
属数可以小于 1。 10
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10
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为此1，他首先设想了一个连续时间的随机模型，用于计算一个

1麦肯德里克（见第十六章）在 1914 年发表的一篇论文中已经开始研究这种种群动力学模
型。
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表 15.1: 数据由威利斯
整理。

物种的数量 属的数量
蛹虫科 角马科 蛇类 蜥蜴类

1 215 469 131 105
2 90 152 35 44
3 38 82 28 23
4 35 61 17 14
5 21 33 16 12
6 16 36 9 7
7 15 18 8 6
8 14 17 8 4
9 5 14 9 5

10 15 11 4 5
11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
31-40 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0

91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2

总 627 1024 293 259

属内物种数量的增长（图15.3）。从时间 t = 0 时只有一个物种开始，
假设一个物种在“小”时间间隔 dt（进化的时间尺度）内通过突变
产生一个同属新物种的概率等于 r dt，且 r > 0。

设 pn(t)为时间 t有 n个物种的概率 (n为整数，t是实数)。为
了计算 pn(t+ dt)，尤尔考虑了几种情况：

• 如果在时间 t 时有 n − 1 个物种，则每个物种在 t 和 t + dt

之间产生一个新物种的概率为 r dt；在极限 dt → 0 时，时间
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图 15.3: 模拟一个属内物种数量的进
化。物种 1 产生物种 2 和 3。物种 3
产生物种 4。

t

1

1

1

2

3

3

4

t+ dt 将有 n 个物种的概率为 (n− 1) r dt；
• 如果在时间 t 时有 n 个物种，那么时间 t + dt 将有 n + 1 个
物种的概率为 n r dt。

因此 pn(t) 由以下微分方程组给出

dp1
dt

= −r p1 ,
dpn
dt

= (n− 1) r pn−1 − n r pn (15.1)

其中所有 n ⩾ 2。由第一个方程得到 p1(t) = e−r t，其中 p1(0) = 1。
可以证明，满足初始条件 pn(0) = 0 的第二个方程解为

pn(t) = e−r t (1− e−r t)n−1 (15.2)

其中所有 n ⩾ 2(图15.4)。所以在某个固定的时间 t，概率 (pn(t))n⩾1

的分布是几何级的，两个连续项之间的比值等于 1− e−r t。

图 15.4: 在 1 ⩽ n ⩽ 4 的情况
下，在时间 t内同一属内有 n个
物种的概率 pn(t)。

0

1

n=1

n=2

n=3
n=4

t
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事实上，我们首先注意到，方程 (15.1) 等于

d

dt

[
pn e

n r t
]
= (n− 1) r pn−1 e

n r t , (15.3)

由此我们可以先后计算出 p2(t), p3(t)...... 我们得到 p2(t) =

e−r t (1− e−r t)，则 p3(t) = e−r t (1− e−r t)2，这说明公式 (15.2)
可能是一般解。最后我们检查一下，这个公式确实是方程 (15.3)
的解。

尤尔从公式 (15.2) 中推导出，随着时间的推移，预期的物种数
量呈指数级增长

+∞∑
n=1

n pn(t) = er t.

事实上，我们首先注意到，对于 |x| < 1

+∞∑
n=1

nxn−1 =
d

dx

+∞∑
n=0

xn =
d

dx

( 1

1− x

)
=

1

(1− x)2
.

然后
+∞∑
n=1

n pn(t) = e−r t

+∞∑
n=1

n(1− e−r t)n−1 = er t。

特别是，如果 T 是由 erT = 2 定义的加倍时间，那么在时间
t = T 时物种数量的概率分布 (pn(t))n⩾1 的比值为 1/2 的几何分布
1
2
, 1

4
, 1

8
, 1

16
. . . 在时间 t = kT 时，它是一个比值为 1− 1/2k 的几何

分布，且 p1(kT ) = 1/2k。

在属于同一属的物种数量增长的同时，尤尔还考虑了一个由较
大突变导致新属产生的类似过程。设 s dt 为一个现有属在一个小的
时间间隔 dt 内产生一个新属的概率。如前所述，假设在时间 t = 0

时只有一个属，则在时间 t 的预期属数为 es t。在时间 t 的单位时
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间内产生的平均属数为导数 s es t。在 t → +∞ 的限制下2 ，时间 t

存在于 x 和 x + dx 单位时间内的属的平均数就是 s es (t−x) dx。一
个随机选择的属在时间 t 存在于 x 和 x + dx 单位时间内的概率是
s e−s x dx。
如果一个在时间 t 随机选择的属在 x 和 x + dx 单位时间内

存在过，那么根据公式 (15.2)，这个属包含 n 个物种的概率等于
e−r x (1− e−r x)n−1，其中所有 n ⩾ 1。因此，在时间 t 随机选择的
一个属包含 n 个物种的概率 qn 为

qn =

∫ +∞

0

s e−s x e−r x (1− e−r x)n−1 dx.

设 u = r/s。简单计算可知，q1 = 1/(1 + u)，且

qn =
1

1 + u

u

1 + 2u

2u

1 + 3u
· · · (n− 1)u

1 + nu
(15.4)

其中所有 n ⩾ 2。

事实上，我们有

(1− e−r x)n−1 = (1− e−r x)n−2 (1− e−r x).

所以

qn = qn−1 − s

∫ +∞

0

e−(r+s) x (1− e−r x)n−2 e−r x dx.

分部积分，我们得到

qn = qn−1 −
r + s

(n− 1) r
qn, qn =

(n− 1) r/s

1 + n r/s
qn−1.

公式 (15.4) 表明，概率序列 (qn)n⩾1 是递减的。所以在 n = 1

时达到最大值：大多数属只包含一个种，这正是数据所显示的。此
2尤尔还考虑了这种情况：与 es t 的翻倍时间相比，t 不能被假设得特别大，因为计算有点

复杂，而最后的结果却没有太大区别。
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外，当 n 趋向于无穷大时，qn 向 0 的下降是相对缓慢的，因为
qn/qn−1 → 1。这可能解释了为什么有些属包含了大量的物种。更准
确地说，尤尔证明了 log qn 随着 log(n) 的增加而线性下降。

介绍欧拉的伽马（Gamma）函数:

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1 e−t dt.

于是当 n 为整数时

Γ(n+ 1) = n! = n× (n− 1)× · · · × 2× 1,

且 Γ(z + 1) = z Γ(z)，因此公式 (15.4) 的形式为

qn =
(n− 1)!

u
(
1 + 1

u

) (
2 + 1

u

)
· · ·

(
n+ 1

u

) =
Γ(n) Γ

(
1 + 1

u

)
u Γ

(
n+ 1 + 1

u

) .

另外斯特林（Stirling）之近似值给出：

logΓ(n) ≈ n logn− n− 1

2
logn+ C,

C 是常量。同样地：

logΓ(n+ 1 + 1/u) ≈ n logn− n+

(
1

u
+

1

2

)
logn+ C.

最后

log qn ≈ −
(
1 +

1

u

)
logn+ C′.

例如考虑蜥蜴的情况，参数 u 可以通过只包含一个种的属的比
例 q1 = 1/(1 + u) 来估计。根据表15.1我们有 q1 = 105/259，所以
u ≈ 1.467。然后可以计算出理论概率 qn 和含有 n 个种的属的预期
数量 Qn。方法是将 qn 与总种数相乘，即 259 种（表15.2）。尤尔注
意到，鉴于模型的简单性，观察和计算之间的一致性相对较好，但
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模型没有考虑物种在数百万年的进化中所经历的大灾难3。

表 15.2: 蜥蜴数据与理论的比较 (259 属，1580 种)；

每个属的物种数量 观察到的属的数量 计算出的属的数量

1 105 105.0
2 44 39.2
3 23 21.3
4 14 13.6
5 12 9.6
6 7 7.2
7 6 5.6
8 4 4.5
9 5 3.7

10 5 3.1
11-20 17 16.6
21-30 9 6.9
31-40 3 3.9
41-50 2 2.6
51-60 0 1.9
61-70 1 1.4
71-80 0 1.1
81-90 0 0.9

91-100 0 0.7
101- 2 10.1

总 259 259

1931 年后，尤尔逐渐从剑桥大学退休，并开始对以句子长度的
统计分布来确定书籍作者的工作感兴趣。他特别将其应用于约翰·
格朗特出版的书，可能是受到威廉·佩蒂的启发（见第二章）。1944
年他出版了《文学词汇的统计研究》一书。尤尔于 1951 年去世。
如今，尤尔的模型仍被用来分析“系统发育树”（物种的系谱

树）。由于分子生物学的新数据，这些类似于图15.3中的系统发育树
已为人们所熟知。但是，由方程 (15.1) 定义的随机过程的应用并不

3对于含有 100 个物种以上的属的数量，尤尔通过考虑 t 与函数 est 的倍增时间相比不大，
得到了比表15.2更好的拟合度。
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限于进化理论。这个过程是种群动力学中许多模型的组成部分，从
微观层面（例如模拟细菌的繁殖）到宏观层面（模拟流行病的开始）。
它被称为“纯生过程”或“尤尔过程”。一个简单的变体包括在任何
小的时间间隔 dt 内死亡的概率 mdt：那么这个“出生和死亡过程”
在时间 t 的预期种群数量为 e(r−m)t。至于概率分布 (15.4)，它有时
被称为尤尔分布。带有尾部满足幂律的分布在科学的各个领域都引
起了广泛的关注。具有幂律程度分布的随机网络中的流行病研究只
是其中一个例子。
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麦肯德里克和可马克关于流行病模型的研究
(1926–1927)

1926 年麦肯德里克研究了一个随机流行病模型，并找到了一种
计算流行病达到一定最终规模的概率方法。他还发现了在连续
时间框架下管理年龄结构人口的偏微分方程。1927 年，可马克
和麦肯德里克研究了一个确定性流行病模型，得到了最终流行
病规模的方程，该方程强调了人口密度的某个阈值。传染病的
大流行可以发生在这个阈值之上，但不能低于这个阈值。这些
工作在当代流行病学中仍被大量使用。

安德森·格雷·麦肯德里克（McKendrick）1876 年出生于爱丁
堡，是五个孩子中的最小一个。他在格拉斯哥大学学习医学，父亲
是生理学教授。1900 年，他加入了印度医疗队。在去印度之前，他
陪同罗纳德·罗斯在塞拉利昂执行防治疟疾的任务，随后在苏丹的
军队中服役了 18个月。到达印度后，他被任命为孟加拉一所监狱的
医生，在那里他尝试控制痢疾。1905年加入了在卡索里（印度北部）
新成立的中央医学研究所，在研究狂犬病的同时也学习数学。1920
年他被一种热带疾病感染，回到爱丁堡，后来成为皇家医学院实验
室的主管。

1926 年，麦肯德里克发表了一篇关于《数学在医学问题上的应
用》的文章，其中包含了一些新的想法。他特别介绍了一个流行病
的连续时间数学模型，其中考虑到了感染和恢复的随机性。
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图 16.1: 麦肯德里克 (1876–1943) 和可马克 (1898–1970)

设定一个规模为 N 的人口，最初只有一个感染者。人们可以依
次经历三种状态（图16.2）：易感染状态 S、感染状态 I 和恢复状态
R 1。

S I R

图 16.2: 可能的状态：易感者 (S)、感染者 (I)、恢复者 (R)。

令 pi,r(t) 为人口在时间 t 时正好有 i 人处于 I 状态和 r 人处
于 R 状态的概率，其中 i 和 r 是整数，1 ⩽ i + r ⩽ N。在这种情
况下，人口处于状态 (i, r)。易感人群的数量为 s = N − i− r。根据
罗斯关于疟疾的工作（见第十二章），麦肯德里克假设，在一个小的
时间间隔 dt内，发生一次新的感染的概率等于 a s i dt（即与易感人
群的数量和感染者的数量成正比），一次新的康复概率等于 b i dt，a

和 b 都是正数。为了计算 pi,r(t+ dt)，需要区分几种情况。

• 人口在时间 t时处于 (i− 1, r)状态，在 t和 t+dt之间，一个

1伯努利的模型（见第四章）包括状态 S 和 R，但不包括 I，感染持续时间远短于平均预期
寿命。
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新的感染将人口移至 (i, r)状态；该事件的概率为 a s (i−1) dt，
s = N − (i− 1)− r；

• 人口在时间 t 时处于 (i, r) 状态，在 t 和 t+ dt 之间，一个新
的感染将人口转移到 (i + 1, r) 状态；该事件的概率为 a s dt，
s = N − i− r。

• 人口在时间 t 时处于 (i+1, r− 1) 状态，一次新的恢复使人口
在 t和 t+dt之间进入 (i, r)状态；该事件的概率为 b (i+1) dt；

• 人口在时间 t 时处于 (i, r) 状态，一次新的恢复使人口在 t 和
t+ dt 之间进入 (i− 1, r + 1) 状态；该事件的概率为 b i dt。

因此，麦肯德里克得到的方程为

dpi,r
dt

= a (N − i− r + 1) (i− 1) pi−1,r − a (N − i− r) i pi,r

+ b (i+ 1) pi+1,r−1 − b i pi,r (16.1)

其中 1 ⩽ i+ r ⩽ N。当 i = 0 时，右端的第一项缺失，而当 r = 0

时，第三项缺失。除了 p1,0(0) = 1 之外，所有 (i, r) 的初始条件为
pi,r(0) = 0。

通过这个模型，麦肯德里克设法计算出当 n 个人被感染时，疫
情结束的概率，也就是当 t → +∞ 时, p0,n(t) 的极限。事实上，没
有必要求解系统（16.1）。只需注意到，只要有 i 感染者和 r 康复者，
在一个小的时间间隔 dt 内，新的感染者的概率是 a (N − i− r) i dt，
而新的康复者的概率是 b i dt。所以，从状态 (i, r) 到状态 (i+ 1, r)

或状态 (i − 1, r + 1) 的过渡概率 (正如“马尔科夫链”理论中所说
的) 分别为：

P(i,r)→(i+1,r) =
a (N − i− r)

a (N − i− r) + b
,

P(i,r)→(i−1,r+1) =
b

a (N − i− r) + b
,

其中所有 i ⩾ 1（图16.3）。
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图 16.3: 显示了 N = 5 时种群
可能的状态（i 在横轴上，r 在
纵轴上）以及由于感染（水平箭
头）或恢复（其他箭头）可能的
转变。

0

0

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

i

r

设 qi,r 为流行期间人口经过状态 (i, r) 的概率。因为当 t = 0

时，(i, r) = (1, 0)，所以我们有 q1,0 = 1。其他状态则是在感染后或
恢复后达到的

qi,r = qi−1,r P(i−1,r)→(i,r) + qi+1,r−1 P(i+1,r−1)→(i,r) .

当 i = 0 或 i = 1 时，右边的第一项缺失。当 r = 0 时，第二项
缺失。根据这个公式，我们可以先计算出 (qi,0)2⩽i⩽N，然后计算出
(qi,1)0⩽i⩽N−1，再计算出 (qi,2)0⩽i⩽N−2 等等。疫情最终感染 n 人的
概率为 q0,n。1926 年这样的计算是相当繁琐的，所以麦肯德里克
把自己的计算局限在人口数量非常小的例子上，例如一个家庭：在
N = 5 人，b/a = 2 的情况下，他得到了表16.1。最大的概率对应的
是家庭中只有一个人被感染的情况和整个家庭被感染的情况。

表 16.1: 当 b/a = 2 时，一个五
口之家的流行病感染 n 人的概
率。

n 1 2 3 4 5

q0,n 0.33 0.11 0.09 0.13 0.34

1926 年的同一篇文章还包含了当时间被认为是一个连续变量
时人口问题的新表述。对于 dx 无限小，设 P (x, t) dx 是时间 t 时年
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龄在 x 和 x+ dx 之间的人口，m(x) 为年龄 x 时的死亡率。那么

P (x+ h, t+ h) ≈ P (x, t)−m(x)P (x, t)h,

其中 h 无限小。引入函数 P (x, t) 的偏导数：

∂P

∂x
(x, t) = lim

h→0

P (x+ h, t)− P (x, t)

h
,

∂P

∂t
(x, t) = lim

h→0

P (x, t+ h)− P (x, t)

h
.

由此得

P (x+ h, t+ h) ≈ P (x, t) + h
∂P

∂x
(x, t) + h

∂P

∂t
(x, t),

麦肯德里克得到以下偏微分方程

∂P

∂t
(x, t) +

∂P

∂x
(x, t) +m(x)P (x, t) = 0 .

这样的方程很自然地出现在由连续变量构成的人口问题中，比如人
口学中的年龄问题（见第二十五章）或流行病学中的感染后时间问
题。

1921 年，威廉·奥格威·克马克（Kermack）被任命为爱丁堡
皇家医学院实验室化学部的负责人。克马克于 1898 年出生于苏格
兰的一个小镇，他曾在阿伯丁大学学习，并在牛津的一个工业实验
室开始从事有机化学领域的研究。1924 年爱丁堡实验室发生爆炸，
他完全失明，在同事和学生的帮助下，他继续从事化学工作。克马
克还开始与麦肯德里克合作，进行流行病的数学建模。1927年开始，
他们一起发表了一系列“流行病数学理论的贡献”的文章，他们研
究了确定性流行病模型，其中 N 为人口规模，且 N 足够大。假设
如 1926 年的文章，人可以是易感者、感染者或康复者，如果疾病是
致命的，那么第三种状态实际上就是死亡人口数量。设 S(t)，I(t)

和 R(t) 分别是三种状态下的人数，该模型（以简化形式）是由三个
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微分方程组成的一个系统

dS

dt
= −aS I, (16.2)

dI

dt
= aS I − b I, (16.3)

dR

dt
= b I. (16.4)

因此，在 1926年的随机模型中，单位时间内的新感染人数与易感者
人数和感染者人数都成正比。在疫情开始时，在时间 t = 0 时，一
定数量的人被感染：S(0) = N − I0，I(0) = I0，R(0) = 0，其中
0 < I0 < N。
虽然系统 (16.2)-(16.4) 没有封闭的解，但它的一些特性可以被

证明。

• 总人口 S(t) + I(t) +R(t) 保持不变，等于 N；

• S(t)、I(t) 和 R(t) 保持正值 (因为这些都代表人数)；
• 当 t → +∞ 时，S(t) 减少到极限 S∞ > 0，I(t) 趋于 0，R(t)

增加到极限 R∞ < N；

• 此外，以下公式隐含地给出了 S∞

− log S∞

S(0)
=

a

b
(N − S∞) , (16.5)

因此也是最终的疫情规模 R∞ = N − S∞。

事实上，我们首先看到

d

dt
�(S + I +R) = 0.

所以

S(t) + I(t) +R(t) = S(0) + I(0) +R(0) = N.
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等式 (16.2) 和 (16.3) 可以改写为：

d

dt

[
S(t) ea

∫ t
0
I(τ) dτ

]
= 0 ,

d

dt

[
I(t) eb t−a

∫ t
0
S(τ) dτ

]
= 0 .

由此可见，一边是 S(t) = S(0) e−a
∫ t
0
I(τ) dτ > 0，而另一边 I(t) =

I(0) ea
∫ t
0
S(τ) dτ−b t > 0。等式 (16.2) 和 (16.4) 表明函数 S(t) 是

递减的，而函数R(t)是递增的 (特别是R(t) ⩾ 0)。由于 S(t) ⩾ 0

和 R(t) ⩽ N，当 t → +∞ 时，函数 S(t) 和 R(t) 确实有极限。
由于 I(t) = N−S(t)−R(t)，I(t)在 t → +∞时也有一个极限，
这个极限只能是零，这可以通过积分 (16.4) 看出。等式 (16.2)
也表明了

− d

dt
[logS] = a I.

从 t = 0 到 t = +∞ 进行积分，我们发现

logS(0)− logS∞ = a

∫ +∞

0

I(t) dt.

等式 (16.3) 可改写为：

dI

dt
= −dS

dt
− b I.

从 t = 0 到 t = +∞ 进行积分得

−I(0) = S(0)− S∞ − b

∫ +∞

0

I(t) dt.

结合这两个结果，我们得到公式 (16.5)，这表明 S∞ > 0。

当初始感染人数 I0 与人口数量 N 相对比较少时，即通常在一
个城市的疫情开始时，公式 (16.5) 可以用 S∞ = N −R∞ 改写为：

− log
(
1− R∞

N

)
≈ R0

R∞

N
, (16.6)

根据定义
R0 =

aN

b
.
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只有当 R0 > 1 时，方程 (16.6) 才有正解。所以可马克和麦肯德里
克得出以下结论：只有当 R0 > 1 时，流行病才会感染人口中不可
忽视的一部分。人口密度有一个阈值 N∗ = b/a，低于这个阈值就不
会发生大流行。
当人口数量 N 刚好超过这个阈值时（N = N∗ + ε），将会发生

小幅度的流行。由（16.6）可知，R∞ ≈ 2ε。所以 S∞ ≈ N∗ − ε：疫
情使易感人群低于阈值 N∗，就像它最初高于阈值一样。

事实上，使用近似值 − log(1− x) ≈ x+ x2

2
，方程 (16.6) 变为

R∞

N
+

1

2

(
R∞

N

)2

≈ R0
R∞

N
.

所以
R∞ ≈ 2(R0 − 1)N = 2

ε

N∗ (N∗ + ε) ≈ 2ε.

如同罗斯的疟疾模型 (第十二章)，条件 R0 > 1 有一个简单的
解释。由于 aN 是流行初期一个感染者在单位时间内感染的人数，
1/b 是平均感染期，所以 R0 = aN/b 是流行病初期，由一个感染
者引起的二次感染的平均数量。
对于致命性疾病，R(t) 是流行病开始以来的累计死亡人数，

dR/dt 是单位时间内的死亡人数。克马克和麦肯德里克注意到，在
他们的数学模型中，函数 dR/dt 的图形确实具有人们期望的流行病
的钟形曲线（图16.4）。

为了画出 dR/dt，他们用 (16.2) 除以 (16.4) 得到

dS

dR
= −a

b
S,

所以
S(t) = S(0) exp

(
−a

b
R(t)

)
.
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图 16.4: 曲线 dR/dt 作
为时间的函数和 1905-
1906 年孟买鼠疫流行期
间每周死亡人数的数据。 0 2010 305 15 25
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将其代入方程 (16.4)，并使用 S(t) + I(t) +R(t) = N，他们得
到的方程是：

dR

dt
= b

[
N −R− S(0) exp

(
−a

b
R
)]

, (16.7)

上式仍然无法明确解决。然而，如果 a
b
R(t) 在整个流行期间保

持较小，则近似的 exp(−u) ≈ 1− u+ u2/2 可得

dR

dt
≈ b

[
N −R− S(0) + S(0)

a

b
R− S(0)

a2

2 b2
R2

]
. (16.8)

这是一个所谓的黎卡提方程，它有两个常数解，一个是正的 R+，
一个是负的 R−，由 (16.8)右手边的 R的二阶多项式的根给出。
设 R̃(t)是 (16.8)的精确解，并设 Q(t) = R̃(t)−R+。那么 Q(t)

满足一个伯努利微分方程，与丹尼尔·伯努利和维尔赫斯特遇
到的那些方程类似 (见 (4.5) 和 (6.1))。因此可以直接改编公式
(6.2)得到 Q(t)。一个容易但繁琐的计算表明，dQ/dt的形式是

α

cosh2(βt− γ)
,
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其中 α、β 和 γ 是常数，它们以复杂的方式依赖于模型的参数。
由于 dR/dt ≈ dR̃/dt = dQ/dt，克马克和麦肯德里克可以选择
(α, β, γ) 来拟合他们的数据。当然，现代计算机和软件可以很
容易地对微分方程 (16.7)进行数值求解，而无需经过这些近似。

这样得到的 dR/dt的曲线与 1905年 12月至 1906年 7月孟买
鼠疫流行期间每周死亡人数的数据很吻合（图16.4）。

克马克和麦肯德里克还考虑了更普遍的模型，其中传染性 a(x)

取决于感染后的时间 x，恢复率 b(x) 也取决于 x。给出最终疫情规
模的方程 (当初始感染病例数较少时) 仍然是 (16.6)，但是

R0 = N

∫ +∞

0

a(x) e−
∫ x
0

b(y) dy dx. (16.9)

参数 R0 的解释与前一种情况相同：它是指在疫情开始时，由于一
个感染者而导致的二次感染的平均数。请注意人口学中 R0 的公式
(16.9) 和洛特卡公式 (10.2) 的相似性：年龄由感染后的时间代替，
生存率由仍被感染的概率 e−

∫ x
0

b(y) dy 代替，生育率由接触率 N a(x)

代替。

克马克和麦肯德里克在 20世纪 30年代发展了其他几个流行病
的数学模型。这些模型仍然是现在流行病学中大多数更复杂的模型
之基础。参数 R0 仍然在模型分析中起着核心作用。

麦肯德里克于 1941 年退休，1943 年去世。1930 年至 1933 年
间，克马克与爱丁堡大学数学系的威廉·麦克雷亚（McCrea）和埃
德蒙·惠特克（Whittaker）共同撰写了几篇关于数学物理学的文章。
在 20 世纪 30 年代和 40 年代，克马克的化学家团队试图合成具有
抗疟活性的新分子，但成效有限。1938 年，克马克与菲利普·埃格
尔顿（Eggleton）合著了一本关于基本生物化学的流行书《我们的
物质》。1944 年，克马克被选为英国皇家学会会员，并于 1949 年在
阿伯丁大学担任生物化学系主任，后来担任了理学院院长。克马克
于 1968 年退休，1970 年去世。
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霍尔丹和突变 (1927)

费舍尔在 1922年文章的另一节考虑了一个突变基因的问题，该
基因可以以给定的概率分布传给随机数量的后代。遗传学的这
个问题在数学上与姓氏灭绝的问题相同。费舍尔表明，如果概
率分布是泊松分布，且突变基因没有选择优势，那么突变基因
可以非常缓慢地从种群中消失。1927 年，英国生物学家霍尔丹
进一步推动了这一模型的研究，并表明突变优势基因维持自身
的概率是其选择优势的两倍。他还对灭绝问题进行了更严格的
论证。

约翰·波顿·桑德森·霍尔丹（Haldane）1892年出生于牛津，他
的父亲是牛津大学的生理学教授。霍尔丹曾在伊顿学院学习，1911
年后在牛津大学新学院学习，第一年专注于数学，后来转入人文科
学。他的学习因第一次世界大战而中断，期间他在法国和伊拉克服
役，受伤后被派往印度担任军事教官。1915 年，他发表了第一篇文
章，讨论他在战前开始的小鼠遗传实验。1919 年，他成为新学院的
研究员，教授生理学并像他父亲一样研究呼吸学。1923 年，他加入
剑桥大学霍普金斯的生物化学实验室，主要研究酶的动力学1。他还
出版了一部科幻小说《代达罗斯或科学与未来》(1923 年)，以及一
篇题为《卡利尼克斯，化学战的辩护》的文章 (1925 年)。1924 年至
1934 年，他写了十篇题为“自然和人工选择的数学理论”的一系列
文章。

在 1927 年发表的该系列文章第五篇中，霍尔丹重新考虑了费
1弗雷德里克·高兰·霍普金斯（Hopkins），因其在维生素方面的工作于 1929 年获得诺贝

尔生理学及医学奖。
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图 17.1:
霍尔丹 (1892–1964)

舍尔于 1922年研究的另一个遗传模型，一个侧重于突变的模型。费
舍尔曾研究过突变基因侵入种群或消失的概率，这个问题在形式上
与比耶梅、高尔顿和沃森关于姓氏灭绝的问题相同。但费舍尔没有
提到这些作品，尽管他可能读过高尔顿与沃森在 1889 年高尔顿的
《自然继承》一书附录中转载的文章。与第九章一样，称 pk 为一个
基因从第一代传给 k 个后代的概率（k ⩾ 0）。费舍尔还考虑了生成
函数 f(x) = p0 + p1 x+ p2 x

2 + · · ·+ pk x
k + · · ·，只是他没有固定 k

的任何上限：总和可以包括无限多的项。他意识到，从第 0 代的一
个带有突变基因的个体开始，这个基因在 k 个个体中的概率是 xk

的系数，其中 f1(x) = f(x) 为第 1 代，f2(x) = f(f(x)) 为第 2 代，
f3(x) = f(f(f(x)) 为第 3 代等等。这样一来，就可以清楚地看到，
下面的等式是成立的

fn(x) = f(fn−1(x)) (17.1)

这个方程比沃森的方程 fn(x) = fn−1(f(x))) 更实用。特别是，从
(17.1)可以看出，n代内的灭绝概率 xn = fn(0)满足迭代公式 xn =

f(xn−1)，这一点比耶梅已经注意到了。

举个例子，费舍尔考虑了一个植物的突变基因可以产生 N 个
种子的情况，每个种子存活下来产生新植物的概率为 q。得到 k 个
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带有突变基因的后代的概率 pk 是二项式：

pk =

(
N

k

)
qk(1− q)N−k

其中所有的 0 ⩽ k ⩽ N，且如果 k > N，则 pk = 0。生成函数为

f(x) = (1− q + q x)N .

设 R0 = N q 为存活下来产生一株新植物的平均种子数。当 N 大而
q 小时，则

f(x) =

(
1 +

R0

N
(x− 1)

)N

≈ eR0(x−1) = e−R0

+∞∑
k=0

(R0x)
k

k!
.

概率分布 (pk) 趋于

e−R0
(R0)

k

k!
,

称为泊松分布。然后使用 x0 = 0，

xn ≈ eR0(xn−1−1)

及数值 N = 80 和 q = 1/80，费舍尔计算了 n 代内灭绝的概率。在
这种情况下，R0 = Nq = 1。繁琐的计算后表明，x100 ≈ 0.98：一
个没有选择优势的突变基因，即 R0 = 1，消失得很慢，100 代后该
基因仍有 2% 的机会存在于种群中。1922 年后，费舍尔没有进一步
推动这个模型的研究。
继续费舍尔的工作，霍尔丹在 1927年的文章中首次注意到，对

于任何概率分布 (pk)，使 p0 > 0，当携带突变基因 R0 的后代平均
数严格大于 1 时，即突变基因具有选择优势时，方程 x = f(x) 在
区间 (0, 1] 内正好有两个根。此外，灭绝概率 x∞(这是 n → +∞ 时
xn 的极限) 是 x = f(x) 的两个根中最小的一个：该基因在种群中
定居的概率不为零。与比耶梅和库尔诺不同，霍尔丹为这个结论提
供了一个证明。
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事实上，我们在区间 [0, 1] 上有 f ′(x) ⩾ 0 和 f ′′(x) ⩾ 0。换句
话说，函数 f(x) 是递增的和凸型的。假设 f(0) = p0 > 0 和

f ′(1) = R0 = p1 + 2p2 + 3p3 + · · · > 1,

那么方程 f(x) = x 在区间 (0, 1] 中正好有两个解：x = 1 和
x∗，使得 0 < x∗ < 1。霍尔丹接着提到加布里埃尔·柯尼希
斯（Koenigs）在 1883 年的一篇文章，该文章表明如果 xn =

f(xn−1) 和 xn → x∞，那么 x∞ = f(x∞) 和 |f ′(x∞)| ⩽ 1。当
f ′(1) > 1 时，唯一的可能是 x∞ = x∗。

对于 f(x) = eR0(x−1) 的泊松分布和 R0 刚好略大于 1 的情况，
消亡概率 x∞ 非常接近 1，f(x∞) = x∞ 等价于

R0(x∞ − 1) = logx∞ ≈ (x∞ − 1)− (x∞ − 1)2

2
.

因此，
1− x∞ ≈ 2(R0 − 1).

霍尔丹的结论是，突变基因不灭绝的概率是其选择优势 R0 − 1 的
两倍。费舍尔在其 1930 年的书中 (没有引用霍尔丹) 以 R0 = 1.01

的情况为例，得出突变基因有 2% 的机会不灭绝。
霍尔丹于 1932年成为英国皇家学会会员。他离开剑桥大学，成

为伦敦大学学院的遗传学教授，后来又成为生物测量学教授。他当
时对人类遗传学特别感兴趣：如突变率的估计、染色体的遗传图谱
等。除了他的科学著作 (1927 年与朱利安-赫胥黎合著的《动物生物
学》，1930年的《酶》，1932年的《进化的原因》和 1954年的《遗传
学的生物化学》) 外，他还在报刊上发表了大量的科学文章 (例如关
于生命的起源）和一些论文（1932 年的《人的不平等》、1935 年的
《一个生物学家的哲学》、1938年的《马克思主义哲学与科学》、1938
年的《遗传与政治》和 1947年的《科学的进步》）。西班牙内战期间，
霍尔丹多次访问西班牙，试图说服自己的国家建造防空洞。第二次
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世界大战期间，他致力于研究潜水艇内部的呼吸问题。自 1942 年
以来，霍尔丹一直是英国共产党员，由于受李森科的影响，苏联官
方拒绝接受孟德尔遗传学，于是他在 1950 年退出。1957 年，他定
居印度，在那里继续研究，先是在加尔各答的印度统计研究所工作，
之后工作于布巴内斯瓦尔，后来他成为印度公民。霍尔丹于 1964年
去世。

进一步阅读

1. Clark, R.: J.B.S., The Life and Work of J.B.S. Haldane. London
(1968)

2. Haldane, J.B.S.: A mathematical theory of natural and artificial se-
lection, Part V, Selection and mutation. Proc. Camb. Philos. Soc.
23, 838–844 (1927)

3. Haldane, J.B.S.: The Causes of Evolution. Longmans (1932) archive.org
4. Pirie, N.W.: John Burdon Sanderson Haldane 1892-1964. Biog. Mem.

Fellows R. Soc. 12, 218–249 (1966)

https://archive.org/details/causesofevolutio00hald_0


埃尔朗和斯特芬森关于消亡问题的论述
(1929–1933)

1929 年，丹麦电话工程师埃尔朗再次考虑了姓氏消亡的问题。
他的同胞统计学家斯特芬森研究出了这个问题的完整解决方
案。他特别表明，每一代人的后代数量的期望值呈指数增长，
从而在随机性和确定性的人口模型之间架起了桥梁。

阿格纳·克拉鲁普·埃尔朗（Erlang）于 1878 年出生在丹麦的
隆堡市，他的父亲是一位校长。1896 年至 1901 年，年轻的埃尔朗
在哥本哈根大学学习数学、物理和化学。随后他在中学里教了几年
书，同时对数学尤其是概率论保持兴趣。1908 年，他遇到了哥本哈
根电话公司的首席工程师、业余数学家詹森（Jensen），詹森说服他
加入该公司的新研究实验室。埃尔朗开始发表文章，介绍概率论在
电话管理方面的应用。1917 年，他发现了一个等待时间的公式，很
快被全世界的电话公司采用。他的文章最初以丹麦语发表，后来被
翻译成多种语言。

1929 年，埃尔朗对比耶梅、高尔顿和沃森在他之前研究过的姓
氏灭亡问题，以及费舍尔和霍尔丹研究过的突变基因问题产生了兴
趣。和他的前辈一样，他并不了解所有已经发表的作品。他再次称
pk 为一个个体有 k 个后代的概率，他注意到 n 代内灭绝的概率 xn

满足于

xn = p0 + p1 xn−1 + p2 (xn−1)
2 + · · · = f(xn−1)

其中 x0 = 0。他还注意到，总体灭绝概率 x∞，即 n → +∞ 时 xn
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图 18.1:
埃尔朗 (1878–1929)

的极限，是方程
x∞ = f(x∞)

的一个解。他意识到 x = 1总是一个解，当后代平均数量R0 = f ′(1)

大于 1 时，在 0 和 1 之间还存在另一个解，但他似乎搞不清楚这两
个解中哪一个是正确的。和高尔顿一样，他在 1929 年把这个问题
提交给了丹麦的《数学杂志》。

“问题 15：设一个人有 k 个孩子的概率是 pk，其中

p0 + p1 + p2 + · · · = 1,

求他的家族灭亡概率。”

不幸的是，埃尔朗在 1929 年同年去世，享年 51 岁。事实上，他死
时没有孩子1。
哥本哈根大学精算数学教授约翰·弗雷德里克·斯特芬森（Stef-

fensen）接手了埃尔朗的问题。他于 1930 年在同一本丹麦杂志上发
表了他的解决方案：正如比耶梅和霍尔丹已经注意到的那样，灭亡
的概率 x∞ 总是封闭区间 [0, 1] 内方程 x = f(x) 的最小根。斯特芬
森的证明在现代教科书中可以找到。

1为了纪念他，国际电话协商委员会于 1946 年决定将电话流量强度的计量单位称为“er-
lang”。“Erlang”也是爱立信公司的一种编程语言的名字。
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事实上，我们看到，消亡概率 x∞ 是 x = f(x)在闭区间 [0, 1]中
的一个解。设 x∗ 是这样的最小解，根据定义，x∗ ⩽ x∞。斯特芬
森首先注意到 x∗ = f(x∗) ⩾ p0 = x1。通过归纳，假设 x∗ ⩾ xn，
那么 x∗ = f(x∗) ⩾ f(xn) = xn+1。因为函数 f(x) 是递增的，
所以 x∗ ⩾ xn 对所有 n 来说都是如此。取极限 x∗ ⩾ x∞，所以
x∞ = x∗。

斯特芬森还给出了一个更正式的解释，即当后代的平均数R0 =

f ′(1) 小于或等于 1 时，为什么 x = 1 是 x = f(x) 的唯一根
(图18.2a)，以及在 R0 > 1的情况下，为什么只有一个不同于 x = 1

的根 (图18.2b)。注意 R0 = f ′(1)是函数 f(x)在 x = 1处的斜率。

他注意到，对于 x = f(x) 的任何根。

1− x = 1− f(x) = 1− p0 −
+∞∑
k=1

pk x
k =

+∞∑
k=1

pk(1− xk) .

假设 x ̸= 1，除以 1− x，我们得到了

1 = p1 + p2(1 + x) + p3(1 + x+ x2) + · · · . (18.1)

当 x 从 0 增加到 1 时，方程 (18.1) 的右边从 1 − p0 增加到
R0 = f ′(1)。如果 R0 < 1，那么方程 (18.1) 就没有解。如果
R0 ⩾ 1，并且如果我们排除了 p1 = 1 这种微不足道的情况，
那么方程 (18.1) 的右边是 x 的严格递增函数。否则就不会有
k ⩾ 2 的情况，使得 pk ̸= 0，R0 将等于 p1 < 1。总之，当
R0 ⩾ 1 时，方程 (18.1) 在区间 [0, 1] 中有且仅有一个解。

1930 年，兼任丹麦精算协会和丹麦数学协会主席的斯特芬森应
邀访问伦敦大学，他的英国同事埃尔德顿（Elderton）向他介绍了
高尔顿和沃森的工作。1933 年，斯特芬森在亨利·庞加莱学院的年
刊上发表了一篇新文章，他曾于 1931 年在该学院召开过一次会议，
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1
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图 18.2: 在第十七章的例子中，函数 y = x 和 y = f(x) 的图形，f(x) =

eR0(x−1)，R0 = 0.75 < 1(左) 或 R0 = 1.5 > 1(右)。

他用丹麦语总结了他文章的结果，并与沃森的结果进行了比较。他
还表明，第 n 代后代数量的数学期望值等于 (R0)

n。

事实上，设 pk,n 为从第 0 代的一个个体开始，在第 n 代有 k

个后代的概率。在 1930年的文章中，斯特芬森像他的前辈们一
样注意到了生成函数

fn(x) =
+∞∑
k=0

pk,n x
k

相对于第 n 代，满足 f1(x) = f(x) 和

fn(x) = f(fn−1(x)). (18.2)

设 Mn 为第 n 代后代数量的期望值，则

Mn =
+∞∑
k=1

k pk,n = f ′
n(1).
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由推导公式 (18.2)，我们得到了

f ′
n(x) = f ′(fn−1(x))× f ′

n−1(x).

所以

Mn = f ′
n(1) = f ′(fn−1(1))× f ′

n−1(1)

= f ′(1)×Mn−1 = R0 ×Mn−1.

由于 M1 = f ′
1(1) = f ′(1) = R0，因此，对于所有 n 有 Mn =

(R0)
n。

因此，后代的预期数量根据 R0 大于还是小于 1 而呈几何级数
增加或减少。后代的预期数量与欧拉、马尔萨斯等人所考虑的人口
增长的确定性模型一样。然而，即使当 R0 > 1 时，也存在着一个
非零的概率 x∞，即这个家族会灭亡。这种可能性不会发生在确定
性模型中。

斯特芬森和他的前辈们所研究的随机过程仍然是许多更现实的
种群动态模型的基本要素。我们将在第二十章最后一次提到这个问
题。至于斯特芬森，他一直担任哥本哈根大学的教授直到 1943 年，
于 1961 年去世。
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赖特和随机遗传漂移 (1931)

1931 年美国生物学家赖特发展了种群遗传学中的随机模型研
究，该模型的基础与哈迪-温伯格定律中的假设相同，只是没有
假设种群无限大，基因型的频率不再是恒定的。两个等位基因
中的一个事实上会消失，但也许是在很长时间之后。对这一模
型的解释仍然是赖特和费舍尔之间争论的话题，后者估计自然
选择在进化中发挥的作用比随机性更重要。

苏厄尔·赖特（Wright）1889 年出生于美国的马萨诸塞州。他
在伊利诺伊州的一所小学院完成了本科学业，他父亲在那里教授经
济学。在伊利诺伊大学厄巴纳分校获得生物学硕士学位，并在冷泉
港实验室上了暑期班后，赖特在哈佛大学攻读博士学位，研究豚鼠
毛色的遗传。1915 年至 1925 年，他在华盛顿的美国农业部畜牧司
继续从事豚鼠的近亲繁殖实验。他开发了“路径系数法”来分析这
些实验，后来他加入芝加哥大学的动物学系。

图 19.1:
赖特 (1889–1988)

受费舍尔 1922 年发表的关于种群遗传学文章 (见第十四章) 的
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启发，赖特在 1925 年写了一篇题为《孟德尔种群的进化》的长文，
最终于 1931 年发表。他特别研究了一个数学模型，该模型也隐约
出现在费舍尔 1930 年出版的《自然选择的遗传理论》一书中。与
哈迪-温伯格定律一样，这个模型考虑的是一个位点只有两个可能的
等位基因 A 和 a 的情况，但没有假定种群是无限大的。问题的关
键是取消这一假设是否对种群的遗传组成有一定影响。所以，设 N

为个体总数，若所有世代的个体数都相同，每个个体有两个等位基
因，那么每代种群中共有 2N 个等位基因。该模型还假设交配是随
机发生的。如果在第 n 代中有 i 个等位基因 A 和 2N − i 等位基因
a，那么在第 n+ 1 代中随机选择的等位基因 A 的概率为 i

2N
，a 的

概率为 1 − i
2N
。因此，在第 n + 1 代中等位基因 A 的数量将等于

j，概率为1

pi,j =

(
2N

j

)(
i

2N

)j (
1− i

2N

)2N−j

, (19.1)

其中二项式系数
(
2N
j

)
等于 (2N)!

j!(2N−j)!
。设 Xn 是第 n 代中等位基因

A 的数量，它是一个随机变量（图19.2）。

图 19.2: 两个模拟结
果显示，如果 N =

20，X0 = 10，30 代
期间等位基因 A 的
数量 Xn 的变化。

0 10 20 30

N

2N

0 10 20 30

N

2N

我们可以证明，在知道 Xn = i 的情况下，Xn+1 的期望值等于

1这种作为马尔科夫链的表述是由马莱科（Malécot）1944 年提出来的。
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i，这让人联想到哈迪-温伯格定律，即等位基因 A 的频率在历代中
保持不变。

事实上，考虑生成函数

f(x) =
2N∑
j=0

pi,j x
j =

(
1− i

2N
+

ix

2N

)2N

,

如果 Xn = i，那么 Xn+1 的期望值为

2N∑
j=0

j pi,j = f ′(1) = i. (19.2)

然而，在这个模型中，有可能从初始条件 X0 = i开始，0 < i < 2N，
事件 Xn = 0 在一定代数后偶然发生。在这种情况下，所有的等位
基因都是 a 类型，Xn 在未来的所有世代中都将保持等于 0。如果
Xn = 2N，在一定代数后，等位基因 A 也会发生同样的固定情况。
总之当种群像哈迪-温伯格模型那样被假定为无限大时，这两个等位
基因不会消失，因为它们的频率保持不变。当考虑到种群的有限规
模时，如在费舍尔-赖特模型中，两个等位基因的频率会发生波动，
其中一个等位基因可以（而且会）消失。

从 X0 = i 开始，可以很容易地计算出种群固定在状态 X = 0

的概率 Qi。事实上，Qi 必须满足以下“边界条件”

Q0 = 1, Q2N = 0. (19.3)

此外：

Qi =
2N∑
j=0

pi,j Qj , (19.4)

因为 pi,j Qj 是固定在状态 X = 0 的概率，从 X0 = i 开始，经过
X1 = j。由于

∑
j pi,j = 1，我们用 (19.2) 看到，Qi = 1− i

2N
是系

统 (19.3)-(19.4) 的解。因此，从规模为 N 的种群中的 i 个等位基因
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A 开始，系统向只包含等位基因 a 的种群进化的概率等于 1 − i
2N
。

同样，它向只含有等位基因 A 的种群演化的概率等于 i
2N
。

赖特设法表明，在两种极端状态之一的固定化之前所经过的代
数大约是 2N 代（图19.3）。对于有几百万个体的种群来说，这个
时间是如此之长，以至于等位基因的频率可以被认为是几乎不变的，
就像哈代-温伯格定律一样。

事实上，假设第 0 代种群中存在 i0 个 A 类型的等位基因，那
么 u

(n)
i 就是第 n 代种群中存在 i 个 A 类型等位基因的概率

u
(n+1)
j =

2N∑
i=0

u
(n)
i pi,j

其中所有 j = 0, . . . , 2N。我们已经看到，当 n → +∞ 时，

u
(n)
0 → 1− i0

2N
, u

(n)
2N → i0

2N
, u

(n)
i → 0

其中所有 0 < i < 2N。赖特注意到，如果 u
(n)
i = v，对于所有

i = 1, . . . , 2N − 1，则

u
(n+1)
j = v

(
2N

j

) 2N−1∑
i=1

(
i

2N

)j (
1− i

2N

)2N−j

(19.5)

因为 p0,j = p2N,j = 0。当 N 足够大时

1

2N

2N−1∑
i=1

(
i

2N

)j (
1− i

2N

)2N−j

≈
∫ 1

0

xj(1− x)2N−j dx

=
j! (2N − j)!

(2N + 1)!
, (19.6)

积分的值是通过连续的部分积分得到的。结合 (19.5) 和 (19.6)，
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对于 0 < j < 2N，我们最终得出了

u
(n+1)
j ≈ 2N

2N + 1
v =

(
1− 1

2N + 1

)
u
(n)
j .

所以，对于所有 0 < j < 2N 的概率 u
(n)
j ，每一代以约 1/2N 的

速度下降。如果 N 很大，这个速度非常慢。例如，如果 N 是
百万数量级，则几乎没有下降。

图 19.3: 如果 N =

20，X0 = 10，经过
30 代后，种群中存
在 i 个等位基因 A

的概率 (横轴上 i =

0, . . . , 2N)。
0 2NN

0.1

1922 年，费舍尔已经试图估计这个固定率 (1/2N)，但漏掉了
一个系数 2。无论如何，两位科学家对繁殖种群的典型大小 N 存在
分歧。对于进化论来说，赖特的工作表明，小种群中的随机遗传漂
移可能是物种起源的一种机制。从事物种分类工作的生物学家确实
注意到，物种或亚种之间的差异在自然选择方面往往没有明显的解
释。这一观点在 20 世纪 40 年代和 50 年代遭到费舍尔和他的同事
福特（Ford）的强烈反对，他们都认为与自然选择相比，随机遗传
漂移可以忽略不计。他们特别提到了自己对牛津大学附近的一个小
型孤立的飞蛾种群 (Panaxia dominula) 的基因频率波动的研究，在
那里，某种基因的三种基因型 (普通同型、异型和稀有同型) 可以通
过视觉来区分。另一个著名的关于自然选择和随机漂移各自影响的
争论集中在头孢菌（Cepaea）属的蜗牛身上。现在更现实的进化模
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型结合了随机漂移、选择、突变、迁移、非随机交配等因素。随机
漂移的作用后来被日本科学家木村資生以其“分子进化的中性理论”
再次强调。另一个发展是“凝聚理论”（由约翰·金曼 Kingman 于
1982 年提出），该理论将基因的祖先向前追溯到它们有一个共同祖
先的地方。
赖特于 1934 年成为美国国家科学院院士，他与西奥多西·多

布赞斯基（Dobrzhánskij）合作多年，研究死亡谷地区苍蝇（假黑果
蝇 Drosophila pseudoobscura）自然种群的遗传学。他于 1955 年从
芝加哥大学退休，又在威斯康星大学麦迪逊分校担任了 5 年教授。
1968 年至 1978 年，他出版了四卷本的论文，总结了他在《进化和
种群的遗传学》方面的工作。赖特于 1984 年获得巴尔赞奖，1988
年去世，享年 98 岁。
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基因的传播 (1937)

1937 年，罗纳德·费舍尔和三位俄罗斯数学家柯尔莫哥洛夫、
彼得罗夫斯基和皮斯库诺夫独立研究了一个用于优势基因地理
传播的偏微分方程。他们表明，根据基因的优势和扩散系数，基
因频率就像一个以明确定义的速度传播的波。他们的工作是反
应-扩散方程理论的起点。

1937 年，有两篇文章发表，介绍了研究种群动态中空间异质性
的新方法。费舍尔是第一篇文章的作者，题为《优势基因的推进波》，
发表在《优生学年鉴》上。他研究了一个有利基因在种群中的空间传
播。作为一种简化，他把空间缩小到只有一个维度，设 u(x, t) 为在
时间 t 位于点 x 的人口中拥有有利基因的比例，所以 0 ⩽ u(x, t) ⩽
1。为了包括自然选择，他使用了连续时间变量方程 (14.6)，∂u

∂t
=

a u (1 − u)，其中 a 是一个正参数。对于一个给定的 x 值，我们认
识到维尔赫斯特的逻辑方程 (见第六章)，其解 u(x, t) 在 t → +∞
时趋向于 1。此外，费舍尔假设位于 x 点的个体后代具有有利基因，
他们不会停留在同一个点上，而是随机地分散在 x 的附近。通过与
物理学的类比，他认为必须在 u(x, t) 的方程中加入一个扩散项，从
而得到偏微分方程：

∂u

∂t
= a u

(
1− u

)
+D

∂2u

∂x2
. (20.1)

当选择系数 a 为零时，这就简化为傅立叶（Fourier）在热学理论中
引入的扩散方程，后来被菲克用于物理粒子的扩散。1904 年，罗纳
德·罗斯开始考虑种群动力学中的随机扩散问题。他当时想知道蚊
子的密度是如何随着离繁殖地的距离增加而减少的。这个问题已经
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引起了卡尔·皮尔逊和雷利勋爵（Rayleigh）的注意。到 1937 年，
特别是在爱因斯坦的布朗运动的研究之后，关于扩散方程的科学文
献有了很大的发展。
费舍尔表明，存在 u(x, t) = U(x+ vt) 形式的方程 (20.1) 的解，

满足三个条件：

0 ⩽ u(x, t) ⩽ 1, u(x, t) −→
x→−∞

0, u(x, t) −→
x→+∞

1.

只要 v ⩾ v∗，其中
v∗ = 2

√
aD.

这些解决方案将具有有利基因的稳态 u = 1 与没有这种基因的稳态
u = 0 联系起来。它们代表的是以速度 v 向 x 的递减值方向传播的
波。事实上，u(x− v T, t+ T ) = u(x, t)：在时间 t 时处于 x 位置的
那部分波在时间 t+ T 时移动到 x− v T 位置。

图 20.1: 一个有利基因
以 v∗ 的速度从右向左传
播。时间 t = 0 时的基因
频率 u(t, x) 为阶梯函数。

事实上，设 z = x + v t，费舍尔注意到，如果 u(x, t) = U(z)，
则

∂u

∂t
= v U ′(z),

∂u

∂x
= U ′(z),

∂2u

∂x2
= U ′′(z).
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如果 u 是方程（20.1）的解，那么

v U ′(z) = aU(z) (1− U(z)) +DU ′′(z) . (20.2)

当 u 接近 0 时，即当 z → −∞ 时，费舍尔预计 U(z) → 0，
U ′(z) → 0。将 k 称为 U ′(z)/U(z) 的极限，当 z → −∞ 时，我
们从洛必达法则（L’Hôpital）知道 U ′′(z)/U ′(z) 也趋于 k。因
此：

U ′′(z)/U(z) = [U ′′(z)/U ′(z)]× [U ′(z)/U(z)] −→ k2.

将方程 (20.2) 除以 U(z) 并让 z 趋向于 −∞，我们得到一个二
阶方程

Dk2 − v k + a = 0.

但 k 必须是一个实数。所以这个方程的判别式必须是非负数：
v2 − 4aD ⩾ 0，或者是 v ⩾ 2

√
aD = v∗。因此，v ⩾ v∗ 是一个

以速度 v 传播的波存在的必要条件，也是一个充分条件，如下
所述。

费舍尔注意到，在一大类初始条件下，只有完全以速度 v∗ 传播
的波才会被选中。例如，对于阶跃函数：当 x < 0 时，u(x, 0) = 0；
当 x ⩾ 0时，u(x, 0) = 1。图中20.1显示了这种不连续的初始条件是
如何逐渐变成以速度 v∗ 向 x 减小方向传播的平滑波。

同年 1937 年，除了费舍尔的工作，安德烈·尼古拉耶维奇·柯
尔莫哥洛夫（Kolmogorov）、伊万·格奥尔基耶维奇·彼得罗夫斯基
（Petrovskij）和尼古拉·谢苗诺维奇·皮斯库诺夫（Piskunov）也研
究了显性基因的传播问题。

柯尔莫哥洛夫 1903年出生于俄罗斯的坦波夫。在莫斯科国立大
学学习数学期间，他做了一些关于三角数列的重要工作。他于 1929
年成为数学和力学研究所的研究员，1931 年成为大学教授。他致力
于研究随机过程及其与微分和偏微分方程的联系。1933 年，他发表
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了一篇论文，奠定了概率论的现代基础。他的研究兴趣包括拓扑学、
近似理论、马尔科夫链、布朗运动以及生物问题的应用。1935 年，
他发表了一篇关于遗传学的文章，讨论了哈迪、费舍尔和赖特的研
究成果。1936 年他发表了一篇关于洛特卡-沃尔泰拉系统的泛化的
文章。

图 20.2: 柯尔莫哥洛夫 (1903–1987) 和彼得罗夫斯基 (1901–1973)

彼得罗夫斯基 1901 年生于塞夫斯克。他在莫斯科国立大学学
习数学，1933 年成为该校教授。他主要从事偏微分方程理论和实代
数曲线的拓扑学研究，也写了一些关于常微分方程和概率论的文章。
1908 年出生的皮斯库诺夫，是另一位曾在莫斯科国立大学学习数学
的学生。

20 世纪 30 年代，柯尔莫哥洛夫与莫斯科的人口遗传学先驱
塞瑞布罗夫斯基（Serebrovskij）有联系。当时, 由于农学家李森科
（Lysenko）的崛起，孟德尔遗传学在苏联变得越来越危险。李森科成
功地说服了斯大林，认为孟德尔遗传学只是“资产阶级的伪科学”，
原定于 1937 年在莫斯科召开的第七届国际遗传学大会被取消，许
多苏联遗传学家被处决或被送进劳改营。

柯尔莫哥洛夫、彼得罗夫斯基和皮斯库诺夫在 1937 年发表在
《莫斯科国立大学公报》上的题为《物质数量增加时的扩散方程研究
及其在生物问题上的应用》的文章中，还是使用了一个基于孟德尔
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遗传学的数学模型，他们的模型是一个偏微分方程，其形式为

∂u

∂t
= f(u) +D

∂2u

∂x2
(20.3)

其中 u(x, t) 是在点 x 和时间 t 的有利基因的频率。假设函数 f(u)

满足以下几个条件：f(0) = f(1) = 0; 如果 0 < u < 1，则 f(u) > 0，
f ′(0) > 0; 如果 0 < u ⩽ 1，则 f ′(u) < f ′(0)。作者展示了一
个类似于费舍尔的结果，但有一个更严格的证明：如果初始条件是
0 ⩽ u(x, 0) ⩽ 1，那么若 x < x1，则 u(x, 0) = 0；若 x > x2 ⩾ x1，
则 u(x, 0) = 1。基因的传播速度为

v∗ = 2
√
f ′(0)D.

搜索解 u(x, t) = U(z)，其中 z = x+ vt，可以得到方程 (20.2)
的明显推广

vU ′(z) = f(U(z)) +DU ′′(z).

这个二阶微分方程可以被改写为一阶微分方程组

dU

dz
= p,

dp

dz
=

v p− f(U)

D
. (20.4)

回顾一下，U(z) 应该是这样的：当 z → −∞，U(z) → 0；当
z → +∞，U(z) → 1。在系统 (20.4) 的稳态 (U = 0, p = 0) 附
近，我们有 f(U) ≈ f ′(0)U。所以 (20.4) 可以用线性系统来近
似表示

dU

dz
= p,

dp

dz
=

v p− f ′(0)U

D
. (20.5)

寻找 U(z) = U0 e
kz 和 p(z) = p0 e

kz 形式的指数解，得到特征
方程

Dk2 − vk + f ′(0) = 0,

与费舍尔的文章中的特征方程一样。同样，k 必须是实数 (否则
u 将振荡并取负值)。因此 v ⩾ 2

√
f ′(0)D = v∗。那么 k 的两
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个根就是实数和正数。如果 v > v∗，这两个根是不同的，稳态
(U = 0, p = 0) 是一个不稳定的节点。如果 v = v∗，两个根是
相同的，(U = 0, p = 0) 是一个不稳定的退化节点，如图20.3所
示。同理，系统 (20.4) 在稳态 (U = 1, p = 0) 附近导致线性系
统

d(U − 1)

dz
= p,

dp

dz
= [v p− f ′(1)(U − 1)]/D.

由此可得特征方程

Dk2 − vk + f ′(1) = 0.

由于 f ′(1) ⩽ 0，所以判别式为 v2−4Df ′(1) ⩾ 0。如果 f ′(1) < 0，
则有两个符号相反的实根，(U = 1, p = 0) 是一个鞍点。如果
f ′(1) = 0，则一个根为零，另一个根为正值 (见图20.3)。详细
的分析表明，事实上对于所有 v ⩾ 2

√
f ′(0)D，有一条唯一的

积分曲线连接着 (U = 0, p = 0) 和 (U = 1, p = 0) 这两个稳定
状态，如图20.3的特殊情况。
柯尔莫哥洛夫、彼得罗夫斯基和皮斯库诺夫继续严格证明

了偏微分方程 (20.3) 有一个满足初始条件的唯一解 u(x, t)，这
个解是这样的：

• 对于所有 x 和 t > 0，0 < u(x, t) ⩽ 1；
• 如果 u(x, 0) 是 x 的增函数，那么 u(x, t) 对所有 t > 0 来
说都是 x 的增函数；

• u(x, t) 趋近于以速度 v∗ 传播的波的波廓。

这些证明太长了，仅在此作以总结。

注意，费舍尔使用的函数 f(u) = a u (1−u) 确实满足所有这些
条件，并且 f ′(0) = a。受方程 (14.5) 的启发，柯尔莫哥洛夫、彼得
罗夫斯基和皮斯库诺夫考虑了函数 f(u) = a u (1 − u)2，它满足同
样的条件并给出同样的传播速度。
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图 20.3: 图中 (U, p) 显
示了系统 (20.5) 的一些
积分曲线，特别是连接
(U = 1, p = 0) 和 (U =

0, p = 0) 的唯一曲线，
它是给出传播波形状
的曲线。这里，f(u) =

au(1−u)2，a = 1，D = 1，
v = v∗ = 2。

费舍尔以及柯尔莫哥洛夫、彼得罗夫斯基和皮斯库诺夫的文章
是构建遗传学、生态学和流行病学中许多地理扩散数学模型的起点。
这些模型被称为“反应-扩散系统”。
至于柯尔莫哥洛夫，从 1938 年开始，他还研究了比耶梅、高尔

顿、沃森、费舍尔、霍尔顿、埃尔朗和斯特芬森所考虑的姓氏消亡
问题：他把所有这些著作中共同的随机过程称为“分支过程”。1939
年，他成为苏联科学院院士。后来他为流体力学中的湍流问题 (1941
年)、与天体力学有关的动力系统理论 (1953 年) 和信息理论 (1956
年开始) 作出了重要贡献。他还参与了一本百科全书以及高中和大
学教科书的写作，帮助建立了一所实验中学，并编辑了一本科普杂
志。他获得了许多国际奖项（包括 1962 年的巴尔赞奖和 1980 年的
沃尔夫奖），1987 年柯尔莫哥洛夫在莫斯科去世。
彼得罗夫斯基在 1940 年成为莫斯科国立大学机械和数学系的

主任。他从 1951年开始担任该大学的校长，直到 1973年去世。1946
年，他成为苏联科学院的正式成员，并担任 1966年在莫斯科举行的
国际数学家大会的主席。他还撰写了关于常微分方程、偏微分方程
和积分方程的教科书。皮斯库诺夫成为一所军事学院的教授，他编
写的微分和积分的教科书被许多工业大学采用。皮斯库诺夫于 1977
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年去世。
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莱斯利矩阵 (1945)

1945 年，英国生态学家莱斯利分析了一个年龄结构的啮齿类动
物种群的矩阵模型，从而将洛特卡的工作调整为离散时间框架。
他强调增长率对应一个特征值，稳定的年龄结构对应一个特征
向量。他还从数字上估计了褐鼠的净繁殖率 R0。

帕特里克·霍尔特·莱斯利（Leslie）于 1900 年出生于苏格兰
爱丁堡附近，曾在牛津大学基督教堂学院学习，1921 年获得生理学
学士学位。由于健康问题，他未能完成医学研究，在病理系做了几
年细菌学助理后，转而从事统计工作。他于 1935年加入查尔斯·埃
尔顿（Elton）成立的新研究中心：动物种群局。这个中心的目的是
通过实地研究和实验室实验来研究动物种群的波动。大部分的研究
都是针对啮齿类动物：利用加拿大哈德逊湾公司的档案分析野兔及
其天敌猞猁的周期，跟踪英国灰松鼠以牺牲红松鼠为代价的领土扩
张，收集牛津附近的田鼠数据等等。莱斯利将洛特卡建立的人类人
口统计学方法应用于田鼠的数据中。第二次世界大战期间，该中心
的研究重点是筒仓中的老鼠及鼠类的控制方法。

图 21.1: 莱斯利 (1900–1972)

1945 年莱斯利在由高尔顿、皮尔逊和韦尔登于 1901 年创办
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的《Biometrika》杂志上发表了他最著名的文章，这篇文章的标题
是《论矩阵在某些人口数学中的应用》。莱斯利考虑了一个动物种
群中雌性数量增长的模型，例如老鼠的种群（也可以是人类），该种
群以 K + 1 个年龄组划分，Pk,n 是在时间 n 时年龄 k 的雌性数量
（k = 0, 1, . . . ,K；n = 0, 1, . . .）。设 fk 为 k 年龄时的生育率，或者
更准确的说是 n 和 n+1 之间每个雌性所生女儿的数量，K 是生育
率不为零的最大年龄 (fK > 0)，sk 为年龄 k 的个体至少生存到年
龄 k + 1 的概率，那么种群的年龄结构由以下方程组给出

P0,n+1 = f0 P0,n + f1 P1,n + · · ·+ fK PK,n

P1,n+1 = s0 P0,n

P2,n+1 = s1 P1,n

...
...

PK,n+1 = sK−1 PK−1,n .

所有的数 fk 都是正数，且 sk 满足 0 < sk < 1。在十九世纪末二十
世纪初，数学家们习惯于把这种方程组以简化的形式书写，即1

Pn+1 = M Pn , (21.1)

其中 Pn 为列向量 (P0,n, . . . , PK,n)，M 为方阵 (即 K+1行和 K+1

列的数表)

M =



f0 f1 f2 · · · fK

s0 0 0 · · · 0

0 s1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
0 . . . 0 sK−1 0


.

为了理解系统 (21.1) 作为时间函数的行为，莱斯利寻找一个几何级
数递增或递减的解决方案 Pn = rn V，数字 r 和向量 V 必须满足以
下条件

M V = r V . (21.2)
1Pk,n+1 = Mk,0 P0,n + Mk,1 P1,n + · · · + Mk,K PK,n 对所有 k 而言。
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在这种情况下，r 被称为“特征值”，V 是矩阵 M 的“特征向量”。
换句话说，关键是找到年龄分布 V，在每个时间步长上乘以一个常
数 r。按照洛特卡的术语，这种分布被称为“稳定分布”。回到更常
用的符号，方程 (21.2) 可以改写为{

f0 V0 + f1 V1 + · · ·+ fK VK = r V0,

s0 V0 = r V1, s1 V1 = r V2, . . . , sK−1 VK−1 = r VK .

由此可见

V1 =
s0 V0

r
, V2 =

s0 s1 V0

r2
, . . . VK =

s0 s1 · · · sK−1 V0

rK
.

将其代入第一个方程，简化为 V0 并乘以 rK，莱斯利得到了特征方
程

rK+1 = f0 r
K + s0 f1 r

K−1 + s0 s1 f2 r
K−2 + · · ·+ s0 s1 · · · sK−1 fK .

(21.3)
这是一个次数为 K + 1 的变量 r 的多项式方程，所以有 K + 1 个
实根或复数根 r1, . . ., rK+1。此外莱斯利注意到（使用笛卡尔的多
项式符号规则），(21.3) 只有一个正实根，称其为 r1。

莱斯利还提出，在大多数生物学上的现实条件下（使用佩龙和
弗罗贝尼乌斯的正矩阵理论），特征值 r1 严格地大于所有其他
实数或复数特征值的模数（称它们为 r2，. . .，rK+1）。此外，
(21.3) 的所有根通常是不同的，对于每个特征值 ri，可以找到
一个相关的特征向量。设 Q 是大小为 K +1 的方阵，其 K +1

列分别包含与 r1, . . . , rK+1 相关联的特征向量，则M Q = QD，
其中 D 是对角矩阵 [r1, . . . , rK+1]。

M = QDQ−1

和
Pn = Mn P0 = QDn Q−1 P0.
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注意，Dn 是对角矩阵 [(r1)
n, . . . , (rK+1)

n]，且

Dn/rn1 → D = [1, 0, . . . , 0]

当 n → +∞ 时，因为 r1 > |ri| 对于所有的 i ̸= 1。因此，当
n → +∞ 的时候，

Pn/(r1)
n → QD Q−1 P0.

年龄结构向量 Pn 的每个分量都像 (r1)
n 一样增加或减少，如

果 r1 > 1，则种群数量按指数增加；如果 r1 < 1，则按指数减少。
从方程 (21.3) 中，我们可以很容易地证明，当且仅当参数 R0 严格
大于 1 时，条件 r1 > 1 为真，其中

R0 = f0 + s0 f1 + s0 s1 f2 + · · ·+ s0 s1 · · · sK−1 fK ,

请注意，s0�s1 · · · sk−1 是至少存活到 k 岁的概率。所以参数 R0 是一
只雌性一生所生女儿的平均数，类似于公式 (10.2)、(12.2)和 (16.9)。
本模型是洛特卡工作的一种离散时间的类似模型（见第十章），也是
对欧拉工作的概括，包括随年龄变化的生育率 (见第三章)。
莱斯利用一位美国同事发表的褐鼠生育率和存活率系数 fk 和

sk 的数据说明了他的方法。经过一些统计运算，以合理的方式完成
数据，他得到 R0 ≈ 26。

莱斯利对种群动力学问题的矩阵公式如今仍被许多生物学家使
用，现代计算机和科学软件可以计算任何矩阵的特征值和特征向量，
从而大大简化了计算过程。人们可以很容易地计算参数 R0 和增长
率 r1。

第二次世界大战后，莱斯利用他的方法计算了其他动物物种的
增长率：鸟类、甲虫等。他还研究了随机模型、物种间竞争模型和
捕捉-再捕捉数据的分析。他于 1967 年退休，同年查尔斯·埃尔顿
也退休了。后来动物种群局不再是一个独立的研究中心，它成为牛
津大学动物学系的一部分。莱斯利于 1972 年去世。
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渗滤和流行病 (1957)

1957 年，哈默斯利和布罗德本特考虑了“流体”在一个无限的
正方形网络中的传播，其中两个相邻节点以一定的概率连接。
在可能的例子中，他们提到了果园中流行病的传播。他们表明，
有一个临界概率，低于这个概率就不会有大规模的流行病发生，
而高于这个概率流行病则会大规模发生。他们的文章是渗流理
论的起点。

约翰·迈克尔·哈默斯利（Hammersley）1920年出生于苏格兰，
他的父亲在一家出口钢铁的美国公司工作。他开始在剑桥大学伊曼
纽尔学院学习，但 1940 年不得不去参军，从事火炮计算的改进工
作。1948 年完成学业后，他成为牛津大学设计和分析实验小组的助
理。1955 年加入位于牛津附近哈维尔的原子能研究机构。

图 22.1:
哈默斯利 (1920–2004)

西蒙·拉尔夫·布罗德本特（Broadbent）生于 1928 年，他在
剑桥学习工程学，在牛津大学马格达伦学院学习数学（在那里他还
写诗），并在伦敦帝国学院开始攻读统计学博士学位，研究“对偏离
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均匀分散的一些测试”。在攻读博士学位期间，他得到了英国煤炭利
用研究协会的一些支持，研究可能与煤炭生产有关的统计问题。

1954 年，由原子能研究机构主办的蒙特卡洛方法研讨会在伦敦
皇家统计学会举行。这些方法由约翰·冯·诺依曼（von Neumann）
斯坦尼斯·乌拉姆（Ulam）和尼古拉斯·梅特罗波利斯（Metropolis）
在洛斯阿拉莫斯实验室于 20 世纪 40 年代发起，使用随机的计算机
模拟来估计未知的数学量。哈默斯利在伦敦研讨会上提交了他与哈
维尔的同事莫顿（Morton）合作准备的一篇论文，这篇论文也发表
在《皇家统计学会杂志》上。在研讨会发言后的讨论中，布罗德本
特提到了一个有趣的问题，可以用一些蒙特卡洛方法来研究：给定
一个二维或三维的有规律的孔隙网络，使两个相邻的孔隙以概率 p

相连，如果从其中一个孔隙引入气体，那么网络中被气体填充的比
例是多少？布罗德本特其实是在考虑为煤矿工人设计防毒面具，特
别是考虑防毒面具发挥作用所需的孔隙大小。

随后，哈默斯利开始与布罗德本特一起研究这个防毒面具问题。
他们意识到，这只是一个尚未被研究的问题系列的原型：一种“流
体”（其含义取决于上下文）在随机介质中的确定性传播。哈默斯利
将其称为“渗流”，类似于咖啡壶中发生的情况。在原子能研究机构，
哈默斯利也有机会使用当时最强大的计算机来测试蒙特卡洛方法的
渗流问题。

1957 年，布罗德本特和哈默斯利终于发表了第一篇关于渗流的
数学理论文章。在他们考虑的例子中，有一个是种群动态模型，即
流行病在一个果园中的传播。假设一个很大的果园的树木被放置在
一个正方形网络的节点上，在给定感染树的四棵最近的树中，每棵
树都有概率 p 被感染。问题是，是否大量的树木会被感染，或者疫
情是否会保持在局部范围内。当然，这取决于概率 p，而概率 p 又
与树木之间的距离，即网络网格的宽度有关。

布罗德本特和哈默斯利研究了极限情况，即果园是无限大的，覆
盖整个平面，开始时只有一棵树被感染，设 f(p)为无限数量的树从
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这个源头被感染的概率。人们期望 f(p)是 p的递增函数，f(0) = 0，
f(1) = 1。他们的主要结论是，存在一个临界概率 p∗，0 < p∗ < 1，
这样就

• 如果 p < p∗，那么 f(p) = 0，所以只有有限数量的树木被感
染；

• 如果 p > p∗，那么 f(p) > 0，无限多的树木可能被感染。

证明涉及到要对比从传染源开始的不同“自避步道”的数量。这
些路径穿过一定数量的相邻树 (记得每棵树有四颗相邻树)，而
访问任何树不超过一次。长度 n 的自避路径是一条概率为 pn

的感染路径，因为感染可以以概率 p 从每一棵被访问的树传播
到下一棵树。现在，设 q(j, n) 为概率，即在所有 n 阶梯自避步
道中，正好有 j 这样的步道是感染路径。如果有无限多的感染
树，那么对于所有的整数 n，至少存在一个 n 阶梯自避步道是
感染路径。所以对于所有 n 来说,

0 ⩽ f(p) ⩽
+∞∑
j=1

q(j, n) ⩽
+∞∑
j=1

j q(j, n).

但是
∑+∞

j=1 j q(j, n) 是长度为 n 的自避步道的预期感染路径数，
这个数等于 pn s(n)，其中 s(n) 是 n 阶梯式自避步道的总数。
哈默斯利可以在另一篇论文中证明，当 n → +∞ 时，s(n) 像
eκn 一样增长，其中 κ 称为连接常数。如果 p < e−κ，那么随着
n → +∞，pns(n)趋向于 0，并且 f(p) = 0。因此 p∗ ⩾ e−κ > 0。

因此，实际操作中，树的间距不要太近，以在发生疫情时将 p

控制在 p∗ 以下为佳。但树木越近，每公顷产量越高，所以需找到一
个折中的办法。
正如布罗德本特和哈默斯利所注意到的那样，渗透过程中临界

概率的存在与分支过程中阈值的存在有一定的相似性（见第七章）。



144

我们可以尝试用数值方法来估计临界概率 p∗。为此，固定一个
p 值，用一个大小为 N ×N，N 足够大的有限正方形网络来替代无
限网络。例如，假设网络中间的树被感染了。有了计算机，人们可
以随机选择哪些树可以感染其它树。图22.2显示了随机选择的感染
路径，使用的是图中的边。在图22.2a 中，p 小于 p∗，在图22.2b 中，
p 大于 p∗。我们可以很容易地确定哪些树会被感染：从位于中心的
被感染的树开始，通过一条边的路径可以到达这些树。它们在图中
用小黑方块标记。

图 22.2: p = 0.4 [左] 或 p = 0.55 [右] 的渗流。

然后可以检查疫情是否至少已经到达 N×N 网络的边界。如果
是这样，并且 N 足够大，可以认为被感染的树木的数量是“几乎无
限的”。重复这种模拟很多次，就可以找到感染树的数量是无限的概
率 f(p) 的近似值（这就是蒙特卡洛方法）。最后，让 p 在 0 和 1 之
间变化，可以得到阈值 p∗ 的近似值，即如果 p > p∗，满足 f(p) > 0

的最小的值。

布罗德本特和哈默斯利的文章只包含了阈值 p∗ 存在的证明。在
接下来的几年里，哈默斯利继续发展渗流的数学理论，而布罗德本
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特则转向其他课题。随着 20 世纪 70 年代计算机的发展，运行上述
模拟变得更加容易（图22.3）。于是人们猜想，p∗ = 1/2。这一结果
最终在 1980 年由康奈尔大学的哈里·克斯汀（Kesten）证明。

图 22.3: 无限多的树木被感
染的概率 f(p) 是 p 的函数。
该曲线是在 200 × 200 的网
络上运行 1000 次模拟得到
的。

0 0.5 1

1

p

f(p)

1959 年至 1969 年，哈默斯利在牛津大学经济和统计研究所工
作，成为三一学院的研究员。1964年，他与大卫·汉斯科姆（Hand-
scomb）合作出版了《蒙特卡洛方法》一书。1976 年，他当选为英
国皇家学会会员，1987 年退休，但他继续访问牛津工业与应用数学
中心。2004 年哈默斯利去世。
布罗德本特于 1957 年在帝国理工学院获得博士学位。他在一

家工业公司，即联合玻璃瓶制造厂找到一份工作。在工业界工作十
年后，他开始在一家新闻机构，伦敦新闻交易所工作，该机构从事
科学读者研究。1969 年，该机构被美国广告公司李奥贝纳收购，布
罗德本特致力于研究如何衡量广告的有效性，并就这一主题出版了
几本书：《花费广告的钱》（1975 年）、《广告预算》（1989 年）、《负
责任的广告》（1997 年）和《何时做广告》（1999 年）。1980 年，他
帮助创办了广告效果奖。之后在芝加哥李奥贝纳的总部担任了几年
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的品牌经济总监，还经营着自己的咨询公司（BrandCon Limited），
布罗德本特于 2002 年去世。
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博弈论与进化 (1973)

1973 年，梅纳德·史密斯和普莱斯发表了一篇文章，分析了为
什么动物在种内冲突中避免使用它们最危险的武器。他们的模
型使用了博弈论，这是最早将这一数学理论应用于进化问题的
模型之一。

约翰·梅纳德·史密斯（Maynard Smith）1920 年出生于伦敦。
他的父亲是一名外科医生，在他 8 岁时去世。梅纳德·史密斯曾在
伊顿学院学习，并在剑桥大学三一学院转向工程研究，当时他是英
国共产党的成员。1939 年，战争爆发后，他欲自愿参军，但因视力
不好被拒绝。他完成了他的工程学研究，并在军用航空器的设计方
面工作了几年。最后他决定转向生物学，在伦敦大学学院学习遗传
学，导师是霍尔丹。1952 年，他成为动物学讲师。1956 年匈牙利事
件发生后，他退出了共产党。1958 年出版了第一部著作《进化论》，
1965 年他成为新成立的苏塞克斯大学的生物学教授，随后又出版了
另外两本书，《生物学中的数学思想》（1968 年）和《进化论》（1972
年）。

图 23.1: 梅纳德·史密
斯 (1920–2004)

乔治·R·普莱斯（Price）1922 年生于美国。他在芝加哥大学
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学习化学，在为制造原子弹的曼哈顿计划工作后，于 1946年获得博
士学位。1950 年，他成为明尼苏达大学的医学副研究员。后来他作
为独立记者为多家杂志社工作，之后回到 IBM从事研究工作。1967
年，在接受了甲状腺癌治疗后，他回到英国定居并转向研究一个完
全不同的课题：进化生物学。从 1968 年起，他在伦敦大学学院的高
尔顿实验室工作，在这个新领域的第一篇论文《选择和协方差》，在
汉密尔顿（Hamilton）的帮助下发表于 1970 年的《自然》杂志上，
其中包含了现在称为普莱斯方程的内容。

普莱斯还向自然杂志提交了另一篇论文，这次是关于动物冲突。
由于它的格式不适合这个杂志，作为审稿人梅纳德·史密斯建议他
准备一个较短的版本。普莱斯开始从事其它工作，而梅纳德·史密
斯则开始自己发展普莱斯的想法，最后梅纳德·史密斯和普莱斯联
合发表了一篇题为《动物冲突的逻辑》的文章，自然杂志于 1973 年
发表，这篇文章对博弈论在进化生物学中的应用做出了有趣的贡献。
在此之前，博弈论主要是为经济学和政治学而发展的，尤其是在约
翰·冯·诺依曼和奥斯卡·摩根斯特恩（Morgenstern）1944 年出版
的《博弈论与经济行为理论》一书之后。梅纳德·史密斯和普莱斯
的出发点是以下问题：为什么同种动物之间的冲突，它们很少用自
己掌握的“武器”（角、爪、毒液等）来杀死同族？按照达尔文生命
斗争的观点，更具攻击性的动物应该赢得更多的战斗，并拥有更多
的后代，从而导致“武器”的使用升级。请注意，当时正值冷战时
期，所以这个话题也有政治色彩。

梅纳德·史密斯和普莱斯设想了一连串的游戏，在这些游戏中，
两种动物可以竞争同一种资源，例如在有利的生存环境中争夺一块
地盘。梅纳德·史密斯在 1982 年出版的《进化与博弈论》一书中使
用了简化表述，即每种动物都采用“鹰战略”或者“鸽子战略”。在
下文中，我们只谈鹰和鸽子，但我们指的是同一物种的动物所采取
的策略。设 V > 0 为资源的价值，即如果 R0 为动物的正常平均后
代数量，则竞争的赢家平均拥有 R0 + V 个后代。
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如果一只鹰遇到另一只鹰，它们就会争夺资源：赢家得到价值
V 的资源，输家付出“成本”C > 0。两只鹰各自赢得竞争的概率等
于 1/2，输掉竞争的概率亦相同。因此，两只鹰之间打斗的预期回
报是 1

2
(V −C)。然而，如果一只鹰与一只鸽子相遇，那么鹰获得资

源 V，鸽子不战而逃，成本为 0。最后，如果两只鸽子相遇，其中
一只鸽子得到资源 V，另一只鸽子不战而逃，成本为 0。两只鸽子
各有相同的获胜概率 1/2，因此两只鸽子相遇时的预期报酬为 V /2。
报酬可以概括为表23.1。

表 23.1: 鹰和鸽子之间博弈的预期
收益。

博弈苍鹰 博弈鸽子

苍鹰的收益 1
2
(V − C) V

鸽子的收益 0 V /2

更为普遍的，我们想象可以采取两种策略之一的个体之间的争
斗，称它们为 1 和 2，其预期报酬矩阵为 (Gi,j)1⩽i,j⩽2。在上面的例
子中，鹰遵循策略 1，鸽子遵循策略 2，

G1,1 =
1

2
(V − C), G1,2 = V, G2,1 = 0, G2,2 = V /2.

在 1973年的原文中，梅纳德·史密斯和普莱斯其实已经用计算机模
拟测试了两种以上的可能策略（这些策略被称为“鹰”、“鼠”、“霸
王”、“报复者”和“攻击者-报复者”）。
想象一下，现在有一个同种动物的大种群，在第 n 代中，鹰的

比例为 xn，鸽子的比例为 1 − xn。第 n 代中鹰的平均后代数量等
于

R1(n) = R0 + xn G1,1 + (1− xn)G1,2 . (23.1)

同样的，鸽子的平均后代数量等于

R2(n) = R0 + xn G2,1 + (1− xn)G2,2 . (23.2)

因此，整个种群的平均后代数为

R(n) = xn R1(n) + (1− xn)R2(n).
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抛开有性繁殖可能带来的微妙因素，我们看到，鹰在下一代中的比
例是

xn+1 = xn R1(n)/R(n) . (23.3)

因此，如果 R1(n) > R(n)，那么 xn+1 > xn；如果 R1(n) < R(n)，
则 xn+1 < xn。有三种可能的稳定状态：x = 0，x = 1 和

x∗ =
G1,2 −G2,2

G2,1 −G1,1 +G1,2 −G2,2

其中 0 < x∗ < 1。在鹰和鸽子的博弈中，如果 V < C，则 x∗ =

V /C < 1。

事实上，显然 x = 0 是 (23.3) 的稳态。如果 x ̸= 0 是另一个稳
态，那么

R1 = R = xR1 + (1− x)R2.

所以要么 x = 1，要么 R1 = R2。后一种可能性相当于

xG1,1 + (1− x)G1,2 = xG2,1 + (1− x)G2,2,

从而得到稳态 x∗。

稳态 x = 1 对应的是 100% 的个体遵循策略 1 的种群，如果不
被少数遵循策略 2的个体入侵，这个稳态是稳定的。从 (23.3)中，我
们看到这个条件等同于所有 xn 足够接近 1时，皆有 R1(n) > R(n)。
由于 R(n) = xn R1(n) + (1 − xn)R2(n)，所以对于所有 xn 足够接
近 1 的情况下，这个条件变成了 R1(n) > R2(n)。观察 R1 和 R2 的
表达式 (23.1)-(23.2)，我们得出的结论是：当且仅当以下两个条件
之一得到满足时，x = 1 是稳定的

• G1,1 > G2,1；

• G1,1 = G2,1 和 G1,2 > G2,2。
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如果是这样，则说策略 1是一个进化稳定的策略。在鹰鸽博弈中，条
件 G1,2 > G2,2 始终为真。所以，当且仅当 G1,1 ⩾ G2,1，即 V ⩾ C

时，鹰策略是进化稳定的。

稳态 x = 0 对应的是所有个体都遵循策略 2 的种群，如果我们
交换指数 1 和 2，这种情况与前一种情况是对称的。在鹰鸽博弈中，
我们有 G1,2 = V > G2,2 = V /2，所以稳态 x = 0总是不稳定的。在
鸽子群中引入少量的鹰，则会导致鹰的逐步入侵。

同样可以证明，只要 0 < x∗ < 1，第三个稳态 x∗ 总是稳定的。
在鹰鸽博弈中，

x∗ = V /C

对应的是既有鹰又有鸽的混合种群。

总之，在鹰鸽博弈中，有两种情况。如果 V ⩾ C，即如果资源的
价值大于可能的成本，那么只要初始条件 x(0) 满足 0 < x(0) < 1，
种群会趋向于有鹰而无鸽的稳定状态。那么鹰的策略是一种进化上
稳定的策略。相反，如果 V < C，那么种群会趋向于混合稳定状态。
其中鹰的比例为 x∗，鸽子的比例为 1− x∗。所以这个模型确实可以
解释为什么当 V < C 时，具有较少攻击性行为的个体可以生存。此
外，公式 x∗ = V /C 还表明，失败者的成本 C 越高，鹰在种群中的
比例 x∗ 越小。因此，拥有最危险“武器”的物种很少将其用于种内
争斗：它们更喜欢无害的仪式性争斗，在这种争斗中，竞争动物试
图给对方留下深刻印象，但避免可能造成真正伤害的争斗。

1973年梅纳德·史密斯和普莱斯的原创文章讨论了进化稳定策
略的概念，主要使用计算机模拟动物竞争，记录不同策略的回报。使
用诸如 (23.3) 这样的动态方程的方法是后来发展起来的，特别由泰
勒（Taylor）和乔克（Jonker）提出。此后许多作者将博弈论的思想
应用于进化生物学的问题，或者反过来将动态进化的方法应用到博
弈论的经典问题上。除了有关动物冲突的问题，我们还可以举出亲
代投资或性别比（出生时雄性和雌性数量的比例）的问题，后者早
在 1884 年就被卡尔·杜辛（Düsing）研究过，罗纳德·费舍尔在



152

1930 年出版的《自然选择的遗传理论》一书中也有研究。其他一些
模型则侧重于“囚徒困境”或“石头—剪刀—布”游戏的动态方面。
人们还意识到，进化稳定策略的概念与博弈论中的纳什均衡概念密
切相关。

普莱斯曾是一个坚定的无神论者，1970 年有过一次神秘的经
历，皈依了基督教。1974 年他放弃了研究，因为他觉得“[他] 所做
的那种理论性的数学遗传学与人类问题并不十分相关”。后来他把
自己所有的东西都给了无家可归的人，几个月后自杀。

相比之下，梅纳德·史密斯继续这一思路的研究，并于 1977年
当选为英国皇家学会会员。他出版了很多书:《生态学模型》(1974
年)、《性别的进化》(1978 年)、《进化和博弈论》(1982 年)、《生物
学的问题》(1986 年)、《达尔文说对了吗?》（1988 年) 和《进化遗
传学》(1989)。他还与萨特马里（Szathmári）合作出版了《进化的
主要转变》（1995 年）和《生命的起源：从生命的诞生到语言的起
源》（1999 年）。他于 1985 年退休。1999 年，他获得瑞典皇家科学
院颁发的克拉福德（Crafoord）生物科学奖，以表彰他对“进化生
物学概念发展的基本贡献”。2003 年，他与哈珀（Harper）合作出
版了《动物信号》一书。史密斯于 2004 年在苏塞克斯去世。
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混沌人口 (1974)

1974 年，澳大利亚物理学家、生态学家罗伯特·梅研究了离散
时间逻辑方程，将其作为种群动态模型。他注意到，出现了意
想不到的分叉，渐变行为甚至可能是混乱的。因此，即使是一
个简单的确定性模型，长期预测也是不可能的。梅的文章是启
动“混沌理论”的文章之一。

罗伯特·麦克雷迪·梅（May）1936年出生于澳大利亚。1959年
在悉尼大学学习理论物理并获得博士学位后，他在哈佛大学的应用
数学系工作了两年。回到澳大利亚后，他成为理论物理学教授。1971
年，在普林斯顿高等研究院访问时，他改变了研究课题，开始关注
动物种群动力学。1973 年，他成为普林斯顿大学的动物学教授，同
年出版了名为《模型生态系统的稳定性和复杂性》一书。

图 24.1:
罗伯特·梅 (1936-2020)

1974 年，梅在《科学》杂志上发表了题为《具有非重叠世代的
生物种群：稳定点、稳定周期和混沌》的文章，其中表明，种群动
力学中非常简单的数学模型可以以混沌的方式表现。
要了解这个问题的由来，必须要追溯到大约十年前。1963 年，

在美国麻省理工学院（M.I.T.）工作的美国气象学家爱德华·洛伦
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兹（Lorenz）在他的计算机上进行数值模拟时注意到，一个只有三
个微分方程的大气层简化模型可以以一种惊人的方式运行：初始条
件的微小变化可以完全改变模拟的最终结果，从而也改变了气象预
报。数学家亨利·庞加莱在研究了太阳系中的行星运动后，实际上
在二十世纪初就已经想到了这种可能性，远远早于计算机时代。但
在 20 世纪 70 年代初，只有少数研究人员开始更仔细地研究这一奇
怪特性。当时马里兰大学的詹姆斯·约克（Yorke）正在思考洛伦兹
的工作，并在此背景下引入了“混沌”一词，他和他的学生李天岩
一起写的《周期三意味着混沌》一文发表于 1975 年1 。

梅这一边，更专注于模型，

pn+1 = pn + a pn(1− pn/K), (24.1)

其中 a和 K 为正参数，pn 代表第 n年的动物种群规模。当 pn 与承
载力K 相对比较小时，其动态接近于几何增长 pn+1 ≈ (1+a) pn。完
整的方程是维尔赫斯特提出的逻辑方程的一种离散时间的模拟（见
第六章）。但与后者不同的是，梅表明离散时间方程可以有一个更令
人惊讶的行为，用一个简单的袖珍计算器做加法和乘法就可以很容
易地观察到这一点（图24.2）。梅纳德·史密斯在 1968年出版的《生
物学中的数学思想》一书中已经考虑过方程（24.1）。但是，尽管他
尝试了几个 a 的数值，却并没有意识到有一些特别的东西。

图24.2与梅的 1974 年文章中的图相似。表明当 0 < a < 2 时，
种群 pn 趋于稳定状态。当 2 < a ⩽ 2.449 时 (上界 2.449 是一个近
似值)，种群 pn 趋向于周期为 2 的循环；当 2.450 ⩽ a ⩽ 2.544 时，
种群 pn 趋向于周期为 4 的循环。当 2.545 ⩽ a ⩽ 2.564 时，pn 趋
向于周期为 8 的循环等等。随着 n 的增加，pn 趋向于周期为 2n 的
参数 a 的区间越来越小，但永远不会超过 2.570。当 a ⩾ 2.570 时，
pn 可以表现为“混沌”状态。

1值得注意的是，一个更普遍的结果由沙科夫斯基（Sharkovskij）在 1964 年证明，但他发
表在乌克兰数学杂志上的文章并不为人所知。
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图 24.2: 在所有图中，n在横轴上，pn在纵轴上，p0 = K/10。这些线是通过连接
坐标为 (n, pn)的点得到的。左上角：0 < a < 2 (稳态)。右上角：2 < a ⩽ 2.449

(周期为 2 的循环)。左下角：2.450 ⩽ a ⩽ 2.544（周期为 4 的循环）。右下角：
2.570 ⩽ a ⩽ 3（混沌）。

1976 年梅写了一篇关于这个问题的评论，发表在《自然》杂志
上，题为《具有非常复杂动态的简单数学模型》。在那里，他不仅收
集了自己的成果，也收集了其他研究者的成果。首先，设

xn =
a pn

K (1 + a)

和 r = 1 + a(使 r > 1)，我们看到方程 (24.1) 可以改写成更简单的
形式

xn+1 = r xn (1− xn) . (24.2)

为了使这个方程在种群动力学中具有意义，xn 对于所有 n 来说应
该是正数。所以我们假设初始条件 x0 满足 0 ⩽ x0 ⩽ 1，并且 r ⩽ 4。
后一个条件保证了 (24.2)的右手边保持在 0和 1之间。值得注意的
是，早在 1947 年，斯坦尼斯拉夫·乌拉姆和约翰·冯·诺依曼就已
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经将混沌情况下的 r = 4 用作随机数生成器。如果我们引入函数

f(x) = r x(1− x),

那么方程 (24.2) 可以改写为 xn+1 = f(xn)，稳态是 x = f(x) 的解。
从图形上看，这些曲线是 y = f(x) 和 y = x 的交点 (图24.3)。请
注意，x = 0 总是一个稳定状态。由于 r > 1，还存在另一个稳态
x∗ > 0，使得 x∗ = r x∗ (1− x∗)，即 x∗ = 1− 1/r。

0 1

1

x*x0
0 1

1

x*x0

图 24.3: 函数 y = f(x)，直线 y = x，稳态 x∗，序列由 xn+1 = f(xn) 定义。
左边：r = 2.75，序列趋于 x∗。右边：r = 3.4，稳态 x∗ 是不稳定的，序列趋
向于周期 2。

因为 r > 1，稳态 x = 0 是不稳定的。事实上，当 xn ≈ 0 时，
我们有 xn+1 ≈ r xn，所以 xn 趋向于远离 0。至于稳态 x∗，它只有
在 1 < r < 3 的情况下才是局部稳定的。

事实上，设 yn = xn − x∗，那么 (24.2) 等同于 yn+1 = (2− r−
r yn) yn。如果 xn 接近 x∗，那么 yn 接近于 0，yn+1 ≈ (2−r) yn。
但是如果 yn+1 = k yn，那么 yn = kn y0。所以当 n → +∞ 时，
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yn → 0，当且仅当 −1 < k < 1。这里，当且仅当 −1 < 2−r < 1，
即 1 < r < 3 时，稳态 x∗ 是局部稳定的。

当 1 < r < 3 时，可以证明对于所有初始条件 0 < x0 < 1，序
列 xn 确实趋向于 x∗（图24.3a）。但是当 3 < r ⩽ 4 时，会发生什
么？要回答这个问题，首先要注意 xn+2 = f(xn+1) = f(f(xn))，引
入函数

f2(x) = f(f(x)) = r2 x (1− x)
(
1− r x (1− x)

)
并考虑方程 x = f2(x) 的解，这被称为函数 f2(x) 的固定点。从图
形上看，这些点是曲线 y = f2(x) 和 y = x 的交点（如图24.4）。

0 1

1

x* 0 1

1

x*x− x+

图 24.4: 曲线 y = f2(x) = f(f(x)) 和 y = x 以及稳态 x∗。左边：r = 2.75。
右边：r = 3.4 和方程 x = f2(x) 的另外两个解 x− 和 x+。

如果 x = f(x)，那么 x = f(f(x)) = f2(x)。所以 x = 0 和
x = x∗ 也是函数 f2(x) 的固定点。但当 r > 3 时，函数 f2(x) 有另
外两个固定点，x− 和 x+，使得 f(x−) = x+，f(x+) = x−。
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事实上，我们注意到

f ′
2(x) = f ′(f(x)) f ′(x),

所以 f ′
2(x

∗) = [f ′(x∗)]2。但

f ′(x) = r(1− 2x), x∗ = 1− 1/r,

所以
f ′(x∗) = 2− r, f ′

2(x
∗) = (2− r)2.

因此函数 f2(x) 在 x = x∗ 处的斜率是这样的，当 r > 3 时，
f ′
2(x

∗) > 1。但由于 f2(0) = 0，f ′
2(0) = r2 > 1，f2(1) = 0，我

们从图中24.4b 可以看出，方程 x = f2(x) 必然还有两个解 x−

和 x+，其中 0 < x− < x∗ 和 x∗ < x+ < 1。另一种得出同样结
论的方法是解决方程 x = f2(x)，它是一个 4 次的多项式方程，
有两个已知根：x = 0 和 x = x∗。另外两个解 x− 和 x+ 是如
下多项式的根

x2 − 1 + r

r
x+

1 + r

r2
= 0 . (24.3)

如果判别式为正值，即如果 r > 3，它们就是实数。由于

f2(f(x−)) = f(f(f(x−))) = f(f2(x−)) = f(x−),

所以 f(x−) 也是 f2(x) 的固定点。但 f(x−) ̸= x− 因为 x− 不
是 f(x) 的固定点。此外我们有 f(x−) ̸= x∗，因为否则我们会
有

x− = f(f(x−)) = f(x∗) = x∗.

由于 f(x−) ̸= 0，我们得出 f(x−) = x+ 的结论。同理，f(x+) =

x−。

因此对于 r > 3，我们看到，例如 x0 = x−，那么 x1 = x+，
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x2 = x−，x3 = x+，等等。我们还可以证明，对于几乎每一个初始
条件 0 < x0 < 1，序列 xn 随着 n → +∞ 趋向于周期为 2 的循
环 (x−，x+，x−，x+…) （图24.3b 和 24.4b）。只要 r 低于临界值
r1 = 1 +

√
6 ≈ 3.449，其中 f ′

2(x−) = −1，这个周期就会保持稳定。

事实上，通过使用（24.3），我们可以看到

f ′
2(x−) = f ′(f(x−)) f

′(x−) = f ′(x+) f
′(x−)

= r2 (1− 2x+)(1− 2x−) = r2 (1− 2(x+ + x−) + 4x+x−)

= r2
(
1− 2

1 + r

r
+ 4

1 + r

r2

)
= −r2 + 2r + 4 .

所以如果 −r2+2r+5 = 0，特别是 r = 1+
√
6，则 f ′

2(x−) = −1。

对于 r1 < r < r2，一个周期为 4 的循环变得稳定：如下函数有
四个新的固定点出现（图24.5a）

f4(x) = f2(f2(x)) = f(f(f(f(x)))).

对于 r2 < r < r3，它是一个长度为 8的循环，依此类推。当 n → +∞
时，数字 rn 趋向于一个极限 r∞ ≈ 3.570 。当 r∞ < r ⩽ 4 时，系
统甚至可以是混沌的! 图中24.5b显示的是分支图，它给出了动力学
的复杂性的一个概念2 。

梅最后强调，即使是非常简单的动力系统也会有非常复杂的行
为。这并不是专门针对方程 xn+1 = r xn (1− xn)，同样的“倍周期
序列”导致的混沌现象也出现在其他具有“凸点”形状的函数 f(x)

的方程中。例如，在种群生物学中使用的另一个方程就是这种情况：
xn+1 = xn exp(r(1− xn))。
这项研究表明，如果许多有关人口动力学的数据集难以分析，

人们不应感到惊讶。该模型还表明，确定性和随机性模型之间的区
2这张图是通过为每个给定的 r 值绘制坐标为 (r, x200)，(r, x201)，. . .，(r, x220) 的点得

到的，其中 xn+1 = f(xn)，x0 = 0.1。如果 xn 趋向于稳定状态，我们在图中只看到一个
点。如果 xn 趋向于一个周期为 2 的循环，我们看到的是两个点，依此类推。
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0 1

1

x*x− x+

x

r2.5 3 3.5 4
0

1

图 24.5: (a) 当 r = 3.5 时，曲线 y = f4(x)，直线 y = x。除了 x∗、x+ 和 x−

之外，还有四个不易区分的固定点。(b) 方程的分支图（24.2）。

别并不像以前认为的那样明显：即使是一个简单的确定性模型，如
果参数处于混沌状态，也不可能对长期进行预测。

1979 年，梅当选为英国皇家学会会员。1988 年至 1995 年，他
在牛津大学和伦敦帝国学院任教授。1995 年至 2000 年，他是英国
政府的首席科学顾问。1996年，他获得克拉福德奖，“以表彰他对种
群、群落和生态系统动态的理论分析的开创性生态学研究”。他从生
态学转向流行病学和免疫学，出版了两本书：《人类传染病》，1991
年与罗伊·安德森（Anderson）合著；《病毒动力学，免疫学和病毒
学的数学基础》，2000 年与马丁·诺瓦克（Nowak）合著。后一本书
分析了免疫系统细胞与艾滋病病毒之间的相互作用，将其视为某种
捕食者—猎物系统（见第十三章）。从 2000 年到 2005 年，梅是英
国皇家学会的主席。他于 1996 年被授予爵位，2001 年成为终身贵
族。罗伯特·梅于 2020 年去世。
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中国的独生子女政策 (1980)

1980 年，宋健和他的合作者，曾是控制理论应用于空域工程的
专家，计算出如果中国的出生率保持在目前的水平，21 世纪的
人口将达到 20 亿以上。他们的计算结果是基于一个年龄结构
的数学模型，有助于政府决定实行独生子女政策。

宋健 1931 年出生于中国山东省荣成市。20 世纪 50 年代，他
在苏联鲍曼莫斯科国立工业大学和莫斯科国立大学数学与力学系学
习。然后他回到中国，成为中国科学院数学研究所控制论研究办公
室的负责人。他是控制理论在导弹制导中应用的专家。他还曾在第
七机器制造部工作，该部后来改名为航空航天部。1978 年，他开始
关注控制理论与人口学之间的联系。

图 25.1: 宋健

为了理解宋健在人口动力学方面的工作背景，我们首先应该对
“控制理论”有一个概念。它是对动态系统的研究，这些系统的行为
取决于一些参数，随着时间的推移，这些参数可以被修改，以优化
一个特定的标准。这一理论在美国和苏联的太空项目中得到了特别
的发展。事实上，工程师们必须“控制”航天飞机的轨迹，以便将
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卫星送入环绕地球的轨道。但其应用并不限于物理或工程问题。生
育控制政策也可以被视为数学意义上的某种最优控制问题。

我们还应该提及一篇题为《增长的极限：为罗马俱乐部的人类
困境项目编写的报告》，该报告于 1972 年发表，由麻省理工学院的
一个小组撰写。这项研究是以世界经济增长的数学模型为基础，考
虑到自然资源、人口数量和污染等因素。报告认为，由于不可再生
资源耗尽，人口的粮食缺乏或污染过度，世界经济正在走向一场灾
难。自愿限制生育是提议的解决办案之一。总而言之，它是马尔萨
斯论点的一种现代版。1970年代，该报告在西方得到了广泛的响应。

自 1949 年中华人民共和国成立以来，除了灾难性的“大跃进”
阶段，中国的出生率一直很高。1970 年代中期，中国正从文化大革
命中缓慢恢复。计划生育敦促女性推迟生育，延长连续两次生育的
间隔时间，并减少生育。1976 年毛泽东去世后，邓小平成为新的领
导人，1978 年开始实施“四个现代化”政策：农业、工业、科技和
国防。当时，中国人口的规模和增长被认为是这些现代化的重要障
碍。在此之前一直致力于军事应用的科学家们被鼓励为这一难题寻
找解决方案。

这种背景下，宋健于 1978 年前往赫尔辛基参加国际自动控制
联合大会，在那里他注意到，欧洲的一些研究人员一直在尝试将控
制理论应用于人口问题，认为严格的生育控制可以最终防止《增长
的极限》报告中所提及的灾难。回到中国，他成立了一个专家小组，
包括他的同事于景元和计算机专家李光远，将这种数学模型应用于
中国人口的相关数据。当时中国与世界其他国家之间的科学交流非
常少，研究小组以洛特卡和麦肯德里克的方式重新开发了描述人口
年龄结构演变的方程（见第十章和第十六章）。使用一个连续时间模
型，设

• P (x, t) : 在时间 t 时年龄为 x 的人口数量；

• m(x) : x 岁时的死亡率；

• P0(x) : 人口在 t = 0 时的年龄结构；
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• b(t) : 女性在时间 t 的总生育率，即如果特定年龄段的生育率
保持在时间 t 的水平，女性一生中会有的平均子女数；

• f : 女性生育的比例；
• h(x) : 孩子出生时母亲年龄的概率分布图，∫ +∞

0

h(x) dx = 1.

有了这些符号和假设，年龄结构的演变可以用偏微分方程来模拟

∂P

∂t
(x, t) +

∂P

∂x
(x, t) = −m(x)P (x, t) ,

初始条件为 P (x, 0) = P0(x)，边界条件为

P (0, t) = b(t) f

∫ +∞

0

h(x)P (x, t) dx ,

其中 b(t) 为待控制参数。如果女性的总和生育率是恒定的，且高于
临界阀值

b∗ = 1/

[
f

∫ +∞

0

h(x) e−
∫ x
0

m(y) dy dx

]
,

那么人口就会成指数增长。这个标准与洛特卡用公式（10.2）得到
的标准相似。宋健团队还考虑了该模型的时间离散版本，这与莱斯
利的模型类似（见第二十一章）。设 Pk,n 为第 n 年的 k 岁人口，同
样引入 mk, bn 和 hk，那么

Pk+1,n+1 = (1−mk)Pk,n, P0,n+1 = bn f
∑
k⩾0

hk Pk,n.

从抽样调查中得知死亡率 mk（图25.2a），女性出生比例 f ≈ 0.487，
母亲的年龄分布 hk(图中25.2b)，初始条件 Pk,0 即 1978 年的人口
年龄结构 (图中25.3a)，改变总和生育率 b(假设每次模拟都是恒定
的)，宋健的团队可以对国家的人口进行预测，时间跨度为 100 年，
从 1980 年到 2080 年 (图中25.3b)。
考虑到所需的数千次加法和乘法（年份 n 在 0 到 100 年之间，

年龄 k 在 0 到 90 岁之间），需要一台计算机。当时的中国，除了为
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图 25.2: (a) 1978 年死亡率 (每年) 与年龄的关系。(b) 1978 年生育率 (每年)
随年龄变化的平滑形状。

部队工作的人，很少有人能接触到这种设备，导弹制导方面的权威
专家宋健是其中之一。

预测表明，即使中国保持 1978年的每名妇女 b = 2.3的生育率，
略高于估计为 b∗ = 2.19 的临界值，人口也将从 1980 年的 9.8 亿增
加到 2080 年的 21.2 亿。但中国已经使用了几乎所有可以用于农业
的土地。由于沙漠化和城市化，它甚至有失去部分土地的趋势。如
果农业产量的进步跟不上，如何养活这样的人口？这也是马尔萨斯
在两个世纪前考虑的问题。以 1975 年的生育率 b = 3.0 计算，2080
年中国人口甚至可以达到 42.6 亿。如果 b = 2.0，人口将在 2050 年
左右达到最高的 15.3 亿，然后开始略微减少。在 b = 1.5 的情况下，
2030 年左右将达到 11.7 亿的最高值。如果 b = 1.0，最高值将只有
10.5 亿，将在 2000 年左右达到。根据这一假设，人口到 2025 年才
会恢复到 1978 年的水平。
这项工作最令人惊讶的部分是它的实际后果，它在人口动态学

数学史上具有无可比拟的重要性。事实上李光远于 1979 年 12 月在
四川成都市举行的人口问题研讨会上展示了团队的模拟结果1。1980
年 1 月，宋健、于景元和李光远在一份中国经济学杂志上发表了这

1这里和下面，我们总结一下苏珊·格林哈尔格（Greenhalgh）的详细叙述。[1,2]
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图 25.3: (a) 1978 年的年龄金字塔。横轴：年龄。纵轴：人口（百万）。(b) 根
据对每位女性平均子女数的不同假设进行的人口预测（单位：10 亿）。从下到
上：b = 1.0; 1.5; 2.0; 2.3; 2.5; 3.0.

些结果，并顺便倡导了独生子女政策。他们还将自己的文章《关于
中国人口发展问题的定量研究报告》寄给了中国的顶级科学家钱学
森，钱学森将其转交给了计划生育管理部门的负责人。宋健团队的
成果给大多数政治领导人留下了深刻印象。尽管马克思曾写到（见
第五章），这些人已经确信了加强生育控制的必要性，但在控制程度
上仍然犹豫不决。1980 年 2 月，国务院和党中央为 2000 年的中国
人口设定了 12 亿的目标。1980 年 3 月，《人民日报》刊登了宋健
团队的成果。4 月，一个由政治领导人和人口专家组成的委员会研
究了人口增长对环境和经济的影响，认为要达到邓小平提出的 2000
年人均收入目标，有必要实行独生子女政策。该政策于同年 9 月正
式实施，《人民日报》第一版刊登了一封向民众解释这一政策的公开
信。

到 1983年，仍然会有许多未经批准的生育，于是政府决定对每
对已经有两个孩子的夫妇中的一人进行绝育手术，并对每一次违禁
的怀孕进行阻断。但是从 1984 年开始，允许只有一个女儿的农村
夫妇生育二胎。政府对生育一胎以上的夫妇采取了严厉的压制措施：
政府工作人员可能会失去工作，要想办理二胎入学的行政证件，必
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须缴纳昂贵的罚款等等。总之，在数学建模史上很难再找到一个具
有如此强烈社会影响的例子。当然，宋健及其合作者的工作只是导
致选择独生子女政策的因素之一，但它似乎发挥了重要作用。2015
年，中国开始允许二胎生育。

与前几章一样，数学模型的作用可能是一个值得关注的话题。
从现实生活出发建立一个模型，可以进行数学分析，也可以用计算
机进行模拟。当一些参数变化时，人们可以了解模型的表现，然而
数学并不能说明这个模型是否是现实生活的忠实写照，也可能一些
非常重要的方面被忽略了。有些模型还包含一个目标函数，例如将
中国人口控制在 12 亿以下，数学并不能说明这个目标是否合适2.

1980年，宋健与人合著了中国航天之父钱学森的《工程控制论》
一书的新版。随后，他担任了各种高级政治职务：航天部副部长、总
科学家工程师（1981–1984），中共中央委员（1982–2002），国家科
委主席（1985–1998），国务委员（1986–1998）等。他还出版了另外
两本被翻译成英文的著作：《中国人口控制》（1985 年，与段志贤、
于景元合著）和《人口系统控制》（1988 年，与于景元合著）。这些
著作发展了应用于人口动态的最优控制理论。宋健于 1991 年当选
为中国科学院院士，1994 年当选为工程院院士，1998 年至 2002 年
担任该院院长。
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当代的一些问题

本章简要介绍了当代数学人口动力学的一些问题：人口学中的
人口老龄化；流行病学中的新发疾病（艾滋病、SARS非典、病
媒传染病⋯⋯）和疫苗接种政策；生态学中的渔业政策；人口
遗传学中的转基因生物的扩散。报告中提到了在法国从事这些
问题建模的专门机构，研究工作的各个方面也得到了强调。

本章简要概述了当代人口动力学数学模型的研究。这个课题相
当大，在此仅举法国研究人员开展研究的几个例子。

在人口统计学中，过去几十年来出现了一个相对较新的问题：
人口老龄化。这个问题不仅在法国（图 26.1），而且在许多其他欧洲
国家和日本都是一个值得关注的话题。它具有重要的经济和社会后
果：养老金制度，移民政策等。在法国，国家人口研究所（INED）
和国家统计和经济研究所（INSEE）开发了试图分析老龄化现象的
数学模型。人口预测的困难之一在于，出生率可能会随着时间的推
移而有很大的变化，即使提前十年也无法预见。如果我们回顾一下
1968 年对 1985 年法国人口的预测，就会发现这一点尤为突出：这
些预测未能预见到 1970 年代出生率的下降。回顾一下所有基于数
学模型的预测，特别是那些在媒体上得到回应但被事实证明是错误
的预测，将会很有意思。这将抵消本书给人的“进步”印象，这种
印象在阅读了中国独生子女政策的章节后，可能已经让读者产生了
怀疑。关于后者，现在有一个新的问题引起了人们的关注：如何放
松政策以避免在未来几十年内出现快速的老龄化现象。数学模型再
次为辩论做出了贡献。

在流行病学方面，近三十年来全球出现的新问题中，艾滋病流
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图 26.1: 2010 年 1 月
1 日 法 国 人 口 的 年
龄金字塔。资料来源：
www.insee.fr. −500000 0 500000
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行的发展尤为突出。一些模型试图猜测该流行病在近年来感染的国
家如俄罗斯、印度或中国的未来，很难预测这种流行病是否会像西
欧和北美那样放缓，或者像一些撒哈拉以南的国家那样达到人口的
重要比例。其他新出现的疾病，例如非洲的埃博拉病毒、北美的西
尼罗河热、SARS(严重急性呼吸系统综合症)、禽流感、基孔肯雅病
毒或 H1N1 流感等，都已经用数学模型进行了仔细研究，但不可否
认的是收效甚微。

对于 SARS，建模的一个难点是疫情在每个国家内都相对有限，
但可以在国家之间迅速蔓延（香港和中国、新加坡、加拿大⋯⋯）。
每一个新的重点地区，疫情曲线的随机性是不容忽视的，正如我们
在第十六章和第二十二章看到的，随机模型通常更难处理。

对于 2005 年至 2006 年发生在留尼汪岛（法国在印度洋的海外
领地）的基孔肯雅病毒流行，一些模型受到了罗斯的疟疾模型的启
发（见第十二章），这两种疾病是由蚊子传播的。需要考虑的一个重
要方面是季节性的影响。事实上，南方冬季蚊子数量减少，从而减
少了疾病的传播。这可以从图26.2中看到，该图显示了由大约 30 名
全科医生组成的小型网络每周报告的新病例数量，该网络仅覆盖了
该岛人口的一小部分。在 2005 年 9 月和 10 月的几个星期里，该网
络没有发现任何新的病例，但疾病的传播仍在继续。国家健康与医
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学研究所 (INSERM) 和热带研究所 (IRD) 建立了该流行病的数学
模型，尽管有这些模型，没有人能够预见疫情不会在 2005 年南部
冬季结束之前消失。当时它只感染了几千人，最后岛上几乎三分之
一的人口被感染，也就是大约 26.6 万人。这表明，如果还有必要的
话，预测流行病的未来可能是相当困难的，而且在流行病的早期并
不那么容易区分它是大流行病还是小流行病。我们可以把它与天气
预报相提并论。天气预测如今依赖于对海洋和大气的复杂数学模型
的密集计算机模拟，然而超过几天的预测也是不可靠的。

图 26.2: 2005-2006 年留
尼汪岛的基孔肯雅流行
病。一个小型的医生网络
每周报告的新病例数量
与时间的关系。2005 年
5 月达到第一个小高峰，
2006 年 2 月达到第二个
大高峰。该图中的数字需
乘以 67 左右，才能得到
疫情的真实规模。资料来
源 www.invs.sante.fr.
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从更多的理论角度来看，基孔肯雅病毒的流行提出了一个问题，
即如何在假设环境具有季节性 (如周期性) 波动的模型中调整基本
传染数 R0 的概念。这种适应并不那么简单，这引起了人们对 R0 参
数如何用于其他受季节性影响的流行病的关注，如 2009年的 H1N1
流感大流行。
建模者试图分析的另一个日益受到关注的问题是耐药性（抗生

素、抗疟药⋯⋯）。还是在流行病学方面，自丹尼尔·伯努利和达朗
贝尔时代以来反复出现的问题，即当注射疫苗具有潜在风险时，如
何平衡成本和收益，仍然存在争议，而且随着对风险的敏感性的变
化，可能永远如此。因此，在有人提出乙型肝炎疫苗可能在极少数
情况下引起严重的并发症后，法国卫生部于 1998 年停止了在学校
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的疫苗接种活动，尽管与感染乙型肝炎病毒后死亡的风险相比，这
种风险似乎可以忽略不计。

生态学上，对鱼类种群动态的研究仍然存在许多问题，然而它
被认为是选择捕捞配额和其他限制的科学依据。比斯开湾小公鱼和
地中海的红金枪鱼的过度捕捞只是最近的两个例子。鱼类资源的估
计往往是不可靠的，使用这种数据的模型必须谨慎考虑。在法国，这
种类型的研究主要由海洋开发研究所（IFREMER）进行。一些数学
模型在国际捕鲸委员会过去的决定中也发挥了作用。

在种群遗传学中，转基因生物的扩散也是一个有争议的话题，
一些研究人员试图使用受费舍尔启发的“反应—扩散”模型进行研
究 (见第二十章)。这是国家农艺学研究所（INRAE）的研究领域。

在更多的理论研究方面，我们可以提到：

• 偏微分方程的研究，如扩散方程（见第二十章）或年龄结构方
程（见第十六章）；

• 关于有无空间维度的随机模型的研究 (见第十六和第二十二章)，
包括那些对流行病传染建模的随机网络和那些寻找确定性近
似值的工作。

这类研究主要由应用数学家来进行。近年来，法国大学和其他高等
教育机构开设了多门生物数学的硕士课程。

与其他科学领域一样，人口种群动态的数学研究主要是通过以
下方式组织的：

• 学术协会: 荷兰理论生物学会（自 1970 年起）、数学生物学会
（1973年）、中国生物数学学会（1985年）、法语生物学会（1985
年）、日本数学生物学会（1989 年）、欧洲数学和理论生物学
会（1991 年）等；

• 专业期刊: Acta Biotheoretica (自 1935 年起)、Bulletin of
Mathematical Biology (1939)、Mathematical Biosciences (1967)、
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Journal of Mathematical Biology (1974)、Mathematical Medi-
cine and Biology (1984)、《生物数学学报》(1985)、Mathemati-
cal Population Studies (1988)、Mathematical Biosciences and
Engineering (2004)、International Journal of Biomathematics
(2008)、Biomath (2012) 等；

• 会议：数学生物学会年会，数学和计算人口动力学，欧洲数学
和理论生物学会议等。

我们只提到了那些明确声称处于数学与其在人口种群动力学的应用
之间的接口元素。但是对于每个特定领域 (人口统计学、生态学、人
口遗传学、流行病学等)，我们可以找到类似的内容，并有不同规模
的数学模型。
最后，请有兴趣的读者看一下万维网上的原始文章，每章末尾

的参考文献中给出了地址。正如罗纳德·费舍尔曾经写过的关于孟
德尔的文章:

“由于教师使用二手材料，以及随之而来的对过去伟大发
现所处的环境和知识氛围的遗忘，科学史遭受了巨大的
损失。第一手的研究总是具有启发性的，而且往往⋯⋯充
满了惊喜。”
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本书追溯了种群动力学的历史—这是一个与遗传学、生态
学、流行病学和人口学密切相关的理论领域—其中数学带
来了重要的见解。它概述了几个重要主题的起源：指数增
长，从欧拉和马尔萨斯到中国的独生子女政策；随机模型
的发展，从孟德尔定律和姓氏灭绝问题到流行病传播的渗
滤理论，以及决定论和随机性交织的混沌种群。

随着最近自动翻译技术的进步，科学文献中单一语言的实
际垄断不再是合理的，大学里日益严重的语言异化现象亦
可以得到恢复。通过这个精心修订的中译本，我们希望能
展示这条新的道路。
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