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Prefazione

«Quanti prima di allora rifiutavano la lingua di Roma,
adesso aspiravano all’eloquenza. [...] Nella loro inespe-
rienza chiamavano tutto questo civiltà, mentre non era
che un aspetto del loro asservimento.»

Tacito, Agricola

La modellazione delle epidemie è diventata un tema di attualità con la
pandemia del 2020 causata da un coronavirus. Nozioni tecniche come il
parametro R0 sono apparse nel discorso dei responsabili politici. La ques-
tione della stagionalità è inoltre emersa con la seconda ondata epidemica. La
difficoltà di ottenere previsioni affidabili non è sfuggita a nessuno.

Ci sono essenzialmente due approcci per modellare le epidemie. Il primo,
basato su modelli matematici relativamente semplici, offre due vantaggi. Il
primo è che i modelli possono essere analizzati matematicamente in modo
da trarre delle conclusioni indipendentemente dai valori dei parametri. Il se-
condo vantaggio è che i parametri, che sono pochi, possono essere ragione-
volmente stimati dai dati epidemici reali. Questo può essere usato per fare
previsioni o per anticipare le conseguenze di vari interventi di salute pubblica
tra i quali si esita a scegliere. Questo approccio è il più antico: si vedano
per esempio i capitoli 5, 14 e 18 di Cassini che presentano rispettivamente il
modello di Daniel Bernoulli per il vaiolo, il modello di Ross per la malaria
e il modello generale di Kermack e McKendrick. Può essere accompagnato
da simulazioni al computer, ma questo non era ovviamente il caso di questi
esempi storici.

Il secondo approccio si basa su modelli «complessi» che possono essere
simulati ma dai quali non si possono trarre conclusioni analiticamente. Solo
l’avvento dei computer veloci ha reso possibile questo approccio. Alcuni di
questi modelli hanno un gran numero di equazioni e parametri che li rendo-
no sempre più realistici, ma si è obbligati a fissare a priori molti parametri
che sono spesso conosciuti in modo molto approssimativo prima di cercare
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di estrarre altri parametri dai dati. Le equazioni stesse hanno a volte una
forma «matematica» come le equazioni differenziali, a volte una forma «in-
formatica» come delle regole seguite da «agenti». Ma questa distinzione non
è essenziale, poiché le equazioni matematiche sono anche codificate in un
programma per computer. Si noti che i risultati del modello non sono gene-
ralmente riproducibili se il programma stesso non è liberamente disponibile.
Alcuni di questi modelli hanno solo un piccolo numero di parametri, ma la
loro natura stocastica e spazializzata li rende molto difficili da analizzare: ci
si accontenta delle simulazioni.

Questo libro è un’introduzione alla modellazione matematica delle epi-
demie nel senso del primo approccio. L’enfasi è principalmente sull’approc-
cio analitico, ma ci sono anche alcune stime di parametri per epidemie reali
con trasmissione diretta (coronavirus, morbillo...) o con trasmissione da par-
te di un insetto vettore (peste, leishmaniosi, chikungunya...). Ad eccezio-
ne del primo lavoro sulla modellazione matematica di un’epidemia, quel-
lo di Daniel Bernoulli, pochi libri dedicati alla modellazione delle epide-
mie sono in francese. Ci sono solo alcuni capitoli isolati1, per esempio in
[1, 2, 3, 18, 26, 35, 38, 41, 50, 60, 74, 86]. Per l’approccio con modelli
«complessi», si può consultare per esempio [76].

Una nozione centrale è quella di «riproduttività», chiamata R0. Per dirla
semplicemente, diciamo che è il numero medio di casi secondari infettati da
ciascuno dei primi casi all’inizio di un’epidemia. Per esempio, con R0 = 2,
una persona infetta altre due persone, che poi ne infettano altre due ciascuna,
etc., il che porta ad una progressione geometrica, cioè esponenziale, del nu-
mero di casi. Poiché si tratta di una media, il numero R0 non è generalmente
un numero intero. L’epidemia può svilupparsi solo se R0 > 1.

C’è una nozione simile in demografia: le nascite sono gli analoghi delle
infezioni, le morti gli analoghi delle guarigioni. Il numero R0 è quindi il
rapporto tra le nascite in due generazioni successive. Il confronto tra questo
R0 demografico, che è peraltro precedente (lavoro di Böckh negli anni 1880),
e il suo analogo epidemiologico sarà fatto solo in seguito. Da un punto di vista
matematico, possono anche essere messi in relazione col parametro critico dei
processi di ramificazione o processo di Bienaymé-Galton-Watson, con la sua
storia tortuosa.

La notazione ormai classica R0 è dovuta a Lotka (1880–1949), che l’ha
chiamata la riproduttività (più esattamente la riproduttività netta, «reproduc-
tivité nette») nel suo libro dedicato alla demografia matematica pubblicato a
Parigi nel 1939 [52]. Questo termine raro, derivato da riproduttivo, apparve

1I libri in italiano includono [11, 19, 34, 43, 53, 68]. Articoli e rapporti in italiano includono
[21, 23, 36, 37, 84].
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intorno al 1832 e designava la «proprietà di produrre altri corpi simili a se
stessi, inerente ai corpi viventi» [72]. Lotka ne modifica quindi leggermente
il significato prendendo come definizione il numero che misura quantitati-
vamente questa proprietà. Va notato che al Congresso Internazionale sulla
Popolazione tenutosi a Parigi nel 1937, Lotka parlava ancora dell’«indice di
Böckh R0» [51]. Il termine «riproduttività» appare nel dizionario di Littré e
nel Trésor de la langue française, ma non nella maggior parte dei dizionari
attuali. Abbiamo pensato che fosse appropriato usarlo al posto del «tasso di
riproduzione di base» usato in epidemiologia o del «tasso di riproduzione net-
to» usato in demografia. La parola «tasso» è effettivamente ambigua. Nella
maggior parte dei casi, si riferisce a:

• o una quantità la cui dimensione è l’inverso di un tempo, come i tassi
di crescita, di natalità o di interesse, che sono dati per anno; questi tassi
assumono un valore diverso se si cambia l’unità di tempo;

• o una percentuale, tra 0 e 1, senza dimensione, come per il tasso di
disoccupazione o il tasso di astensione.

La confusione tra i due deriva dal fatto che l’unità di tempo «per anno» è
spesso implicita nel primo uso. Ma il numero R0 non corrisponde a nessu-
no di questi due casi: è un numero adimensionale, che può essere maggiore
o minore di 1. Per questo alcuni autori preferiscono l’espressione «numero
di riproduzione». L’espressione «tasso di riproduzione» si è tuttavia diffusa,
soprattutto in Francia. L’alienazione linguistica prevalente non favorisce la
riflessione terminologica. Questo libro offre l’opportunità di provare a cor-
reggere questa situazione, soprattutto perché abbiamo un termine ben formato
che è anche il termine originale. Nel seguito useremo quindi solo «tasso» per
designare un parametro la cui dimensione è l’inverso di un tempo, mentre R0
sarà la «riproduttività».

Per l’aneddoto, Lotka era di nazionalità americana ma era cresciuto in
Francia. Il francese era la sua lingua madre, essendo sua madre di origine
alsaziana. Sulla vita di Lotka, si può consultare [83, 88, 89] o [3, capitoli 17
e 24].

L’interesse di questa nozione di riproduttività è duplice. Da un lato, si mo-
strerà che per diversi modelli relativamente semplici con coefficienti costanti,
la dimensione finale di un’epidemia, cioè il numero di persone colpite infine
dalla malattia, dipende essenzialmente da due soli parametri: la dimensione
della popolazione e questa riproduttività. Poiché la riproduttività può essere
stimata dall’inizio di un’epidemia, questo dà l’impressione che sia possibile
prevedere le dimensioni di un’epidemia, almeno nel caso peggiore in cui non
si faccia nulla per fermarla. In pratica il problema è ovviamente molto più
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complesso [44], il difetto principale risiede nell’assunzione di una miscela
omogenea della popolazione.

La riproduttività R0 è anche legata allo sforzo necessario per prevenire
un’epidemia o per sradicare un’endemia, cioè una malattia che è presente in
modo permanente. In molti modelli, questo richiede di dividere i contatti per
almeno R0 o di dividere la popolazione che probabilmente prenderà la ma-
lattia per R0, che può essere fatto vaccinando una frazione 1− 1/R0 della
popolazione. Per esempio, con R0 = 2,5, troviamo 1− 1/R0 = 60%. La
conoscenza di R0 ci permette quindi di stimare il numero minimo di dosi di
vaccino necessarie per ottenere l’immunità collettiva. La riproduttività aiuta
a spiegare qualitativamente perché alcune malattie sono più difficili da sradi-
care di altre, anche con un vaccino: la loro riproduttività è particolarmente
alta. Questo è il caso del morbillo, per il quale le stime collocano R0 tra 15 e
20, il che comporta una copertura vaccinale minima di circa il 95%, una cifra
difficile da raggiungere.

Da un punto di vista matematico, ci rendiamo subito conto che la riprodut-
tività R0, dietro l’apparente semplicità della sua definizione nei modelli più
banali, può essere ragionevolmente definita come l’autovalore di una certa
matrice o operatore solo in modelli con una struttura più realistica. L’insta-
bilità della popolazione rispetto all’introduzione di pochi casi infetti è infatti
tipicamente un problema di autovalori. Il punto di partenza del nostro lavoro
nell’epidemiologia matematica è stata la constatazione che c’era una confu-
sione sulla definizione della riproduttività nel caso molto comune in cui la
stagionalità gioca un ruolo nella trasmissione, specialmente per le malattie
invernali in Europa e per le malattie trasmesse dagli insetti in Africa. Gli
specialisti si sono poi approssimativamente divisi in due gruppi.

Da un lato, c’erano coloro che erano più inclini alla matematica e sapeva-
no che in un modello con coefficienti periodici, la stabilità dipende da un solo
numero, per esempio il moltiplicatore di Floquet dominante [16, capitolo 9]
nel caso di sistemi di equazioni differenziali. Tuttavia, il «numero medio di
casi secondari» dipende ovviamente dalla stagione. Il consiglio era quindi di
abbandonare la nozione di R0 nel quadro periodico.

D’altra parte, c’erano quelli che erano più inclini alla statistica e alle ap-
plicazioni in epidemiologia. Non hanno esitato a parlare di un «R0» o «R»
che varia giornalmente, settimanalmente o mensilmente, per calcolarlo con-
gelando i valori dei parametri (così che la tecnica si applica anche a sistemi
i cui coefficienti variano nel tempo senza essere periodici), per tracciarlo in
funzione del tempo (ad esempio per l’epidemia da coronavirus del 2020) o
per rappresentare mappe di rischio mensili, soprattutto per le malattie tra-
smesse da vettori legate al cambiamento climatico. Tuttavia, mostreremo nel
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§ 18.2.4 un esempio in cui il sistema sembrerebbe andare verso l’estinzione
dell’epidemia in ogni momento se congelassimo i suoi coefficienti, ma in cui
un’epidemia si verifica comunque.

Abbiamo quindi cercato di convincere questi colleghi che la riproduttività
poteva effettivamente essere definita per i modelli periodici senza mancare di
rigore matematico:

• R0 è l’autovalore di un certo operatore su uno spazio di funzioni
periodiche;

• è un numero che non dipende dal tempo;
• Se si vuole un indice di rischio epidemico che varia con le stagioni,

allora la probabilità di estinzione è più appropriata di ciò che è stato
proposto finora.

Se il primo gruppo di scienziati sembra essere per lo più convinto, la maggior
parte degli specialisti del secondo gruppo persistono ad usare «R0» in modo
matematicamente inesatto. Questo uso sembra anche avere un carattere un
po’ tautologico: non è meglio dire che il numero settimanale di casi è aumen-
tato di tante % rispetto alla settimana precedente, il che è indubbiamente vero
e che tutti possono capire, piuttosto che dire che R0 o R vale tale e tale nu-
mero maggiore di 1 tale e tale giorno? Questa seconda affermazione non solo
ha una base matematica dubbia, ma è spesso accompagnata da una precisione
esagerata di due cifre dopo la virgola, una pratica qualificata in [48, p. 234]
come «pseudo-scientifica».

I vari capitoli di questo libro corrispondono ad articoli pubblicati ne-
gli ultimi quindici anni, i cui riferimenti precisi si possono trovare sul sito
www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer. Sono stati inclusi anche alcuni promemo-
ria, in particolare nei primi capitoli. Un riassunto all’inizio di ogni capitolo
dà un’idea del punto principale. Tranne che nella prima parte, è stata soprat-
tutto un’occasione per rivisitare alcune questioni classiche dell’epidemiologia
matematica ma in un quadro periodico e alla luce della nuova definizione pro-
posta per la riproduttività di R0. Non è quindi un corso nel senso tradizionale
del termine. C’è qualche ripetizione tra i capitoli. Il vantaggio, tuttavia, è che
ogni capitolo può essere letto in modo relativamente indipendente dagli altri.
Il materiale è peraltro piuttosto recente e non si troverà in nessun altro libro.
La bibliografia è stata sfoltita per mantenere solo ciò che è veramente utile
per la comprensione del testo. Uno sforzo particolare è stato fatto per indi-
care le fonti in francese. I progressi della traduzione automatica hanno già
permesso di uscire dall’attuale uniformità linguistica [9]. I capitoli sono stati
raggruppati per tema piuttosto che cronologicamente. Alcuni capitoli sono
scritti in uno stile matematico con proposizioni e dimostrazioni ben definite;
altri sono meno rigorosi.

http://www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer
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La prima parte riguarda i modelli a coefficienti costanti o a coefficienti
parzialmente costanti. Questa parte può essere usata come un’introduzione
alla modellazione epidemica poiché include, per esempio, il modello S-I-R
di Kermack e McKendrick, lo studio della dimensione finale dell’epidemia e
il modello S-E-I-R. I primi due capitoli si concentrano sul problema trascu-
rato della stima della data del picco epidemico. Il capitolo 3 propone una
definizione della riproduttività R0 come tasso asintotico di crescita per ge-
nerazione. Il capitolo 4 si concentra sull’inizio dell’epidemia da coronavirus
in Francia, ma cerca di ottenere formule generali quando il tasso di contatto
subisce un salto improvviso dopo un confinamento. Il capitolo 5 serve come
introduzione ai modelli epidemici stocastici.

A partire da questi elementi di base, si può immaginare un gran numero
di modelli, il cui grado di raffinatezza dipenderà dalla domanda pratica che ci
si pone, dalla disponibilità di dati e dalle caratteristiche biologiche e sociali
della malattia infettiva. Per esempio, la popolazione può essere stratificata
per età, per sesso (per le malattie sessualmente trasmissibili), per gruppi a
rischio o per regione. Di seguito, verrà affrontato il ruolo della stagionalità.

La seconda parte si occupa di modelli deterministici con coefficienti pe-
riodici. La stagionalità è infatti evidente per molte epidemie. Viene dato uno
studio dettagliato del parametro R0 nel caso periodico. Ci sono anche studi
sulla chikungunya nell’isola della Riunione, sulla leishmaniosi in Marocco e
su una storica epidemia di peste in India. Gli ultimi tre capitoli di questa parte
trattano la dimensione finale di un’epidemia, sempre nel caso periodico.

La terza e ultima parte si occupa di modelli stocastici con coefficienti
periodici. La discussione ruota principalmente intorno al calcolo della pro-
babilità di estinzione di un’epidemia. Viene presentata un’applicazione al
caso del morbillo in Francia. L’ultimo capitolo si occupa del tempo necessa-
rio perché un’epidemia si estingua. Bisogna notare che questi due temi sono
stati studiati anche nel caso in cui l’ambiente non è periodico ma casuale
[5, 6, 7, 8, 10].

Ringrazio i colleghi senza i quali molti di questi capitoli non sarebbero
stati possibili: Souad Guernaoui e El Hadi Ait Dads a Marrakech, Rachid
Ouifki a Stellenbosch (Sudafrica), Xamxinur Abdurahman a Ürümqi (Cina),
Gabriela Gomes, Carlota Rebelo e Alessandro Margheri a Lisbona, Hisashi
Inaba a Tokyo, Claude Lobry a Nizza, Tewfik Sari a Montpellier e Frédéric
Hamelin a Rennes. Alcune di queste collaborazioni sono state rese possibili
da un finanziamento dell’Institut de recherche pour le développement. Al-
cune parti del libro sono state insegnate a Marrakech, Tlemcen e Tokyo, per
cui ringrazio anche Ali Moussaoui, Hiroshi Nishiura e ancora Hisashi Inaba.
Alice Sinatra ha corretto la traduzione della prefazione.
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Parte I

Modelli epidemici con
coefficienti costanti



Capitolo 1

Modello S-I-R

In questo capitolo viene studiato il comportamento asintotico,
quando la dimensione della popolazione è sufficientemente gran-
de, del tempo necessario perché un’epidemia raggiunga il suo
picco, nell’ipotesi che la diffusione dell’epidemia sia descritta
da un sistema di equazioni differentiali ordinarie di tipo S-I-R.

1.1 Equazioni

Consideriamo una popolazione di dimensione N soggetta a una malattia
infettiva. Denotiamo con:

• S(t), il numero di individui suscettibili di essere infettati al tempo t; si
usa questo termine, «individuo suscettibile», sebbene l’aggettivo possa
essere confuso con l’altro significato, «individuo facile a offendersi»;

• I(t), il numero di individui infetti (e al contempo infettivi) al tempo t;

• R(t), il numero di individui che escono dal processo di trasmissione al
tempo t, a causa dell’adozione di misure di protezione, della guarigio-
ne o della morte; si suppone che gli individui guariti siano immuni e
conservino l’immunità senza limiti di tempo.

La popolazione totale al tempo t è data da:

N = S(t)+ I(t)+R(t).

Le diverse classi di individui sono anche chiamate compartimenti (fig. 1.1),
ma ciò non significa che gli individui siano fisicamente separati; individui
di compartimenti diversi possono infatti entrare in contatto all’interno della
popolazione.
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Si suppone che la popolazione totale sia costante e sufficientemen-
te grande. Inoltre, si assume che sia ragionevole modellare l’evoluzione
dell’epidemia tramite un sistema di equazioni differenziali ordinarie piutto-
sto che tramite un processo stocastico. Infatti, quando il numero di indivi-
dui è abbastanza grande, si può in qualche modo ignorare il fatto che que-
sto numero deve essere un intero e assumere invece che vari con continuità.
Possiamo anche trascurare per il momento gli effetti che possono determi-
narsi all’inizio dell’epidemia, quando il numero di individui infetti è ancora
piccolo. Torneremo su questi punti nel capitolo 5 e nella terza parte del libro.

S I R

Figura 1.1: I compartimenti del modello S-I-R.

Denotiamo con a il tasso di contatto effettivo e assumiamo che sia una
costante positiva. Esso è il prodotto di due quantità: il numero di contatti
per unità di tempo e la probabilità di trasmissione durante un contatto tra un
individuo infetto e un individuo non infetto. L’unità del tasso a è dunque
l’inverso di un tempo, come impone l’uso della parola «tasso».

Denotiamo inoltre con la costante positiva b il tasso al quale gli individui
lasciano il compartimento I ed entrano nel compartimento R. Ciò significa
che ogni individuo nel compartimento I ha una probabilità bdt di spostarsi
nel compartimento R durante un intervallino di tempo dt qualsiasi. Questo
implica che il tempo trascorso nel compartimento I è una variabile casuale
distribuita secondo una distribuzione esponenziale con parametro b, la cui
media è data da: ∫ +∞

0
e−bx dx =

1
b
.

Questa ipotesi può sembrare irrealistica ma semplifica la presentazione. Il
caso delle distribuzioni generali sarà discusso in diverse occasioni, a partire
dal § 3.2.

Un’ulteriore ipotesi è che i contatti siano casuali, così che quando un in-
dividuo non infetto incontra un’altro individuo, la probabilità che quell’indi-
viduo sia infetto è uguale a I/N, cioè pari alla proporzione di persone infette
nella popolazione. Ogni individuo nel compartimento S ha quindi una pro-
babilità a× (I/N)× dt di essere infettato durante un intervallino di tempo
dt.
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Tutti questi presupposti portano al famoso modello S-I-R di Kermack e
McKendrick (1927) per un’epidemia [3, capitolo 18]:

dS
dt

=−aS
I
N
, (1.1)

dI
dt

= aS
I
N
−b I, (1.2)

dR
dt

= b I. (1.3)

Questa è in realtà una versione semplificata del modello originale, nel qua-
le è invece inclusa una generica distribuzione per il tempo trascorso nel
compartimento I.

Consideriamo ora le condizioni iniziali:

S(0) = N− I0, I(0) = I0, R(0) = 0 (1.4)

con 0 < I0 < N. Il numero I0 è in generale molto più piccolo di N, circostanza
che si denota con I0 ≪ N.

Un esempio è riportato in figura 1.2. Sono stati utilizzati il software Sci-
lab e la sua funzione per la soluzione numerica di sistemi differenziali con
N = 65 × 106 (la popolazione della Francia), I0 = 1, a = 1/2 al giorno e
b = 1/4 al giorno. All’inizio dell’epidemia, una persona infettiva contagia
quindi, in media, una persona ogni due giorni (1/a). La durata media del-
l’infezione, 1/b, è di 4 giorni. La riproduttività R0 è, in questo caso molto
semplice, il numero medio di casi secondari che una persona infetta all’inizio
dell’epidemia, cioè il prodotto a× (1/b). Cioè

R0 =
a
b
,

che dà R0 = 2.
Si noti che λ = a− b è il tasso di crescita dell’epidemia nelle sue prime

fasi, poiché in tal caso abbiamo S(t)≈ N e

dI
dt

≈ (a−b) I.

Le quantità I(t) e R(t) crescono quindi all’inizio come eλ t . Il tasso λ può
essere stimato da dati epidemiologici, per esempio riportando i dati in scala
logaritmica e misurando la pendenza. Se la durata media dell’infezione 1/b
è nota, o perché si tratta di una malattia nota in precedenza o, nel caso di
una nuova malattia, grazie all’attenta osservazione di un certo numero di casi
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Figura 1.2: Una simulazione del modello S-I-R con il tempo t in giorni sull’asse delle
ascisse.

per i quali è stato possibile identificare la data di infezione, allora è possibile
ricavare il tasso di contatto effettivo a = λ +b e la riproduttività R0 = a/b =
1+λ/b.

Nota 1.1. Le proporzioni

x(t) = S(t)/N, y(t) = I(t)/N, z(t) = R(t)/N

sono soluzioni del sistema

dx
dt

=−axy ,
dy
dt

= axy−by ,
dz
dt

= by ,

con x(0) = S(0)/N = 1− I0/N, y(0) = I0/N e z(0) = 0. Questo mostra, per
esempio, che alcune proprietà del modello, come l’istante di tempo in cui
avviene il picco epidemico, dipendono solo dai parametri I0 e N attraverso il
rapporto I0/N.

1.2 Dimensione finale dell’epidemia

Proposizione 1.2. Il sistema (1.1)-(1.4) ammette un’unica soluzione definita
per ogni t > 0. Inoltre, S(t)> 0, I(t)> 0 e R(t)> 0 per ogni t > 0.
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Dimostrazione. Il teorema di Cauchy-Lipschitz [59, teorema 16.5.5] assicura
l’esistenza e l’unicità di una soluzione del sistema (1.1)-(1.4) su un intervallo
massimale [0; T[. Dall’equazione (1.1) abbiamo, per ogni t tale che 0< t <T,

S(t) = S(0)exp
(
− a

N

∫ t

0
I(u)du

)
> 0

perché S(0)> 0. Poiché l’equazione (1.2) si può scrivere

dI
dt

= (aS/N−b)I,

abbiamo anche

I(t) = I(0)exp
(

a
N

∫ t

0
S(u)du−bt

)
> 0

perché I(0)> 0. Infine

R(t) = b
∫ t

0
I(u)du > 0

per 0 < t < T. Inoltre
d
dt
(S+ I+R) = 0

quindi S(t) + I(t) +R(t) = S(0) + I(0) +R(0) = N. Abbiamo quindi 0 <
S(t)< N, 0 < I(t)< N e 0 < R(t)< N per ogni t tale che 0 < t < T. Poiché
le soluzioni rimangono limitate nell’intervallo massimale [0; T[, segue che
T =+∞ [16, corollario 3.34]. Il sistema (1.1)-(1.4) ammette quindi un’unica
soluzione definita per ogni t > 0.

Nel seguito denotiamo con log(·) il logaritmo neperiano.

Proposizione 1.3. La funzione S(t) è strettamente decrescente e converge
a un limite S∞. La funzione R(t) è strettamente crescente e converge a un
limite R∞. La funzione I(t) tende a 0 quando t → +∞. Si ha: S∞ +R∞ = N.
Assumiamo poi x0 = S(0)/N. La dimensione finale dell’epidemia è tale che
x∞ = S∞/N è l’unica soluzione nell’intervallo ]0; 1[ dell’equazione

φ(x)def
= 1− x+

b
a

log
x
x0

= 0. (1.5)

Se a > b, allora questa soluzione è nel sottointervallo ]0; b/a[.
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Dimostrazione. Dalla proposizione 1.2, abbiamo S(t)> 0 e I(t)> 0. Pertanto

dS
dt

=−aS
I
N

< 0.

La funzione S(t) è quindi strettamente decrescente, minorata da 0 e converge
a un limite S∞ quando t →+∞. Allo stesso modo,

dR
dt

= b I > 0.

La funzione R(t) è quindi strettamente crescente, maggiorata da N e converge
a un limite R∞ quando t →+∞. Dalle equazioni (1.1) e (1.3) deduciamo che

dR
dt

= b I =−bN
aS

dS
dt

.

Pertanto

R(t) =−bN
a

log
S(t)
S(0)

. (1.6)

Al limite, si ha S∞ > 0 e

R∞ =−bN
a

log
S∞

S(0)
.

Dal momento che I(t) = N−S(t)−R(t), anche la funzione I(t) converge a
un limite I∞ quando t →+∞. Ma se fosse I∞ > 0, si avrebbe

R(t) = b
∫ t

0
I(u)du −→

t→+∞
+∞,

il che è impossibile essendo R(t)< N. Quindi I∞ = 0 e S∞ +R∞ = N. Così

S∞ = N−R∞ = N+
bN
a

log
S∞

S(0)
.

Questa equazione determina S∞ e quindi anche la dimensione finale dell’epi-
demia R∞. Dividendo per N, otteniamo dalla definizione (1.5) della funzione
φ(x): φ(x∞) = 0 e 0 < x∞ < 1. Ora

φ
′(x) =−1+

b
ax

.

Distinguiamo due casi. In primo luogo, supponiamo a ⩽ b. Allora φ ′(x)> 0
nell’intervallo ]0; 1[, cioè la funzione φ(x) è strettamente crescente in questo
intervallo. Inoltre, φ(x)→−∞ se x → 0+ e

φ(1) =
b
a

log
1
x0

> 0
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essendo 0 < x0 < 1. Quindi esiste un’unica x∗ ∈ ]0; 1[ tale che φ(x∗) = 0.
Quindi, x∞ = x∗.

Supponiamo ora a > b. Allora φ ′(x) > 0 se 0 < x < b/a, e φ ′(x) < 0
se b/a < x < 1. Cioè la funzione φ è strettamente crescente nell’intervallo
]0; b/a[ e strettamente decrescente nell’intervallo ]b/a ; 1[. Abbiamo

φ(b/a) = 1− b
a
+

b
a

log
b/a
x0

> 1− b
a
+

b
a

log
b
a
.

Poniamo χ(x) = 1−x+x logx. Si ha χ ′(x) = logx < 0 se x ∈ ]0; 1[ e χ(1) =
0. Quindi χ(x)> 0 se x ∈ ]0; 1[ e φ(b/a)> χ(b/a)> 0. Segue che φ(x)→
−∞ se x → 0+ e φ(1)> 0. Quindi esiste un’unica x∗ ∈ ]0; 1[ tale che φ(x∗) =
0. Inoltre x∗ ∈ ]0; b/a[ e x∞ = x∗.

Nota 1.4. L’equazione (1.5) può anche essere scritta come

x = x0 exp
(
−a

b
(1− x)

)
,

oppure, con z = 1− x,

1− z = x0 exp
(
−a

b
z
)
.

Se a > b, allora z∞ = R∞/N = 1− x∞ > 1−b/a.

Nota 1.5. La soluzione x∞ dipende dai parametri a e b solo attraverso il
rapporto adimensionale R0 = a/b. Derivando l’equazione (1.5), troviamo

− dx∞

dR0
− 1

(R0)2 log
x∞

x0
+

1
R0 x∞

dx∞

dR0
= 0.

Così
dx∞

dR0
=

log x∞

x0

R0(1/x∞ −R0)
< 0.

Dal momento che z∞ = R∞/N = 1− x∞, vediamo che la frazione finale di
individui che ha subito l’infezione è una funzione strettamente crescente
di R0. Maggiore è la riproduttività R0, maggiore è la dimensione finale
dell’epidemia R∞.

Proposizione 1.6. Se a < b, allora

R∞ ⩽
I0

1−a/b

e R∞/N → 0 quando I0/N → 0.
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Dimostrazione. Poiché S(t)/N < 1, abbiamo dall’equazione (1.2)

dI
dt

⩽ (a−b) I < 0.

Quindi I(t)⩽ I(0)e(a−b)t e

R∞ = b
∫ +∞

0
I(u)du ⩽

b I(0)
b−a

.

Nota 1.7. Assumiamo I0 ≪ N. Se a < b, allora z∞ = R∞/N ≈ 0 dalla pro-
posizione precedente. Se a > b, allora dalla nota 1.4, ponendo x0 ≈ 1, si
ottiene

1− z∞ ≈ exp
(
−a

b
z∞

)
e z∞ ̸= 0. La figura 1.3 illustra queste formule e mostra come z∞ varia in fun-
zione di R0 = a/b. Se R0 < 1, l’epidemia, in senso stretto, non avviene. Se
R0 > 1 e R0 ≈ 1, allora sviluppando l’esponenziale e arrestando lo sviluppo
al secondo ordine, si ha:

1− z∞ ≈ 1−R0 z∞ +
(R0 z∞)

2

2
,

da cui
z∞ ≈ 2(R0 −1). (1.7)

Per esempio, una riproduttività R0 = 1,05 porta a una dimensione finale
dell’epidemia R∞/N vicina al 10% (più precisamente 9,4%).

1.3 Picco epidemico

Abbiamo visto nella dimostrazione della proposizione 1.6 che la funzione
I(t) è decrescente se a < b. In questo caso, non c’è un picco epidemico e
la dimensione finale dell’epidemia è molto piccola rispetto alla popolazione
totale N se la condizione iniziale I(0) è essa stessa molto piccola rispetto a N,
il che è generalmente quanto accade in pratica.

In questo paragrafo, ci limitiamo quindi al caso in cui a > b o più preci-
samente al caso in cui a(1− I0/N) > b, che è quasi lo stesso se I0/N ≪ 1.
Notiamo per inciso che

R0 =
a
b
>

1
1− I0/N

> 1.
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Figura 1.3: La frazione finale della popolazione colpita dall’epidemia, z∞ = R∞/N, in
funzione della riproduttività R0 = a/b quando I0 ≪ N.

Allora abbiamo
dI
dt
(0) = [a(1− I0/N)−b]I0 > 0.

La funzione S(t) è strettamente decrescente e decresce da S(0) = N− I0 =
N(1 − I0/N) > Nb/a a S∞ nell’intervallo [0; +∞[. E si ha S∞ < Nb/a
secondo la proposizione 1.3. Pertanto, esiste un unico τ > 0 tale che

S(τ) = Nb/a.

Poiché
dI
dt

= (aS/N−b)I. (1.8)

e I(t)> 0 per ogni t > 0, segue che dI/dt > 0 e dunque la funzione I(t) è stret-
tamente crescente nell’intervallo ]0; τ[. Allora dI/dt < 0 e la funzione I(t)
è strettamente decrescente nell’intervallo ]τ ; +∞[. Chiamiamo I(τ) il picco
epidemico:

I(τ) = max
t>0

I(t).

Il valore del picco è facilmente determinabile. Infatti, con la
relazione (1.6), abbiamo

S(τ) =
Nb
a

, R(τ) =−Nb
a

log
S(τ)
S(0)

, N = S(τ)+ I(τ)+R(τ).
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Otteniamo

I(τ)
N

= 1− S(τ)
N

− R(τ)
N

= 1− b
a
+

b
a

log
(

N
N− I0

b
a

)
.

Se I0/N ≪ 1, allora

I(τ)
N

≈ 1− b
a
+

b
a

log
b
a
= 1− 1+ logR0

R0
.

Se inoltre R0 ≈ 1, allora uno sviluppo limitato all’ordine 2 del logaritmo dà

I(τ)
N

≈ 1− 1+(R0 −1)− (R0 −1)2/2
R0

≈ (R0 −1)2

2
.

1.3.1 Occorrenza del picco epidemico

Il momento in cui occorre il picco epidemico è più difficile da ottenere. Dalla
relazione (1.6)

dS
dt

=−a
S
N
(N−S−R) =−a

S
N

(
N−S+

Nb
a

log[S(t)/S(0)]
)
.

Poiché S(t) è strettamente monotona, abbiamo

τ =
∫

τ

0
dt =

∫ Nb/a

S(0)

dS
−a S

N

(
N−S+ Nb

a log[S/S(0)]
) .

Sia s = S/N. Allora

τ =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

ds
s
(
1− s+ b

a log[s/(1− I0/N)]
) . (1.9)

Studieremo il comportamento asintotico di questo integrale quando N →+∞

mentre tutti gli altri parametri sono fissati, incluso I0.

Proposizione 1.8. Il momento τ di occorrenza del picco epidemico si ottiene,
quando N →+∞, dalla formula

τ =
1

a−b

{
log

N
I0

+ log
[(

1− b
a

)
log

a
b

]
+
∫ log a

b

0

−1+ e−u +u
u(1− e−u − b

a u)
du

}
+o(1)

che può essere riscritta come

τ =
1

a−b

{
log

N
I0

+ f (R0)

}
+o(1) (1.10)

dove R0 = a/b > 1.
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Dimostrazione. Poniamo

ε =−b
a

log(1− I0/N).

Abbiamo ε > 0. Allora τ = τ1 + τ2 con

τ1 =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

(
1

1+ ε − s+ b
a logs

− 1
ε − (1− b

a ) logs

)
ds
s
,

τ2 =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

ds
s
[
ε − (1− b

a ) logs
] .

Riducendo allo stesso denominatore,

τ1 =
1
a

∫ 1− I0
N

b
a

−1+ s− logs[
ε −
(
1− b

a

)
logs

](
1+ ε − s+ b

a logs
) ds

s
.

Abbiamo
ε ∼ b

a
I0

N
→ 0

quando N →+∞. Osserviamo che l’integrale che interviene quando si passa
formalmente al limite N →+∞, cioè∫ 1

b
a

−1+ s− logs
−(logs)

(
1− s+ b

a logs
) ds

s

è a priori un integrale generalizzato in s = 1. Ma la funzione integranda si
estende per continuità perché

logs = s−1− (s−1)2

2
+o
(
(s−1)2)

nelle vicinanze di s = 1, in modo che

−1+ s− logs
−(logs)

(
1− s+ b

a logs
)

s
−→
s→1

1
2(1−b/a)

.

In particolare, questo integrale è convergente. Per b/a < s < 1, sia

ψ(s) =
−1+ s− logs

−(a−b)(logs)
(
1− s+ b

a logs
)

s
,

ψN(s) =
1
a

−1+ s− logs[
ε −
(
1− b

a

)
logs

](
1+ ε − s+ b

a logs
)

s
.
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Abbiamo: 0 < ψN(s)< ψ(s) e ψN(s)→ ψ(s) quando N →+∞. Poiché∫ 1

b
a

ψ(s)ds

è un integrale convergente, il teorema di convergenza dominata [59,
teorema 10.1.34] mostra che∫ 1

b
a

ψN(s)ds −→
N→+∞

∫ 1

b
a

ψ(s)ds.

Inoltre,

0 ⩽
∫ 1

1− I0
N

ψN(s)ds ⩽
∫ 1

1− I0
N

ψ(s)ds −→
N→+∞

0.

Così

τ1 =
∫ 1− I0

N

b
a

ψN(s)ds =
∫ 1

b
a

ψN(s)ds−
∫ 1

1− I0
N

ψN(s)ds −→
N→+∞

∫ 1

b
a

ψ(s)ds

e

τ1 =
1

a−b

∫ 1

b
a

−1+ s− logs
−(logs)

(
1− s+ b

a logs
) ds

s
+o(1), N →+∞.

Con il cambio di variabile s = e−u, otteniamo

τ1 =
1

a−b

∫ log a
b

0

−1+ e−u +u
u
(
1− e−u − b

a u
) du+o(1).

Inoltre, l’integrale τ2 può essere calcolato esplicitamente:

τ2 =
1
a

[
log
{

ε −
(
1− b

a

)
logs

}
−
(
1− b

a

) ]1− I0
N

b
a

=
1

a−b

[
log
{

ε −
(

1− b
a

)
log

b
a

}
− log

{
− log

(
1− I0

N

)}]
=

log N
I0
+ log

[(
1− b

a

)
log a

b

]
a−b

+o(1).

Sommando i due risultati, otteniamo la formula della proposizione.

La figura 1.4 mostra come questa formula approssimi bene il momento τ

di occorrenza del picco epidemico previsto dal modello. Il software gratuito
Scilab è stato utilizzato per il calcolo numerico degli integrali. Il parametro b
è stato scelto in modo che il periodo infettivo duri in media 1/b = 4 giorni.
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Figura 1.4: Il momento τ di occorrenza del picco epidemico del modello S-I-R, in
giorni dall’inizio dell’epidemia, in funzione di logN secondo la formula esatta (1.9)
[linee solide] e secondo la formula approssimata (1.10) [piccoli cerchi]. Valori dei
parametri: I0 = 1, b = 1/4 al giorno, R0 = a/b ∈ {1,5 ; 2 ; 3}.

Nota 1.9. La formula (1.10) rimane invariata se partiamo dalla condizione
iniziale S(0) = N− i− r, I(0) = i e R(0) = r, con i > 0, r ⩾ 0, i+ r < N e
a(1− i+r

N )> b. Infatti, lasciamo che N̂=N−r =N(1−r/N), R̂(t) =R(t)−r
e â = aN̂/N = a(1− r/N). Allora

dS
dt

=−âS
I

N̂
,

dI
dt

= âS
I

N̂
−b I,

dR̂
dt

= b I,

con S(0) = N̂− i, I(0) = i e R̂(0) = 0 e ci siamo ricondotti al caso trattato
sopra. Pertanto

τ =
1

â−b

{
log

N̂
i
+ f (â/b)

}
+o(1), N̂ →+∞.

Ma poiché N̂ →+∞ è equivalente a N →+∞, come logN̂ = logN+O(1/N)
e come â = a+O(1/N), si ricade in

τ =
1

a−b

{
log

N
i
+ f (a/b)

}
+o(1), N →+∞.
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1.3.2 Studio della funzione f (R0)

La figura 1.5 mostra come varia la funzione f (R0) della proposizione 1.8 in
funzione di R0:

• la funzione f (R0) sembra essere crescente; questo non è ovvio, anche
quando si calcola la derivata;

• abbiamo: f (R0) = 0 per R0 ≈ 2,1.

• per valori di R0 non troppo vicini a 1, diciamo tra 1,5 e 10, il che è
un intervallo ragionevole per molte malattie infettive, il termine f (R0)
sembra abbastanza piccolo rispetto al primo termine log(N/I0) della
formula (1.10). Con I0 = 1 e, ad esempio, una popolazione N = 105,
abbiamo log(N/I0)≈ 11,5 mentre | f (R0)| rimane inferiore a 2.

102 4 6 81 3 5 7 9

0

−10

−8

−6

−4

−2

2

4

6

Figura 1.5: f (R0) in funzione di R0 [linea continua] e l’approssimazione (1.11) in
prossimità di R0 = 1 [linea tratteggiata].

Proposizione 1.10.

f (R0) = log
[
2(R0 −1)2

]
+o(1), R0 → 1+. (1.11)

Dimostrazione. Quando R0 → 1+, logR0 = (R0 −1)(1+o(1)) e

log
[(

1− 1
R0

)
logR0

]
= log

[
(R0 −1)2]+o(1) = 2log(R0 −1)+o(1).
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Nei pressi di u = 0+,

−1+ e−u +u
u(1− e−u −u/R0)

=
u2/2+o(u2)

u(u−u2/2+o(u2)−u/R0)

=
1+o(1)

2(1−1/R0)−u+o(u)
.

Si ha ∫ logR0

0

du
2(1−1/R0)−u

=
[
− log

{
2(1−1/R0)−u

}]logR0

0

=− log
2(1−1/R0)− logR0

2(1−1/R0)

=− log
[

1− logR0

2(1−1/R0)

]
−→

R0→1+
− log(1/2) = log2

Sia

ζ (u) =
−1+ e−u +u

u(1− e−u −u/R0)
− 1

2(1−1/R0)−u
.

Resta da dimostrare che ∫ logR0

0
ζ (u)du −→

R0→1+
0.

Riducendo allo stesso denominatore, notiamo che

ζ (u) = (1−1/R0)
e−u −1+u−u2/2

u(1− e−u −u/R0)(1−1/R0 −u/2)
.

Secondo la formula di Taylor-Lagrange, per ogni u > 0, esiste θ ∈ ]0; 1[ tale
che

e−u = 1−u+
u2

2
− u3

6
e−θu.

Quindi per ogni u > 0,∣∣∣∣e−u −1+u− u2

2

∣∣∣∣⩽ u3

6
,

1− e−u −u/R0 = u− u2

2
+

u3

6
e−θu −u/R0

> u− u2

2
−u/R0 = u(1−1/R0 −u/2).
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Notiamo che per 0 < u < logR0

1−1/R0 −u/2 > 1−1/R0 − (logR0)/2 ∼
R0→1+

(R0 −1)/2 > 0.

Per R0 vicino a 1, abbiamo 1−1/R0 − (logR0)/2 > 0. Così,∣∣∣∣∫ logR0

0
ζ (u)du

∣∣∣∣⩽ 1−1/R0

[1−1/R0 − (logR0)/2]2

∫ logR0

0

u
6

du

=
1−1/R0

[1−1/R0 − (logR0)/2]2
(logR0)

2

12

∼
R0→1+

R0 −1
3

−→
R0→1+

0.

1.3.3 Nota

La quantità τ non è una funzione monotonicamente decrescente del tasso di
contatto effettivo a, come si potrebbe pensare a priori. La figura 1.6 illustra
questo con alcuni esempi numerici.

1 21.2 1.4 1.6 1.81.1 1.3 1.5 1.7 1.9

0

100

20

40

60

80

Figura 1.6: Il momento τ di occorrenza del picco epidemico secondo la formula esatta
(1.9) in funzione del tasso di contatto effettivo a per a > b/(1− I0

N ) se I0 = 1 e N ∈
{100; 1000; 10000}. L’unità di tempo è stata scelta in modo che b = 1.

Per capire questa figura senza essere veramente rigorosi, supponiamo
che N sia grande e R0 vicino a 1 ma con N(R0 − 1)2 non troppo piccolo.
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Combinando le formule approssimate (1.10) e (1.11), troviamo

τ ≈
log
[

N
I0

2(a/b−1)2
]

a−b
.

Così

∂τ

∂a
≈

2− log
[

N
I0

2(a/b−1)2
]

(a−b)2 .

Si noti che ∂τ

∂a ≈ 0 se
a
b
≈ 1+ e

√
I0

2N
,

dove e è la base dei logaritmi neperiani. Con questo valore di a, diciamo a∗,
il corrispondente valore del massimo di τ è

τmax ≈
2

a∗−b
=

2
be

√
2N
I0

.

La quantità τ non è quindi sempre una funzione decrescente del tasso di
contatto, ma ciò si osserva solo per valori di R0 che sono vicini a 1.

1.4 Approssimazione quando la riproduttività è vicina a 1

Consideriamo di nuovo il caso in cui R0 = a/b ≈ 1 con R0 > 1. Supponiamo
che la condizione iniziale I0/N sia piccola. Secondo l’approssimazione (1.7),
anche la dimensione finale dell’epidemia R∞/N è piccola. Poiché la funzione
R(t) è crescente, ciò significa che la funzione R(t)/N rimane piccola per ogni
t ⩾ 0. L’equazione (1.6) mostra che S(t) = S(0)e−aR(t)/(Nb). Pertanto

dR
dt

= b I = b(N−S−R) = b
[
N−S(0)e−aR/(Nb)−R

]
.

Uno sviluppo troncato all’ordine 2 dell’esponenziale e−x = 1− x+ x2/2+
o(x2) porta a

dR
dt

≈ b
[

N−S(0)
(

1− aR
Nb

+
a2 R2

2N2 b2

)
−R

]
.

Poiché S(0) = N− I0, segue

dR
dt

≈ b I0 +

(
aS(0)

N
−b
)

R− S(0)a2

2bN2 R2. (1.12)
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Prima di enunciare il prossimo lemma, ricordiamo che cosh(·) e tanh(·)
indicano il coseno iperbolico e la tangente iperbolica.

Lemma 1.11. Siano α < 0, β > 0 e γ > 0, e

∆ = β
2 −4α γ, τ =

2√
∆

artanh
(

β√
∆

)
.

La soluzione dell’equazione di Riccati

dR
dt

= α R2 +β R+ γ

con la condizione iniziale R(0) = 0 è

R(t) =
−β −

√
∆ tanh

(√
∆(t − τ)/2

)
2α

,

in modo che
dR
dt

=
−∆/(4α)

cosh2
(√

∆(t − τ)/2
) .

Dimostrazione. Le ipotesi implicano ∆ > 0. Poniamo che

R± =
−β ±

√
∆

2α
, R(t) = R−+ r(t).

Allora

dr
dt

=
dR
dt

= α (R−+ r)2 +β (R−+ r)+ γ

= α R−
2 +β R−+ γ +(β +2α R−)r+α r2

= (β +2α R−)r+α r2 =−
√

∆ r+α r2.

Poniamo δ =
√

∆ e ρ = 1/r. Allora

dρ

dt
=− 1

r2
dr
dt

=
δ

r
−α = δ ρ −α.

Questo porta a

ρ(t) = ρ(0)eδ t +
α

δ

(
1− eδ t

)
.
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Ritornando alle variabili r(t) e R(t) e tenendo conto che R(0) = 0, otteniamo

R(t) = R−+
1

− eδ t

R−
+ α

δ

(
1− eδ t

) .
Sostituendo la R− con la sua espressione, otteniamo

R(t) =
−β −δ

2α
+

δ/α

1+ δ−β

δ+β
eδ t

.

Ora, utilizzando una formula di trigonometria iperbolica [59, § 8.5.3], si ha

τ =
2
δ

artanh
(

β

δ

)
=

1
δ

log
(

1+β/δ

1−β/δ

)
=

1
δ

log
(

δ +β

δ −β

)
.

Così

R(t) =
−β −δ

2α
+

δ/α

1+ eδ (t−τ)
=− β

2α
− δ

2α

(
1− 2

1+ eδ (t−τ)

)
=− β

2α
− δ

2α

eδ (t−τ)−1
eδ (t−τ)+1

=− β

2α
− δ

2α
tanh [δ (t − τ)/2] .

La derivata di R(t) si deduce immediatamente.

Torniamo ora all’equazione approssimata (1.12). Abbiamo

α =−S(0)a2

2bN2 < 0, β =
aS(0)

N
−b > 0, γ = b I0 > 0.

Così

I(t) =
1
b

dR
dt

≈ N
2

[N/S(0)](∆/a2)

cosh2
(√

∆ (t − τ)/2
) ,

con

∆ =

(
aS(0)

N
−b
)2

+2a2 S(0) I(0)
N2 , τ =

2√
∆

artanh

(
aS(0)

N −b
√

∆

)
.

Notiamo che questa approssimazione di I(t) è una curva a campana simme-
trica con un massimo in t = τ , il che giustifica a posteriori l’uso di τ nel
lemma 1.11. Kermack e McKendrick hanno ottenuto questa approssimazione
nel 1927 [3, capitolo 18].
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Assumiamo più precisamente R0 = a/b≈ 1, R0 > 1 e I0/N≪ (R0−1)2.
Poiché abbiamo anche I0/N ≪ R0 −1, otteniamo

α =− a2

2bN
(1− I0/N)≈− a

2N
,

β = (a−b)
(

1− I0/N
1−b/a

)
≈ a−b,

∆ = [a(1− I0/N)−b]2 +2a2(I0/N)(1− I0/N)

≈ (a−b)2 +2ab(I0/N)≈ (a−b)2.

Così

I(t) =
1
b

dR
dt

≈ N
2

(a/b−1)2

cosh2[(a−b)(t − τ)/2]
. (1.13)

Otteniamo, come nel § 1.3, che I(τ)/N ≈ (R0 −1)2/2. Inoltre,

tanh
(√

∆τ/2
)
=

β√
∆
≈

1− I0/N
1−b/a

1+ab I0/N
(a−b)2

≈ 1−ab
I0/N

(a−b)2 ≈ 1− I0/N
(a/b−1)2 .

Deduciamo che la tangente iperbolica è vicina a 1, così che

tanh
(√

∆τ/2
)
≈ 1−2e−

√
∆τ .

Così

τ ≈ 1
a−b

log
(

2N
I0

(a/b−1)2
)
.

Questa è la stessa espressione del § 1.3.3, come dovrebbe essere.
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Modello S-E-I-R

Questo capitolo è dedicato allo studio di una epidemia la cui
diffusione è descritta da un sistema di equazioni differenziali or-
dinarie di tipo S-E-I-R. Nell’ipotesi che la popolazione N sia suf-
ficientemente grande, viene proposta la congettura che il picco
epidemico abbia luogo al momento τ dato da τ ∼ (logN)/λ+,
dove λ+ è il più grande autovalore del sistema linearizzato.

2.1 Equazioni

Il modello S-E-I-R include l’ipotesi che esista una fase latente prima che gli
individui infetti diventino contagiosi. Denotiamo con E il numero di indi-
vidui nella fase latente (E sta per «esposti»). Tenuto conto di quanto fatto
nel capitolo 1, ciò si traduce nel seguente sistema di equazioni differenziali
ordinarie

dS
dt

=−aS
I
N
, (2.1)

dE
dt

= aS
I
N
− cE, (2.2)

dI
dt

= cE−b I, (2.3)

dR
dt

= b I, (2.4)

dove i parametri a e b sono gli stessi del modello S-I-R trattato nel capitolo 1 e
il parametro c è il tasso al quale gli individui infetti latenti diventano infettivi
(c > 0). Le condizioni iniziali sono

S(0) = N−nE −nI, E(0) = nE, I(0) = nI, R(0) = 0, (2.5)
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con nE ⩾ 0, nI ⩾ 0 e 0 < nE +nI < N.
Anche se in questo modello è considerata la fase di latenza, accade che, al

pari del caso del modello S-I-R, all’inizio di un’epidemia un individuo appena
infettato infetterà in media un numero R0 di casi secondari prima di entrare
nel comparto R, dato da

R0 =
a
b
.

Il numero iniziale di persone infette nE + nI è solitamente molto piccolo ri-
spetto alla popolazione totale N. All’inizio di un’epidemia, abbiamo quindi
S(t)≈ N, per cui

dE
dt

≈ aI− cE,
dI
dt

≈ cE−bI.

Le funzioni E(t) e I(t) crescono o diminuiscono come eλ+t , dove λ+ è il più
grande autovalore della matrice

M =

(
−c a
c −b

)
.

Proposizione 2.1. Il sistema (2.1)-(2.4) ammette un’unica soluzione definita
per ogni t > 0. Inoltre, S(t)> 0, E(t)> 0, I(t)> 0 e R(t)> 0 per ogni t > 0.

Dimostrazione. Come per il modello S-I-R, il teorema di Cauchy-Lipschitz
assicura l’esistenza e l’unicità di una soluzione del sistema (2.1)-(2.4) con
condizioni iniziali (2.5) su un intervallo massimale [0; T[. Abbiamo anche

S(t) = S(0)exp
(
− a

N

∫ t

0
I(u)du

)
> 0

per ogni 0 < t < T. Introduciamo ora

X(t) =
(

E(t)
I(t)

)
, F(t) =

(
−c aS(t)/N
c −b

)
.

Abbiamo
dX
dt

= F(t)X(t).

Nel seguito, le disuguaglianze ⩽ e ⩾ tra vettori o matrici indicheranno che
esiste una analoga disuguaglianza per tutte le rispettive componenti. Abbia-
mo X(0)⩾ 0 e, dal momento che nE+nI > 0, X(0) ̸= 0. Poiché i termini non
diagonali della matrice F(t) sono positivi, si può applicare la proposizione 2.8
riportata in appendice e si ha: per ogni t ∈ ]0; T[, E(t)> 0 e I(t)> 0. Inoltre,
poiché

R(t) = b
∫ t

0
I(u)du,
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abbiamo anche R(t)> 0 per ogni t ∈ ]0; T[. Dal momento che

d
dt
(S+E+ I+R) = 0,

abbiamo

S(t)+E(t)+ I(t)+R(t) = S(0)+E(0)+ I(0)+R(0) = N (2.6)

e
0 < S(t)< N, 0 < E(t)< N, 0 < I(t)< N, 0 < R(t)< N

per ogni 0 < t < T. Analogamente alla dimostrazione della proposizione 1.2,
segue che T = +∞, cioè il sistema ammette un’unica soluzione, definita per
ogni t > 0.

Proposizione 2.2. La funzione S(t) è strettamente decrescente e converge
a un limite S∞ che è lo stesso della proposizione 1.3. La funzione R(t) è
strettamente crescente e converge a un limite R∞, con S∞ +R∞ = N. Inoltre,
E(t)→ 0 e I(t)→ 0 quando t →+∞.

Dimostrazione. Come per il modello S-I-R, abbiamo

dS
dt

=−aS
I
N

< 0.

La funzione S(t) è quindi strettamente decrescente, minorata da 0 e converge
a un limite S∞ quando t →+∞. Allo stesso modo,

dR
dt

= b I > 0.

La funzione R(t) è quindi strettamente crescente, maggiorata da N e converge
a un limite R∞ quando t →+∞. Si ha inoltre

d
dt
(I+R) = cE > 0.

Quindi la funzione I(t)+R(t) è crescente, maggiorata da N e converge verso
un limite. Quindi anche la I(t) converge a un limite I∞. Ma

b
∫ t

0
I(u)du = R(t)⩽ N.

Quindi deve essere I∞ = 0. Anche la funzione E(t) = N−S(t)− I(t)−R(t)
converge a un limite E∞. Tenuto conto che

c
∫ t

0
E(u)du = I(t)+R(t)− I(0)⩽ N,
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segue E∞ = 0. Dall’equazione (2.6) si ottiene, al limite, che

S∞ +R∞ = N.

Dalle equazioni (2.1) e (2.4), segue

dR
dt

=−bN
aS

dS
dt

.

Come per il modello S-I-R, abbiamo

R(t) =−bN
a

log
S(t)
S(0)

. (2.7)

La dimensione finale dell’epidemia R∞ è quindi ancora data dalla
proposizione 1.3.

2.2 Picco epidemico

Chiariamo innanzitutto la definizione di picco epidemico che stiamo per
adottare. Osserviamo che

d
dt
(E+ I) = (aS/N−b)I, (2.8)

e supponiamo che

S(0)/N = 1− (nE +nI)/N > b/a.

Se a > b, questa disuguaglianza è vera per N sufficientemente grande. Ab-
biamo inoltre che I(t) > 0 per ogni t > 0. La funzione S(t) è strettamente
decrescente e decresce da S(0) > Nb/a a S∞ nell’intervallo [0; +∞[, dove
S∞ < Nb/a, in virtù della proposizione 1.3. Quindi, esiste un unico τ > 0 tale
che

S(τ) = Nb/a.

Dall’equazione (2.8) segue che la funzione E(t)+ I(t) è strettamente crescen-
te nell’intervallo [0; τ] e poi strettamente decrescente nell’intervallo [τ ; +∞[.
Chiamiamo τ il tempo nel quale avviene il picco epidemico. Di solito tale
tempo non corrisponde al massimo di I(t) o E(t).

Dall’equazione (2.7), abbiamo anche che

E(τ)+ I(τ) = N−S(τ)−R(τ) = N−S(τ)+
bN
a

log
S(τ)
S(0)

.
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Poiché S(τ) = Nb/a, si ha

E(τ)+ I(τ) = N
(

1− b
a
+

b
a

log
Nb

aS(0)

)
, (2.9)

che fornisce il valore del picco epidemico.

Lemma 2.3. Sia M una matrice quadrata di ordine 2 con coefficienti reali.
Supponiamo che i due autovalori λ1 e λ2 di tale matrice siano distinti. Allora

exp(M) =
λ1eλ2 −λ2eλ1

λ1 −λ2
I +

eλ1 − eλ2

λ1 −λ2
M,

dove I è la matrice identità di ordine 2.

Dimostrazione. Poniamo

D =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Secondo il teorema di Cayley-Hamilton [59, teorema 3.2.7], la matrice D2 e
quindi anche le potenze superiori di D possono essere scritte come combi-
nazione lineare della matrice identità I e della matrice D. Lo stesso vale
per exp(D). Determiniamo ora i numeri x e y tali che exp(D) = xI + yD.
Questo porta al sistema

eλ1 = x+ yλ1, eλ2 = x+ yλ2,

la cui soluzione è

x =
λ1eλ2 −λ2eλ1

λ1 −λ2
, y =

eλ1 − eλ2

λ1 −λ2
.

Esiste una matrice invertibile P tale che M = P−1DP. Pertanto

exp(M) =
+∞

∑
n=0

Mn

n!
= P−1 exp(D)P = P−1(xI + yD)P = xI + yM.

La seguente proposizione fornisce un limite inferiore per il tempo τ nel
quale avviene il picco epidemico.

Proposizione 2.4. Esiste una costante K ∈ R, che dipende da a, b, c, nE e nI
(ma non da N), tale che

τ ⩾
logN
λ+

+K.
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Dimostrazione. Poiché S/N ⩽ 1, abbiamo

dE
dt

⩽−cE+a I,
dI
dt

= cE−b I.

Poniamo

X(t) =
(

E(t)
I(t)

)
, M =

(
−c a
c −b

)
, Y(t) = etM

(
nE
nI

)
.

Ricordiamo che le disuguaglianze ⩽ e ⩾ tra vettori o matrici significano che
esiste un’analoga disuguaglianza per tutte le rispettive componenti. Abbiamo

dX
dt

⩽ MX(t),
dY
dt

= MY(t), X(0) = Y(0).

I termini non diagonali della matrice M sono positivi. Per il corollario 2.6
riportato in appendice, segue che X(t)⩽ Y(t) per ogni t ⩾ 0, cioè(

E(t)
I(t)

)
⩽ etM

(
nE
nI

)
.

Per il lemma 2.3, la matrice esponenziale exp(t M) si calcola esplicitamente
con gli autovalori della matrice M, che sono

λ± =
−b− c±

√
(b− c)2 +4ac
2

.

Pertanto

etM =


eλ+t+eλ−t

2 + b−c√
(b−c)2+4ac

eλ+t−eλ−t

2
a(eλ+t−eλ−t)√

(b−c)2+4ac

c(eλ+t−eλ−t)√
(b−c)2+4ac

eλ+t+eλ−t

2 + c−b√
(b−c)2+4ac

eλ+t−eλ−t

2


per ogni t ⩾ 0. Deduciamo dunque

E(τ)+ I(τ)⩽ (1 1) eτM
(

nE
nI

)
⩽

(
eλ+τ + eλ−τ

2
+

b+ c√
(b− c)2 +4ac

eλ+τ − eλ−τ

2

)
nE

+

(
eλ+τ + eλ−τ

2
+

2a+ c−b√
(b− c)2 +4ac

eλ+τ − eλ−τ

2

)
nI.



28

Poiché λ− < λ+, esiste una costante k > 0, che dipende da a, b, c, nE e nI (ma
non da N), tale che

E(τ)+ I(τ)⩽ k eλ+τ .

Quando S(0)/N < 1, l’equazione (2.9) che fornisce il valore del picco
epidemico mostra che

N
(

1− b
a
+

b
a

log(b/a)
)
⩽ E(τ)+ I(τ)⩽ k eλ+τ .

Segue dunque il limite inferiore che si voleva ottenere.

Questo limite inferiore suggerisce la congettura

τ ∼ logN
λ+

, N →+∞.

Come esempio, abbiamo scelto c = 1/3 al giorno, b = 1/4 al giorno, nE =
1, nI = 0, e tre valori del tasso di contatto effettivo a in modo che a/b ∈
{1,5 ; 2 ; 3}. Un periodo infettivo che dura in media 4 giorni segue quindi
una fase latente che dura in media 3 giorni. Sono stati presi diversi valori
per la popolazione totale N tra 102 e 108. Il sistema S-E-I-R è stato risolto
con il software gratuito Scilab ed è stato trovato il tempo τ corrispondente al
massimo di E+ I. La figura 2.1 mostra un confronto tra i valori di (logN)/λ+

e quelli di τ al variare di logN. Le pendenze sembrano coincidere, cosa che
accadrebbe se la congettura fosse vera. La figura suggerisce anche che il
termine successivo nell’espansione asintotica di τ è ancora una costante, che
è negativa quando R0 = a/b è prossimo a 1 e diventa positiva quando R0
aumenta. Appare però difficile determinare questa costante in funzione dei
parametri del modello.

2.3 Appendice: sistemi differenziali lineari cooperativi

Le disuguaglianze ⩽ e ⩾ tra vettori significano che sussiste un’analoga
disuguaglianza per tutte le rispettive componenti.

Proposizione 2.5. Sia m ⩾ 2 un intero, J un intervallo di R, M : J → Rm×m

una funzione continua tale che

∀i ̸= j, ∀t ∈ J, Mi, j(t)⩾ 0,

e G : J → Rm una funzione continua tale che

∀t ∈ J, G(t)⩾ 0.
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Figura 2.1: Valori di (logN)/λ+ [cerchi] e del tempo τ di occorrenza del picco epi-
demico del modello S-E-I-R in funzione di logN, come determinato dalle simulazioni
numeriche [linee solide].

Sia t0 ∈ J e X0 ∈Rm tale che X0 ⩾ 0. Sia X : J →Rm la soluzione del sistema
differenziale lineare

∀t ∈ J,
dX
dt

= M(t)X+G(t)

con X(t0) = X0. Allora X(t)⩾ 0 per ogni t ∈ J con t ⩾ t0.

Dimostrazione. Ricordiamo che la soluzione X(t) = (X1(t), . . . ,Xm(t)) è ben
definita per ogni t ∈ J [16, teorema 2.3]. Assumiamo innanzitutto che tutte le
componenti della condizione iniziale X0 siano positive. Le componenti della
soluzione X(t) rimangono tutte positive almeno in un piccolo intervallo di
tempo contenente t0. Ragioniamo per assurdo. Supponiamo che l’insieme

E = {t ∈ J | t > t0, ∃i, 1 ⩽ i ⩽ m, Xi(t) = 0}

sia non vuoto. Sia t+ = infE . Allora t+ > t0 ed esiste i tale che Xi(t+) = 0.
Inoltre, per 1 ⩽ j ⩽ m e t ∈ ]t0 ; t+[, si ha X j(t)> 0. Così per t ∈ ]t0 ; t+[,

dXi

dt
= Mi,i(t)Xi(t)+∑

j ̸=i
Mi, j(t)X j(t)+Gi(t)⩾ Mi,i(t)Xi(t),
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d
dt

[
exp
(
−
∫ t

t0
Mi,i(s)ds

)
Xi(t)

]
⩾ 0,

exp
(
−
∫ t

t0
Mi,i(s)ds

)
Xi(t)⩾ Xi(t0).

Al tendere di t verso t+, otteniamo 0 ⩾ Xi(t0), il che è impossibile poiché
Xi(t0)> 0. Quindi X j(t)> 0 per 1 ⩽ j ⩽ m e per ogni t ∈ J tale che t > t0.

Se abbiamo solo X0 ⩾ 0, allora consideriamo per esempio la sequenza
di soluzioni X(n)(t) dello stesso sistema differenziale ma con la condizione
iniziale X(n)

i (t0) = X0,i + 1/n per 1 ⩽ i ⩽ m. Da quanto sopra, X(n)
i (t) > 0

per ogni i e ogni t ∈ J∩ ]t0 ; +∞[. La continuità di una soluzione rispetto
alla condizione iniziale [16, teorema 3.39] mostra che per ogni i e ogni t ∈
J∩ ]t0 ; +∞[,

Xi(t) = lim
n→+∞

X(n)
i (t)⩾ 0.

Corollario 2.6. Sia m ⩾ 2 un intero, J un intervallo di R, M : J →Rm×m una
funzione continua tale che

∀i ̸= j, ∀t ∈ J, Mi, j(t)⩾ 0,

e H : J→Rm una funzione continua. Supponiamo che X : J→Rm e Y: J→Rm

siano funzioni continue e differenziabili tali che

∀t ∈ J,
dX
dt

⩽ M(t)X(t)+H(t),
dY
dt

⩾ M(t)Y(t)+H(t)

e X(t0)⩽ Y(t0). Allora X(t)⩽ Y(t) per ogni t ∈ J tale che t ⩾ t0.

Dimostrazione. Poniamo Z(t) = Y(t)−X(t) e

G(t) = M(t)X(t)+H(t)− dX
dt

+
dY
dt

−M(t)Y(t)−H(t).

Allora Z(t0)⩾ 0, G(t)⩾ 0 e

dZ
dt

=
dY
dt

− dX
dt

= M(t)Z(t)+G(t).

Per la proposizione 2.5, Z(t)⩾ 0 e quindi X(t)⩽ Y(t) per ogni t ∈ J tale che
t ⩾ t0.

Definizione 2.7. Una matrice quadrata M tale che Mi, j ⩾ 0 per tutte le i ̸= j
si dice irriducibile se per tutte le i ̸= j esiste un intero p ⩾ 1 e una sequenza
k0, k1, . . ., kp tale che k0 = i, kp = j, kℓ ̸= kℓ+1 per tutte le 0 ⩽ ℓ⩽ p−1 e

Mk0,k1 ×Mk1,k2 ×·· ·×Mkp−1,kp > 0.
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Proposizione 2.8. Sussistano le stesse ipotesi della proposizione 2.5. Sup-
poniamo inoltre che X0 ̸= 0 e la matrice M(t0) siano irriducibili. Allora
Xi(t)> 0 per ogni t ∈ J tale che t > t0 e per 1 ⩽ i ⩽ m.

Dimostrazione. Per la proposizione 2.5, X(t)⩾ 0 per ogni t ∈ J tale che t ⩾ t0.
Si ha che per ogni i e ogni t ∈ J tale che t > t0,

dXi

dt
−Mi,i(t)Xi(t) = ∑

j ̸=i
Mi, j(t)X j(t)+Gi(t)⩾ ∑

j ̸=i
Mi, j(t)X j(t).

Pertanto

d
dt

[
exp
(
−
∫ t

t0
Mi,i(u)du

)
Xi(t)

]
⩾ exp

(
−
∫ t

t0
Mi,i(u)du

)
∑
j ̸=i

Mi, j(t)X j(t)

e

Xi(t)⩾exp
(∫ t

t0
Mi,i(u)du

)
Xi(0)

+∑
j ̸=i

∫ t

t0
exp
(∫ t

s
Mi,i(u)du

)
Mi, j(s)X j(s)ds.

Per ipotesi, esiste j0 tale che X j0(t0)> 0. Pertanto

X j0(t)⩾ exp
(∫ t

t0
M j0, j0(u)du

)
X j0(0)> 0

per ogni t ∈ J tale che t > t0.
Sia i ̸= j0. Poiché la matrice M(t0) è irriducibile, esiste un intero p ⩾ 1

e una sequenza k0, k1, . . ., kp tale che k0 = i, kp = j0, kℓ ̸= kℓ+1 per ogni
0 ⩽ ℓ ⩽ p−1 e Mk0,k1(t0)×Mk1,k2(t0)×·· ·×Mkp−1,kp(t0) > 0. Ognuno dei
fattori di questo prodotto è positivo. Poiché la funzione t 7→ M(t) è continua,
esiste ε > 0 tale che per ogni t ∈ ]t0 ; t0 + ε[,

Mk0,k1(t)> 0, Mk1,k2(t)> 0, . . . Mkp−1,kp(t)> 0.

Pertanto

Xkp−1(t)⩾
∫ t

t0
exp
(∫ t

s
Mkp−1,kp−1(u)du

)
Mkp−1, j0(s) X j0(s) ds > 0

per ogni t ∈ J tale che t > t0. Deduciamo allo stesso modo per ogni t ∈ I tale
che t > t0 che Xkp−2(t)> 0, . . ., Xk1(t)> 0 e infine Xk0(t) = Xi(t)> 0.
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Riproduttività

Per i modelli epidemici con compartimenti multipli e un ambien-
te costante, la riproduttività R0 viene spesso determinata come
il raggio spettrale di una cosiddetta matrice di prossima genera-
zione. Questa nozione si estende anche ai modelli strutturati in
base al tempo dall’infezione.

3.1 Sistemi di equazioni differenziali

Molti modelli matematici delle epidemie hanno la forma di un sistema di
equazioni differenziali ordinarie non lineari, come nei capitoli 1 e 2. All’i-
nizio dell’epidemia, gli individui infetti (che possono essere di m tipi diversi
(m ⩾ 1), ad esempio E e I nel modello S-E-I-R) rappresentano una frazio-
ne trascurabile della popolazione, così che il modello può essere linearizzato
per ottenere un sistema lineare che regola l’evoluzione dei soli compartimenti
infetti. Tale sistema è di solito della forma

dI
dt

= (A−B−C)I, (3.1)

dove:

• la componente Ik(t) del vettore I = (I1, . . . , Im) denota il numero di
individui infetti del tipo k;

• l’elemento
Ai, j ⩾ 0

della matrice di infezione A è il tasso al quale un individuo infetto di
tipo j produce nuovi individui infetti di tipo i;
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• B è una matrice diagonale e

B j, j ⩾ 0

è il tasso al quale individui infetti del tipo j cessano di essere tali;

• la matrice di trasferimento C è tale che

∀i ̸= j, −Ci, j ⩾ 0

rappresenta il tasso con cui un individuo infetto di tipo j diventa infetto
di tipo i e

C j, j =−∑
i̸= j

Ci, j ⩾ 0;

• gli autovalori della matrice

D = B+C

hanno tutti parte reale positiva.

Per ogni matrice M, denotiamo con Sp(M) il suo spettro, cioè l’insieme
dei suoi autovalori. Denotiamo

ρ(M) = max{|λ | : λ ∈ Sp(M)}

il suo raggio spettrale e con

σ(M) = max{Re(λ ) : λ ∈ Sp(M)}

il suo modulo di stabilità.
Il comportamento asintotico del sistema differenziale lineare (3.1)

dipende dallo spettro della matrice

M = A−D.

La soluzione I = 0 è asintoticamente stabile se e solo se

σ(M)< 0

[16, teorema 6.13]. Per esempio, in assenza di infezione (A = 0), il sistema
si riduce a

dI
dt

=−DI.
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Poiché σ(−D)< 0, le soluzioni di quest’ultimo sistema convergono a 0.
Gli epidemiologi preferiscono spesso utilizzare un altro indice come so-

glia rispetto al modulo di stabilità, ovvero la riproduttività R0 che cercheremo
di spiegare nel quadro del modello linearizzato (3.1).

Supponiamo che la popolazione infetta al tempo iniziale t = 0 apparten-
ga alla generazione 0. Sia I(n)(t) la popolazione infetta che appartiene alla
generazione n al tempo t. Si ha, per ogni t > 0 e per ogni n ⩾ 0

I(0)(0) = I(0),
dI(0)

dt
=−DI(0)(t), (3.2)

I(n+1)(0) = 0,
dI(n+1)

dt
= AI(n)(t)−DI(n+1)(t). (3.3)

Quest’ultima equazione significa che le persone infettate appartenenti alla
generazione n+1 sono state infettate da persone della generazione n.

Proposizione 3.1. Per ogni n ⩾ 0 e per ogni t ⩾ 0,

I(n+1)(t) =
∫ t

0
e−xD AI(n)(t − x)dx.

Dimostrazione. Dall’equazione (3.3) si ha

d
dt

(
etD I(n+1)(t)

)
= etD

[
DI(n+1)(t)+

dI(n+1)

dt

]
= etD AI(n)(t).

Dal momento che I(n+1)(0) = 0, segue integrando che

I(n+1)(t) =
∫ t

0
e−(t−s)D AI(n)(s)ds.

Sia ∥ · ∥ una norma matriciale subordinata a una norma vettoriale che
continuiamo a denotare allo stesso modo.

Proposizione 3.2. Esistono α > 0 e β > 0 tali che per ogni n ⩾ 0 e per ogni
t ⩾ 0,

∥I(n)(t)∥⩽ α
n+1 ∥A∥n tn

n!
e−β t ∥I(0)∥.

Dimostrazione. Poiché σ(−D) < 0, [16, lemma 6.15] mostra che esistono
α > 0 e β > 0 tali che per ogni x ⩾ 0,

∥e−xD∥⩽ α e−βx.
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Abbiamo

∥I(0)(t)∥= ∥e−tDI(0)∥⩽ ∥e−tD∥∥I(0)∥⩽ α e−β t ∥I(0)∥

e la disuguaglianza della proposizione è vera per n = 0. Per induzione,
supponiamo che sia vero per n−1 con n ⩾ 1. Allora

∥I(n)(t)∥⩽
∫ t

0
∥e−xD AI(n−1)(t − x)∥dx

⩽
∫ t

0
∥e−xD∥∥A∥∥I(n−1)(t − x)∥dx

⩽ ∥A∥
∫ t

0
α e−βx

α
n ∥A∥n−1 (t − x)n−1

(n−1)!
e−β (t−x) ∥I(0)∥dx

⩽ α
n ∥A∥n+1e−β t

∫ t

0

(t − x)n−1

(n−1)!
dx∥I(0)∥

= α
n ∥A∥n+1 e−β t tn

n!
∥I(0)∥.

Da questa proposizione segue che la serie

∑
n⩾0

I(n)(t)

è convergente e la sua somma I(t) è una soluzione del sistema (3.1) con la
condizione iniziale I(0).

Proposizione 3.3. Poniamo

h(n)(t) = AI(n)(t),

K(x) = Ae−xD.

Allora per ogni n ⩾ 0 e ogni t ⩾ 0,

h(n+1)(t) =
∫ t

0
K(x)h(n)(t − x)dx,

∥h(n)(t)∥⩽ α
n+1 ∥A∥n+1 tn

n!
e−β t ∥I(0)∥

e h(0)(t) = K(t) I(0).

Il vettore h(n)(t) è il vettore delle nuove infezioni per unità di tempo
dovute alla generazione n al tempo t, cioè l’incidenza.
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Dimostrazione. Si ha

h(n+1)(t) = AI(n+1)(t) = A
∫ t

0
e−xD AI(n)(t − x)dx

=
∫ t

0
Ae−xD h(n)(t − x)dx.

Inoltre,
h(0)(t) = AI(0)(t) = Ae−tDI(0).

Le nozioni di matrice non negativa e di vettore non negativo sono
richiamate nell’appendice 3.3. Assumiamo I(0)⩾ 0.

Proposizione 3.4. Per ogni x ⩾ 0, le matrici e−xD, K(x) = Ae−xD, D−1 e
AD−1 sono non negative e ∫ +∞

0
e−xD dx = D−1.

Inoltre, h(n)(t)⩾ 0 per ogni n ⩾ 0 e ogni t ⩾ 0.

Dimostrazione. Sia x ⩾ 0 e sia Q(x) = e−xD. Allora

dQ
dx

=−DQ(x)

e Q(0) = I (la matrice identità). Poiché −Di, j = −Ci, j ⩾ 0 se i ̸= j, la
proposizione 2.5 applicata a ciascuno dei vettori unitari mostra che Q(x)⩾ 0
per ogni x ⩾ 0. Poiché A ⩾ 0, anche la matrice K(x) = AQ(x) è non negativa.

Integrando, otteniamo

Q(x)−Q(0) = Q(x)−I =−D
∫ x

0
Q(y)dy.

Dal momento che σ(−D) < 0, si ha che Q(x) → 0 quando x → +∞ [16,
lemma 6.15]. Quindi l’integrale è convergente e

I = D
∫ +∞

0
Q(y)dy.

Poiché Q(x)⩾ 0, abbiamo

D−1 =
∫ +∞

0
Q(x)dx ⩾ 0.

La nonnegatività del vettore h(n)(t) segue dalla proposizione 3.3.
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Proposizione 3.5. Poniamo

H(n) =
∫ +∞

0
h(n)(t)dt,

K =
∫ +∞

0
K(x)dx = AD−1.

Allora per ogni n ⩾ 0,
H(n) = K n+1 I(0).

Il vettore H(n) è il vettore delle incidenze dovute alla generazione n. La
matrice non negativa K è chiamata «la matrice di generazione successiva».

Dimostrazione. Tenendo conto della proposizione 3.3, si ha

H(n+1) =
∫ +∞

0
h(n+1)(t)dt

=
∫ +∞

0

∫ t

0
K(x)h(n)(t − x)dx dt

=
∫ +∞

0

∫ +∞

x
K(x)h(n)(t − x)dt dx

=

(∫ +∞

0
K(x)dx

)(∫ +∞

0
h(n)(t)dt

)
= K H(n).

Inoltre,

H(0) =
∫ +∞

0
h(0)(t)dt =

∫ +∞

0
K(t) I(0)dt = K I(0).

Definizione 3.6. La riproduttività R0 è il raggio spettrale della matrice K :

R0 = ρ(K ) = ρ(AD−1).

Proposizione 3.7. Supponiamo che la matrice M = A−D sia irriducibile e
che A ̸= 0. Allora la funzione r : ]0; +∞[→ R definita da

r(λ ) = σ(A/λ −D)

è continua e strettamente decrescente. Se R0 > 0, allora R0 è l’unica
soluzione dell’equazione r(λ ) = 0.

Dimostrazione. Esiste k ∈ R tale che la matrice −D+ kI è non negativa.
Allora la matrice A/λ −D+ kI è non negativa per ogni λ > 0. Pertanto

r(λ )+ k = σ(A/λ −D+ kI ) = ρ(A/λ −D+ kI )
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(per il corollario 3.18). La continuità del raggio spettrale [73, teorema 3.16]
implica quindi quella della funzione r(λ ).

Sia 0 < λ1 < λ2. Poiché la matrice A è non negativa, abbiamo A/λ1 ⩾
A/λ2. Quindi A/λ1 −D ⩾ A/λ2 −D e r(λ1) ⩾ r(λ2) data la proposizione
3.26. La matrice A−D è irriducibile. Quindi la matrice A/λ1 −D è anche
irriducibile perché per tutte le i ̸= j,

Ai, j/λ −Di, j > 0 ⇔ [Ai, j > 0 o −Di, j > 0]⇔ Ai, j −Di, j > 0.

Data la proposizione 3.27, r(λ1) = r(λ2) implicherebbe A/λ1 −D = A/λ2 −
D, il che è impossibile poiché A ̸= 0. Quindi r(λ1)> r(λ2).

Supponiamo R0 > 0. La matrice K = AD−1 è non negativa. Data la
proposizione 3.17, esiste un vettore u ̸= 0 tale che AD−1u = R0u e u ⩾ 0.
Poniamo v=D−1u. Allora v ̸= 0 e Av=R0Dv. Inoltre, v⩾ 0 poiché D−1 ⩾ 0
e u ⩾ 0. Poiché R0 > 0, abbiamo: (A/R0 −D)v = 0. La matrice A/R0 −D
è irriducibile. Quindi σ(A/R0 −D) = 0 (per la proposizione 3.25).

Corollario 3.8. Supponiamo che la matrice M = A−D sia irriducibile e che
R0 > 0. Allora

σ(A−D)< 0 ⇔ R0 = ρ(AD−1)< 1,
σ(A−D) = 0 ⇔ R0 = 1,
σ(A−D)> 0 ⇔ R0 > 1.

Dimostrazione. Si ha r(1) = σ(A−D) e r(R0) = 0. La funzione r(λ ) è
strettamente decrescente. Pertanto

r(1)< 0 = r(R0)⇔ 1 > R0,

r(1) = 0 = r(R0)⇔ 1 = R0,

r(1)> 0 = r(R0)⇔ 1 < R0.

Nota 3.9. Se H(n) = (H1(n), . . . ,Hm(n)), diciamo

g(n) =
m

∑
i=1

Hi(n).

Questa espressione rappresenta l’incidenza totale alla generazione n. Se la
matrice K è primitiva (definizione 3.23), allora la proposizione 3.24 mostra
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che H(n)/(R0)
n converge quando n → +∞ a un autovettore con componen-

ti positive della matrice K . Così R0 è il tasso asintotico di crescita per
generazione:

lim
n→+∞

n
√

g(n) = R0.

Più precisamente, abbiamo

lim
n→+∞

g(n+1)
g(n)

= R0.

Nota 3.10. Se la matrice di infezione A è divisa per un numero k > 0, allo-
ra anche la riproduttività R0 = ρ(AD−1) è divisa per questo numero k. In
particolare, la nuova riproduttività sarà strettamente inferiore a 1 se e solo se
k > R0. La riproduttività è quindi il fattore minimo per il quale la matrice
di infezione A, cioè i tassi di contatto, deve essere divisa affinché l’equilibrio
senza malattia diventi stabile, cioè affinché l’epidemia sia evitata.

Nota 3.11. Se c’è un solo tipo di persona infetta (m = 1), allora

H(n+1) = R0 H(n).

In questo caso particolare, R0 non è solo il tasso asintotico di crescita per
generazione ma anche il numero medio di casi secondari infettati da un primo
caso. Questa è la definizione usuale di riproduttività.

Nota 3.12. Se la struttura della popolazione infetta non è rappresentata dal-
l’insieme {1, . . . ,m} ma per esempio dall’intervallo [0; +∞[ come in alcuni
modelli epidemici strutturati per età, allora la teoria è molto simile: R0 è
il raggio spettrale di un operatore integrale di prossima generazione con un
nucleo non negativo K (x,y) e

H(n+1,x) =
∫ +∞

0
K (x,y)H(n,y)dy.

Sotto certe condizioni, il teorema di Krein-Rutman 7.26 mostra che la sequen-
za H(n, ·)/(R0)

n converge a una funzione propria non negativa dell’operatore
integrale. Di nuovo, R0 è il tasso asintotico di crescita per generazione.

Esempi.

1. Per il modello S-I-R del capitolo 1, abbiamo: m = 1, A = a, B = b e
C = 0. Così R0 = a/b.
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2. Per il modello S-E-I-R del capitolo 2, abbiamo: m = 2,

A =

(
0 a
0 0

)
, B =

(
0 0
0 b

)
, C =

(
c 0
−c 0

)
.

Così

AD−1 =

(
0 a
0 0

)(
c 0
−c b

)−1

=

(
0 a
0 0

)(
1/c 0
1/b 1/b

)
=

(
a/b a/b
0 0

)
e abbiamo R0 = a/b.

3.2 Un’equazione differenziale parziale

Supponiamo che ci sia un solo tipo di persona infetta, ma che sia necessa-
rio considerare il tempo trascorso dal momento dell’infezione. Sia I(t,x) la
densità di persone, al tempo t, infettate da x unità di tempo. Sia a(x) il tasso
di contatto effettivo e b(x) il tasso al quale gli individui infetti smettono di
trasmettere l’infezione. Le funzioni a(x) e b(x) sono assunte come continue,
limitate e non negative. Si suppone inoltre che esista β > 0 tale che b(x)⩾ β

per ogni x sufficientemente grande. Nell’approssimazione lineare all’inizio
di un’epidemia, abbiamo per ogni x > 0 e t > 0,

I(0,x) = I0(x), (3.4)

I(t,0) =
∫ +∞

0
a(x) I(t,x)dx, (3.5)

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

=−b(x) I(t,x) . (3.6)

Questa equazione differenziale alle derivate parziali è talvolta chiamata
equazione di McKendrick-von Foerster [3, capitolo 18].

Supponiamo che la popolazione infetta al tempo iniziale t = 0 apparten-
ga alla generazione 0. Sia I(n)(t,x) la popolazione infetta appartenente alla
generazione n al tempo t. Si ha, per t > 0 e x > 0

I(0)(0,x) = I0(x),

I(0)(t,0) = 0,

∂ I(0)

∂ t
+

∂ I(0)

∂x
=−b(x) I(0)(t,x)
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e per ogni n ⩾ 0

I(n+1)(0,x) = 0,

I(n+1)(t,0) =
∫ +∞

0
a(x) I(n)(t,x)dx,

∂ I(n+1)

∂ t
+

∂ I(n+1)

∂x
=−b(x) I(n+1)(t,x).

Le persone infette appartenenti alla generazione n+1 sono state infettate da
persone della generazione n. Con queste definizioni,

I(t,x) = ∑
n⩾0

I(n)(t,x)

è una soluzione del sistema (3.4)-(3.6) con la condizione iniziale I(0,x).

Proposizione 3.13. Poniamo

h(n)(t) = I(n+1)(t,0), K(x) = a(x) exp
(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
.

Allora per ogni n ⩾ 0,

h(n+1)(t) =
∫ t

0
K(x)h(n)(t − x)dx

e

h(0)(t) =
∫ +∞

t
a(x) exp

(
−
∫ x

x−t
b(y)dy

)
I0(x− t)dx

Il vettore h(n)(t) è l’incidenza dovuta alla generazione n al tempo t.

Dimostrazione. Abbiamo

h(n)(t) = I(n+1)(t,0)

=
∫ +∞

0
a(x) I(n)(t,x)dx

=
∫ t

0
a(x) I(n)(t,x)dx+

∫ +∞

t
a(x) I(n)(t,x)dx

=
∫ t

0
a(x) exp

(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
I(n)(t − x,0)dx

+
∫ +∞

t
a(x) exp

(
−
∫ x

x−t
b(y)dy

)
I(n)(0,x− t)dx.
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Pertanto

h(0)(t) =
∫ +∞

t
a(x) exp

(
−
∫ x

x−t
b(y)dy

)
I0(x− t)dx

e per ogni n ⩾ 1,

h(n)(t) =
∫ t

0
K(x)h(n−1)(t − x)dx.

Il termine

exp
(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
è la probabilità che un individuo sia ancora infetto dopo x unità di tempo. E’
possibile considerare una grande varietà di distribuzioni come modello del
periodo di infezione.

Proposizione 3.14. Supponiamo che

H(n) =
∫ +∞

0
h(n)(t)dt, R0 =

∫ +∞

0
K(x)dx.

Allora per ogni n ⩾ 0,
H(n+1) = R0 H(n).

Dimostrazione. Esattamente come nella prova della proposizione 3.5,
otteniamo

H(n+1) =
(∫ +∞

0
K(x)dx

)
H(n).

Nota 3.15. Se le funzioni a(x) e b(x) sono costanti (denotiamole a e b), allora

R0 =
∫ +∞

0
ae−bx dx =

a
b

e
I(t) =

∫ +∞

0
I(t,x)dx

è una soluzione di
dI
dt

= (a−b)I.

Infatti,

dI
dt

=
∫ +∞

0

∂ I
∂ t

(t,x)dx =−
∫ +∞

0

∂ I
∂x

(t,x)dx−b
∫ +∞

0
I(t,x)dx

= I(t,0)−b I(t) = a I(t)−b I(t).
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3.3 Appendice: matrici non negative

Definizione 3.16. Una matrice M si dice non negativa se Mi, j ⩾ 0 per ogni i
e j. Allo stesso modo, un vettore v è non negativo se vi ⩾ 0 per ogni i.

Ricordiamo una serie di proprietà delle matrici non negative. Per le di-
mostrazioni, si veda ad esempio [73, capitolo 4] e, per le proposizioni 3.17 e
3.22, anche [81, capitolo 5].

Proposizione 3.17. Sia M una matrice quadrata non negativa. Il raggio
spettrale ρ(M) è un autovalore della matrice M ed esiste un autovettore non
negativo associato. In altre parole,

∃v ⩾ 0, v ̸= 0, Mv = ρ(M)v.

Corollario 3.18. Sia M una matrice quadrata non negativa. Vale
l’uguaglianza ρ(M) = σ(M).

Teorema 3.19. (Perron-Frobenius). Sia M una matrice quadrata irriducibile
non negativa. Si ha ρ(M) > 0 e ρ(M) è un autovalore semplice della ma-
trice M. Inoltre, esiste un autovettore associato le cui componenti sono tutte
positive.

Proposizione 3.20. Una matrice quadrata irriducibile non negativa non può
avere due autovettori non negativi linearmente indipendenti.

Date due matrici M e N, denotiamo con M ⩽ N il caso in cui Mi, j ⩽ Ni, j
per ogni i e j.

Proposizione 3.21. Siano M e N due matrici quadrate non negative. Se
M ⩽ N, allora ρ(M)⩽ ρ(N).

Proposizione 3.22. Siano M e N due matrici quadrate non negative. Suppo-
niamo che la matrice N sia irriducibile. Se M ⩽ N e ρ(M) = ρ(N), allora
M = N.

Definizione 3.23. Sia M è una matrice quadrata non negativa. M è primitiva
se esiste un intero p ⩾ 1 tale che tutti gli elementi della matrice Mp sono
positivi.

Proposizione 3.24. Sia M una matrice quadrata primitiva. Esistono vettori
v e w i cui elementi sono tutti positivi e tali che

Mv = ρ(M)v, tMw = ρ(M)w, tv w = 1.

Inoltre,

lim
n→+∞

(
M

ρ(M)

)n

= v tw.
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Da queste proposizioni, possiamo facilmente dedurre alcune proprietà
delle matrici quadrate in cui i coefficienti al di fuori della diagonale sono
non negativi.

Proposizione 3.25. Sia M una matrice quadrata tale che Mi, j ⩾ 0 per ogni
i ̸= j. Supponiamo che M sia irriducibile. Allora le seguenti affermazioni
sono equivalenti:

• esiste un vettore v ̸= 0 tale che Mv = 0 e v ⩾ 0 ;

• σ(M) = 0.

Dimostrazione. Esiste k ∈ R tale che M+ kI è una matrice non negativa.
Date le proposizioni 3.20 e il corollario 3.18, abbiamo le equivalenze:

• esiste un vettore v ̸= 0 tale che Mv = 0 e v ⩾ 0 ;

• esiste un vettore v ̸= 0 tale che (M+ kI )v = k v e v ⩾ 0 ;

• ρ(M+ kI ) = k ;

• σ(M+ kI ) = k ;

• σ(M) = 0.

Proposizione 3.26. Siano M e N matrici quadrate dello stesso ordine tali che
Mi, j ⩾ 0 e Ni, j ⩾ 0 per ogni i ̸= j. Se M ⩽ N, allora σ(M)⩽ σ(N).

Dimostrazione. Esiste k ∈ R tale che M+ kI è una matrice non negativa.
Abbiamo M + kI ⩽ N + kI . Data la proposizione 3.21, ρ(M + kI ) ⩽
ρ(N+ kI ). Per il corollario 3.18, otteniamo σ(M+ kI ) ⩽ σ(N+ kI ).
Pertanto σ(M)⩽ σ(N).

Proposizione 3.27. Siano M e N due matrici quadrate dello stesso ordine
tali che Mi, j ⩾ 0 e Ni, j ⩾ 0 per ogni i ̸= j. Supponiamo che la matrice N sia
irriducibile. Se M ⩽ N e σ(M) = σ(N), allora M = N.

Dimostrazione. Esiste k ∈R tale che M+kI è una matrice non negativa. Si
ha M+ kI ⩽ N+ kI . Per il corollario 3.18, abbiamo

ρ(M+kI )=σ(M+kI )=σ(M)+k=σ(N)+k=σ(N+kI )= ρ(N+kI ).

Dalla proposizione 3.22, abbiamo M+ kI = N+ kI . Pertanto M = N.



Capitolo 4

Inizio dell’epidemia da coronavirus in Francia

In quest capitolo studiamo un modello matematico a due fasi S-
E-I-R ispirato all’epidemia da coronavirus del 2020. Se i contatti
sono ridotti a zero a partire da una certa data T vicina all’ini-
zio dell’epidemia, la dimensione finale dell’epidemia è vicina a
quella ottenuta moltiplicando il numero cumulativo di casi R(T)
a quella data per la riproduttività R0 dell’epidemia. Più in ge-
nerale, se i contatti sono divisi al tempo T da q > 1 in modo che
R0/q < 1, allora la dimensione finale dell’epidemia è vicina a
R(T)R0 (1− 1/q)/(1−R0/q). I parametri del modello sono
approssimativamente adattati ai dati dell’inizio dell’epidemia in
Francia.

4.1 Un modello

La figura 4.1(a) mostra il numero cumulativo di casi confermati durante l’epi-
demia da coronavirus in Francia tra il 25 febbraio e il 29 marzo 2020; questi
dati includono sia i dati dei laboratori di biologia medica sia quelli dei pazienti
ospedalizzati [79]. È necessario distinguere la data del 15 marzo, a partire
dalla quale sono state perentoriamente prese misure drastiche per fermare
l’epidemia: chiusura di scuole, ristoranti, ecc. Per queste tre date, il numero
cumulativo di casi confermati è aumentato da 13 a 5423 e poi a 40174. La
figura 4.1(b) mostra gli stessi dati con una scala verticale logaritmica e linee
di regressione lineare. Si possono osservare tre periodi: nel primo, fino al 6
marzo, la crescita è veloce ma piuttosto irregolare; nel secondo, fino al 15
marzo, la crescita è un po’ più lenta ma regolare; nel terzo, dal 16 marzo
in poi, la crescita è rallentata ma ancora regolare. Se approssimiamo con
una linea retta l’insieme dei primi due periodi, dal 25 febbraio al 15 marzo,
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troviamo che il numero cumulativo di casi cresce come eλ t ad un tasso di
λ ≈ 0,31 al giorno [linea tratteggiata con linee lunghe]. Il tempo di raddoppio
è di (log2)/λ ≈ 2,2 giorni. Se invece ci limitiamo al secondo periodo, con
dati particolarmente ben allineati in scala logaritmica, otteniamo λ ≈ 0,225
al giorno e un tempo di raddoppio di 3,1 giorni [linea continua]. Poiché i
dati dell’inizio dell’epidemia sono disturbati da una grande quota di nuovi
casi importati e da effetti stocastici, la seconda stima è probabilmente la più
affidabile. Per il terzo periodo, dopo l’attuazione di misure drastiche, il tempo
di raddoppio aumenta a 4,9 giorni [linea tratteggiata].
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Figura 4.1: a) Numero cumulativo di casi confermati in Francia tra il 25 febbraio e
il 29 marzo 2020, secondo Santé publique France. b) Logaritmo neperiano di questo
numero e linee di regressione lineare.

Ora studieremo un modello matematico ispirato a questa epidemia. Di-
vidiamo la popolazione in cinque compartimenti secondo una variante del
modello S-E-I-R del capitolo 2:

• probabilmente infetto (S),

• infetti in fase latente, cioè non ancora infettivi (E),

• infettivo senza protezione (I),

• rimosso dalla catena di trasmissione essendo contato come un caso
confermato (R1),

• rimosso dalla catena di trasmissione senza essere contato (R2).

Ognuno di questi ultimi due compartimenti comprende quindi sia coloro che
sono ancora infettivi ma isolati, sia coloro che non sono più infettivi perché
sono guariti o sono morti. Alcuni pazienti hanno sintomi lievi e rimango-
no a casa senza essere testati, altri vivono in case di riposo e non sono stati
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testati nonostante le complicazioni o addirittura la morte; queste sono le cate-
gorie trovate nel compartimento R2. Questo modello può ovviamente essere
raffinato all’infinito per renderlo più realistico, ma abbiamo cercato qui di
limitare il più possibile il numero di parametri sconosciuti. L’obiettivo prin-
cipale è anche quello di ottenere un risultato teorico sulla dimensione finale
dell’epidemia nel caso molto ottimistico in cui un contenimento particolar-
mente rigoroso permette di passare immediatamente al regime sub-critico, un
caso più simile a quello visto in Cina.

Sia N la popolazione totale, supposta grande, in modo che

N = S(t)+E(t)+ I(t)+R1(t)+R2(t).

Denotiamo con a il tasso di contatto effettivo, con c il tasso con il quale gli
individui latentemente infetti diventano infettivi, e con b il tasso medio con
cui gli individui infettivi sono isolati e quindi rimossi dalla catena di trasmis-
sione. Sia inoltre f la frazione di individui infettivi che sono contati tra i
casi confermati al momento dell’isolamento (0 ⩽ f ⩽ 1); questa frazione può
variare nel tempo ma per semplicità sarà assunta come costante. Il modello è

dS
dt

=−aS
I
N
, (4.1)

dE
dt

= aS
I
N
− cE , (4.2)

dI
dt

= cE−b I , (4.3)

dR1

dt
= f b I , (4.4)

dR2

dt
= (1− f )b I . (4.5)

Per mettere in relazione questo con i dati della figura 4.1, il numero R1(t) è
il numero cumulativo di casi confermati al tempo t. Se assumiamo R(t) =
R1(t)+R2(t), notiamo che

dR
dt

= b I . (4.6)

Con R1(0) = R2(0) = 0, si deduce

R1(t) = f R(t), R2(t) = (1− f )R(t)

per tutti i t ⩾ 0.
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All’inizio dell’epidemia, il numero di casi rimane molto piccolo rispetto
alla popolazione totale in modo che S(t)≈ N, che porta alla linearizzazione

dE
dt

≈ a I− cE,
dI
dt

≈ cE−b I.

I compartimenti E e I ma anche i compartimenti R1 e R2 tendono quindi a
crescere esponenzialmente come eλ t , dove λ è l’autovalore massimo della
matrice (

−c a
c −b

)
, (4.7)

il cui polinomio caratteristico è

λ
2 +(b+ c)λ + c(b−a) = 0. (4.8)

Pertanto

λ =
−(b+ c)+

√
(b+ c)2 −4c(b−a)

2
=

−(b+ c)+
√
(b− c)2 +4ac
2

.

(4.9)
Sansonetti [77] afferma che il periodo di incubazione, cioè il periodo pri-

ma della comparsa dei sintomi, è di 5–6 giorni. Il periodo di latenza può
essere un po’ più breve perché si può diventare infettivi prima di mostrare i
sintomi. La durata media 1/c nella fase latente è fissata a 4 giorni; quindi
c = 0,25 al giorno.

Il tempo medio nel compartimento I prima dell’isolamento, che è 1/b, è
più difficile da stimare, poiché dipende da molti fattori. Dipende dalle ca-
ratteristiche biologiche del virus, dalle caratteristiche degli individui come la
loro età, ma anche dalla rapidità con cui vengono isolati i casi, che varia da
un paese all’altro. L’epidemia in Francia ebbe luogo quando la gente era già
ben consapevole della pandemia; i pazienti non erano troppo lenti per essere
isolati. Alcuni non erano affatto infettivi, altri erano infettivi da diversi giorni
prima di essere stati isolati. Supponiamo che la media sia dell’ordine di 1
giorno, la forma del modello implica che la distribuzione sia esponenziale.
Una media di questo ordine di grandezza si otterrebbe in un modello più raf-
finato se, per esempio, l’80% degli infetti rimanesse infetto per 0 giorni e il
20% rimanesse infetto per 5 giorni prima di essere isolato. In sintesi, è stato
scelto b = 1 al giorno.

Dalla formula (4.9), si può dedurre che

a =
(2λ +b+ c)2 − (b− c)2

4c
= (λ +b)

(
1+

λ

c

)
. (4.10)
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che permetterebbe di calcolare numericamente il tasso di contatto effettivo a
dal tasso di crescita osservato λ .

Supponiamo che le misure di salute pubblica possano dividere il tasso di
contatto effettivo per un numero q maggiore di 1. Qual è il valore minimo
del numero q per poter arrestare l’epidemia? Questo valore, che è la ripro-
duttività R0, si ottiene semplicemente notando che quando a è sostituito da
a′ = a/R0, il nuovo tasso di crescita dell’epidemia λ ′ deve essere zero, che
secondo l’equazione (4.8) porta a b−a/R0 = 0 e a

R0 =
a
b
=

(
1+

λ

b

)(
1+

λ

c

)
≈ 2,3

se usiamo il valore numerico λ ≈ 0,225 al giorno suggerito dalla curva epi-
demica della figura 4.1. Date le incertezze nei parametri b e c, questo può
essere solo un valore approssimativo. Come nel capitolo 3, si sarebbe anche
potuto notare che R0 era il raggio spettrale della matrice(

0 a
0 0

)(
c 0
−c b

)−1

.

Torniamo al modello S-E-I-R (4.1)-(4.6). Secondo la proposizione 2.2 e la
nota 1.4, la dimensione finale dell’epidemia in completa assenza di intervento
verifica l’equazione

N−R(∞) = S(0) exp
(
−a

b
R(∞)

N

)
.

All’inizio dell’epidemia, ci sono solo poche persone infette nella popola-
zione, quindi S(0) ≈ N. L’equazione implicita per la dimensione finale
dell’epidemia può essere scritta come

1− R(∞)

N
≈ exp

(
−R0

R(∞)

N

)
. (4.11)

Con R0 ≈ 2,3 (più esattamente 2,33), troviamo numericamente R(∞)/N ≈
87%. Solo una frazione f di questi casi sarebbe stata contata.

4.2 Seconda fase con intervento drastico

Supponiamo che ad una certa data T, siano prese misure drastiche in modo
che il nuovo tasso di contatto effettivo sia ridotto a 0 quando ci sono R1(T)
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casi cumulativi confermati. Per esempio, in Francia c’erano 5423 casi cumu-
lativi confermati al 15 marzo, quando sono entrate in vigore le misure sulle
scuole e sui luoghi pubblici. Possiamo allora prevedere quale sarebbe stata
la nuova dimensione finale dell’epidemia sotto queste ipotesi ideali R(∞) o
almeno la dimensione confermata R1(∞)?

Finché t ⩽ T e il numero totale di casi è ancora una piccola frazione della
popolazione totale, abbiamo S(t)≈ N e

dS
dt

=−aS
I
N

≈−a I =−R0 b I =−R0
dR
dt

.

Pertanto, integrando,
S(t)≈ S(0)−R0 R(t).

Ma se la data T non è troppo vicina a 0, il numero iniziale di persone infette,
N−S(0), è già trascurabile rispetto al numero R(T) di casi al tempo T, così
che

E(T)+ I(T)+R(T) = N−S(T)≈ N−S(0)+R0 R(T)≈ R0 R(T). (4.12)

Inoltre, abbiamo

E(t)≈ ueλ t , I(t)≈ veλ t , R(t)≈ weλ t ,

dove (u,v) è un autovettore associato al più grande autovalore λ della
matrice (4.7). Così

−cu+av = λ u.

Con l’equazione (4.10), troviamo

u =
av

λ + c
=

λ +b
c

v.

Ne segue

E(t)≈ λ +b
c

veλ t ≈ λ +b
c

I(t), I(t) =
1
b

dR
dt

≈ λ

b
R(t). (4.13)

In particolare, queste equazioni danno approssimazioni di E(T) e I(T) in
termini di R(T).

Se i contatti sono poi ridotti a zero, abbiamo per t > T

dS
dt

= 0,
dE
dt

=−cE, (4.14)
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mentre le altre equazioni (4.3), (4.4) e (4.5) rimangono identiche. Senza dover
risolvere questo sistema, è chiaro che la dimensione finale dell’epidemia sarà

R(∞) = E(T)+ I(T)+R(T)

poiché ci sono E(T) + I(T) individui infetti che non sono ancora nei
compartimenti R al tempo T. Così dalla formula (4.12) otteniamo

R(∞)≈ R0 R(T).

Poiché in qualsiasi momento R1(t) = f R(t), deduciamo anche

R1(∞)≈ R0 R1(T).

Così, se i contatti sono ridotti a zero a partire da una certa data vicina
all’inizio dell’epidemia – abbastanza vicina in modo che l’approssimazione
lineare sia ancora valida ma non così vicina che il numero iniziale di casi
infetti diventi trascurabile – allora la dimensione finale (confermata o totale)
dell’epidemia è vicina a quella ottenuta moltiplicando il numero cumulativo
di casi (confermati o totali) a quella data per la riproduttività R0 dell’epi-
demia. Un risultato simile si ottiene nello stesso modo per un modello S-I-
R. Nell’appendice 4.5, tuttavia, notiamo che non è più R0 che determina il
rapporto R(∞)/R(T) nei modelli in cui il periodo infettivo non è distribuito
esponenzialmente, ma una espressione più complicata.

Con R1(T)= 5423 e R0 ≈ 2,33, si ottiene R1(∞)≈ 12600. Sottolineiamo
ancora una volta l’incertezza intorno ai parametri b e c, che si riflette nel
valore di R1(∞), così come il carattere ovviamente troppo ottimistico di una
riduzione dei contatti a 0.

Si noti di passaggio l’analogia con il concetto di «potenziale di crescita»
delle popolazioni in demografia [66, p. 176]. Questo è il rapporto tra la popo-
lazione finale stazionaria e la popolazione in un certo istante se la fertilità è
improvvisamente divisa in quell’istante dalla riproduttività R0, in modo che
la popolazione finisca con un tasso di crescita asintotico zero. Keyfitz ha ot-
tenuto una formula relativamente semplice per il potenziale di crescita, che
coinvolge anche R0 sebbene in modo più complicato del nostro modello S-
E-I-R [66, p. 179] procedendo in modo simile al nostro calcolo, e assumendo
che la popolazione in questo momento sia «stabile» nel senso di Lotka (cioè
condizione data dal primo autovettore).

Si noti anche che stimare E(T)+I(T)+R(T) da R(T) da solo è analogo al
problema sorto nei primi giorni dell’epidemia di HIV nella stima del numero
di persone sieropositive dal numero di casi di AIDS riportati.
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La figura 4.2 illustra questo modello a due fasi. Abbiamo preso N =
65×106 (la popolazione totale della Francia) e le condizioni iniziali

S(0) = N−1, E(0) = 1, I(0) = 0, R(0) = 0. (4.15)

Il parametro a è dato dalla formula (4.10) con λ = 0,225 al giorno, come
nella figura 4.1. Poche informazioni sono disponibili sul parametro f , tranne
a posteriori che un gran numero di morti dovute al virus nelle case di cura
non sono state contate tra i casi confermati all’inizio dell’epidemia; fissia-
mo f = 0,5 per illustrazione. Abbiamo preso T = 43,2 giorni in modo che
R1(T)≈ 5438 sia vicino ai dati 5423 del 15 marzo. Se continuiamo la simu-
lazione per un tempo un po’ più lungo di quello riportato in figura, troviamo
numericamente R1(∞)/R1(T) ≈ 2,3 ≈ R0. Si noti anche che il numero di
casi impiega una quindicina di giorni dopo la data T di contenimento per sta-
bilizzarsi. Questo tempo è legato al reciproco dell’autovalore più grande della
matrice (

−c 0
c −b

)
,

che è −c nel nostro esempio numerico.

0 20 40 60 8010 30 50 70 90

0

10 000

2 000

4 000

6 000

8 000

12 000

14 000

16 000

Figura 4.2: Esempio di simulazione del modello bifase. La data T di confinamento è
rappresentata da una linea verticale tratteggiata.

La figura 4.3 mostra come il rapporto R1(∞)/R1(T) varia con il tempo
T quando il tasso di contatto è ridotto a zero. C’è effettivamente un plateau
dove questo rapporto è vicino a R0. Quando T → 0, abbiamo R1(T) → 0 e
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R1(∞)→ f (E(0)+I(0))> 0, quindi il rapporto R1(∞)/R1(T) tende a infinito.
Il rapporto si avvicina a R0 quando T è dell’ordine dell’inverso della diffe-
renza tra i due autovalori della matrice (4.7). Quando invece T →+∞, allora
l’intervento arriva troppo tardi; l’epidemia è già passata e R1(∞)/R1(T)→ 1.
L’ampiezza del plateau dove R1(∞)/R1(T) è vicino a R0 dovrebbe crescere
come logN)/λ quando N → +∞, che è lo stesso comportamento del tem-
po al picco epidemico nel modello S-E-I-R con coefficienti costanti (vedasi
capitolo 2).
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Figura 4.3: Il rapporto R1(∞)/R1(T) in funzione di T.

4.3 Una generalizzazione

In realtà, il tasso di contatto effettivo non può ovviamente essere zero per t >
T. Il valore ottenuto per R(∞) può tuttavia essere considerato come un limite
inferiore del valore reale poiché è certo che la dimensione finale dell’epidemia
sarà maggiore con contatti non nulli che con contatti nulli per t > T. Tuttavia,
bisogna ricordare che i modelli epidemici di tipo S-I-R o S-E-I-R con un tasso
di contatto variabile non sono «monotoni»: una riduzione del tasso di contatto
può talvolta portare a una dimensione finale dell’epidemia più grande (vedasi
capitolo 13).

Consideriamo quindi il caso in cui il tasso di contatto non è ridotto a 0 ma
semplicemente diviso per un numero q > 1. La riduzione a 0 corrisponde al
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caso limite in cui q tende all’infinito. Abbiamo per t > T,

dS
dt

=−a
q

S
I
N
,

dE
dt

=
a
q

S
I
N
− cE, (4.16)

mentre le equazioni (4.3), (4.4) e (4.5) rimangono identiche. Abbiamo per
t > T

1
S

dS
dt

=− a
qbN

dR
dt

.

Integrando tra t = T e t =+∞, si ricava

log
S(∞)

S(T)
=−R0

q
R(∞)−R(T)

N
,

dove R0 = a/b > 1. Poiché S(∞) = N−R(∞), abbiamo

1− R(∞)

N
=

S(T)
N

exp
(
−R0

q
R(∞)−R(T)

N

)
. (4.17)

Supponiamo come nella sezione 4.2 che il tempo T non sia né troppo piccolo
né troppo grande, cioè che sia nel plateau della figura 4.3. In prima appros-
simazione, S(T) ≈ N e R(T) sono ancora piccoli rispetto a N. Si presentano
allora due casi.

Se 1 < q < R0, allora un argomento grafico che consiste nel tracciare il
primo e il secondo membro dell’equazione (4.17) in funzione di R(∞)/N mo-
stra che la soluzione R(∞)/N non è piccola, ma vicina alla soluzione positiva
dell’equazione

1− R(∞)

N
≈ exp

(
−R0

q
R(∞)

N

)
. (4.18)

Se al contrario q > R0, allora la soluzione R(∞)/N dell’equazione (4.17)
è piccola. Poiché S(T) ≈ N − R0 R(T), un’espansione del primo ordine
dell’esponenziale in equazione (4.17) porta a

1− R(∞)

N
≈
[

1− R0 R(T)
N

] [
1− R0

q
R(∞)−R(T)

N

]
.

Considerando solo i termini di ordine più basso, troviamo

1− R(∞)

N
≈ 1− R0 R(T)

N
− R0

q
R(∞)−R(T)

N
.

Infine,

R(∞)≈ R(T)R0
1−1/q

1−R0/q
. (4.19)
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Quando q →+∞, troviamo R(∞)≈ R(T)R0. Notiamo anche che

1−1/q
1−R0/q

> 1,

come dovrebbe essere. Una relazione identica alla formula (4.19) lega R1(∞)
e R1(T).

La formula (4.19) è facilmente interpretabile. Gli infettati al tempo T
che non sono ancora nei compartimenti R infettano in media R0/q persone
suscettibili e ciascuna di queste infetterà a sua volta R0/q persone suscettibili,
ecc. secondo una serie geometrica di ragione R0/q < 1. Così

R(∞)≈ R(T)+ [E(T)+ I(T)]

[
1+

R0

q
+

(
R0

q

)2

+

(
R0

q

)3

+ · · ·

]

≈ R(T)+
E(T)+ I(T)
1−R0/q

.

Ora abbiamo visto con la formula (4.12) che

E(T)+ I(T)≈ R(T)(R0 −1).

Pertanto troviamo

R(∞)≈ R(T)
[

1+
R0 −1

1−R0/q

]
≈ R(T)R0

1−1/q
1−R0/q

.

La figura 4.4 mostra la dimensione finale dell’epidemia in scala logaritmi-
ca, log(R(∞)/N) in funzione del parametro di riduzione q, ottenuta mediante
simulazione numerica del sistema (4.1)-(4.6) per t < T con condizioni iniziali
(4.15), e poi il sistema (4.16) per t > T. Come nella figura 4.2, la popolazio-
ne totale è N = 65× 106 e il parametro a è dato dalla formula (4.10) con
λ = 0,225 al giorno; inoltre f = 0,5 e T = 43,2 giorni sono presi in modo
che R1(T) ≈ 5438. La figura mostra anche il risultato della formula (4.19)
per q > R0. Infine, mostra la soluzione positiva dell’equazione (4.18) per
q < R0. Vediamo che entrambe le approssimazioni cessano di essere valide
in prossimità di q = R0.

La dimensione finale dell’epidemia varia di diversi ordini di grandezza
quando il parametro q è vicino a R0. Essendo difficile da quantificare, anche
in questo settore è difficile prevedere la dimensione finale dell’epidemia. Solo
se il parametro q è significativamente più grande di R0 la previsione con la
formula (4.19) diventa meno sensibile.
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Figura 4.4: Il logaritmo della frazione finale infetta, log(R(∞)/N), come funzione del
parametro di riduzione q [linea continua], rispetto alla formula (4.19) [piccoli cerchi]
valida per q > R0 e alla soluzione dell’equazione (4.18) [piccoli diamanti] valida per
q < R0.

4.4 Stima del parametro di riduzione

Proviamo a stimare il parametro q adattando una simulazione del modello ai
dati dal 15 marzo al 15 aprile 2020. Tuttavia, [79] avverte che «il numero di
casi confermati in Francia non riflette più in modo soddisfacente la dinami-
ca dell’epidemia», poiché «i pazienti con segni di COVID-19 non sono più
sistematicamente confermati da un test biologico».

Si parte da R1(T) = 5423 e dalle relazioni R(T) = R1(T)/ f e R2(T) =
(1− f )R(T). Poiché i dati degli 8 giorni precedenti sono particolarmente ben
allineati, iniziamo la simulazione del modello con R(T − θ) ≈ e−λθ R(T)
dove λ = 0,225 al giorno e θ = 8 giorni, con le stime corrispondenti (4.13)

I(T−θ)≈ λ

b
R(T−θ), E(T−θ)≈ λ +b

c
I(T−θ),

e con S(T−θ) = N−E(T−θ)− I(T−θ)−R(T−θ).
Per t > T, il tasso di contatto effettivo è a/q e si cerca di adattare R1(t)

ai dati fino al 15 aprile. Il miglior adattamento è intorno a q = 1,7 (fig. 4.5).
Poiché questo valore è inferiore alla riproduttività R0, sembrerebbe che
le misure di contenimento siano insufficienti. Gli ultimi punti della figura
mostrano che la deviazione dal modello sta crescendo nella direzione di
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un rallentamento dell’epidemia reale. Può essere che il valore di f scelto
non sia appropriato o che sia variato durante l’epidemia. Oppure il modello
può essere un po’ troppo semplicistico; in particolare, ci si aspetta che una
distribuzione non esponenziale del tempo trascorso nei diversi compartimenti
influenzi il momento in cui la curva inizia a piegarsi.
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Figura 4.5: Logaritmo del numero di casi registrati tra il 7 marzo e il 15 aprile [piccoli
cerchi, dati di Santé publique France] e log(R1(t)) in funzione del tempo t in quattro
simulazioni con, dall’alto in basso q ∈ {1,5 ; 1,7 ; 2 ; 2,5}.

In conclusione, abbiamo esplorato uno scenario a due fasi in cui il tas-
so di contatto è ridotto a partire da una certa data. Abbiamo trovato una
semplice formula approssimativa per la dimensione finale dell’epidemia in
funzione del numero di casi rilevati al momento della riduzione. Tuttavia,
questo risultato deve ancora essere enunciato e dimostrato in modo più rigo-
roso, probabilmente facendolo apparire come un risultato asintotico quando
N →+∞.

4.5 Appendice: un periodo infettivo non esponenziale

Consideriamo un modello S-I-R con un periodo infettivo che non è neces-
sariamente distribuito esponenzialmente. Sia I(t,x) la densità di persone in-
fettate da x unità di tempo al tempo t. Sia a(x) il tasso di contatto effettivo
e b(x) il tasso al quale le persone infette cessano di trasmettere l’infezione.
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All’inizio dell’epidemia abbiamo

I(t,0)≈
∫ +∞

0
a(x) I(t,x)dx

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

=−b(x) I(t,x)

dR
dt

=
∫ +∞

0
b(x) I(t,x)dx

Si deduce, come nella teoria della popolazione stabile di Lotka [3, capitolo
24] che

I(t,x)≈ k eλ t e−λx−
∫ x

0 b(y)dy

dove k è una costante e il tasso di crescita λ è la soluzione unica
dell’equazione

1 =
∫ +∞

0
a(x)e−λx−

∫ x
0 b(y)dy dx.

Se poniamo

I(t) =
∫ +∞

0
I(t,x)dx,

il problema è stimare I(T)+R(T) da R(T). Ora

λR(T)≈ dR
dt

(T) =
∫ +∞

0
b(x) I(T,x)dx

≈
∫ +∞

0
b(x)k eλT e−λx−

∫ x
0 b(y)dy dx.

Deduciamo pertanto

k ≈ λR(T)e−λT∫ +∞

0 b(x)e−λx−
∫ x

0 b(y)dy dx
.

Infine,
I(T)+R(T)

R(T)
≈

λ
∫ +∞

0 e−λx−
∫ x

0 b(y)dy dx∫ +∞

0 b(x)e−λx−
∫ x

0 b(y)dy dx
+1.

Il secondo membro non ha nessuna ragione particolare per coincidere con la
riproduttività

R0 =
∫ +∞

0
a(x)e−

∫ x
0 b(y)dy dx

(proposizione 3.14). Nel caso speciale in cui i tassi sono costanti, con a(x)≡
a e b(x)≡ b, però, abbiamo λ = a−b e quindi

I(T)+R(T)
R(T)

≈ λ

b
+1 =

a
b
= R0.
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Modelli stocastici

Innanzitutto si presenta una formula per la probabilità di estin-
zione di un’epidemia modellata da un processo di ramificazio-
ne multi-tipo è presentata quando questo processo è costruito
da modelli compartimentali rappresentati da sistemi di equa-
zioni differenziali. Poi si studia la durata media di un’epide-
mia in un modello stocastico S-I-S quando la dimensione della
popolazione è grande.

5.1 Probabilità di estinzione delle epidemie

5.1.1 Processi di ramificazione

All’inizio di un’epidemia, gli effetti stocastici sono importanti e possono por-
tare all’estinzione dell’epidemia anche se R0 > 1. Si possono quindi imma-
ginare modelli che sono processi di ramificazione di tipo m in tempo continuo
e che sono costruiti con i coefficienti delle matrici A, B e C del § 3.1. Si trat-
ta allora di calcolare la probabilità di estinzione in questi modelli se si parte
da t = 0 con n j infetti del tipo j per 1 ⩽ j ⩽ m. I n j sono interi. Questa
probabilità ha la forma di un prodotto

ω1
n1 · · ·ωm

nm

[54, § 3.7]. Cerchiamo una formula generale che colleghi le probabilità ω j e
le matrici A, B e C.

Mostreremo che il vettore delle probabilità di estinzione (ω j), quando
R0 > 1, è la soluzione unica in [0; 1[m del problema di punto fisso

ω j =
∑i Ai, j ωi ω j +B j, j −∑i̸= j Ci, j ωi

∑i Ai, j +B j, j +C j, j
(5.1)
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con 1 ⩽ j ⩽ m. Questo può anche essere scritto, come vedremo,

∑
i
(1−ωi)(Ai, j ω j −Bi, j −Ci, j) = 0 (5.2)

con 1 ⩽ j ⩽ m. Se denotiamo [1−ωi] il vettore riga (1−ω1, . . . ,1−ωm) e
con diag[ωi] la matrice diagonale con la ωi sulla diagonale, il sistema assume
una forma più compatta:

[1−ωi](Adiag[ωi]−B−C) = 0 . (5.3)

La formula (5.2) può essere generalizzata al caso di un ambiente periodico
(vedasi capitolo 17).

Dimostrazione. Costruiamo il modello stocastico associato naturalmente al
modello deterministico (3.1). Si suppone che con un tasso Ai, j, ogni persona
infetta di tipo j sia in qualche modo sostituita da due persone, una di tipo i,
l’altra di tipo j: c’è stata una nuova infezione. Ciò significa che la probabilità
di questo evento è Ai, j dt +o(dt) durante un intervallo di tempo infinitesimo
dt. Ogni persona infetta del tipo j cessa di essere infettiva al tasso B j, j. Ogni
persona infettata del tipo j si trasforma in una persona infettata del tipo i al
tasso −Ci, j per i ̸= j. Schematicamente,

j−→
Ai, j

i+ j , j−→
B j, j

/0, j −→
−Ci, j

i (i ̸= j) .

Siccome −∑i ̸= j Ci, j = C j, j, ogni persona infetta del tipo j subisce uno dei tre
eventi di cui sopra ne con il tasso totale

λ j = ∑
i

Ai, j +B j, j +C j, j.

Sia g j(x1, . . . ,xm) la funzione generatrice del numero di persone dei diver-
si tipi generati da una persona di tipo j secondo lo schema precedente se
fermiamo il processo dopo un evento. Abbiamo

g j(x1, . . . ,xn) =
1
λ j

(
∑

i
Ai, j xi x j +B j, j +∑

i̸= j
(−Ci, j)xi

)
.

Dalla teoria dei processi di ramificazione multi-tipo [54, teorema 3.7.5], che
è una generalizzazione della teoria dei processi di Bienaymé-Galton-Watson
[3], sappiamo che quando R0 > 1 (cioè nel caso supercritico dove σ(A−
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B − C) > 0 per il corollario 3.8), le probabilità (ω1, . . . ,ωm) sono l’unica
soluzione in [0; 1[m del problema del punto fisso

g j(ω1, . . . ,ωm) = ω j

per 1 ⩽ j ⩽ m. Questo può anche essere scritto come

∑
i

Ai, j ωi ω j +B j, j +∑
i̸= j

(−Ci, j)ωi = ω j λ j = ω j

(
∑

i
Ai, j +B j, j +C j, j

)
.

Quindi, raccogliendoi vari termini nell’espressione precedente,

−∑
i

Ci, j ωi +B j, j(1−ω j) = ω j ∑
i

Ai, j(1−ωi) .

Poiché ∑i Ci, j = 0, aggiungiamo questo termine a primo membro:

∑
i

Ci, j(1−ωi)+B j, j(1−ω j) = ω j ∑
i

Ai, j(1−ωi) ,

espressione che risulta infatti identica all’equazione (5.2) poiché Bi, j = 0 per
i ̸= j.

5.1.2 Esempi

Per il modello S-I-R del capitolo 1, c’è solo un compartimento infetto, il
compartimento I. L’equazione (5.3) si riduce a

(1−ω)(aω −b) = 0,

in modo che

ω =
b
a
=

1
R0

se R0 > 1
.

Come secondo esempio, consideriamo una variante del modello S-E-I-R
con la demografia. Poniamo N(t) = S(t)+E(t)+ I(t)+R(t) la popolazione
totale, ν il numero di nascite per unità di tempo, a il tasso di contatto effettivo,
µ la mortalità naturale, c il tasso al quale le persone in fase latente diventano
infettive, b il tasso al quale le persone infettive guariscono e ε la mortalità
in eccesso durante il periodo infettivo. Allora si può proporre il seguente
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modello:

dS
dt

= ν −aS
I
N
−µ S ,

dE
dt

= aS
I
N
− (µ + c)E ,

dI
dt

= cE− (µ + ε +b) I ,

dR
dt

= b I−µ R .

In assenza di malattia, lo stato stazionario è S = N∗ = ν/µ . All’inizio
di un’epidemia, la popolazione è costituita quasi interamente da individui
suscettibili, cosicché S ≈ N ≈ N∗. Questo dà il modello linearizzato

dE
dt

≈−(µ + c)E+a I ,

dI
dt

≈ cE− (µ + ε +b) I .

Usando le notazioni del paragrafo precedente, abbiamo

A =

(
0 a
0 0

)
, B =

(
µ 0
0 µ + ε +b

)
, C =

(
c 0
−c 0

)
.

Pertanto

A(B+C)−1 =

( ac
(c+µ)(µ+ε+b)

a
µ+ε+b

0 0

)
e

R0 =
ac

(c+µ)(µ + ε +b)
.

Si noti che c/(c + µ) è la probabilità che una persona appena entrata nel
compartimento E raggiunga il compartimento I senza morire nel frattempo.
Supponiamo R0 > 1. Il sistema (5.3) si scrive

(1−ω1 1−ω2)

[(
0 a
0 0

)(
ω1 0
0 ω2

)
−
(

c+µ 0
−c µ + ε +b

)]
= 0 .

Troviamo così le due equazioni

−(c+µ)(1−ω1)+c(1−ω2) = 0 , aω2(1−ω1)−(µ+ε+b)(1−ω2) = 0 ,
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quindi la soluzione in [0; 1[2 è

ω1 =
µ + c/R0

µ + c
, ω2 =

1
R0

.

Allo stesso modo, calcoliamo le probabilità di estinzione per un modello
della malaria (vedasi capitolo 9). Sia a la frequenza delle punture, b1 il tasso
di guarigione umana, b2 la mortalità delle zanzare, N1 il numero di umani
e N2 il numero di zanzare. Se I1 è il numero di esseri umani infetti e I2 il
numero di zanzare infette, allora il modello linearizzato è della forma

A =

(
0 a

aN2/N1 0

)
, B =

(
b1 0
0 b2

)
, C = 0.

Troviamo

R0 = a

√
N2/N1

b1b2
.

Il sistema (5.3) si scrive

(1−ω1 1−ω2)

[(
0 a

aN2/N1 0

)(
ω1 0
0 ω2

)
−
(

b1 0
0 b2

)]
= 0 .

Alla fine dei calcoli troviamo

ω1 =
b2 +a

b2(R0)2 +a
, ω2 =

b2 +a/(R0)
2

b2 +a
.

Tuttavia, anche quando ci sono solo due tipi di persone infette, il sistema
di due equazioni di secondo grado (5.2) porta solitamente a un’equazione
polinomiale di grado 4 per ciascuna delle probabilità ω j. Poiché 1 è sempre
una radice, siamo ridotti a un’equazione di grado 3 che in generale non può
essere ridotta ulteriormente. Questo è il caso, per esempio, di un modello
S-I-S o S-I-R con migrazione tra due siti, cosicché il sistema linearizzato per
gli individui infetti (I1, I2) in entrambi i siti è della forma

A =

(
a1 0
0 a2

)
, B =

(
b1 0
0 b2

)
, C =

(
c1 −c2
−c1 c2

)
.

È solo la presenza di molti zeri nelle matrici A, B e C che permette calcoli
espliciti relativamente semplici nel caso del modello S-E-I-R o del modello
della malaria. Se ci si accontenta di calcoli numerici, allora invece di usare il
sistema (5.3), si ottiene il punto fisso in [0; 1[m del sistema (5.1) con semplici
iterazioni a partire da (x1, . . . ,xm) = (0, . . . ,0).
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5.2 Modello S-I-S

Il modello stocastico S-I-S, in cui gli individui infetti diventano nuovamente
suscettibili quando guariscono, è un caso speciale di un processo di nascita
e morte in cui il «tasso di nascita» è quadratico mentre il «tasso di morte» è
lineare [63]. È stato studiato in dettaglio quando l’ambiente è assunto come
costante. Sia a il tasso di contatto effettivo e b il tasso di recupero. Sia N la
dimensione della popolazione. Se ci sono n persone infette al tempo t, allora
ci sono N−n persone suscettibili:

• la probabilità di avere n + 1 persone infette al tempo t + dt, con dt
infinitesima, è an(1−n/N)dt +o(dt);

• la probabilità di avere n− 1 persone infette al tempo t + dt è bndt +
o(dt).

La figura 5.1 mostra un esempio di simulazione di questo modello. Tutte le
simulazioni raggiungono alla fine lo stato di assorbimento n = 0 dove non
ci sono più individui infetti e l’epidemia si ferma [80, § 2.13]. Una doman-
da fondamentale è in quanto tempo in media questo accade. Questo è in
qualche modo analogo al problema di fissare un gene per deriva genetica [3,
capitolo 20].
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Figura 5.1: Esempio di simulazione con a = 10, b = 5 e N = 15 [curva fluttuante]; so-
luzione del modello deterministico dI/dt = a I(1− I/N)−b I associato [curva liscia].
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La probabilità Pn(t) di avere n ⩾ 1 persone infette al tempo t soddisfa
l’equazione

dPn

dt
= a(n−1)[1− (n−1)/N]Pn−1

− [an(1−n/N)+bn]Pn +b(n+1)Pn+1 (5.4)

per 1 ⩽ n ⩽ N−1, mentre

dP0

dt
= bP1, (5.5)

dPN

dt
= a(N−1)[1− (N−1)/N]PN−1 −bNPN.

Senza entrare nei dettagli, poiché i calcoli saranno ripetuti in un ambiente
periodico nel capitolo 19, ci si aspetta che per tutte le 1 ⩽ n ⩽ N, Pn(t)→ 0
quando t →+∞, mentre P0(t)→ 1. Più precisamente,

Pn(t)≈ eλ1t
πn

per 1 ⩽ n ⩽ N con λ1 < 0 e πn > 0. Inoltre, P0(t)≈ 1+ eλ1tπ0 con π0 < 0 e

N

∑
n=0

πn = 0. (5.6)

I numeri πn soddisfano l’equazione

λ1πn = a(n−1) [1− (n−1)/N]πn−1

− [an(1−n/N)+bn]πn +b(n+1)πn+1 . (5.7)

I risultati analitici possono essere ottenuti nel limite quando la dimensio-
ne N della popolazione diventa grande. In tutto questo paragrafo assumeremo
a > b: questo è il caso supercritico, il più interessante. La figura 5.2 mostra
come appare la soluzione Pn(t) in un esempio con N = 100 prima di conver-
gere alla misura concentrata in n = 0: si avvicina a uno stato metastabile, la
distribuzione quasi-stazionaria (πn)1⩽n⩽N. Numericamente, l’autovalore λ1
che dà la velocità di convergenza è estremamente piccolo (circa −4×10−8).
L’aspettativa τ del tempo necessario all’estinzione dell’epidemia, anche par-
tendo da una sola persona infetta, è dell’ordine di −1/λ1 e quindi estrema-
mente grande. Infatti, mentre l’epidemia può estinguersi rapidamente in una
frazione delle simulazioni a causa della piccolezza di questa condizione ini-
ziale, il tempo di estinzione è molto grande nella frazione complementare, e
pertanto anche l’aspettativa τ risulta molto grande.



66

0 10020 40 60 8010 30 50 70 90

0

0.02

0.04

0.06

0.01

0.03

0.05

Figura 5.2: Soluzione del sistema (5.4) al tempo t = 20 se a = 10, b = 5, N = 100 e
se si parte da N/2 persone infette a t = 0.

Usiamo il metodo Brillouin, Kramers e Wentzel o BKW, che è classico in
fisica [55]. Supponiamo che

x = n/N, 0 ⩽ x ⩽ 1.

Quando N è grande, abbiamo

πn ≈ e−NS(x)

per 1 ⩽ n ⩽ N e per qualche funzione S(x). Inserendo

πn+1 ≈ e−NS(x+ 1
N ) ≈ exp

(
−NS(x)− dS

dx
(x)
)
,

πn−1 ≈ exp
(
−NS(x)+

dS
dx

(x)
)

nell’equazione (5.7) e trascurando il termine λ1πn a causa della piccolezza di
λ1, si ottiene l’equazione stazionaria di Hamilton-Jacobi

H
(

x,
dS
dx

)
= 0 (5.8)

con l’Hamiltoniana

H(x, p) = ax(1− x)(ep −1)+bx(e−p −1)

= x(1− e−p)[a(1− x)ep −b]. (5.9)
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Il ramo non banale della linea di livello H = 0, quello con a(1−x)ep −b = 0,
porta alla formula

S(x) = x log(b/a)+ x+(1− x) log(1− x)+ costante . (5.10)

Questa funzione ha un minimo (fig. 5.3) quando x = x∗ = 1−b/a.
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Figura 5.3: La funzione S(x) tale che S(0) = 0 se a = 10 e b = 5.

Infine, dalle equazioni (5.5) e (5.6) segue che

λ1 = b
π1

π0
=−b

π1

∑
N
n=1 πn

(5.11)

≈−b
e−NS(1/N)

∑
N
n=1 e−NS(n/N)

≈−be−N [S(0)−min(S)].

Insieme a τ ≈−1/λ1, otteniamo

logτ

N
−→

N→+∞
c def
= S(0)−S(x∗) = b/a−1− log(b/a)> 0 . (5.12)

o τ ≈ ecN. Il numero c è l’altezza tra il fondo e il bordo x = 0 del-
la «buca di potenziale» S(x). L’aspettativa del tempo all’estinzione cresce
esponenzialmente con la dimensione della popolazione.

Equivalentemente, il sistema hamiltoniano

dx
dt

=
∂H
∂ p

= ax(1− x)ep −bxe−p, (5.13)

d p
dt

=−∂H
∂x

=−a(1−2x)(ep −1)−b(e−p −1), (5.14)
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ha un’orbita eteroclina (fig. 5.4) che collega i punti di equilibrio

(x∗,0) = (1−b/a,0) et (0, p∗) = (0, log(b/a)).

Questo è il ramo della linea di livello H = 0 menzionato sopra. Inoltre,

c =
∫ 0

x∗
pdx =

∫ 0

x∗

dS
dx

dx = S(0)−S(x∗),

è il primo integrale preso lungo quest’orbita.
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Figura 5.4: Il sistema hamiltoniano (5.13)-(5.14) nel piano (x, p) con in particolare
l’orbita eteroclina che collega (x∗,0) a (0, p∗), con a = 10 e b = 5.

Nota 5.1. Stime più accurate possono essere ottenute con la soluzione
raffinata BKW

πn ≈ e−NS0(n/N)−S1(n/N).

. Inserendo

πn+1 ≈ exp
(
−NS0(x)−

dS0

dx
(x)− 1

2N
d2S0

dx2 (x)−S1(x)−
1
N

dS1

dx
(x)
)

e un’espressione simile per πn−1 nell’equazione (5.7) e separando i termini di
grado superiore, otteniamo l’equazione di Hamilton-Jacobi (5.8) per S0(x) e
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l’equazione[
ax(1− x) exp

(
dS0

dx

)
−bx exp

(
−dS0

dx

)]
dS1

dx

= a exp
(

dS0

dx

)[
1−2x+

x(1− x)
2

d2S0

dx2

]
+b exp

(
−dS0

dx

)[
−1+

x
2

d2S0

dx2

]
per S1(x). Così S0(x) è data dalla formula (5.10) e l’equazione per S1(x)
porta a

S1(x) = log
(

x
√

1− x
)
+ costante.

Pertanto

πn ≈ k
e−NS0(n/N)

n
N

√
1− n

N

per una costante k. Quando n è piccolo,

πn ≈
k N
n

e−NS0(0)−nS′0(0) =
k N
n

e−NS0(0)
(a

b

)n
. (5.15)

Ma per n piccola, il sistema (5.7) può anche essere approssimato
dall’equazione di ricorrenza

a(n−1)πn−1 −n(a+b)πn +b(n+1)πn+1 ≈ 0

per n ⩾ 1, che dà

πn ≈
π1

n
1− (a/b)n

1−a/b
.

Quando n →+∞, questa espressione è equivalente a

π1

n
(a/b)n

a/b−1
,

che coincide con la formula (5.15) se e solo se π1 ≈ kNe−NS0(0)(a/b− 1).
Con il metodo di Laplace [62], la formula (5.11) dà infine

λ1 ≈
−bπ1/(k N)∫ 1

0

e−NS0(x)

x
√

1− x
dx

≈
(b−a)x∗

√
1− x∗

√
NS′′

0(x
∗)

eN[S0(0)−S0(x∗)]
√

2π
=− (a−b)2

aecN

√
N
2π

.

Se per esempio a = 20, b = 5 e N = 50, allora questa stima è solo il 2% al di
sopra del valore di λ1 ottenuto con un software che calcola gli autovalori di
grandi matrici.
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Modelli deterministici con
coefficienti periodici



Capitolo 6

Modelli matriciali periodici

Questo capitolo discute alcuni aspetti dei modelli matriciali pe-
riodici. La riproduttività R0 è il rapporto asintotico tra le nuove
infezioni in due generazioni successive dell’albero delle infezio-
ni. Otteniamo una formula per la sensitività del tasso di crescita
λ e una disuguaglianza tra λ e R0.

6.1 Riproduttività

Anche se i modelli a tempo discreto sono molto più utilizzati in demografia
o ecologia che in epidemiologia, li prendiamo comunque in considerazione
anche in questo capitolo. Questo ci permette di capire meglio la definizione
di riproduttività nel caso periodico con gli strumenti elementari dell’algebra
lineare.

Proposizione 6.1. Sia m ⩾ 1 e T ⩾ 1 un numero intero. Poniamo

(A(t))0⩽t⩽T−1, (B(t))0⩽t⩽T−1

siano matrici quadrate di ordine m e non negative. Per tutti i t ∈ Z, sia

A(t +T) = A(t), B(t +T) = B(t), M(t) = A(t)+B(t).

Sia I0 ∈Rm un vettore non negativo e t0 un intero tale che 0 ⩽ t0 ⩽ T−1. Per
tutte le t ⩾ t0 e n ⩾ 0, sia

I(0)(t0) = I0, I(0)(t +1) = B(t) I(0)(t), (6.1)

I(n+1)(t0) = 0, I(n+1)(t +1) = A(t) I(n)(t)+B(t) I(n+1)(t). (6.2)



72

Poniamo inoltre
I(t) = ∑

n⩾0
I(n)(t).

Ne segue
I(t +1) = M(t) I(t) (6.3)

e I(t0) = I0.

Il vettore I(n)(t) è la popolazione infetta che appartiene alla generazione n
al tempo t. La popolazione iniziale appartiene alla generazione 0. La matrice
A(t) rappresenta i contatti infettivi. La matrice B(t) rappresenta il recupero o
i trasferimenti.

Dimostrazione. Sommando le equazioni, otteniamo

∑
n⩾0

I(n)(t +1) = (A(t)+B(t)) ∑
n⩾0

I(n)(t), ∑
n⩾0

I(n)(t0) = I0.

Lemma 6.2. Usiamo le stesse ipotesi della proposizione 6.1. Inoltre,
assumiamo che

ρ(B(T−1) · · ·B(1)B(0))< 1.

Poniamo

B =



−B(0) I 0 · · · 0

0 −B(1) I
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0
. . .

. . . I
I 0 · · · 0 −B(T−1)


, (6.4)

dove I denota la matrice identità. Allora la matrice B è invertibile.

La condizione significa che la popolazione infetta si estingue se non ci
sono nuove infezioni.

Dimostrazione. Per tutte le 0 ⩽ i, j ⩽ T−1, sia

B∗(i, j)=


I se i = j+1

o (i, j) = (0,T−1),
B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1) se i > j+1,
B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1−T) se i ⩽ j, (i, j) ̸= (0,T−1).
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Usando la convenzione che un prodotto di matrici come B(i − 1)B(i −
2) · · ·B( j + 1) è la matrice identità se l’ultimo pedice j + 1 è strettamente
maggiore del primo pedice i−1, possiamo scrivere più semplicemente

B∗(i, j) =
{

B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1) se i ⩾ j+1,
B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1−T) se i ⩽ j.

Sia B∗ la matrice a blocchi B∗ = (B∗(i, j))0⩽i, j⩽T−1. Sia B(i, j) il blocco
della matrice B. Allora

T−1

∑
k=0

B∗(i,k)B(k, j) =
{

−B∗(i, j)B( j)+B∗(i, j−1) se j ⩾ 1,
−B∗(i,0)B(0)+B∗(i,T−1) se j = 0.

Se i < j, allora i ⩽ j−1 e

−B∗(i, j)B( j)+B∗(i, j−1) =−B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1−T)B( j−T)
+B(i−1)B(i−2) · · ·B( j−T) = 0.

Se i > j e j ⩾ 1, allora

−B∗(i, j)B( j)+B∗(i, j−1) =−B(i−1)B(i−2) · · ·B( j+1)B( j)

+B(i−1)B(i−2) · · ·B( j) = 0.

Se i > j e j = 0, allora

−B∗(i,0)B(0)+B∗(i,T−1) =−B(i−1)B(i−2) · · ·B(1)B(0)
+B(i−1)B(i−2) · · ·B(0) = 0.

Se i = j ⩾ 1, allora

−B∗(i, i)B(i)+B∗(i, i−1) =−B(i−1)B(i−2) · · ·B(i+1−T)B(i−T)+I .

Se infine i = j = 0, allora

−B∗(0,0)B(0)+B∗(0,T−1) = B(T−1)B(T−2) · · ·B(1)B(0)+I .

Ne segue

B∗B = diag
0⩽i⩽T−1

[I −B(i−1)B(i−2) · · ·B(i−T)] .

Il prodotto B(i − 1)B(i − 2) · · ·B(i − T) è una permutazione circolare del
prodotto B(T− 1) · · ·B(1)B(0). Queste due matrici hanno quindi lo stesso
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polinomio caratteristico [73, esercizio 1.3], gli stessi autovalori e lo stes-
so raggio spettrale, che è strettamente inferiore a 1 per ipotesi. La matrice
I −B(i−1)B(i−2) · · ·B(i−T) è quindi invertibile [73, teorema 3.17] e[

I −B(i−1)B(i−2) · · ·B(i−T)
]−1

=
+∞

∑
k=0

[B(i−1)B(i−2) · · ·B(i−T)]k.

Anche la matrice B è quindi invertibile e

B−1 =

(
diag

0⩽i⩽T−1
[I −B(i−1)B(i−2) · · ·B(i−T)]−1

)
B∗.

La seguente proposizione è l’analogo della proposizione 3.5 in un
ambiente periodico.

Proposizione 6.3. Facciamo le stesse ipotesi del lemma 6.2. Per n ⩾ 0, t ⩾ t0
e 0 ⩽ s ⩽ T−1 poniamo,

h(n)(t) = A(t) I(n)(t), (6.5)

H(n)(s) = ∑
k⩾ks

h(n)(s+ kT) avec ks =

{
0 se t0 ⩽ s ⩽ T−1,
1 se 0 ⩽ s ⩽ t0 −1, (6.6)

H(n) =


H(n)(0)
H(n)(1)

...
H(n)(T−1)

 , Î =



0...
0
I0
0...
0


,

dove I0 occupa il t0-esimo blocco modulo T e dove i 0 sono vettori zero.
Poniamo

A =


A(0) 0 · · · 0

0 A(1)
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 A(T−1)

 . (6.7)

Allora per tutte le n ⩾ 0, abbiamo H(n) = K n+1 Î, con K = A B−1.

Il vettore h(n)(t) rappresenta le nuove infezioni dovute alla generazione n
tra i tempi t e t + 1. Il vettore H(n)(s) rappresenta le nuove infezioni dovute
alla generazione n nello stagione s. Il vettore H(n) è il vettore di nuove infe-
zioni dovute alla generazione n strutturata dalle stagioni in cui si verificano le
infezioni.
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Dimostrazione. Per tutte le n ⩾ 0 e 0 ⩽ s ⩽ T−1, sia

F(n)(s) = ∑
k⩾ks

I(n)(s+ kT)

dove ks è definito nella relazione (6.6).
Supponiamo 0 ⩽ s ⩽ t0 −2 o t0 ⩽ s ⩽ T−2. In entrambi i casi, ks+1 = ks.

Con l’equazione (6.2) otteniamo

F(n+1)(s+1) = ∑
k⩾ks+1

I(n+1)(s+1+ kT)

= ∑
k⩾ks

[
A(s+ kT) I(n)(s+ kT)+B(s+ kT) I(n+1)(s+ kT)

]
.

Poiché A(s+ kT) = A(s) e B(s+ kT) = B(s), abbiamo

F(n+1)(s+1) = A(s)F(n)(s)+B(s)F(n+1)(s) .

Usando I(n+1)(t0) = 0, otteniamo allo stesso modo per s = t0 −1 e s = T−1
che

F(n+1)(t0) = A(t0 −1)F(n)(t0 −1)+B(t0 −1)F(n+1)(t0 −1) se t0 ̸= 0,

F(n+1)(0) = A(T−1)F(n)(T−1)+B(T−1)F(n+1)(T−1) .

In sintesi, abbiamo

−B(s)F(n+1)(s)+F(n+1)(s+1) = A(s)F(n)(s) , 0 ⩽ s ⩽ T−2,

−B(T−1)F(n+1)(T−1)+F(n+1)(0) = A(T−1)F(n)(T−1) .

Quindi se poniamo

F(n) =


F(n)(0)
F(n)(1)

...
F(n)(T−1)

 ,

allora B F(n+1) = A F(n). Ma

H(n)(s) = ∑
k⩾ks

A(s+ kT) I(n)(s+ kT) = A(s)F(n)(s) .

Quindi H(n) = A F(n) = B F(n+1). Pertanto, H(n+1) = A F(n+1) =
A B−1 H(n) per tutti n ⩾ 0.
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Resta da determinare H(0). Supponiamo 0 ⩽ s ⩽ T−2. Con l’equazione
(6.1), abbiamo

−B(s)F(0)(s)+F(0)(s+1) =− ∑
k⩾ks

B(s+ kT) I(0)(s+ kT)+F(0)(s+1)

=− ∑
k⩾ks

I(0)(s+ kT+1)+ ∑
k⩾ks+1

I(0)(s+ kT+1)

=

{
0 se s ̸= t0 −1,
I0 se s = t0 −1.

Analogamente per s = T−1, otteniamo

−B(T−1)F(0)(T−1)+F(0)(0) =
{

0 se t0 ̸= 0,
I0 se t0 = 0.

Così B F(0) = Î e H(0) = A F(0) = A B−1 Î.

La matrice K può quindi essere interpretata come una matrice di nuo-
va generazione, dove lo stagione dell’infezione serve come un tipo di
strutturazione supplementare.

Ricordiamo che ⟨·, ·⟩ denota il solito prodotto scalare di vettori reali:

⟨w,v⟩= ∑
i

wi vi.

Per un vettore reale w di qualsiasi dimensione, poniamo

∥w∥1 = ∑
i
|wi|.

Corollario 6.4. Nelle stesse ipotesi della proposizione 6.3, denotiamo con

g(n) = ∥H(n)∥1 = ∑
t⩾t0

∥h(n)(t)∥1

l’incidenza totale alla generazione n. Inoltre sia

R0 = ρ(K ).

Se la matrice K è primitiva, se V e W sono rispettivamente autovettori della
matrice K e la matrice trasposta tK associata all’autovalore R0 e se I0 ̸= 0,
allora

H(n) ∼
n→+∞

(R0)
n+1 ⟨̂I,W⟩

⟨V,W⟩
V e

g(n+1)

g(n)
−→

n→+∞
R0 .
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Dimostrazione. Segue dalla proposizione 3.24.

La riproduttività R0 può quindi essere interpretata come il rapporto asin-
totico delle infezioni in due generazioni successive. È indipendente dalla
condizione iniziale e dal tempo iniziale t0.

Proposizione 6.5. Nelle stesse ipotesi di 6.3, se le matrici A(t) e B(t) per
0 ⩽ t ⩽ T−1 non dipendono dal tempo t (chiamiamole A e B), allora

R0 = ρ
(
A(I −B)−1) .

Dimostrazione. Abbiamo K = A B−1, dove A è la matrice diagonale a
blocchi

A = diag(A, . . . ,A)

e

B−1 = diag
((

I −BT)−1
, . . . ,

(
I −BT)−1

)


BT−1 BT−2 · · · I

I BT−1 . . .
...

...
. . . . . . BT−2

BT−2 · · · I BT−1

 .

Sia r0 = ρ(A(I −B)−1). Innanzitutto, supponiamo che i coefficienti della
matrice A siano positivi. I coefficienti della matrice

A(I −B)−1 = A+AB+AB2 + · · ·

sono anch’essi positivi. Per il teorema di Perron-Frobenius (teorema 3.19),
esiste un autovettore v di questa matrice i cui coefficienti sono positivi e che è
associato all’autovalore r0. Poniamo V = (v . . .v), dove il vettore v è ripetuto
T volte. Allora K V = (w . . .w) con

w = A
(
I −BT)−1 (

I +B+ · · ·+BT−1)v = A(I −B)−1v = r0 v.

Allora K V = r0 V e r0 = R0, poiché R0 è l’unico autovalore della
matrice K con un autovettore a coefficienti positivi (proposizione 3.20).

Se la matrice A non ha coefficienti positivi, consideriamo la matrice E
della stessa dimensione ma piena di 1 e le matrici A(ε) = A+ ε E per ε > 0
sufficientemente piccole. Definiamo R

(ε)
0 e r(ε)0 nello stesso modo di R0 e

r0 tranne che la matrice A è sostituita dalla matrice A(ε). Allora r(ε)0 = R
(ε)
0

da quanto sopra. Per la continuità del raggio spettrale quando ε → 0 [73,
teorema 3.16], otteniamo r0 = R0.
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Esempio. L’esempio più semplice è quello in cui il vettore I(t) e le matrici
A(t) e B(t) sono scalari e dove T = 2. Ne segue

K =

(
A(0) 0

0 A(1)

)(
−B(0) 1

1 −B(1)

)−1

=

( A(0)B(1)
1−B(0)B(1)

A(0)
1−B(0)B(1)

A(1)
1−B(0)B(1)

A(1)B(0)
1−B(0)B(1)

)
. (6.8)

Un individuo infettato nella stagione 0 infetta in media A(1) persone du-
rante la prima fase temporale, A(0)B(1) persone durante la fase temporale
successiva poiché B(1) è la probabilità di non guarire nella stagione 1, poi
A(1)B(0)B(1) persone, poi A(0)B(1)B(0)B(1) persone, ecc. Quindi questo
individuo infetta

A(0)B(1)+A(0)B(1)B(0)B(1)+ · · ·= A(0)B(1)
1−B(0)B(1)

persone nella stagione 0 e

A(1)+A(1)B(0)B(1)+ · · ·= A(1)
1−B(0)B(1)

Questo risulta dalla prima colonna di K . Allo stesso modo, si può verificare
che un individuo infettato nella stagione 1 infetta A(0)

1−B(0)B(1) persone nella

stagione 0 e A(1)B(0)
1−B(0)B(1) persone nella stagione 1, come indicato nella seconda

colonna di K .
La matrice K 2 dà il numero medio di persone infettate nella generazio-

ne successiva nella stagione 0 e nella stagione 1 (prima e seconda riga) da
una persona infettata nella stagione 0 o nella stagione 1 (prima e seconda
colonna), ecc.

Per quanto riguarda l’interpretazione di R0, immaginiamo per esempio di
iniziare con un individuo, il «paziente zero», infettato nella stagione 0; quindi
t0 = 1 e I(t0) = 1. Egli infetta g(0) individui, la somma della prima colonna
di K , cioè

g(0) =
A(0)B(1)+A(1)

1−B(0)B(1)
.

La generazione successiva, g(1), è la somma della prima colonna di K 2,
ecc. La proposizione 6.3 mostra che g(n+ 1)/g(n) converge a R0, il raggio
spettrale della matrice K : l’albero di infezione cresce asintoticamente come
(R0)

n. Se il paziente zero fosse stato infettato nella stagione 1, la g(n +
1)/g(n) convergerebbe allo stesso limite R0.
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Nota 6.6. La matrice di generazione successiva K e il suo raggio spettra-
le R0 dipendono linearmente dalla famiglia di matrici A(t): se denotiamo
K (µ) e R0(µ) la matrice di generazione successiva e la riproduttività del
modello dove tutte le matrici A(t) sono state divise per µ , allora K (µ) =
K /µ e R0(µ) = R0/µ . Quindi R0(µ) < 1 se e solo se µ > R0. La ri-
produttività R0 è interpretata come il minimo sforzo di controllo sui termini
dell’infezione per portare la popolazione infetta all’estinzione. È proprio per
questa proprietà che la R0 è così spesso usata in epidemiologia.

Proposizione 6.7. Stesse ipotesi di 6.3. Assumiamo h(t) = A(t) I(t). Allora

I(t) =
t

∑
x=1

β (t,x)h(t − x)+β (t, t +1) I(0), (6.9)

h(t) =
t

∑
x=1

K(t,x)h(t − x)+K(t, t +1) I(0) (6.10)

per tutte le t ⩾ 0 con

β (t,x) = B(t −1)B(t −2) · · ·B(t +1− x), x ⩾ 2,
β (t,1) = I ,

K(t,x) = A(t)β (t,x), x ⩾ 1,

dove I è la matrice identità.

L’equazione (6.10) è un’equazione del rinnovo.

Dimostrazione. La relazione (6.9) è banalmente verificata se t = 0.
Supponiamo per ricorrenza che sia vero per t ⩾ 0. Allora

I(t +1) = A(t)I(t)+B(t)I(t)

= h(t)+B(t)
t

∑
x=1

β (t,x)h(t − x)+B(t)β (t, t +1)I(0)

= β (t +1,1)h(t)+
t+1

∑
x=2

B(t)β (t,x−1)h(t +1− x)+β (t +1, t +2)I(0)

=
t+1

∑
x=1

β (t +1,x)h(t +1− x)+β (t +1, t +2)I(0).

La relazione (6.9) è dunque vera per t + 1 e infine per tutte le t ⩾ 0. La
relazione (6.10) segue immediatamente.
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Proposizione 6.8. Stesse ipotesi della proposizione 6.3. Allora R0 è il raggio
spettrale dell’operatore lineare

u(t) 7−→
+∞

∑
x=1

K(t,x)u(t − x) (6.11)

sullo spazio delle funzioni T-periodiche u : Z→ Rm.

Dimostrazione. Fissiamo t con 0 ⩽ t ⩽ T − 1. Per qualsiasi funzione
T-periodica u(t),

+∞

∑
x=1

K(t,x)u(t−x) = A(t)
T−1

∑
s=0

Θt,s u(s) , (6.12)

dove

Θt,s =
+∞

∑
k=0

B(t −1) · · ·B(s+1− kT), 0 ⩽ s ⩽ t −1,

Θt,s =
+∞

∑
k=1

B(t −1) · · ·B(s+1− kT), t ⩽ s ⩽ T−1.

Poiché B(t) è T-periodica, abbiamo

Θt,s =
[
I −B(t −1) · · ·B(t −T)

]−1B(t −1) · · ·B(s+1)

se 0 ⩽ s ⩽ t −1 e

Θt,s =
[
I −B(t −1) · · ·B(t −T)

]−1B(t −1) · · ·B(s+1−T)

se t ⩽ s ⩽ T−1. Ma R0 è il raggio spettrale dell’operatore lineare (6.11) sul-
lo spazio delle funzioni T-periodiche u(t) con valori in Rm. Questo spazio si
identifica con l’insieme dei vettori (u(0), . . . ,u(T−1)) ∈Rm ×·· ·×Rm. Co-
sì la relazione (6.12) mostra che R0 è anche il raggio spettrale della matrice
prodotto A Θ, dove Θ è la matrice di blocco (Θt,s)0⩽t,s⩽T−1. Ora la dimostra-
zione del lemma 6.2 mostra che Θ = B−1. Quindi R0 è il raggio spettrale
della matrice A B−1.

Nota 6.9. In un ambiente costante, il nucleo K(t,x) può essere scritta

K(x) = ABx−1.

Il raggio spettrale dell’operatore (6.11) è il raggio spettrale R0 della matrice
successiva

+∞

∑
x=1

K(x) = A(I −B)−1.
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Questa è la generalizzazione ai modelli a matrice strutturata a stadi del-
la formula di Leslie per R0 nei modelli a matrice strutturata per età [3,
capitolo 25].

6.2 Sensitività del tasso di crescita

Leslie [3, capitolo 25] ha studiato modelli a tempo discreto

I(t +1) = MI(t), t = 0,1,2 . . .

con una matrice non negativa e primitiva M. La proposizione 3.24 mostra
che il vettore I(t) tende a crescere î esponenzialmente come λ t , dove λ =
ρ(M) è il raggio spettrale della matrice M. Le matrici primitive sono casi
speciali di matrici irriducibili (definizione 2.7 e [73, § 4.4]). Per il teorema di
Perron-Frobenius (teorema 3.19), l’autovalore λ = ρ(M) è semplice. Sia w
un autovettore della matrice trasposta tM e v un autovettore della matrice M
associato all’autovalore λ :

tMw = λ w, Mv = λ v.

Per la sensitività dell’autovalore semplice λ rispetto ai coefficienti della
matrice M, abbiamo quindi secondo [69, teorema 5.4]

∂λ

∂Mi, j
=

wi v j

⟨w,v⟩
. (6.13)

Questa formula è ben nota in teoria delle popolazioni [40, § 8.2.2]. Il vettore
v è chiamato «popolazione stabile» e il vettore w «valore riproduttivo». Ri-
cordiamo brevemente uno schizzo di una dimostrazione. La matrice M+ εM̂
con |ε| piccola ha un autovalore λ + ελ̂ + o(ε) e un autovettore associato
v+ ε v̂+o(ε) tale che[

M+ εM̂
]
[v+ ε v̂+o(ε)] = [λ + ελ̂ +o(ε)][v+ ε v̂+o(ε)].

L’uguaglianza dei termini di ordine ε dà

Mv̂+ M̂v = λ v̂+ λ̂v.

Consideriamo il prodotto scalare con il vettore w:

⟨w,Mv̂⟩+ ⟨w,M̂v⟩= λ ⟨w, v̂⟩+ λ̂ ⟨w,v⟩.
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Oppure ⟨w,Mv̂⟩= ⟨ tMw, v̂⟩= λ ⟨w, v̂⟩. Rimane solo ⟨w,M̂v⟩= λ̂ ⟨w,v⟩, cioè

λ̂ =
⟨w,M̂v⟩
⟨w,v⟩

. (6.14)

La derivata parziale della formula (6.13) si ottiene scegliendo come matrice M̂
la matrice piena di 0 tranne un 1 nella riga i e nella colonna j.

Consideriamo ora i modelli a matrice periodica nel tempo.

Proposizione 6.10. Sia m ⩾ 1 e T ⩾ 1 un numero intero. Sia (M(t))0⩽t⩽T−1
una matrice quadrata di ordine m. Lasciamo che

Λ = ρ(M(T−1) · · ·M(1)M(0)). (6.15)

Sia λ il raggio spettrale della matrice a blocchi

C =


0 0 · · · 0 M(T−1)

M(0) 0 · · · 0 0

0 M(1)
. . . 0 0

...
. . .

. . .
. . .

...
0 0 · · · M(T−2) 0

 . (6.16)

Allora
λ

T = Λ. (6.17)

Dimostrazione. Sia M(t +T) = M(t) per tutti t ∈ Z. Un semplice calcolo
mostra che C T è una matrice diagonale a blocchi,

C T = diag
[
M∗(0), . . . ,M∗(T−1)

]
, (6.18)

M∗(t) = M(t −1) · · ·M(t −T) (6.19)
= M(t −1) · · ·M(0)M(T−1) · · ·M(t).

I prodotti M∗(t) sono permutazioni cicliche l’una dell’altra. Queste matrici
hanno quindi lo stesso polinomio caratteristico [73, esercizio 1.3], gli stes-
si autovalori e lo stesso raggio spettrale Λ di M∗(T). Quindi Λ è il raggio
spettrale della matrice C T. Ora questo raggio spettrale è anche uguale a λ T.
Pertanto Λ = λ T.

Proposizione 6.11. Nelle stesse ipotesi della proposizione 6.10. Supponia-
mo inoltre che le matrici M(t) siano tutte non negative e che la matrice C sia
irriducibile. Denotiamo con W = (w(0), . . . ,w(T− 1)) un autovettore del-
la matrice trasposta tC e con V = (v(0), . . . ,v(T− 1)) un autovettore della
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matrice C associato all’autovalore λ = ρ(C ). Estendiamo le definizioni di
M(t), w(t) e v(t) a tutti i t ∈ Z ponendo M(t +T) = M(t), w(t +T) = w(t) e
v(t +T) = v(t). Allora per tutti i t ∈ Z,

tM(t)w(t +1) = λ w(t) , M(t)v(t) = λ v(t +1) , (6.20)

⟨w(t),v(t)⟩= ⟨w(0),v(0)⟩. (6.21)

Il parametro λ è il tasso di crescita.

Dimostrazione. Poiché la matrice C è irriducibile, esiste per il teorema di
Perron-Frobenius (teorema 3.19) un autovettore W della matrice tC e un auto-
vettore V della matrice C associato all’autovalore λ , entrambi i vettori aventi
tutte le loro componenti positive:

tC W = λ W , C V = λ V . (6.22)

Inoltre, λ > 0 e i vettori W e V sono unici a meno di una costante
moltiplicativa. Abbiamo

⟨w(t +1),λ v(t +1)⟩= ⟨w(t +1),M(t)v(t)⟩
= ⟨ tM(t)w(t +1),v(t)⟩= ⟨λ w(t),v(t)⟩.

Poiché λ > 0, deduciamo che ⟨w(t + 1),v(t + 1)⟩ = ⟨w(t),v(t)⟩ per tutti i
t ∈ Z.

Proposizione 6.12. Nelle stesse ipotesi di 6.11. Supponiamo inoltre che la
matrice M(T−1) · · ·M(1)M(0) è primitiva. Sia I(t) tale che per tutte i t ⩾ 0

I(t +1) = M(t) I(t),

la condizione iniziale I(0) essendo un vettore non negativo. Allora

I(t)
λ t − ⟨w(0), I(0)⟩

⟨w(0),v(0)⟩
v(t) −→

t→+∞
0.

Dimostrazione. Sia Q la matrice primitiva in questa proposizione. Abbiamo
I(nT) = Qn I(0) per qualsiasi numero intero n ⩾ 1. Ora le relazioni (6.20)
mostrano che

Qv(0) = M(T−1) · · ·M(1)M(0)v(0) = λ
Tv(T) = λ

Tv(0),

tQw(0) = tM(0) tM(1) · · · tM(T−1)w(T) = λ
Tw(0).
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Così v(0) e w(0) sono autovettori delle matrici Q e tQ associate all’autovalore
λ T = Λ, che è il raggio spettrale della matrice Q. Secondo la proposizione
3.24,

QnI(0)
Λn −→

t→+∞

v(0) tw(0)I(0)
tv(0) w(0)

,

cioè
I(nT)
λ nT −→

t→+∞

⟨w(0), I(0)⟩
⟨w(0),v(0)⟩

v(0).

Per tutta la 0 ⩽ k ⩽ T−1, abbiamo quindi anche

I(nT+ k)
λ nT+k =

M(nT+ k−1) · · ·M(nT)I(nT)
λ nT+k

=
M(k−1) · · ·M(0)I(nT)

λ nT+k

−→
n→+∞

⟨w(0), I(0)⟩
⟨w(0),v(0)⟩

M(k−1) · · ·M(0)v(0)
λ k =

⟨w(0), I(0)⟩
⟨w(0),v(0)⟩

v(k) .

Proposizione 6.13. Nelle stesse ipotesi della proposizione 6.11 abbiamo

∂λ

∂Mi, j(t)
=

wi(t +1) v j(t)
T⟨w(0),v(0)⟩

. (6.23)

Dimostrazione. Poiché la matrice C è irriducibile, il suo raggio spettrale λ è
un autovalore semplice per il teorema di Perron-Frobenius. Per 1 ⩽ α,β ⩽
mT, utilizzando [69, teorema 5.4] abbiamo

∂λ

∂Cα,β
=

Wα Vβ

⟨W,V⟩
, (6.24)

dove Wα è il α-esimo elemento di W e Vβ è il β -esimo elemento di V. Ma
se α = (t +1)m+ i (modulo mT) e β = tm+ j con 0 ⩽ t ⩽ T−1, 1 ⩽ i ⩽ m
e 1 ⩽ j ⩽ m, allora Cα,β = Mi, j(t), Wα = wi(t +1) e Vβ = v j(t). Inoltre, la
proposizione 6.11 mostra che

⟨W,V⟩=
T−1

∑
t=0

⟨w(t),v(t)⟩= T⟨w(0),v(0)⟩. (6.25)

Nota 6.14. Osserviamo che

⟨w(t +1), I(t +1)⟩= ⟨w(t +1),M(t) I(t)⟩
= ⟨ tM(t)w(t +1), I(t)⟩= λ ⟨w(t), I(t)⟩,
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per cui
⟨w(t), I(t)⟩= λ

t⟨w(0), I(0)⟩ . (6.26)

Si dice che il valore riproduttivo totale cresce esponenzialmente (vedasi
§ 11.6).
Nota 6.15. A partire da Λ = λ T, c’è un legame molto semplice tra la formula
di sensibilità per λ e quella per Λ:

∂Λ

∂Mi, j(t)
= Tλ

T−1 ∂λ

∂Mi, j(t)
. (6.27)

Nota 6.16. L’interpretazione della formula (6.23) è una semplice generaliz-
zazione di quella della formula (6.13): la sensibilità di λ rispetto al numero
di «figli» Mi, j(t) allo stadio i al tempo t + 1 generato da un individuo allo
stadio j al tempo t è proporzionale alla popolazione stabile allo stadio j al
tempo t, v j(t), e al valore riproduttivo allo stadio i al tempo t + 1, wi(t + 1).
Per questi modelli a matrice, si usa il termine stadio invece di compartimento.

6.3 Disuguaglianze tra riproduttività e tasso di crescita

Proposizione 6.17. Con le stesse ipotesi e notazioni della proposizione 6.3,
sia λ = ρ(C ) il raggio spettrale della matrice (6.16). Ne segue che

R0 ⩾ 1 ⇒ 1 ⩽ λ ⩽ R0 , 0 < R0 < 1 ⇒ R0 ⩽ λ ⩽ 1.

Dimostrazione. Sia
C = sottodiag

0⩽t⩽T−1
(M(t))

la matrice (6.16). Supponiamo innanzitutto che questa matrice sia irriducibi-
le. Abbiamo R0 = ρ(A B−1) = ρ(B−1A ). Abbiamo visto nella dimostra-
zione del lemma 6.2 che la matrice B−1 è non negativa. Quindi la matrice
B−1A è anche non negativa. Secondo la proposizione 3.17 esiste un vettore
non negativo e non nullo Φ= (φ(0), . . . ,φ(T−1)) tale che B−1A Φ=R0 Φ.
Quindi A Φ = R0 B Φ, cioè A(t)φ(t) = R0[−B(t)φ(t)+φ(t + 1)] per tutti
i t per cui 0 ⩽ t ⩽ T− 1, avendo posto φ(T) = φ(0). Supponiamo R0 > 0.
Allora

[A(t)/R0 +B(t)]φ(t) = φ(t +1). (6.28)

La matrice C è irriducibile per ipotesi. Ora

Ai, j(t)+Bi, j(t)> 0 ⇔ [Ai, j(t)> 0 o Bi, j(t)> 0]

⇔
Ai, j(t)

R0
+Bi, j(t)> 0.
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La matrice

sottodiag
0⩽t⩽T−1

(
A(t)
R0

+B(t)
)

è quindi anche irriducibile. L’equazione (6.28) mostra che Φ è un autovettore
non negativo di quest’ultima matrice associato all’autovalore 1. Secondo il
teorema di Perron-Frobenius e la proposizione 3.20, le componenti del vettore
Φ sono infatti positive e

ρ

(
sottodiag
0⩽t⩽T−1

(
A(t)
R0

+B(t)
))

= 1.

Assumiamo innanzitutto R0 ⩾ 1. Secondo la proposizione 3.21,

1 = ρ

(
sottodiag
0⩽t⩽T−1

(A(t)
R0

+B(t)
))

⩽ ρ

(
sottodiag
0⩽t⩽T−1

(
A(t)+B(t)

))
= λ

⩽ ρ

(
sottodiag
0⩽t⩽T−1

(
A(t)+R0B(t)

))
= R0 ρ

(
sottodiag
0⩽t⩽T−1

(A(t)
R0

+B(t)
))

= R0.

Quindi 1 ⩽ λ ⩽ R0. La stessa dimostrazione funziona per il caso in cui
0 < R0 < 1 ma con tutti i segni ⩽ sostituiti da ⩾, che dà 1 ⩾ λ ⩾ R0.

Infine, se la matrice C non è irriducibile, sia E la matrice completa di 1 e
per tutti ε > 0,

A(ε)(t)=A(t)+εE, M(ε)(t)=A(ε)(t)+B(t), C (ε)= sottodiag
0⩽t⩽T−1

(M(ε)(t)).

La matrice C (ε) è irriducibile. Sia R
(ε)
0 la riproduttività associata e λ (ε) il

tasso di crescita.
Supponiamo R0 ⩾ 1. Allora R

(ε)
0 ⩾ R0 ⩾ 1 perché A(ε)(t) ⩾ A(t). Da

quanto sopra, 1⩽ λ (ε) ⩽R
(ε)
0 . La continuità del raggio spettrale delle matrici

[73, teorema 3.16] quando ε → 0 dà 1 ⩽ λ ⩽ R0.
Se R0 < 1, allora R

(ε)
0 < 1 per ε è abbastanza piccolo, sempre a causa

della continuità del raggio spettrale. Da quanto sopra, 1 ⩾ λ (ε) ⩾ R
(ε)
0 e nel

limite 1 ⩾ λ ⩾ R0.

Proposizione 6.18. Con le stesse ipotesi e notazioni della proposizione 6.3
supponiamo che la matrice C data dalla formula (6.16) sia irriducibile e che
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le matrici A(t) non siano tutte zero. Se R0 > 0, allora R0 è l’unico numero
x > 0 tale che

ρ

([
A(T−1)

x
+B(T−1)

]
· · ·
[

A(0)
x

+B(0)
])

= 1. (6.29)

Dimostrazione. Si indichi con Λ(x) il membro sinistro della formula (6.29) e
con λ (x) il raggio spettrale della matrice

C (x) = sottodiag
0⩽t⩽T−1

(
A(t)

x
+B(t)

)
.

Dalla proposizione 6.10, Λ(x) = λ (x)T. Supponiamo 0 < x1 < x2. Al-
lora C (x1) ⩾ C (x2) e λ (x1) ⩾ λ (x2) (proposizione 3.21). Si noti che la
matrice C (x1) è anche irriducibile perché

Ai, j(t)+Bi, j(t)> 0 ⇔
Ai, j(t)

x1
+Bi, j(t)> 0.

Se avessimo λ (x1) = λ (x2), avremmo C (x1) = C (x2) (proposizione 3.22);
ma questo è impossibile perché le matrici A(t) non sono tutte zero. Quindi
λ (x1) > λ (x2). Le funzioni x 7→ λ (x) e x 7→ Λ(x) sono quindi strettamente
decrescenti per x > 0.

Notiamo R(x) la riproduttività associata alle matrici (A(t)/x)0⩽t⩽T−1 e
(B(t))0⩽t⩽T−1. Abbiamo R(x) = R0/x. In particolare, R(R0) = 1. Dalla
proposizione 6.17, abbiamo λ (R0) = 1 e quindi Λ(R0) = 1.

6.4 Una funzione monotona

Proposizione 6.19. Stesse ipotesi e notazioni di 6.11. Sia I(t) tale che per
tutte le t ⩾ t0, I(t + 1) = M(t) I(t), con la condizione iniziale I(t0) che è un
vettore non negativo. Poniamo

πk(t) =
wk(t) Ik(t)

λ t−t0⟨I(t0),w(t0)⟩
, ωk(t) =

vk(t)wk(t)
⟨v(t0),w(t0)⟩

e

Pi, j(t) =
w j(t +1)M j,i(t)

λ wi(t)
, Qi, j(t) =

Mi, j(t)v j(t)
λ vi(t +1)

.

Allora π(t) e ω(t) sono distribuzioni di probabilità associate a una catena di
Markov periodica disomogenea:

π(t +1) = π(t)P(t), ω(t +1) = ω(t)P(t), ω(t) = ω(t +1)Q(t).
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Dimostrazione. La considerazione 6.14 dopo la proposizione 6.13 mostra che

∑
k

πk(t) = 1.

La formula (6.21) dà

∑
k

ωk(t) = 1.

Le relazioni (6.20) sono equivalenti a

∑
j

Pi, j(t) = 1, ∑
j

Qi, j(t) = 1.

Inoltre,

∑
i

πi(t)Pi, j(t) = ∑
i

wi(t) Ii(t)
λ t−t0⟨I(t0),w(t0)⟩

w j(t +1)M j,i(t)
λ wi(t)

=
w j(t +1)

λ t+1−t0⟨I(t0),w(t0)⟩ ∑
i

Ii(t)M j,i(t)

=
w j(t +1) I j(t +1)

λ t+1−t0⟨I(t0),w(t0)⟩
= π j(t +1).

Con le relazioni (6.20), abbiamo

∑
i

ωi(t)Pi, j(t) = ∑
i

vi(t)wi(t)
⟨v(t0),w(t0)⟩

w j(t +1)M j,i(t)
λ wi(t)

=
w j(t +1)

λ ⟨v(t0),w(t0)⟩ ∑
i

vi(t)M j,i(t)

=
v j(t +1)w j(t +1)

⟨v(t0),w(t0)⟩
= ω j(t +1)

e

∑
i

ωi(t +1)Qi, j(t) = ∑
i

vi(t +1)wi(t +1)
⟨v(t0),w(t0)⟩

Mi, j(t)v j(t)
λ vi(t +1)

=
v j(t)

λ ⟨v(t0),w(t0)⟩ ∑
i

wi(t +1)Mi, j(t)

=
v j(t)w j(t)
⟨v(t0),w(t0)⟩

= ω j(t).
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Proposizione 6.20. Se F : [0,+∞[→ R è una funzione convessa, allora la
sequenza

t 7−→ ∑
i

ωi(t)F
(

πi(t)
ωi(t)

)
è decrescente per t ⩾ t0.

Dimostrazione. Poiché π(t +1) = π(t)P(t), abbiamo

F
(

πi(t +1)
ωi(t +1)

)
= F

(
∑

j

ω j(t)P j,i(t)
ωi(t +1)

π j(t)
ω j(t)

)
.

Ma ω(t +1) = ω(t)P(t) mostra che

∑
j

ω j(t)P j,i(t)
ωi(t +1)

= 1.

Quindi la convessità della funzione F implica

F

(
∑

j

ω j(t)P j,i(t)
ωi(t +1)

π j(t)
ω j(t)

)
⩽ ∑

j

ω j(t)P j,i(t)
ωi(t +1)

F
(

π j(t)
ω j(t)

)
.

Ma la matrice P(t) è stocastica. Pertanto

∑
i

ωi(t +1)F
(

πi(t +1)
ωi(t +1)

)
⩽ ∑

i
∑

j
ω j(t)P j,i(t)F

(
π j(t)
ω j(t)

)
= ∑

j
ω j(t)F

(
π j(t)
ω j(t)

)
.
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Modelli periodici in tempo continuo

Studiamo il comportamento asintotico dei sistemi lineari perio-
dici in tempo continuo con diversi tipi di infetti. La riproduttività
R0 è il rapporto asintotico tra le nuove infezioni in due genera-
zioni successive dell’albero delle infezioni. Una certa funzione
non negativa, costruita con le autofunzioni associate al tasso di
crescita, si scopre essere monotonamente decrescente.

7.1 Riproduttività

In questo paragrafo, il periodo T è un numero reale positivo.

Esempio 1. Prendiamo il caso del § 3.1 ma in un quadro periodico. Sia
m ⩾ 1 un intero. Sia A(t) una funzione a valori nelle matrici quadrate di
ordine m tale che

∀i, j, Ai, j(t)⩾ 0.

Sia B(t) = (Bi, j(t)) una funzione a valori nelle matrici diagonali tale che

∀ j, B j, j(t)⩾ 0.

Sia C(t) = (Ci, j(t)) una funzione a valori nelle matrici tale che

∀i ̸= j, Ci, j(t)⩽ 0, ∀ j, C j, j(t) =−∑
i̸= j

Ci, j(t).

Siano
D(t) = B(t)+C(t), M(t) = A(t)−D(t).
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Tutte queste funzioni matriciali sono assunte essere T-periodiche e conti-
nue. Il vettore I(t) della popolazione infetta è nella soluzione del sistema
di approssimazione lineare

dI
dt

= M(t) I(t) (7.1)

con la condizione iniziale I(t0) con componenti non negative al tempo t0 (0 ⩽
t0 < T). Allora h(t) = A(t)I(t) è il vettore delle nuove infezioni per unità di
tempo. Si assume che il sistema di matrici periodiche

dZ
dt

=−D(t)Z(t)

con la condizione iniziale Z(0) = I (la matrice identità) è tale che

ρ(Z(T))< 1.

In altre parole, la popolazione infetta alla fine si estingue se non ci sono nuo-
ve infezioni. Introduciamo l’operatore risolvente Σ(t,s) tale che per tutte le
(t,s) ∈ R2

∂Σ

∂ t
(t,s) =−D(t)Σ(t,s) (7.2)

e Σ(s,s) = I . Abbiamo

Σ(t,s) = Z(t)Z(s)−1 (7.3)

[16, corollario 2.22].
Sia Φ(t) la matrice di soluzione del sistema (7.1) con Φ(0) = I (la ma-

trice identità). La soluzione I = 0 del sistema (7.1) è asintoticamente stabile
se e solo se ρ(Φ(T)) < 1 [16, teorema 9.20]. Per esprimere diversamente
questa condizione, adatteremo la nozione di riproduttività al caso periodico.

Supponiamo che la popolazione iniziale al tempo t0 appartenga alla gene-
razione 0. Sia I(n)(t) la popolazione infetta che appartiene alla generazione n
al tempo t, data per tutte le t > t0 e tutte le n ⩾ 0 da

I(0)(t0) = I(t0),
dI(0)

dt
(t) =−D(t) I(0)(t), (7.4)

I(n+1)(t0) = 0,
dI(n+1)

dt
(t) = A(t) I(n)(t)−D(t) I(n+1)(t). (7.5)

Abbiamo
∑
n⩾0

I(n) = I(t)
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per tutti t ⩾ t0. Sia
h(n)(t) = A(t) I(n)(t)

il vettore delle nuove infezioni per unità di tempo dovute alla generazione n
al tempo t.

Lemma 7.1. La funzione h(n)(t) verifica

h(n+1)(t) =
∫ t−t0

0
K(t,x)h(n)(t − x)dx,

con il nucleo non negativo

K(t,x) = A(t)Σ(t, t − x).

Dimostrazione. Ricordiamo che la matrice Z(t) è sempre invertibile [16,
proposizione 2.26]. Ricavando la relazione Z(t)Z(t)−1 = I , otteniamo

d
dt

[
Z(t)−1]=−Z(t)−1 dZ

dt
Z(t)−1.

Quindi con l’equazione (7.5), otteniamo

d
dt

[
Z(t)−1 I(n+1)(t)

]
=−Z(t)−1 dZ

dt
Z(t)−1 I(n+1)(t)+Z(t)−1 A(t) I(n)(t)

−Z(t)−1 D(t) I(n+1)(t)

= Z(t)−1 A(t) I(n)(t).

Integriamo tra t0 e t:

Z(t)−1 I(n+1)(t) =
∫ t

t0
Z(s)−1 A(s) I(n)(s)ds.

Dunque

I(n+1)(t) =
∫ t

t0
Z(t)Z(s)−1A(s) I(n)(s)ds =

∫ t

t0
Σ(t,s)h(n)(s)ds.

Infine
h(n+1)(t) = A(t)

∫ t−t0

0
Σ(t, t − x)h(n)(t − x)dx.

Gli elementi fuori dalla diagonale della matrice −D(t) sono tutti non negativi.
Quindi la matrice Σ(t,s) con t ⩾ s è non negativa (proposizione 2.5). Anche
la matrice K(t,x) con x ⩾ 0 è non negativa.
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Esempio 2. Sia m ⩾ 1 un intero. Siano A(t,x), B(t,x) e C(t,x) per t ∈ R
e x > 0 funzioni continue, T-periodiche rispetto a t, a valori nelle matrici
quadrate di ordine m. Supponiamo che B(t,x) sia una matrice diagonale.
Supponiamo inoltre che per tutte le 1 ⩽ i, j ⩽ m,

Ai, j(t,x)⩾ 0, B j, j(t,x)⩾ 0, Ci, j(t,x)⩽ 0 se i ̸= j, (7.6)

con per tutti j,
∑

i
Ci, j(t,x) = 0.

Sia
D(t,x) = B(t,x)+C(t,x).

Introduciamo la funzione Σ(t,s) tale che

∀t > s,
∂Σ

∂ t
=−D(t, t − s)Σ(t,s), (7.7)

e Σ(s,s) = I , dove I è la matrice identità di ordine m. Supponiamo che
esistano costanti positive α , β e γ tali che per tutte le t ⩾ s > 0 e tutte le
x ⩾ 0,

∥A(t,x)∥⩽ α, ∥Σ(t,s)∥⩽ γ e−β (t−s), (7.8)

dove ∥ · ∥ è la norma della matrice. Sia Ik(t,x) il numero di persone del tipo
k (1 ⩽ k ⩽ m) al tempo t che sono infettate da x unità di tempo. Supponiamo
che I = (I1, . . . , Im) sia una soluzione del sistema di equazioni differenziali
parziali

∀x > 0, ∀t > 0,
∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

+D(t,x) I(t,x) = 0, (7.9)

con la condizione iniziale I0(x) per x > 0 e la condizione di bordo

∀t > 0, I(t,0) =
∫ +∞

0
A(t,x) I(t,x)dx. (7.10)

Per semplicità, abbiamo preso t0 = 0. Sia I(n)(t,x) la popolazione infettata da
x unità di tempo che appartiene alla generazione n al tempo t. È data per t > 0
e x > 0 da

I(0)(0,x) = I0(x),

I(0)(t,0) = 0,

∂ I(0)

∂ t
+

∂ I(0)

∂x
=−D(t,x) I(0)(t,x)
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e per tutte le n ⩾ 0 da

I(n+1)(0,x) = 0,

I(n+1)(t,0) =
∫ +∞

0
A(t,x) I(n)(t,x)dx,

∂ I(n+1)

∂ t
+

∂ I(n+1)

∂x
=−D(t,x) I(n+1)(t,x).

Con queste definizioni,
I(t,x) = ∑

n⩾0
I(n)(t,x)

è infatti una soluzione del sistema (7.9)-(7.10) con la condizione iniziale
I0(x). Sia

h(n)(t) = I(n+1)(t,0).

Si può dimostrare come per il primo esempio che per tutti i n ⩾ 0,

h(n+1)(t) =
∫ t

0
K(t,x)h(n)(t − x)dx

con il nucleo
K(t,x) = A(t,x)Σ(t, t − x). (7.11)

Il sistema (7.7) è un sistema differenziale lineare e cooperativo. Quindi la
matrice Σ(t,s) con t ⩾ s è non negativa (proposizione 2.5). Sotto le ipotesi
(7.6), anche la matrice K(t,x) è non negativa.

Se le matrici A(t,x), B(t,x) e C(t,x) non dipendono da x (quindi sono
A(t), B(t) e C(t)), allora

I(t) =
∫ +∞

0
I(t,x)dx

è una soluzione del sistema

dI
dt

= [A(t)−D(t)] I(t)

come nell’esempio 1. Infatti, come nella nota 3.15 di § 3.2,

dI
dt

=
∫ +∞

0

∂ I
∂ t

(t,x)dx =−
∫ +∞

0

∂ I
∂x

(t,x)dx−D(t)
∫ +∞

0
I(t,x)dx

= I(t,0)−D(t) I(t) = A(t) I(t)−D(t) I(t).
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Generalizzazione. Sia m ⩾ 1 un intero. Se w ∈ Rm e M è una matrice
quadrata di dimensione m, sia

∥w∥1 =
m

∑
i=1

|wi|, ∥M∥1 = max
1⩽ j⩽m

m

∑
i=1

|Mi, j| .

∥M∥1 è la norma matriciale subordinata alla norma del vettore ∥w∥1, quindi
∥Mw∥1 ⩽ ∥M∥1∥w∥1.

Definizione 7.2. Sia P lo spazio di Banach delle funzioni continue
T-periodiche da R in Rm con norma

∥v∥∞ = max
0⩽τ⩽T

∥v(τ)∥1 = max
0⩽τ⩽T

m

∑
i=1

|vi(τ)| .

La seguente proposizione è analoga alla proposizione 6.3.

Proposizione 7.3. Sia K(t,x) una matrice quadrata di ordine m a coefficienti
non negativi, tale che sia una funzione continua, T-periodica rispetto a t.
Supponiamo inoltre che esistano α > 0 e β > 0 tali che per tutte t e x > 0,

∥K(t,x)∥1 ⩽ α e−βx.

Se v ∈ P , allora∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx =

∫ T

0
K̂(t,x)v(x)dx ,

con

K̂(t,x) =


∑
q⩾0

K(t, t − x+qT) se 0 ⩽ x < t,

∑
q⩾1

K(t, t − x+qT) se t ⩽ x < T.

Dimostrazione.∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx =

∫ t

−∞

K(t, t − y)v(y)dy

=
∫ t

0
K(t, t − y)v(y)dy+ ∑

q⩾0

∫ −qT

−(q+1)T
K(t, t − y)v(y)dy

=
∫ t

0
K(t, t − y)v(y)dy+ ∑

q⩾0

∫ T

0
K(t, t − y+(q+1)T)v(y)dy
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=
∫ t

0

[
∑
q⩾0

K(t, t − y+qT)

]
v(y)dy+

∫ T

t

[
∑
q⩾1

K(t, t − y+qT)

]
v(y)dy

=
∫ T

0
K̂(t,y)v(y)dy.

Proposizione 7.4. Assumiamo le stesse ipotesi della proposizione 7.3. Sia
K l’operatore integrale definito da

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx (7.12)

sullo spazio P . Allora K è un operatore compatto.

Dimostrazione. Abbiamo

∥K(t,x)v(t − x)∥1 ⩽ ∥K(t,x)∥1 ∥v(t − x)∥1 ⩽ α e−βx ∥v∥∞.

Quindi la continuità della funzione t 7→ (K v)(t) segue dal teorema di con-
tinuità per convergenza dominata [59, teorema 10.3.1]. Questa funzione è
T-periodica. Inoltre,

∥(K v)(t)∥1 ⩽
∫ +∞

0
∥K(t,x)v(t − x)∥1 dx ⩽

α

β
∥v∥∞

e
∥K v∥∞ = max

0⩽t⩽T
∥(K v)(t)∥1 ⩽

α

β
∥v∥∞.

L’operatore K è quindi limitato e

∥K ∥∞ ⩽
α

β
,

dove ∥K ∥∞ è la norma dell’operatore nello spazio L (P) degli operatori
lineari limitati su P . Per tutte le v ∈ P e 0 ⩽ t ⩽ T, abbiamo

(K v)(t) =
∫ T

0
K̂(t,x)v(x)dx,

dove K̂(t,x) è come nella proposizione 7.3. Poiché per tutti (t,x) ∈ [0,T]2 e
per tutti gli interi q,

0 ⩽ ∥K(t, t − x+qT)∥⩽ α e−β (t−x+qT) ⩽ α e−β (q−1)T,

la funzione K̂(t,x) è continua sull’insieme

{(t,x) ∈ [0,T]× [0,T]; t ̸= x}
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e limitata sull’insieme [0,T] × [0,T]. Pertanto K̂(t,x) è un nucleo
«debolmente singolare» e l’operatore integrale K è compatto [45,
teorema 2.22].

Definizione 7.5. Assumiamo le stesse ipotesi della proposizione 7.3. Si
denota R0 e si chiama riproduttività il raggio spettrale dell’operatore K .

Proposizione 7.6. Assumiamo le stesse ipotesi della proposizione 7.3. Sup-
poniamo che h(n) : [t0 ; +∞[→ Rm verifichi per qualsiasi intero n ⩾ 0 e
qualsiasi t ⩾ t0

h(n+1)(t) =
∫ t−t0

0
K(t,x)h(n)(t − x)dx. (7.13)

Sia

H(n)(τ) = ∑
q⩾qτ

h(n)(τ +qT) con qτ =

{
0 se t0 ⩽ τ < T
1 se 0 ⩽ τ < t0

(7.14)

Estendiamo la funzione H(n)(τ) per periodicità a tutti i valori reali di τ .
Allora per tutte le n ⩾ 0, abbiamo

H(n+1) = K H(n) .

Il vettore H(n)(τ) è il vettore del numero di infezioni per unità di tempo
dovute alla generazione n al tempo τ modulo T, cioè alla stagione τ .

Dimostrazione. Supponiamo prima t0 ⩽ τ < T. Segue da (7.13) e (7.14) che

H(n+1)(τ) = ∑
q⩾0

∫
τ+qT−t0

0
K(τ,x)h(n)(τ +qT− x)dx.

Riordinando la doppia sommatoria, otteniamo

H(n+1)(τ) = ∑
p⩾0

∫
τ−t0+pT

pT
∑
q⩾p

K(τ,x)h(n)(τ +qT− x)dx

+ ∑
p⩾0

∫ T+pT

τ−t0+pT
∑

q⩾p+1
K(τ,x)h(n)(τ +qT− x)dx.

Con il cambio di variabile y = x− pT e r = q− p, otteniamo

H(n+1)(τ) = ∑
p⩾0

∫
τ−t0

0
∑
r⩾0

K(τ,y+ pT)h(n)(τ + rT− y)dy (7.15)

+ ∑
p⩾0

∫ T

τ−t0
∑
r⩾1

K(τ,y+ pT)h(n)(τ + rT− y)dy . (7.16)
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Negli integrali (7.15), abbiamo 0⩽ y⩽ τ−t0, quindi t0 ⩽ τ−y⩽ τ <T. Negli
integrali (7.16), distinguiamo il caso τ − t0 ⩽ y ⩽ τ (per cui 0 ⩽ τ − y ⩽ t0)
dal caso τ ⩽ y ⩽ T (per cui t0 ⩽ τ ⩽ T+τ −y ⩽ T). Con la Definizione (7.14)
di H(n)(τ), si arriva a

H(n+1)(τ) = ∑
p⩾0

∫
τ−t0

0
K(τ,y+ pT)H(n)(τ − y)dy

+ ∑
p⩾0

∫
τ

τ−t0
K(τ,y+ pT)H(n)(τ − y)dy

+ ∑
p⩾0

∫ T

τ

K(τ,y+ pT)H(n)(T+ τ − y)dy .

Con il cambio di variabile σ = τ − y, otteniamo

H(n+1)(τ) =
∫ T

0
K̂(τ,σ)H(n)(σ)dσ (7.17)

con K̂(τ,σ) come nella proposizione 7.3. Quando 0⩽ τ < t0, un calcolo com-
pletamente analogo porta anche alla relazione (7.17). Inoltre, poiché H(n)(τ)
è stata estesa per periodicità a tutta la τ , abbiamo∫ T

0
K̂(τ,σ)H(n)(σ)dσ =

∫ +∞

0
K(τ,x)H(n)(τ − x)dx.

Proposizione 7.7. Assumiamo le stesse ipotesi della proposizione 7.3.
Consideriamo il prodotto scalare sullo spazio P

⟨u,v⟩=
m

∑
i=1

∫ T

0
ui(t)vi(t)dt.

Per ogni v ∈ P , sia

(K ∗v)(t) =
∫ +∞

0

tK(t + x,x)v(t + x)dx,

dove tK(t,x) è la matrice trasposta di K(t,x). Allora

∀(u,v) ∈ P2, ⟨K u,v⟩= ⟨u,K ∗v⟩.

L’operatore K ∗ è il trasposto dell’operatore K . È anch’esso un ope-
ratore compatto [28, § 2.5.2.3] e il suo raggio spettrale è uguale a quello
dell’operatore K .
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Dimostrazione. Con u ∈ P , la proposizione 7.3 e il teorema di Fubini,
otteniamo

⟨K u,v⟩=
m

∑
i=1

∫ T

0

∫ +∞

0

m

∑
j=1

Ki, j(t,x)u j(t − x)dx vi(t)dt

=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0

∫ T

0
K̂i, j(t,x)u j(x)dx vi(t)dt

=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0

∫ T

0
K̂i, j(t,x)vi(t)dt u j(x)dx.

Dividiamo l’intervallo di integrazione in due parti:

⟨K u,v⟩=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0

∫ x

0
K̂i, j(t,x)vi(t)dt u j(x)dx

+
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0

∫ T

x
K̂i, j(t,x)vi(t)dt u j(x)dx

=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0
∑
s⩾1

∫ x

0
Ki, j(t, t − x+ sT)vi(t)dt u j(x)dx

+
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0
∑
s⩾0

∫ T

x
Ki, j(t, t − x+ sT)vi(t)dt u j(x)dx.

Il cambio di variabile y = t − x+ sT, la periodicità di K(t,x) rispetto a t e
l’assunzione v ∈ P danno

⟨K u,v⟩=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0
∑
s⩾1

∫ sT

−x+sT
Ki, j(x+ y,y)vi(x+ y)dy u j(x)dx

+
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0
∑
s⩾0

∫ −x+(s+1)T

sT
Ki, j(x+ y,y)vi(x+ y)dt u j(x)dx

=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

∫ T

0

∫ +∞

0
Ki, j(x+ y,y)vi(x+ y)dy u j(x)dx

=
m

∑
j=1

∫ T

0

∫ +∞

0

m

∑
i=1

Ki, j(x+ y,y)vi(x+ y)dy u j(x)dx.

Un operatore si dice fortemente positivo se a qualsiasi funzione v ̸= 0
con v ⩾ 0, cioè tale che vi(t) ⩾ 0 per tutte le i e tutte le t, associa una fun-
zione le cui componenti sono positive. Il seguente corollario è analogo al
corollario 6.4.
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Corollario 7.8. Stesse ipotesi della proposizione 7.6. Assumiamo che
l’operatore K sia fortemente positivo. Sia

g(n) =
∫ T

0
∥H(n)(τ)∥1 dτ =

∫ +∞

t0
∥h(n)(t)∥1 dt . (7.18)

Se la funzione h(0)(t) non è identicamente zero, allora

g(n+1)
g(n)

−→
n→+∞

R0 .

Il numero g(n) è il numero totale di infezioni dovute alla generazione n.

Dimostrazione. Usiamo il teorema di Krein-Rutman (teorema 7.26). Il rag-
gio spettrale dell’operatore compatto fortemente positivo K è un autovalore
semplice con una funzione vettoriale u(τ) con componenti positive. Questo
autovalore domina tutti gli altri autovalori. Quindi esiste una costante c > 0
tale che ||H(n)(·)/(R0)

n − cu(·)||∞ → 0 quando n →+∞. Pertanto

g(n)
(R0)n =

∫ T
0 ∥H(n)(τ)∥dτ

(R0)n −→
n→∞

c
∫ T

0
∥u(τ)∥dτ

e g(n+1)/g(n)→ R0.

7.2 Sistemi differenziali

Proposizione 7.9. Sia m ⩾ 1. Sia A(t), B(t) e C(t) matrici come
nell’esempio 1 di § 7.1. Sia D(t) = B(t)+C(t).

• Assumiamo λ ̸= 0. Allora w(t) è un’autofunzione dell’operatore tra-
sposto K ∗ associata all’autovalore λ se e solo se w(t) è una soluzione
non identicamente nulla T-periodica del sistema

dw
dt

=

(
tD(t)−

tA(t)
λ

)
w(t). (7.19)

• Supponiamo λ = 0. Se w(t) è un’autofunzione dell’operatore K ∗

associata all’autovalore λ , allora tA(t)w(t) = 0 per tutte le t.

Dimostrazione. Sia w(t) un’autofunzione dell’operatore K ∗ associata
all’autovalore λ . Secondo la proposizione 7.7, abbiamo∫ +∞

0

tK(t + x,x)w(t + x)dx = λw(t)
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con
K(t,x) = A(t)Σ(t, t − x)

per lemma 7.1. Pertanto∫ +∞

0

t
Σ(t + x, t) tA(t + x)w(t + x)dx = λw(t).

Ricaviamo questa equazione:

∫ +∞

0

∂

∂ t

[t
Σ(t + x, t) tA(t + x)

]
w(t + x)dx

+
∫ +∞

0

t
Σ(t + x, t) tA(t + x)w′(t + x)dx = λ

dw
dt

.

Integriamo per parti il secondo integrale:

∫ +∞

0

∂

∂ t

[t
Σ(t + x, t) tA(t + x)

]
w(t + x)dx

−
∫ +∞

0

∂

∂x

[t
Σ(t + x, t) tA(t + x)

]
w(t + x)dx

+
[

t
Σ(t + x, t) tA(t + x)w(t + x)

]+∞

0
= λ

dw
dt

.

Secondo la formula (7.3), Σ(t + x, t) = Z(t + x)Z(t)−1. Allora Σ(t + x, t)→ 0
quando x →+∞ e

∫ +∞

0

(
∂

∂ t

[t
Σ(t + x, t)

]
− ∂

∂x

[t
Σ(t + x, t)

]) tA(t + x)w(t + x)dx

− tA(t)w(t) = λ
dw
dt

.

Ora

∂

∂ t
Σ(t + x, t) = Z′(t + x)Z(t)−1 −Z(t + x)Z(t)−1 Z′(t)Z(t)−1

=−D(t + x)Z(t + x)Z(t)−1 +Z(t + x)Z(t)−1 D(t)

=−D(t + x)Σ(t + x, t)+Σ(t + x, t)D(t),

∂

∂x
Σ(t + x, t) = Z′(t + x)Z(t)−1

=−D(t + x)Z(t + x)Z(t)−1 =−D(t + x)Σ(t + x, t).
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Dunque,
∂

∂ t
Σ(t + x, t)− ∂

∂x
Σ(t + x, t) = Σ(t + x, t)D(t)

e
tD(t)

∫ +∞

0

t
Σ(t + x, t) tA(t + x)w(t + x)dx− tA(t)w(t) = λ

dw
dt

.

Allora
λ

tD(t)w(t)− tA(t)w(t) = λ
dw
dt

.

Viceversa, se w(t) è una soluzione T-periodica del sistema (7.19) e se
λ ̸= 0, allora

∀s ∈ R, λ

[
−dw

ds
+ tD(s)w(s)

]
= tA(s)w(s).

Moltiplichiamo sul lato sinistro per tΣ(s, t):

λ

[
−t

Σ(s, t)
dw
ds

+ t
Σ(s, t) tD(s)w(s)

]
= t

Σ(s, t) tA(s)w(s).

Prendiamo in considerazione l’equazione (7.2):

λ
d
ds

[
−t

Σ(s, t)w(s)
]
= t

Σ(s, t) tA(s)w(s).

Integriamo tra t e +∞:

λ

[
−t

Σ(s, t)w(s)
]+∞

t
= λw(t) =

∫ +∞

t

t
Σ(s, t) tA(s)w(s)ds

=
∫ +∞

0

t
Σ(t + x, t) tA(t + x)w(t + x)dx.

La seguente proposizione collega la soluzione fondamentale di un sistema
con quella del suo aggiunto [75, p. 127].

Proposizione 7.10. Sia P : R→ Rm×m una funzione continua. Siano X(t) e
Y(t) le soluzioni dei sistemi di matrici

dX
dt

= P(t)X(t),
dY
dt

=−tP(t)Y(t), (7.20)

con le condizioni X(0) = I e Y(0) = I . Allora

X(t) =
[ tY(t)

]−1

per tutti t ∈ R.
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Dimostrazione. Assumiamo Z(t) = X(t) tY(t). Allora

dZ
dt

=
dX
dt

tY(t)+X(t) t
[

dY
dt

]
= P(t)X(t) tY(t)−X(t) tY(t)P(t)
= P(t)Z(t)−Z(t)P(t).

La funzione Z(t) è quindi una soluzione di questa equazione differenziale e
Z(0) = I . Questo problema ha una soluzione unica. Ora I è una soluzione
banale. Quindi Z(t) = I per tutti t ∈ R.

Proposizione 7.11. Stesse ipotesi della proposizione 7.9. Sia M(t) = A(t)−
D(t). Per tutte le λ > 0, sia Φ(t;λ ) la soluzione del sistema di matrici
periodico

dX
dt

= [A(t)/λ −D(t)]X(t) (7.21)

con la condizione iniziale X(0) = I . Sia r(λ ) il raggio spettrale della
matrice Φ(T;λ ). Allora

• la funzione λ 7→ r(λ ) è decrescente per λ > 0;

• se R0 > 0 e la matrice M(0) è irriducibile, allora R0 è l’unica
soluzione dell’equazione r(λ ) = 1 con λ > 0.

Dimostrazione. Sia
Mλ (t) = A(t)/λ −D(t).

I coefficienti fuori dalla diagonale della matrice Mλ (t) sono non nega-
tivi. Secondo la proposizione 2.5 applicata a ciascuno dei vettori uni-
tari (0, . . . ,0,1,0, . . . ,0) come condizione iniziale, la matrice Φ(t;λ ) ha
coefficienti non negativi per tutti t ⩾ t0.

Supponiamo 0 < λ1 < λ2. Sia v ∈ Rm
+ \ {0}. Sia X1(t) la soluzione del

sistema (7.21) con λ = λ1 e condizione iniziale X1(0) = v. Allo stesso modo,
sia X2(t) la soluzione del sistema vettoriale (7.21) con λ = λ2 e condizione
iniziale v. Per tutte le t ⩾ t0, X1(t) =Φ(t;λ1)v∈ (R+)

m e X2(t) =Φ(t;λ2)v∈
(R+)

m. Inoltre,

dX1

dt
= Mλ1(t)X1 ⩾ Mλ2(t)X1,

dX2

dt
= Mλ2(t)X2

e X1(0) = X2(0). Per corollario 2.6, X1(t) ⩾ X2(t) per tutti t ⩾ 0. Se appli-
chiamo questo a vettori unitari, otteniamo la disuguaglianza tra matrici non
negative

∀t ⩾ t0, Φ(t;λ1)⩾ Φ(t;λ2).
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In particolare, Φ(T;λ1) ⩾ Φ(T;λ2). Così r(λ1) ⩾ r(λ2) dalla proposizio-
ne 3.21.

Supponiamo che R0 > 0 e la matrice M(0) siano irriducibili. Per il teo-
rema debole di Krein-Rutman (teorema 7.27), esiste una funzione w ∈ P
con w ̸= 0 e w(t) ⩾ 0 per tutte le t ∈ R tale che K ∗w = R0w. Secondo la
proposizione 7.9, la funzione w(t) verifica

dw
dt

=

(
tD(t)−

tA(t)
λ

)
w(t) (7.22)

per tutti t ∈ R con λ = R0. Sia Ψ(t;λ ) la soluzione matriciale di questo
sistema con la condizione iniziale da I a t = 0. Allora

ρ(Ψ(T;R0)) = 1

secondo la proposizione 7.25. Ma questo sistema è l’aggiunto del sistema
(7.21) con λ = R0. Così

Φ(T;R0) = [ t
Ψ(T;R0)]

−1

(proposizione 7.10) e

r(R0) = ρ(Φ(T;R0)) =
1

ρ( tΨ(T;R0))
=

1
ρ(Ψ(T;R0))

= 1.

Per dimostrare che R0 è l’unica soluzione dell’equazione r(λ ) = 1, ragio-
niamo per assurdo. Supponiamo 0 < λ1 < λ2 e r(λ1) = r(λ2) = 1. Poiché la
funzione λ 7→ r(λ ) è decrescente, abbiamo r(λ ) = 1 per tutte le λ ∈ [λ1 ; λ2].
Pertanto

∀λ ∈ [λ1 ; λ2], ρ(Ψ(T;λ )) = 1/ρ(Φ(T;λ )) = 1/r(λ ) = 1.

Poiché la matrice M(0) è irriducibile, la proposizione 7.25 mostra che esiste
X(λ ) : R → Rm una soluzione T-periodica non identica del sistema (7.22)
con X(λ )(t) ⩾ 0 per tutte t ∈ R. Con la proposizione 7.9, deduciamo che
X(λ )(t) è un’autofunzione dell’operatore K ∗ associata all’autovalore λ , per
tutte le λ ∈ [λ1 ; λ2]. Questo è impossibile perché l’insieme degli autovalori
dell’operatore compatto K ∗ è finito o numerabile [20, teorema VI.8].

Nota 7.12. Questa proposizione dà un metodo pratico per calcolare la ripro-
duttività R0. È sufficiente usare un software come Scilab per calcolare r(λ )
e un metodo dicotomico per risolvere l’equazione r(λ ) = 1.

Corollario 7.13. Stesse ipotesi con una matrice irriducibile M(0).
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λ > R0 se e solo se r(λ )< 1;

λ = R0 se e solo se r(λ ) = 1;

λ < R0 se e solo se r(λ )> 1.

In particolare,

R0 < 1 se e solo se r(1)< 1 ;

R0 = 1 se e solo se r(1) = 1 ;

R0 > 1 se e solo se r(1)> 1.

Caso speciale. Siano a(t) e b(t) funzioni scalari positive T-periodiche.
Considera il modello

dI
dt

= [a(t)−b(t)]I(t),

dove a(t)I(t) è di nuovo il numero di nuove infezioni per unità di tempo, con
condizione iniziale I(t0). Questo è solo un caso speciale dell’esempio 1 del
paragrafo precedente. Abbiamo

K(t,x) = a(t) exp
(
−
∫ t

t−x
b(s)ds

)
. (7.23)

Proposizione 7.14. Se m = 1 e il nucleo K(t,x) è dato dalla formula (7.23),
allora gli autovalori dell’operatore K ∗ sono

ā
b̄+2n iπ/T

, n ∈ Z,

dove

ā =
1
T

∫ T

0
a(s)ds, b̄ =

1
T

∫ T

0
b(s)ds.

Il raggio spettrale è
R0 = ā/b̄ . (7.24)

Le autofunzioni dell’operatore K ∗ associate al raggio spettrale R0 sono
proporzionali a

w(t) = exp
(
−
∫ t

0
[a(s)/R0 −b(s)]ds

)
.
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Dimostrazione. Sia w(t) un’autofunzione dell’operatore K ∗ associata al-
l’autovalore λ . Secondo la proposizione 7.9, λ ̸= 0, perché altrimenti avrem-
mo a(t)w(t) = 0 per tutte le t, il che implicherebbe w(t) = 0 per tutte le t
poiché si suppone che la funzione a(t) sia positiva. Inoltre,

dw
dt

=

(
b(t)− a(t)

λ

)
w(t).

Quindi

w(t) = w(0)exp
(
−
∫ t

0
[a(s)/λ −b(s)]ds

)
.

Questa funzione è T-periodica se e solo se w(0) = w(T), cioè se∫ T

0
[a(s)/λ −b(s)]ds = 2n iπ

con n ∈ Z. Allora
λ =

ā
b̄+2n iπ/T

.

Poiché il modulo di questo autovalore è

ā√
b̄2 +(2nπ/T)2

,

il raggio spettrale corrisponde a n = 0.

Nota 7.15. Gli autovalori sono tutti nel piano complesso sul cerchio di dia-
metro OM, dove O è l’origine e M ha coordinate (R0,0), con R0 data dal-
la formula (7.24) (fig. 7.1). Infatti, se | · | denota il modulo di un numero
complesso, allora∣∣∣∣ ā

b̄+2n iπ/T
− ā

2b̄

∣∣∣∣= ∣∣∣∣2āb− ā(b̄+2n iπ/T)
2b̄(b̄+2n iπ/T)

∣∣∣∣= ā
2b̄

∣∣∣∣ b̄−2n iπ/T
b̄+2n iπ/T

∣∣∣∣= ā
2b̄

.

Gli autovalori formano una sequenza che tende a 0, come spesso accade per
gli operatori compatti [20, teorema VI.8]. La soglia epidemica (R0 > 1)
dipende in questo caso solo dai valori medi delle funzioni a(t) e b(t).

Proposizione 7.16. Stesse ipotesi. Le autofunzioni dell’operatore K
associate al raggio spettrale R0 sono proporzionali a

u(t) = a(t) exp
(∫ t

0
[a(s)/R0 −b(s)]ds

)
.
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Figura 7.1: Gli autovalori dell’operatore K ∗ nel piano complesso.

Dimostrazione. Ricaviamo l’equazione per un autovalore non nullo λ ,

a(t)
∫ +∞

0
exp
(
−
∫ t

t−x
b(s)ds

)
u(t − x)dx = λ u(t) .

Otteniamo

λ u′(t) = a′(t)
∫ +∞

0
e−

∫ t
t−x b(s)ds u(t − x)dx

+a(t)
∫ +∞

0
e−

∫ t
t−x b(s)ds u′(t − x)dx

+a(t)
∫ +∞

0
e−

∫ t
t−x b(s)ds [b(t − x)−b(t)

]
u(t − x)dx.

Integriamo per parti il secondo termine del secondo membro:

λ u′(t) = a′(t)
λ u(t)
a(t)

−a(t)
∫ +∞

0
b(t − x)e−

∫ t
t−x b(y)dy u(t − x)dx

−a(t)
[
e−

∫ t
t−x b(s)ds u(t − x)

]+∞

0

+a(t)
∫ +∞

0
e−

∫ t
t−x b(s)ds [b(t − x)−b(t)] u(t − x)dx

=
a′(t)
a(t)

λ u(t)−b(t)λ u(t)+a(t)u(t)
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Questa equazione è anche scritta

u′(t)
u(t)

=
a′(t)
a(t)

−b(t)+
a(t)
λ

,

che si integra in

u(t) = ca(t) exp
(
−
∫ t

0
b(s)ds+

1
λ

∫ t

0
a(s)ds

)
, (7.25)

dove c è una costante. La funzione u(t) così ottenuta è T-periodica se u(0) =
u(T), che dà

λ = ā/
(
b̄+2n iπ/T

)
.

Proposizione 7.17. Se m= 1 e se I(n)(t) è la soluzione del sistema (7.4)-(7.5),
allora per tutte n ⩾ 0 e t ⩾ t0,

I(n)(t) = exp
(
−
∫ t

t0
b(s)ds

)
1
n!

(∫ t

t0
a(s)ds

)n

I(t0).

Dimostrazione. Abbiamo

I(0)(t0) = I(t0),
dI(0)

dt
(t) =−b(t) I(0)(t),

I(n+1)(t0) = 0,
dI(n+1)

dt
(t) = a(t) I(n)(t)−b(t) I(n+1)(t).

La formula della proposizione è dunque vera per n= 0. Per ricorrenza, suppo-
niamo che sia vero al grado n. Abbiamo visto nella dimostrazione del lemma
7.1 che

I(n+1)(t) =
∫ t

t0
exp
(
−
∫ t

s
b(u)du

)
a(s) I(n)(s)ds.

Arriviamo a un integrale che può essere calcolato esplicitamente:

I(n+1)(t) = exp
(
−
∫ t

t0
b(u)du

)∫ t

t0
a(s)

(∫ s

t0
a(u)du

)n

ds
I(t0)
n!

= exp
(
−
∫ t

t0
b(u)du

)(∫ t

t0
a(u)du

)n+1 I(t0)
(n+1)!

.

Nota 7.18. La teoria degli operatori positivi e la proposizione 7.6 implicano
che

H(n)(τ) ∼
n→+∞

(R0)
n
∫ T

0 H(0)(t)w(t)dt∫ T
0 u(t)w(t)dt

u(τ) , (7.26)
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dove l’autofunzione u è data dalla proposizione 7.16 e l’autofunzione w dalla
proposizione 7.14. Ma dal momento che

I(0)(t) = exp
(
−
∫ t

t0
b(s)ds

)
I(t0),

possiamo facilmente verificare che

H(0)(t) = (K δ̂t0)(t) I(t0),

dove δ̂t0 è l’estensione T-periodica della misura di Dirac in t = t0. Allora∫ T

0
w(t)H(0)(t)dt =

∫ T

0
(K ∗w)(t) δ̂t0(t)dt I(t0) = R0 w(t0) I(t0).

In sintesi, la formula (7.26) mostra che

H(n)(τ) ∼
n→+∞

(R0)
n+1

a(τ) exp
(∫

τ

t0 [a(t)/R0 −b(t)]dt
)

∫ T
0 a(t)dt

I(t0) ,

che implica

g(n) ∼
n→+∞

(R0)
n+1

∫ T
0 a(τ) exp

(∫
τ

t0 [a(t)/R0 −b(t)]dt
)

dτ∫ T
0 a(τ)dτ

I(t0) . (7.27)

Quest’ultimo risultato asintotico può essere verificato in esempi numerici:
basta usare la formula per I(n)(t) dalla proposizione precedente e ricordare
che

g(n) =
∫ +∞

t0
a(t) I(n)(t)dt.

7.3 Tasso di crescita

Proposizione 7.19. Stesse ipotesi della proposizione 7.3. Per tutte le ℓ >−β ,
si consideri l’operatore lineare limitato Kℓ sullo spazio P definito da

(Kℓv)(t) =
∫ +∞

0
e−ℓx K(t,x)v(t − x)dx.

Sia ρ(ℓ) il raggio spettrale di questo operatore. Supponiamo che esista ℓ0 >
−β tale che ρ(ℓ0)> 1. Allora esiste un unico valore λ >−β tale che ρ(λ ) =
1.
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Chiamiamo questo numero λ il tasso di crescita.

Dimostrazione. Come nella proposizione 7.4, possiamo mostrare che
l’operatore Kℓ è compatto e che

∥Kℓ∥∞ ⩽
α

β + ℓ
. (7.28)

Monotonia dell’applicazione s 7→ ρ(ℓ). Le componenti della matri-
ce K(t,x) sono non negative, quindi anche l’operatore Kℓ è non negativo: se
vi ⩾ 0 per tutte le i, che notiamo essere v ⩾ 0, allora Kℓv ⩾ 0. Inoltre, ℓ1 ⩽ ℓ2
implica che Kℓ1 ⩾ Kℓ2 . La monotonia del raggio spettrale per operatori non
negativi e compatti mostra che l’applicazione ℓ 7→ ρ(ℓ) è decrescente [90,
proposizione 3].

Continuità dell’applicazione ℓ 7→ ρ(ℓ). L’applicazione ℓ 7→ Kℓ da ]−
β ,+∞[ a L (P) è continua poiché

∥Kℓ−Kℓ′∥∞ ⩽ max
0⩽t⩽T

∫ +∞

0
|e−ℓx − e−ℓ′x|∥K(t,x)∥1 dx

⩽ α

∫ +∞

0
|e−ℓx − e−ℓ′x|e−βx dx −→

ℓ′→ℓ
0.

Il raggio spettrale è continuo sullo spazio degli operatori lineari compatti
[30]. Quindi l’applicazione ℓ 7→ ρ(ℓ) è continua

Esistenza di λ . La disuguaglianza (7.28) mostra che ∥Kℓ∥∞ → 0 quando
ℓ→ +∞. Poiché ρ(ℓ) ⩽ ∥Kℓ∥∞ [28, § 2.3.3], abbiamo anche che ρ(ℓ)→ 0
quando s → +∞. La continuità di ℓ 7→ ρ(ℓ) e l’ipotesi ρ(ℓ0) > 1 implicano
che esiste λ ⩾ ℓ0 tale che ρ(λ ) = 1.

Log-convessità dell’applicazione ℓ 7→ ρ(ℓ). Assumiamo −β < ℓ1 < ℓ2 e

ℓ= rℓ1 +(1− r)ℓ2

con 0 < r < 1. Vorremmo mostrare

ρ(ℓ)⩽ ρ(ℓ1)
r
ρ(ℓ2)

1−r.

Grazie alla continuità del raggio spettrale sullo spazio degli operatori lineari
compatti e considerando l’operatore associato al nucleo modificato

Kε
i, j(t,x) = Ki, j(t,x)+ ε e−βx,
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è sufficiente dimostrare la log-convessità con l’ipotesi suppletivamentaria che
Kℓ sia fortemente positivo. Secondo il teorema di Krein-Rutman, eesisteno
autofunzioni positive v(1)(t) e v(2)(t) associate agli autovalori ρ(ℓ1) e ρ(ℓ2)
degli operatori Ks1 e Ks2 . Sia

wi(t) =
[
v(1)i (t)

]r [
v(2)i (t)

]1−r
.

Secondo la versione discreta della disuguaglianza di Hölder [59, corollario
8.3.17] con p = 1/r e q = 1/(1− r),

(Kℓw)i(t) =
∫ +∞

0
∑

j
e−ℓx Ki, j(t,x)w j(t − x)dx

=
∫ +∞

0
∑

j

{[
e−ℓ1x Ki, j(t,x)v(1)j (t − x)

]r

×
[
e−ℓ2x Ki, j(t,x)v(2)j (t − x)

]1−r
}

dx

⩽
∫ +∞

0

[
∑

j
e−ℓ1x Ki, j(t,x)v(1)j (t − x)

]r

×

[
∑

j
e−ℓ2x Ki, j(t,x)v(2)j (t − x)

]1−r

dx.

Secondo la versione continua della disuguaglianza di Hölder [20, teorema
IV.6],

(Kℓw)i(t)⩽

{∫ +∞

0

[
∑

j
e−ℓ1x Ki, j(t,x)v(1)j (t − x)

]
dx

}r

×

{∫ +∞

0

[
∑

j
e−ℓ2x Ki, j(t,x)v(2)j (t − x)

]
dx

}1−r

.

Dunque

(Kℓw)i(t)⩽
[
ρ(ℓ1)v(1)i (t)

]r [
ρ(ℓ2)v(2)i (t)

]1−r
= ρ(ℓ1)

r
ρ(ℓ2)

1−r wi(t).

Infine, il teorema 2.4 di [31] (limite superiore di Collatz e Wielandt) implica
che ρ(ℓ)⩽ ρ(ℓ1)

r ρ(ℓ2)
1−r
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Unicità di λ . Supponiamo che esistano λ1 < λ2 tali che ρ(λ1) = ρ(λ2) =
1. Poiché l’applicazione ℓ 7→ ρ(ℓ) è decrescente e (log-)convessa, abbiamo
ρ(ℓ) = 1 per tutte le ℓ⩾ λ1. Questo contraddice il fatto che ρ(ℓ)→ 0 quando
ℓ→+∞. Quindi esiste un’unica λ >−β tale che ρ(λ ) = 1.

Corollario 7.20. Stesse ipotesi. Supponiamo che esista R0 = ρ(0). Allora

λ > 0 se e solo se R0 > 1,

λ = 0 se e solo se R0 = 1,

λ < 0 se e solo se R0 < 1.

Dimostrazione. Abbiamo visto nella dimostrazione della proposizione 7.19
che l’applicazione ℓ 7→ ρ(ℓ) è strettamente decrescente sull’intervallo ]−
β ; +∞[ o strettamente decrescente su un intervallo ]− β ; λ0[ con ρ(ℓ) = 0
per tutti ℓ⩾ λ0. Ora ρ(λ ) = 1 e R0 = ρ(0). Il corollario segue.

Nota 7.21. Se m = 1 e il nucleo K(t,x) è dato dalla formula (7.23), allora
partendo dall’equazione

∫ +∞

0
e−λx K(t,x)v(t − x)dx = v(t),

dimostriamo come nella dimostrazione della proposizione 7.16 che

v(t) = ca(t)e−λ t−
∫ t

0 b(s)ds+
∫ t

0 a(s)ds .

Questa funzione è positiva e T-periodica se e solo se c > 0 e

λ =
1
T

∫ T

0
a(t)dt − 1

T

∫ T

0
b(t)dt . (7.29)

7.4 Una funzione monotona

Prendiamo l’esempio 2 del § 7.1. Siano tA(t,x), tB(t,x) e tK(t,x) le matrici
trasposte delle matrici A(t,x), B(t,x) e K(t,x).
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Proposizione 7.22. C’è un’unica tripletta (λ ,v,w) soluzione dei problemi
agli autovalori duali

∂v
∂ t

(t,x)+
∂v
∂x

(t,x)+λ v(t,x)+B(t,x)v(t,x) = 0 , ∀t, ∀x > 0, (7.30)

v(t,0) =
∫ +∞

0
A(t,x)v(t,x)dx (7.31)

v(t +T,x) = v(t,x), v(t,x)⩾ 0, ∑
i

∫ T

0

∫ +∞

0
vi(t,x)dxdt = 1,

− ∂w
∂ t

(t,x)− ∂w
∂x

(t,x)+λ w(t,x)+ tB(t,x)w(t,x) = tA(t,x)w(t,0) ,

(7.32)

w(t +T,x) = w(t,x), w(t,x)⩾ 0, ∑
i

∫ +∞

0
vi(t,x)wi(t,x)dx = 1 .

Dimostrazione. Chiamiamo L v = λ v l’equazione (7.30) e L ∗w = λ w
l’equazione (7.32). Un’integrazione per parti dà∫ T

0

∫ +∞

0
⟨L v,w⟩dx dt =

∫ T

0

∫ +∞

0
⟨−∂v

∂ t
− ∂v

∂x
−B(t,x)v,w⟩dx dt

=
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨v, ∂w

∂ t
+

∂w
∂x

− tB(t,x)w⟩dx dt −
∫ T

0

[
⟨v(t,x),w(t,x)⟩

]x=+∞

x=0
dt

=
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨v, ∂w

∂ t
+

∂w
∂x

− tB(t,x)w⟩dx dt +
∫ T

0
⟨v(t,0),w(t,0)⟩dt

=
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨v, ∂w

∂ t
+

∂w
∂x

− tB(t,x)w⟩dx dt

+
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨A(t,x)v(t,x),w(t,0)⟩dx dt

=
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨v, ∂w

∂ t
+

∂w
∂x

− tB(t,x)w(t,x)+ tA(t,x)w(t,0)⟩dx dt

=
∫ T

0

∫ +∞

0
⟨v,L ∗w⟩dx dt.

Le equazioni (7.30)-(7.31) da un lato e (7.32) dall’altro si riducono a problemi
duali di autovalori

v(t,0) =
∫ +∞

0
e−λx K(t,x)v(t − x,0)dx ,

w(t,0) =
∫ +∞

0
e−λx tK(t + x,x)w(t + x,0)dx,
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le cui proprietà risultano dalla proposizione 7.19 e dal teorema di
Krein-Rutman.

La seguente proposizione è l’analogo a tempo continuo della
proposizione 6.20.

Proposizione 7.23. Sia F : R→ R una funzione convessa. Supponiamo che
I(t,x) sia una soluzione del sistema (7.9)-(7.10). Sia

F (t) = ∑
i

∫ +∞

0
wi(t,x)vi(t,x)F

(
Ii(t,x)e−λ t

vi(t,x)

)
dx. (7.33)

Allora dF
dt ⩽ 0 per tutti t > 0.

Dimostrazione. Siano

µi, j(t,x) =
Ai, j(t,x)v j(t,x)

vi(t,0)
, φ j(t,x) =

I j(t,x)e−λ t

v j(t,x)
. (7.34)

Mostreremo che

dF

dt
=∑

i
wi(t,0)vi(t,0)

{
F

(∫ +∞

0
∑

j
µi, j φ j dx

)
−
∫ +∞

0
∑

j
µi, j F(φ j)dx

}

+∑
i, j

∫ +∞

0
wi Bi, j v j

{
F(φ j)−F(φi)+(φi −φ j)F′(φi)

}
dx , (7.35)

dove per semplicità non ripetiamo che le funzioni dipendono da (t,x). Infatti,
la derivata della funzione (7.33) è

dF

dt
= ∑

i

∫ +∞

0

{[
∂wi

∂ t
vi +wi

∂vi

∂ t

]
F

(
Ii e−λ t

vi

)

+wi vi F′

(
Ii e−λ t

vi

)[
∂ Ii

∂ t
−λ Ii −

Ii

vi

∂vi

∂ t

]
e−λ t

vi

}
dx .
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Sostituendo ∂ Ii/∂ t, ∂vi/∂ t e ∂wi/∂ t con (7.9), (7.30) e (7.32), si ottiene per
dF/dt l’espressione

∑
i

∫ +∞

0

{[
−∂wi

∂x
+λ wi +∑

j
w j B j,i −∑

j
w j(t,0)A j,i

]
vi F

(
Ii e−λ t

vi

)

−wi

[
∂vi

∂x
+λ vi +∑

j
Bi, j v j

]
F

(
Ii e−λ t

vi

)

−wi vi F′

(
Ii e−λ t

vi

)[
∂ Ii

∂x
+∑

j
Bi, j I j

]
e−λ t

vi

+wi vi F′

(
Ii e−λ t

vi

)
Ii

vi

[
∂vi

∂x
+∑

j
Bi, j v j

]
e−λ t

vi

}
dx .

Introducendo la notazione φ j da (7.34), raggruppando i termini contenen-
ti derivate rispetto a x da una parte e i termini contenenti Bi, j dall’altra, e
scambiando gli indici i e j nelle somme contenenti B j,i e A j,i, si ottiene

dF

dt
=−∑

i

∫ +∞

0

∂

∂x
[wiviF(φi)]dx−∑

i, j
wi(t,0)

∫ +∞

0
Ai, jv jF(φ j)dx

+∑
i, j

∫ +∞

0
wi Bi, j v j

{
F(φ j)−F(φi)+(φi −φ j)F′(φi)

}
dx .

Integrando il primo integrale, otteniamo

dF

dt
=∑

i
wi(t,0)vi(t,0)

{
F(φi(t,0))−

∫ +∞

0
∑

j

Ai, jv j

vi(t,0)
F(φ j)dx

}

+∑
i, j

∫ +∞

0
wi Bi, j v j

{
F(φ j)−F(φi)+(φi −φ j)F′(φi)

}
dx .

Questo porta alla relazione (7.35) se prendiamo in considerazione la
condizione al bordo (7.10), che mostra che

φi(t,0) =
Ii(t,0)e−λ t

vi(t,0)
=
∫ +∞

0
∑

j

Ai, j(t,x)v j(t,x)
vi(t,0)

I j(t,x)e−λ t

v j(t,x)
dx .

Torniamo alla dimostrazione. La disuguaglianza di Jensen [22, p. 301],
usando ∫ +∞

0

(
∑

j
µi, j

)
dx = 1,
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e la sua versione discreta si mostra che

F

(∫ +∞

0
∑

j
µi, j φ j dx

)
⩽
∫ +∞

0
F
(

∑ j µi, j φ j

∑ j µi, j

)(
∑

j
µi, j

)
dx

⩽
∫ +∞

0
∑

j
µi, j F(φ j)dx.

Quindi la prima riga della relazione (7.35) non è positiva. Anche la seconda
riga non è positiva perché il termine con i = j si annulla e perché per i ̸= j,
la convessità di F implica che l’espressione dentro le parentesi graffe è non
negativa mentre Bi, j ⩽ 0, wi ⩾ 0 e v j ⩾ 0. Quindi dF

dt ⩽ 0.

Proposizione 7.24. Sia I(t,x) la soluzione di (7.9)-(7.10) con la condizione
iniziale I(0,x). Sia

c = ∑
k

∫ +∞

0
Ik(0,x)wk(0,x)dx.

Allora

∑
k

∫ +∞

0

∣∣∣Ik(t,x)e−λ t − cvk(t,x)
∣∣∣ wk(t,x)dx −→

t→+∞
0 . (7.36)

Dimostrazione. Si noti che Ik(t,x)− cvk(t,x)eλ t è anche una soluzione delle
equazioni lineari (7.9)-(7.10). Applicando la Proposizione 7.23 a questa solu-
zione con la funzione convessa F(x) = |x|, otteniamo che F (t), il lato sinistro
di (7.36), diminuisce con il tempo t e quindi converge a un limite ℓ. Il fatto
che ℓ= 0 viene dimostrato con argomenti simili a quelli di [57, p. 1259].

7.5 Appendice: sistemi cooperativi periodici

Proposizione 7.25. Sia m ⩾ 2 un intero, M : R → Rm×m una funzione
continua T-periodica tale che

∀i ̸= j, ∀t ∈ R, Mi, j(t)⩾ 0.

Supponiamo che la matrice M(0) sia irriducibile. Le seguenti due condizioni
sono equivalenti:

(i) esiste X : R → Rm soluzione non identicamente nulla T-periodica del
sistema

dX
dt

= M(t)X

con X(t)⩾ 0 per tutte le t ∈ R;
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(ii) la soluzione della matrice Φ(t) dello stesso sistema con condizione
iniziale Φ(0) = I verifica ρ(Φ(T)) = 1.

Dimostrazione. Poiché la matrice M(0) è irriducibile, tutte le componenti
della matrice Φ(t) sono positive per tutte le t > 0 (proposizione 2.8).

Supponiamo (i). Poiché X(0) = X(T), abbiamo Φ(T)X(T) =
Φ(T)X(0) = X(T). Ora X(T) ⩾ 0 e X(T) ̸= 0. Allora X(T) è un autovet-
tore non negativo della matrice Φ(T), che è irriducibile. La proposizione
3.20 mostra che l’autovalore corrispondente, cioè 1, è il raggio spettrale.

Supponiamo (ii). Dato il teorema di Perron-Frobenius, esiste un vettore v
con componenti positive tale che Φ(T)v= ρ(Φ(T))v= v. Assumiamo X(t) =
Φ(t)v. Le componenti di X(t) sono positive per tutte le t > 0. Inoltre,

dX
dt

=
dΦ

dt
v = M(t)Φ(t)v = M(t)X(t)

e X(T) = Φ(T)v = v = Φ(0)v = X(0). Dunque X(t) è T-periodica.

7.6 Appendice: teorema di Krein-Rutman

Per la dimostrazione dei due teoremi seguenti, vedasi [29, p. 221].

Teorema 7.26. (teorema di Krein-Rutman). Sia X uno spazio di Banach
reale. Sia C ⊂ X un sottoinsieme chiuso, con interno C̊ ̸=∅, tale che

(i) 0 ∈ C ;

(ii) ∀u ∈ C, ∀v ∈ C, ∀α ⩾ 0, ∀β ⩾ 0, αu+βv ∈ C;

(iii) u ∈ C e −u ∈ C ⇒ u = 0;

(iv) X = C−C.

Sia K ∈ L (X) un operatore compatto e fortemente positivo: ∀u ∈ C\{0},
K u ∈ C̊. Allora il raggio spettrale ρ(K ) è un autovalore semplice di
K ed esiste un autovettore associato in C̊. Tutti gli altri autovalori sono
strettamente più piccoli in modulo di ρ(K ).

Teorema 7.27. (teorema di Krein-Rutman, versione debole). Sia X uno
spazio di Banach reale. Sia C ⊂ X un sottoinsieme chiuso che soddisfa le
condizioni (i), (ii), (iii) e (iv) del teorema precedente. Sia K ∈ L (X) un
operatore compatto tale che ρ(K )> 0. Allora esiste u ∈ C tale che u ̸= 0 e
K u = ρ(K )u.



Capitolo 8

Una malattia trasmessa da vettori con stagionalità

La leishmaniosi cutanea è una malattia trasmessa da insetti
chiamati flebotomi. In questo capitolo, viene sviluppato un mo-
dello matematico che prende in considerazione la stagionali-
tà della popolazione del vettore e la distribuzione del periodo
di incubazione negli esseri umani. I parametri sono adattati
ai dati della provincia di Chichaoua in Marocco. Numerica-
mente, troviamo R0 ≈ 1,9. Il modello suggerisce che l’epide-
mia si fermerebbe se la popolazione del vettore fosse divisa per
(R0)

2. In questo studio è stata proposta una generalizzazione
della definizione di riproduttività di R0 per ambienti periodici.

8.1 Un’epidemia di leishmaniosi in Marocco

La leishmaniosi è un complesso di malattie trasmesse da vettori causate da
protozoi del genere Leishmania. Il parassita si trasmette all’uomo attraverso
le punture delle flebotomi. La malattia è endemica in molte parti dell’Africa,
del Sud America, dell’America Centrale, dell’Europa meridionale, dell’Asia
e del Medio Oriente. La leishmaniosi ha quattro forme principali dal punto di
vista eco-epidemiologico, a seconda che la leishmaniosi sia viscerale o cuta-
nea e che la trasmissione sia zoonotica o antroponotica. Nelle forme antropo-
notiche, gli esseri umani sono l’unica fonte di infezione per i flebotomi. Nei
cicli di trasmissione zoonotica, gli animali sono serbatoi che mantengono e
diffondono i parassiti. Ci sono circa 500 000 nuovi casi umani di leishmaniosi
viscerale e da 1 a 1,5 milioni di casi di leishmaniosi cutanea nel mondo ogni
anno. La leishmaniosi viscerale è fatale se non viene trattata. La leishmaniosi
cutanea di solito guarisce da sola, ma può lasciare cicatrici deturpanti.
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Figura 8.1: Numero mensile di casi segnalati di leishmaniosi cutanea a Imintanoute
nella provincia di Chichaoua, Marocco tra il 2001 e il 2004 [curva a gradini]. Evolu-
zione della popolazione di Phlebotomus sergenti, secondo Souad Guernaoui [piccoli
cerchi, scala non significativa].

Secondo il Ministero della Salute Pubblica del Marocco [58], la leish-
maniosi cutanea antroponotica dovuta a Leishmania tropica era una malattia
emergente nella provincia di Chichaoua nei primi anni 2000: 1 877 casi sono
stati ufficialmente segnalati tra l’inizio del 2000 e la fine del 2004. La figu-
ra 8.1 mostra l’evoluzione mensile del numero di casi segnalati nella città di
Imintanoute, che rappresentava circa l’80% dei casi della provincia, tra l’ini-
zio del 2001 e la fine del 2004. Alcuni casi (43 in totale) sono stati osservati
durante il 2000, ma il rapporto mensile dettagliato non è disponibile.

Uno studio sul campo ha mostrato che i flebotomi della specie Phleboto-
mus sergenti erano responsabili della trasmissione e che la trasmissione era
antroponotica: nessun serbatoio animale come i cani è stato rilevato per que-
sto particolare focolaio. La figura 8.1 mostra anche le stime della popolazio-
ne di Phlebotomus sergenti ottenute con trappole una o due volte al mese da
giugno 2002 a dicembre 2003. La popolazione dei vettori scende a zero tra
dicembre e maggio. Ciò è dovuto al particolare ciclo di vita dei flebotomi in
questa regione: durante questi mesi, solo le uova e le larve sopravvivono na-
scoste nel terreno. Quando la temperatura aumenta all’inizio di ogni estate, le
larve si trasformano in adulti volanti. La metamorfosi si ferma quando ritorna
la stagione fredda.

L’obiettivo di questo capitolo è di sviluppare un modello matematico di
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questa epidemia, di stimare alcuni parametri del ciclo di trasmissione e di
stimare la riproduttività R0 che misura lo sforzo necessario per fermare l’epi-
demia. È questo studio particolare che ha portato a una nuova definizione
della riproduttività R0 in un ambiente periodico come raggio spettrale di un
operatore integrale (definizione 7.5) e alla formula esplicita nel caso speciale
della proposizione 7.14.

Per il modello, si sottolineano due punti. In primo luogo, ci sono forti
fluttuazioni stagionali nella popolazione di vettori; i modelli più semplici si
ottengono assumendo che la popolazione di vettori sia periodica con un pe-
riodo pari a un anno. In secondo luogo, c’è un ritardo di diversi mesi tra
l’infezione, che avviene in estate o in autunno quando la popolazione di vet-
tori non è nulla, e l’insorgenza di casi sintomatici, che è massima in inverno
e primavera (fig. 8.1).

Il § 8.2 presenta il sistema di equazioni differenziali utilizzato per model-
lare l’epidemia. Il § 8.3 analizza il modello, in particolare la stabilità dello
stato libero da infezioni. Il § 8.4 presenta una simulazione con parametri adat-
tati ai dati epidemici della città di Imintanoute. La riproduttività R0 è quindi
stimata per questa particolare epidemia.

8.2 Modello

Chiamiamo:

• s(t): il numero di flebotomi suscettibili al tempo t;

• i(t): il numero di flebotomi infetti;

• S(t): il numero di esseri umani suscettibili;

• I(t,x): umani infettati al tempo t strutturati dal tempo x dall’infezione;

• R(t): il numero di umani che sono immuni.

Per semplificare il modello, non si tiene conto del periodo di tempo in cui gli
esseri umani o i vettori sono infettati ma non ancora contagiosi. Il gruppo
degli umani «immuni» contiene sia persone le cui lesioni sono apparse di
recente e sono state coperte da tessuto, sia persone le cui lesioni sono guarite
e che sono immuni. I casi riportati sono quelli che entrano nel compartimento
R. Si presume che le lesioni siano coperte non appena appaiono; questa è
ovviamente una semplificazione della situazione reale. Il numero totale di
esseri umani infetti è

I(t) =
∫ +∞

0
I(t,x)dx.
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Denominiamo inoltre:

• N = S(t)+ I(t)+R(t): la popolazione umana totale;

• p(t) = s(t)+ i(t): la popolazione totale di flebotomi;

• Λ(t): il tasso di emersione dei flebotomi;

• µ: la mortalità dei flebotomi;

• α: la frequenza delle punture di flebotomi;

• b(x): il tasso di progresso dall’infezione all’immunità negli esseri
umani;

• γ: il tasso di perdita dell’immunità;

• q: la probabilità di trasmissione della leishmaniosi da un flebotomo a
un essere umano attraverso una puntura;

• q̂: la probabilità di trasmissione della leishmaniosi da un essere umano
a un flebotomo attraverso una puntura.

Il modello consiste nelle seguenti equazioni:

ds
dt

= Λ(t)−µ s(t)−α q̂ s(t)
I(t)
N

, (8.1)

di
dt

= α q̂ s(t)
I(t)
N

−µ i(t) , (8.2)

dS
dt

=−α qi(t)
S(t)
N

+ γ R(t) , (8.3)

I(t,0) = α qi(t)
S(t)
N

,
∂ I
∂ t

(t,x)+
∂ I
∂x

(t,x) =−b(x) I(t,x) , (8.4)

dR
dt

=
∫ +∞

0
b(x) I(t,x)dx− γ R(t) , (8.5)

con condizioni iniziali s(0), i(0), S(0), I(0,x) e R(0). Si noti che

p(t) = s(t)+ i(t)

verifica
d p
dt

= Λ(t)−µ p(t) (8.6)
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e che N = S(t)+ I(t)+R(t) rimane costante. Se ψ(x) è la distribuzione di
probabilità del tempo trascorso dall’infezione ai sintomi negli esseri uma-
ni e σ(x) è la probabilità di non sviluppare sintomi x unità di tempo dopo
l’infezione, allora

σ(x) = 1−
∫ x

0
ψ(y)dy = exp

(
−
∫ x

0
b(y)dy

)
. (8.7)

Dunque

b(x) =
ψ(x)

1−
∫ x

0 ψ(y)dy
.

8.3 Analisi

Supponiamo che Λ(t) sia una funzione periodica di periodo T. Allora il
sistema (8.1)-(8.5) ha una soluzione periodica libera da malattia data da
s(t) = p(t), i(t) = 0, S(t) = N e I(t) = R(t) = 0, dove p(t) è la solu-
zione periodica unica dell’equazione (8.6). La sua stabilità viene studiata
linearizzando il sistema. Otteniamo

di
dt

≈ α q̂ p(t)
I(t)
N

−µ i(t) , (8.8)

I(t,0)≈ α qi(t) ,
∂ I
∂ t

(t,x)+
∂ I
∂x

(t,x) =−b(x) I(t,x) . (8.9)

Questo sistema include sia un’equazione differenziale lineare che un’equazio-
ne differenziale parziale lineare. Per rendere la discussione più simmetrica,
introduciamo la funzione i(t,x) dove x è il tempo trascorso dall’infezione nei
flebotomi. Chiamiamo J(t,x) = (i(t,x) , I(t,x)). Scrivendo = invece di ≈ per
il sistema linearizzato, abbiamo

∂ J
∂ t

(t,x)+
∂ J
∂x

(t,x) =
(

−µ 0
0 −b(x)

)
J(t,x)

J(t,0) =
(

0 α q̂p(t)
N

αq 0

)∫ +∞

0
J(t,x)dx .

Così

J(t,0) =
∫ t

0

(
0 α q̂p(t)

N e−
∫ x

0 b(y)dy

αqe−µx 0

)
J(t − x,0)dx

+
∫ +∞

t

(
0 α q̂p(t)

N e−
∫ x

x−t b(y)dy

αqe−µt 0

)
J(0,x− t)dx .
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Poniamo h(t) = J(t,0). Questa è la funzione vettoriale le cui componenti
sono il numero di nuove infezioni per unità di tempo, cioè l’incidenza. Allora
l’equazione di cui sopra è un’equazione di rinnovamento della forma

h(t) =
∫ t

0
K(t,x)h(t − x)dx+h0(t), (8.10)

dove K(t,x) è T-periodica in t e h0(t) è una funzione data. Si noti che il
coefficiente Ki, j(t,x) nella riga i e nella colonna j della matrice K(t,x) è il
valore atteso del numero di individui di tipo i (i vettori sono di tipo 1, gli
umani di tipo 2) che un individuo infetto di tipo j infetterà per unità di tempo
al tempo t se è stato infettato al tempo t − x.

Sia P l’insieme delle funzioni continue T-periodiche con valori in R2.
Abbiamo visto nel capitolo 7 che

h(t)∼ eλ t v(t), t →+∞,

dove λ è un numero reale e v ∈ P è una funzione non negativa, non
identicamente zero e tale che

v(t) =
∫ +∞

0
e−λxK(t,x)v(t − x)dx. (8.11)

Più precisamente, c’è un solo numero reale λ per il quale possiamo trovare
un tale elemento di P che sia non negativo e non identicamente zero.

Sia R0 il raggio spettrale dell’operatore lineare K che associa a v ∈ P
la funzione

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx,

anche in P . Secondo il teorema di Krein-Rutman, esiste una u ∈ P con
componenti positive tale che∫ +∞

0
K(t,x)u(t − x)dx = R0 u(t). (8.12)

Inoltre, R0 ha le proprietà di una soglia epidemica: λ > 0 se R0 > 1, mentre
λ < 0 se R0 < 1.

Se la funzione p(t) è una costante p, allora K(t,x) non dipende da t. In
questo caso, si consideri la funzione u(t) costante uguale a un autovettore non
negativo della matrice non negativa∫ +∞

0
K(x)dx,
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che è la matrice della prossima generazione. Vediamo che R0 è il raggio
spettrale di questa matrice. Più precisamente, otteniamo la formula

R0 =

√
α2 qq̂

N
× p

µ

∫ +∞

0
σ(x)dx, (8.13)

che contiene il prodotto del numero medio di umani infettati da un flebotomo
infetto (αq/µ) con il numero medio di flebotomi infettati da un umano infetto

α q̂p
N

∫ +∞

0
σ(x)dx.

Se la funzione p(t) non è costante ma T-periodica, poniamo u = (u1,u2).
Allora il problema degli autovalori (8.12) si scrive

α q̂ p(t)
N

∫ +∞

0
σ(x)u2(t − x)dx = R0 u1(t)

α q
∫ +∞

0
e−µx u1(t − x)dx = R0 u2(t).

Inseriamo la seconda equazione nella prima. Vediamo che se r0 è tale che
esiste una funzione non negativa e non identica a zero T-periodica u1(t) che
verifica

p(t)
∫ +∞

0
σ(x)

∫ +∞

0
e−µy u1(t − x− y)dydx = r0 u1(t), (8.14)

allora

R0 =

√
α2 qq̂

N
× r0. (8.15)

La formula (8.15) generalizza la formula classica (8.13) per le malattie vetto-
riali con una popolazione periodica di vettori. Si noti che r0 è una funzione
complicata di p(t), σ(x) e µ . Chiaramente, r0 è una funzione decrescente
di µ . Se inoltre p(t) è sostituita da ε p(t), allora r0 è sostituita da ε r0. Co-
sì la conclusione classica che una malattia vettoriale può essere eradicata se
la popolazione di vettori è divisa per (R0)

2, che è valida a priori solo per
una popolazione costante di vettori, rimane vera se la popolazione di vettori
è periodica, purché si usi la definizione di R0 di cui sopra.

Per evitare confusione, ricordiamo che alcuni autori notano R0 ciò che
qui sarebbe (R0)

2.
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8.4 Simulazione e stima della riproduttività

Stimiamo i parametri del modello. La popolazione totale di Imintanoute è di
circa 5 000 abitanti. Tuttavia, alcune parti della città sono più colpite di altre
perché i flebotomi preferiscono luoghi dove possono deporre le loro uova,
ad esempio vicino alle discariche di rifiuti. C’è solo un gruppo omogeneo nel
nostro modello. Un modo per affrontare questo problema è considerare che la
popolazione suscettibile iniziale N è sconosciuta ma con il vincolo N⩽ 5 000,
e deve essere determinata quando si adatta la curva epidemica ai dati.

L’aspettativa di vita 1/µ di un flebotomo adulto è di circa 10 giorni.
Pertanto, si sceglie µ = 3 al mese.

I dati in figura 8.1 mostrano le fluttuazioni stagionali della popolazione
di vettori entro una costante moltiplicativa tra giugno 2002 e dicembre 2003.
La popolazione periodica del nostro modello si basa sui dati tra gennaio e
dicembre 2003. La popolazione di vettori tra giugno e dicembre 2002 non era
ovviamente strettamente la stessa di quella tra giugno e dicembre 2003, poi-
ché per esempio la temperatura media mensile può essere stata leggermente
diversa da un anno all’altro. Notiamo pmax il numero massimo di flebotomi
in un anno e assumiamo

p̄(t) =
p(t)
pmax

, Λ̄(t) =
Λ(t)
pmax

, s̄(t) =
s(t)
pmax

, ī(t) =
i(t)
pmax

.

Supponiamo che il tasso di emersione al mese dei flebotomi Λ̄(t) sia una
funzione a gradini, con la larghezza dei gradini uguale al tempo tra due osser-
vazioni della popolazione di flebotomi. Le altezze dei passi sono facilmente
regolabili in modo che p̄(t) dato da

d p̄
dt

= Λ̄(t)−µ p̄(t) (8.16)

coincida con i dati (fig. 8.2a e 8.2b). Più précisamente, se θk < θk+1 sono due
tempi di osservazione successivi, allora

Λ̄(t) = Λ̄k = µ
exp(µ θk+1) p̄(θk+1)− exp(µ θk) p̄(θk)

exp(µ θk+1)− exp(µ θk)
(8.17)

sull’intervallo ]θk ; θk+1[. Questa scelta risulta essere compatibile con i dati
poiché abbiamo trovato Λ̄ ⩾ 0 su ogni intervallo tranne naturalmente l’ultimo
intervallo alla fine della stagione di trasmissione, per il quale p̄(θk) > 0 e
p̄(θk+1) = 0, e per il quale abbiamo preso Λ̄(t) = 0.

Supponiamo che a t = 0, diciamo all’inizio del 2000, un umano importi
l’infezione nella popolazione suscettibile. In questo momento, la popolazione
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Figura 8.2: (a): il tasso di emersione dei flebotomi Λ̄(t). (b): popolazione dei fleboto-
mi p̄(t). La linea è calcolata utilizzando l’equazione (8.16).

del vettore è zero. La condizione iniziale è: s(0) = 0, i(0) = 0, S(0) = N−1,
I(0,x) = δx=0 (massa di Dirac in x = 0) e R(0) = 0.

Per determinare b(x), si assume che la distribuzione di probabilità ψ(x)
del tempo tra l’infezione e l’apparizione dei sintomi negli esseri umani sia
una distribuzione Gamma:

ψ(x) = aν xν−1 e−ax/Γ(ν). (8.18)

Per i calcoli numerici, si noti che per x →+∞,

b(x) =
ψ(x)

1−
∫ x

0 ψ(y)dy
≈−ψ ′(x)

ψ(x)
= a− ν −1

x
.

Consideriamo il sistema (8.1)-(8.5). Dividiamo le prime due equazioni
per pmax. Otteniamo

ds̄
dt

= Λ̄(t)−µ s̄(t)−α q̂ s̄(t)
I(t)
N

, (8.19)

dī
dt

= α q̂ s̄(t)
I(t)
N

−µ ī(t) , (8.20)



Capitolo 8 127

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

0

100

200

Figura 8.3: Numero mensile di nuovi casi di leishmaniosi cutanea calcolato con il
modello (linea tratteggiata) e numero di casi segnalati (funzione a gradini). Viene
mostrata anche la popolazione di flebotomi (in grassetto, scala arbitraria).

dS
dt

=−α q pmax ī(t)
S(t)
N

+ γ R(t) , (8.21)

I(t,0) = α q pmax ī(t)
S(t)
N

, (8.22)

∂ I
∂ t

(t,x)+
∂ I
∂x

(t,x) =−b(x) I(t,x) , (8.23)

dR
dt

=
∫ +∞

0
b(x) I(t,x)dx− γ R(t) . (8.24)

Quindi, poiché Λ̄(t) e µ sono note, gli unici parametri sconosciuti sono: N, il
prodotto α q̂, il prodotto α q pmax, γ e i due parametri a e ν che definiscono
b(x). Ricordiamo che per la distribuzione Gamma, ν/a è la media e

√
ν/a la

deviazione standard.
Il sistema (8.19)-(8.24) è stato simulato con diversi valori di parametri.

Un adattamento abbastanza buono al numero di casi riportati ogni mese tra
gennaio 2001 e dicembre 2004, cioè ai dati della figura 8.1, si ottiene con
N = 800, α q̂ = 1,1 al mese, α q pmax = 16 230 al mese, 1/γ = 1,2 anno,
ν/a = 6 mese e

√
ν/a = 1,5 mese (fig. 8.3).

Utilizzando questi valori di parametro, la riproduttività R0, definita nel
paragrafo precedente, può essere calcolata numericamente. In primo luogo,
per semplificare l’equazione (8.14), usiamo il cambio di variabile θ = x+ y
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per ottenere

p(t)
∫ +∞

0
σ(x)eµx

∫ +∞

x
e−µθ u1(t −θ)dθ dx = r0 u1(t) .

Integriamo per parti e notiamo che il termine integrato scompare. Arriviamo
a

p(t)
∫ +∞

0
g(x)u1(t − x)dx = r0 u1(t) , (8.25)

dove abbiamo posto

g(x) = e−µx
∫ x

0
eµy

σ(y)dy . (8.26)

Poiché u1(t) è T-periodica, vediamo che∫ +∞

0
g(x)u1(t − x)dx =

∫ t

−∞

g(t −θ)u1(θ)dθ

=
∫ t

0
g(t −θ)u1(t −θ)dθ +

+∞

∑
n=0

∫ T

0
g(t +(n+1)T−θ)u1(θ)dθ

=
∫ t

0
ḡ(t −θ)u1(θ)dθ +

∫ T

t
ḡ(t −θ +T)u1(θ)dθ ,

dove abbiamo posto

ḡ(x) =
+∞

∑
n=0

g(x+nT) . (8.27)

Quindi il problema degli autovalori (8.25) è equivalente al problema

p(t)
{∫ t

0
ḡ(t −θ)u1(θ)dθ +

∫ T

t
ḡ(t −θ +T)u1(θ)dθ

}
= r0 u1(t) , (8.28)

che può essere facilmente approssimato, poiché coinvolge solo i valori di
u1(t) sull’intervallo [0; T]. Infatti, sia n un intero abbastanza grande. Sia
ti = (i− 1)T/n la i = 1, . . . ,n, e sia ρ̄0 il raggio spettrale del problema degli
autovalori della matrice

p̄(ti)
T
n

{
i−1

∑
j=1

ḡ(ti − t j)U j +
n

∑
j=i

ḡ(ti − t j +T)U j

}
= ρ̄0 Ui , (8.29)

che è della forma M U = ρ̄0 U, dove M è una matrice di ordine n con coef-
ficienti non negativi e U = (U1, . . . ,Un). Consideriamo la relazione (8.15) tra
R0 e r0. Concludiamo che√

(α q̂)× (α q pmax)× ρ̄0/N −→
n→+∞

R0 .
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Tabella 8.1: Stima della riproduttività R0 in funzione del numero n di punti di
discretizzazione dell’intervallo [0; T], che rappresenta un anno.

n 25 50 100 200 400

R0 1,90 1,93 1,94 1,94 1,94

I risultati sono presentati nella tabella 8.1.
In pratica, i termini di (8.29) sono calcolati come segue:

• Per la popolazione normalizzata di vettori p̄(ti), l’equazione d p̄/dt =
Λ̄(t)− µ p̄(t) e l’assunzione che Λ̄(t) sia una funzione di passo data
dalla formula (8.17) implicano che

p̄(ti) = e−µ(ti−θk)[p̄(θk)− Λ̄k/µ]+ Λ̄k/µ

se θk ⩽ ti < θk+1. Ricordiamo che p̄(t) è mostrato nella figura 8.2(b).

• Per la funzione ḡ(x), tronchiamo la somma (8.27), mantenendo solo i
primi due termini. Prendere più di due termini nella somma non cambia
nessuno dei numeri della tabella 8.1. Per la funzione g(x), che è usata
per calcolare ḡ(x), usiamo le equazioni (8.7) e (8.26) e un’integrazione
per parti per ottenere la forma più conveniente

g(x) =
[

e−µx
∫ x

0
eµy

ψ(y)dy+1− e−µx −
∫ x

0
ψ(y)dy

]
/µ.

• Il raggio spettrale ρ̄0 è calcolato con un software come Scilab.

Infine, sembra che R0 ≈ 1,94 (diciamo 1,9). L’epidemia potrebbe essere
fermata se la popolazione di vettori fosse ridotta di un fattore (R0)

2 ≈ 3,8. È
stato verificato numericamente che una simulazione del sistema (8.19)-(8.24)
di equazioni differenziali parziali con il prodotto α q pmax diviso per 3,7 pro-
voca ancora un’epidemia, mentre non c’è alcuna epidemia se questo prodotto
è diviso per 3,9. Se invece di usare il metodo un po’ complicato di questo
paragrafo, si fosse usata una formula approssimativa (8.13) con il simbolo p
sostituito dalla media di p(t), questo avrebbe dato R0 ≈ 2,8, che sovrastima
lo sforzo necessario per fermare l’epidemia.

Attualmente non esiste un farmaco profilattico o un vaccino che possa
essere usato per prevenire la leishmaniosi. I siti dei focolai dei flebotomi sono
generalmente sconosciuti. Gli sforzi di controllo che si concentrano solo sugli
stadi immaturi non sono generalmente fattibili. Il controllo della leishmaniosi
si basa quindi su misure per ridurre la densità dei flebotomi. Tale riduzione
può essere ottenuta attraverso l’uso di insetticidi.
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Approssimazione della riproduttività

L’obiettivo principale di questo capitolo è quello di ottenere una
formula approssimata a due termini per la riproduttività R0 di
una malattia vettoriale la cui popolazione di vettori subisce pic-
cole fluttuazioni stagionali della forma p(t) = p0[1+ε cos(ωt−
φ)] con |ε| ≪ 1. Il primo termine è simile a quello ottenuto nel
caso di una popolazione costante p, ma con p sostituito dalla
media p0 della popolazione di vettori. La massima correzione
relativa dovuta al secondo termine è ε2/16 e tende sempre a
diminuire R0. La riproduttività R0 è il raggio spettrale di un
operatore integrale. Confrontiamo quattro metodi numerici per
il calcolo di R0 usando come esempio un modello per l’epide-
mia di chikungunya nell’isola della Riunione nel 2005–2006. Le
formule di approssimazione e i metodi numerici possono esse-
re utilizzati per molti altri modelli epidemici che tengono conto
della stagionalità.

9.1 Un’epidemia di chikungunya alla Riunione

A partire da marzo 2005, un’epidemia di chikungunya ha colpito per la pri-
ma volta l’isola della Riunione nell’Oceano Indiano. Dopo un picco iniziale
di oltre 400 nuovi casi a settimana nel maggio 2005, l’epidemia è rallen-
tata (fig. 9.1a) a causa dell’inverno meridionale più fresco e meno piovoso
(fig. 9.1b) e quindi meno favorevole alla proliferazione di Aedes albopictus,
la zanzara che trasmette il virus chikungunya agli umani. Va notato che l’i-
sola della Riunione si trova nell’emisfero sud. Aedes albopictus è stato anche
responsabile di una piccola epidemia di dengue che è durata da aprile a luglio
2004, cioè fino all’inizio dell’inverno australe [64]. Questo probabilmente
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ha portato gli epidemiologi a credere che lo scenario epidemico della den-
gue si sarebbe ripetuto con la chikungunya e che una campagna di controllo
delle zanzare su piccola scala e la ricerca attiva dei casi sarebbero stati suffi-
cienti a fermare l’epidemia prima della fine dell’inverno. Non è andata così.
Dopo aver raggiunto un minimo di meno di 100 nuovi casi a settimana nel
settembre 2005, l’epidemia di chikungunya ha iniziato a crescere di nuovo e
ha raggiunto un picco di 40 000 nuovi casi a settimana nel febbraio 2006. A
quel punto, l’epidemia era diventata un argomento di controversia scientifica
e politica. Perché gli epidemiologi non erano stati in grado di prevedere l’epi-
demia? Perché il Ministero della Salute non aveva lanciato abbastanza presto
una campagna di controllo dei vettori su larga scala? A luglio 2006, più di
260 000 persone avevano contratto la malattia dall’inizio dell’epidemia, circa
un terzo della popolazione dell’isola. Circa 200 certificati di morte menzio-
navano il chikungunya come una delle cause di morte. Inoltre, l’epidemia ha
avuto un effetto significativo sull’economia dell’isola, in particolare sul turi-
smo. L’effetto combinato dell’inverno e del controllo dei vettori ha portato il
numero di nuovi casi a settimana al di sotto di 1 000 entro luglio 2006.

Una domanda importante era se l’epidemia potesse superare di nuovo l’in-
verno e causare un nuovo grande picco l’estate seguente. Come discusso nei
capitoli precedenti, gli epidemiologi sono interessati a un parametro associa-
to all’epidemia, la riproduttività R0, spesso definita come il numero medio di
casi secondari causati da un primo caso all’inizio dell’epidemia. Se R0 > 1,
allora l’epidemia sta crescendo. Se R0 < 1, allora si ferma. Come nel lavoro
di Ronald Ross sulla malaria [3, capitolo 14], la formula di R0 nel caso delle
malattie trasmesse da vettori è

R0 =

√
α2 qq̂ p
b µ N

, (9.1)

dove α è la frequenza con cui i vettori pungono, q e q̂ sono le probabilità di
trasmissione durante una puntura da vettore a uomo e da uomo a vettore, p è
la popolazione dei vettori, N è la popolazione umana, 1/b è la durata media
dell’infezione negli esseri umani e 1/µ è l’aspettativa di vita dei vettori adulti.

In particolare, questa formula mostra che R0 è proporzionale a
√

p. Se
un sistema di sorveglianza fosse stato in grado di tracciare la densità dei vet-
tori prima e durante l’epidemia, e se il valore numerico di R0 fosse stato
noto, allora si sarebbe potuto prevedere che l’epidemia si sarebbe fermata se
un intervento contro i vettori avesse diviso la loro densità per (R0)

2. Ma
poiché nessun sistema di sorveglianza controllava allora la densità di Aedes
albopictus alla Riunione, il metodo appena descritto non poteva funziona-
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Figura 9.1: (a) Numero stimato di nuovi casi per settimana tracciati su due diverse
scale. Sull’asse verticale a sinistra, si può vedere chiaramente la curva epidemica
per l’anno 2005. Sull’asse verticale a destra, possiamo vedere come si è evoluto nel
2006. Dati dell’Institut de veille sanitaire. (b) Temperature massime e minime in
gradi Celsius [curve superiore e centrale, asse di sinistra] e precipitazioni in millimetri
al mese [curva inferiore, asse di destra] nella città di Sainte-Marie alla Riunione. Dati
di Météo France.
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re. Sembrava quindi impossibile rispondere ragionevolmente alla domanda
se l’epidemia di chikungunya avrebbe attraversato di nuovo l’inverno.

In questo capitolo, ci concentriamo sulla parte più teorica del problema,
cioè la stima della riproduttività R0. Un aspetto sorprendente dell’epide-
mia di chikungunya è la sua stagionalità. La formula (9.1) presuppone che
la popolazione vettoriale p sia costante durante tutto l’anno. Sorgono diver-
se domande: come definire R0 quando si tiene conto della stagionalità, per
esempio se si assume che la popolazione di vettori sia una funzione p(t) pe-
riodica nel tempo? Come si calcola R0? Ci sono casi speciali in cui si può
ottenere una formula semplice simile a 9.1? Queste domande non sono ov-
viamente specifiche per il chikungunya. Si presentano, per esempio, durante
l’emergenza di altre malattie trasmesse da vettori e più in generale per proble-
mi di dinamica di popolazione influenzata dalla stagionalità in epidemiologia,
ecologia, demografia, immunologia, genetica di popolazione...

I capitoli precedenti hanno cominciato a rispondere ad alcune di queste
domande. Essi contengono una definizione di R0 in un ambiente periodico
definito come il raggio spettrale di un operatore integrale lineare su uno spazio
di funzioni periodiche. È stato anche proposto un algoritmo per calcolare
R0 basato sulla discretizzazione dell’operatore integrale. Questo algoritmo
è stato usato per stimare R0 durante un’epidemia di leishmaniosi cutanea
in Marocco, per la quale le fluttuazioni della popolazione di vettori erano
accuratamente note da indagini sul campo.

Questo nuovo capitolo è organizzato come segue. Nel § 9.2, ricordiamo la
definizione di R0 e mostriamo anche per una certa classe di modelli «ciclici»
che il problema integrale degli autovalori in dimensione m si riduce a un pro-
blema unidimensionale. Nella parte principale del capitolo, ci concentriamo
sul caso speciale in cui il nucleo del problema ridotto è della forma

K(t,x) = f (t)g(x),

dove f (t) è una funzione periodica. Questo caso include già molti modelli di
malattie vettoriali e di malattie trasmesse direttamente.

Nel § 9.3, vengono presentati quattro metodi numerici per il calcolo di
R0 in problemi di autovalori integrali unidimensionali. Il primo metodo è
quello già presentato nel § 8.4: è una semplice discretizzazione dell’opera-
tore integrale. Il secondo metodo usa la serie di Fourier. Entrambi i metodi
funzionano per una funzione generale g(x) e una funzione periodica f (t). Il
terzo metodo riguarda solo il caso speciale in cui f (t) = 1+ ε cos(ωt − φ);
esso combina le serie di Fourier con un metodo di perturbazione per ε pic-
colo. Il quarto metodo funziona per sistemi lineari di equazioni differenziali
ordinarie con coefficienti periodici.
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Nel § 9.4, consideriamo le malattie dei vettori e assumiamo che la
popolazione dei vettori sia data da

p(t) = p0 [1+ ε cos(ωt −φ)] . (9.2)

Usando prima un semplice modello per la malaria e i risultati del § 9.3.3,
mostriamo che con le stesse notazioni della formula (9.1), la riproduttività è
tale che

R0 ≈

√
α2 qq̂ p0

b µ N

(
1− bµ

ω2 +(b+µ)2
ε2

4

)
(9.3)

dove ε è piccolo. Questa formula generalizza la formula (9.1). Il primo ter-
mine è simile a quello ottenuto nel caso di una popolazione costante p di
vettori, ma con p sostituito dalla popolazione media di vettori p0. La mas-
sima correzione relativa dovuta al secondo termine è ε2/16 e tende sempre
a diminuire R0. Passiamo poi all’epidemia di chikungunya utilizzando un
modello leggermente più complicato. La forma semplificata (9.2) per la po-
polazione vettoriale non sembra troppo irragionevole quando si osservano le
curve della temperatura e delle precipitazioni alla Riunione (fig. 9.1 b): en-
trambe hanno un solo massimo ogni anno verso febbraio. Dopo aver stimato
i parametri di questo modello, confrontiamo i quattro metodi numerici del
§ 9.3 per il calcolo della riproduttività R0. Tuttavia, il valore numerico di R0
ottenuto in questo modo per l’epidemia di chikungunya non dovrebbe essere
preso troppo sul serio, dato che i valori dei parametri non sono noti con preci-
sione e data la semplicità dell’ipotesi (9.2). Questo può essere visto come un
esercizio per testare i diversi metodi numerici, come una fonte di ispirazione
per sviluppare la teoria, o come un primo tentativo di modellazione in attesa
di studi sul campo sulle fluttuazioni di popolazione di Aedes albopictus.

L’ultimo paragrafo discute l’applicabilità del metodo del § 9.3.3 per ot-
tenere formule approssimate per R0 nel contesto di altri modelli matematici
di malattie infettive con coefficienti periodici, in particolare per il modello
S-I-R con un tasso di contatto periodico e un periodo infettivo fisso, e anche
per il modello S-E-I-R con un tasso di contatto periodico e periodi di latenza
e infettività distribuiti esponenzialmente.

9.2 Promemoria della definizione di riproduttività

Per tutte le t ∈ R e x ⩾ 0, sia K(t,x) una matrice di ordine m con coefficienti
non negativi. Supponiamo che K(t,x) sia una funzione periodica di t con
periodo T per tutte le x ⩾ 0.
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L’idea alla base della funzione K(t,x) è quella di un modello epidemi-
co con m compartimenti infetti (I1, I2, . . . , Im), che possono essere infettivi
o latenti. Il coefficiente Ki, j(t,x) nella riga i e nella colonna j rappresenta
l’aspettativa del numero di individui nel compartimento Ii che un individuo
nel compartimento I j «genera» all’inizio di un’epidemia per unità di tempo
al tempo t se è stato nel compartimento I j per x unità di tempo. L’assunzione
di periodicità su K(t,x) rappresenta un ambiente periodico.

Consideriamo l’operatore integrale lineare K definito da

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx (9.4)

sullo spazio delle funzioni continue T-periodiche con valori in Rm. Con le
ipotesi di periodicità su K(t,x) e v(t), la formula (9.4) può essere scritta

(K v)(t) =
∫ T

0
K̂(t,s)v(s)ds

dove

K̂(t,s) =


+∞

∑
k=0

K(t, t − s+ k T) se s < t,

+∞

∑
k=1

K(t, t − s+ k T) se s > t

(proposizione 7.3). L’operatore K è «l’operatore di prossima generazione»
e K(t,x) il nucleo associato. Sia R0 il raggio spettrale di K . L’operatore K
è non negativo. Sotto certe ipotesi tecniche (vedasi capitolo 7), il teorema di
Krein-Rutman mostra che R0 è un autovalore di K e che esiste una funzione
propria non negativa u associata a R0:∫ +∞

0
K(t,x)u(t − x)dx = R0 u(t) . (9.5)

Nel resto di questo capitolo, consideriamo modelli «ciclici» che hanno la
seguente forma particolare: tutti gli elementi Ki, j(t,x) del nucleo sono zero
tranne K1,m(t,x) e K j+1, j(t,x) per 1 ⩽ j ⩽ m−1. Questo include in partico-
lare il caso generale unidimensionale m = 1 con un nucleo arbitrario K(t,x).
Supponiamo che

u(t) = (u1(t), . . . ,um(t)).

Il problema integrale agli autovalori (9.5) si scrive∫ +∞

0
K1,m(t,x)um(t − x)dx = R0 u1(t),∫ +∞

0
K j+1, j(t,x)u j(t − x)dx = R0 u j+1(t), 1 ⩽ j ⩽ m−1.
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Sostituiamo successivamente l’equazione con j = m−1, j = m−2, . . . j = 1
nella prima equazione:∫ +∞

0
· · ·
∫ +∞

0
K1,m(t,x1)Km,m−1(t − x1,x2) · · · K2,1(t − x1 −·· ·− xm−1,xm)

u1(t − x1 −·· ·− xm)dx1 · · ·dxm = (R0)
m u1(t).

Notate una proprietà importante: se un elemento non nullo Ki, j(t,x) è molti-
plicato per una certa costante, allora anche (R0)

m è moltiplicato per la stes-
sa costante. Il cambiamento della variabile (x1 = x1, . . . ,xm−1 = xm−1,x =
x1 + · · ·+ xm) porta a∫ +∞

0
K̃(t,x)u1(t − x)dx = (R0)

m u1(t), (9.6)

dove K̃(t,x) è l’integrale dell’ipersuperficie

K̃(t,x)=
∫

σm
x

K1,m(t,x1)Km,m−1(t−x1,x2) · · · K2,1(t−x1−·· ·−xm−1,xm)dσ
m
x

e

σ
m
x = {(x1, . . . ,xm) ∈ Rm; x1 + · · ·+ xm = x, x1 ⩾ 0, . . . , xm ⩾ 0}.

Così abbiamo ridotto il problema integrale agli autovalori (9.5) al problema
unidimensionale (9.6).

Nel resto di questo capitolo, tranne che nel § 9.3.4, consideriamo il caso
speciale in cui

K1,m(t,x) = f (t)gm(x), K j+1, j(t,x) = g j(x), 1 ⩽ j ⩽ m−1. (9.7)

L’equazione (9.6) diventa

f (t)
∫ +∞

0
g(x)u1(t − x)dx = (R0)

m u1(t), (9.8)

dove
g(x) =

∫
σm

x

g1(x1) · · ·gm(xm)dσ
m
x . (9.9)

Se m = 1, il nucleo si riduce a K(t,x) = f (t)g1(x) in modo che g(x) = g1(x).
Se

g j(x) = a j e−b j x, 1 ⩽ j ⩽ m, (9.10)
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possiamo mostrare (vedasi appendice 9.6) dalla relazione (9.9) che

g(x) = a1 · · ·am

m

∑
j=1

e−b j x

∏k ̸= j(bk −b j)
. (9.11)

Questa formula, simile a quella di Bateman nella fisica nucleare, rimane vali-
da per m = 1 con la solita convenzione che il prodotto su un insieme vuoto è
uguale a 1.

9.3 Metodi numerici per il calcolo della riproduttività

9.3.1 Discretizzazione del problema integrale agli autovalori

Questo metodo consiste nel discretizzare il problema integrale agli autovalori
(9.8). È presentato nel § 8.4, quindi lo ricordiamo solo brevemente. Sia n un
intero abbastanza grande e sia tk = (k−1)T/n con k = 1,2, . . . ,n. Sia

ḡ(x) =
+∞

∑
k=0

g(x+ k T). (9.12)

Sia r(n)0 il raggio spettrale della matrice del problema agli autovalori

f (tk)
T
n

[
k−1

∑
j=1

ḡ(tk − t j)U j +
n

∑
j=k

ḡ(tk − t j +T)U j

]
= r(n)0 Uk , (9.13)

dove (Ui) è un autovettore. Ci si aspetta che r(n)0 → (R0)
m quando n →+∞.

Il calcolo numerico di r(n)0 può essere fatto con il software gratuito Scilab. Se
g j(x) = a j e−b j x per tutti 1 ⩽ j ⩽ m, segue dalla relazione (9.11) che

ḡ(x) = a1 · · ·am

m

∑
j=1

e−b j x

(1− e−b j T) ∏i̸= j(bi −b j)
. (9.14)

9.3.2 Serie di Fourier: il caso generale periodico

Assumiamo ω = 2π/T. Consideriamo la decomposizione di Fourier della
funzione periodica f (t):

f (t) = ∑
k∈Z

fk ekiωt , fk =
1
T

∫ T

0
f (t)e−kiωt dt , (9.15)
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dove Z è l’insieme dei numeri interi relativi e i2 =−1. I coefficienti fk sono
numeri complessi come f−k = f ∗k (l’esponente ∗ denota qui il numero coniu-
gato complesso). Cerchiamo una soluzione reale dell’equazione (9.8) della
forma

u1(t) = ∑
k∈Z

ck ekiωt . (9.16)

I coefficienti ck sono anch’essi numeri complessi tali che c−k = c∗k .
Sostituiamo le espressioni (9.15) e (9.16) nell’equazione (9.8):(

∑
k∈Z

fk ekiωt

)(
∑
k∈Z

ĝk ck ekiωt

)
= (R0)

m
∑
k∈Z

ck ekiωt , (9.17)

dove

ĝk =
∫ +∞

0
g(x)e−kiωx dx . (9.18)

Dalla definizione (9.9) segue che

ĝk =

(∫ +∞

0
g1(x)e−kiωx dx

)
· · ·
(∫ +∞

0
gm(x)e−kiωx dx

)
. (9.19)

Se gk(x) = ak e−bk x per tutte le 1 ⩽ k ⩽ m, allora

ĝk =
a1 · · ·am

(b1 + kiω) · · ·(bm + kiω)
(9.20)

per tutti k ∈ Z. L’equazione (9.17) può essere scritta come

∑
k∈Z

(
∑
j∈Z

fk− j ĝ j c j

)
ekiωt = (R0)

m
∑
k∈Z

ck ekiωt .

Questa uguaglianza è vera se e solo se

∑
j∈Z

fk− j ĝ j c j = (R0)
m ck (9.21)

per tutti k ∈ Z. Si noti che f j → 0 e ĝ j → 0 quando j → ±∞. Se r(n)0 è il
raggio spettrale della matrice quadrata troncata ( fk− j ĝ j)−n⩽k, j⩽n, allora ci
aspettiamo r(n)0 → (R0)

m quando n →+∞.
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9.3.3 Serie di Fourier: il caso sinusoidale

Supponiamo che
f (t) = 1+ ε cos(ωt −φ) , (9.22)

dove 0 ⩽ ε ⩽ 1 e 0 ⩽ φ < 2π . Questa è chiamata una funzione «sinusoidale».
Per il problema agli autovalori (9.8), vediamo che uno spostamento temporale
di f (t) non cambia R0. Infatti, se (R0)

m è il raggio spettrale associato a f (t)
con l’autofunzione v1(t), allora (R0)

m è ancora il raggio spettrale associato
a f̃ (t) = f (t − τ) con l’autofunzione ṽ1(t) = v1(t − τ). Per il calcolo di R0,
possiamo quindi assumere φ = 0, in modo che

f (t) = 1+
ε

2
eiωt +

ε

2
e−iωt .

Ovviamente, abbiamo f0 = 1, f1 = f−1 =
ε

2 e fk = 0 per |k| > 1. Il sistema
(9.21) diventa

ε

2
ĝk−1 ck−1 + ĝk ck +

ε

2
ĝk+1 ck+1 = (R0)

m ck (9.23)

per tutti k ∈ Z. Poiché la funzione g(x) è a valori reali, il coefficiente ĝk dato
dalla definizione (9.18) verifica ĝ−k = ĝ∗

k . Da questo, segue che l’equazione
(9.23) con c−k nel secondo membro è semplicemente il coniugato complesso
dell’equazione (9.23) con ck nel secondo membro. Si possono quindi dimen-
ticare le equazioni (9.23) per k < 0. Ricordiamo che c−1 = c∗1 e ĝ−1 = ĝ∗1. Il
problema agli autovalori (9.23) con k ∈ Z si riduce a{

ε

2 ĝ∗1 c∗1 + ĝ0 c0 + ε

2 ĝ1 c1 = (R0)
m c0 ,

ε

2 ĝk−1 ck−1 + ĝk ck + ε

2 ĝk+1 ck+1 = (R0)
m ck , (k ⩾ 1).

(9.24)
L’autofunzione v1(t) può essere normalizzata in modo che c0 = 1. Questo è
possibile perché la funzione v1(t) è positiva, così che

c0 =
1
T

∫ T

0
v1(t)dt > 0.

Cerchiamo una soluzione del sistema (9.24) della forma

(R0)
m = ∑

j⩾0
ρ j ε

j, ck = ∑
j⩾0

ck, j ε
j, (9.25)

che ci aspettiamo sia valido almeno per ε piccolo. Come c0 = 1, si noti che
c0,0 = 1 e c0, j = 0 per tutti j ⩾ 1. Inseriamo le espressioni (9.25) nella prima
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equazione del sistema (9.24) e separiamo le potenze di ε j. Otteniamo ĝ0 = ρ0
e

ĝ∗
1
2

c∗1, j−1 +
ĝ1

2
c1, j−1 = ρ j (9.26)

per tutti j ⩾ 1. Analogamente, inserendo le espressioni (9.25) nella seconda
equazione del sistema (9.24), si ottiene ĝk ck,0 = ρ0 ck,0 per tutti k ⩾ 1 e

ĝk−1

2
ck−1, j−1 + ĝk ck, j +

ĝk+1

2
ck+1, j−1 =

j

∑
ℓ=0

ρℓ ck, j−ℓ (9.27)

per tutte le k ⩾ 1 e j ⩾ 1. Così, per tutti i k ⩾ 1,

(ĝ0 − ĝk)ck,0 = 0.

Quindi ck,0 = 0, poiché g(x) è non negativa e non identicamente zero, in modo
che

ĝ0 − ĝk =
∫ +∞

0
(1− e−kiωx)g(x)dx ̸= 0.

Sapendo che

ρ0 = ĝ0, ck,0 = 0 (k ⩾ 1), c0,0 = 1, c0, j = 0 ( j ⩾ 1),

vediamo dalle equazioni (9.26) e (9.27) che i coefficienti ρ j e ck, j per tutte le
k ⩾ 1 e j ⩾ 1 sono calcolati ricorsivamente:

ρ j = Re(ĝ1 c1, j−1) , (9.28)

ck, j =
1

ĝ0 − ĝk

[
ĝk−1

2
ck−1, j−1 +

ĝk+1

2
ck+1, j−1 −

j−1

∑
ℓ=1

ρℓ ck, j−ℓ

]
, (9.29)

dove Re(z) indica la parte reale del numero complesso z. Più precisamente,
se i coefficienti ρℓ e ck,ℓ sono calcolati per ℓ⩽ j−1 e k ⩾ 1, allora le formule
danno un’espressione per ρ j e ck, j per tutte le k ⩾ 1. Questo algoritmo può
iniziare perché ρ0 e i coefficienti ck,0 sono noti. Usando le equazioni (9.28)-
(9.29), possiamo facilmente vedere che ck, j = 0 per k > j, che ρ j = 0 per
qualsiasi intero dispari j e che ck, j = 0 quando k ⩾ 1 è dispari e j ⩾ 1 è pari.

In pratica, fissiamo un intero κ > 1 e consideriamo il vettore (ρ j)0⩽ j⩽κ

e la matrice rettangolare (ck, j)0⩽k⩽κ+1,0⩽ j⩽κ . Poniamo ρ0 = ĝ0, c0,0 = 1,
ck, j = 0 per tutte le k > j della matrice e c0, j = 0 per 1 ⩽ j ⩽ κ . L’algoritmo
funziona come segue:
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per j=1 a κ ,
calcolare ρ j usando (9.28)
per k=1 a j,

calcolare ck, j usando (9.29)
fin;

fine.

In questo modo, possiamo facilmente vedere che

ρ1 = 0, c1,1 =
ĝ0

2(ĝ0 − ĝ1)
, ρ2 =

1
2

Re
(

ĝ0 ĝ1

ĝ0 − ĝ1

)
, (9.30)

Alla fine troviamo

(R0)
m ≈ ĝ0 +

ε2

2
Re
(

ĝ0 ĝ1

ĝ0 − ĝ1

)
(9.31)

per ε piccolo; questa è la correzione di ordine inferiore della riproduttività
quando si tiene conto delle piccole variazioni stagionali.
Nota 9.1. Notiamo che

1− ε cos(ωt −φ) = 1+ ε cos(ω(t +T/2)−φ) .

Così, cambiare ε in −ε corrisponde a uno spostamento temporale di f (t).
Quindi, secondo l’osservazione fatta all’inizio del § 9.3.3, la R0 deve ri-
manere invariata. Questo spiega perché i termini dispari ρ2 j+1 ( j ⩾ 0)
nell’espansione in serie di R0 sono zero.
Nota 9.2. La funzione seno (9.22) non è così particolare come sembrerebbe a
prima vista. Infatti, per qualsiasi funzione non negativa T-periodica f (t) con
per esempio una media uguale a 1, i primi termini dell’espansione di Fourier
sono 1+ f1 cos(ωt)+ f ′1 sin(ωt), che possono essere messi nella forma 1+
ε cos(ωt −φ) con ε =

√
( f1)2 +( f ′1)

2 e φ = arctan( f ′1/ f1).
Nota 9.3. Sembra difficile determinare i raggi di convergenza delle serie in-
tere (9.25). I teoremi generali sulle perturbazioni analitiche degli operatori li-
neari mostrerebbero che questi raggi sono positivi poiché R0 è un autovalore
semplice isolato «dell’operatore di prossima generazione».
Nota 9.4. Il metodo di perturbazione utilizzato in questo sottoparagrafo può
essere considerato da un punto di vista più generale. Si consideri, per esem-
pio, il primo membro dell’equazione (9.8), essendo la funzione f (t) data dalla
relazione (9.22), come un operatore lineare Lε sullo spazio P delle funzioni
reali continue e T-periodiche. Sia

⟨ψ1,ψ2⟩=
∫ T

0
ψ1(t)ψ2(t)dt.
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Si consideri il problema degli autovalori imperturbati L0 ψ = λ ψ , cioè∫ +∞

0
g(x)ψ(t − x)dx = λ ψ(t) .

Cerchiamo una soluzione della forma

ψ(t) = ∑
k∈Z

ak ekiωt .

Troviamo (λ − ĝk)ak = 0 per tutti k. Così gli autovalori sono dati da λk = ĝk
per k ∈ Z e l’autospazio associato a λk è generato da ψk(t) = ekiωt . Le ψk
formano una base. Consideriamo la base duale ψ̂k(t) = e−kiωt/T con k ∈ Z,
tale che ⟨ψ j, ψ̂k⟩ = 1 per j = k e ⟨ψ j, ψ̂k⟩ = 0 per j ̸= k. L’operatore Lε è
della forma

Lε = L0 + ε L ′,

dove

(L ′
ψ)(t) = cos(ωt −φ)

∫ +∞

0
g(x)ψ(t − x)dx .

Siamo interessati alla perturbazione

ρ0 + ε ρ1 + ε
2

ρ2 + · · ·

dell’autovalore λ0 = ρ0 = ĝ0, la cui autofunzione associata ψ0 = 1 è positiva.
Usando le note formule di meccanica quantistica [25, capitolo XI], otteniamo

ρ1 = ⟨L ′
ψ0, ψ̂0⟩=

ĝ0

T

∫ T

0
cos(ωt −φ)dt = 0 ,

e

ρ2 = ∑
k ̸=0

⟨L ′ψ0, ψ̂k⟩⟨L ′ψk, ψ̂0⟩
λ0 −λk

=
1

T2 ∑
k ̸=0

ĝ0 ĝk

ĝ0 − ĝk

∣∣∣∣∫ T

0
cos(ωt −φ)ekiωt dt

∣∣∣∣2 = 1
2

Re
(

ĝ0 ĝ1

ĝ0 − ĝ1

)
,

che è identica alla formula (9.30). Le espressioni per le correzioni di ordine
superiore sono più complicate: il metodo e l’algoritmo ad hoc che abbiamo
usato per calcolare ρk sembrano più pratici.
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9.3.4 Applicazione della teoria di Floquet

In questo sottoparagrafo, consideriamo il sistema lineare di equazioni
differenziali ordinarie

dI1

dt
=−β1(t) I1(t)+αm(t) Im(t), (9.32)

dI j+1

dt
=−β j+1(t) I j+1(t)+α j(t) I j(t), 1 ⩽ j ⩽ m−1, (9.33)

dove tutte le funzioni β j(t) e α j(t) sono T-periodiche. Questo sistema può
essere derivato dalla linearizzazione vicino all’equilibrio libero da malattia
di un modello epidemico non lineare. Il nucleo dell’operatore di prossima
generazione associato è dato da

K1,m(t,x) = αm(t)e−
∫ t
t−x β1(s)ds,

K j+1, j(t,x) = α j(t)e−
∫ t
t−x β j+1(s)ds, 1 ⩽ j ⩽ m−1,

e Ki, j(t,x)= 0 per tutti gli altri indici. È quindi un modello «ciclico» nel senso
del § 9.2. Un’osservazione in questo paragrafo mostra che se per esempio
α j(t) è moltiplicato per una certa costante, allora (R0)

m è moltiplicato per la
stessa costante.

La teoria di Floquet applicata al sistema (9.32)-(9.33) mostra che l’equi-
librio nullo è instabile se e solo se il raggio spettrale della matrice di mono-
dromia è maggiore di 1. Quindi la riproduttività R0 è anche l’unico numero
reale positivo tale che il raggio spettrale della matrice X(T) è uguale a 1, dove
X(T) è la soluzione al tempo t = T del sistema di equazioni differenziali

dX
dt

=



−β1(t) 0 · · · 0 αm(t)
R0

α1(t)
R0

. . . . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 αm−1(t)

R0
−βm(t)


X(t)

con la condizione iniziale X(0) = I (la matrice identità di ordine m). Così
R0 è calcolato combinando un metodo dicotomico con un software come
Scilab che risolve numericamente le equazioni differenziali ordinarie.
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9.4 Malattie trasmesse da vettori

9.4.1 Malaria

In questo sottoparagrafo consideriamo un modello molto semplice per la
malaria, cioè una variazione di uno dei primi modelli proposti da Ross
[3, capitolo 14] con una popolazione periodica di vettori. Introduciamo le
notazioni:

• S(t) è la popolazione umana suscettibile;

• I(t) è la popolazione umana infetta;

• N = S(t)+ I(t) è la popolazione umana totale;

• s(t) è la popolazione di vettori suscettibili;

• i(t) è la popolazione di vettori infetti;

• p(t) = s(t)+ i(t) è la popolazione totale dei vettori.

Inoltre, vengono considerati i seguenti parametri:

• b è il tasso di guarigione umano;

• α è il tasso delle punture dei vettori;

• q (o q̂ ) è la probabilità di trasmissione durante una puntura da vettore a
uomo (o da uomo a vettore);

• Λ(t) è il numero di nuovi vettori adulti che emergono per unità di
tempo, che è una funzione T-periodica;

• µ è la mortalità dei vettori.

Il modello è dato da

ds
dt

= Λ(t)−α q̂ s(t)
I(t)
N

−µ s(t), (9.34)

di
dt

= α q̂ s(t)
I(t)
N

−µ i(t), (9.35)

e

dS
dt

=−α qi(t)
S(t)
N

+b I(t) , (9.36)

dI
dt

= α qi(t)
S(t)
N

−b I(t) . (9.37)
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Aggiungendo le equazioni (9.34) e (9.35), vediamo che

d p
dt

= Λ(t)−µ p(t).

Si assume che p(t) sia data da

p(t) = p0[1+ ε cos(ωt −φ)].

Poiché µ è nota, questo determina Λ(t). Linearizzando il sistema (9.34)-
(9.37) vicino all’equilibrio libero da malattia, otteniamo

di
dt

≈ α q̂ p(t)
I(t)
N

−µ i(t) ,
dI
dt

≈ α qi(t)−b I(t) . (9.38)

Il nucleo dell’operatore di prossima generazione associato è

K(t,x) =
(

0 α q̂ p(t)
N e−bx

α qe−µ x 0

)
. (9.39)

È «ciclico» della forma particolare (9.7), con funzioni g j(x) (1 ⩽ j ⩽ 2) della
forma (9.10) e f (t) = 1+ ε cos(ωt −φ). La formula (9.20) dà

ĝ j =
α2 qq̂ p0

(b+ jiω)(µ + jiω)N
(9.40)

per tutti j ∈ Z. La relazione (9.31) è infine della forma

(R0)
2 ≈ α2 qq̂ p0

b µ N

(
1− bµ

ω2 +(b+µ)2
ε2

2

)
.

Così

R0 ≈

√
α2 qq̂ p0

b µ N

(
1− bµ

ω2 +(b+µ)2
ε2

4

)
. (9.41)

Questa è la correzione di ordine inferiore alla formula (9.1). Abbiamo la
disuguaglianza

0 ⩽
bµ

ω2 +(b+µ)2
ε2

4
⩽

bµ

(b+µ)2
ε2

4
⩽

ε2

16
.

Così arriviamo alla seguente conclusione:
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Il primo termine nella formula approssimata per R0 è lo stes-
so del caso di una popolazione costante p di vettori, ma con p
sostituito dalla popolazione media dei vettori p0. La massima
correzione relativa dovuta al secondo termine è ε2/16 e tende
sempre a diminuire R0.

Poiché 0 ⩽ ε ⩽ 1, la correzione relativa è sempre inferiore a 1/16, ovvero
circa il 6%.

9.4.2 Chikungunya nella Riunione

Il chikungunya è una malattia virale che sembra portare a un’immunità dura-
tura. Inoltre, se si vuole prendere in considerazione il periodo di incubazione
negli esseri umani e nei vettori, il seguente modello sembra adatto:

ds
dt

= Λ(t)−as(t)
I(t)
N

−µ s(t), (9.42)

de
dt

= as(t)
I(t)
N

− (γ +µ)e(t),
di
dt

= γ e(t)−µ i(t), (9.43)

dS
dt

=−ai(t)
S(t)
N

, (9.44)

dE
dt

= ai(t)
S(t)
N

− cE(t) ,
dI
dt

= cE(t)−b I(t) , (9.45)

dR
dt

= b I(t) , (9.46)

dove oltre ai parametri di cui sopra:

• abbiamo assunto q = q̂ e abbiamo posto a = αq;

• e(t) è la popolazione di vettori infetti ma non contagiosi;

• E(t) è la popolazione umana infetta ma non contagiosa;

• R(t) è la popolazione umana immune;

• N = S(t)+E(t)+ I(t)+R(t) è la popolazione umana totale;

• 1/γ è il periodo medio di latenza nei vettori;

• 1/c è il periodo di latenza medio negli esseri umani.
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La popolazione umana totale N è costante, mentre la popolazione totale dei
vettori p(t) = s(t)+ e(t)+ i(t) verifica

d p
dt

= Λ(t)−µ p(t).

Questo modello è utilizzato per cercare di stimare la riproduttività R0 per
l’epidemia di chikungunya del 2005 e 2006 alla Riunione. Poiché le flut-
tuazioni della popolazione di vettori sono sconosciute, prendiamo la forma
semplice p(t) = p0(1+ε cos(ωt −φ)), che non è troppo irragionevole quan-
do osserviamo la curva della temperatura e delle precipitazioni alla Riunione
(fig. 9.1b), avendo entrambe un unico massimo annuale verso febbraio e un
minimo verso luglio. Così il periodo T = 2π

ω
è un anno e possiamo prende-

re φ = 2π

12 . La funzione s(t) può essere eliminata dal sistema (9.42)-(9.46)
poiché s(t) = p(t)− e(t)− i(t). Gli altri valori dei parametri utilizzati per
la simulazione sono riassunti nella tabella 9.1. Per esempio, [92, #83] si ri-
ferisce alla domanda 83 nelle domande frequenti del sito [92] creato dagli
epidemiologi e dedicato all’epidemia di chikungunya alla Riunione.

Si stima che l’incubazione nell’uomo duri tra i 3 e i 7 giorni [32, p. 6]
o tra i 4 e i 7 giorni [92, #101]. Ma secondo [92, #156], gli umani possono
iniziare a diventare infettivi 2 o 3 giorni prima dei sintomi. Pertanto, sono stati
scelti 4 giorni per il periodo di latenza. Il periodo infettivo dopo i sintomi
negli esseri umani è stimato in circa 5 giorni [32, p. 7] o tra 5 e 7 giorni
[92, #49,52]. Alla luce dell’osservazione precedente, si prende un valore
di 7 giorni per l’intero periodo infettivo. Il periodo di latenza nei vettori
è stimato tra 9 e 14 giorni [92, #83], tra 4 e 5 giorni [92, #253] o tra una
e due settimane [92, #395]. Abbiamo scelto 7 giorni. Una volta infettati,
sembra che i vettori rimangano infettati fino alla loro morte [92, #83]. La
durata della vita di un vettore adulto è stimata tra le 4 e le 10 settimane [92,
#83] o «diverse» settimane [92, #404]. È stato scelto un mese. Il vettore
può pungere 5 o 6 volte durante la sua vita [92, #404]: è stata scelta una
media di una puntura ogni 4 giorni. Non si sapeva se il vettore infetto potesse
trasmettere il virus alle sue uova [92, #83/385/442]: il modello non considera
questa possibilità. L’infezione nell’uomo porta a uno stato di immunità [92,
#10/385] che probabilmente dura almeno diversi anni poiché nessuno sembra
aver sofferto due volte di chikungunya durante l’epidemia della Riunione. I
casi asintomatici rappresentano tra il 10 e il 15% dei casi secondo [92, #385]
ma non sembrano essere inclusi nella stima del numero di casi nella figura 9.1;
non sono considerati nel modello.

Il primo caso di chikungunya alla Riunione è stato rilevato il 22 febbraio
2005. È stato probabilmente importato dalle Comore, dove diverse migliaia di
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parametro simbolo valore
periodo di latenza in vettori 1/γ 7 giorni
durata di vita del vettore 1/µ 1 mese
periodo di latenza negli umani 1/c 4 giorni
periodo infettivo negli umani 1/b 7 giorni
periodo tra le punture 1/a 4 giorni
popolazione di La Riunione N 785 000
fase di stagionalità φ

2π

12

Tabella 9.1: Valori dei parametri utilizzati per la simulazione

persone erano già state infettate. Tenendo conto del periodo di latenza e della
durata dell’infezione, si assume per la simulazione che un umano nel compar-
timento E arrivi alla Riunione all’inizio della quinta settimana del 2005. La
simulazione del modello è continuata fino all’inizio di febbraio 2006, cioè fi-
no all’implementazione di un controllo dei vettori su larga scala dopo il picco
massimo; questo controllo non è incluso nel modello. Il controllo dei vettori
di bassa entità prima di questa data si presume sia trascurabile.

I parametri p0 e ε per la popolazione vettoriale sono sconosciuti e de-
vono essere stimati utilizzando la curva epidemica (fig. 9.1). Assumiamo
pmax = p0(1+ ε) e pmin = p0(1− ε). Usando un rozzo metodo per tentativi
ed errori, si trova un buon adattamento alla curva epidemica, data la semplici-
tà del modello, con un numero massimo delle punture per uomo a settimana
pari a apmax/N = 1,2 e un numero minimo delle punture per uomo a settima-
na pari al 6% di questo massimo, cioè pmin/pmax = 6% (fig. 9.2). Da questo
si ricava pmax, pmin,

p0 =
pmax + pmin

2
, ε =

pmax − pmin

pmax + pmin
.

Numericamente, ε ≈ 0,887. È facile verificare che la Λ(t) = d p/dt +µ p(t)
rimane positiva perché

ε ⩽ 1/
√

1+(ω/µ)2.

Ora che tutti i parametri di questo modello sono fissati, passiamo alla sti-
ma della riproduttività R0. Linearizzando le equazioni (9.43) e (9.45) vicino
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Figura 9.2: Stima dei parametri p0 e ε adattando la curva liscia prodotta dal modello
alla curva epidemica prima del controllo vettoriale su larga scala nel febbraio 2006.
La curva tratteggiata mostra il cambiamento presunto nella popolazione dei vettori
(senza scala).

all’equilibrio libero da malattia, si ottiene

de
dt

≈ a p(t)
I(t)
N

− (γ +µ)e(t),

di
dt

≈ γ e(t)−µ i(t),

e

dE
dt

≈ ai(t)− cE(t) ,

dI
dt

≈ cE(t)−b I(t) .

Il nucleo dell’operatore di prossima generazione associato è

K(t,x) =


0 0 0 ap(t)

N e−bx

γ e−(γ+µ)x 0 0 0
0 ae−µx 0 0
0 0 ce−cx 0

 . (9.47)

È «ciclico» e della forma particolare (9.7) con f (t) = 1+ε cos(ωt−φ), men-
tre le funzioni g j(x) (1 ⩽ j ⩽ 4) sono della forma (9.10). Quindi g(x), Ĝ(x) e
ĝk sono date dalle formule (9.11), (9.14) e (9.20).
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Con i valori dei parametri come sopra, otteniamo (R0)
2 ≈ 3,4 usando uno

dei quattro metodi del § 9.3. La tabella 9.2 mostra la convergenza dei primi
tre metodi.

Il primo metodo (§ 9.3.1) sembra convergere più lentamente degli altri.
Questo è probabilmente perché sostituisce la funzione f (t) con una funzione
a gradini ( f (tk))1⩽k⩽n, che non è una buona approssimazione per il caso
speciale in cui f (t) è sinusoidale.

Primo metodo:
n 12 25 50 100 200

(R0)
2 3,10 3,40 3,39 3,39 3,39

Secondo metodo:
n 0 1 2 3 4

(R0)
2 3,87 3,50 3,42 3,39 3,39

Terzo metodo:
κ 0 2 4 10 12

(R0)
2 3,87 3,46 3,41 3,39 3,39

Tabella 9.2: Convergenza dei primi tre metodi numerici.

Il secondo metodo (§ 9.3.2) utilizza i coefficienti di Fourier fk di f (t),
che nel nostro caso particolare sono semplicemente f0 = 1, f1 = f−1 = ε

2 e
fk = 0 per |k| > 1. Per questo motivo, la convergenza del metodo è molto
veloce. Entrambi i metodi richiedono il calcolo del raggio spettrale di una
certa matrice.

Al contrario, il terzo metodo (§ 9.3.3) richiede solo operazioni elementari
e potrebbe essere condotto con una semplice calcolatrice. Ricordiamo che
κ è il numero di termini che manteniamo nell’espressione di (R0)

2 in serie
di potenze di ε . Si noti che l’approssimazione data dalla formula (9.1), con
p sostituita dalla media p0 della popolazione di vettori, corrisponde a κ =
0 nella tabella. La differenza con il valore esatto di (R0)

2 è del 14%. Se
includiamo il termine di ordine ε2 come nella formula (9.31), la differenza si
riduce a 2% anche se ε non è molto piccolo.

La convergenza del quarto metodo (§ 9.3.4) è determinata dalla discretiz-
zazione dell’equazione differenziale. Questo è di solito controllato dal solu-
tore di equazioni differenziali. Con Scilab, il valore corretto (R0)

2 ≈ 3,39 si
trova facilmente dopo un certo numero di iterazioni della dicotomia.
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9.5 Altre applicazioni

Modelli epidemici con m = 1.

Consideriamo un modello epidemico con un singolo compartimento infetto e
un nucleo della forma

K(t,x) = [1+ ε cos(ωt −φ)]g(x). (9.48)

Allora R0 può essere approssimato dalla formula (9.31). Il nucleo (9.48)
appare per esempio nei modelli epidemici S-I-S, S-I-R o S-I-R-S con un tasso
di contatto sinusoidale.

Se il periodo infettivo è distribuito esponenzialmente, allora g(x) = ae−bx

ed è facile controllare che ĝ0 = a/b e il termine di ordine ε2 nella formula
(9.31) si annulla, così che R0 ≈ a/b. La proposizione 7.14 dimostra la formu-
la esatta R0 = a/b in questo caso. Naturalmente questo «risultato» è già stato
notato da tempo, poiché il nucleo (9.48) appare in relazione all’equazione

dI
dt

= a [1+ ε cos(ωt −φ)] I(t)−b I(t),

che può essere risolto esplicitamente e per il quale si dimostra facilmente che
lo stato di equilibrio zero è instabile se e solo se a/b > 1. Per analogia con il
caso banale di ε = 0, diversi autori hanno posto come definizione R0 = a/b,
hanno notato che la R0 è la media temporale della funzione a [1+ε cos(ωt−
φ)]/b, e hanno creduto che questa proprietà di media rimanesse valida per
modelli più complicati; non è così.

Se il periodo infettivo è una costante fissa τ , allora g(x) = a per x < τ e
g(x) = 0 per x > τ . Pertanto

ĝ0 = aτ, ĝ1 = a
1− e−iωτ

iω
,

e la formula (9.31) dà

R0 ≈ aτ + ε
2 2aτ sin2(ωτ/2)
[ωτ − sin(ωτ)]2 +[1− cos(ωτ)]2

[
ωτ/2

tan(ωτ/2)
−1
]
. (9.49)

Questa formula mostra che, a differenza del caso del modello della malaria in
9.4.1, la stagionalità può aumentare o diminuire la riproduttività R0 a seconda
del valore numerico in ωτ .
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Modelli epidemici con m = 2.

Consideriamo un modello epidemico con due compartimenti infetti che,
quando linearizzato vicino all’equilibrio libero da malattia, assume la forma

dI1

dt
≈−b1 I1(t)+a2 [1+ ε cos(ωt −φ)] I2(t),

dI2

dt
≈ a1 I1(t)−b2 I2(t).

Il sistema (9.38) era di questa forma. Il nucleo dell’operatore di prossima
generazione associato è

K(t,x) =
(

0 [1+ ε cos(ωt −φ)]a2 e−b2 x

a1 e−b1x 0

)
. (9.50)

La formula (9.31) dà

R0 ≈
√

a1 a2

b1 b2

(
1− b1 b2

ω2 +(b1 +b2)2
ε2

4

)
. (9.51)

Come esempio di questo tipo, possiamo trovare un modello per la malaria
con ω = 2π , ε = 15/25, a1 = 20 per anno, a2 = 20× 25 per anno, b1 = 50
per anno e b2 = 4 per anno. I quattro metodi numerici del § 9.3, insieme alla
formula approssimata (9.51), producono (R0)

2 ≈ 49,4. Il termine di ordine
più basso è ρ0 = 50.

Un altro esempio è il modello epidemico S-E-I-R o S-E-I-R-S con un
tasso di contatto sinusoidale. Come valori numerici, consideriamo ω = 1,
ε = 0,8, a1 = 0,3, a2 = 1, b1 = 0,3 e b2 = 0,99. Una simulazione numerica
dimostrerebbe che in questo caso non si può stabilire alcuna epidemia. Ma
con ε = 0, abbiamo (R0)

2 = ρ0 = (a1 a2)/(b1 b2) = 1/0,99 > 1. La media
del tasso di contatto non è quindi il modo corretto per determinare la soglia
epidemica. Infatti, i quattro metodi numerici del § 9.3 danno (R0)

2 ≈ 0,973<
1 per ε = 0,8. La formula approssimata (9.51) dà (R0)

2 ≈ 0,974.

9.6 Appendice

Partendo dalla definizione (9.9) della funzione g(x) e assumendo la relazione
(9.10), dimostriamo la formula (9.11) per ricorrenza. Naturalmente, non per-
diamo di generalità assumendo che a j = 1 per tutti i j. Per m= 2, un semplice
calcolo mostra che

g(x) =
∫ x

0
e−b1 x1−b2 (x−x1) dx1 =

e−b1 x

b2 −b1
+

e−b2 x

b1 −b2
.
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Supponiamo che la formula (9.11) sia vera per qualche intero m. Allora

g(x) =
∫

σ
m+1
x

e−b1 x1−···−bm xm−bm+1 xm+1 dσ
m+1
x

=
∫ x

0

(∫
σm

x−xm+1

e−b1 x1−···−bm xm dσ
n
x−xm+1

)
e−bm+1 xm+1 dxm+1.

Per l’ipotesi di ricorrenza,

g(x) =
∫ x

0

(
m

∑
j=1

e−b j (x−xm+1)

∏ k ̸= j
k⩽m

(bk −b j)

)
e−bm+1 xm+1 dxm+1

=
m

∑
j=1

e−b j x

∏ k ̸= j
k⩽m

(bk −b j)

∫ x

0
e(b j−bm+1)xm+1dxm+1

=
m

∑
j=1

e−b j x

∏k ̸= j
k⩽m+1

(bk −b j)
+ e−bm+1x

m

∑
j=1

1
(b j −bm+1)∏ k ̸= j

k⩽m
(bk −b j)

.

La seconda somma nell’ultima riga è la decomposizione in elementi semplici
della frazione razionale in bm+1:

1
∏1⩽ j⩽m(b j −bm+1)

.

Così

g(x) =
m+1

∑
j=1

e−b j x

∏k ̸= j
k⩽m+1

(bk −b j)
,

e la formula (9.11) è vera per m+1.
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Modelli con un semplice fattore periodico

Per i modelli epidemici a tempo continuo con un coefficiente pe-
riodico sinusoidale, si dimostra che il tasso di crescita e la ripro-
duttività sono le soluzioni più grandi di equazioni semplici che
coinvolgono frazioni continue. Come esempio, viene conside-
rato un modello S-E-I-S, nel quale le persone infette diventano
nuovamente suscettibili dopo essere guarite, con un periodo di
latenza fisso, un periodo infettivo distribuito esponenzialmente e
un tasso di contatto sinusoidale. Si dimostra che, a parte alcuni
valori eccezionali dei parametri, la soglia epidemica non dipen-
de solo dal tasso medio di contatto ma anche dall’ampiezza delle
fluttuazioni.

10.1 Introduzione

All’inizio di un’epidemia, il numero h(t) di nuove infezioni per unità di tem-
po, cioè l’incidenza, è spesso legato al tasso di contatto effettivo a(x) e al tasso
di cura b(x), in cui x è il tempo trascorso dall’infezione, da un’equazione del
tipo

h(t) =
∫ t

0
K(x)h(t − x)dx+h0(t) , (10.1)

in cui
K(x) = a(x)e−

∫ x
0 b(y)dy

e h0(t) è una funzione che dipende dalle condizioni iniziali. Lotka [3, capito-
lo 24] ha mostrato che h(t) e la popolazione totale infetta crescono poi come
eλ t , dove λ è l’unica radice reale dell’equazione

1 =
∫ +∞

0
K(x)e−λx dx . (10.2)
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Gli analoghi in tempo discreto di (10.1) e (10.2) sono il modello della matrice
di popolazione di Leslie e l’equazione caratteristica della matrice di Leslie [3,
capitolo 25]. Eulero aveva già studiato un caso speciale, per cui l’equazione
(10.2) è spesso chiamata «equazione di Eulero-Lotka». Lotka definisce la
riproduttività come

R0 =
∫ +∞

0
K(x)dx . (10.3)

In epidemiologia, R0 è il numero medio di persone infettate da una persona
nel corso della sua infezione. L’incidenza h(t) aumenta asintoticamente (λ >
0) se R0 > 1. Diminuisce (λ < 0) se R0 < 1.

In demografia, h(t) è il numero di nascite per unità di tempo, x è l’età,
a(x) è la fertilità e b(x) è la mortalità. La riproduttività R0 è quindi il numero
medio di figli prodotti da un individuo durante la sua vita.

Molte popolazioni animali e vegetali e molte malattie infettive sono carat-
terizzate da fluttuazioni stagionali. Queste fluttuazioni influenzano sia il tasso
di crescita che la riproduttività. In questo caso, sostituiamo il modello (10.1)
con

h(t) =
∫ t

0
K(t,x)h(t − x)dx+h0(t) , (10.4)

dove K(t,x) è una funzione periodica di t con periodo T, continua e non
negativa. Sia Kλ l’operatore integrale lineare

(Kλ v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)e−λx v(t − x)dx (10.5)

sullo spazio delle funzioni continue T-periodiche. Il tasso di crescita λ è
allora l’unico numero reale tale che il raggio spettrale di questo operatore è
uguale a 1 (proposizione 7.19). La riproduttività R0 può essere definita allo
stesso modo del raggio spettrale dell’operatore K , con

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx,

sullo stesso spazio di funzioni continue T-periodiche. Come prima, λ > 0 se
R0 > 1 e λ < 0 se R0 < 1. Se K(t,x) non dipende da t, queste definizioni e
risultati si riducono a quelli di Lotka.

Supponiamo ora che sia

K(t,x) = [1+ ε cos(ωt)]g(x), (10.6)

in cui ω = 2π/T, |ε| ⩽ 1 e g ⩾ 0. Sia ξ il limite inferiore di tutti i numeri
reali s tali che l’integrale ∫ +∞

0
g(x)e−sx dx
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è finito. Supponiamo ξ < 0. Lasciamo che

ĝn(s) =
∫ +∞

0
g(x)e−sx−niωx dx (10.7)

per tutti n ∈ Z e per qualsiasi numero reale s > ξ .
Si dimostra nel § 10.2 che per tutte le |ε| ⩽ 1, il tasso di crescita λ e la

riproduttività R0 sono le radici reali più grandi delle seguenti equazioni, che
coinvolgono frazioni continue,

1
ĝ0(λ )

−1 = 2Re
ε2/4

1
ĝ1(λ )

−1−
ε2/4

1
ĝ2(λ )

−1−
ε2/4
· · ·

, (10.8)

R0

ĝ0(0)
−1 = 2Re

ε2/4
R0

ĝ1(0)
−1−

ε2/4
R0

ĝ2(0)
−1−

ε2/4
· · ·

, (10.9)

dove Re(z) è la parte reale del numero complesso z. Queste equazioni relati-
vamente semplici e con una sola incognita possono essere usate per calcolare
numericamente il tasso di crescita λ e la riproduttività R0 per tutti |ε|⩽ 1. Per
esempio, se scriviamo λ (ε) per sottolineare la dipendenza del tasso di cresci-
ta dal parametro ε , allora vedremo che in generale abbiamo la disuguaglianza
λ (ε) ̸= λ (0) per ε ̸= 0. In altre parole, la soglia di crescita della popola-
zione (λ > 0) non può essere ottenuta semplicemente facendo la media del
coefficiente periodico 1+ ε cos(ωt) su un periodo, poiché ciò equivarrebbe a
prendere ε = 0.

Dalle equazioni (10.8) e (10.9), mostriamo nel § 10.3 che

λ ≈ λ0 +λ2 ε
2

per ε piccolo, dove λ0 è definito implicitamente e λ2 esplicitamente da

1 = ĝ0(λ0) et λ2 =− 1
2 ĝ0′(λ0)

Re
(

1
1/ĝ1(λ0)−1

)
, (10.10)

dove ′ denota la derivata. Ritroviamo anche il risultato del capitolo 9 per la
riproduttività

R0 ≈ R0,0 +R0,2 ε
2
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per ε piccolo, in cui

R0,0 = ĝ0(0) et R0,2 =
ĝ0(0)

2
Re
(

ĝ1(0)
ĝ0(0)− ĝ1(0)

)
. (10.11)

Nel § 10.4 prendiamo come esempio il modello epidemico S-E-I-S con un
periodo di latenza fisso e un periodo infettivo distribuito esponenzialmente.

10.2 Calcoli

Il raggio spettrale dell’operatore lineare non negativo (10.5) è una funzione
decrescente di λ e il tasso di crescita del modello (10.4) è l’unico numero
reale tale che questo raggio spettrale sia uguale a 1. Quindi, secondo il teore-
ma di Krein-Rutman, il tasso di crescita λ è anche il più grande numero reale
tale che esista una funzione periodica non banale v(t) con∫ +∞

0
K(t,x)e−λx v(t − x)dx = v(t) (10.12)

per tutti i t. Consideriamo prima il caso in cui

K(t,x) = f (t)g(x),

f (t) essendo una funzione T-periodica. Lo sviluppo in serie di Fourier sia

f (t) = ∑
n∈Z

fn eniωt , v(t) = ∑
n∈Z

vn eniωt ,

dove ω = 2π/T. Allora, l’equazione (10.12) è equivalente al seguente sistema
infinito di equazioni lineari

∑
n∈Z

fk−n ĝn(λ )vn = vk (k ∈ Z), (10.13)

dove ĝn è definito dalla formula (10.7).
Consideriamo ora il caso speciale in cui

f (t) = 1+ ε cos(ωt).

Da f (t) = 1+ ε

2 eiωt + ε

2 e−iωt , il sistema (10.13) si scrive

ε

2
ĝk−1(λ )vk−1 + ĝk(λ )vk +

ε

2
ĝk+1(λ )vk+1 = vk (k ∈ Z) . (10.14)
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Questo è un sistema tridiagonale. Riscriviamo come

1
ĝk(λ )

−1 =
ε

2
ĝk−1(λ )

ĝk(λ )

vk−1

vk
+

ε

2
ĝk+1(λ )

ĝk(λ )

vk+1

vk
. (10.15)

Quando k = 0, la precedente equazione si scrive come segue

1
ĝ0(λ )

−1 =
ε2/4

ε

2
ĝ0(λ )

ĝ−1(λ )
v0

v−1

+
ε2/4

ε

2
ĝ0(λ )
ĝ1(λ )

v0
v1

. (10.16)

Ma l’equazione (10.15) con k−1 o k+1 invece di k mostra anche che

ε

2
ĝk(λ )

ĝk−1(λ )

vk

vk−1
=

1
ĝk−1(λ )

−1− ε2/4
ε

2
ĝk−1(λ )
ĝk−2(λ )

vk−1
vk−2

, (10.17)

ε

2
ĝk(λ )

ĝk+1(λ )

vk

vk+1
=

1
ĝk+1(λ )

−1− ε2/4
ε

2
ĝk+1(λ )
ĝk+2(λ )

vk+1
vk+2

. (10.18)

Combiniamo le equazioni (10.16) e (10.17)-(10.18) iterativamente. Ottenia-
mo le frazioni continue

1
ĝ0(λ )

−1 =
ε2/4

1
ĝ−1(λ )

−1−
ε2/4

1
ĝ−2(λ )

−1−
ε2/4
· · ·

+
ε2/4

1
ĝ1(λ )

−1−
ε2/4

1
ĝ2(λ )

−1−
ε2/4
· · ·

.

Poiché ĝk(λ ) e ĝ−k(λ ) sono numeri complessi coniugati, si arriva all’ «equa-
zione caratteristica» (10.8), il tasso di crescita λ essendo la sua soluzione più
grande.

L’equazione (10.9) si ottiene in modo simile dal problema degli autovalori∫ +∞

0
K(t,x)u(t − x)dx = R0 u(t) . (10.19)

R0 è il più grande numero reale tale che questa equazione abbia una so-
luzione non banale u(t) di periodo T. Per il caso speciale K(t,x) = (1 +
ε cos(ωt))g(x), l’equazione (10.19) porta a

ε

2
ĝk−1(0)uk−1 + ĝk(0)uk +

ε

2
ĝk+1(0)uk+1 = R0 uk (k ∈ Z) ,

e dopo calcoli simili all’equazione (10.9).
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10.3 Formule approssimate

Partendo dalle equazioni (10.8)-(10.9), possiamo trovare le approssimazioni
(10.10)-(10.11). Cominciamo con il tasso di crescita λ . Cerchiamo l’ini-
zio di uno sviluppo in serie per ε piccolo della forma λ ≈ λ0 +λ1 ε +λ2 ε2.
Quando ε = 0, il secondo membro dell’equazione (10.8) si annulla e si ottie-
ne λ0 come unica soluzione dell’equazione ĝ0(λ0) = 1, che è naturalmente
identica all’equazione di Eulero-Lotka (10.2). Inoltre, la modifica ε 7→ −ε

corrisponde alla sostituzione di f (t) = 1 + ε cos(ωt) per f (t − T/2). Ora
l’operatore

v(t) 7→
∫ +∞

0
K(t −T/2,x)e−λx v(t − x)dx

sullo spazio delle funzioni T-periodiche ha gli stessi autovalori dell’operatore
(10.5), essendo le autofunzioni spostate di T/2. Per evidenziare la dipendenza
di λ da ε , notiamo che λ (ε). Così λ (−ε) = λ (ε) e λ1 = 0. Il capitolo 9 ha
usato un argomento simile per l’approssimazione di riproduttività R0.

Pertanto, abbiamo λ ≈ λ0 + λ2 ε2 e resta da determinare λ2. Il tasso di
crescita λ è una soluzione dell’equazione implicita (10.8). Poiché ĝ0(λ0) = 1,
vediamo che

ĝ0(λ0)− ĝk(λ0) =
∫ +∞

0
g(x)e−λ0x(1− e−kiωx)dx ̸= 0

per qualsiasi intero k ⩾ 1 se assumiamo per esempio che la funzione g(x)
sia positiva almeno su un piccolo intervallo contenuto in [0; +∞[. Quindi
ĝk(λ0) ̸= 1 e 1/ĝk(λ0)− 1 ̸= 0 per qualsiasi intero k ⩾ 1. Mantenere solo il
termine d’ordine ε2 nel secondo membro dell’equazione (10.8), sostituiamo
il denominatore con la sua approssimazione di ordine inferiore: sostituiamo
ĝ1(λ ) con ĝ1(λ0) e trascuriamo il «resto» della frazione continua perché è di
ordine ε2, che dà

1
ĝ0(λ )

−1 ≈ 2Re
(

ε2/4
1/ĝ1(λ0)−1

)
. (10.20)

Ma

ĝ0(λ )≈ ĝ0(λ0 +λ2 ε
2)≈ ĝ0(λ0)+λ2 ε

2ĝ0
′(λ0) = 1+λ2 ε

2ĝ0
′(λ0).

Usiamo l’approssimazione per ĝ0(λ ) e identifichiamo i termini di ordine ε2

nella relazione (10.20). Questo dà

λ2 =− 1
2 ĝ0′(λ0)

Re
(

1
1/ĝ1(λ0)−1

)
, (10.21)
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che è equivalente alla relazione (10.10). Si noti che questa formula può essere
scritta in una forma leggermente diversa. Infatti, ponendo

c1 =
∫ +∞

0
g(x)e−λ0x cos(ωx)dx , s1 =

∫ +∞

0
g(x)e−λ0x sin(ωx)dx ,

vediamo che ĝ1(λ0) = c1 − is1. Così

λ2 =− 1
2 ĝ0′(λ0)

Re
(

c1 − is1

1− c1 + is1

)
=− 1

2 ĝ0′(λ0)

(1− c1)c1 − s2
1

(1− c1)2 + s2
1
.

Allo stesso modo, poniamo R0 ≈ R0,0 +R0,2 ε2 per ε piccola. Sappiamo
dall’equazione (10.3) o dall’equazione (10.9) con ε = 0 che R0,0 = ĝ0(0).
Mantenendo solo il termine d’ordine ε2 nel secondo membro dell’equazione
(10.9), sostituiamo il denominatore con la sua approssimazione di ordine più
basso, usando R0,0 = ĝ0(0) e trascurando il «resto» della frazione continua
perché è di ordine ε2. Ció dà

R0

ĝ0(0)
−1 ≈ 2Re

(
ε2/4

ĝ0(0)/ĝ1(0)−1

)
e porta alla formula (10.11).

10.4 Un modello S-E-I-S con un periodo di latenza fisso

I modelli epidemici chiamati S-E-I-R o S-E-I-S hanno un periodo di latenza e
un compartimento infettivo. Sono stati oggetto di numerosi studi matematici
o numerici quando, inoltre, il tasso di contatto è periodico.

Supponiamo che il periodo di latenza sia fisso e presentiamo le diverse
formulazioni possibili del modello S-E-I-S. Notiamo che il modello S-E-I-R
porta alle stesse equazioni linearizzate vicino all’equilibrio libero da malattia;
quindi ha la stessa soglia epidemica.

La formulazione con un’equazione differenziale parziale ha tre
compartimenti:

• S(t) è la popolazione suscettibile di tempo t;

• E(t,x) è la popolazione infetta ma non ancora infetta che al tempo t è
stata infettata per x unità di tempo;

• I(t) è la popolazione infetta al tempo t.

I parametri del modello sono
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• N è la popolazione totale, che rimane costante;

• L: il periodo di latenza fisso;

• b: il tasso di recupero delle persone infette, in modo che il periodo
infettivo sia distribuito esponenzialmente;

• a(t): il tasso di contatto effettivo al tempo t, che è una funzione T-
periodica.

Il modello ha la forma

dS
dt

=−a(t)S(t) I(t)/N+b I(t) ,

E(t,0) = a(t)S(t) I(t)/N ,
∂E
∂ t

+
∂E
∂x

= 0 (0 < x < L) ,

dI
dt

= E(t,L)−b I(t) ,

con E(t,x) = 0 per x > L. Integrando l’equazione differenziale parziale lungo
le caratteristiche, otteniamo E(t,L) =E(t−L,0). Il sistema può quindi essere
scritto in una forma più compatta usando equazioni differenziali con ritardo:

dS
dt

(t) =−a(t)S(t) I(t)/N+b I(t) ,

dI
dt
(t) = a(t −L)S(t −L) I(t −L)/N−b I(t) .

Linearizziamo queste equazioni vicino all’equilibrio libero da malattia (S =
N, I = 0). Otteniamo

dI
dt
(t)≈ a(t −L) I(t −L)−b I(t) . (10.22)

Sia h(t) = a(t) I(t) il numero di nuove infezioni per unità di tempo in questo
modello linearizzato. Allora

d
dt

[
ebt I(t)

]
= ebt h(t −L) .

Integriamo tra −∞ e t e facciamo un cambio di variabile. Otteniamo la
seguente equazione integrale per h(t):

h(t) = a(t)
∫ +∞

0
φ(x)h(t − x)dx , (10.23)
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dove

φ(x) =
{

0 se x < L ,

e−b(x−L) se x > L .
(10.24)

Il nucleo è K(t,x) = a(t)φ(x).
Supponiamo come nell’equazione (10.6) che a(t) = a0[1 + ε cos(ωt)],

quindi che K(t,x)= [1+ε cos(ωt)]g(x) con g(x)= a0 φ(x). Dalla definizione
(10.7) segue che:

ĝn(s) = a0

∫ +∞

L
e−b(x−L) e−sx−niωx dx = a0

e−sL−niωL

s+b+niω
. (10.25)

Possiamo quindi risolvere le equazioni implicite (10.8) e (10.9) per il tasso
di crescita λ e riproduttività R0 con diversi valori di parametri utilizzando
una semplice dicotomia. Si noti, per esempio, che il denominatore nel se-
condo membro dell’equazione (10.8) può essere approssimato dal numero
complesso z1 ottenuto dall’algoritmo iterativo

zn =
1

ĝn(λ )
−1 , zk−1 =

1
ĝk−1(λ )

−1− ε2/4
zk

(k = n,n−1, . . . ,2).

L’errore introdotto è molto piccolo se n è presa abbastanza grande; abbiamo
usato n = 20 ma il risultato con n = 2 è già molto vicino. Inoltre, bisognava
fare attenzione alla dicotomia perché le equazioni (10.8) e (10.9) possono
avere diverse radici reali: λ e R0 sono i più grandi. La figura 10.1 mostra la
riproduttività R0 in funzione del periodo di latenza L per diversi valori di ε

ma con T, a0 e b fissati. Abbiamo preso T = 1, log2/b = 1/12 e a0/b = 1,2.
Per un dato valore del periodo di latenza L, la riproduttività può variare

notevolmente a seconda di ε . Per ε = 1, gran parte della curva per R0 è sotto
1, cioè sotto la soglia epidemica, mentre R0,0 = a0/b (il valore corrispondente
a ε = 0) è sopra questa soglia: la media del tasso di contatto prevederebbe un
falso risultato.

Osservazioni.

• La riproduttività R0 è indipendente da L quando si usa ε = 0. Usando
la formula (10.3) o l’equazione (10.9), vediamo che R0 = ĝ0(0) = a0/b
quando ε = 0. Senza periodicità, il periodo di latenza non influenza il
numero di casi secondari perché tutti gli individui sopravvivono al pe-
riodo di latenza e diventano infettivi e perché il tasso di contatto rimane
lo stesso.
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Figura 10.1: La riproduttività R0 in funzione del periodo di latenza L per ε ∈
{0; 0,25 ; 0,5 ; 0,75 ; 1}. Altri parametri: T = 1, log2/b = 1/12 e a0/b = 1,2.

• La riproduttività è una funzione periodica di L, con periodo T. Questo
segue dall’equazione (10.9) e dal fatto che

ĝn(0) = a0
e−niωL

b+niω

rimane invariato quando la L viene sostituita dalla L+T. Intuitivamen-
te, un individuo infetto sperimenta lo stesso ambiente dopo un periodo
latente L o dopo un periodo latente L+T; produce lo stesso numero di
casi secondari.

• La riproduttività R0 non dipende da ε quando L = 0 e quindi anche
quando L è un multiplo intero di T. Quando L = 0, il modello si riduce
a un modello S-I-S con un periodo infettivo distribuito esponenzial-
mente. In questo caso particolare, la riproduttività si ottiene facendo
la media del tasso di contatto (proposizione 7.14). Infatti, possiamo
verificare che R0 = a0/b è una soluzione di (10.9) quando L= 0 perché

R0/ĝn(0)−1 = R0(b+niω)/a0 −1 = niω/b

è puramente immaginaria per qualsiasi intero n ⩾ 1: entrambi i membri
dell’equazione (10.9) sono zero.
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• Per un periodo di latenza fisso L, la riproduttività R0 può essere una
funzione crescente o decrescente di ε . Per capire questo, usiamo la for-
mula approssimativa (10.11) per ε piccola. Mostra che la riproduttività
R0 controlla R0 ≈ R0,0 +R0,2 ε2, con

R0,0 =
a0

b
e R0,2 =

a0

2b
Re
(

1
eiωL(1+ iω/b)−1

)
.

Per ε piccola, R0 è una funzione crescente (o decrescente) di ε se
R0,2 > 0 (o R0,2 < 0). Si noti che R0,2 = 0 se e solo se eiω L(1+ iω/b)−
1 è puramente immaginaria. Questa condizione è scritta

cos(ωL)− ω

b
sin(ωL)−1 = 0.

Sia ψ ∈ ]0,π/2[ l’unico numero reale tale che

cosψ =
1√

1+(ω/b)2
e sinψ =

ω/b√
1+(ω/b)2

,

cioè ψ = arctan(ω/b). Si noti che ψ dipende solo dal prodotto bT.
Quindi R0,2 = 0 se e solo se

cos(ωL+ψ) = cos(ωL)cosψ − sin(ωL)sinψ

=
1√

1+(ω/b)2
= cosψ ,

cioè se ωL + ψ = ±ψ + 2kπ con k ∈ Z. Poiché ω = 2π/T, ve-
diamo che R0,2 = 0 se L = k T o L = (k − ψ/π)T con k ∈ Z. In
particolare, con i valori numerici in figura 10.1, R0,2 = 0 quando
L/T = 1−ψ/π ≈ 0,794. Ma contrariamente a quanto potrebbe sug-
gerire la figura 10.1, le quattro curve corrispondenti ai diversi valori di
ε > 0 (ε non è «piccola») non incrociano la linea orizzontale R0 = a0/b
esattamente a L/T = 1−ψ/π ma molto vicino.

Allo stesso modo, la figura 10.2 mostra il tasso di crescita λ in funzione
del periodo di latenza L per diversi valori di ε ma con i parametri T, a0 e
b fissati come prima. Il tasso di crescita λ non è una funzione periodica
di L: un periodo di latenza più lungo tende a diminuire λ , anche se non
monotonamente a causa delle «risonanze» tra L e T.

Tuttavia, il tasso di crescita λ è ancora indipendente da ε quando L è un
multiplo di T, cioè L = k T per k = 0,1,2... Infatti, ricordiamo che λ0 è la
soluzione unica dell’equazione

ĝ0(λ0) = 1 ⇔ a0 e−λ0kT/(λ0 +b) = 1 .
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Figura 10.2: Il tasso di crescita λ in funzione del periodo di latenza L per ε ∈
{0; 0,25 ; 0,5 ; 0,75 ; 1}. Gli altri parametri sono come in figura 10.1.

Quindi λ = λ0 è anche una soluzione dell’equazione (10.8), perché

1/ĝn(λ )−1 = (λ0 +b+niω)eλ0kT/a0 −1 = niω eλ0kT/a0

è puramente immaginario per qualsiasi intero n ⩾ 1: i lati sinistro e destro
dell’equazione (10.8) sono zero.

Per un periodo di latenza generale L, usando le relazioni (10.10) e
(10.25), vediamo che λ verifica λ ≈ λ0 +λ2 ε2 per ε piccolo, con λ0 definito
implicitamente da

ĝ0(λ0) = 1 ⇔ a0 e−λ0L/(λ0 +b) = 1 .

Come per la λ2, è anche data dalle relazioni (10.10) e (10.25): poiché

ĝ1(λ0) = a0
e−λ0L−iωL

λ0 +b+ iω
= a0

e−λ0L

λ0 +b
× e−iωL

1+ iω/(λ0 +b)
=

e−iωL

1+ iω/(λ0 +b)
,

ĝ0
′(λ0) =−a0

e−λ0L

λ0 +b

(
L+

1
λ0 +b

)
=−

(
L+

1
λ0 +b

)
,
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otteniamo

λ2 =− 1
2 ĝ0′(λ0)

Re
(

1
1/ĝ1(λ0)−1

)
=

1
2[L+1/(λ0 +b)]

Re
(

1
eiωL[1+ iω/(λ0 +b)]−1

)
.

10.5 Conclusione

A parte i modelli S-E-I-S / S-E-I-R menzionati nel paragrafo precedente, la
stabilità lineare dell’equilibrio banale di diversi altri modelli epidemici si
riduce all’equazione (10.4) con K(t,x) dato dalla formula (10.6). In par-
ticolare, questo è il caso del in particolare il caso dei modelli epidemici
con m, compartimenti infetti I1, I2, . . . , Im, dove l’infezione segue un ciclo
(I1 → I2 → ··· Im → I1) e con solo una funzione di contatto sinusoidale (ca-
pitolo 9). Il modello epidemico S-I-S / S-I-R con un periodo di infezione
fisso L e un tasso di contatto sinusoidale corrisponde a g(x) = a0 per x < L e
g(x) = 0 per x > L. Dal momento che

ĝn(s) = a0

(
1− e−sL−niωL

)
/(s+niω)

in questo caso, possiamo dimostrare come nel paragrafo precedente che R0
e λ sono indipendenti da ε quando L è un multiplo di T. Questo è un caso
degenerato, poiché non c’è ragione per cui il periodo infettivo debba avere
una qualsiasi relazione aritmetica con il periodo di contatto, che di solito è
una settimana (meno contatti nei fine settimana) o un anno (meno contatti
durante le vacanze estive per le malattie infantili e maggiore probabilità di
trasmissione di malattie trasmesse per via aerea durante l’inverno).

Il significato più generale di questi risultati è che la sostituzione con la
media per R0 e λ , cioè l’ottenimento dello stesso risultato per ε = 0 e ε ̸= 0,
dovrebbe essere considerata un evento raro. A parte i casi degenerati simili a
quelli già menzionati, l’unica situazione in cui la media è corretta è quella con
un compartimento infettivo, un periodo infettivo distribuito esponenzialmente
e nessun periodo latente (proposizione 7.14). Per esempio, tale sostituzione
non è corretto nel caso di due compartimenti infettivi come per le malattie
trasmesse da vettori, o nel caso di un periodo infettivo che non è distribuito
esponenzialmente, o nel caso di un periodo di latenza non nullo.



Capitolo 11

Risonanza del tasso di crescita

Vi sono stati molti studi sulla risonanza tra il periodo naturale
di una malattia endemica e un tasso di contatto periodico sta-
gionale. Questo capitolo non si concentra sulla risonanza per
le malattie endemiche ma sulla risonanza per le malattie emer-
genti. La periodicità può avere una grande influenza sul tasso
di crescita iniziale e quindi sulla soglia epidemica. La risonan-
za si verifica quando l’equazione di Eulero-Lotka ha una radi-
ce complessa la cui parte immaginaria è vicina alla pulsazione
del tasso di contatto e la cui parte reale non è troppo lontana
dal tasso di crescita. Questo fenomeno di risonanza è illustrato
su diversi modelli semplici di epidemie con contatti settimanali
che variano periodicamente. Le sorprendenti differenze tra un
modello periodico S-E-I-R con un periodo di latenza distribuito
esponenzialmente e lo stesso modello con un periodo di latenza
fisso sono spiegate.

11.1 Introduzione

Le malattie infettive possono presentare oscillazioni smorzate vicino a uno
stato stazionario endemico [2, § 2.5.1]. Infatti, con un modello semplice for-
mato da un sistema di equazioni differenziali ordinarie, gli autovalori della
matrice Jacobiana in questo punto di equilibrio possono essere complessi, il
che determina un certo «periodo naturale» di oscillazione. Dagli anni ’70,
e in particolare dall’ascesa della «teoria del caos», molti lavori hanno dimo-
strato che la risonanza tra questo periodo naturale e un tasso di contatto pe-
riodico o un altro fattore periodico può indurre un comportamento dinamico
inaspettato, anche per modelli non lineari molto semplici (vedansi § 16.1 e
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[24]). In primo luogo, quando le equazioni linearizzate vicino all’equilibrio
endemico hanno un autovalore complesso x+ iy con una parte immaginaria y
vicina alla pulsazione ω del tasso di contatto e con una parte reale x vicina a
0 («risonanza semplice»), allora oscillazioni relativamente piccole del tasso
di contatto possono causare grandi oscillazioni della prevalenza. In secondo
luogo, quando il rapporto y/ω è vicino a un numero razionale p/q ̸= 1 con
piccoli interi p e q e per ampiezze di oscillazione sufficientemente grandi del
tasso di contatto, la prevalenza può oscillare a una frequenza subarmonica.
Anche il caos può verificarsi per certi intervalli dei valori dei parametri. In
questo modo, la teoria potrebbe tentare di spiegare le serie temporali dell’in-
cidenza di certe malattie come il morbillo, che un tempo era endemico ma
con picchi epidemici ogni due anni circa in certe città e il cui «periodo na-
turale» di oscillazione vicino al suo equilibrio endemico era quindi ritenuto
vicino ai due anni. Anche in ecologia vi sono simili fenomeni di risonanza
tra un ambiente fluttuante e un periodo naturale di oscillazione vicino a uno
stato stazionario non nullo.

Indipendentemente da questo, è noto dal lavoro di Lotka [52] che l’equa-
zione caratteristica (10.2) o equazione di Eulero-Lotka per modelli lineari a
tempo continuo può anche avere radici complesse, che causano «onde di po-
polazione». Lotka credeva che vi sia sempre un numero infinito di tali radici
e che una di esse abbia un periodo naturale associato vicino a una genera-
zione, cioè due o tre decenni per le popolazioni umane. Coale ha studiato il
caso della fertilità periodica e ha trovato un aumento significativo del tasso di
crescita del modello quando il periodo di fertilità è vicino a una generazione.
Altri lavori hanno studiato la risonanza nei modelli lineari a matrice a tempo
discreto: dato il legame tra modelli a tempo discreto e a tempo continuo, la
risonanza si verifica quando la matrice che descrive la crescita in un ambiente
costante ha un autovalore complesso x+ iy tale che arctan(y/x) è vicino a ω

e tale che il modulo è vicino al raggio spettrale della matrice.
I modelli ottenuti linearizzando i modelli epidemici non lineari vicino al-

l’equilibrio libero da malattia (non vicino all’equilibrio endemico) sono molto
simili ai modelli lineari di popolazione menzionati nel paragrafo precedente;
la variabile età è sostituita dal tempo dall’infezione. Pertanto, ci si aspetta
che la risonanza del tasso di crescita iniziale possa verificarsi anche in un am-
biente periodico, che cambia significativamente la soglia epidemica. Questo
può avere conseguenze importanti per le malattie emergenti. Va notato, tut-
tavia, che per molte malattie trasmesse per via aerea, il tempo medio tra due
generazioni di infezione è dell’ordine di una o due settimane; questo dipende
dal periodo di latenza. Così, la risonanza a priori è attesa solo se il tasso di
contatto varia con un periodo dello stesso ordine di grandezza, tipicamente
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se varia su base settimanale. Questo non è irragionevole se si pensa che i
tassi di contatto possono essere diversi tra i giorni feriali e i fine settimana.
Per i bambini in età scolare, è probabile che il tasso di contatto cada nei fine
settimana.

Il § 11.2 ricorda come calcolare il tasso di crescita in modelli di popola-
zione lineari, periodici e continui nel tempo. Viene data una formula generale
per il disturbo del primo ordine; essa introduce la nozione di valore riprodut-
tivo in un ambiente periodico. Ma per una piccola perturbazione periodica
di un modello con coefficienti che non dipendono dal tempo, questa formula
mostra che è necessario includere un termine del secondo ordine per studiare
la risonanza del tasso di crescita.

Il § 11.3 presenta tre diversi metodi per studiare la risonanza. I primi due
metodi, uno puramente numerico, l’altro parzialmente analitico, sono basati
sui risultati del capitolo 10. Il terzo metodo suggerisce, come ci si aspette-
rebbe, che la risonanza del tasso di crescita si verifica quando l’equazione
di Eulero-Lotka ha una radice complessa con una parte immaginaria vicina
all’impulso del tasso di contatto e una parte reale vicina al tasso di crescita;
esiste anche un’ulteriore condizione tecnica.

Il § 11.4 applica i tre metodi a cinque modelli epidemici classici con tassi
di contatto periodici per mostrare come modelli relativamente simili possono
avere proprietà molto diverse:

• un modello S-I-R con un periodo infettivo distribuito esponenzialmen-
te; la risonanza del tasso di crescita iniziale è impossibile. Lo scopo è
quello di sottolineare che questo modello è eccezionale nel senso che il
tasso di crescita iniziale è addirittura completamente indipendente dalla
frequenza del fattore periodico.

• un modello S-I-R con un periodo infettivo fisso, per il quale la risonan-
za è possibile. Ma con i valori dei parametri scelti qui, la risonanza è
molto debole.

• un modello S-E-I-R con un periodo latente e un periodo infettivo che
sono distribuiti esponenzialmente; la risonanza è impossibile (veda-
si capitolo 9) ma il tasso di crescita dipende dal fattore periodico,
diversamente dal primo modello S-I-R.

• un modello S-E-I-R con un periodo latente fisso e un periodo infettivo
distribuito esponenzialmente, dove a differenza dei modelli precedenti
è possibile una forte risonanza, come nel capitolo 10.

• un modello S-E-I-R con un periodo latente distribuito in modo gamma
e un periodo infettivo distribuito in modo esponenziale; si tratta di una
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generalizzazione dei due modelli precedenti, che mostra come la riso-
nanza diventa impossibile quando la distribuzione del periodo latente
cambia progressivamente da una massa di Dirac a una distribuzione
esponenziale.

Un punto chiave è che l’equazione di Eulero-Lotka per il modello autono-
mo può non avere alcuna radice complessa oltre alla sua radice reale. Na-
turalmente, è noto da tempo che due modelli epidemici con solo una diver-
sa distribuzione per il tempo trascorso in un compartimento possono avere
diverse proprietà qualitative, per esempio rispetto all’esistenza di soluzioni
periodiche per modelli epidemici autonomi.

In sintesi, la regola a priori biologicamente ragionevole che la risonanza
della soglia epidemica è importante quando la frequenza dell’ambiente è vici-
na a una frequenza naturale della malattia non funziona sempre. Sorprenden-
temente, non funziona per i modelli più semplici, i modelli S-I-R e S-E-I-R
con periodi di latenza e infettività distribuiti esponenzialmente. Questa regola
dovrebbe essere sostituita da uno studio più accurato delle radici complesse
dell’equazione di Eulero-Lotka. Un fenomeno di risonanza simile può verifi-
carsi per la riproduttività R0 (capitolo 10). Le stime in R0 dovrebbero quindi
essere riviste per le malattie che si propagano in un ambiente periodico.

L’appendice 11.6 contiene una dimostrazione della crescita esponenziale
del valore riproduttivo totale di una popolazione in un ambiente periodico;
questo è un corollario del nostro studio e una generalizzazione di un classico
risultato di Fisher per modelli autonomi.

11.2 Teoria perturbativa: formule del primo ordine

11.2.1 Tasso di crescita iniziale come autovalore

Quando si studia la stabilità dell’equilibrio libero da malattia di un modello
epidemico, si inizia linearizzando il modello vicino a questo equilibrio. Il
sistema lineare risultante può essere generalmente scritto come un’equazione
integrale di rinnovo della forma

h(t) =
∫ t

0
K(t,x)h(t − x)dx+h0(t) , (11.1)

dove il nucleo K(t,x) è una funzione non negativa e T-periodica rispetto a t se
il sistema iniziale ha coefficienti T-periodici. Si noti qui che h(t) può essere
un vettore (h1(t), . . . ,hm(t)), dove il pedice i = 1, . . . ,m rappresenta diversi
tipi di persone infette, mentre K(t,x) è una matrice quadrata di ordine m. La
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funzione hi(t) rappresenta il numero di nuove persone che entrano nel com-
partimento infetto i per unità di tempo al tempo t. La funzione Ki, j(t,x) dà
il numero medio di infezioni del tipo i prodotte per unità di tempo al tempo t
da una persona infettata al tempo t−x che entra nel compartimento j. Quindi
x è il tempo dall’infezione. La funzione vettoriale h0(t) dipende solo dalle
condizioni iniziali.

Per semplicità, considereremo solo il caso m = 1 poiché è sufficiente per
gli esempi nei paragrafi seguenti. Questo caso si verifica, per esempio, quan-
do si considera una singola popolazione di persone infette con un tasso di
contatto effettivo a(t,x) (prodotto del tasso di contatto e della probabilità di
trasmissione per contatto) e un tasso di guarigione b(t,x) che dipendono dal
tempo t e dal tempo x dall’infezione. Si suppone che le funzioni a(t,x) e
b(t,x) siano T-periodiche rispetto a t. Sia I(t,x) la densità di popolazione
infettata da x unità di tempo al tempo t. Nell’approssimazione lineare vicino
all’equilibrio libero da malattia, I(t,x) è una soluzione del sistema

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

+b(t,x) I(t,x) = 0 , I(t,0) =
∫ +∞

0
a(t,x) I(t,x)dx. (11.2)

Sia h(t) = I(t,0). Allora h(t) verifica l’equazione (11.1) con

K(t,x) = a(t,x)σ(t − x,x), σ(τ,x) = exp
(
−
∫ x

0
b(τ + y,y)dy

)
. (11.3)

La funzione σ(τ,x) è la probabilità che una persona appena infettata al
tempo τ sia ancora infettata al tempo τ + x. Il tasso di crescita iniziale λ

dell’epidemia è l’unico numero reale tale che l’equazione integrale

v(t) =
∫ +∞

0
e−λx K(t,x)v(t − x)dx (11.4)

ha una soluzione v(t) non negativa, non banale e T-periodica (capitolo 7). È
anche l’unico numero reale λ tale che esiste una funzione v(t,x) non negativa,
non banale, T-periodica rispetto a t, che soddisfa le relazioni

∂v
∂ t

+
∂v
∂x

+b(t,x)v(t,x) =−λ v(t,x) , v(t,0) =
∫ +∞

0
a(t,x)v(t,x)dx

(11.5)

e la condizione di normalizzazione

1
T

∫ T

0

∫ +∞

0
v(t,x)dx dt = 1. (11.6)
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Il tasso di crescita λ è ancora l’unico numero reale tale che esiste una fun-
zione w(t,x) non negativa, non banale, T-periodica rispetto a t, che soddisfa
l’equazione aggiunta

∂w
∂ t

+
∂w
∂x

−b(t,x)w(t,x)+a(t,x)w(t,0) = λ w(t,x) , (11.7)

e la condizione di normalizzazione

⟨v,w⟩= 1
T

∫ T

0

∫ +∞

0
v(t,x)w(t,x)dx dt = 1. (11.8)

La terzina (λ ,v,w) è quella della proposizione 7.22.
Chiamiamo w(t,x) il «valore riproduttivo di un individuo infetto da x unità

di tempo al tempo t». Nei modelli demografici, a(t,x) sarebbe la fertilità e
b(t,x) la mortalità. A parte la normalizzazione, questa funzione w(t,x) è la
generalizzazione per il modello a coefficienti periodici della definizione di
Fisher [85, p. 379] per il valore riproduttivo nei modelli autonomi.

Con questa definizione di w(t,x), si può anche generalizzare un’osserva-
zione di Fisher mostrando che il valore riproduttivo totale di una popolazione
che verifica il sistema (11.2), definito da

W(t) =
∫ +∞

0
I(t,x)w(t,x)dx , (11.9)

è uguale a W(0)eλ t (appendice 11.6).

11.2.2 Formule perturbative di primo ordine per il tasso di crescita

Consideriamo prima il caso in cui b(t,x) = b0(t,x)+ ε b1(t,x), con due fun-
zioni b0(t,x) e b1(t,x) periodiche rispetto a t e dello stesso periodo. Scri-
viamo la prima equazione di (11.5) nella forma Lε v = λ v, dove Lε è un
operatore differenziale lineare su uno spazio di funzioni T-periodiche (rispet-
to alla variabile t) che soddisfano il vincolo dato dalla seconda equazione
di (11.5). Allora Lε = L0 + ε M con (M v)(t,x) = −b1(t,x)v(t,x). Sia
(λ0,v0,w0) la tripla associata a L0. Secondo la teoria perturbativa degli
operatori lineari [25, capitolo XI], che dà una formula analoga alla formu-
la (6.14) in dimensione finita, l’autovalore principale λε associato a Lε è tale
che λε = λ0 + ε Λ+o(ε) quando ε → 0, dove

Λ = ⟨M v0,w0⟩=− 1
T

∫ T

0

∫ +∞

0
b1(t,x)v0(t,x)w0(t,x)dx dt . (11.10)

Si noti che Λ < 0 se b1 > 0, come dovrebbe essere.
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Allo stesso modo, si consideri il caso in cui a(t,x) = a0(t,x)+ ε a1(t,x),
con due funzioni a0(t,x) e a1(t,x) periodiche rispetto a t. Scriviamo
l’equazione (11.7) nella forma L ′

ε v = λ v. Allora L ′
ε = L ′

0 + ε N con
(N w)(t,x) = a1(t,x)w(t,0). Si noti che (λ0,w0,v0) è la tripla associata
a L ′

0 . La stessa teoria perturbativa mostra che l’autovalore principale λε

associato a L ′
ε è tale che λε = λ0 + ε Λ′+o(ε) quando ε → 0, dove

Λ
′ = ⟨N w0,v0⟩=

1
T

∫ T

0
w0(t,0)

∫ +∞

0
a1(t,x)v0(t,x)dx dt . (11.11)

Si noti che Λ′ > 0 se a1 > 0, come dovrebbe essere.

Coefficienti indipendenti dal tempo. Se a(t,x) = a0(x) e b(t,x) = b0(x),
allora l’equazione (11.4) mostra che il tasso di crescita λ0 è l’unica soluzione
reale dell’equazione di Eulero-Lotka

1 =
∫ +∞

0
e−λ0 x K0(x)dx (11.12)

dove

K0(x) = a0(x)σ0(x), σ0(x) = exp
(
−
∫ x

0
b0(y)dy

)
.

Le soluzioni delle equazioni (11.5)-(11.6) e (11.7)-(11.8) sono date da for-
mule dovute a Lotka e Fisher per la piramide delle età e per il valore
riproduttivo:

v0(x) =
e−λ0x σ0(x)∫ +∞

0 e−λ0y σ0(y)dy
,

w0(x) = w0(0)
∫ +∞

x
e−λ0(y−x) σ0(y)

σ0(x)
a0(y)dy . (11.13)

Se b(x) = b0(x)+ εb1(x) o a(x) = a0(x)+ ε a1(x), allora le formule (11.10)
e (11.11) si riducono a

Λ =−
∫ +∞

0 b1(x)
∫ +∞

x e−λ0y σ0(y)a0(y)dy dx∫ +∞

0 xe−λ0x σ0(x)a0(x)dx
,

Λ
′ =

∫ +∞

0 e−λ0x σ0(x)a1(x)dx∫ +∞

0 xe−λ0x σ0(x)a0(x)dx
. (11.14)



174

Coefficienti indipendenti di x. Se a(t,x) = a(t) e b(t,x) = b(t), allora le
soluzioni delle equazioni (11.4), (11.5)-(11.6) e (11.7)-(11.8) sono

λ =
1
T

∫ T

0
(a(t)−b(t))dt ,

v(t,x) =
a(t − x) e−

∫ t
t−x a(τ)dτ

ψ(t)
1
T
∫ T

0 ψ(τ)dτ
, w(t,x) =

1
T
∫ T

0 ψ(τ)dτ

ψ(t)
,

dove abbiamo impostato

ψ(t) = e−λ t+
∫ t

0(a(τ)−b(τ))dτ .

Il valore riproduttivo w(t,x) è allora indipendente da x. Se b(t) = b0(t) +
εb1(t) o a(t) = a0(t)+ε a1(t), allora le formule (11.10) e (11.11) si riducono
a

Λ =− 1
T

∫ T

0
b1(t)dt , Λ

′ =
1
T

∫ T

0
a1(t)dt ,

come è appropriato data l’espressione in λ .

Piccolo disturbo periodico del caso autonomo. Consideriamo ora il ca-
so di una piccola perturbazione periodica di una situazione autonoma della
forma

a(t,x) = (1+ ε cosωt)a0(x) , b(t,x) = b0(x) (11.15)
con |ε|⩽ 1. In questo caso, il nucleo (11.3) assume la forma

K(t,x) = (1+ ε cosωt)g(x) , (11.16)

con g(x) = a0(x)σ0(x). Le funzioni v0(t,x) e w0(t,x) sono sempre indi-
pendenti da t e date dalle formule (11.13). Poiché la media temporale di
a1(t,x) = cos(ωt)a0(x) è zero, la formula (11.11) mostra che Λ′ = 0. Quindi
λε = λ0 + o(ε). Dobbiamo studiare il termine d’ordine ε2 per vedere come
può avvenire la risonanza del tasso di crescita λε .

Non tutte le situazioni interessanti sono della forma (11.15). Per esempio,
se si studia l’influenza di un piccolo cambiamento del clima su una malattia
trasmessa da vettori, allora a0(t,x) e b0(t,x) saranno funzioni periodiche del
tempo a causa della stagionalità della popolazione del vettore. In tal caso, la
variazione di primo ordine del tasso di crescita data dalla formula (11.11) è
probabile che sia non zero.

Nel resto di questo capitolo (tranne che nell’appendice), l’attenzione sarà
concentrata sui modelli linearizzati che possono essere scritti come un’equa-
zione di rinnovo (11.1) con un nucleo K(t,x) della forma (11.16), anche se al-
cuni di questi modelli non possono essere scritti come equazione differenziale
parziale (11.2).
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11.3 Formula del secondo ordine e risonanza

Il capitolo 10 ha sviluppato un metodo numerico speciale per calcolare il tasso
di crescita λε quando il nucleo K(t,x) è della forma (11.16). Si noti, tuttavia,
che i metodi in 9 e 10 potrebbero gestire un fattore periodico arbitrario, in
particolare il caso di una funzione di passo periodica, che è più realistica non
solo per la differenza annuale tra il periodo scolastico e le vacanze ma anche
per la differenza settimanale tra i giorni della settimana e i fine settimana.

Possiamo vagamente dire che c’è «risonanza» se λε è significativamente
più grande di λ0 quando ε ̸= 0 è a certi valori speciali dell’impulso ω , cioè se
certe frequenze speciali favoriscono la crescita. Le domande allora sono: può
verificarsi la risonanza e se sì, per quali valori dei parametri?

Il primo e più ovvio modo di rispondere a queste domande è calcolare
numericamente la λε e confrontarla con la λ0. Il capitolo 10 ha mostrato che
il tasso di crescita λε definito dalle equazioni (11.4) e (11.16) è la più grande
radice reale della seguente equazione, che coinvolge una frazione continua:

1/ĝ0(λ )−1 = 2Re
ε2/4

1/ĝ1(λ )−1−
ε2/4

1/ĝ2(λ )−1−
ε4/4
· · ·

, (11.17)

dove Re denota la parte reale e dove per definizione

ĝn(λ ) =
∫ +∞

0
g(x)e−λ x−niωx dx (11.18)

è la trasformata di Laplace di g(x) calcolata in λ + niω . Quando
ε = 0, l’equazione (11.17) si riduce a ĝ0(λ ) = 1, che è l’equazione di
Eulero-Lotka (11.12).

C’è un secondo metodo per rivelare la risonanza. Il capitolo 10 fornisce
una formula approssimata del secondo ordine per λε quando ε è piccola:

λε = λ0 +α ε
2 +o

(
ε

2) con α =− 1
2 ĝ0′(λ0)

Re
(

1
1/ĝ1(λ0)−1

)
.

(11.19)
In questo modo, vediamo che la risonanza si verifica se α > 0 e α non sono
piccole rispetto a λ0. Queste condizioni possono essere facilmente controllate
numericamente.

Infine, c’è un terzo e forse più interessante metodo per rilevare la risonan-
za. Ci si aspetta che la risonanza avvenga quando l’equazione di Eulero-Lotka
(11.12) ha una coppia di radici complesse coniugate λ = x± iy con la parte
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immaginaria y vicina a ω e la parte reale x vicina al tasso di crescita λ0. Infat-
ti, supponiamo che λ = ξ + iω sia una radice esatta dell’equazione (11.12).
Allora

ĝ1(ξ ) =
∫ +∞

0
g(x)e−ξ x−iωx dx = 1 .

Se la parte reale ξ è vicina a λ0, più precisamente se (λ0 − ξ )/ω è piccola,
abbiamo circa

ĝ1(λ0)≈ ĝ1(ξ )+(λ0 −ξ )ĝ1
′(ξ ) = 1+(λ0 −ξ )ĝ1

′(ξ ) .

Sostituiamo questa approssimazione nella formula (11.19) per α con λ0 − ξ

che è piccola. Otteniamo

α ≈ 1
2 ĝ0′(λ0)(λ0 −ξ )

Re
(

1
ĝ1′(ξ )

)
. (11.20)

Sappiamo che, per qualsiasi radice λ = ξ + iω dell’equazione (11.12), la
disuguaglianza stretta ξ < λ0 è vera. Infatti, con

1 =
∫ +∞

0
e−λ0xg(x)dx, 1 =

∫ +∞

0
e−(ξ+iω)xg(x)dx,

abbiamo prima di tutto

1 =

∣∣∣∣∫ +∞

0
e−(ξ+iω)xg(x)dx

∣∣∣∣⩽ ∫ +∞

0
e−ξ xg(x)dx.

Quindi ξ ⩽ λ0. Se avessimo ξ = λ0, dedurremmo sottraendo

0 =
∫ +∞

0
e−λ0x

(
1− e−iωx

)
g(x)dx,

la cui parte reale darebbe

0 =
∫ +∞

0
e−λ0x[1− cos(ωx)]g(x)dx,

che è impossibile se la funzione non negativa g(x) non è identicamente zero.
Quindi ξ < λ0.

Si noti anche che

ĝ0
′(λ0) =−

∫ +∞

0
xg(x)e−λ0x dx < 0 .
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Inoltre, per qualsiasi numero complesso z = x + iy, abbiamo Re(1/z) =
x/(x2 + y2); il segno di Re(1/z) è uguale al segno di Re(z). Quindi per la
formula (11.20), dobbiamo solo determinare il segno di Re(ĝ1

′(ξ )). Se

Re(ĝ1
′(ξ ))< 0,

allora α è positivo e grande a causa del piccolo denominatore λ0 − ξ . In al-
tre parole, λε è significativamente più grande di λ0: c’è risonanza. Il grado
di risonanza è misurato in un certo senso dalla distanza λ0 − ξ . Più pic-
colo è, maggiore è la risonanza. Ricordiamo anche che la λ0 − ξ è legata
alla velocità con cui la popolazione tende alla sua forma stabile (nel senso di
Lotka, con la durata dell’infezione x che sostituisce l’età). Nei modelli epi-
demici, questa nozione non è molto importante perché i termini non lineari
dominano rapidamente la dinamica. La condizione Re(ĝ1

′(ξ ))< 0 dovrebbe
essere considerata come un’ulteriore condizione tecnica per il verificarsi della
risonanza.

Per questo terzo metodo, un punto importante è che l’equazione di Eulero-
Lotka può non avere alcuna radice complessa oltre a quella reale. Questo di-
stingue i modelli in cui la risonanza può avvenire da quelli in cui non avviene.
Anche se è possibile calcolare il tempo medio di generazione in ogni model-
lo, questo non significa che ci sia sempre una radice complessa dell’equa-
zione di Eulero-Lotka con una parte immaginaria vicina a questo tempo di
generazione.

Nel prossimo paragrafo, studieremo questi tre metodi per diversi semplici
modelli epidemici con un tasso di contatto periodico, per mostrare come mo-
delli molto simili a priori possono avere proprietà molto diverse rispetto alla
risonanza del tasso di crescita iniziale.

11.4 Esempi

11.4.1 Modello periodico S-I-R

Sia S(t) il numero di persone suscettibili, I(t) il numero di persone infette e
R(t) il numero di persone guarite. Sia N = S(t)+ I(t)+R(t) la popolazione
totale, che è costante. Consideriamo il modello dato da

dS
dt

=−a(t)S
I
N
,

dI
dt

= a(t)S
I
N
−b I ,

dR
dt

= b I ,

con a(t) = a0(1+ ε cosωt) e |ε|⩽ 1. Le proporzioni

s(t) = S(t)/N, i(t) = I(t)/N, r(t) = R(t)/N
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verificare
ds
dt

=−a(t)s i ,
di
dt

= a(t)s i−bi ,
dr
dt

= bi .

con s+ i+ r = 1. Il parametro a(t) è il tasso di contatto effettivo con un
periodo T = 2π/ω . Il parametro b è il tasso di recupero. In contrasto con
il lavoro sulla risonanza per le malattie endemiche, l’aggiunta di nascite e
morti o il ritorno al comparto suscettibile non sono importanti per la soglia
epidemica. Questi termini sono stati omessi in questo modello e anche negli
altri modelli seguenti per mantenere la discussione il più semplice possibile.

L’equilibrio senza malattia è (s, i,r) = (1,0,0). Linearizziamo il sistema
vicino a questo equilibrio e poniamo h(t) = a(t) i(t); questo è il numero di
nuove infezioni per unità di tempo in questa approssimazione. Possiamo ve-
rificare che h(t) è una soluzione di un’equazione della forma (11.1) con un
nucleo dato dalla formula (11.16). Utilizzando le relazioni (11.12), (11.18) e
(11.19), troviamo facilmente

g(x) = a0 e−bx , ĝn(λ ) = a0/(b+λ +niω) , λ0 = a0 −b , α = 0 .

Il primo metodo per individuare la risonanza è quello di calcolare nu-
mericamente λε . Per questo modello, il capitolo 10 ha già notato che
λ = ā− b = λ0 è una radice di (11.17) per tutte le |ε| ⩽ 1, ma a priori for-
se non la più grande. Quindi possiamo sospettare che λε = λ0. E infatti,
partendo dalla definizione (11.4) di λε , possiamo mostrare che λε è esatta-
mente uguale a λ0 (vedasi l’osservazione dopo il corollario 7.20). Non c’è
risonanza, qualunque siano i valori dei parametri.

Il secondo metodo si concentra su α . Qui α è zero, il che tende a confer-
mare che non c’è risonanza. Per quanto riguarda il terzo metodo, notiamo che
λ0 è l’unica radice in tutto il piano complesso dell’equazione di Eulero-Lotka
(11.12): non c’è risonanza.

11.4.2 Modello S-I-R con un periodo di infezione fisso

Analizziamo direttamente il modello per le proporzioni ma mantenendo le
lettere maiuscole S-I-R

dS
dt

(t) =−a(t)S(t) I(t) ,

dI
dt
(t) = a(t)S(t) I(t)−a(t − τ)S(t − τ) I(t − τ) ,

dR
dt

(t) = a(t − τ)S(t − τ) I(t − τ) ,
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con S+ I+R = 1 e a(t) = a0(1+ ε cosωt). Il parametro τ è la durata del
periodo infettivo.

L’equilibrio senza malattia è (S, I,R) = (1,0,0). Il numero di nuove in-
fezioni per unità di tempo nel modello linearizzato, h(t) = a(t) I(t), è una
soluzione di un’equazione della forma (11.1) con un nucleo (11.16). Qui

g(x) =
{

a0 se x < τ,
0 se x > τ,

ĝn(λ ) =

{
a0 τ se λ +niω = 0,
a0

1−e−λτ−niωτ

λ+niω altrimenti,

e

1 = a0
1− e−λ0τ

λ0
. (11.21)

Si noti che λ0 è una funzione implicita di τ ma che

τ =− 1
λ0

log
(

1− λ0

a0

)
. (11.22)

Inoltre λ0 →−∞ quando τ → 0, λ0 cambia segno quando τ = 1/a0 e λ0 → a0
quando τ → +∞; questo può essere facilmente dimostrato con le relazioni
(11.21) e (11.22). La formula (11.19) per α non può davvero essere semplifi-
cata. Supponiamo la settimana T = 2π/ω = 1. Come esempio, consideriamo
il caso in cui a0 = 1 alla settimana.

Con il primo metodo, la figura 11.1(a) mostra come il tasso di crescita λε

dipende dal periodo di infezione τ per 0 < τ < 2,5 e per vari valori di ε . Uno
zoom sulla figura mostrerebbe che λε > λ0 per ε ̸= 0 quando 1 < τ < 1,43 e
quando 2 < τ < 2,44 (circa). Tuttavia, la differenza non è significativa. C’è
solo una debole risonanza.

Con il secondo metodo, la figura 11.1(b) mostra come il coefficiente α

dipende dal periodo infettivo τ nello stesso intervallo. Numericamente, α > 0
per 1 < τ < 1,43 e 2 < τ < 2,44, come dovrebbe. Il massimo di α/λ0, che si
raggiunge quando τ ≈ 1,17, è circa 9%. Questo conferma la debolezza della
risonanza.

Con il terzo metodo, ricordiamo prima che esiste sempre una sola radice
reale λ0 dell’equazione di Eulero-Lotka (11.21). Ma questa equazione ha
anche un numero infinito di coppie di radici complesse coniugate: questo è
il caso più generale per i modelli in cui g(x) ha un supporto compatto. Tra
queste radici complesse, alcune possono avere una parte immaginaria uguale
a ω per alcuni valori particolari di τ . Per trovare questi valori, si noti che
l’equazione (11.21) con λ = x+ iy invece di λ0 è equivalente (se si esclude
x = y = 0) al sistema reale x = a0 (1− e−xτ cos(yτ)) e y = a0 e−xτ sin(yτ).
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Figura 11.1: Risonanza debole nel modello periodico S-I-R con un periodo infettivo
fisso. (a) Tasso di crescita λε in funzione del periodo infettivo τ per vari valori di ε .
(b) Il coefficiente α come funzione di τ .

Mettiamo y = ω ed eliminiamo x dalla seconda equazione. Otteniamo una
sola equazione per τ:

1
ωτ

log
[

ω

a0 sin(ωτ)

]
− 1

tan(ωτ)
+

a0

ω
= 0 . (11.23)

Il primo membro è una funzione continua di τ per tutte le nT< τ < (n+1/2)T
e tutti gli interi n ⩾ 1, che tende a −∞ quando τ → nT+ e che tende a +∞

quando τ → (n+1/2)T−. Quindi (11.23) ha un numero infinito di soluzioni
positive τ1 < τ2 < · · · . Per il nostro esempio dove ω = 2π e a0 = 1, otteniamo:
τ1 ≈ 1,19, τ2 ≈ 2,20, τ3 ≈ 3,21. . .

Quando τ = τ1, le radici complesse coniugate dell’equazione (11.21) con
la parte reale maggiore sono x1 ± iω o x1 ≈ −1,61, mentre λ0 ≈ 0,30. Co-
sì, anche se la condizione tecnica Re(ĝ1

′(x1)) ≈ −1,2 < 0 è soddisfatta, la
differenza tra x1 e λ0 è troppo grande perché possa verificarsi una risonanza
significativa: (λ0 − x1)/ω ≈ 0,30. Analogamente quando τ = τ2, le radici
complesse coniugate dell’equazione (11.21) con la seconda parte reale più
grande sono x2 ± iω con x2 ≈ −0,85, mentre λ0 ≈ 0,85. Così, anche se la
condizione tecnica Re(ĝ1

′(x2)) ≈ −2,23 < 0 è soddisfatta, la differenza tra
x2 e λ0 è di nuovo troppo grande perché possa verificarsi una risonanza si-
gnificativa: (λ0 −x2)/ω ≈ 0,27. La stessa conclusione vale per le altre radici
complesse che per τ = τn hanno una parte immaginaria uguale a ω .

11.4.3 Modello periodico S-E-I-R

Ora supponiamo che ci sia una proporzione E(t) della popolazione che è in-
fettata ma non ancora infettiva, cioè nella fase di latenza. Consideriamo il
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modello per le proporzioni

dS
dt

=−a(t)SI ,
dE
dt

= a(t)SI− cE,
dI
dt

= cE−b I ,
dR
dt

= b I ,

con S+E+ I+R= 1 e a(t) = a0(1+ε cosωt). Il nuovo parametro c è il tasso
al quale gli individui infetti diventano contagiosi. Quando c → +∞, questo
modello tende al modello S-I-R del § 11.4.1.

L’equilibrio senza malattia è (S,E, I,R) = (1,0,0,0). Il numero di nuove
infezioni per unità di tempo nel modello linearizzato, h(t) = a(t) I(t), è una
soluzione di un’equazione della forma (11.1) con un nucleo (11.16). Qui,

g(x) = a0 c
e−cx − e−bx

b− c
, ĝn(λ ) =

a0 c
(λ + c+niω)(λ +b+niω)

,

λ0 =
−(b+ c)+

√
(b− c)2 +4a0c
2

, (11.24)

α =
−(a0 c)2√

(b− c)2 +4a0c [ω2 +(b− c)2 +4a0 c]
.

Per il primo metodo, consideriamo il caso in cui T = 2π/ω = 1 è una
settimana, che modella le differenze nei tassi di contatto tra i giorni della
settimana e i fine settimana, e in cui il periodo infettivo medio 1/b è uguale
a 2 giorni o 2/7 settimane. Prendiamo un tasso di contatto medio a0 tale che
la riproduttività a0/b quando ε = 0 è uguale a 1,2, un’ipotesi ragionevole se
consideriamo una malattia emergente. La figura 11.2 mostra come il tasso
di crescita λε dipende dal periodo medio di latenza 1/c per vari valori di
ε . Si noti che λε è sempre minore di λ0 quando è presente ε ̸= 0. Non c’è
risonanza.

Per il secondo metodo, si noti che α < 0: non c’è risonanza. Come per il
terzo metodo, l’equazione di Eulero-Lotka (11.12) per questo modello ha solo
una radice, cioè λ0, nella parte del piano complesso dove converge l’integrale
del secondo membro dell’equazione (11.12): Re(λ )> max{−b,−c}. Si noti
che λ0 è una soluzione di un’equazione algenbrica di secondo grado. L’altra
soluzione, data dalla formula (11.24) con un segno meno davanti alla radice
quadrata, è una radice dell’equazione dedotta da (11.12) per continuazione
analitica dell’integrale. Per questa seconda soluzione, l’integrale diverge. In
ogni caso, questa soluzione è un numero reale; non c’è risonanza.
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Figura 11.2: Assenza di risonanza nel modello periodico S-E-I-R. Il tasso di crescita
λε in funzione del periodo medio di latenza 1/c (in settimane) per diversi valori di ε .

11.4.4 Modello S-E-I-R con un periodo di latenza fisso

Il modello è dato da

dS
dt

=−a(t)S(t) I(t) ,
dE
dt

= a(t)S(t) I(t)−a(t − τ)S(t − τ) I(t − τ) ,

dI
dt

= a(t − τ)S(t − τ) I(t − τ)−b I(t) ,
dR
dt

= b I(t) ,

con S+E+ I+R= 1 e a(t) = a0(1+ε cosωt). Il parametro τ è ora il periodo
di latenza. Quando τ → 0, il modello tende a quello del § 11.4.1.

L’equilibrio senza malattia è (S,E, I,R) = (1,0,0,0). Il numero di nuove
infezioni per unità di tempo nel modello linearizzato, h(t) = a(t) I(t), è una
soluzione di un’equazione della forma (11.1) con un nucleo (11.16). Qui

g(x) =
{

0 se x < τ,

a0 e−b(x−τ) se x > τ,
ĝn(λ ) = a0

e−niωτ−λτ

λ +b+niω
,

λ0 = a0 e−λ0τ −b . (11.25)

L’equazione per λ0 è di nuovo implicita. La formula (11.19) per α non può
essere veramente semplificata.

Per il primo metodo, come nel paragrafo precedente, sono stati scelti
T = 2π/ω = 1 settimana, 1/b = 2 giorni o 2/7 settimana e a0/b = 1,2. La fi-
gura 11.3(a) mostra come il tasso di crescita λε dipende dal periodo di ritardo
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τ per vari valori di ε . Notate in figura 11.3(a) che la risonanza si verifica ap-
prossimativamente per 0,66 < τ < 1 e 1,66 < τ < 2. C’è anche una risonanza
per valori maggiori di τ che non è mostrata. Il capitolo 10 mostra una figura
simile per un modello leggermente diverso (S-E-I-S e non S-E-I-R); ma non
è stata data alcuna spiegazione per i «dossi».
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Figura 11.3: Risonanza nel modello periodico S-E-I-R con un periodo di latenza fisso.
(a) Tasso di crescita λε in funzione del periodo latente τ (in settimane) per diversi
valori di ε . (b) Il coefficiente α come funzione di τ .

Con il secondo metodo, si può verificare numericamente che α > 0 al-
meno per 0,66 < τ < 1 e 1,66 < τ < 2 (fig. 11.3b). Con il terzo metodo, la
questione è se l’equazione di Eulero-Lotka (11.25) può avere soluzioni λ con
una parte immaginaria y uguale a ω . Assumiamo λ = x+ iy. L’equazione per
λ può essere scritta come un sistema reale per x e y: x = a0 e−xτ cos(yτ)−b
e y = −a0 e−xτ sin(yτ). Mettiamo y = ω ed eliminiamo x dalla seconda
equazione. Otteniamo

1
ωτ

log
[
− ω

a0 sin(ωτ)

]
− 1

tan(ωτ)
− b

ω
= 0 . (11.26)

Come nel § 11.4.2, il primo membro è una funzione continua di τ per tutte
le (n− 1/2)T < τ < nT e tutti gli interi n ⩾ 1, che tende a −∞ quando τ →
(n−1/2)T+ e che tende a +∞ quando τ → nT−. Così l’equazione (11.26) ha
un numero infinito di soluzioni τ1 < τ2 < · · · che tendono a +∞, per le quali
possiamo aspettarci una risonanza. Risolviamo numericamente l’equazione
(11.26) con gli stessi valori dei parametri di cui sopra. Otteniamo: τ1 ≈ 0,82,
τ2 ≈ 1,83, τ3 ≈ 2,83. . .

Quando τ = τ1, le radici complesse coniugate di (11.25) con la parte reale
maggiore sono x1 ± iω con x1 ≈ −0,61, mentre λ0 ≈ 0,17. La condizione
tecnica Re(ĝ1

′(x1)) ≈ −0,88 < 0 è verificata e la differenza tra x1 e λ0 è
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abbastanza piccola: (λ0 − x1)/ω ≈ 0,12. Quindi c’è risonanza quando τ ≈
τ1. Quando τ = τ2, le radici complesse coniugate di (11.25) con la parte
reale che arriva seconda in ordine decrescente sono x2 ± iω con x2 ≈−0,28,
mentre λ0 ≈ 0,086. Di nuovo, la condizione tecnica Re(ĝ1

′(x2))≈−1,89 < 0
è verificata e la differenza tra x2 e λ0 è piccola: (λ0 − x2)/ω ≈ 0,06. C’è
risonanza quando τ ≈ τ2. C’è anche una risonanza quando τ = τn per n > 2.

Da un punto di vista pratico, non è impossibile che una malattia abbia
un periodo di latenza τ vicino a τ1 (qui circa 6 giorni) seguito in media da
due giorni di periodo infettivo. Un tasso di contatto con un periodo di una
settimana dovuto alla differenza tra i giorni della settimana e i fine settimana
può causare una forte risonanza per tale malattia. Il tempo medio tra due
generazioni ∫ +∞

0 xg(x)dx∫ +∞

0 g(x)dx
= τ1 +1/b ≈ 7,7 giorni

è vicino al periodo T = 7 giorni del tasso di contatto. Ma questa regola ap-
prossimativa per la risonanza non ha funzionato per il modello del paragrafo
precedente. La differenza tra la figura 11.2 e la figura 11.3 a è un po’ sor-
prendente. Questi sono modelli S-E-I-R, il primo con un periodo di latenza
distribuito esponenzialmente, il secondo con un periodo di latenza fisso. La
conclusione biologica, se la malattia si instaurerà o meno, sembra dipendere
molto dalla scelta tra questi due modelli a priori simili. Modelli molto simili
possono quindi comportarsi in modo molto diverso in termini di risonanza del
tasso di crescita.

I modelli S-E-I-R in cui il periodo latente e il periodo infettivo sono fissati
mostrano una risonanza simile del tasso di crescita. È ancora possibile trovare
valori di parametri per i quali esiste una radice complessa x+ iy dell’equazio-
ne di Eulero-Lotka con una parte immaginaria uguale a ω . Ma il trucco di
eliminare la parte reale x per ottenere una sola equazione come nell’equazione
(11.26) non funziona più.

11.4.5 Modello S-E-I-R con un periodo di latenza distribuito secondo
una distribuzione Gamma

Per capire perché i modelli degli ultimi due paragrafi danno risultati così di-
versi, consideriamo il caso di un periodo latente che segue la distribuzione
Gamma. Questa è una generalizzazione sia della distribuzione esponenziale
che della distribuzione di Dirac quando il periodo latente è fissato. Più pre-
cisamente, sia ψ(x) = β ν xν−1 e−β x/Γ(ν) essere la distribuzione del periodo
latente, dove β > 0 e ν ⩾ 1 sono numeri reali. Il periodo medio di latenza è
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τ = ν/β e la varianza è ν/β 2 = τ2/ν . Quando ν = 1, troviamo la distribuzio-
ne esponenziale con una media uguale a 1/β del § 11.4.3. La distribuzione
Gamma tende verso la distribuzione Dirac in x = τ del § 11.4.4 se ν e β

tendono verso +∞ mentre il rapporto ν/β è mantenuto costante e uguale a τ .
Il modello è

dS
dt

=−a(t)S(t) I(t), E(t,0) = a(t)S(t) I(t),
∂E
∂ t

+
∂E
∂x

= −c(x)E(t,x),

dI
dt

=
∫ +∞

0
c(x)E(t,x)dx−b I(t) ,

dR
dt

= b I(t) ,

con
S(t)+

∫ +∞

0
E(t,x)dx+ I(t)+R(t) = 1

e a(t) = a0(1+ ε cosωt). Il coefficiente c(x) è legato alla distribuzione ψ(x)
dalle relazioni

exp
(
−
∫ x

0
c(y)dy

)
= 1−

∫ x

0
ψ(y)dy et c(x) =

ψ(x)
1−

∫ x
0 ψ(y)dy

.

Si può dimostrare che il numero di nuove infezioni per unità di tempo nel
modello linearizzato, h(t) = a(t) I(t), è una soluzione di un’equazione della
forma (11.1) con un nucleo (11.16) e

g(x) = a0

∫ +∞

0
e−b(x−y)

ψ(y)dy .

Si può anche dimostrare che

ĝn(λ ) =
a0 β ν

(b+λ +niω)(β +λ +niω)ν
, λ0 =

a0 β ν

(β +λ0)ν
−b .

La formula di λ0 è di nuovo implicita. La formula (11.19) per α non può
essere semplificata.

La figura 11.4 mostra il segno di α (più precisamente le linee di livello
α = 0) nel diagramma (τ,1/ν). Ricordiamo che α > 0 è una condizione ne-
cessaria per la risonanza. La linea orizzontale superiore, ν = 1, corrisponde
al caso di un periodo di latenza distribuito esponenzialmente e si trova nella
parte del diagramma dove α < 0, come previsto dalla figura 11.2. Il confine
1/ν → 0 corrisponde al periodo di latenza fisso, quindi la linea orizzontale
inferiore corrisponde alla figura 11.3 e ha diverse parti dove α > 0. In que-
sto modo, vediamo come la risonanza scompare all’aumentare della varianza
τ2/ν .
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Figura 11.4: Le linee di livello α = 0 nel diagramma (τ,1/ν). Le aree in cui α > 0
sono quelle in cui può avvenire la risonanza. Nella parte in basso a destra del dia-
gramma, le aree dove α < 0 si alternano a quelle dove α > 0 ma solo le linee di
livello α = 0 sono mostrate.

11.5 Mille e un modello periodico

La lista di questi modelli potrebbe ovviamente continuare fino alla nausea,
per esempio con un tasso di contatto periodico di una forma diversa, una vac-
cinazione periodica, una popolazione di vettori o un serbatoio periodico, una
demografia periodica o una migrazione periodica. Inoltre, l’equazione lineare
(11.1) si trova nella maggior parte degli altri problemi di dinamica di popola-
zione (demografia, ecologia, teoria del chemostato, immunologia, ecc. Così
lo stesso fenomeno di risonanza può essere studiato per esempio per raccolti
periodici, fioriture periodiche di fitoplancton, entrate e uscite periodiche di un
chemostato, trattamenti periodici antivirali, trattamenti periodici del cancro,
modelli periodici di popolazione cellulare, ecc. La risonanza è prevista per
alcuni modelli e non per altri. La risposta dipende dal modello linearizzato
vicino allo stato stazionario banale (o periodico), ma non dai termini non li-
neari utilizzati. Così, la maggior parte dei modelli con un piccolo numero di
scomparti porta agli stessi calcoli di cui sopra.

La domanda principale che rimane è se, per alcune malattie particolari
o per alcune applicazioni in altre aree della dinamica di popolazione, questo
fenomeno di risonanza gioca un ruolo significativo. Questa è una domanda
difficile poiché per modelli molto simili, come i modelli S-E-I-R con un pe-
riodo di latenza esponenziale o fisso, le conclusioni sono diverse anche se
entrambi i modelli potrebbero essere adatti alla stessa malattia. I modelli con
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una funzione g(x) supportata in modo compatto sono, tuttavia, più realistici.
In questo caso, l’equazione di Eulero-Lotka ha infinite radici complesse co-
niugate. Pertanto, è possibile che la risonanza si verifichi per certi valori dei
parametri.

11.6 Appendice: crescita esponenziale del valore riprodut-
tivo totale in un ambiente periodico

La dimostrazione inizia con la definizione (11.9) e poi utilizza la prima
equazione del sistema (11.2) e un’integrazione per parti:

dW
dt

=
∫ +∞

0

[
I(t,x)

∂w
∂ t

+
∂ I
∂ t

w(t,x)
]

dx

=
∫ +∞

0

[
I(t,x)

∂w
∂ t

− ∂ I
∂x

w(t,x)−b(t,x) I(t,x)w(t,x)
]

dx

=
∫ +∞

0

[
∂w
∂ t

+
∂w
∂x

−b(t,x)w(t,x)
]

I(t,x)dx+ I(t,0)w(t,0) .

Usando la seconda equazione del sistema (11.2) e l’equazione (11.7),
otteniamo infine

dW
dt

=
∫ +∞

0

[
∂w
∂ t

+
∂w
∂x

−b(t,x)w(t,x)+w(t,0)a(t,x)
]

I(t,x)dx

= λ

∫ +∞

0
w(t,x) I(t,x)dx = λ W(t) .

Così W(t) = W(0)eλ t .

Nota 11.1. Con la definizione (11.5) della funzione v(t,x), vediamo che se
I(0,x) = v(0,x), allora I(t,x) = eλ t v(t,x). La crescita esponenziale del valore
riproduttivo totale W(t) implica l’uguaglianza∫ +∞

0
v(t,x)w(t,x)dx =

∫ +∞

0
v(0,x)w(0,x)dx

per tutti t > 0. La normalizzazione (11.8) assume quindi la forma più
semplice ∫ +∞

0
v(t,x)w(t,x)dx = 1.
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Il modello di Kermack e McKendrick per la peste
a Bombay

La figura che mostra come il modello di Kermack e McKendrick
ben riproduce i dati del 1906 per l’epidemia di peste a Bom-
bay è una delle figure più riprodotte nei libri sulla modellazione
matematica delle epidemie. In questo capitolo, si dimostra che
l’assunzione, in questo modello, che i parametri siano costanti
porta a valori numerici non realistici. Inoltre, i rapporti pub-
blicati all’epoca mostrano che le epidemie di peste si sono ve-
rificate a Bombay con notevole stagionalità ogni anno dal 1897
fino almeno al 1911. Quindi l’epidemia del 1906 non è davvero
un buon esempio di un’epidemia che si ferma perché il nume-
ro dei suscettibili è sceso sotto una certa soglia, ma è, invece,
un esempio di epidemia stagionale. Viene presentato un modello
per la peste a Bombay con stagionalità e vengono calcolate le
riproduttività associate a ratti e pulci.

12.1 Una stima fuorviante

La figura che mostra come il modello S-I-R di Kermack e McKendrick (ca-
pitolo 1) «fitta» i dati del 1906 per l’epidemia di peste di Bombay è ben nota
ai modellisti (fig. 12.1). È stata riprodotta in numerosi libri di epidemiologia
matematica [50, 82], biomatematica [1, 34] e storia della modellazione ma-
tematica [43]. I dati, la cui origine Kermack e McKendrick non specificano,
provengono da un rapporto di un’indagine sulla peste in India pubblicato nel
1907. Per i riferimenti ai dati epidemiologici in questo capitolo, vedasi [4].
Per informazioni storiche su Kermack e McKendrick, vedasi [3, capitolo 18].



Capitolo 12 189

0 2010 305 15 25
0

1 000

200

400

600

800

settimane

morti per settimana

Figura 12.1: Numero settimanale di morti per peste a Bombay tra il 17 dicembre 1905
e il 21 luglio 1906. L’equazione della curva è 890/cosh2(0,2 t −3,4).

Tuttavia, Kermack e McKendrick non hanno ottenuto la curva a campana
della figura 12.1 direttamente dal loro modello originale, un sistema di tre
equazioni differenziali, perché queste non avevano una soluzione esplicita.
Invece, hanno usato una certa approssimazione (§ 1.4) per la quale hanno
ottenuto una soluzione esplicita: il numero di morti per unità di tempo dR/dt
era della forma

dR
dt

≈ α

cosh2(β t − γ)
, (12.1)

dove i tre parametri α , β e γ dipendono in modo complicato dai parametri del
modello. La stima dei parametri a partire dai dati era: α = 890 per settimana,
β = 0,2 per settimana e γ = 3,4. Kermack e McKendrick hanno anche men-
zionato diverse ipotesi semplificative nel loro modello; per esempio, il loro
modello non tiene conto esplicitamente dei ratti e delle pulci che trasmettono
la peste. Essi notano:

«Nessuna di queste ipotesi è strettamente soddisfatta e, pertanto,
l’equazione numerica può essere solo un’approssimazione molto
approssimativa. Non ci si deve aspettare che si fittino i dati per-
fettamente, e non si devono fare deduzioni sui valori reali delle
varie costanti.»

Nonostante questo avvertimento, può essere interessante studiare questo
aspetto più da vicino. In particolare, ci si può chiedere:
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• quali sono i valori dei parametri del modello originale che
corrispondono al fit della figura 12.1?

• qual è la riproduttività associata R0?

Nel § 12.2, si ricorda il contesto storico e le formule ottenute da Ker-
mack e McKendrick. Nel § 12.3, presentiamo i calcoli che ci permettono di
trovare i valori dei parametri a partire dai dati, li applichiamo al caso della
peste a Bombay e spieghiamo che i valori ottenuti sono piuttosto irrealisti-
ci. L’assunzione di valori costanti dei parametri deve quindi essere messa in
discussione. Il § 12.4 discute il ruolo della stagionalità, che è sicuramente
responsabile del declino dell’epidemia nel 1906, e propone un modello pe-
riodico per questa epidemia di peste. Il modello include pulci, ratti ed esseri
umani. Il § 12.5 presenta innanzitutto una definizione della riproduttività as-
sociata a ciascun tipo di ospite per i modelli periodici. Questo viene applicato
al modello del paragrafo precedente. Il § 12.6 confronta le riproduttività del
modello periodico con la riproduttività di un modello semplificato.

12.2 La peste bubbonica a Bombay e le formule ottenute da
Kermack e McKendrick

La peste bubbonica apparve a Bombay (oggi Mumbai) nell’agosto 1896. Di-
venne endemica e si ipresentatò negli anni successivi con un forte carattere
stagionale, come discusso nel § 12.4. La peste si diffuse anche in India, cau-
sando oltre dieci milioni di morti tra il 1898 e il 1918 [65, p. 26]. Nel gennaio
1905, il Segretario di Stato per l’India, la Royal Society e il Lister Institu-
te crearono un comitato consultivo. Il suo comitato di lavoro aveva sede a
Bombay. La commissione condusse numerosi esperimenti di laboratorio e
indagini sul campo per studiare tutti gli aspetti della malattia. Di conseguen-
za, non meno di ottantaquattro relazioni sulla peste in India, con centinaia di
tabelle, diagrammi e mappe, furono pubblicate tra il settembre 1906 e l’aprile
1917 come numeri speciali del Journal of Hygiene. La maggior parte del-
le informazioni in questo capitolo provengono da questi rapporti (la rivista è
stata digitalizzata).

L’epidemia di peste stagionale del 1906, che durò da gennaio a luglio
1906, fu la prima epidemia che la Commissione studiò e anche quella che
ricevette più attenzione. Ma in realtà era di «moderata gravità». La com-
missione ha confermato il ruolo dei ratti e delle loro pulci nella diffusione
della peste, un ruolo che era stato dimostrato sperimentalmente da Paul-Louis
Simond nel 1898. Vale la pena notare che M. Kesava Pai, con cui McKendrick
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avrebbe scritto un articolo nel 1911, e il direttore dell’Istituto Pasteur dell’In-
dia a Kasauli, dove McKendrick avrebbe lavorato tra il 1905 e il 1920, erano
membri della commissione.

Kermack e McKendrick hanno studiato un modello matematico con tre
compartimenti:

• persone suscettibili S(t);

• persone infettate dalla peste I(t);

• persone morte o immuni R(t).

Le notazioni originali erano x(t), y(t) e z(t); le notazioni S-I-R non sono
diventate standard fino a molto più tardi. La popolazione totale è N = S(t)+
I(t)+R(t). Le equazioni erano

dS
dt

=−k SI,
dI
dt

= k SI−b I,
dR
dt

= b I, (12.2)

dove k = a/N, a è il tasso di contatto effettivo e b > 0 un tasso di mortalità
o di cura. Se le condizioni iniziali sono S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = 0 e se
a/b ≈ 1 con a > b, allora il numero di morti per unità di tempo è dato dalla
formula approssimata (12.1) con

α =
b3δ 2

2S0k2 , β =
δb
2
, tanh(γ) =

kS0
b −1

δ
, δ =

√(
kS0

b
−1
)2

+2S0I0
k2

b2

(§ 1.4). Data la formula (12.1), il numero α è il massimo della funzio-
ne dR/dt (circa 900 per settimana nella figura 12.1) e t∗ = γ/β è il mo-
mento in cui il massimo viene raggiunto (19 settimane dopo l’inizio in questa
figura). Quindi c’è davvero un solo parametro sconosciuto nel processo di re-
golazione, diciamo β . Kermack e McKendrick hanno probabilmente provato
diversi valori. Dopo una stima iniziale di β , probabilmente si sono resi conto
che il loro fittare la curva poteva essere migliorato cambiando leggermente α

(quindi α = 890 per settimana) e t∗ = γ/β (quindi t∗ = 17 settimane). Alla
fine hanno optato per β = 0,2 a settimana e quindi per γ = 3,4. Tuttavia, il
modello ha quattro parametri: S0, I0, k e b. Come si possono ricavare quattro
parametri sconosciuti da sole tre equazioni?

12.3 Valori dei parametri

Assumiamo φ = kS0/b. Allora

α =
bδ 2 S0

2φ 2 , β =
δ b
2
, tanh(γ) =

φ −1
δ

, δ =
√
(φ −1)2 +2φ I0/S0 .
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Quindi δ = (φ −1)/ tanh(γ) e dall’ultima equazione otteniamo

S0 =
2φ I0

δ 2 − (φ −1)2 =
2φ I0

(φ −1)2
(

1
tanh2(γ)

−1
) =

2φ I0 sinh2(γ)

(φ −1)2 . (12.3)

Ma le equazioni per α e β indicano anche che b = 2β/δ e

S0 =
2φ 2α

bδ 2 =
φ 2α

βδ
=

φ 2α tanh(γ)
β (φ −1)

=
φ 2α sinh(γ)

β (φ −1) cosh(γ)
. (12.4)

Eliminiamo S0 tra le equazioni (12.3) e (12.4). Arriviamo a

φ(φ −1) =
2β I0 sinh(γ) cosh(γ)

α
=

β I0 sinh(2γ)

α
. (12.5)

L’unica radice positiva di questa equazione quadratica in φ è

φ =
1+
√

1+4β I0 sinh(2γ)/α

2
. (12.6)

Abbiamo quattro incognite ma tre equazioni. Diverse scelte per i para-
metri (S0, I0,k,b) corrispondono alla stessa tripletta (α,β ,γ). Come si può
fare? Si potrebbe decidere di fissare uno dei parametri: il periodo infettivo
medio 1/b della peste, la dimensione iniziale S0 della popolazione suscettibi-
le a Bombay nel 1905, o il numero iniziale di persone infette I0. Non sembra
possibile impostare a priori il parametro k.

All’inizio, si potrebbe pensare che fissare il periodo infettivo sia relati-
vamente semplice. La durata media della malattia nei casi mortali è di circa
5,5 giorni. Tuttavia, c’è anche un periodo di incubazione di circa 3 giorni
in media. Infine non bisogna dimenticare che il modello (12.2) è una sem-
plificazione del processo di infezione. I ratti infettati infettano le loro pulci,
che infettano altri ratti e occasionalmente anche gli umani. L’epidemia di pe-
ste nell’uomo è completamente determinata dall’epidemia nei ratti, con solo
qualche giorno di ritardo. Immaginate allora che il sistema (12.2) sia un mo-
dello per la peste nei ratti. In esperimenti di laboratorio, i ratti di Bombay
a cui è stata effettivamente trasmessa la peste sono morti in media 9 giorni
dopo la loro prima esposizione alle pulci infette. Ma di nuovo, bisogna ri-
cordare che questo tempo può avere poco a che fare con il «periodo infettivo
apparente» poiché le pulci lasciano i ratti solo quando sono già morti. Gli
esperimenti hanno dimostrato che le pulci possono rimanere infettive per una
quindicina di giorni durante la stagione della peste, ma solo per una settimana
fuori da questa stagione. C’è quindi una considerevole variazione stagionale,
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che viene discussa ulteriormente nel § 12.4. Pertanto, è difficile scegliere un
valore per 1/b nel contesto di un modello autonomo semplice come il sistema
(12.2).

Consideriamo ora la dimensione iniziale S0 della popolazione suscettibile
a Bombay nel dicembre 1905. A quel tempo, la popolazione di Bombay era
quasi interamente concentrata sull’isola di Bombay e le sue 22 miglia quadra-
te. Il censimento del febbraio 1906 dava una popolazione di circa un milione
di persone. Definiamo S0 = 106. L’equazione (12.4) mostra che φ è una so-
luzione dell’equazione di secondo grado (α tanhγ)φ 2 − (βS0)φ +βS0 = 0.
Numericamente, otteniamo φ ≈ 202 o φ ≈ 1,005. Ma la relazione (12.5) mo-
stra che I0 = αφ(φ −1)/(β sinh(2γ)). Questo dà o I0 ≈ 446 000 o I0 ≈ 0,06;
entrambe le soluzioni sono assurde, la prima perché l’epidemia del 1906 ha
ucciso circa 10 000 persone, la seconda perché I0 è un numero di persone.
Quindi non è possibile prendere tutta la popolazione come popolazione a
rischio.

Resta da vedere se l’assunzione sul valore di I0 dà valori realistici per i pa-
rametri. Per esempio, poniamo I0 = 1 all’inizio della curva epidemica. Infat-
ti, Kermack e McKendrick (vedasi figura 12.1) non specificano quale evento
corrisponde al tempo t = 0. Una volta scelto il numero I0, l’equazione (12.6)
dà φ . Possiamo calcolare δ = (φ − 1)/ tanh(γ) e b = 2β/δ . Infine S0 è da-
ta dalla formula (12.3) e k = φ b/S0. Insieme a I0 = 1 otteniamo b ≈ 4,32
per settimana, S0 ≈ 57 368 e k ≈ 8,23× 10−5 per settimana. Si noti che il
periodo infettivo medio sarebbe di 1/b ≈ 0,23 settimane o 1,6 giorni. La po-
polazione a rischio sarebbe N = S0 + I0 ≈ 57 369. La riproduttività sarebbe
R0 = kN/b ≈ 1,09 e numericamente quasi uguale a φ . Questo R0 sembra
piuttosto piccolo rispetto ai valori tipici di altre malattie infettive, soprattutto
perché l’epidemia di peste non era dovuta a un lento aumento della densità
della popolazione fino alla soglia R0 = 1 ma quasi certamente all’arrivo di
ratti infetti via nave; la terza pandemia di peste è iniziata nel 1894 a Hong
Kong. Tuttavia, poiché il «periodo infettivo apparente» 1/b (che è difficile da
interpretare, come notato sopra) è anche molto breve, il tempo di raddoppio
log(2)/(kS0−b) all’inizio dell’epidemia assume un valore ragionevole, circa
13 giorni. Un problema maggiore sorge quando si considera la popolazione
a rischio N ≈ 57 000. Dai rapporti sulla distribuzione geografica dei casi di
peste negli esseri umani, sembrerebbe che tutte le zone densamente popolate
dell’isola di Bombay furono colpite dall’epidemia. Non c’è alcuna ragione
evidente per cui solo 57 000 persone dovrebbero essere a rischio quando la
popolazione totale è di circa un milione.

Ci si potrebbe chiedere se una scelta leggermente diversa di I0 (assunto
come intero) potrebbe portare a valori di parametro più ragionevoli. Questo è
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mostrato nella tabella 12.1, dove è inclusa la R0 invece della k. Le curve epi-
demiche corrispondenti (non mostrate) rimangono tutte vicine a quella della
figura 12.1, ma l’approssimazione si deteriora all’aumentare di I0.

Tabella 12.1: Sensibilità dei parametri alla scelta di I0.

I0 S0 1/b (giorni) R0

1 57 368 1,6 1,09
2 35 439 3,0 1,17
3 28 202 4,3 1,24

La tabella 12.1 sembra suggerire che il processo di stima non è veramente
robusto. Ma R0 è assunto appena sopra 1, dove il modello è molto sensibile
a piccoli cambiamenti nei valori dei parametri. In ogni caso, i diversi valori
di S0 e N = S0 + I0 nella tabella 12.1 sono tutti troppo piccoli per essere
realistici.

Finora è stato implicitamente assunto che tutte le infezioni portano alla
morte. Ma gli studi riportano 11 010 morti su 12 245 infezioni, o il 90%
di mortalità. Poiché R(t) include sia i morti che i guariti, la curva per
dR/dt (fig. 12.1) deve essere riscalata con un nuovo massimo α uguale a
890/0,9 ≈ 989, con i parametri β e γ che rimangono gli stessi. Con I0 = 1,
i nuovi parametri sono S0 ≈ 69 183, 1/b ≈ 1,5 giorni e R0 ≈ 1,08. C’è po-
ca differenza con il caso in cui c’è una mortalità del 100%; la popolazione
stimata a rischio rimane troppo piccola.

In sintesi, sembra che il fittare i dati della curva epidemica sotto l’ipo-
tesi di parametri costanti porti a valori dei parametri non realistici. Non è
sufficiente, come scrivono Kermack e McKendrick, che «la curva calcola-
ta, che implica che i tassi non sono variati durante il periodo epidemico, è
approssimativamente coerente con le cifre osservate».

12.4 Stagionalità

La soluzione al problema del paragrafo precedente è in realtà molto sempli-
ce. Il modello (12.2) deve essere abbandonato. La curva in figura 12.1 può
essere ottenuta con valori di parametri più realistici includendo la stagiona-
lità. L’obiettivo è ora quello di sviluppare un tale modello dell’epidemia di
peste e di stimare la riproduttività corrispondente R0. Questo includerà i due
principali ospiti, ratti e pulci, per i quali la riproduttività T0 di un tipo è una
misura migliore dello sforzo necessario per controllare l’epidemia rispetto a
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R0. Verrà quindi discusso anche il calcolo di T0 per i modelli stagionali, che
può essere di più ampio interesse.

La peste apparve a Bombay nell’agosto 1896, ma la prima vera epidemia
iniziò nella primavera del 1897. Essa divenne endemica. Decessi per peste si
verificarono quasi ogni mese almeno fino al 1911, con picchi in marzo o aprile
di ogni anno (fig. 12.2). Un’alta mortalità fu costantemente osservata tra
dicembre e giugno, una bassa mortalità tra luglio e novembre. La peste rimase
frequente a Bombay fino al 1923 [65, p. 28]. Questa stagionalità regolare è
molto diversa dalle epidemie di peste dal XIV al XVIII secolo in Europa, che
si verificavano irregolarmente.

1000
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morti
per settimana

1906
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Figura 12.2: Numero settimanale di morti di peste a Bombay tra gennaio 1897 e
dicembre 1911.

Dei lavori scientifici contemporanei all’epidemia in India studiarono l’o-
rigine di questa stagionalità. Un confronto con le statistiche meteorologiche
ha mostrato che l’epidemia non può essere sostenuta quando la temperatura
media è superiore a 80◦F, cioè 26,7 ◦C. Una conclusione simile è stata rag-
giunta per altre parti dell’India, con l’umidità che gioca un ruolo secondario.
I bacilli della peste sono sensibili alla temperatura. Esperimenti di laboratorio
hanno dimostrato che la proporzione di pulci nei cui stomaci si moltiplicano
abbondantemente i bacilli della peste può essere diverse volte più alta con
tempo fresco che con tempo caldo. Corrispondentemente, le pulci posso-
no rimanere infettive molto più a lungo nel tempo più fresco che in quello
più caldo. L’uso di una stanza fredda o di una stanza riscaldata ha mostrato
risultati simili.

Un altro fattore era la presenza stagionale di pulci di ratto. Sono state
catturate più pulci usando cavie come esca tra gennaio e marzo che durante
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gli altri mesi dell’anno. Il numero medio di pulci trovate è stato più alto nei
ratti catturati tra febbraio e maggio. Tuttavia, le variazioni nell’abbondanza
delle pulci potrebbero essere dovute alle pulci che lasciano i ratti morti di
peste per trovare un nuovo ospite.

La stagionalità della fertilità dei ratti, stimata dalla frazione di ratti gio-
vani e gravidi tra i ratti catturati, sembrava meno importante. Tuttavia, le
popolazioni di ratti hanno certamente oscillato a causa della mortalità della
peste.

Con tutte queste prove, è chiaro che il declino dell’epidemia del 1906 in
giugno non dovrebbe essere attribuito a un calo del numero di esseri umani
suscettibili sotto una certa soglia, come suggerito dal modello di Kermack e
McKendrick, ma semplicemente a un fattore stagionale che colpisce i bacilli e
le pulci. Come modello alternativo, si potrebbe provare a mantenere le stesse
equazioni (12.2) ma con coefficienti periodici k o b. Ma in questa fase, un
modello leggermente più complesso e realistico sembra appropriato. Siano:

• S(t) il numero di ratti suscettibili,

• I(t) di ratti infetti,

• R(t) il numero di ratti immuni,

• P(t) = S(t)+ I(t)+R(t) il numero totale di ratti vivi.

Più specificamente, sarà considerato solo il ratto nero, anche se i rapporti
indicano chiaramente che l’epizoozia di peste tra questi ratti è sempre stata
preceduta, a poche settimane di distanza, da un’epizoozia simile tra i ratti
bruni. Siano:

• V(t) il numero di vettori, cioè pulci infette che vivono libere e non
ancora attaccate a un ratto o a un uomo,

• H(t) il numero di esseri umani infetti,

• D(t) l’incidenza delle morti per peste negli esseri umani.

Gli esseri umani suscettibili e le pulci suscettibili non sono presi in considera-
zione perché probabilmente erano molto in eccesso: ricordiamo che c’erano
circa 10 000 morti di peste umana all’anno in una popolazione di un milione.
Poiché la peste bubbonica è principalmente un’epizoozia tra i ratti, essen-
do l’uomo solo un ospite occasionale delle pulci di ratto, il numero di ratti
suscettibili e immuni è preso in considerazione. Il processo di infezione è



Capitolo 12 197

riassunto come segue:

dS
dt

= Λ(P)−mS− c(1−ω)π(θ(t))
S
P

V+ ε µ I, (12.7)

dI
dt

= c(1−ω)π(θ(t))
S
P

V−µ I, (12.8)

dR
dt

= η µ I−mR, (12.9)

dV
dt

= χ ν(1− ε −η)µ I− cV, (12.10)

dH
dt

= cω π(θ(t))V−bH, D(t) = σ bH(t). (12.11)

La tabella 12.2 dà il significato dei parametri e i loro valori numerici.
Aggiungiamo alcuni commenti sul modello e sui parametri:

• Si noti la somiglianza tra questo modello e i modelli intra-ospite per
l’infezione da HIV: i ratti infetti rilasciano pulci quando muoiono
proprio come le cellule CD4 infette rilasciano i virioni dell’HIV.

• Il modello è adatto per la peste bubbonica, di gran lunga la più comune
in India [65, p. 28], ma naturalmente non per la peste pneumonica,
che è stata, per esempio, la forma principale dell’epidemia di peste a
Harbin, in Cina, nel 1910. La peste pneumonica può essere trasmessa
direttamente tra gli esseri umani.

• Esperimenti di laboratorio hanno dimostrato che la trasmissione diretta
della peste bubbonica non può avvenire in assenza di pulci.

• I dati nel classico articolo di Leslie [3, capitolo 25] sono per il ratto
marrone (si noti che log(2)/m ≈ 23 mesi è l’emivita). Tuttavia, l’al-
levamento sperimentale di ratti neri, la cui popolazione cresce come
e(r−m)t , ha dato risultati simili. Il parametro K nell’espressione di Λ(P),
che è legato alla dimensione della popolazione di ratti, è un parametro
libero che è stato utilizzato per fittare la curva della peste negli esseri
umani.

• Il tempo medio impiegato da una pulce libera per trovare un ospite è
stato preso come 1/c ≈ 1 giorno, a causa della seguente osservazione:
«in un edificio di Bombay, in cui c’era stata una grande mortalità tra
i ratti, che si è scoperto essere dovuta alla peste, avevamo preso pulci
di ratto in gran numero dalle gambe di uomini che entravano in alcune
delle stanze di quell’edificio, anche per un breve periodo». Prendere il
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giorno 1/c ≈ 0,5 non fa quasi nessuna differenza (vedasi sotto § 12.6).

Tabella 12.2: Valori dei parametri.

Λ(P) fertilità dei ratti r = 0,4/mese
Λ(P) = r P/(1+P/K) K = 50 000 aggiustamento

1/m speranza di vita dei ratti m = 0,03/mese

1/c tempo necessario alle pulci
libere di trovare un ospite

c = 30/mese

ω proporzione di pulci libere
che trovano un ospite uma-
no

ω = 2% aggiustamento

π(θ) probabilità di trasmissione
dalla pulce al ratto o all’uo-
mo (θ in ◦ F)

π(θ) = π0 × (0,75−
0,25 tanh(θ −80)),

π0 = 90%

aggiustamento

θ(t) temperatura (◦ F) figura 12.3

1/µ durata della peste nei ratti µ = 3/mese

ε proporzione di ratti che re-
cuperano senza immunità

ε = 10%

η proporzione di ratti immu-
nizzati

η = 10%

χ numero di pulci per ratto χ = 4

ν trasmissione da ratto a pulce ν = π0 ipotesi

1/b durata della peste umana b = 4/mese

σ mortalità σ = 90%

• La proporzione ω di pulci libere che trovano un ospite umano dipende
dalle condizioni sanitarie di Mumbai. È stato utilizzato come para-
metro da regolare, notando che il numero di morti per peste è quasi
proporzionale a ω .
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• La probabilità di trasmissione π(θ) modella la dipendenza dalla tem-
peratura dello sviluppo dei bacilli nello stomaco delle pulci. Una fun-
zione liscia con una soglia relativamente forte a 80◦ F è stata scelta in
modo che le pulci abbiano circa la metà delle probabilità di trasmettere
la peste con tempo caldo e con tempo freddo. La massima probabilità
di trasmissione π0 è un parametro libero che è stato utilizzato per fit-
tare la curva della peste negli esseri umani. Uno studio menziona una
probabilità di trasmissione durante una puntura inferiore al 15%; si no-
ti, tuttavia, che π(θ) è la probabilità di trasmissione complessiva, che
implica punture multiple della pulce sul suo ospite ratto.

• La figura 12.3 mostra la temperatura media registrata a Bombay dal
gennaio 1897 al dicembre 1906 con un passo temporale di due setti-
mane. Essa è prossima a una funzione periodica. Per il nostro mo-
dello, facciamo l’ipotesi semplificatrice che θ(t) sia una vera funzione
periodica con un periodo T = 1 anno e con valori ottenuti facendo la
media dei dieci anni di dati in figura 12.3. Non c’è una correlazione
evidente tra la deviazione della temperatura mensile dalla sua media
e le variazioni nella dimensione dei picchi epidemici stagionali nella
figura 12.2.
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Figura 12.3: Temperatura media in ◦ F a Bombay tra gennaio 1897 e dicembre 1906 e
la funzione periodica che la approssima meglio (linea tratteggiata).

• Le proporzioni η e ε di ratti infetti che sopravvivono alla peste con
o senza immunità non sono facili da stimare, poiché molti dei ratti
usati negli esperimenti di laboratorio erano già immuni. Ma esperi-
menti simili con cavie non immunizzate in condizioni di temperatura
favorevole hanno suggerito che il 10–20% potrebbe sopravvivere. Per
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semplicità, si è assunto che ε = η = 10%. In questo modo, un rat-
to infetto che sopravvive alla peste ha un 50% di possibilità di essere
immune e un 50% di essere ancora suscettibile.

• Il numero di pulci trovate sui ratti neri varia stagionalmente. Solo la
media di χ ≈ 4 pulci per ratto è stata mantenuta.

• Poiché il ratto è un animale a sangue caldo, si è assunto che la probabili-
tà di trasmissione della peste dal ratto alla pulce non dipende dalla tem-
peratura esterna ed è uguale alla massima probabilità di trasmissione
dalla pulce al ratto, cioè ν = π0.

In sintesi, tre principali parametri liberi (K, ω , π0) sono stati mantenuti
per regolare il numero di morti per peste. Questi parametri sono stati regolati
per tentativi ed errori per avere un numero massimo di morti per settima-
na inferiore a 1 000, per avere un picco epidemico in marzo o aprile, e per
avere un’epidemia stagionale che dura circa 5 mesi. Infine, sono state scelte
K = 50 000, ω = 2% e π0 = 90%. La popolazione di ratti neri in assenza di
peste è quindi S∗ = K(r/m− 1) ≈ 620 000, cioè meno di un ratto nero per
abitante. Con la nostra scelta dei valori dei parametri e con un ratto infetto
introdotto all’inizio di agosto 1896, il modello (12.7)-(12.11) converge a una
soluzione periodica, che viene confrontata con i dati per gli anni 1904–1907
nella figura 12.4.

1904 1905 1906 1907
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1000
morti per settimana

Figura 12.4: Numero settimanale di morti di peste tra gennaio 1904 e dicembre 1907
e la componente D(t) della soluzione del modello periodico.

L’output del modello non può fittare l’intera serie temporale nella figu-
ra 12.2 per i seguenti motivi. Il primo picco epidemico prodotto dal modello
dopo l’introduzione di un caso infetto è diverse volte più grande dei picchi
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degli anni successivi, poiché tutti i ratti sono suscettibili all’inizio. Questo
non è quello che si osserva nella figura 12.2. Possibili spiegazioni si possono
trovare in un rapporto sulla peste a Bombay pubblicato nel 1897, cioè un anno
dopo l’inizio dell’epidemia e diversi anni prima dell’istituzione del comitato
consultivo e del gruppo di lavoro. Il rapporto descrive in dettaglio le difficoltà
nell’arrivare a stime affidabili della mortalità per peste durante il primo anno
dell’epidemia: in alcuni mesi, è stato stimato che le morti registrate come
dovute alla peste (fig. 12.2) erano meno di un terzo della mortalità in eccesso
calcolata sottraendo la mortalità media degli anni precedenti dalla mortalità
totale osservata durante l’epidemia. Al contrario, un rapporto pubblicato die-
ci anni dopo, nel 1907, era molto fiducioso nelle statistiche sulla peste, poiché
l’identificazione dei casi di peste era diventata routine. Così la dimensione dei
primi picchi epidemici nella figura 12.2 è discutibile. Un altro fattore impor-
tante è la diminuzione della popolazione da 850 000 a 437 000 tra dicembre
1896 e febbraio 1897; la gente era fuggita da Bombay per sfuggire alla peste.
Questa migrazione, allora considerata «probabilmente unica nella storia del
mondo», ha certamente ridotto la dimensione del primo picco epidemico. La
popolazione è tornata al suo livello normale pochi mesi dopo il primo picco.
Infine, è possibile che i minori picchi epidemici dopo il 1907 (fig. 12.2) siano
dovuti a interventi efficaci suggeriti dalla commissione dopo aver compreso
attentamente l’epidemiologia della peste. Tutto ciò tende a giustificare il fatto
che la figura 12.4 si concentri solo sul periodo 1904–1907.

La figura 12.5 mostra le oscillazioni periodiche della popolazione di ratti.
Rispetto alla situazione senza la malattia, la peste ha diviso la popolazione to-
tale dei ratti di circa cinque volte. La popolazione di ratti suscettibili è anche
molto piccola durante la stagione della peste da febbraio ad aprile, ma inizia
ad aumentare alla fine di aprile quando le temperature più alte riducono la
trasmissione. Questo aumento continua fino al gennaio successivo. Il numero
di ratti suscettibili e le condizioni di temperatura sono allora favorevoli per
una nuova epidemia. Il numero minimo di ratti infetti durante una stagione
è 26, che è troppo piccolo per essere visibile nella figura 12.5 ma probabil-
mente sufficiente per evitare l’estinzione se la stocasticità fosse presa in con-
siderazione. La percentuale di ratti immuni R/P varia dal 25% in febbraio
all’inizio dell’epidemia stagionale al 65% in maggio alla fine dell’epidemia.
Questi cambiamenti nell’immunità sono stati visti anche in esperimenti di la-
boratorio. Infine, si può notare che l’epidemia in figura 12.4 e l’epizoozia in
figura 12.5 si sovrappongono ampiamente, con la prima in ritardo rispetto alla
seconda solo di qualche settimana. Questo è confermato dai dati sul numero
di ratti neri infetti (vivi e morti) esaminati a Bombay nel 1905–1906.

Come nel classico modello periodico S-I-R con demografia (vedansi [24]
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Figura 12.5: Popolazione di ratti: suscettibili (S), infetti (I), immuni (R) e totali (P).

e § 16.1), il modello (12.7)-(12.11) può anche avere soluzioni subarmoniche
(il cui periodo è un multiplo dell’anno) e forse anche soluzioni caotiche per
diversi valori dei parametri. Non è stato fatto alcun tentativo di disegnare
un diagramma di biforcazione. Questa potenziale complessità può in parte
spiegare perché i picchi epidemici stagionali nella Figura 12.2 non sono tutti
della stessa dimensione. L’idea qui era semplicemente di mostrare che un
modello stagionale poteva fittare i dati con valori di parametri realistici.

12.5 Riproduttività di un tipo con stagionalità

Passiamo ora alla seconda domanda posta nel § 12.1: qual è la tasso di ri-
produzione associato alla peste a Bombay? Useremo il modello periodico del
paragrafo precedente, che include ratti e pulci. Per le malattie infettive con
diversi ospiti, è meglio calcolare la riproduttività per ogni «tipo», cioè la ri-
produttività per ogni ospite. Ricordiamo prima alcune generalità sul tasso ri
riproduzione di un tipo in un ambiente costante prima di estendere la nozione
ai modelli periodici.

Un ambiente costante.

Consideriamo un modello autonomo linearizzato con m compartimenti infetti
dI/dt = (A−D) I(t), dove

• I(t) = (I1(t), . . . , Im(t)),

• A è una matrice di infezione i cui elementi sono tutti ⩾ 0,
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• D è una matrice di transizione e guarigione con Di, j ⩽ 0 per tutte le
i ̸= j, ∑i Di, j ⩾ 0 per tutte le j e tale che tutti i suoi autovalori hanno
una parte reale positiva.

Chiameremo questo modello (A,D). La riproduttività è R0 = ρ(K ), il
raggio spettrale della matrice non negativa K = AD−1 (capitolo 3).

Ora supponiamo che il controllo sia eseguito su un sottoinsieme non vuoto
E ⊂{1, . . . ,m} di tutti gli stati infetti. Sia P la matrice di proiezione su questo
sottoinsieme: Pi, j = 0 se i ̸= j o i = j /∈ E ; Pi,i = 1 se i ∈ E . Sia I la matrice
identità di ordine m. Lasciamo che

Â = PA, A∗ = (I −P)A, D̂ = D−A∗.

In altre parole, le righe della matrice Â il cui numero è nell’insieme E so-
no uguali a quelle della matrice A mentre le altre righe sono zero. Allora
A = Â+A∗. Poiché A∗ è una matrice non negativa, tutti gli elementi fuori
diagonale della matrice D̂ non sono positivi. Inoltre,

D̂ = D− (I −P)A =
[
I − (I −P)AD−1]D = [I − (I −P)K ]D.

Affinché la riproduttività T0 associata a E sia ben definita, assumeremo
che ρ((I − P)K ) < 1. Poiché A−D = Â− D̂ è come avere un modello
linearizzato

dI
dt

=
(

Â− D̂
)

I(t)

con una matrice di trasmissione Â e una matrice di transizione e di
recupero D̂. Arriviamo alla definizione:

per il modello (A,D), il tasso di riproduzione T0 associato a E è
quello del modello

(
Â, D̂

)
.

Così

T0 = ρ

(
ÂD̂−1

)
= ρ

(
PAD−1[I − (I −P)K ]−1)

= ρ
(
PK [I − (I −P)K ]−1) . (12.12)

Per i modelli a tempo discreto della forma I(t + 1) = (A+B) I(t) con
matrici non negative A e B come ρ(B)< 1 (vedasi capitolo 6), abbiamo R0 =
ρ(K ) con K = A(I −B)−1. Un calcolo simile mostra di nuovo che

T0 = ρ
(
PA(I − (I −P)A−B)−1)= ρ

(
PK [I − (I −P)K ]−1) .



204

Un ambiente periodico

Consideriamo ora un sistema linearizzato T-periodico

dI
dt

= (A(t)−D(t)) I(t),

che chiamiamo modello (A(t),D(t)), dove A(t) è una matrice continua di
infezione non negativa e D(t) è una matrice continua di transizione e gua-
rigione con elementi non positivi fuori dalla diagonale principale. Si as-
sume inoltre che il moltiplicatore Floquet dominante ρ(X(T)) del sistema
dX/dt =−D(t)X(t) con X(0) = I sia strettamente inferiore a 1.

Consideriamo come sopra un sottoinsieme E ⊂ {1, . . . ,m} e la corrispon-
dente matrice di proiezione P. Consideriamo Â(t) = PA(t), A∗(t) = (I −
P)A(t) e D̂(t) = D(t)−A∗(t). Allora A(t) = Â(t)+A∗(t) e A(t)−D(t) =
Â(t)− D̂(t). Gli elementi al di fuori della diagonale principale della matrice
D̂(t) non sono positivi. Supponiamo che il moltiplicatore Floquet dominan-
te ρ(X̂(T)) del sistema dX̂/dt =−D̂(t) X̂(t) con X̂(0) = I sia strettamente
minore di 1. Ecco la definizione:

il tasso di riproduzione T0 associato a E nel modello (A(t),D(t))
è quello del modello (Â(t), D̂(t)).

Per il caso speciale dei sistemi di equazioni differenziali, la teoria di Floquet
può essere usata per calcolare R0 (proposizione 7.11): R0 è l’unico numero
positivo tale che il sistema lineare periodico

dI
dt

=

[
A(t)
R0

−D(t)
]

I(t)

ha un moltiplicatore Floquet dominante pari a 1. Quindi la riproduttività T0
associata a E è l’unico numero positivo tale che

dI
dt

=

[
Â(t)
T0

− D̂(t)

]
I(t) (12.13)

ha un moltiplicatore Floquet dominante uguale a 1. Questo numero T0 ha
le stesse proprietà di soglia di R0: abbiamo T0 > 1 se e solo se il sistema
dI/dt = (Â(t)−D̂(t))I(t) ha un tasso di crescita positivo. Ma questo è uguale
al tasso di crescita del sistema dI/dt = (A(t)−D(t))I(t). Così lo stato senza
malattia è instabile se e solo se T0 > 1.

Per modelli discreti T-periodici I(t + 1) = (A(t)+B(t))I(t) con matrici
non negative A(t) e B(t) e ρ(B(T− 1) · · ·B(1)B(0)) < 1 come in 6, la asso
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di riproduzione i un tipo è ancora dato dal quello del modello equivalente
I(t+1) = (Â(t)+ B̂(t))I(t), dove Â(t) = PA(t) e B̂(t) = (I −P)A(t)+B(t),
a condizione che ρ(B̂(T−1) · · · B̂(1)B̂(0))< 1.

Infine, per i modelli di equazioni differenziali parziali periodiche
strutturate dal tempo x trascorso dall’infezione, che sono della forma

∂ I
∂ t

+
∂ I
∂x

=−D(t,x) I(t,x), (12.14)

I(t,0) =
∫ +∞

0
A(t,x) I(t,x)dx, (12.15)

il tasso di riproduzione di un tipo può essere definita come il numero reale
positivo T0 tale che il sistema (12.14) con la condizione di bordo

I(t,0) =
∫ +∞

0

(
PA(t,x)

T0
+(I −P)A(t,x)

)
I(t,x)dx

ha un tasso di crescita nullo o, equivalentemente, una taso di riproduzione
pari a 1, a condizione che il sistema (12.14) con condizione di bordo

I(t,0) =
∫ +∞

0
(I −P)A(t,x) I(t,x)dx,

ha un tasso di crescita negativo (o riproduttività < 1). Quando A(t,x) e D(t,x)
non dipendono da x, è facile vedere che questa definizione coincide con quella
dell’equazione (12.13).

Un’applicazione

Come esempio, consideriamo il modello nel § 12.4. Il numero di ratti nello
stato senza malattia è S∗ = K(r/m − 1). Il sistema linearizzato per i ratti
infetti e le pulci dà un vettore di stati infetti che è il vettore (I(t),V(t)). Il
tasso di riproduzione R0, quello associato ai ratti TR e quelloa ossociato alle
pulci TV sono tali che i sistemi lineari periodici di equazioni differenziali
definiti dalle matrici(

−µ c(1−ω)π(θ(t))/R0
χν(1− ε −η)µ/R0 −c

)
, (12.16)(

−µ c(1−ω)π(θ(t))/TR
χν(1− ε −η)µ −c

)
, (12.17)(

−µ c(1−ω)π(θ(t))
χν(1− ε −η)µ/TV −c

)
, (12.18)
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Con i valori dei parametri del paragrafo precedente, otteniamo R0 ≈ 1,3 e
TR = TV ≈ 1,8 (più precisamente TR = TV ≈ 1,78). Nel caso speciale di
sistemi periodici come (12.16)-(12.18), abbiamo (R0)

2 = TR = TV, come
nel caso autonomo.

12.6 Dinamica lento-veloce e il modello S-I-R

Nel § 12.4, si è notato che la curva del numero di morti per peste non è
sensibile al cambiamento del parametro c. La spiegazione è semplice: il
tempo medio per una pulce libera di trovare un nuovo ospite, 1/c = 1 giorno
o 1/30 di mese, è la scala temporale più breve nel modello (12.7)-(12.11).
Pertanto, ci si può aspettare che l’equazione (12.10) sia in uno stato quasi-
stazionario: cV ≈ χ ν(1− ε −η)µ I. Sostituiamo cV nelle equazioni (12.7),
(12.8) e (12.11). Otteniamo il seguente sistema ridotto, che non coinvolge c:

dS
dt

= Λ(P)−mS− (1−ω)π(θ)
S
P

χ ν(1− ε −η)µ I+ ε µ I, (12.19)

dI
dt

= (1−ω)π(θ)
S
P

χ ν(1− ε −η)µ I−µ I, (12.20)

dR
dt

= η µ I−mR, (12.21)

dH
dt

= ω π(θ) f ν(1− ε −η)µ I−bH, D(t) = σ bH(t). (12.22)

Possiamo verificare che la soluzione periodica di questo sistema è effettiva-
mente molto vicina a quella del sistema (12.7)-(12.11) se c = 30 al mese e
ancora più vicina se c = 60 al mese. Consideriamo ora l’equazione (12.20).
Poiché c’è un solo tipo di ospite obbligato nel sistema ridotto, il tasso di ri-
produzione R0 e quello di un tipo T0 coincidono e sono uguali alla media
temporale

(1−ω)

[
1
T

∫ T

0
π(θ(t))dt

]
χ ν(1− ε −η)

(proposizione 7.14). Numericamente otteniamo T0 ≈ 1,79, un valore che è
biologicamente indistinguibile dal valore 1,78 ottenuto nel § 12.5 con la teoria
di Floquet.

Il sistema (12.19)-(12.21) è una sorta di versione periodica del modello
S-I-R (12.2) ma con demografia e un possibile ritorno dopo la guarigione alla
classe suscettibile. Il numero di morti dato dalla relazione (12.22) segue le
variazioni di I(t) con un ritardo 1/b di una settimana.



Capitolo 12 207

12.7 Conclusione

Il modello proposto da Kermack e McKendrick non è davvero buono da un
punto di vista biologico. Anche se l’epidemia del 1906 è durata solo pochi
mesi, l’influenza della stagionalità non può essere trascurata. È stato quindi
proposto un nuovo modello periodico. Poiché il modello include due diversi
ospiti, è stata calcolata la riproduttività di un tipo piuttosto che R0. Questo
ha esteso la nozione di riproduttività di un tipo a modelli con stagionalità. La
riproduttività di un tipo per il modello a due ospiti è stata anche confrontata
con la riproduttività di un modello ridotto con un solo ospite.

I problemi con il modello di Kermack e McKendrick per l’epidemia di pe-
ste di Mumbai non sarebbero significativi se questo modello non fosse usato
nei libri di testo come uno dei migliori esempi di come un modello matema-
tico può spiegare il processo epidemico e può ben riprdurre ai dati. Il primo
problema era la dimensione N della popolazione a rischio. Molti modelli pre-
stano molta attenzione alla stima della riproduttività, che nei modelli semplici
è strettamente legata alla frazione finale della popolazione che finisce per es-
sere infettata. Ma a quale popolazione si applicano questi calcoli? È la popo-
lazione del quartiere in cui inizia l’epidemia, la popolazione della città, della
regione o dell’intero paese? Sembra che ci sia molta più incertezza su N che
su R0. Entrambi sono necessari per prevedere la dimensione finale dell’epi-
demia; N è ancora più critico di R0 per ottenere l’ordine di grandezza dell’e-
pidemia. Il secondo problema era che il modello di Kermack e McKendrick
non teneva conto della stagionalità, anche se questa è una delle caratteristiche
più evidenti della figura 12.2. Questa osservazione può anche essere rilevante
per alcuni studi contemporanei di modellazione della pandemia.
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Dimensione finale delle epidemie con stagionalità

Studiamo un sistema S-I-R con coefficienti periodici descrivente
un’epidemia in un ambiente con stagionalità. A differenza di un
ambiente privo di stagionalità (costante), la dimensione finale
dell’epidemia può non essere una funzione crescente del tasso di
contatto. Inoltre, grandi epidemie possono manifestarsi anche se
R0 < 1. Come in un ambiente costante, in uno con stagionalità,
la dimensione epidemica finale tende a 0 se R0 < 1 quando la
frazione iniziale di persone infette è prossima a 0. Se R0 > 1, la
dimensione epidemica finale è maggiore della frazione 1−1/R0
della popolazione iniziale non immunizzata

13.1 Modello periodico S-I-R

Consideriamo il modello S-I-R per le frazioni di popolazione:

dS
dt

=−a(t)SI ,
dI
dt

= a(t)SI−b(t) I ,
dR
dt

= b(t) I . (13.1)

Il tasso di contatto effettivo a(t) e di cura b(t) sono funzioni continue, po-
sitive e T-periodiche. La funzione S(t) è la frazione della popolazione che
è suscettibile, cioè non ancora infetta, I(t) la frazione che è infetta, R(t) la
frazione guarita dall’infezione ed è immune, così che S(t)+ I(t)+R(t) = 1.
Consideriamo la condizione iniziale

S(t0) = 1− i− r, I(t0) = i, R(t0) = r, (13.2)

con i > 0, r ⩾ 0 e i+ r < 1. I casi banali i = 0 e i+ r = 1 sono esclusi. Il
caso speciale in cui r = 0, corrisponde ad una malattia emergente per la quale
la popolazione non ha immunità. Sia R∞ il limite di R(t) quando t → +∞.



Capitolo 13 209

Allora R∞ − r è la dimensione finale dell’epidemia. Il sistema (13.1) con
una funzione periodica a(t) e un parametro costante b può essere utilizzato
per le malattie virali trasmesse per via aerea che si diffondono su una scala
temporale rapida rispetto ai processi demografici e al periodo di immunità,
come l’influenza e la SARS (sindrome respiratoria acuta grave).

Quando le funzioni a(t) e b(t) sono costanti, il sistema (13.1) coincide
con il modello S-I-R di Kermack e McKendrick (capitolo 1). In questo caso
il limite R∞, si ottiene risolvendo l’equazione non lineare:

1−R∞ = (1− i− r) exp
[
−R0

(
R∞ − r
1− r

)]
, (13.3)

dove R0 = a/b è la riproduttività. Questa equazione si ricava, in modo ana-
logo, dal teorema 1.3. Ne segue che R∞ è una funzione crescente di R0 e i,
indipendente da t0. Se R0 < 1 allora R∞ → r quando i → 0. Se R0 > 1 allora

R∞ − r ⩾ (1− r)(1−1/R0) ,

come nella nota 1.4 del capitolo 1. Nel caso di una malattia emergente in
cui r = 0, il limite R∞ può essere identificato con il risultato di un test di
sieroprevalenza dopo la fine dell’epidemia. L’equazione (13.3) fornisce quin-
di una stima della riproduttività R0, che a sua volta fornisce una stima della
copertura vaccinale necessaria a prevenire un’epidemia in altre regioni con
caratteristiche simili.

Nei capitoli precedenti si è intravisto il problema di definire la
riproduttività per i sistemi periodici. In sintesi, per il sistema (13.1)

R0 = ā(1− r)/b̄ , ā =
1
T

∫ T

0
a(t)dt , b̄ =

1
T

∫ T

0
b(t)dt ,

dove notiamo che ā > 0 e b̄ > 0. Infatti, linearizzando il sistema (13.1) vi-
cino all’equilibrio del sistema libero da infezioni, (S = 1− r, I = 0, R = r),
vediamo che

dI
dt

≈ a(t)(1− r)I−b(t) I.

R0 = 1 è chiaramente la soglia per questa semplice equazione lineare perio-
dica. Ma possiamo anche mostrare che R0 è il raggio spettrale dell’operatore
integrale K nello spazio delle funzioni continue T-periodiche, dove

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx,



210

e

K(t,x) = a(t)(1− r)exp
(
−
∫ t

t−x
b(s)ds

)
è il tasso di produzione di casi secondari al tempo t da una persona infettata
al tempo t − x (capitolo 7). Questa rappresentazione è vicina alla definizione
usuale di riproduttività R0 in un ambiente costante come il numero medio
di casi secondari prodotti da un caso iniziale. Ma la stagionalità introduce un
livello di complessità simile a quello dei modelli epidemici stratificati per età,
per i quali R0 è il raggio spettrale di un operatore integrale. La riproduttività
R0 è anche l’unico numero reale positivo tale che il sistema lineare periodico

dI
dt

= a(t)(1− r) I/R0 −b(t) I

ammette un moltiplicatore di Floquet dominante uguale a 1. Si noti che chia-
miamo R0 la riproduttività, mentre alcuni autori la chiamerebbero riprodutti-
vità effettiva definendo R0 come rapporto ā/b̄. In ogni caso, R0 non dipende
dal numero iniziale di persone infette i = I(t0).

Nella § 13.2, indaghiamo prima quali proprietà del modello di Kermack
e McKendrick rimangono valide nel caso periodico (13.1). Si osserva che la
dimensione finale dell’epidemia R∞ può non essere una funzione crescente
del tasso di contatto che è una funzione T-periodica di t0 e che può non esse-
re una funzione crescente di i. La prima di queste osservazioni è in qualche
modo controintuitiva. Ciò implica che può essere impossibile stimare R0 dai
dati di sieroprevalenza. Le simulazioni mostrano anche che grandi epidemie
possono verificarsi anche quando R0 < 1. Questo accade se la malattia viene
introdotta in un periodo favorevole, se la frazione iniziale di persone infette
non è troppo piccola, se la stagionalità è sufficientemente marcata e se il pe-
riodo medio di infezione 1/b è breve rispetto alla durata T di una stagione.
Forse un caso del genere si è verificato in Italia nel 2007 con l’epidemia di
chikungunya. Dall’osservazione di un picco epidemico non si può concludere
semplicemente che R0 > 1 e si deve fare attenzione a come si definisce R0
quando la stagionalità è importante. Le simulazioni mostrano anche che la
dimensione finale dell’epidemia può essere molto sensibile a piccoli cambia-
menti in R0. Questo può spiegare perché è così difficile prevedere l’evoluzio-
ne di un’epidemia dipendente dalla stagionalità, come è stato notato durante
l’epidemia di chikungunya del 2005 e 2006 alla Riunione.

Nel § 13.3 mostriamo che, come nel modello di Kermack e McKendrick,
R0 = 1 è una soglia per il sistema periodico non lineare (13.1). Più
precisamente, mostriamo che

• se R0 < 1, allora R∞ − r → 0 quando i → 0.
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• se R0 > 1, allora R∞ − r ⩾ (1− r)(1−1/R0) per 0 < i < 1− r.

Se R0 > 1, allora abbiamo 1−R∞ ⩽ (1− r)/R0. Così l’epidemia finisce di-
videndo la popolazione iniziale non immune per un numero maggiore di R0.
Teoremi di soglia simili sono stati dimostrati per varie generalizzazioni del
modello di Kermack e McKendrick. Ma il nostro metodo di prova sarà di-
verso perché non si può trovare un’equazione per la dimensione finale simile
all’equazione (13.3) quando il sistema ha coefficienti periodici. Si dimostra
anche nel § 13.3 che il teorema della soglia rimane valido per un sistema
periodico S-E-I-R.

13.2 Simulazioni numeriche

Consideriamo il sistema (13.1) con per esempio a(t) = ā [1+ ε sin(2πt/T)],
dove il periodo T = 1 anno rappresenta la stagionalità. In questo paragrafo
si assume che r = 0, come nel caso di una malattia emergente. Studiamo
l’andamento di R∞ al variare degli altri parametri: ā, ε , b, t0 e i.

La figura 13.1(a) mostra che la dimensione finale dell’epidemia R∞ può
non crescere con il tasso di contatto. I valori dei parametri sono: ε = 0,5;
1/b = 1 settimana = 1/52 anno; t0/T = 0,5; i = 10−3; i due valori per ā sono
scelti in modo tale che R0 = ā/b = 2 e R0 = 2,5. Se indichiamo con a1(t) e
a2(t) i tassi di contatto effettivi per i due valori di R0, abbiamo: a1(t)< a2(t)
per ogni t.
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Figura 13.1: La dimensione finale dell’epidemia può non crescere: a) con il tasso di
contatto; b) con la frazione iniziale i di persone infette.

Con il valore più grande di R0, l’epidemia si verifica nella stagione meno
favorevole 0,5 < t/T < 1, quando a(t) è inferiore al suo valor medio. Quando
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arriva la stagione favorevole (1 < t/T < 1,5), il gruppo di persone suscettibili
è già ampiamente esaurito, così che non si verifica una nuova ondata epide-
mica. Per il valore più piccolo di R0, il gruppo di persone suscettibili non è
stato sufficientemente esaurito, si verifica una seconda ondata epidemica e la
dimensione finale dell’epidemia è maggiore.

Quest’ultima situazione è precisamente ciò che è successo nel 2005 e nel
2006 alla Riunione. Un primo piccolo picco si è verificato nel maggio 2005
poco prima dell’inizio dell’inverno australe. L’epidemia, durante l’inverno
australe, è rimasta a un livello basso. Un secondo picco epidemico, molto più
grande, si è verificato all’inizio dell’estate australe successiva, nel gennaio
2006, e causando l’infezione di circa 250 000 persone, cioè un terzo della
popolazione dell’isola.

Infine, si noti che se la dimensione finale dell’epidemia R∞ non è una
funzione monotonicamente crescente del tasso di contatto di conseguenza è
impossibile stimare R0 da R∞ e, in particolare, dai dati di sieroprevalenza.
Tuttavia, sarà dimostrato nel § 13.3 che R∞ − r ⩾ (1− r)(1−1/R0). Sappia-
mo quindi almeno che, R0 ⩽ (1− r)/(1−R∞), esprime un limite superiore
per R0.

Allo stesso modo, la figura 13.1(b) mostra che la dimensione finale del-
l’epidemia R∞ può non crescere con la frazione iniziale i di persone infette. I
valori dei parametri sono: ε = 0,5; 1/b = 1/52 anno; t0/T = 0,5; R0 = 2,5
(che fissa il parametro ā );mentre si sceglono due valori i = 10−6 e i = 10−3.
Con i = 10−6 riduce il numero di suscettibili più lentamente nella stagione
meno favorevole.

La figura 13.2(a) mostra che sono possibili epidemie relativamente grandi
anche se R0 < 1. I valori dei parametri sono: R0 = 0,9; ε = 0,5; 1/b = 1/52
anno; t0/T = 0; i = 10−3. Il fatto che R0(1+ ε) > 1 ma R0(1− ε) < 1 dà
un’indicazione di ciò che accade; più in generale, il sistema (13.1) mostra che
dI/dt < 0 quando a(t)/b(t) < 1. L’epidemia si verifica durante la stagione
favorevole e si ferma semplicemente quando arriva quella meno favorevole.
E’ anche determinante il fatto che la frazione iniziale di persone infette risulti
non troppo piccola (i= 10−3). Infatti, il teorema della soglia con r = 0 mostra
che R∞ → 0 quando i → 0 e R0 < 1. Da queste osservazioni, si dovrebbe fare
attenzione prima di affermare che R0 > 1 non appena si osserva un picco
epidemico. Nell’estate del 2007, un piccolo focolaio di chikungunya si è
verificato vicino a Ravenna in Italia. L’estate è la stagione più favorevole per
le zanzare in questa regione e mai l’epidemia probabilmente avrebbe superato
l’inverno. Le stime in R0 molto maggiore di 1 dovrebbero essere trattate con
cautela. Il problema risiede principalmente nella definizione di R0 e nelle
ipotesi del modello. Un modello che assume un ambiente costante simile alle
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condizioni estive non può spiegare perché l’epidemia si ferma in autunno;
esso è sicuramente inadeguato quando l’epidemia dura due anni come alla
Riunione.
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Figura 13.2: (a) Grandi epidemie possono verificarsi anche se R0 < 1. (b) R∞ può
essere molto sensibile a piccole variazioni di R0.

La figura 13.2(b) mostra che la dimensione finale dell’epidemia R∞ può
essere molto sensibile a piccole variazioni della riproduttività R0. I valori dei
parametri sono: ε = 0,5; 1/b = 1/52 anno; t0/T = 0,5, i = 10−6. Mentre
R0 assume uno dei tre valori: 1,15; 1,2; 1,25. Otteniamo R∞ ≈ 54% quando
R0 = 1,15, R∞ ≈ 23% quando R0 = 1,2 e R∞ ≈ 50% quando R0 = 1,25.
In pratica, non è possibile distinguere valori così vicini di R0. Tuttavia, la
dimensione finale dell’epidemia corrispondente varia di un fattore 2. In siste-
mi con coefficienti periodici come 13.1, la previsione della dimensione finale
dell’epidemia sembra molto difficile.

Questa è forse una risposta alle critiche rivolte agli epidemiologi che han-
no seguito l’epidemia di chikungunya alla Riunione. Anche se una rete di
sorveglianza ha monitorato attentamente l’epidemia dal suo inizio nell’aprile
2005, gli epidemiologi non sono stati in grado di prevedere il grande picco
che si è verificato nel gennaio e febbraio 2006. Per tale motivo l’opinione
pubblica e i politici hanno messo sotto pressione l’Institut de veille sanitai-
re, responsabile del monitoraggio delle malattie in Francia e nei dipartimenti
francesi d’oltremare. Le nostre simulazioni suggeriscono che questa critiche
nei confronti degli epidemiologi potrebbero essere state ingiustificata. In un
certo senso, le previsioni epidemiche oltre qualche settimana in un ambien-
te con stagionalità sono forse incerte così come le previsioni del tempo oltre
qualche giorno.
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Per la figura 13.2(b), si considera i = 10−6. In pratica, è difficile stimare
la frazione iniziale i di individui infetti. Il problema è che il sistema S-I-R
presuppone contatti omogenei. Se un’epidemia inizia in una città da un sin-
golo caso iniziale, allora la frazione i può essere assunta semplicemente come
l’inverso della popolazione della città. Ma se la città è grande, allora può non
essere ragionevole assumere contatti omogenei e si può pensare di usare la
popolazione della zona della città in cui il caso iniziale è stato introdotto.
Il problema è identico per le epidemie in una piccola isola come la Riunio-
ne nell’oceano indiano, ma con una popolazione, di circa 800 000 abitanti,
distribuita lungo la costa.

La figura 13.3(a) mostra la dipendenza della dimensione finale R∞

dell’epidemia dal tempo t0 in cui l’epidemia ha inizio. Naturalmente, la di-
mensione finale R∞ è sempre una funzione T-periodica di t0 poiché il sistema
(13.1) è invariante per uno spostamento temporale di T. I valori dei parametri
nella figura 13.3(a) sono: R0 = 1 o R0 = 1,5; ε = 0,5; 1/b = 1 settimana
o 1/b = 3 settimane; i = 10−3. La dipendenza da t0 è significativa se R0 è
vicina a 1 e il periodo infettivo 1/b è breve rispetto al periodo T. In tal caso,
l’epidemia non può svilupparsi durante la stagione sfavorevole.
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Figura 13.3: (a) Quando R0 è vicino a 1, la dimensione finale dell’epidemia R∞ di-
pende fortemente da t0 se il periodo infettivo 1/b è breve rispetto alla durata della
stagione T. (b) L’infettività normalizzata W(t0) fornisce una vaga giustificazione del-
la dipendenza della dimensione finale dell’epidemia da t0 (qui R0 = 1).

La figura 13.3(b), mostra per R0 = 1 l’infettività di un caso iniziale in-
trodotto al tempo t0, calcolata con l’equazione linearizzata in prossimità del
punto di equilibrio, senza malattia:

dI
dt

= a(t)(1− r) I(t)−b(t) I(t) . (13.4)
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Consideriamo qui il caso generale, non solo il caso particolare con r = 0 e b(t)
costanti. Ricordiamo che il tasso di crescita asintotico dell’equazione (13.4)
è λ = ā(1− r)− b̄ e che questo è l’unico numero reale tale che l’equazione

dV
dt

+λ V(t) = a(t)(1− r)V(t)−b(t)V(t)

ha una soluzione periodica non nulla V(t), come si può vedere ponendo
I(t)=V(t)exp(λ t) nell’equazione (13.4). In 11 è stato dimostrato che l’infet-
tività non dipende dall’ «età» (qui, il tempo dall’infezione) in modelli di po-
polazione periodici a tempo lineare come (13.4). È data da qualsiasi soluzione
non nulla dell’equazione associata

−dW
dt

+λ W(t) = a(t)(1− r)W(t)−b(t)W(t) .

Questo dà

W(t) = exp
[∫ t

0
(b(s)− b̄)ds− (1− r)

∫ t

0
(a(s)− ā)ds

]
con una costante moltiplicativa. Confrontando le figure 13.3(b) e 13.3(a) con
R0 = 1 si vede che l’infettività dà solo una vaga giustificazione della dipen-
denza della dimensione finale dell’epidemia R∞ da t0: ci aspettiamo che il
massimo di R∞ sia raggiunto vicino a t0 = 0 e il minimo vicino a t0 = 0,5.
Con R0 = 1,5, il modello di W(t) sarebbe simile, con un massimo a t0 = 0 e
un minimo a t0 = 0,5. Ma la figura 13.3(a) mostra che questo è fuorviante: gli
effetti non lineari diventano importanti. Con un periodo di infezione più lungo
(1/b = 3 settimane), la differenza tra un’epidemia che inizia in una stagione
sfavorevole e una che inizia in una stagione favorevole è meno pronunciata
rispetto a quando il periodo di infezione è più breve (1/b = 1 settimane).

Aggiungiamo alcune osservazioni su un metodo per stimare R0 dai dati
senza usare la dimensione finale dell’epidemia. All’inizio di un’epidemia,
abbiamo t ≈ t0, S ≈ 1, I ≈ 0 e R ≈ 0. Così

dI
dt

≈ (a(t0)−b)I

e I(t) tende a crescere esponenzialmente al tasso a(t0)− b. Questo tasso
può essere stimato con l’inizio della curva epidemica. Conoscendo la du-
rata media 1/b del periodo infettivo, possiamo dedurre a(t0) e quindi il rap-
porto a(t0)/b. Ma la nostra analisi mostra che, contrariamente a R0 = ā/b,
il rapporto a(t0)/b non è legato alle proprietà di soglia del sistema. Se pe-
rò a(t) = ā f (t), dove f (t) è noto e periodico con media uguale a 1, allora
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R0 = (a(t0)/b)/ f (t0) può essere calcolato. Per le malattie trasmesse per via
aerea, è difficile conoscere la forma di f (t) = a(t)/ā perché è difficile stimare
quantitativamente l’influenza della temperatura e dell’umidità sulla trasmissi-
bilità. Per le malattie trasmesse da vettori, le variazioni stagionali della popo-
lazione di vettori possono essere misurate, quindi R0 possono essere stimate
(vedasi per esempio il capitolo 8).

La figura 13.4 mostra curve di livello della dimensione finale dell’epide-
mia R(∞) ∈ {0,5; 0,7; 0,9} al variare del tempo t0 di introduzione del primo
caso infetto (0 ⩽ t0 ⩽ T) e del livello ε di stagionalità (0 ⩽ ε ⩽ 1). Qui abbia-
mo preso a(t) = ā [1+ ε cos(2πt/T)], T = 1 all’anno e b = 100 all’anno, in
modo che la durata dell’infezione 1/b sia compresa tra 3 e 4 giorni. Suppo-
niamo R0 = ā/b =1,5. Supponiamo inoltre I(t0) = i = 10−4: un caso viene
introdotto in una popolazione di 10 000 persone che si mescolano omogenea-
mente. Il tempo t del calendario è stato impostato in modo che a(t) raggiunga
il suo massimo quando t = 0. A seconda della scelta di (t0,ε), la dimensio-
ne finale varia dal 38% al 94%. Sottolineiamo che questi diversi valori della
dimensione finale R(∞) corrispondono allo stesso valore della riproduttivi-
tà R0. Sull’asse orizzontale ε = 0 (ambiente costante), la dimensione finale
R(∞) è ovviamente indipendente da t0: R(∞) = 58%. Per ε = 5%, la dimen-
sione finale varia dal 53% al 63% secondo t0. Per ε = 10%, varia dal 48% al
67%. Per ε = 15%, varia dal 42% al 70%. Così anche ampiezze relativamen-
te piccole della stagionalità hanno un effetto significativo sulla dimensione
finale dell’epidemia.

La figura 13.5 mostra le curve di livello {0,5 ; 1 ; 1,5 ; 2 ; 2,5} del rap-
porto a(t0)/b, che può essere stimato mediante un’andamento esponenziale
all’inizio di una curva epidemica, quando si varia il tempo t0 di introduzio-
ne del primo caso infetto (0 ⩽ t0 ⩽ T) e la grandezza ε della stagionalità
(0 ⩽ ε ⩽ 1) come nella figura 13.4. Si può vedere che la a(t0)/b non consen-
te di prevedere correttamente la dimensione finale dell’epidemia. Il caso più
eclatante è quello in cui t0/T = 0,5 e ε = 1. In questo caso, non a(t0)/b = 0
ma R(∞) = 93% (fig. 13.4).

13.3 Teoremi di soglia

13.3.1 Sistema periodico S-I-R

Come in 1, la soluzione del sistema (13.1)-(13.2) è unica e definita per ogni
t ⩾ t0. Inoltre, S(t)> 0, I(t)> 0 e R(t)> r =R(t0) per ogni t > t0. Infine, S(t)
è decrescente, R(t) è crescente e S(t)+ I(t)+R(t) = 1. Quindi S(t)→ S∞ e
R(t) → R∞ quando t → +∞. Poiché I = 1−S−R, vediamo che I(t) → I∞.
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Figura 13.4: Curve di livello (50%, 70% e 90%) della dimensione finale dell’epidemia
R(∞) al variare del tempo t0 di introduzione del primo caso infetto (asse orizzontale)
e dell’ampiezza ε della stagionalità (asse verticale). In tutta questa figura, abbiamo
R0 = 1,5.
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Figura 13.5: Curve di livello di a(t0)/b al variare del tempo t0 di introduzione del pri-
mo caso infetto (asse orizzontale) e dell’ampiezza ε della stagionalità (asse verticale).
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Ma
R(t)− r =

∫ t

t0
b(u) I(u)du.

Quindi questo integrale converge quando t →+∞; b̄ > 0 implica I∞ = 0.

Proposizione 13.1. Supponiamo R0 < 1. Allora R∞ → r quando i → 0.

Dimostrazione. Poiché S(t) = 1− I(t)−R(t), I(t)⩾ 0 e R(t)⩾ r per tutte le
t ⩾ t0, abbiamo

dI
dt

= a(t)(1− I−R)I−b(t)I ⩽ [a(t)(1− r)−b(t)]I(t).

Poiché I(t0) = i, otteniamo

I(t)⩽ i exp
(∫ t

t0
[a(u)(1− r)−b(u)] du

)
.

Ma dR/dt = b(t)I e R(t0) = r. Così

r ⩽ R(t)⩽ r+ i
∫ t

t0
b(u)exp

(∫ u

t0
[a(v)(1− r)−b(v)] dv

)
du. (13.5)

Quando u →+∞, abbiamo∫ u

t0
[a(v)(1− r)−b(v)]dv ∼

[
ā(1− r)− b̄

]
u.

Ma ā(1− r)− b̄ < 0 poiché R0 < 1. Quindi l’integrale del lato destro della
disuguaglianza (13.5) converge quando t →+∞ e

r ⩽ R∞ ⩽ r+ i
∫ +∞

t0
b(u)exp

(∫ u

t0
[a(v)(1− r)−b(v)] dv

)
du.

Quindi R∞ → r quando i → 0.

Proposizione 13.2. Se R0 > 1 allora R∞ − r ⩾ (1− r)(1−1/R0).

Dimostrazione. Per assurdo, ammettiamo che R∞ − r < (1− r)(1− 1/R0).
Allora 1−R∞ > (1− r)/R0 = b̄/ā. Poiché R(t) è una funzione crescente,
vediamo che R(t)⩽ R∞ per ogni t ⩾ t0. Allora

dI
dt

= a(t)(1− I−R)I−b(t)I ⩾ c(t)I−a(t)I2, (13.6)
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dove c(t) = a(t)(1−R∞)−b(t). Inoltre,

c̄ =
1
T

∫ T

0
c(t)dt = ā(1−R∞)− b̄ > 0.

Scegliamo η tale che 0 < η < c̄/ā. Poiché I(t)→ 0 quando t →+∞, possia-
mo trovare t1 > t0 tale che 0 ⩽ I(t)⩽ η per ogni t ⩾ t1. Ora la disuguaglianza
(13.6) implica

dI
dt

⩾ (c(t)−a(t)η)I e I(t)⩾ I(t1)exp
(∫ t

t1
(c(u)−a(u)η)du

)
per ogni t ⩾ t1. A causa della scelta di η , otteniamo I(t) → +∞ quando
t →+∞, ma ciò è impossibile perchè, per ogni t, I(t)⩽ 1, e quindi l’ipotesi è
assurda.

13.3.2 Sistema periodico S-E-I-R

Consideriamo il sistema

dS
dt

=−a(t)SI,
dE
dt

= a(t)SI−c(t)E,
dI
dt

= c(t)E−b(t)I,
dR
dt

= b(t)I,

con S+E+ I+R = 1 e dove il tasso c(t) di transizione dalla fase latente E
alla fase infettiva I è una funzione continua, T-periodica e positiva con media
c̄. Consideriamo la condizione iniziale

S(t0) = 1− e− i− r, E(t0) = e, I(t0) = i, R(t0) = r,

con e ⩾ 0, i ⩾ 0, r ⩾ 0, e+ i > 0 e e+ i+ r < 1. Per ogni λ > 0, sia Φ(t, t0;λ )
l’operatore di evoluzione associato al sistema lineare T-periodico

dX
dt

=

(
−c(t) a(t)(1−r)

λ

c(t) −b(t)

)
X = Mλ(t)X. (13.7)

Quindi, Φ(t0, t0;λ ) = I , è la matrice identità di ordine 2. Si noti che
ρ(Φ(T,0;λ )) = ρ(Φ(t0 +T, t0;λ )) per ogni t0 [16, teorema 9.7]. Sia Σ(t, t0)
l’operatore di evoluzione associato al sistema

dX
dt

=

(
−c(t) 0
c(t) −b(t)

)
X.

La riproduttività R0 è il raggio spettrale dell’operatore K nello spazio
P delle funzioni continue T-periodiche di R in R2 con

(K v)(t) =
∫ +∞

0
K(t,x)v(t − x)dx
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e

K(t,x) =
(

0 a(t)(1− r)
0 0

)
Σ(t, t − x).

La riproduttività R0 è anche l’unica, con λ > 0, tale che ρ(Φ(T,0;λ )) = 1
(proposizione 7.21).

Proposizione 13.3. Il sistema periodico S-E-I-R ha una soluzione unica defi-
nita per ogni t ⩾ t0. Inoltre, S(t)> 0, E(t)> 0 e I(t)> 0 per ogni t > t0. S(t)
diminuisce e converge a un limite S∞. R(t) cresce e converge verso un limite
R∞. E(t) e I(t) convergono a 0. Inoltre, S∞ > 0 e R∞ < 1.

Dimostrazione. Le prime asserzioni sono dimostrate come in 2: S(t)→ S∞ e
R(t)→ R∞. Dal momento che

d
dt
(I+R) = c(t)E,

la funzione I+R cresce e converge. Pertanto I(t)→ I∞. Inoltre,

R(t)− r =
∫ t

t0
b(u)I(u)du

converge quando t →+∞. Quindi b̄ > 0 implica I∞ = 0. Ma E = 1−S− I−R
dimostra che E(t)→ E∞. Essendo

d
dt
(S+E) =−c(t)E,

l’integrale ∫ +∞

t0
c(u)E(u)du

converge. Quindi c̄ > 0 implica E∞ = 0. Mostriamo che S∞ > 0. Essendo

dS
dt

=−a(t)SI,

abbiamo
logS(t)− logS(t0) =−

∫ t

t0
a(u) I(u)du.

Ma le disuguaglianze∫ t

t0
a(u) I(u)du ⩽

[
max

0⩽u⩽T

a(u)
b(u)

]∫ t

t0
b(u) I(u)du ,∫ t

t0
b(u) I(u)du = R(t)− r ⩽ 1− r
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implicano che ∫ +∞

t0
a(u) I(u)du <+∞.

Così S∞ > 0 e R∞ = 1−S∞ < 1.

Proposizione 13.4. Se R0 < 1, allora R∞ → r quando e → 0 e i → 0.

Dimostrazione. Poiché S = 1−E− I−R, abbiamo

d
dt

(
E
I

)
⩽

(
−c(t) a(t)(1− r)
c(t) −b(t)

)(
E
I

)
,

dove la disuguaglianza tra vettori comporta la disuguaglianza componente per
componente. Così (

E(t)
I(t)

)
⩽ Φ(t, t0;1)

(
e
i

)
secondo il corollario 2.6. Poiché R0 < 1, abbiamo ρ(Φ(t0 +T, t0;1)) < 1
(corollario 7.13). Pertanto

R∞ − r =
∫ +∞

0
b(t) I(t)dt ⩽ (1 1)

∫ +∞

0
b(t)Φ(t, t0;1)dt

(
e
i

)
converge a 0 se e e i tendono a 0.

Proposizione 13.5. Se R0 > 1, allora R∞ − r ⩾ (1− r)(1−1/R0).

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che R∞ − r < (1− r)(1− 1/R0).
Allora 1−R∞ > (1− r)/R0, in modo che (1− r)/(1−R∞)< R0 e

ρ(Φ(T,0; (1− r)/(1−R∞)))> ρ(Φ(T,0; R0)) = 1

(proposizione 7.11). Abbiamo R∞ < 1. Per la continuità del raggio spet-
trale e della soluzione di un’equazione differenziale rispetto a un parametro,
possiamo trovare un η > 0 tale che η < 1−R∞ e ρ(Φ(T,0; λ )) > 1, do-
ve λ = (1− r)/(1−R∞ − η). Abbiamo S(t) → 1−R∞ quando t → +∞.
Pertanto, esiste t1 > t0 tale che S(t) ⩾ 1−R∞ −η per tutti t ⩾ t1. Poniamo

X =

(
E
I

)
. Pertanto,

dX
dt

⩾

(
−c(t) a(t)(1−R∞ −η)
c(t) −b(t)

)
X
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e X(t)⩾ Φ(t, t1;λ )X(t1) per ogni t ⩾ t1 secondo il corollario 2.6. In partico-
lare, X(t1+nT)⩾Φ(t1+nT, t1;λ )X(t1) =Φ(t1+T, t1;λ )nX(t1) per qualsiasi
intero n ⩾ 1. La matrice Φ(t1 +T, t1;λ ) ha coefficienti positivi. Dato il teo-
rema di Perron-Frobenius (teorema 3.19), siano V e W gli autovettori con
componenti positive, rispettivamente di questa matrice e della sua trasposta,
associati al raggio spettrale ρ(Φ(t1 +T, t1;λ )) e tali che ⟨V,W⟩= 1. Allora

Φ(t1 +T, t1;λ )nX(t1)
ρ(Φ(t1 +T, t1;λ ))n −→

n→+∞
V⟨W,X(t1)⟩.

Poiché le componenti del vettore X(t1) sono positive e poiché abbiamo
ρ(Φ(t1 +T, t1;λ )) > 1, abbiamo che E(t1 + nT) e I(t1 + nT) tendono a +∞

quando n →+∞. Ma ciò è in contraddizione con il fatto che le funzioni E(t)
e I(t) sono aumentate di 1.

Conclusione. Il teorema della soglia per sistemi a coefficienti costanti (con
i due casi classici R0 < 1 e R0 > 1) si generalizza a sistemi a coefficienti
periodici che rappresentano la stagionalità, a condizione che la riproduttivi-
tà R0 sia definita come nei capitoli precedenti. Tuttavia, un po’ inaspetta-
tamente, nei sistemi periodici si possono manifestare epidemie abbastanza
grandi anche quando R0 < 1; la dimensione finale dell’epidemia può non
crescere con il tasso di contatto o con la frazione iniziale i di persone in-
fette. Queste osservazioni basate su sistemi semplici dovrebbero servire da
monito per l’interpretazione delle epidemie influenzate dalla stagionalità. Le
epidemie emergenti di malattie trasmesse da vettori, alle quali la teoria del
cambiamento climatico presta particolare attenzione, dovrebbero essere ana-
lizzate con cautela, come si è visto nel caso del chikungunya alla Riunione
e in Italia. Un altro caso interessante è quello delle pandemie di influenza
H1N1. La pandemia del 1918–1920 si è verificata in diverse ondate carat-
terizzate dalla stagionalità. I metodi di stima della riproduttività per questo
tipo di pandemia dipendente dalla stagionalità si basano su coefficienti co-
stanti e utilizzano l’inizio della curva epidemica o la dimensione finale delle
epidemie a onda singola. Questo capitolo suggerisce che i suddetti metodi
di analisi dovrebbero essere rivisti, poiché la relazione tra la riproduttivi-
tà R0 e il comportamento delle epidemie in un ambiente con stagionalità e
i cui cambiamenti influenzano l’evoluzione, non possono rappresentare una
generalizzazione ovvia di ciò che è noto nel caso di un ambiente costante.
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Dimensione finale delle epidemie in un ambiente
periodico di piccola ampiezza

In questo capitolo, attraverso lo studio, da un punto di vista
teorico, di un modello S-I-R molto semplice, relativo ad una
malattia a trasmissione diretta, si evidenzia come un ambiente
periodico può modificare la dimensione finale di un’epidemia. I
risultati analitici sono ottenuti assumendo che l’ampiezza della
stagionalità sia piccola.

14.1 Un’epidemia di dengue nell’isola della Riunione

Un’epidemia di dengue si è verificata nel 2018 nell’isola della Riunione.
Più di 5000 casi sono stati confermati biologicamente tra gennaio e giugno
2018 e più di 16000 casi sintomatici suggestivi di dengue sono stati riportati
(fig. 14.1). Alla fine di giugno, a causa dell’inizio dell’inverno australe ma
anche grazie al controllo dei vettori, l’epidemia si stava ritirando. Tuttavia,
era difficile prevedere se il numero di infezioni sarebbe diminuito sufficiente-
mente da evitare una seconda ondata epidemica alla fine del 2018, quando le
condizioni climatiche sarebbero state più favorevoli alle zanzare che portano
la malattia. È stata questa seconda ondata che ha infettato quasi un terzo della
popolazione con il chikungunya nel 2006.

Sarebbe allettante modellare matematicamente la diffusione della dengue
in modo realistico, limitando la complessità del modello a pochi parametri
sconosciuti, come è stato tentato per la chikungunya nel capitolo 9. Tuttavia,
le incertezze che circondano questi parametri e la loro dipendenza dalle va-
riabili climatiche sono così grandi che i risultati numerici sono probabilmente
molto dubbi [70].
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Figura 14.1: Funzione di passo superiore (scala sull’asse delle ordinate): numero sti-
mato di casi settimanali di dengue alla Riunione tra gennaio e giugno 2018, secondo
[78]. Funzione del gradino inferiore (stessa scala): casi settimanali di chikungunya
nel 2005 (vedasi capitolo 9). Linea tratteggiata: dati climatici della stazione dell’aero-
porto della Riunione secondo Météo France. Temperatura minima (da 18,0 a 23,7 oC)
e massima (da 25,2 a 30,1 oC) [linee a tratti lunghi]. Precipitazioni mensili (da 43 a
351 mm) [linee a tratti brevi].

Qui di seguito, ci limiteremo a un modello epidemico estremamente sem-
plificato con trasmissione diretta e non vettoriale, che non ha la pretesa di
essere applicabile al caso della dengue alla Riunione. Non avrebbe senso
adattare i suoi parametri ai dati epidemici. Lo scopo è piuttosto quello di atti-
rare l’attenzione sulla questione della dimensione finale di un’epidemia in un
ambiente periodico, che è stata poco studiata da un punto di vista teorico.

Anche il più semplice dei modelli matematici che tengono conto della
stagionalità presenta molte difficoltà. Si vedrà nel § 16.1 (vedasi anche [24])
che per i modelli di malattie endemiche, un coefficiente periodico può portare
a oscillazioni con un periodo diverso o addirittura a oscillazioni caotiche.

Come visto nei capitoli precedenti, la riproduttività R0 deve essere atten-
tamente definita nei modelli periodici in modo che la disuguaglianza R0 > 1
rifletta l’instabilità della situazione senza epidemia; la difficoltà si presenta in
particolare per i modelli con almeno due compartimenti infetti.

Nel capitolo 13, è stato discusso il modello periodico S-I-R, una semplice
generalizzazione del modello classico di Kermack e McKendrick:

dS
dt

=−a(t)S
I
N
,

dI
dt

= a(t)S
I
N
−b I,

dR
dt

= b I, (14.1)

dove N è la dimensione della popolazione, S(t) è il numero di persone che
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possono essere infettate, I(t) è il numero di persone infettate, R(t) è il numero
di persone curate, a(t) è il tasso di contatto effettivo e b è il tasso di cura. Le
condizioni iniziali sono per esempio

S(t0) = S0 = N− I0, I(t0) = I0, R(t0) = 0,

con 0 < I0 < N. La funzione a(t) è periodica con periodo T. Supponiamo

R0 =
1

bT

∫ T

0
a(t)dt.

Abbiamo mostrato nel capitolo 13 che la proprietà della soglia epidemi-
ca si esprime come segue: se R0 < 1, allora la dimensione finale R(∞)
dell’epidemia tende a 0 se I0 tende a 0; se al contrario R0 > 1, allora

R(∞)> N(1−1/R0)

qualunque 0 < I0 < N. Questa proprietà si estende dai modelli con trasmis-
sione diretta, come il sistema (14.1), ai modelli con trasmissione vettoriale,
come la dengue. Nella figura 13.4, si rappresenta numericamente come la
dimensione finale R(∞) dell’epidemia dipenda dal tempo iniziale t0 e dalla
grandezza del tasso di contatto a(t). Si è osservato che R(∞) può variare
anche del doppio per lo stesso valore di riproduttività R0.

Combinando metodi numerici e analitici, la dimensione finale dell’epide-
mia viene studiata più da vicino nel caso speciale in cui

a(t) = ā(1+ ε φ(t))

con una funzione periodica, continua a tratti, φ(t) di periodo T e media zero
e con un parametro ε piccolo in modo che l’ambiente sia solo debolmente
stagionale. Indichiamo con:

• Sε(t), Iε(t) e Rε(t) le soluzioni corrispondenti alla condizione iniziale
(N− I0, I0,0);

• S(t), I(t) e R(t) le soluzioni con la stessa condizione iniziale ma con
ε = 0.

Si dimostra nell § 14.2 che:

Rε(∞) = R(∞)+Ncε +o(ε)

quando ε → 0, dove R(∞) è la dimensione finale dell’epidemia in un
ambiente costante. Il coefficiente di correzione c può essere positivo o
negativo.
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Se φ(t) = cos(ωt), se il numero di persone infette all’inizio è piccolo
rispetto alla dimensione della popolazione (I0 ≪ N), se R0 = ā/b > 1 con
R0 vicino a 1 e se I0/N ≪ (R0 −1)2, allora il coefficiente di correzione c è
determinato analiticamente in funzione dei parametri del modello: N, I0, ā,
b, t0 e ω . Troviamo che l’ambiente periodico aumenta la dimensione finale
dell’epidemia (c> 0) se il tasso di contatto effettivo risulta a(t0+τ)> ā, dove
t0 + τ è il tempo in cui l’epidemia raggiungerebbe il picco in un ambiente
costante.

14.2 Formula esatta per il coefficiente di correzione

Riguardo al sistema differenziale (14.1), abbiamo visto nel § 13.3 le seguenti
proprietà:

• Sε(t)+ Iε(t)+Rε(t) = N per tutti t ⩾ t0 ;

• Sε(t)> 0, Iε(t)> 0 e Rε(t)⩾ 0 per tutti t ⩾ t0 ;

• la funzione Sε(t) è decrescente e tende a un limite Sε(∞) ;

• la funzione Rε(t) è crescente e tende a un limite Rε(∞) ;

• la funzione Iε(t) tende a un limite che può essere solo 0.

Integriamo la terza equazione differenziale rispetto a t da t0 all’infinito:

Rε(∞) = b
∫ +∞

t0
Iε(t)dt.

Inoltre, la prima equazione differenziale si scrive

1
Sε

dSε

dt
=−a(t)

Iε(t)
N

.

Integrando, allo stesso modo, otteniamo:

log
Sε(∞)

N− I0
=− ā

N

∫ +∞

t0
Iε(t)dt − ā

N
ε

∫ +∞

t0
Iε(t)φ(t)dt .

Possiamo sostituire il primo integrale e considerando che Sε(∞)=N−Rε(∞),
otteniamo:

log
N−Rε(∞)

N− I0
+

ā
b

Rε(∞)

N
+

ā
N

ε

∫ +∞

t0
Iε(t)φ(t)dt = 0 . (14.2)
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Quando ε = 0, l’ultimo termine al secondo membro della 14.2 si annulla, e
ritroviamo l’equazione classica per la dimensione finale dell’epidemia in un
ambiente costante (proposizione 1.3). Abbiamo:

ε

∫ +∞

t0
Iε(t)φ(t)dt = ε

∫ +∞

t0
I(t)φ(t)dt +o(ε).

Scrivendo Rε(∞) = R(∞)+Ncε +o(ε) per ε → 0, otteniamo

log
N−R(∞)−Ncε +o(ε)

N− I0
+

ā
b

R(∞)

N

+
ā
b

cε +
ā
N

ε

∫ +∞

t0
I(t)φ(t)dt +o(ε) = 0.

I termini di ordine ε danno

−Nc
N−R(∞)

+
ā
b

c+
ā
N

∫ +∞

t0
I(t)φ(t)dt = 0 .

Così

c =
ā/N

N/(N−R(∞))− ā/b

∫ +∞

t0
I(t)φ(t)dt . (14.3)

Ricordiamo che R(∞) > N(1 − b/ā). Quindi il denominatore della for-
mula (14.3) è positivo. Il coefficiente c ha lo stesso segno dell’integrale∫ +∞

t0 I(t)φ(t)dt.
Possiamo valutare questo integrale numericamente. In primo luogo, usia-

mo un software di calcolo numerico come Scilab per risolvere il sistema di
equazioni differenziali (14.1) con ε = 0. Otteniamo così (S(t), I(t),R(t))
per un insieme discreto di valori di t, con un piccolo passo temporale. In
particolare, determiniamo il valore di R(∞). Poi calcoliamo l’integrale con
questa stessa discretizzazione temporale. Infine, determiniamo il valore del
coefficiente c.

Facciamo un esempio. Assumiamo φ(t) = cos(ωt) con ω = 2π/T,
N = 10000, I0 = 1, T = 12 mesi, ā = 10/mese e b = 5/mese. Allora la ri-
produttività è R0 = 2; la dimensione finale dell’epidemia in un ambiente co-
stante è R(∞)≈ 7968. La figura 14.2 mostra come varia Rε(∞) in funzione di
ε (0 ⩽ ε ⩽ 1) quando t0 assume tre diversi valori, corrispondenti a tre valori
distinti del tempo iniziale relativo alla presenza del primo caso infetto nella
popolazione: 0,5 mesi, 2 mesi o 3 mesi. La figura mostra anche l’approssima-
zione R(∞)+Ncε per ε piccola, con il coefficiente di correzione c calcolato
secondo la formula (14.3). Osserviamo che il coefficiente c può essere po-
sitivo o negativo, così che la dimensione finale dell’epidemia può essere più
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grande o più piccola rispetto a quella presente in un ambiente costante. Os-
serviamo anche che per t0 = 3 mesi, la funzione Rε(∞) varia in funzione di ε

in modo più complicato che per gli altri due valori di t0: in particolare, questa
funzione è decrescente solo fino a ε < 0,3.

0 10.2 0.4 0.6 0.80.1 0.3 0.5 0.7 0.9
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Figura 14.2: Andamento della dimensione finale dell’epidemia in funzione di ε per
tre diversi valori di t0 (linea tratteggiata). La linea continua rappresenta l’approssima-
zione R(∞)+Ncε per ε prossimo a 0.

14.3 Formule approssimative

Supponiamo R0 ≈ 1 e I0/N ≪ (R0 − 1)2. Nel § 1.4, è stata trovata
un’approssimazione per il numero di persone infette:

I(t)≈ N
2

(ā/b−1)2

cosh2[(ā−b)(t − t0 − τ)/2]

per ogni t > t0, dove

τ ∼ 1
ā−b

log
[
2(N/I0)(ā/b−1)2] .

Per t = t0 + τ l’approssimazione di I(t) raggiunge il suo massimo. Allora

c ≈ ā(ā/b−1)2/2
N/(N−R(∞))− ā/b

∫ +∞

t0

φ(t)
cosh2[(ā−b)(t − t0 − τ)/2]

dt . (14.4)
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Si noti che ā− b è piccolo e τ è grande. Dopo il cambio di variabile t =
t0 + τ +u, osserviamo che la funzione

1
cosh2[(ā−b)u/2]

è quasi nulla all’esterno di un intorno piccolo di u = 0, per cui∫ +∞

−τ

φ(t0 + τ +u)
cosh2[(ā−b)u/2]

du ≈
∫ +∞

−∞

φ(t0 + τ +u)
cosh2[(ā−b)u/2]

du .

Quest’ultimo integrale viene calcolato esplicitamente quando

φ(t) = cos(Ωt).

Infatti,∫ +∞

−∞

cos(Ω(t0 + τ +u))
cosh2[(ā−b)u/2]

du = cos[Ω(t0 + τ)]
∫ +∞

−∞

cos(Ωu)
cosh2[(ā−b)u/2]

du

poiché l’integrale di una funzione dispari sin(Ωu) si annulla. Secondo la
formula (19.23), che dimostreremo in un capitolo successivo, abbiamo

∫ +∞

−∞

cos(Ωu)
cosh2[(ā−b)u/2]

du =

πΩ

[(ā−b)/2]2

sinh
(

πΩ

ā−b

) ,

dove sinh(·) denota il seno iperbolico e cosh(·) denota il coseno iperbolico.
Finalmente arriviamo a

c ≈ cos[Ω(t0 + τ)]

N/(N−R(∞))− ā/b
2πΩ/ā

sinh
(

πΩ

ā−b

) . (14.5)

Vediamo che il segno del coefficiente di correzione c è lo stesso di quello
di cos[Ω(t0 + τ)]. Così l’ambiente periodico aumenta la dimensione finale
dell’epidemia se

a(t0 + τ)> ā,

dove t0 + τ è il tempo in corrispondenza del quale l’epidemia dovrebbe
manifestare un picco in un ambiente costante.

Come esempio, prendiamo gli stessi valori dei parametri della figura 14.2
tranne ā= 6 al mese per avere R0 = 1,2 prossimo a a 1; in [35, p. 240] si affer-
ma che l’approssimazione simmetrica a campana di Kermack e McKendrick
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è soddisfacente solo per R0 < 1,5. La figura 14.3 confronta l’espressione
esatta (14.3) del coefficiente di correzione c con le approssimazioni (14.4) e
(14.5). Con questi valori numerici, le ultime due approssimazioni sono indi-
stinguibili. Sono tutti più vicini al valore esatto tanto quanto R0 è prossimo
a 1. Si noti che qui I0/N = 10−4 ≪ (R0 − 1)2 = 0,04. La figura può essere
interpretata come segue: se l’epidemia è iniziata a t0 = 0, per esempio, i valori
dei parametri porterebbero a un picco dell’epidemia circa τ ≈ 6,3 mesi do-
po in un ambiente costante; ma l’ambiente periodico sarà sfavorevole in quel
momento (saremo a fondo valle di un fattore cosΩt ); quindi la dimensione
finale dell’epidemia sarà minore e c < 0.
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Figura 14.3: Andamento del coefficiente di correzione c per la dimensione finale del-
l’epidemia in funzione di t0, tempo di inizio dell’epidemia. Confronto tra l’espressio-
ne esatta (14.3) [linea continua] con quelle approssimate (14.4) [punti] e (14.5) [linea
tratteggiata].

Nota 14.1. La formula esatta (14.3) per il coefficiente di correzione c può
essere adattata a modelli più complessi. Per esempio, supponiamo che l’epi-
demia si diffonda tra due popolazioni come l’uomo e i vettori secondo lo
schema S-I-R, con N1 = S1(t)+ I1(t)+R1(t) e N2 = S2(t)+ I2(t)+R2(t):

dS1

dt
=−a(t)S1

I2

N2
,

dI1

dt
= a(t)S1

I2

N2
−b1 I1,

dR1

dt
= b1 I1 ,

dS2

dt
=−a(t)I1

S2

N2
,

dI2

dt
= a(t)I1

S2

N2
−b2 I2,

dR2

dt
= b2 I2 .
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Assumiamo anche a(t) = ā(1+ ε φ(t)) come prima. Indichiamo con S1,ε(t),
I1,ε(t), ecc. le soluzioni e con S1(t), I1(t), ecc. queste stesse soluzioni quan-
do ε = 0. Poniamo i1 = I1(t0) e i2 = I2(t0). Possiamo facilmente trovare
l’equazione equivalente alla (14.2), che rappresenta il sistema

log
N1 −R1,ε(∞)

N1 − i1
+

ā
b2

R2,ε(∞)

N2
+

ā
N2

ε

∫ +∞

t0
I2,ε(t)φ(t)dt = 0

log
N2 −R2,ε(∞)

N2 − i2
+

ā
b1

R1,ε(∞)

N2
+

ā
N2

ε

∫ +∞

t0
I1,ε(t)φ(t)dt = 0.

Questo sistema ha soluzioni della forma Rk,ε(∞) = Rk(∞) +Nk ck ε + o(ε)
per k = 1 o 2. Dal teorema della funzione implicita, troviamo N1 c1

N2 c2

=


1

N1−R1(∞) − ā
b2N2

− ā
b1N2

1
N2−R2(∞)


−1 ā

N2

∫ +∞

t0 I2(t)φ(t)dt

ā
N2

∫ +∞

t0 I1(t)φ(t)dt

 .

Tuttavia, non è possibile procedere come nel § 14.3 perché non abbiamo
formule approssimate esplicite per I1(t) e I2(t).

Conclusione. In questo capitolo è stato provato, analiticamente, che la di-
mensione finale dell’epidemia dipende da un piccolo tasso di contatto perio-
dico quando la riproduttività R0 rimane prossima a 1. La soluzione ottenuta
fornisce un piccolo miglioramento rispetto ai risultati qualitativi riportati nel
§ 13.3 e a quelli puramente numerici in § 13.2. Le ipotesi sono tuttavia piut-
tosto restrittive. In particolare, si escludono i casi in cui si verificano diversi
picchi epidemici, dal momento che si considera una condizione molto simile
alla situazione con un singolo picco in ambienti costanti.
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Dimensione finale delle epidemie in un ambiente
periodico ad alta frequenza

Un modello epidemico non lineare del tipo S-I-R viene analizzato
quando il tasso di contatto oscilla rapidamente. La dimensione
finale dell’epidemia è prossima a quella ottenuta sostituendo il
tasso di contatto con la sua media. La correzione è calcolata
quando la riproduttività dell’epidemia è vicina a 1. La corre-
zione può essere positiva o negativa ed è proporzionale sia al
periodo delle oscillazioni che alla frazione iniziale di persone
infette.

15.1 Introduzione

Consideriamo il modello epidemico S-I-R. Supponiamo sia N la dimensione
costante di una popolazione, S(t) il numero di persone che possono essere
infettate al tempo t, I(t) il numero di persone infette e R(t) il numero di
persone rimosse dalla catena di trasmissione perché guarite e immuni. Così
N = S(t)+ I(t)+R(t). Sia a(t) il tasso di contatto effettivo e b il tasso di
cura. Si assume come nel modello di Kermack e McKendrick che

dS
dt

=−a(t)S
I
N
,

dI
dt

= a(t)S
I
N
−b I,

dR
dt

= b I. (15.1)

Ogni individuo suscettibile di essere infettato dipende dalla frazione I/N
di individui infetti nella popolazione totale, cioè dal «campo medio», e non
localmente in una particolare regione di contatto.

Nel capitolo 14, eravamo interessati all’influenza che un’oscillazione
periodica di piccola ampiezza del tasso di contatto a(t) avrebbe sulla dimen-
sione finale R(∞) dell’epidemia. Siamo interessati al caso in cui l’ampiez-
za è arbitraria ma il periodo delle oscillazioni è piccolo rispetto alla durata
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tipica dell’epidemia. Per un’epidemia di qualche settimana, questo rappre-
senterebbe, per esempio, la rapida alternanza tra il giorno e la notte. Per
un’epidemia che dura alcuni mesi, questo rappresenterebbe l’alternanza tra
i giorni della settimana e i fine settimana, soprattutto per le epidemie nelle
scuole. Per un’epidemia che dura diversi anni o addirittura decenni, questo
rappresenterebbe l’alternanza tra inverni ed estati.

Sia T > 0, periodo delle oscillazioni, un parametro che deve tendere a 0.
Si presume che

a(t) = ā(1+φ(t/T))

con ā > 0 e φ una funzione continua a tratti tale che |φ(s)| ⩽ 1 per ogni s,
in modo che il tasso di contatto effettivo a(t) resti sempre non negativo. Si
assume inoltre che la funzione φ sia periodica con periodo 1 e a valor medio
nullo: ∫ 1

0
φ(s)ds = 0.

Così a(t) è una funzione periodica di periodo T e la sua media è ā. Prendiamo
come condizioni iniziali all’inizio dell’epidemia

S(0) = N− I0, I(0) = I0, R(0) = 0,

con 0 < I0 < N.
Nel § 15.2 si mostrano i risultati delle simulazioni di questo modello.

Si può vedere dagli esempi che la dimensione finale dell’epidemia è note-
volmente prossima a quella ottenuta sostituendo il tasso di contatto con la
sua media. Nel § 15.3, viene proposta una spiegazione di questa prossimità
facendo alcune assunzioni aggiuntive sui parametri del modello, vale a di-
re che la frazione iniziale di persone infette è piccola e che la riproduttività
dell’epidemia rimane prossima a 1. Si ottiene una formula approssimativa
per la correzione della dimensione finale dell’epidemia. Questa correzione è
proporzionale sia al periodo delle oscillazioni che alla frazione iniziale delle
persone infette, motivo per cui risulta essere molto piccola.

15.2 Alcune simulazioni

Consideriamo il modello S-I-R (15.1). I parametri sono scelti in modo da
essere plausibili:

• la popolazione totale è N = 10000 ;

• solo una persona è infettata all’inizio dell’epidemia (I0 = 1);
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• ogni persona ha una media di ā = 15 contatti al mese;

• la durata media dell’infezione è di 1/b = 1/10 mesi, ossia circa 3
giorni;

• il periodo T è 1/4 di mese, ossia circa 7 giorni;

• il fattore periodico è

φ(t/T) = k cos(Ωt +ψ),

dove Ω = 2π/T e |k|⩽ 1 ;

• lo sfasamento è ψ = −π/2 così che φ(t/T) = k sin(Ωt) e il tasso di
contatto a(t) è in fase crescente a t = 0.

La riproduttività è quindi R0 = ā/b = 1,5 > 1, che garantisce lo sviluppo di
un’epidemia con una dimensione finale R(∞)⩾ N(1−b/ā) (capitolo 13).

La figura 15.1 mostra due simulazioni tipiche del modello: una con k = 0
(il tasso di contatto è costante), l’altra con k = 1 (il tasso di contatto oscilla).
Anche se le curve con k = 1 si discostano significativamente da quelle con k =
0 durante l’epidemia, è notevole che le dimensioni finali R(∞) in entrambe
le simulazioni sono graficamente indistinguibili. Questo sarà spiegato nel
prossimo paragrafo.
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Figura 15.1: Simulazione di un’epidemia: S(t), I(t) e R(t). Le linee continue non
ondulate corrispondono a k = 0, le linee ondulate tratteggiate a k = 1.
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Riducendo il periodo delle oscillazioni (per esempio con T = 1/8 di me-
se), vedremmo le curve (S(t), I(t),R(t)) per k = 1 mantenere le loro oscil-
lazioni ma avvicinarsi alla soluzione con k = 0, che risulta: (S̄(t), Ī(t), R̄(t))
perché corrisponde alla situazione a(t) = ā. Questa è una conseguenza del
teorema della media di Fatou [33, teorema 42]. Infatti, se s = t/T, il sistema
è dato da:

dS
ds

=−T ā(1+φ(s))
SI
N
,

dI
ds

= T
[

ā(1+φ(s))
SI
N

−b I
]
,

dR
ds

= Tb I,

(15.2)
con φ(s) = cos(2πs+ψ). Poniamo: Z = (S, I, R) e Z̄ = (S̄, Ī, R̄). Il teorema
assicura che, quando T → 0,

Z(s)− Z̄(s) = (S(s)− S̄(s), I(s)− Ī(s), R(s)− R̄(s)) = O(T)

per un valore di s dell’ordine di 1/T. Così Z(t)− Z̄(t) = O(T) per un tempo t
dell’ordine di 1. Più precisamente, i parametri costanti c1, c2, c3 e T0 sono
tutti positivi tali che per ogni 0 < T < T0 e per ogni t > 0, abbiamo

∥Z(t)− Z̄(t)∥⩽ T
[
c1ec2t + c3

]
.

Si può calcolare un’approssimazione del secondo ordine. Scriviamo il
sistema (15.2) nella forma

dZ
ds

= T f (s,Z),

dove f (s,Z) è periodica rispetto a s di periodo 1. Allora

f0(Z)
def
=
∫ 1

0
f (s,Z)ds =

 −ā S I/N
ā S I/N−b I

b I

 ,

∫ s

0
[ f (σ ,Z)− f0(Z)]dσ =


−ā k

sin(2πs+ψ)− sin(ψ)

2π

SI
N

ā k
sin(2πs+ψ)− sin(ψ)

2π

SI
N

0


.

Si noti che il termine in sin(ψ) deve essere sottratto perché queste ultime
funzioni siano a valor medio nullo. Secondo [33, teorema 44], abbiamo

S(s) = S̄(s)−T
ā k sin(2πs+ψ)

2π

S̄(s) Ī(s)
N

+O(T2),
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I(s) = Ī(s)+T
ā k sin(2πs+ψ)

2π

S̄(s) Ī(s)
N

+O(T2)

e R(s) = R̄(s)+O(T2) su un intervallo di tempo s dell’ordine di 1/T. In altre
parole,

S(t) = S̄(t)− ā k sin(Ωt +ψ)

Ω

S̄(t) Ī(t)
N

+O(1/Ω
2),

I(t) = Ī(t)+
ā k sin(Ωt +ψ)

Ω

S̄(t) Ī(t)
N

+O(1/Ω
2)

e R(t) = R̄(t)+O(1/Ω2) su un intervallo di tempo t dell’ordine di 1.
Si noti che con un piccolo periodo del tasso di contatto, non osserviamo

una curva epidemica con diverse grandi oscillazioni, a differenza delle simu-
lazioni nel capitolo 13. Questo perché il sistema si avvicina sempre di più al
caso in cui il tasso di contatto è prossimo al valor medio, il che implica una
curva epidemica ad una singola oscillazione.

15.3 Prossimità delle dimensioni finali

Scrivendo la prima equazione del sistema (15.1) nella forma

d
dt
(logS) =−a(t) I/N,

integrando tra t = 0 e t →+∞, tenendo conto delle condizioni iniziali e della
relazione ∫ +∞

0
I(t)dt = R(∞)/b,

troviamo come nel capitolo 14:

log
N−R(∞)

N− I0
+

ā
b

R(∞)

N
+

ā
N

∫ +∞

0
I(t)φ(t/T)dt = 0 . (15.3)

L’integrale oscillante
∫ +∞

0 I(t)φ(t/T)dt tende a 0 quando T → 0. Infatti, sap-
piamo da un lato che I(t) ≈ Ī(t). D’altra parte, almeno quando φ è un co-
seno, l’integrale

∫ +∞

0 Ī(t)φ(t/T)dt tende a 0 quando T → 0. Questo è una
conseguenza del lemma di Riemann-Lebesgue [22, p. 293] e del fatto che la
funzione Ī(t) è non negativa e integrabile, perché

∫ +∞

0 Ī(t)dt = R̄(∞)/b.
Ne segue che R(∞) → R̄(∞) quando T → 0. La domanda è quanto ve-

locemente questo accade. In prima approssimazione, un’espansione limitata
dell’equazione (15.3) come in 14 dà:

R(∞)≈ R̄(∞)+
ā

N/(N− R̄(∞))− ā/b

∫ +∞

0
Ī(t)φ(t/T)dt .
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Poi, per Ī(t) è usata l’espressione analitica simmetrica a campana ottenuta
nel § 1.4, nell’ipotesi che la riproduttività ā/b rimanga vicina a 1 pur essendo
maggiore di 1 e che la frazione iniziale infetta I0/N sia piccola (I0/N ≪ 1).
Sotto la probabile ipotesi aggiuntiva I0/N ≪ (ā/b− 1)2 (la frazione iniziale
infetta è molto più piccola della riproduttività ed è vicina a 1)

Ī(t)≈ N
2

(ā/b−1)2

cosh2[(ā−b)(t − τ)/2]
, (15.4)

dove:

τ ≈
log
[
2(N/I0)(ā/b−1)2

]
ā−b

. (15.5)

Il tempo τ è un’approssimazione dell’istante corrispondente al picco
dell’epidemia in un ambiente costante.

Infine, supponiamo che

φ(s) = k cos(2πs+ψ)

come nella figura 15.1. Sia Re(·) la parte reale di un numero complesso e i
l’unità immaginaria. Utilizzando un classico risultato sul calcolo asintotico
degli integrali complessi con una fase non stazionaria in modo che il termine
principale provenga dal bordo dell’intervallo di integrazione [62, teorema 3],
abbiamo:∫ +∞

0
Ī(t)φ(t/T)dt ≈ N(ā/b−1)2 k

2

∫ +∞

0

cos(Ωt +ψ)

cosh2[(ā−b)(t − τ)/2]
dt

=
N(ā/b−1)2 k

2
Re
(

eiψ
∫ +∞

0

eiΩt

cosh2[(ā−b)(t − τ)/2]
dt
)

≈−N(ā/b−1)2 k
2

Re
(

eiψ

i Ω cosh2[−(ā−b)τ/2]

)
=− N(ā/b−1)2 k sin(ψ)

2 Ω cosh2[(ā−b)τ/2]
.

Con l’approssimazione (15.5), vediamo inoltre che:

cosh2[(ā−b)τ/2]≈ e(ā−b)τ/4 ≈ (N/I0)(ā/b−1)2/2,

che per Ω →+∞ alla fine dà:

R(∞)≈ R̄(∞)− ā k sin(ψ)

N/(N− R̄(∞))− ā/b
I0

Ω
. (15.6)
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La dimensione finale R̄(∞) in un ambiente costante è l’unica soluzione
positiva dell’equazione

1− R̄(∞)

N
= (1− I0/N)exp

(
− ā

b
R̄(∞)

N

)
(capitolo 1), che si trova facilmente dall’equazione (15.3). Poiché I0 ≪ N,
la dimensione finale R̄(∞) dipende molto poco dalla condizione iniziale I0.
Essa è data approssimativamente dalla soluzione positiva di

1− R̄(∞)

N
≈ exp

(
− ā

b
R̄(∞)

N

)
.

Il termine di correzione nell’equazione (15.6), che può essere positivo o ne-
gativo a seconda del segno di sin(ψ), è quindi sia proporzionale a 1/Ω, cioè
al periodo T, che è piccolo, sia alla frazione I0/N di persone inizialmente in-
fette, che è anch’essa piccola. Pertanto, la dimensione finale dell’epidemia è
notevolmente vicina a quella ottenuta sostituendo il tasso di contatto con la
sua media.

0 0.20.10.05 0.15 0.25

0e00

2e−04

4e−04

1e−04

3e−04

5e−05

1.5e−04

2.5e−04

3.5e−04

Figura 15.2: La differenza relativa [R(∞)− R̄(∞)]/R̄(∞) tra le dimensioni finali delle
epidemie in funzione del periodo T. Linee continue: R(∞) è stimato simulando il
sistema di equazioni differenziali. L’approssimazione (15.6) è mostrata dalle linee
tratteggiate. I parametri sono gli stessi della figura 15.1 con k = 1, eccetto per il
periodo T che varia tra 0 e 0.25 mesi e che I0 = 1 (due curve in basso) o I0 = 2 (due
curve in alto).

Questo risultato è illustrato nella figura 15.2 con valori dei parametri iden-
tici a quelli della figura 15.1 per k = 1. Il periodo T è stato variato . Sono
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state provate anche due condizioni iniziali: I0 = 1 e I0 = 2. Quando T → 0,
la curva per R(∞) appare tangente all’approssimazione (15.6). Si noti sulla
scala verticale quanto sia piccola la differenza relativa [R(∞)− R̄(∞)]/R̄(∞).
Come N = 10000, questo si traduce in una differenza di al massimo 1 o 2 per-
sone nella dimensione finale dell’epidemia. Inoltre la riproduttività ā/b qui
è 1,5, quindi l’approssimazione (15.4) di Kermack e McKendrick è ancora
relativamente buona [35, p. 240].

Se lo sfasamento ψ è nullo o un multiplo intero del numero π , il termine
di correzione nell’equazione (15.6) è nullo. Ma poiché questo è un caso
eccezionale, potrebbe essere superfluo trovare una espressione equivalente
per l’integrale di cui sopra

∫ +∞

0 Ī(t)φ(t/T)dt.

In conclusione, si può affermare che la prossimità delle dimensioni fina-
li R(∞) e R̄(∞) fornisce una giustificazione per trascurare le oscillazioni di
breve periodo in molti modelli epidemici e considerare solo i tassi di contatto
medi.
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Modelli per le malattie endemiche

In questo breve capitolo, si studiano modelli in cui l’infezione
può rimanere permanentemente nella popolazione: si dice che
l’infezione diventa endemica. In primo luogo, mostriamo che la
riproduttività è ancora utilizzata per caratterizzare la soglia tra
la persistenza dell’infezione e la sua scomparsa in un modello
periodico S-I-R con demografia. Studiamo poi la competizione
tra due patogeni, per esempio tra due ceppi dello stesso batterio,
in un modello periodico S-I-S.

16.1 Persistenza in un modello endemico

Consideriamo un modello periodico S-I-R che comprende nascite e morti.
I neonati entrano nel compartimento S. La mortalità è indicata con µ . Si
suppone che il tasso di nascita sia uguale alla mortalità. Così:

dS
dt

= µ N−a(t)S
I
N
−µ S (16.1)

dI
dt

= a(t)S
I
N
−b I−µ I (16.2)

dR
dt

= b I−µ R (16.3)

dove la popolazione totale N(t) = S(t) + I(t) + R(t) dipende a priori dal
tempo. Ma dal momento che:

dN
dt

=
d
dt
[S(t)+ I(t)+R(t)] = µ (N−S− I−R) = 0,
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la popolazione totale è infatti costante e viene semplicemente annotata N. La
condizione iniziale è:

S(0) = N− I0, I(0) = I0, R(0) = 0,

con 0< I0 <N. Supponiamo che il tasso di contatto effettivo a(t) sia una fun-
zione continua, positiva e T-periodica. La positività delle soluzioni S(t), I(t)
e R(t) segue dal lemma 16.3 nell’appendice di questo capitolo. L’esistenza
globale di queste soluzioni si dimostra in modo analogo alla proposizione 1.2.
La linearizzazione dell’equazione (16.2) in prossimità del punto di equilibrio:
(S = N, I = 0, R = 0), dà:

dI
dt

≈ a(t) I−b I−µ I.

Poniamo che:

ā =
1
T

∫ T

0
a(t)dt, R0 =

ā
b+µ

.

Proposizione 16.1. Se R0 < 1, allora

lim
t→+∞

I(t) = 0.

Se R0 > 1, allora

limsup
t→+∞

I(t) = lim
t→+∞

sup
τ⩾t

I(τ)⩾ α
def
=

µN
b+µ

(
1− b+µ

ā

)
> 0 .

Dimostrazione. Supponiamo R0 < 1. Poiché S/N ⩽ 1, abbiamo

dI
dt

⩽ [a(t)−b−µ]I.

Così

I(t)⩽ I(0) exp
(∫ t

0
a(s)ds− (b+µ)t

)
e I(t)→ 0 quando t →+∞ da ā < b+µ .

Sia R0 > 1. Supponiamo per assurdo che:

limsup
t→+∞

I(t)< α.

Dato un ε ∈ [0; α[ tale che:

limsup
t→+∞

I(t) = α − ε.
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Allora esiste un istante t1 ⩾ 0 tale che, per ogni t ⩾ t1, si ha: I(t)⩽ α − ε/2.
Con l’equazione (16.3), deduciamo:

dR
dt

+µR = b I ⩽ b(α − ε/2)

per ogni t ⩾ t1. Così

R(t)⩽ R(t1)e−µ(t−t1)+(b/µ)(α − ε/2)
[
1− e−µ(t−t1)

]
.

Il secondo membro di questa disuguaglianza tende a (b/µ)(α −ε/2) quando
t →+∞. Quindi esiste t2 ⩾ t1 tale che R(t)⩽ (b/µ)(α −ε/4) per ogni t ⩾ t2.
Poichè S = N− I−R, l’equazione (16.2) diviene:

dI
dt

= a(t)(N− I−R)
I
N
−b I−µ I.

Utilizzando le maggiorazioni delle funzioni I(t) e R(t) per t ⩾ t2 nel termine
N− I−R, si ha:

dI
dt

⩾ a(t)
[

1− α − ε/2
N

− b
µ

α − ε/4
N

]
I−b I−µ I

e

I(t)⩾ I(t2)exp
(∫ t

t2

{
a(u)

[
1− α − ε/2

N
− b

µ

α − ε/4
N

]
− (b+µ)

}
du
)
.

Si noti che il termine all’interno dell’esponenziale è equivalente a ct quando
t →+∞, con:

c = ā
[

1− b+µ

µ

α

N

]
− (b+µ)+

āε

N

[
1
2
+

b
4µ

]
=

āε

N

[
1
2
+

b
4µ

]
> 0 .

Inoltre, l’equazione (16.2) mostra che:

I(t2) = I0 exp
(∫ t2

0
a(t)

S(t)
N

dt − (b+µ)t2

)
> 0

da I0 > 0. Quindi I(t) → +∞ quando t → +∞, che è impossibile poiché
I(t)⩽ N.

Il limite inferiore α è corrispondente allo stato di equilibrio non bana-
le del sistema quando il coefficiente a(t) è sostituito dalla sua media ā. Il
comportamento delle soluzioni può essere complesso, come suggerito dalla
figura 16.1: il sistema può diventare caotico [3, capitolo 28] per certi valori
dei parametri.
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Figura 16.1: La funzione I(t) in funzione del tempo t se N = 10 000, I0 = 1, a(t) =
ā [1+ ε cos(2πt)], ā = 60, ε = 0,5 , b = 50 e µ = 1.

16.2 Due patogeni in competizione

Consideriamo un modello S-I-S con una popolazione suscettibile a due agenti
patogeni appartenenti a due ceppi della stessa specie di batterio. Supponia-
mo che l’infezione causata da uno dei due patogeni protegga comunque la
popolazione dall’infezione dell’altro patogeno (fenomeno di immunità incro-
ciata). Con le nascite e le morti che si bilanciano a vicenda, questa condizione
suggerisce di studiare il modello:

dS
dt

= µ N−a1(t)S
I1

N
−a2(t)S

I2

N
−µ S+b1 I1 +b2 I2 ,

dI1

dt
= a1(t)S

I1

N
−µ I1 −b1 I1 ,

dI2

dt
= a2(t)S

I2

N
−µ I2 −b2 I2 .

La popolazione totale N = S(t)+ I1(t)+ I2(t) rimane costante. Si presume
che:

I1(0)> 0, I2(0)> 0, S(0) = N− I1(0)− I2(0)> 0.
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I tassi di contatto effettivi a1(t) e a2(t) sono assunti come funzioni
T-periodiche. Per questo modello si ha:

ā1 =
1
T

∫ T

0
a1(t)dt, ā2 =

1
T

∫ T

0
a2(t)dt, R1 =

ā1

b1 +µ
, R2 =

ā2

b2 +µ
.

Proposizione 16.2. Supponiamo che esista una funzione positiva φ(t) con
media uguale a 1 tale che a1(t) = ā1 φ(t) e a2(t) = ā2 φ(t). Se R1 > R2,
allora I2(t)→ 0 quando t →+∞.

Dimostrazione. Abbiamo

1
a1(t)

[
1
I1

dI1

dt
+µ +b1

]
=

S
N

=
1

a2(t)

[
1
I2

dI2

dt
+µ +b2

]
.

Quindi, semplificando per φ(t), otteniamo

1
ā1

[
1
I1

dI1

dt
+µ +b1

]
=

1
ā2

[
1
I2

dI2

dt
+µ +b2

]
.

Integriamo tra 0 e t:

1
ā1

[
log

I1(t)
I1(0)

+(µ +b1)t
]
=

1
ā2

[
log

I2(t)
I2(0)

+(µ +b2)t
]
.

Si deduce:

1
ā1

log
I1(t)
I1(0)

− 1
ā2

log
I2(t)
I2(0)

= t
(

1
R2

− 1
R1

)
−→

t→+∞
+∞ .

Oppure I1(t)⩽ N.
Quando t →+∞, al primo membro, abbiamo che I2(t)→ 0

La competizione tra questi due patogeni porta quindi alla scomparsa di
quello con la minore riproduttività. Se inoltre R1 > 1, allora la funzione I1(t)
converge all’unica soluzione positiva T-periodica dell’equazione

dI1

dt
= a1(t) I1(1− I1/N)−µI1 −b1I1.

Se i due patogeni avessero una diversa stagionalità, cioè se il rapporto
a2(t)/a1(t) non fosse costante, allora essi potrebbero coesistere per alcuni
valori dei parametri (vedasi anche [50, p. 152-156]).
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16.3 Appendice: sistemi positivi

Lemma 16.3. Sia f ∈ C 1(R×Rm,Rm) e X(t) una soluzione di

dX
dt

= f (t,X(t))

definito per ogni t ⩾ t0. Assumiamo X(t0)⩾ 0 e

∀t, ∀x ⩾ 0, ∀i, xi = 0 ⇒ fi(t,x)⩾ 0.

Allora X(t)⩾ 0 per ogni t ⩾ t0.

Dimostrazione. Assumiamo prima, per ogni i, Xi(t0)> 0

∀t, ∀x ⩾ 0, ∀i | xi = 0 ⇒ fi(t,x)> 0. (16.4)

Le componenti della soluzione X(t) rimangono tutte positive almeno in un
piccolo intervallo di tempo contenente t0. Ragioniamo per assurdo. Suppo-
niamo che l’insieme E = {t > t0 | ∃i, 1 ⩽ i ⩽ m, Xi(t) = 0} è non vuoto.
Sia t+ = infE . Esiste i tale che Xi(t+) = 0. Inoltre, per tutte le 1 ⩽ j ⩽ m e
t ∈ ]t0, t+[, abbiamo X j(t)> 0. Da una parte, abbiamo:

dXi

dt
(t+) = lim

ε→0+

Xi(t+)−Xi(t+− ε)

ε
= lim

ε→0+

−Xi(t+− ε)

ε
⩽ 0,

dall’altra:

X(t+)⩾ 0, Xi(t+) = 0,
dXi

dt
(t+) = fi(t+,X(t+))> 0.

Siamo quindi arrivati ad una contraddizione. Quindi X j(t) > 0 per ogni 1 ⩽
j ⩽ m e per ogni t > t0.

Se abbiamo solo X(t0) ⩾ 0, sotto l’ipotesi del lemma sulla funzione f ,
poniamo:

g(n)i (t,x) = fi(t,x)+1/n

e consideriamo la sequenza di soluzioni X(n)(t) del sistema

dX(n)

dt
= g(n)(t,X(n)(t))

tale che X(n)
i (t0) = Xi(t0)+ 1/n per 1 ⩽ i ⩽ m. Le funzioni g(n) verificano

la condizione (16.4). Da quanto sopra, X(n)
i (t) > 0 per ogni n, i e t > t0. La

continuità di una soluzione rispetto a un parametro e rispetto alla condizione
iniziale [16, teorema 3.39] mostra che per ogni i e t > t0,

Xi(t) = lim
n→+∞

X(n)
i (t)⩾ 0.



Parte III

Modelli stocastici con
coefficienti periodici
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Probabilità di estinzione in un ambiente periodico

Per una certa classe di processi di ramificazione multispecie a
tempo continuo in un ambiente periodico, mostriamo che la pro-
babilità di estinzione è uguale a 1 se e solo se la riproduttività
R0 è minore o uguale a 1. La dimostrazione utilizza risultati
sugli andamenti asintotici delle soluzioni dei sistemi di equazio-
ni differenziali che rappresentano sistemi cooperativi. In epi-
demiologia, la probabilità di estinzione può essere usata come
misura periodica del rischio epidemico. Come esempio, consi-
deriamo un modello S-E-I-R linearizzato e i dati su un’epide-
mia di morbillo in Francia. Vengono anche discussi modelli a
tempo discreto con potenziali applicazioni nella biologia della
conservazione.

17.1 Individui infetti di una popolazione monospecie

Consideriamo innanzitutto un «processo lineare di nascita e morte» (o piutto-
sto infezione e cura) monospecie in un ambiente variabile, come per esempio
in [41, 54]. Sia a(t) il tasso di contatto effettivo e b(t) il tasso di guarigione al
tempo t. Se ci sono n persone infette, la probabilità che si verifichi una nuova
infezione durante un piccolo intervallo di tempo dt è na(t)dt+o(dt) [lineare
a n]; la probabilità che si verifichi una nuova guarigione è nb(t)dt + o(dt).
Assumiamo a(t +T) = a(t) e b(t +T) = b(t) per ogni t. Sia n0 il numero
iniziale di persone infette al tempo t0 (n0 ⩾ 1). La probabilità pn(t) di avere
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n persone infette al tempo t è una soluzione del sistema

d pn

dt
=−[a(t)+b(t)]n pn +a(t)(n−1) pn−1 +b(t)(n+1) pn+1 , n ⩾ 1,

con d p0/dt = b(t) p1, pn(t0) = 1 se n = n0 e pn(t0) = 0 se n ̸= n0. Infatti,
ci sono n persone infette al tempo t + dt se c’erano n− 1 al tempo t e si è
verificata un’infezione, o se c’erano n+1 persone infette e si è verificata una
guarigione.

Proposizione 17.1. La funzione generatrice

g(t,x) = ∑
n⩾0

pn(t)xn

controlla g(t0,x) = xn0 e

∂g
∂ t

+(1− x) [a(t)x−b(t)]
∂g
∂x

= 0 . (17.1)

Dimostrazione. Dal momento che

∂g
∂x

= ∑
n⩾1

n pn(t)xn−1,

abbiamo

∂g
∂ t

= ∑
n⩾0

d pn

dt
xn

=−[a(t)+b(t)] ∑
n⩾0

n pn xn +a(t) ∑
n⩾1

(n−1) pn−1 xn

+b(t) ∑
n⩾0

(n+1) pn+1 xn

=−[a(t)+b(t)]x
∂g
∂x

+a(t)x2 ∂g
∂x

+b(t)
∂g
∂x

.

Proposizione 17.2. La dimensione prevista della popolazione infetta:

I(t) =
+∞

∑
n=1

n pn(t)

è soluzione dell’equazione differenziale:

dI
dt

= [a(t)−b(t)] I(t).

con la condizione iniziale: I(t0) = n0 e
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Dimostrazione. Notiamo che:

I(t) =
∂g
∂x

(t,1),
dI
dt

=
∂ 2g
∂ t∂x

(t,1).

Consideriamo la derivata parziale rispetto a x dell’equazione (17.1):

∂ 2g
∂x∂ t

+{a(t)(1− x)− [a(t)x−b(t)]} ∂g
∂x

+(1− x)[a(t)x−b(t)]
∂ 2g
∂x2 = 0.

Scambiamo le derivate parziali e prendiamo x = 1:

∂ 2g
∂ t∂x

(t,1)− [a(t)−b(t)]
∂g
∂x

(t,1) = 0.

Questa è l’equazione differenziale della proposizione.

Proposizione 17.3. La probabilità di estinzione al tempo t ⩾ t0 è data da

p0(t) =

1− 1

1+
∫ t

t0 b(s)exp
[∫ s

t0 [b(u)−a(u)]du
]

ds

n0

.

Dimostrazione. Consideriamo le curve caratteristiche dell’equazione diffe-
renziale parziale lineare del primo ordine (17.1):

dX
dt

= (1−X)[a(t)X−b(t)] .

Si ha:

d
dt
[g(t,X(t))] =

∂g
∂ t

(t,X(t))+
∂g
∂x

(t,X(t))
dX
dt

=
∂g
∂ t

(t,X(t))+ [1−X(t)][a(t)X(t)−b(t)]
∂g
∂x

(t,X(t)) = 0.

Allora: g(t,X(t)) = g(t0,X(t0)) = X(t0)n0 . Posto Y = 1−X, si ha:

dY
dt

=−a(t)Y(1−Y)+b(t)Y.

Dividendo per Y2 e ponendo Z = 1/Y, otteneniamo:

−dZ
dt

=−a(t)(Z−1)+b(t)Z,
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d
dt

(
Z(t)exp

[∫ t

t0
[b(u)−a(u)]du

])
=−a(t) exp

[∫ t

t0
[b(u)−a(u)]du

]
.

In tal modo:

Z(t)exp
[∫ t

t0
[b(u)−a(u)]du

]
−Z(t0)

=−
∫ t

t0
a(s)exp

[∫ s

t0
[b(u)−a(u)]du

]
ds.

La curva caratteristica relativa a X(t) = 0 corrisponde a Y(t) = 1 e Z(t) = 1.
Dall’equazione precedente, deduciamo Z(t0), Y(t0) e infine:

X(t0) = 1− 1
Z(t0)

= 1− 1

exp
[∫ t

t0 [b(u)−a(u)]du
]
+
∫ t

t0 a(s)exp
[∫ s

t0 [b(u)−a(u)]du
]

ds
.

Notiamo che:∫ t

t0
[a(s)−b(s)]exp

[∫ s

t0
[b(u)−a(u)]du

]
ds

=−
[

exp
∫ s

t0
[b(u)−a(u)]du

]t

t0

= 1− exp
∫ t

t0
[b(u)−a(u)]du.

Quindi: p0(t) = g(t,0) = X(t0)n0 , dà:

p0(t) =

1− 1

1+
∫ t

t0 b(s)exp
[∫ s

t0 [b(u)−a(u)]du
]

ds

n0

.

Si nota che:

ā =
1
T

∫ T

0
a(t)dt, b̄ =

1
T

∫ T

0
b(t)dt, ω = lim

t→+∞
p0(t).

ω è la probabilità di estinzione definitiva.

Proposizione 17.4. Se ā ⩽ b̄, allora: ω = 1. Se ā > b̄, allora:

ω =

1− 1

1+
∫ +∞

t0 b(s) exp
[∫ s

t0(b(u)−a(u))du
]

ds

n0

. (17.2)
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Dimostrazione. Se ā ̸= b̄, quando s →+∞, allora:∫ s

t0
[b(u)−a(u)]du ∼ (b̄− ā)s.

Se invece ā = b̄, allora:
∫ s

t0 [b(u)− a(u)]du è una funzione T-periodica di s.
Nel caso ā ⩽ b̄, cioè quando ā < b̄ o ā = b̄, abbiamo:∫ t

t0
b(s)exp

[∫ s

t0
[b(u)−a(u)]du

]
ds −→

t→+∞
+∞

e ω = 1. Nel caso: ā > b̄, p0(t) converge al limite dato nella proposizione.

Nota 17.5. Se ā> b̄, allora ω < 1 e ω è una funzione T-periodica di t0. Ricor-
diamo anche che la riproduttività è data da R0 = ā/b̄ per modelli monospecie
(proposizione 7.14).

17.2 Individui infetti di popolazioni multispecie

Sia m ⩾ 1 un intero. Sia A(t) = (Ai, j(t)) una matrice funzione di t (con
elementi costituiti da matrici quadrate di ordine m) con coefficienti non
negativi:

∀i, j, Ai, j(t)⩾ 0.

Sia B(t) = (Bi, j(t)) una matrice funzione di tipo diagonale, con coefficienti
non negativi:

∀ j, B j, j(t)⩾ 0.

Sia C(t) = (Ci, j(t)) una matrice funzione tale che:

∀i ̸= j, Ci, j(t)⩽ 0, ∀ j, C j, j(t) =−∑
i̸= j

Ci, j(t).

Sia data: D(t) = B(t)+C(t) e M(t) = A(t)−D(t).
I coefficienti Ai, j(t) sono i tassi di contatto effettivi. I coefficienti B j, j(t)

sono i tassi di guarigione o di mortalità mentre i coefficienti −Ci, j(t) per i ̸= j
sono i tassi di trasferimento tra compartimenti. Si noti che −D(t) e M(t) sono
matrici cooperative: i loro coefficienti fuori dalla diagonale sono non negativi.
Supponiamo:

(H1) almeno un elemento della matrice A(t) è positivo per ogni t;

(H2) la matrice M(t) è irriducibile per ogni t;
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(H3) le matrici funzione, A(t), B(t) e C(t) sono continue e T-periodiche;

(H4) esiste β > 0 tale che ∀ j, ∀t, B j, j(t)⩾ β .

L’ipotesi (H4) può essere più debole, sebbene è più realistico avere una mor-
talità non nulla in ogni compartimento. Ricordiamo che ρ(·) si riferisce al
raggio spettrale.

Lemma 17.6. Sia Z(t) la soluzione del sistema di matrici

dZ
dt

=−D(t)Z(t), Z(0) = I ,

dove I è la matrice identità. Allora ρ(Z(T))⩽ exp(−βT)< 1.

Dimostrazione. Poiché la matrice −D(t) è cooperativa, la proposizione 2.5
mostra che Z(t)⩾ 0 per ogni t ⩾ 0. Pertanto:

d
dt

m

∑
i=1

Zi, j(t) =−
m

∑
i=1

m

∑
k=1

Di,k(t)Zk, j(t) =−
m

∑
k=1

[
m

∑
i=1

Di,k(t)

]
Zk, j(t)

=−
m

∑
k=1

Bk,k(t)Zk, j(t)⩽−β

m

∑
k=1

Zk, j(t)

e
m

∑
i=1

Zi, j(T)⩽ exp(−βT)

da Z(0) = I . Abbiamo:

ρ(Z(T))⩽ ∥Z(T)∥1 = max
1⩽ j⩽m

m

∑
i=1

|Zi, j(T)|

= max
1⩽ j⩽m

m

∑
i=1

Zi, j(T)⩽ exp(−βT).

Consideriamo ora il processo di nascita e morte multispecie associato a
queste matrici [54]. In un piccolo intervallo di tempo [t ; t + dt], affinché il
sistema sia nello stato (n1, . . . ,ni, . . . ,nm) al tempo t +dt:

• o il sistema era nello stato (n1, . . . ,ni −1, . . . ,nm) al tempo t e uno de-
gli ni − 1 individui della specie i ha generato per infezione un nuovo
individuo della stessa specie [probabilità (ni −1)Ai,i dt +o(dt)];

• o il sistema era nello stato (n1, . . . ,ni−1, . . . ,nm) al tempo t e uno degli
n j individui della specie j ̸= i ha infettato un nuovo individuo della
specie i [probabilità n j Ai, j dt +o(dt)];
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• o il sistema era nello stato (n1, . . . ,ni +1, . . . ,nm) al tempo t e uno de-
gli ni + 1 individui della specie i è rimossa dai compartimenti infetti
[probabilità (ni +1)Bi,i(t)dt +o(dt)];

• o il sistema era nello stato (n1, . . . ,ni −1, . . . ,n j +1, . . . ,nm) al tempo t
e uno degli n j + 1 individui della specie j ̸= i si è trasformata in un
individuo della specie i [probabilità −(n j +1)Ci, j(t)dt +o(dt)].

Se p(t,n1, . . . ,nm) è la probabilità di avere ni individui infetti della specie i
(1 ⩽ i ⩽ m) al tempo t, allora:

d p
dt

(t,n1, . . . ,nm) = ∑
i

Ai,i(t)(ni −1)p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,nm)

+∑
i̸= j

Ai, j(t)n j p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,nm)

+∑
i

Bi,i(t)(ni +1) p(t,n1, . . . ,ni +1, . . . ,nm)

−∑
i ̸= j

Ci, j(t)(n j +1) p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,n j +1, . . . ,nm)

−∑
i, j

Ai, j(t)n j p(t,n1, . . . ,nm)−∑
i

Bi,i(t)ni p(t,n1, . . . ,nm)

+∑
i ̸= j

Ci, j(t)n j p(t,n1, . . . ,nm).

Prendiamo come condizione iniziale

p(t0,n1, . . . ,nm) =

{
1 se (n1, . . . ,nm) = (n0

1 , . . . ,n
0
m),

0 altrimenti.

Proposizione 17.7. Consideriamo la funzione generatrice:

g(t,x1, . . . ,xm) = ∑
n1,...,nm⩾0

p(t,n1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm .

Allora:
∂g
∂ t

+∑
i, j
[Ai, j(t)x j −Di, j(t)] (1− xi)

∂g
∂x j

= 0

con la condizione iniziale:

g(t0,x1, . . . ,xm) = x1
n0

1 · · ·xm
n0

m . (17.3)
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Dimostrazione. Abbiamo:

∂g
∂ t

= ∑
n1,...,nm

d p
dt

(t,n1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm ,

∂g
∂xi

= ∑
n1,...,nm

ni p(t,n1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xi

ni−1 . . .xm
nm .

Notiamo che per tutte le i e tutte le j,

∑
n1,...,nm

(ni −1) p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm = xi
2 ∂g

∂xi
,

∑
n1,...,nm

(ni +1) p(t,n1, . . . ,ni +1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm =
∂g
∂xi

,

∑
n1,...,nm

n j p(t,n1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm = x j
∂g
∂x j

,

e che per ogni i ̸= j,

∑
n1,...,nm

n j p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm = xix j
∂g
∂x j

,

∑
n1,...,nm

(n j +1) p(t,n1, . . . ,ni −1, . . . ,n j +1, . . . ,nm)x1
n1 . . .xm

nm = xi
∂g
∂x j

.

Si deduce che:

∂g
∂ t

=∑
i

Ai,i(t)xi
2 ∂g

∂xi
+∑

i̸= j
Ai, j(t)xix j

∂g
∂x j

+∑
i

Bi,i(t)
∂g
∂xi

−∑
i̸= j

Ci, j(t)xi
∂g
∂x j

−∑
i, j

Ai, j(t)x j
∂g
∂x j

−∑
i

Bi,i(t)xi
∂g
∂xi

+∑
i ̸= j

Ci, j(t)x j
∂g
∂x j

.

Poiché Bi, j(t) = 0 se i ̸= j, abbiamo:

∂g
∂ t

= ∑
i, j

Ai, j(t)(xi −1)x j
∂g
∂x j

+∑
i, j

Bi, j(t)(1− xi)
∂g
∂x j

−∑
i ̸= j

Ci, j(t)(xi − x j)
∂g
∂x j

.
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Ma:

∑
i ̸= j

Ci, j(t)(xi − x j)
∂g
∂x j

= ∑
i̸= j

Ci, j(t)(xi −1)
∂g
∂x j

+∑
i̸= j

Ci, j(t)(1− x j)
∂g
∂x j

= ∑
i̸= j

Ci, j(t)(xi −1)
∂g
∂x j

−∑
j

C j, j(t)(1− x j)
∂g
∂x j

= ∑
i, j

Ci, j(t)(xi −1)
∂g
∂x j

.

Così:

∂g
∂ t

+∑
i, j
[Ai, j(t)x j −Bi, j(t)−Ci, j(t)] (1− xi)

∂g
∂x j

= 0 .

Proposizione 17.8. L’aspettativa del numero di individui infetti del tipo k
(1 ⩽ k ⩽ m) al tempo t,

Ik(t) = ∑
n1,...,nm⩾0

nk p(t,n1, . . . ,nm),

è tale che:
dI
dt

= M(t) I(t),

dove: I(t) = (I1(t), . . . , Im(t)). Inoltre, I(t0) = (n0
1 , . . . ,n

0
m).

Dimostrazione. Notiamo che:

Ik(t) =
∂g
∂xk

(t,1, . . . ,1),
dIk

dt
=

∂ 2g
∂ t∂xk

(t,1, . . . ,1).

Consideriamo la derivata parziale rispetto a xk di ambo i membri
dell’equazione differenziale parziale della proposizione (17.7):

∂ 2g
∂xk∂ t

+∑
i, j

{
Ai, j(t)δ j,k(1− xi)− [Ai, j(t)x j −Di, j(t)]δi,k

} ∂g
∂x j

+∑
i, j
[Ai, j(t)x j −Di, j(t)] (1− xi)

∂ 2g
∂xk∂x j

= 0,

dove: δi, j = 1 se i = j e δi, j = 0 altrimenti. Scambiando le derivate parziali e
prendendo (x1, . . . ,xm) = (1, . . . ,1), abbiamo:

∂ 2g
∂ t∂xk

(t,1, . . . ,1)−∑
j

[
Ak, j(t)−Dk, j(t)

] ∂g
∂x j

(t,1, . . . ,1) = 0.
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Così:
dIk

dt
= ∑

j
Mk, j(t) I j(t).

Proposizione 17.9. La probabilità di estinzione al tempo τ ⩾ t0 è data da:

p(τ,0, . . . ,0) =
[
X(τ)

1 (t0)
]n0

1 · · ·
[
X(τ)

m (t0)
]n0

m
, (17.4)

dove, X(τ)(t) è la soluzione del sistema:

dX(τ)
j

dt
= ∑

i

[
Ai, j(t)X

(τ)
j −Di, j(t)

][
1−X(τ)

i

]
. (17.5)

tale che: X(τ)(τ) = 0.

Dimostrazione. Le curve caratteristiche dell’equazione differenziale parziale
lineare del primo ordine della proposizione 17.7 sono:

dX j

dt
= ∑

i
[Ai, j(t)X j −Di, j(t)] (1−Xi) .

Allora:
d
dt
[g(t,X1(t), . . . ,Xm(t))] = 0

e
g(t,X1(t), . . . ,Xm(t)) = g(t0,X1(t0), . . . ,Xm(t0)). (17.6)

Sia X(τ)(t) la soluzione tale che X(τ)(τ) = 0 (vettore nullo). Usando la
condizione iniziale (17.3) e prendendo t = τ nella formula (17.6), otteniamo:

p(τ,0, . . . ,0) = g(τ,0, . . . ,0) =
[
X(τ)

1 (t0)
]n0

1 · · ·
[
X(τ)

m (t0)
]n0

m
.

Proposizione 17.10. Sia:

ω = lim
t→+∞

p(t,0, . . . ,0),

essere la probabilità di estinzione finale. Inoltre, sia Φ(t) la soluzione del
sistema di matrici

dΦ

dt
= M(t)Φ(t), Φ(0) = I ,

dove I è la matrice identità. Ci sono due casi:
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• se ρ(Φ(T))⩽ 1, allora ω = 1;

• se ρ(Φ(T))> 1, allora ω < 1.

Dimostrazione. Secondo la proposizione precedente, la probabilità di
estinzione ω è data da

ω = (ω1)
n0

1 · · ·(ωm)
n0

m ,

a condizione che ω j sia il limite di X(τ)
j (t0) quando τ → +∞. Il proble-

ma si riduce quindi allo studio del sistema di equazioni differenziali (17.5).
Supponiamo che

Y(τ)
j (s) = 1−X(τ)

j (τ − s). (17.7)

Otteniamo

dY(τ)
j

ds
(s) = ∑

i

[
Ai, j(τ − s)

(
1−Y(τ)

j (s)
)
−Di, j(τ − s)

]
Y(τ)

i (s) . (17.8)

La condizione iniziale è Y(τ)
j (0) = 1 per ogni j e τ ⩾ t0.

Poniamo Ỹ j(s) = Y(τ+T)
j (s). Allora Ỹ(0) = Y(τ)(0) e Ỹ(s) soddisfa-

no lo stesso sistema differenziale (17.8) di Y(τ)(s) per l’ipotesi (H3), sulla
periodicità dei coefficienti. Quindi Ỹ(s) = Y(τ)(s) e

Y(τ)
j (s) = Y(τ+T)

j (s) (17.9)

per ogni: s, τ e j.
Applichiamo la proposizione 17.12 dell’appendice. Sia F = (F1, . . . ,Fm)

e
F j(s,Y) = ∑

i
[Ai, j(τ − s) (1−Y j)−Di, j(τ − s)]Yi,

in modo che F j(s,Y(τ)(s)) sia uguale al secondo membro dell’equazione
(17.8).

Verifichiamo la prima ipotesi della proposizione 17.12; il sistema:

dY
ds

= F(s,Y)

lascia l’insieme [0;1]m invariante. Infatti, se Y ∈ [0;1]m allora

Y j = 0 ⇒ F j(s,Y) = ∑
i̸= j

(Ai, j(τ − s)−Ci, j(τ − s))Yi ⩾ 0 ,
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Y j = 1 ⇒ F j(s,Y) =−∑
i ̸= j

Di, j(τ − s)Yi −D j, j(τ − s)

=−∑
i ̸= j

Ci, j(τ − s)Yi −B j, j(τ − s)+∑
i ̸= j

Ci, j(τ − s)

=−B j, j(τ − s)+∑
i̸= j

Ci, j(τ − s)(1−Yi)< 0 , (17.10)

la disuguaglianza forte nell’equazione (17.10) è dovuta all’assunzione (H4).
Per il lemma 16.3 e per qualsiasi condizione iniziale in [0;1]m al tempo s0, la
corrispondente soluzione del sistema (17.8) rimane in [0;1]m per ogni s ⩾ s0.
La disuguaglianza forte (17.10), mostra anche che, se Y(s0) ∈ [0;1]m, allora
Y(s) ∈ [0;1[m per ogni s > s0.

Abbiamo:

∂F j

∂Yk
(s,Y) = Ak, j(τ − s)(1−Y j)−Dk, j(τ − s)−δ j,k ∑

i
Ai, j(τ − s)Yi.

La seconda ipotesi della proposizione 17.12 è valida perché

∀Y∈ [0;1]m, ∀s, ∀ j ̸= k,
∂F j

∂Yk
(s,Y) =Ak, j(τ−s)(1−Y j)−Ck, j(τ−s)⩾ 0 .

Per ogni j ̸= k e Y ∈ [0;1[m, abbiamo le equivalenze:

Mk, j(τ − s) = Ak, j(τ − s)−Ck, j(τ − s)> 0

⇔ [Ak, j(τ − s)> 0 o −Ck, j(τ − s)> 0]⇔
∂F j

∂Yk
(s,Y)> 0.

La matrice M(τ − s) è irriducibile per l’ipotesi (H2). Quindi la matrice
Jacobiana: (

∂F j

∂Yk
(s,Y)

)
j,k

è irriducibile per tutte le s e tutte le Y ∈ [0;1[m. La terza ipotesi della
proposizione 17.12 è verificata.

Controlliamo la quarta ipotesi. Per tutte le α ∈ ]0;1[ e Y ∈ ]0;1]m,
abbiamo:

F j(s,αY) = α ∑
i
[Ai, j(τ − s) (1−αY j)−Di, j(τ − s)]Yi

= α F j(s,Y)+α(1−α)∑
i

Ai, j(τ − s)Y j Yi ⩾ α F j(s,Y)
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e F(s,αY) ̸= α F(s,Y) per l’ipotesi (H1).
La quinta ipotesi è banale: F(s,0) = 0.
Controlliamo la sesta ipotesi. Sia J(s,0) la matrice Jacobiana in 0:

J(s,0) =
(

∂F j

∂Yk
(s,0)

)
j,k

=
(
Ak, j(τ − s)−Dk, j(τ − s)

)
j,k =

tM(τ − s),

dove tM è la matrice trasposta di M. Per ogni s e Y ∈ [0;1]m, si ha:

F j(s,Y) = ∑
i

tM j,i(τ − s)Yi −∑
i

Ai, j(τ − s)Y jYi ⩽ ∑
i

tM j,i(τ − s)Yi.

Inoltre, F(s,Y) ̸= J(s,0)Y se Y ∈ ]0;1]m, data l’ipotesi (H1).
Siano: Φ(t), Φ2(t), Φ3(t) e Φ4(t), le soluzioni fondamentali (avente la

matrice identità come condizione iniziale al tempo 0) della:

dY
dt

=M(t)Y,
dY
dt

=M(τ+t)Y,
dY
dt

=−tM(τ+t)Y,
dY
ds

= tM(τ−s)Y.

Il secondo sistema è traslato nel tempo rispetto al primo. Il terzo è legato al
secondo (proposizione 7.10). Il quarto è coincide con il terzo, ma il tempo è
invertito. Così:

Φ2(T) = Φ(τ) Φ(T) (Φ(τ))−1, Φ3(T) = [ t
Φ2(T)]−1, Φ4(T) = [Φ3(T)]−1

e
ρ(Φ(T)) = ρ(Φ2(T)) =

1
ρ(Φ3(T))

= ρ(Φ4(T)).

Applichiamo la proposizione 17.12:

• se ρ(Φ4(T))⩽ 1 allora lo stato di equilibrio 0 del sistema (17.8) è glo-
balmente asintoticamente stabile in [0; 1]m; in particolare, Y(τ)(s)→ 0
quando s →+∞;

• se ρ(Φ4(T))> 1 allora il sistema (17.8) ha un’unica soluzione positiva
e T-periodica, che è globalmente asintoticamente stabile in [0;1]m\{0}
e quindi attrae Y(τ)(s) quando s →+∞.

Vediamo dalla formula (17.4) che: X(τ)
j (t0)= p(τ,0, . . . ,0) quando n0

j = 1
e n0

i = 0 per i ̸= j. L’istanza τ 7→ p(τ,0, . . . ,0) è crescente perché

d p
dt

(t,0, . . . ,0) = ∑
i

Bi,i(t) p(t,ei)⩾ 0,
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dove ei =(0, . . . ,1, . . . ,0) è il vettore unitario con 1 in i-esima coordinata. An-
che quest’istanza è aumentata di 1 essendo una probabilità. Quindi X(τ)

j (t0)
converge a un limite ω j ⩽ 1 quando τ →+∞.

Con la relazione (17.9), abbiamo per tutti τ > t0 e per tutti gli interi n,

X(τ+nT)
j (t0) = 1−Y(τ+nT)

j (τ +nT− t0) = 1−Y(τ)
j (τ +nT− t0).

Prendendo il limite n →+∞, concludiamo:

• se ρ(Φ(T))⩽ 1, allora ω j = 1 per tutti j;

• se ρ(Φ(T))> 1, allora ω j < 1 per tutti j.

Nota 17.11. I due casi della proposizione 17.10 corrispondono a R0 ⩽ 1 e
R0 > 1 (corollario 7.13).

17.3 Un semplice modello epidemico per il morbillo in
Francia

Come esempio per l’inizio di un’epidemia, consideriamo un modello
linearizzato S-E-I-R:

dE
dt

=−(c+µ)E+a(t)(1−φ) I (17.11)

dI
dt

= cE− (b+µ)I. (17.12)

Il numero E è il numero di individui infettati ma non contagiosi, I il numero
di individui che trasmettono l’infezione. Il periodo medio di latenza è 1/c. Il
periodo infettivo medio è 1/b. La mortalità è µ . Il tasso di contatto effettivo,
cioè il prodotto tra il tasso di contatto e la probabilità di trasmissione, è a(t).
Si suppone che essa sia una funzione periodica positiva di periodo T= 1 anno,
che modella la stagionalità. Il numero φ è la frazione della popolazione che è
immune, sia per la vaccinazione e sia per l’infezione precedente. I parametri
c, b e µ sono positivi, mentre 0 ⩽ φ < 1 non è negativo.

Le ipotesi (H1)-(H4) del § 17.2 sono soddisfatte con:

A(t) =
(

0 a(t)(1−φ)
0 0

)
, B(t) =

(
µ 0
0 b+µ

)
, C(t) =

(
c 0
−c 0

)
.

(17.13)
Calcoliamo la probabilità di estinzione, ω , del processo di nascita e morte
multispecie associato alle matrici (17.13), con la condizione iniziale:

(E(t0), I(t0)) ̸= (0,0)
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al tempo t0. Scegliamo prima τ in modo che τ − t0 sia grande rispetto a T.
Sappiamo dalle relazioni (17.4), (17.7) e (17.8) che:

ω ≈ p(τ,0,0) =
(

1−Y(τ)
1 (τ − t0)

)E(t0)(
1−Y(τ)

2 (τ − t0)
)I(t0)

, (17.14)

dove:

dY(τ)
1

ds
(s) =−(c+µ)Y(τ)

1 (s)+ cY(τ)
2 (s), (17.15)

dY(τ)
2

ds
(s) = a(τ − s)(1−φ)Y(τ)

1 (s)(1−Y(τ)
2 (s))− (b+µ)Y(τ)

2 (s) (17.16)

per 0 < s < τ − t0, Y(τ)
1 (0) = 1 e Y(τ)

2 (0) = 1. Queste equazioni permettono
di calcolare numericamente ω . Successivamente, per verificare la correttezza
del valore ottenuto, lo stesso algoritmo deve essere usato di nuovo con un
valore più grande di τ . Se quest’ultimo valore è lo stesso del valore appros-
simato di quello calcolato in precedenza, allora il valore di ω così ottenuto
è corretto. Come caso studio, consideriamo l’epidemia emergente di morbil-
lo in Francia durante gli anni 2008-2011 (fig. 17.1; nel 2006 e 2007 ci sono
stati meno di 50 casi segnalati). Nel 2007, data la copertura vaccinale, si è
stimato che circa il 10% dei bambini di due anni e il 7% dei bambini di sei
anni in Francia erano suscettibili al morbillo; nel 2009-2010 circa l’8% della
popolazione di 6-29 anni erano suscettibili [47, p. 5]. Considerando la po-
polazione totale della Francia (65 milioni), si può stimare che la popolazione
suscettibile sia, probabilmente, maggiore di due milioni di persone. Inoltre,
il numero cumulativo di casi riportati nella figura 17.1 è circa 22 000, con
il numero effettivo di casi in alcuni luoghi, forse il doppio rispetto a quello
riportato. Quindi la popolazione suscettibile è, probabilmente, rimasta relati-
vamente stabile durante il 2008-2011, il che giustifica il modello linearizzato
(17.11)-(17.12).

Assumiamo per semplicità che a(t)= ā [1+ε cos(Ωt−ψ)] con Ω= 2π/T
e T = 1 an. Questa espressione coincide con i primi due termini dell’espan-
sione in serie di Fourier della funzione periodica a(t). Si potrebbero usare
anche altre forme per a(t), come la funzione a slots. L’ampiezza degli in-
tervalli di tempo degli slot sarebbe particolarmente appropriata se uno studio
stratificato per età dei casi indicasse una trasmissione a scuola. Tuttavia, ciò
non sembra essere il caso in studio. L’incidenza più alta è tra i bambini sot-
to l’anno di età, che, quindi, non sono ancora andati a scuola, mentre l’età
mediana dei casi segnalati era di 14 anni nel 2010 e di 16 anni nel 2011, con
la maggior parte dei casi sotto i 30 anni di età [14]. È insolito che l’età me-
diana sia così alta per una malattia come il morbillo. La stratificazione per
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Figura 17.1: Numero mensile di casi di morbillo segnalati [funzione di passo] da
gennaio 2008 a febbraio 2012 (dati da [42]). Miglior adattamento [curva liscia] ai dati
da gennaio 2008 a luglio 2011.

età dell’incidenza riflette in realtà la stratificazione per età della popolazione
suscettibile più che la scolarizzazione: i bambini sotto 1 anno di età non sono
ancora vaccinati; come notato sopra, circa l’8% delle persone di età compresa
tra 1 e 30 anni sono suscettibili; solo l’1-2% delle persone di età compresa
tra 30 e 50 anni sono suscettibili [47]. Questo particolare modello è dovuto al
rapido declino dell’incidenza del morbillo durante gli anni ’80 in seguito alla
raccomandazione del vaccino contro il morbillo nel 1983 e del vaccino MPR
(morbillo, parotite, rosolia) nel 1986.

Per stimare i parametri sconosciuti, il modello (17.11)-(17.12), che cor-
risponde all’aspettativa del processo stocastico associato alle matrici (17.13),
viene confrontato con i dati tra l’inizio di gennaio 2008 (diciamo t∗) e luglio
2011. Nel luglio 2011 sono state prese una serie di misure per controllare
l’epidemia, per cui non si può più supporre che i parametri rimangano gli
stessi di prima. Il loro effetto è visibile nell’assenza di un’ondata epidemica
alla fine del 2011.

Supponiamo che 1/c = 8 giorni e 1/b = 5 giorni. La mortalità µ è
trascurabile rispetto a b posto che: 1/µ = 70 anni. Sia f la frazione di casi che
vengono effettivamente riportati. Identifichiamo l’incidenza dei casi riportati
nella figura 17.1 con la funzione f b I(t). Poiché il sistema (17.11)-(17.12)
è lineare, è anche soddisfatto dalle funzioni: Ẽ(t) = f E(t) e Ĩ(t) = f I(t).
L’obiettivo è quindi trovare: Ẽ(t∗), Ĩ(t∗), ε , ψ e il prodotto ā(1−φ) tale che
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b Ĩ(t) si adatti meglio ai dati. La distanza dai dati è misurata come somma
dei valori assoluti delle differenze di incidenza mensili. Tale metrica tende a
dare maggior peso all’ondata del 2011 a causa delle sue dimensioni. In ogni
caso, le cifre del 2008 e del 2009 sono piccole e un po’ irregolari, probabil-
mente perché diverse epidemie locali sono state innescate dall’immissione di
casi dall’estero; non ci si può aspettare un buon adattamento con il model-
lo deterministico per questa parte della curva epidemica, che non ha ancora
raggiunto la sua forma «stabile» (nel senso della teoria della popolazione sta-
bile di Lotka). Per quanto riguarda l’ondata del 2010, il suo picco è stato
raggiunto un mese dopo rispetto a quella del 2011. Questa discrepanza può
essere dovuta alla stocasticità demografica o al fatto che a(t) non è realmente
periodica a causa della stocasticità ambientale. A parte queste osservazioni,
troviamo un adattamento relativamente buono (almeno per l’ondata del 2011)
dovuta alla semplicità del modello con:

Ẽ(t∗) = 3, Ĩ(t∗) = 2, ε = 0,33 ,
ψ

2π
=−0,07 , ā(1−φ) = 6,42/mese

(17.17)
(fig. 17.1). Utilizzando questi valori parametrici, si può simulare il processo
di nascita e morte con due specie. La figura 17.1 mostra solo l’aspettativa
del numero di casi al mese. Nella versione stocastica, l’epidemia si estingue
in molte simulazioni. La figura 17.2 mostra una simulazione in cui l’epi-
demia non si è estinta e la dimensione delle diverse ondate era dello stesso
ordine di grandezza dei dati della figura 17.1 (sono state necessarie decine di
simulazioni prima di trovare un tale esempio).

Secondo la proposizione 7.11, la riproduttività Rφ (manteniamo la no-
tazione R0 per il caso in cui φ = 0) è caratterizzata dal fatto che il sistema
lineare periodico:

dX
dt

=

(
−(c+µ) a(t)(1−φ)/Rφ

c −(b+µ)

)
X (17.18)

ha un moltiplicatore Floquet dominante uguale a 1. Numericamente si ottie-
ne: Rφ ≈ 1,06. Si noti che la riproduttività Rφ è solo leggermente maggiore
di 1; questo perché il 90% della popolazione totale è già protetta, o dalla
vaccinazione o da un’infezione precedente.

Usando le equazioni (17.14)-(17.16), si può calcolare 1− p(τ,0,0), ossia
la probabilità che il processo non si estingua al tempo τ per una fissato t0 e
per ogni τ ⩾ t0, a partire da un individuo presente nel compartimento E o in
quello I al tempo t0 (fig. 17.3). Come previsto, 1− p(τ,0,0) converge a un
limite 1−ω quando τ →+∞. La figura 17.3 tende a mostrare che l’estinzione
è più probabile durante il primo anno dopo t0.
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Figura 17.2: Numero di casi riportati cĨ(t) in funzione del tempo (in mesi) in una
simulazione del processo di nascita e morte usando i valori dei parametri (17.17). La
condizione iniziale è Ẽ(t∗) = 3 e Ĩ(t∗) = 2.

Figura 17.3: La probabilità 1− p(τ,0,0) che il processo non si estingua al tempo τ in
funzione di τ (in mesi, τ ⩾ t0) partendo da un individuo nel compartimento E [linea
continua] o da un individuo nel compartimento I [linea tratteggiata] al tempo t0. Qui
t0 corrisponde all’inizio di settembre.
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Scegliendo τ sufficientemente grande e ripetendo i calcoli per diversi va-
lori di t0, otteniamo la figura 17.4 la probabilità 1−ω che il processo non si
estingua, in funzione di t0, partendo da un indivisuo nel compartimento E o da
un individuo nel compartimento I al tempo t0. Questa probabilità è maggiore
in settembre. Questo è, forse, il periodo dell’anno in cui le autorità sanitarie
dovrebbero prestare la massima attenzione ai focolai locali di morbillo per
agire il più rapidamente possibile prima che si manifesti una grande epide-
mia. In altri periodi dell’anno, è più probabile che i focolai si estinguano da
soli, anche se la riproduttività Rφ è maggiore di 1.

Figura 17.4: Probabilità 1−ω che il processo non si estingua in funzione di t0 (in
mesi da gennaio a dicembre) partendo da un individuo nel compartimento E [linea
continua] o da un individuo nel compartimento I [linea tratteggiata] al tempo t0.

Si noti che il picco di incidenza per l’ondata 2011 si è verificato nel marzo
2011 (fig. 17.1). La stima per ψ suggerisce che il tasso di contatto effettivo
a(t) ha raggiunto il massimo nel dicembre 2010. Il fondo valle tra le ondate
del 2010 e del 2011 è in agosto o settembre 2010, nella stagione in cui la stima
per 1−ω è più alta. Se l’ondata del 2010 fosse stata usata principalmente per
la regolazione dei parametri, il picco per 1−ω sarebbe stato spostato solo di
circa un mese. Quindi, qualunque sia il metodo, la 1−ω sembra raggiungere
il suo massimo più o meno quando l’incidenza è al suo minimo e quando
inizia il rimbalzo dell’incidenza.

Naturalmente, bisogna tenere a mente che questo modello linearizzato S-
E-I-R è una rappresentazione semplificata della dinamica di trasmissione del
morbillo. In particolare, non tiene conto della stratificazione dell’età e utilizza
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una forzatura stagionale molto semplice [2.6].

17.4 Reintroduzione della specie nella biologia della
conservazione

Altri campi della biologia delle popolazioni utilizzano processi di ramifica-
zione, in particolare la biologia della conservazione. Immaginiamo, per esem-
pio, che una specie animale estinta in una certa regione venga reintrodotta.
Quanti animali devono essere reintrodotti perché la popolazione abbia buone
possibilità di non estinguersi? Con un processo di nascita e morte di una spe-
cie, la probabilità di estinzione per una popolazione di n individui è ωn, dove
la probabilità ω è data dalla formula (17.2). Conoscendo ω , si può quindi
stimare l’intero n tale che ωn sia inferiore a un certo livello di rischio; natu-
ralmente, la reintroduzione ha senso solo nei casi in cui ω < 1, per cui ωn

può essere reso piccolo scegliendo n abbastanza grande. Un’altra domanda
è: in quale periodo t0 dell’anno bisogna reintrodurre gli animali per ridurre
al minimo ω , ossia la probabilità di estinzione ? La stessa domanda si po-
ne nel contesto di processi di nascita e morte di multispecie in un ambiente
periodico, con la possibilità aggiuntiva di chiedersi quale specie di individuo
dovrebbe essere reintrodotto per minimizzare la probabilità di estinzione.

Mentre i modelli a tempo continuo sono molto popolari in epidemiologia,
i biologi della conservazione tendono a preferire modelli a tempo discreto per
varie ragioni. Il resto di questo paragrafo spiega brevemente come vengono
calcolate le probabilità di estinzione in questo contesto. La giustificazione del
legame tra riproduttività R0 e probabilità di estinzione è più semplice nel caso
di tempo discreto che nel caso di tempo continuo del § 17.2. Essa deriva da
metodi noti per processi multispecie in un ambiente costante da un lato, e per
processi monospecie in un ambiente deterministicamente variabile dall’altro.

Consideriamo modelli a tempo discreto della forma:

p(t +1) = (A(t)+B(t))p(t),

dove A(t) e B(t) sono matrici quadrate di ordine m, con coefficienti non nega-
tivi, T-periodiche rispetto a t (T è un intero), tali che il raggio spettrale della
matrice B(T− 1) · · ·B(1)B(0) sia strettamente minore di 1 e ∑ j Bi, j(t) ⩽ 1
per tutte le j. Per la versione stocastica corrispondente, bisogna specificare le
probabilità F( j)

i1,...,im
(t) che un individuo della specie j dia origine a (i1, . . . , im)

individui della specie (1, . . . ,m) nell’intervallo di tempo tra t e t +1. Si sup-
pone che le funzioni F( j)

i1,...,im
(t) siano T-periodiche rispetto a t. Allora Ai, j(t)
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è uguale alla media:

Ai, j(t) = ∑
k1,...,km

ki F( j)
k1,...,km

(t).

Il coefficiente Bi, j(t) dà la probabilità che un individuo della specie j si tra-
sferisca alla specie i tra t e t + 1. Un individuo della specie j al tempo t è
sostituito al tempo t +1 da una popolazione la cui funzione generatrice è:

g j(t,x1, . . . ,xm) =

(
∑

i1,...,im

F( j)
i1,...,im

(t)x1
i1 · · ·xm

im

)(
1+∑

i
Bi, j(t)(xi −1)

)
.

Così un individuo della specie j al tempo t0 è sostituito al tempo t0 +T da
una popolazione la cui funzione generatrice G j(x1, . . . ,xm) si ottiene dalla
composizione delle funzioni generatrici g j(t,x1, . . . ,xm) per t = t0, . . . , t0 +
T−1. Se per esempio T = 2, allora:

G j(x1, . . . ,xm) = g j(t0,g1(t0 +1,x1, . . . ,xm), . . . ,gm(t0 +1,x1, . . . ,xm)).

Consideriamo la popolazione in corrispondenza dei tempi (t0 +nT)n⩾0. Sap-
piamo dalla teoria dei processi di ramificazione multispecie in un ambiente
costante [54] che le probabilità di estinzione ω j a partire da un individuo
della specie j al tempo t0 sono le soluzioni minime su [0; 1]m del sistema
ω j = G j(ω1, . . . ,ωm) per 1 ⩽ j ⩽ m. Dal momento che:

∂g j

∂xi
(t,1, . . . ,1) = Ai, j(t)+Bi, j(t),

possiamo verificare che la matrice dei mezzi, cioè la matrice Jacobiana in
(1, . . . ,1), è:(

∂G j

∂xi
(1, . . . ,1)

)
i, j

= [A(t0 +T−1)+B(t0 +T−1)] · · · [A(t0)+B(t0)].

Supponendo che questa matrice sia primitiva e che le funzioni generatrici G j
non siano singolari, cioè che non esista una matrice Q tale che:

G j(x1, . . . ,xm) = ∑
i

Q j,i xi

per ogni j, la teoria dimostra che (ω1, . . . ,ωm) = (1, . . . ,1) se e solo se il
raggio spettrale di questa matrice delle medie è minore o uguale a 1. Ciò
equivale a R0 ⩽ 1, dove R0 è il raggio spettrale della matrice A B−1, dove
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A è la matrice diagonale a blocchi diag(A(0),A(1), . . . ,A(T− 1)) e B è la
matrice data dalla formula (6.4). Con n0

i individui della specie i (1 ⩽ i ⩽ m)
al tempo t0, la probabilità di estinzione è:

ω = (ω1)
n0

1 · · ·(ωm)
n0

m .

Quindi le conclusioni sono completamente analoghe al caso di tempo
continuo.

Come esempio, consideriamo un modello monospecie con T = 2. Suppo-
niamo che da ogni individuo, nell’intervallo di tempo tra t e t +1, le nascite
seguano una distribuzione di Poisson di media A(t). Allora:

g(0,x) = eA(0)(x−1) (1−B(0)+B(0)x),

g(1,x) = eA(1)(x−1) (1−B(1)+B(1)x).

La probabilità di estinzione a partire da un individuo al tempo 0 è la più pic-
cola soluzione di ω = g(0,g(1,ω)) nell’intervallo [0; 1]. Allo stesso modo, la
probabilità di estinzione a partire da un individuo al tempo 1 è la più piccola
soluzione di ω = g(1,g(0,ω)) nell’intervallo [0; 1]. Entrambe le probabilità
sono strettamente minori di 1 se e solo se [A(1)+B(1)][A(0)+B(0)] > 1,
che è equivalente a R0 > 1, dove R0 è il raggio spettrale della matrice:(

A(0) 0
0 A(1)

)(
−B(0) 1

1 −B(1)

)−1

.

17.5 Conclusione

Alcuni lavori hanno cercato di mostrare come il rischio epidemico sia varia-
bile nei diversi mesi dell’anno. Hanno usato un modello tempo-periodico,
calcolato una «riproduttività» R(t0) assumendo i coefficienti del modello
congelati ai loro valori per t = t0 e tracciato R(t0) al variare di t0. Il pro-
blema con questo metodo è che R(t0) può essere inferiore a 1 per qualsiasi t0
mentre la malattia diventa endemica (vedasi § 18.2.4). La definizione di ripro-
duttività R0 usata in questo capitolo determina bene se una malattia infettiva
può diventare endemica (§ 16.1) e come la dimensione finale si comporta nei
modelli epidemici (capitolo 13). Inoltre ha una semplice interpretazione bio-
logica come tasso asintotico di crescita per generazione (capitolo 7). Ma ha
l’apparente svantaggio di essere indipendente da t0.

È stata proposta una misura alternativa del rischio epidemico, la probabili-
tà che il processo di ramificazione associato alla linearizzazione di un modello
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epidemico non si estingua. La sua principale proprietà matematica è il feno-
meno della soglia (proposizione 17.10). Il § 17.1 ha già suggerito di usare
questa probabilità per applicazioni in epidemiologia, ma ha considerato solo
il caso di popolazioni monospecie, per le quali esiste una formula esplicita.
La maggior parte dei modelli epidemici coinvolge diversi compartimenti in-
fetti, come per esempio nel caso delle malattie trasmesse da vettori. Il rischio
epidemico in tali modelli può essere analizzato utilizzando lo stesso metodo
numerico della figura 17.4.

Le probabilità di estinzione sono anche interessanti in biologia della con-
servazione, specialmente per la reintroduzione delle specie. Per alcune spe-
cie animali, in particolare per gli uccelli con un periodo di nidificazione
ben definito, potrebbe essere saggio usare modelli con stagioni per valutare
correttamente le possibilità di successo di una reintroduzione.

17.6 Appendice: sistemi cooperativi periodici

Per la dimostrazione del seguente risultato, vedasi [91].

Proposizione 17.12. Sia F : R+× [0;1]m → Rm una funzione di classe C 1,
T-periodica rispetto alla prima variabile t, con le seguenti condizioni:

1. Qualsiasi soluzione del sistema

dx
dt

= F(t,x) (17.19)

con x(0) ∈ [0;1]m soddisfa x(t) ∈ [0;1[m per ogni t > 0;

2. Per ogni i ̸= j, per ogni (t,x) ∈ R+× [0;1]m,

∂Fi

∂x j
(t,x)⩾ 0 ;

3. Per ogni (t,x) ∈ R+× [0; 1[m, la matrice Jacobiana

J(t,x) =
(

∂Fi

∂x j
(t,x)

)
i, j

è irriducibile;

4. Per ogni (t,x) ∈ R+× ]0;1]m, per ogni α ∈ ]0;1[, F(t,αx) ⩾ α F(t,x)
e F(t,αx) ̸= α F(t,x);
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5. Per ogni t ∈ R+, F(t,0) = 0;

6. Per ogni (t,x) ∈ R+×]0;1]m, F(t,x)⩽ J(t,0)x e F(t,x) ̸= J(t,0)x.

Sia Y(t) la soluzione di

dY
dt

= J(t,0)Y(t), Y(0) = I ,

dove I è la matrice identità. Ci sono due casi:

• se ρ(Y(T))⩽ 1, allora qualsiasi soluzione dell’equazione (17.19) con
x(0) ∈ [0;1]m converge a 0 ;

• se ρ(Y(T)) > 1, allora esiste una soluzione unica x∗(t) dell’equa-
zione (17.19) che è T-periodica e ha valori in ]0;1]m. Inoltre, per
qualsiasi soluzione x(t) dell’equazione (17.19) con x(0)∈ [0;1]m\{0},
x(t)− x∗(t) converge a 0 quando t →+∞.
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Probabilità di estinzione in un ambiente periodico
lento

Per un processo lineare di nascita e morte supercritico con coef-
ficienti periodici e individui infetti appartenenti ad una sola spe-
cie, la probabilità di non estinzione si ottiene da uno sviluppo in
serie, con un numero finito di termini, quando il periodo è grande
o piccolo. Se il tasso di contatto è inferiore al tasso di guarigione
per una frazione del periodo e il periodo tende all’infinito, allo-
ra la probabilità di non estinzione, in un sistema lento-rapido,
tende ad una singolarità associata ad un orbita periodica nota
come traiettoria di «canard». Questa caratteristica si estende
nel caso di individui infetti appartenenti a più specie. La singo-
larità è determinata con precisione, ad esempio, nel caso di un
modello a due specie di individui dove la malattia è tramsessa
da vettori.

18.1 Individui infetti di una popolazione monospecie

Consideriamo un processo lineare di nascita e morte (o piuttosto di infezio-
ne e guarigione) con un tasso di contatto effettivo a(t) e un tasso di guari-
gione b(t), funzioni periodiche aventi lo stesso periodo T. Partendo da un
singolo individuo infetto al tempo t0, la probabilità di non estinzione, cioè il
complemento della probabilità di estinzione ω(t0), è:

π(t0) = 1−ω(t0) =
1

1+
∫ +∞

t0 b(t)exp
[∫ t

t0 [b(u)−a(u)]du
]

dt
, (18.1)

posto che l’integrale presente al denominatore sia finito o infinito (propo-
sizione 17.4). Siano α(s) e β (s) le funzioni periodiche di periodo 1 tali
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che:
s = t/T, a(t) = α(s), b(t) = β (s).

Considerate le medie:

ᾱ =
∫ 1

0
α(s)ds =

1
T

∫ T

0
a(t)dt, β̄ =

∫ 1

0
β (s)ds =

1
T

∫ T

0
b(t)dt ,

allora π(t0) è identicamente uguale a 0 se ᾱ ⩽ β̄ ; inoltre essa è una funzione
positiva T-periodica se ᾱ > β̄ (proposizione 17.4). Poniamoci ora nel caso
supercritico dove:

ᾱ > β̄ .

Ammettiamo, inoltre, che la stagione in cui il processo inizia:

s0 = t0/T,

sia costante. Supponiamo che:

Π(s0) = π(t0), Λ(s) = α(s)−β (s).

Nel § 18.1.2 si dimostra il seguente risultato:

Proposizione 18.1. Se T → 0, allora:

Π(s0)=

(
1− β̄

ᾱ

){
1− β̄ T

2
+

T
ᾱ

[∫ 1

0
β (s0 +u)

∫ s0+u

s0

α(v)dvdu
]
+o(T)

}
.

Per lo studio del limite T →+∞, assumiamo che le funzioni α(s) e β (s)
siano regolari (diciamo di classe C 1) e consideriamo due casi:

• o Λ(s)> 0 per tutti s ∈ [0;1] (caso fortemente supercritico);

• o Λ(s)> 0 per tutti s ∈ [0;s1[∪]s2 ;1] dove 0 < s1 < s2 < 1 e Λ(s)< 0
per s ∈ ]s1 ;s2[ (caso debolmente supercritico);

Senza perdita di generalità, possiamo assumere inoltre nel secondo caso:∫ s2

0
Λ(s)ds > 0,

come vedremo di seguito. Allora esiste un’unica s∗ ∈ ]0;s1[ tale che:∫ s2

s∗
Λ(s)ds = 0. (18.2)

Dimostriamo nel § 18.1.3 il seguente risultato:
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Proposizione 18.2. Nel caso fortemente supercritico per ogni s0 ∈ [0; 1] e
nel caso debolmente supercritico per ogni s0 ̸∈ [s∗ ; s2], si ha:

Π(s0) =

(
1− β (s0)

α(s0)

){
1− α(s0)β

′(s0)−α ′(s0)β (s0)

Tα(s0)[Λ(s0)]2
+o(1/T)

}
.

(18.3)
Nel caso debolmente supercritico con s0 ∈ ]s∗ ; s2[, si ha:

Π(s0)∼
√

2Λ′(s2)

β (s0)
√

πT
exp
(

T
∫ s2

s0

Λ(u)du
)
. (18.4)

La probabilità (18.4) tende con velocità esponenziale a 0 quando T →
+∞. Nel limite, c’è quindi una singolarità in s0 = s∗. Il fatto che il limite
sia nullo nell’intervallo ]s∗ ; s2[ e non solo nell’intervallo ]s1 ; s2[ è legato al
fenomeno delle traiettorie di «canard» (dalla parola francese per «anatra»)
che si presenta in un sistema lento-rapido, come spiegato nel § 18.1.5.

18.1.1 Calcolo preliminare

Esaminiamo prima il processo lineare di nascita e morte. Considerando
l’integrale al denominatore della formula (18.1), notiamo che:

J =
∫ +∞

t0
b(t)exp

[∫ t

t0
[b(s)−a(s)]ds

]
dt .

Con le suddette notazioni, abbiamo:

J =
∫ +∞

0
β ((t0 + t)/T) exp

[
−
∫ t0+t

t0
Λ(s/T)ds

]
dt .

Poiché t0/T = s0, poniamo u = t/T e v = s/T. Poi, usando la periodicità delle
funzioni α(s) e β (s), otteniamo:

J = T
∫ +∞

0
β (s0 +u) exp

[
−T

∫ s0+u

s0

Λ(v)dv
]

du

= T
+∞

∑
n=0

∫ n+1

n
β (s0 +u) exp

[
−T

∫ s0+u

s0

Λ(v)dv
]

du

= T
+∞

∑
n=0

∫ 1

0
β (s0 +u) exp

[
−T

∫ s0+u+n

s0

Λ(v)dv
]

du

= T
+∞

∑
n=0

exp
[
nT(β̄ − ᾱ)

]∫ 1

0
β (s0 +u) exp

[
−T

∫ s0+u

s0

Λ(v)dv
]

du .
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Così:

J =
T

1− exp
[
T(β̄ − ᾱ)

] ∫ 1

0
β (s0 +u) exp

[
−T

∫ s0+u

s0

Λ(v)dv
]

du . (18.5)

18.1.2 Limite T → 0

Con l’espansione in serie del fattore esponenziale che moltiplica l’integra-
le arrestata al secondo ordine exp(x) = 1 + x + x2/2 + o(x2) e di quel-
lo esponenziale presente nella funzione integranda arrestata al prim’ordine
exp(x) = 1+ x+o(x), quando x → 0, otteniamo:

J=
(

1
ᾱ − β̄

+
T
2
+o(T)

)(
β̄ −T

[∫ 1

0
β (s0 +u)

∫ s0+u

s0

Λ(v)dvdu
]
+o(T)

)
.

In base alla definizione di Λ(s), si ha che il seguente termine è facilmente
integrabile:

∫ 1

0
β (s0 +u)

∫ s0+u

s0

β (v)dvdu =
1
2

[(∫ s0+u

s0

β (v)dv
)2
]1

0

=
β̄ 2

2
.

da cui si deduce:

J =
β̄

ᾱ − β̄
+

β̄ T
2

+
β̄ 2 T

2(ᾱ − β̄ )

− T
ᾱ − β̄

∫ 1

0
β (s0 +u)

∫ s0+u

s0

α(v)dvdu+o(T).

Dalla Π(s0) = 1/(1+ J), ritroviamo la formula della proposizione 18.1.

18.1.3 Limite T →+∞

Prendiamo la formula (18.5). L’integrale è della forma:∫ 1

0
G(u)e−TF(u) du

con:
G(u) = β (s0 +u), F(u) =

∫ s0+u

s0

Λ(v)dv .

Possiamo applicare il metodo di Laplace da T →+∞. Abbiamo:

F′(u) = Λ(s0 +u), F′′(u) = Λ
′(s0 +u).
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Caso fortemente supercritico

In primo luogo, assumiamo Λ(s) > 0 per ogni s ∈ [0; 1]. Allora F′(u) > 0
per ogni u ∈ [0; 1], F(u) ha il suo minimo in u = 0 ed è F(0) = 0. Inoltre,
F(u) = φ0 u+ φ1 u2 + o(u2) quando u → 0 con φ0 = Λ(s0) e φ1 = Λ′(s0)/2.
Inoltre, G(u) =ψ0+ψ1 u+o(u) quando u→ 0 con ψ0 = β (s0) e ψ1 = β ′(s0).
Secondo un teorema di Erdélyi, [61, p. 85]:∫ 1

0
G(u)e−TF(u) du = e−TF(0)

(
c0

T
+

c1

T2 +o
(

1
T2

))
(18.6)

con:
c0 = ψ0/φ0, c1 = (φ0ψ1 −2φ1ψ0)/φ

3
0 .

Così, poiché exp[T(β̄ − ᾱ)] è esponenzialmente piccolo, la formula (18.5) dà:

J =
β (s0)

Λ(s0)
+

α(s0)β
′(s0)−α ′(s0)β (s0)

T[Λ(s0)]3
+o(1/T).

Insieme a Π(s0) = 1/(1+ J), deriviamo la formula (18.3).

Caso debolmente supercritico

Ora supponiamo che esistano s1 e s2 tali che 0 < s1 < s2 < 1 ed inoltre:

Λ(s)< 0 per ogni s ∈ ]s1 ;s2[,
Λ(s)> 0 per ogni s ∈ ]0;s1[∪]s2 ;1[.

Se ∫ 1

0
Λ(s)ds = ᾱ − β̄ > 0,

abbiamo ∫ s2

0
Λ(s)ds > 0 o

∫ 1

s2

Λ(s)ds > 0. (18.7)

Se trasliamo il tempo e supponiamo che sia vera la prima disuguaglianza,
allora esiste un’unica s∗ ∈ [0;s1] tale che:∫ s2

s∗
Λ(u)du = 0.

Infatti, se indichiamo con h(s) la funzione definita nell’intervallo [0;s1] come:

h(s) =
∫ s2

s
Λ(u)du ,
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allora h′(s) = −Λ(s) < 0 per s ∈ [0;s1[. Inoltre, h(0) > 0 dalla prima disu-
guaglianza (18.7) e h(s1) < 0. Pertanto, esiste un’unica s∗ ∈ ]0;s1[ tale che
h(s∗) = 0.

Consideriamo prima il caso in cui 0 < s0 < s1. La funzione F(u) è cre-
scente per u ∈ [0;s1 − s0], decrescente per u ∈ [s1 − s0 ;s2 − s0] e, infine, nuo-
vamente crescente per u ∈ [s2− s0 ;1]. La funzione F(u) ha quindi un minimo
locale in s2 − s0. Ricordiamo che F(0) = 0.

Se s0 ∈ ]0;s∗[, allora F(s2 − s0)> 0. Quindi u = 0 rimane il minimo glo-
bale della funzione F(u) nell’intervallo [0;1]. L’espansione asintotica (18.6)
rimane valida e così la formula (18.3).

Se invece s0 ∈ ]s∗ ;s1[, allora F(s2 − s0) < 0. Il minimo globale della
funzione F(u) nell’intervallo [0;1] si ha in u = s2 − s0, con:

F′(s2 − s0) = 0, F′′(s2 − s0) = Λ
′(s2)

e: ∫ 1

0
G(u)e−TF(u) du ∼ β (s0)

√
π√

2TΛ′(s2)
e−TF(s2−s0)

quando T →+∞, secondo il metodo Laplace [62]. Così:

J ∼ β (s0)
√

πT√
2Λ′(s2)

exp
(
−T

∫ s2

s0

Λ(u)du
)

e Π(s0) = 1/(1+ J)∼ 1/J quando T →+∞, che dà la formula (18.4).
Consideriamo ora il caso in cui s1 < s0 < s2. La funzione F(u) è decre-

scente nell’intervallo [0;s2 − s0] e poi crescente nell’intervallo [s2 − s0 ;1]. Il
suo minimo nell’intervallo [0;1] è quindi raggiunto in u = s2 − s0, come nel
caso precedente. La formula (18.4) è ancora valida.

Consideriamo infine il caso in cui s2 < s0 < 1. La funzione F(u) è crescen-
te nell’intervallo [0;1+ s1 − s0], decrescente nell’intervallo [1+ s1 − s0 ; 1+
s2 − s0] ed, infine, crescente nell’intervallo [1 + s2 − s0 ;1]. Ha quindi un
minimo locale in 1+ s2 − s0 e:

F(1+ s2 − s0)⩾
∫ 1+s2

1
Λ(s)ds > 0

secondo la prima disuguaglianza (18.7). Il suo minimo globale nell’intervallo
[0;1] è quindi raggiunto in u = 0. Pertanto si applica la formula (18.3).

18.1.4 Esempio

Prendiamo
β (s) = β̄ > 0, α(s) = ᾱ[1+ k cos(2πs)]
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con ᾱ > β̄ e 0 ⩽ k ⩽ 1. Il caso fortemente ipercritico corrisponde a
ᾱ(1−k)> β̄ . Se invece ᾱ(1−k)< β̄ , allora s1 e s2, con s1 < s2, sono le due
soluzioni nell’intervallo [0;1] dell’equazione:

cos(2πs) =−(1− β̄/ᾱ)/k,

cioè:

s1 =
arccos(−(1− β̄/ᾱ)/k)

2π
∈ ]0;1/2[, s2 = 1− s1.

La soglia s∗ è la soluzione, nell’intervallo [0;s1[, dell’equazione:

(ᾱ − β̄ )(s2 − s∗)+ ᾱk
sin(2πs2)− sin(2πs∗)

2π
= 0 .

La formula della proposizione 18.1 dà:

Π(s0) =

(
1− β̄

ᾱ

)(
1− β̄ k T

2π
sin(2πs0)+o(T)

)
quando T → 0. Se ᾱ(1− k) > β̄ o se ᾱ(1− k) < β̄ e s0 ̸∈ [s∗ ;s2], allora la
formula (18.3) dà:

Π(s0) =

(
1− β̄

α(s0)

)(
1− 2π ᾱ β̄ k sin(2πs0)

Tα(s0)[α(s0)− β̄ ]2
+o(1/T)

)
quando T →+∞. Se ᾱ(1− k)< β̄ e s0 ∈ ]s∗ ;s2[, la formula (18.4) dà:

Π(s0)∼
2
√

−ᾱk sin(2πs2)

β̄
√

T
exp
[

TΛ̄(s0 − s2)+ ᾱkT
sin(2πs0)− sin(2πs2)

2π

]
quando T →+∞, o Λ̄ = ᾱ − β̄ .

Consideriamo, in particolare, β̄ = 1, ᾱ = 3 e k= 0,5. Allora ᾱ(1−k)> β̄ .
La figura 18.1 mostra i risultati per due valori del periodo: T = 0,5 e T = 50.
La probabilità di non estinzione Π(s0), data dalla formula (18.1), è stimata
mediante integrazione numerica con il software Scilab. Si può vedere che
la formula approssimata della proposizione 18.1 e la formula approssimata
(18.3) danno migliori approssimazioni di Π(s0) rispetto ai termini di ordine 0.
Tuttavia, si deve notare che per T → +∞, l’approssimazione (18.3) devia un
po’ da Π(s0) in prossimità del suo minimo.

Consideriamo ora β̄ = 1, ᾱ = 3, k = 0,75 e T= 100. Allora ᾱ(1−k)< β̄ ,
s∗ ≈ 0,347, s1 ≈ 0,424 e s2 ≈ 0,576. Le varie formule approssimanti sono
mostrate nella figura 18.2. La probabilità di non estinzione tende a un limite
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Figura 18.1: Due esempi. Per T = 0.5, la probabilità di non-estinzione Π(s0) data
dalla formula (18.1) [linea continua], la formula approssimata della proposizione 18.1
[linea a tratti più corti] e il termine di ordine 0, 1− β̄/ᾱ [linea a tratti più lunghi].
Per T = 50, la probabilità di non-estinzione Π(s0) data dalla formula (18.1) [linea
continua], la formula approssimata (18.3) [linea a tratti più corti] e il termine di ordine
0, 1−β (s0)/α(s0) [linea a tratti più lunghi].

discontinuo, rappresentato dalle curve con linee a tratto-punto più lunghe per
s < s∗ e s > s2, e che si annulla nell’intervallo ]s∗ ;s2[. C’è un piccolo pro-
blema di raccordo delle curve approssimanti per s0 = s2, che suggerisce un
ingrandimento più da vicino a ciò che succede in questo punto.

Come nel caso in cui s2 < s0 < 1, vediamo, nel caso speciale in cui s0 = s2,
che la funzione F(u) ha il suo minimo globale in [0; 1] per u = 0. Ma questa
volta, F′(0) = Λ(s2) = 0. Secondo il metodo Laplace [62],

J ∼ T
∫ 1

0
G(u)e−TF(u) du ∼ β (s2)

√
πT√

2Λ′(s2)

in modo che Π(s2) = 1/(1+ J) ∼ 1/J quando T → +∞. La formula (18.4)
rimane valida quando s0 = s2. Il decadimento esponenziale a 0, quando s0 ∈
]s∗ ,s2[ è sostituito da un decadimento dell’ordine di 1/

√
T nel punto s2.

18.1.5 Legame con le traiettorie di canard.

La formula (18.1) per la probabilità di non estinzione π(t0) al tempo t0 si
ottiene infatti nel seguente modo. Se t1 > t0, la probabilità che il processo,
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Figura 18.2: Come il caso T = 50 in figura 18.1 ma con T = 100 e k = 0,75. La
formula approssimativa (18.4) per s∗ < s < s2 è rappresentata dalle linee a tratto-
punto più corte.

che parte da un individuo infetto al tempo t0, si estingua al tempo t1 è uguale
a z(t1 − t0) con z(0) = 0 e:

dz
dt

= [b(t1 − t)−a(t1 − t)z(t)](1− z(t)) (18.8)

nell’intervallo t ∈ [0; t1 − t0] (proposizione 17.9 mediante un cambio di
variabile). Dal momento che questa equazione di Riccati è esplicita-
mente risolvibile, si può ottenere la formula (18.1) per la probabilità di
non-estinzione:

π(t0) = 1− lim
t1→+∞

z(t1 − t0).

Prendiamo per esempio t1 = t0 + nT con n un intero positivo. L’equazio-
ne (18.8) si scrive allora:

dz
dt

=

[
β

(
t0 +nT− t

T

)
−α

(
t0 +nT− t

T

)
z(t)
]
(1− z(t)).

Assumiamo s = t/T e z(t) = x(s). Abbiamo:

dx
ds

= T [β (s0 +n− s)−α(s0 +n− s)x(s)] (1− x(s))
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nell’intervallo s∈ [0;n]. Questo sistema può essere descritto come un sistema
autonomo lento-rapido:

dx
ds

= T [β (s0 +n− y)−α(s0 +n− y)x(s)] (1− x(s)),

dy
ds

= 1

per s ∈ [0;n], con x(0) = 0 e y(0) = 0. Finalmente,

Π(s0) = π(t0) = 1− lim
n→+∞

x(n).

Ora quando T →+∞, si osserva che, in questo sistema lento-rapido, x(n)→ 1
o x(n)→ β (s0)/α(s0). Il fatto che x(n) rimanga sul ramo a priori instabile 1
per s∗ < s0 < s1 presenta un’analogia legata al fenomeno delle traiettorie di
«canard» che si incontra nello studio dei sistemi lenti-rapidi. Ricordiamo la
definizione [49, p. 182]:

In un sistema lento-rapido di R2, possono esistere traiettorie che
rimangono infinitamente vicine ad una orbita con periodo molto
grande per un tempo significativo (non infinitesimo) lungo un
arco attrattivo, seguito da un tempo significativo in cui il sistema
percorre un arco repulsivo. Una tale traiettoria è chiamata [. . .]
«canard».

La relazione (18.2) che collega s∗ a s2 è la corrispondente «relazione ingresso-
uscita» [15].

18.2 Individui infetti di popolazioni multispecie

La stima della probabilità di estinzione di una popolazione è un problema in
biologia della conservazione e in epidemiologia. In quest’ultimo caso, per
popolazione s’intende quella infetta. Un modello matematico classico per
studiare questo tipo di problema è quello dei processi lineari di nascita e mor-
te con uno o più specie di individui [41, 54]. In molte situazioni, tuttavia,
la stagionalità dell’ambiente deve essere presa in considerazione, il che porta
allo studio di tali processi quando i coefficienti sono funzioni periodiche del
tempo (capitolo 17). Alcuni modelli di popolazione o epidemie presentano
dei coefficienti la cui scala temporale è relativamente breve rispetto alla sta-
gionalità annuale; si è quindi portati a considerare il limite in cui il periodo dei
coefficienti è molto grande. Quando i parametri sono subcritici per una parte
del periodo (diciamo la stagione sfavorevole), la probabilità di estinzione in
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funzione della stagione in cui il processo inizia, tende a un limite discontinuo.
Il punto di discontinuità è prima dell’inizio della stagione sfavorevole.

Nel paragrafo precedente, è stato analizzato il caso di un individuo ap-
partenente ad una specie. Si è notato che la discontinuità della probabilità di
estinzione è legata alla presenza, in un sistema dinamico lento-rapido, del-
le traiettorie di «canard», cioè di traiettorie attrattive molto prossime ad un
orbita per un certo tempo prima di saltare su traiettorie repulsive anch’es-
se molto prossime all’orbita stessa. In seguito viene discusso un esempio
con due specie di individui caratterizzate da un modello di trasmissione di
malattie trasmesse da vettori . Il punto di discontinuità della probabilità di
estinzione è determinato con precisione.

Nel § 18.2.1, viene presentato il modello di popolazione di processi linea-
ri di nascita e morte con coefficienti periodici e di individui multispecie. Si
mostra che la probabilità di estinzione è legata a un sistema di equazioni dif-
ferenziali ordinarie. Quando il periodo tende all’infinito, un cambiamento di
variabile trasforma questo sistema in un sistema lento-rapido con un periodo
costante.

Nel § 18.2.2, viene presentato un esempio con due specie di individui.
Le simulazioni numeriche suggeriscono che la probabilità di estinzione tende
a un limite discontinuo e che il punto di discontinuità è determinato da una
condizione che coinvolge l’integrale dell’autovalore dominante di una certa
matrice. Per una dimostrazione con gli strumenti dell’analisi non standard che
è effettivamente questa la condizione che determina il punto di discontinuità,
rimandiamo a [12]. Nel § 18.2.3, viene presentato un altro esempio, questa
volta con quattro specie di individui. Una simulazione numerica suggerisce
che una condizione dello stesso tipo determina ancora il punto di discontinui-
tà. Non esiste ancora una dimostrazione nel caso generale, ossia, quando il
numero di specie di individui è strettamente maggiore di due.

18.2.1 Modello

Consideriamo un processo lineare di nascita e morte con un numero di specie
m (m ⩾ 1) in un ambiente periodico. Sia T > 0 il periodo dell’ambiente.
Diamo tre funzioni matriciali A(t), B(t) e C(t) di ordine m e periodo T con
le seguenti ipotesi:

• per ogni i e j, Ai, j(t)⩾ 0 rappresenta il tasso con il quale gli individui
della specie j generano nuovi individui della specie i; La matrice

• B(t) è diagonale e B j, j(t)⩾ 0 è il tasso con il quale gli individui della
specie j cessano di essere infetti;
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• per ogni i ̸= j, Ci, j(t)⩽ 0 e −Ci, j(t) è il tasso di trasformazione degli
individui della specie j in individui della specie i;

• per ogni j,
C j, j(t) =−∑

i̸= j
Ci, j(t);

• se D(t) = B(t)+C(t) e se Z(t) è la soluzione del sistema:

dZ
dt

=−D(t)Z(t)

con condizione iniziale Z(0) = I , dove I è la matrice identità, allora
ρ(Z(T))< 1;

• la matrice M(t) = A(t)−D(t) è irriducibile per ogni t.

Più precisamente (vedasi capitolo 17), se p(t,n1, . . . ,nm) è la probabilità
di avere ni individui della specie i, per ogni 1 ⩽ i ⩽ m, al tempo t (le ni sono
interi) e se g(t,x1, . . . ,xk) è la corrispondente funzione generatrice, allora:

∂g
∂ t

+∑
i, j
[Ai, j(t)x j −Di, j(t)] [1− xi]

∂g
∂x j

= 0 .

Supponiamo che al tempo iniziale t0 ci siano n0
i ⩾ 0 individui infetti della

specie i (gli n0
i sono interi) per ogni 1 ⩽ i ⩽ m con:

m

∑
i=1

n0
i ⩾ 1.

Possiamo assumere 0 ⩽ t0 < T. Abbiamo visto in 17 che la probabili-
tà ω(t0, t1) che la popolazione infetta sia estinta al tempo t1 > t0, cioè che
non rimangano individui delle diverse spcie, è data da:

ω(t0, t1) = [z1(t1 − t0)]n
0
1 · · · [zm(t1 − t0)]n

0
m ,

dove z(t) = (zi(t))1⩽i⩽k è la soluzione del sistema differenziale:

dzi

dt
(t) = ∑

j
[D j,i(t1 − t)−A j,i(t1 − t)zi(t)][1− z j(t)]

nell’intervallo 0 < t < t1 − t0 con la condizione iniziale zi(0) = 0 per ogni i
(proposizione 17.9 mediante un cambio di variabile).
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L’aspettativa I(t) = (I1(t), . . . , Im(t)) del numero di individui della specie
diversa al tempo t verifica:

dI
dt

= M(t) I(t)

e Ik(t0) = n0
k , per ogni k (proposizione 17.8). Sia Φ(t) la soluzione del

sistema:
dΦ

dt
= M(t)Φ(t)

con la condizione iniziale Φ(0) = I . Quando ρ(Φ(T))⩽ 1, la probabilità di
estinzione ω(t0, t1) tende a 1 quando t1 →+∞. Quando ρ(Φ(T))> 1, questa
probabilità tende invece a un limite strettamente inferiore a 1, ma che dipende
da t0 in modo periodico (proposizione 17.10).

Consideriamo le funzioni matriciali periodiche Â(s), B̂(s) e Ĉ(s) di
periodo 1 tali che:

s = t/T, A(t) = Â(s), B(t) = B̂(s), C(t) = Ĉ(s).

Supponiamo di nuovo che s0 = t0/T sia costante. Allo stesso modo, suppo-
niamo t1 = t0 + nT, dove n ⩾ 1 è un numero intero costante. L’obiettivo è
studiare, per 1 ⩽ i ⩽ m, il limite:

Ωi(s0) = lim
T→+∞

zi(t1 − t0) = lim
T→+∞

zi(nT)

come funzione di s0, con 0 ⩽ s0 < 1. Il numero Ωi(s0) è anche il limite
quando T →+∞ di ω(t0, t1), ossia la probabilità di estinzione dopo n periodi
quando si parte da un singolo individuo infetto della specie i alla stagione s0 =
t0/T. Si noti che qui l’attenzione è rivolta alla probabilità di estinzione e non,
come nel § 18.1, al suo complemento, cioè la probabilità di non-estinzione.
Supponiamo che:

ε = 1/T, D̂(s) = B̂(s)+ Ĉ(s), M̂(s) = Â(s)− D̂(s), x(s) = z(t).

Allora:

ε
dxi

ds
(s) = ∑

j
[1− x j(s)]

[
D̂ j,i(s0 +n− s)− Â j,i(s0 +n− s)xi(s)

]
(18.9)

nell’intervallo 0 < s < n con xi(0) = 0 per ogni i. Inoltre, z(nT) = x(n).
Ricordiamo brevemente che 0 ⩽ xi(s) ⩽ 1 per ogni i e 0 ⩽ s ⩽ n (vedasi
capitolo 17).
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Quando T → +∞, cioè quando ε → 0, il sistema (18.9) può essere de-
scritto come un sistema autonomo lento-rapido con m variabili rapide xi(s)
(1 ⩽ i ⩽ m) ed una variabile lenta xm+1(s) = s tale che dxm+1/ds = 1.

La matrice Jacobiana del lato destro del sistema (18.9), per la soluzione
stazionaria banale xi = 1 per ogni i, è tM̂(s0 + n− s), dove tM̂(·) indica la
matrice trasposta della matrice M̂(·).

La matrice M̂(s) è irriducibile e i suoi coefficienti fuori dalla diagona-
le sono tutti non negativi. Pertanto esiste una costante c tale che le matrici
M̂(s)+ cI e tM̂(s)+ cI sono non negative. Secondo il teorema di Perron-
Frobenius, queste matrici hanno un raggio spettrale che è un autovalore rea-
le comune. Notiamo che Λ(s) + c è strettamente maggiore del modulo di
tutti gli altri autovalori e quindi anche della loro parte reale. Le matrici
M̂(s) e tM̂(s) hanno quindi anche un autovalore reale comune Λ(s), che è
strettamente maggiore della parte reale di tutti gli altri autovalori.

18.2.2 Esempio

Prendiamo:

Â(s) =
(

0 α(s)
γ 0

)
, B̂(s) =

(
β 0
0 δ

)
, Ĉ(s) = 0,

con α(s)> 0, β > 0, γ > 0 e δ > 0; la funzione α(s) è periodica con periodo 1
e continua. Questo modello stocastico è ispirato al modello deterministico
linearizzato per una malattia trasmessa da vettori nel § 9.4.1:

dI
dt

=

(
−β α(t/T)
γ −δ

)
I = M̂(t/T) I. (18.10)

I vettori infetti appartengono alla specie 1; gli individui infetti appartengono
alla specie 2. Il parametro α(s) è il tasso con cui gli individui infetti tra-
smettono la loro infezione ai vettori quando vengono punti; questo tasso è
periodico perché la popolazione di vettori suscettibili è periodica. Il parame-
tro β è il tasso di morte dei vettori. Il parametro γ è la velocità con cui i
vettori pungono. Il parametro δ è il tasso di guarigione delle persone infette.
Il sistema (18.9) si scrive allora:

ε
dx1

ds
(s) = β [1− x1(s)]− γ x1(s)[1− x2(s)], (18.11)

ε
dx2

ds
(s) = δ [1− x2(s)]−α(s0 +n− s) [1− x1(s)]x2(s). (18.12)
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Si noti che i secondi membri si annullano in due casi: o x1(s) = 1 e x2(s) = 1,
o

x1(s) = x∗1(s) =
1+ δ

α(s0+n−s)

1+ γ

β

e x2(s) = x∗2(s) =
1+ β

γ

1+ α(s0+n−s)
δ

. (18.13)

I due autovalori della matrice M̂(s) sono reali:

λ±(s) =
−(β +δ )±

√
(β +δ )2 +4[α(s)γ −βδ ]

2
.

L’autovalore dominante è Λ(s) = λ+(s). Si noti che λ−(s)< 0 per ogni s.
Supponiamo che ci sia una stagione sfavorevole per la trasmissione

dell’epidemia, cioè ci sono s1 e s2 con 0 < s1 < s2 < 1 tali che:

α(s)γ

β δ
< 1 in altre parole Λ(s)< 0 se s ∈ ]s1 ;s2[, (18.14)

α(s)γ

β δ
> 1 in altre parole Λ(s)> 0 se s ∈ ]0;s1[∪]s2 ;1[. (18.15)

Supponiamo inoltre che: ∫ 1

0
Λ(s)ds > 0. (18.16)

Come esempio, consideriamo α(s) = ᾱ(1+k cos(2πs)) con ᾱ > 0, |k|<
1 e

ᾱ(1− k)γ

β δ
< 1 <

ᾱ(1+ k)γ

β δ
.

Quest’ultima condizione assicura che ci sia una stagione sfavorevole. Più
precisamente, scegliamo ᾱ = 3, k = 0,75, β = 2, γ = 1 e δ = 1. Questi valori
non sono molto realistici, ma evidenziano il fenomeno. Abbiamo allora s1 ≈
0,323 e s2 ≈ 0,677. Possiamo controllare numericamente che la condizione
(18.16) sia verificata. Prendiamo T = 1000, n = 3 e s0 = 0,25.

La figura 18.3 mostra la soluzione del sistema (18.11)-(18.12) con la con-
dizione iniziale x1(0) = x2(0) = 0. Dal punto di vista numerico, abbiamo
utilizzato il software Scilab e risolto il sistema verificato da log(1− x1(s)) e
log(1−x2(s)) prima di tornare alle variabili iniziali. Le curve lente sono state
anche tracciate (18.13). Si noti quanto segue:

• nelle vicinanze di s = 0, le curve sono quasi verticali (non visibili nella
figura);
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• le soluzioni x1(s) e x2(s) tendono a diventare periodiche;

• x1(s) e x2(s) sono allora molto vicini a 1 non solo per valori di s come
Λ(s0 + n− s) < 0, in particolare per s ∈ ]s0 + 1− s2 ;s0 + 1− s1[, ma
anche per s ∈ ]s0+1−s1 ;s0+1−s∗[ con s2−1 < s∗ < s1, dove Λ(s0+
n− s)> 0 (c’è un «canard»).
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Figura 18.3: In funzione di s, le curve x1(s) e x2(s) [linee continue], le curve lente
x∗1(s) e x∗2(s) [linee tratteggiate] e un pezzo della funzione s 7→ 1+

∫ s
s0+1−s2

Λ(s0+n−
u)du [linea tratto-pumto].

La figura 18.4 mostra come le probabilità di estinzione dopo i periodi
n, x1(n) e x2(n), variano con s0. Inoltre sono rappresentate anche le curve
derivate dalle formule (18.13):

x∗1(n) =
1+ δ

α(s0)

1+ γ

β

et x∗2(n) =
1+ β

γ

1+ α(s0)
δ

.

La figura 18.4 suggerisce che x1(n) e x2(n) tendono, quando T → +∞, ad 1
nell’intervallo s0 ∈ ]s∗ ;s2[; inoltre, i limiti sono discontinui nel punto s0 = s∗.
Il problema è quello di determinare s∗.

Si può dimostrare con gli strumenti dell’analisi non standard (vedasi [12]
per i dettagli) che le soluzioni x1(s) e x2(s) nella figura 18.3, che sono molto
vicine a 1 per:

p def
= s0 +1− s2 < s < s0 +1− s1,
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Figura 18.4: In funzione di s0, le probabilità di estinzione dopo n periodi x1(n) e x2(n)
[linee continue], le formule per x∗1(n) e x∗2(n) [linea a tratti], e un pezzo della funzione
s0 7→ 1+

∫ s2
s0

Λ(s)ds [linea tratto-punto].

si discostano bruscamente da 1 per:

s = q def
= s0 +1− s∗ > s0 +1− s1

tale che: ∫ q

p
Λ(s0 +n− s)ds = 0.

In altre parole, queste soluzioni deviano localmente da 1 in s= q= s0+1−s∗

tale che: ∫ s2

s∗
Λ(s)ds = 0.

È questa equazione che determina univocamente s∗. Infatti, se poniamo:

h(s) =
∫ s2

s
Λ(u)du,

allora abbiamo h(s1) < 0 per la condizione (18.14), h′(s) = −Λ(s) < 0 per
s ∈ ]s2 −1;s1[ per la condizione (18.15) e

h(s2 −1) =
∫ s2

s2−1
Λ(s)ds =

∫ 1

0
Λ(s)ds > 0
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in base alla condizione (18.16). Esiste quindi un unico s∗ ∈ ]s2 − 1;s1[ tale
che h(s∗) = 0. Nell’esempio, troviamo numericamente s∗ ≈ 0,079.

Nota 18.3. La condizione (18.16) non è legata a un eventuale carattere super-
critico del sistema (18.10) [moltiplicatore di Floquet dominante maggiore di
1]. Infatti, se prendiamo per esempio c = 0,7 invece di c = 1, troviamo nu-
mericamente che il moltiplicatore Floquet dominante è ρ(Φ(T))≈ 1,025 > 1
mentre

∫ 1
0 Λ(s)ds ≈−0,016 < 0.

18.2.3 Generalizzazione

Questo studio si estende probabilmente a problemi con più di due equazioni
rapide ed una lenta. Consideriamo, per esempio, il sistema linearizzato con
quattro equazioni rapide in § 9.4.2

dI
dt

=


−(γ +µ) 0 0 ψ(t/T)

γ −µ 0 0
0 β −δ 0
0 0 δ −α

 I = M̂(t/T) I,

dove α > 0, β > 0, γ > 0, δ > 0, µ > 0 e ψ(·)> 0 è una funzione periodica
di periodo 1. Questo è anche un modello di trasmissione di una malattia
trasmessa da vettori; le prime due componenti rappresentano i vettori infetti
nella fase latente e infettiva, mentre le ultime due componenti rappresentano
gli individui infetti nella fase latente e infettiva. Il sistema (18.9) con ε = 1/T
assume la forma:

ε
dx1

ds
(s) = (γ +µ)[1− x1(s)]− γ[1− x2(s)],

ε
dx2

ds
(s) = µ[1− x2(s)]−βx2(s)[1− x3(s)],

ε
dx3

ds
(s) = δ [1− x3(s)]−δ [1− x4(s)],

ε
dx4

ds
(s) = α[1− x4(s)]−ψ(s0 +n− s)[1− x1(s)]x4(s).

La congettura è che la relazione ingresso-uscita sia ancora data dalla formula:∫ s2

s∗
Λ(s)ds = 0, (18.17)

dove Λ(s) è l’autovalore reale dominante della matrice M̂(s), come verificato
su un esempio numerico (fig. 18.5). I valori dei parametri sono α = 1, β = 1,
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γ = 1, δ = 1, µ = 1, ψ(s) = 3 × (1 + 0,75cos(2πs)), n = 3 e T = 2000.
L’equazione caratteristica per gli autovalori λ della matrice M̂(s) è:

(λ + γ +µ)(λ +µ)(λ +δ )(λ +α) = β γ δ ψ(s).

Si deduce che Λ(s)< 0 se e solo se:

β γ ψ(s)
α µ (γ +µ)

< 1,

che si verifica numericamente per s1 < s < s2 con s1 ≈ 0,323 e s2 ≈ 0,677,
come nell’esempio numerico del § 18.2.2 (mera coincidenza). Con la formula
(18.17) troviamo s∗ ≈ 0,047, che sembra corrispondere bene al brusco salto
della probabilità di estinzione nella figura 18.5.
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Figura 18.5: In funzione di s0, le probabilità di estinzione dopo n periodi x1(n), x2(n)
così come x3(n) e x4(n) che sono indistinguibili [linee solide], le curve lente [a tratti]
e un pezzo della funzione s0 7→ 1+

∫ s2
s0

Λ(s)ds [linea tratto-punto].

18.2.4 Conclusione

Un punto importante da ricordare è che i risultati sul comportamento del si-
stema coinvolgono integrali di un autovalore su intervalli. In particolare, il
suddetto autovalore, in un dato momento, fornisce direttamente indicazioni
sul comportamento del sistema. È ben noto nella teoria di Floquet che un
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sistema periodico può avere solo autovalori negativi in ogni istante e tutta-
via essere instabile. Questo è il caso, per esempio, del sistema periodico di
periodo 1

dI
dt

= M(t) I,

con:

M(t) = M1 =

(
−1 1/2
3 −2

)
, n < t < n+1/2, n = 0,1,2 . . . ,

e

M(t) = M2 =

(
−1 3
1/2 −2

)
, n+1/2 < t < n+1, n = 0,1,2 . . .

Gli autovalori −3±
√

7
2 di queste matrici sono entrambi negativi. Ma possiamo

verificare numericamente che il raggio spettrale della matrice di monodromia
Φ(1) verifica:

ρ(Φ(1)) = ρ

(
eM2/2 eM1/2

)
≈ 1,26 > 1,

il che significa che la soluzione nulla è instabile.
Durante l’epidemia da coronavirus del 2020, tuttavia, si ascoltavano rego-

larmente dichiarazioni su una «riproduttività» giornaliera o settimanale, che
è solo una rappresentazione leggermente diversa dell’autovalore istantaneo.
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Modello stocastico S-I-S in un ambiente periodico

Nel modello stocastico S-I-S con un tasso di contatto effettivo
a, un tasso di guarigione b < a ed una dimensione della po-
polazione N, la speranza matematica (logτ)/N del tem-
po necessario ad un’epidemia di estinguersi, converge al valore
c = b/a− 1− log(b/a) quando N tende all’infinito. Se il tasso
di contatto effettivo a(t) è una funzione periodica la cui media
è maggiore di b, allora (logτ)/N converge a un nuovo limite il
cui valore dipende da un’equazione di Hamilton-Jacobi periodi-
ca nel tempo. Quando la funzione a(t) è una sinusoide, di am-
piezza piccola, o con un’elevata frequenza o con una frequenza
molto piccola, si possono ottenere analiticamente formule ap-
prossimate per il suddetto limite. I risultati, ottenuti per mezzo
di simulazioni numeriche, sono illustrati graficamente.

19.1 Modello

Il modello stocastico S-I-S con coefficienti costanti è stato studiato nel § 5.2.
Con il metodo BKW, abbiamo visto come scaturisce il legame con un sistema
hamiltoniano e come il limite a cui tende il tempo medio di estinzione sia
legato a un’orbita eteroclina di questo sistema, quando la dimensione della
popolazione N →+∞. Un ambiente temporale periodico influenza questa or-
bita eteroclina. In questo capitolo, si calcolerà la correzione del tempo medio
di estinzione dovuta ad una perturbazione periodica di piccola ampiezza, a
bassa o ad alta frequenza.

Consideriamo il modello epidemico S-I-S con un tasso di contatto effet-
tivo a(t), una funzione T-periodica, la cui media è strettamente maggiore di
b (fig. 19.1). Questo modello può rappresentare, per esempio, la diffusio-
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ne di un’infezione batterica che non comporta immunità in una scuola con
una periodicità settimanale dovuta ai fine settimana o una periodicità annuale
dovuta alle vacanze e alla stagionalità. Questo è ovviamente solo un primo
passo verso modelli più realistici.
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Figura 19.1: Una simulazione del modello stocastico quando il tasso di contatto è
periodico e la soluzione del modello deterministico associato (19.4).

Nel § 19.2, calcoli informali suggeriscono che il tempo medio di
estinzione τ , partendo da una persona infetta al tempo 0, è tale che:

logτ

N
−→

N→+∞
C = min

0⩽t⩽T
S∗(t,0+)− min

0⩽t⩽T
min

0⩽x⩽1
S∗(t,x) . (19.1)

La funzione S∗(t,x) è una soluzione T-periodica dell’equazione di Hamilton-
Jacobi:

∂S
∂ t

+H
(

t,x,
∂S
∂x

)
= 0 (19.2)

per 0 < x < 1 con le condizioni al bordo di tipo misto:

S(t,0) = 0,
∂S
∂x

(t,1)→+∞.

L’hamiltoniana è:

H(t,x, p) = a(t)x(1− x)(ep −1)+bx(e−p −1)

= x(1− e−p) [a(t)(1− x)ep −b] . (19.3)
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Quando:
a(t) = a0[1+ ε cos(Ωt)]

con Ω = 2π/T, a0 > b e |ε|⩽ 1, possiamo porre:

c0 = b/a0 −1− log(b/a0).

Nel § 19.2, si mostra che:

C ≈ c0 −
π Ω |ε|

a0 sinh
(

π Ω

a0−b

)
con ε è vicino a 0, si ha:

C ≈ c0 −|ε|(1−b/a0)

con Ω ≪ a0; e

C ≈ c0 −
(a0 −b)2 ε2

12 Ω2 (1+2b/a0)

con Ω≫ a0. Si può supporre che C sia sempre inferiore a c0: le variazioni sta-
gionali tenderebbero a favorire l’estinzione delle malattie infettive. Più pre-
cisamente, un ambiente periodico porta ad una diminuzione esponenziale del
tempo medio di estinzione. Il § 19.3 illustra questi risultati con simulazioni
numeriche. Il § 19.4 aggiunge alcune osservazioni.

19.2 Calcoli analitici

19.2.1 Equazione alle derivate parziali di Hamilton-Jacobi

Equazione principale e teoria di Floquet. Supponiamo che a(t) sia una
funzione continua T-periodica non negativa con:

R0 =
1
T
∫ T

0 a(t)dt
b

> 1 .

Questa è una condizione necessaria e sufficiente per la soluzione
dell’equazione del campo medio:

dI
dt

= a(t) I(1− I/N)−b I (19.4)

che converge ad una funzione periodica e positiva (fig. 19.1). Altrimenti la
soluzione converge a zero.
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Sia Pn(t) la probabilità che I(t) = n. L’equazione principale:

dPn

dt
= a(t)(n−1) [1− (n−1)/N]Pn−1

− [a(t)n(1−n/N)+bn]Pn +b(n+1)Pn+1 (19.5)

è valida per 0 ⩽ n ⩽ N se impostiamo P−1 = 0 e PN+1 = 0. Naturalmente,

N

∑
n=0

Pn(t) = 1.

Il sistema (19.5) si scrive anche:

dP
dt

= M(t)P,

dove P(t) è il vettore (Pn(t))0⩽n⩽N e M(t) è la matrice quadrata di ordine
N+1:

M(t)=


0 b 0 0 · · · 0
0 −b−a(t)(1− 1

N ) 2b 0 · · · 0
0 a(t)(1− 1

N ) −2b−2a(t)(1− 2
N ) 3b · · · 0

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · −bN

 .

Questa matrice ha la struttura a blocchi:

M(t) =
(

0 ∗
0 Q(t)

)
,

dove Q(t) è una matrice quadrata di ordine N. Sia X(t) e Y(t) le matrici di
soluzione dei sistemi:

dX
dt

= M(t)X, X(0) = IN+1,
dY
dt

= Q(t)Y, Y(0) = IN,

dove IN è la matrice identità di ordine N. I moltiplicatori di Floquet di M(t),
cioè gli autovalori della matrice X(T), formano un insieme che è l’unione
di {µ0 = 1} e l’insieme dei moltiplicatori di Floquet della matrice Q(t). La
matrice Q(t) è cooperativa: i coefficienti fuori dalla diagonale sono non ne-
gativi. Questa matrice è anche irriducibile poiché gli elementi appena so-
pra e sotto la diagonale sono tutti positivi. Per la proposizione 2.8, tutti gli
elementi della matrice Y(t) sono positivi per tutte le t > 0. Per il teorema
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di Perron-Frobenius, il raggio spettrale µ1 della matrice Y(T) è un auto-
valore positivo e l’autospazio associato ha dimensione 1. Inoltre, abbiamo
(1, 1, . . . ,1)Q(t) = (−b, 0, 0, . . . ,0). Così per ogni i e j tra 1 e N e per ogni
t > 0,

d
dt

N

∑
i=1

Yi, j(t) =
N

∑
i=1

dYi, j

dt
=

N

∑
i=1

N

∑
k=1

Qi,k(t)Yk, j(t)

=
N

∑
k=1

[
N

∑
i=1

Qi,k(t)

]
Yk, j(t) =−bY1, j(t)< 0.

La funzione, la cui derivata calcolata sopra risulta minore di zero, è quindi
strettamente decrescente. Abbiamo:

µ1 = ρ(Y(T))⩽ ∥Y(T)∥1 = max
j

∑
i
|Yi, j(T)|= max

j
∑

i
Yi, j(T)

< max
j

∑
i

Yi, j(0) = 1.

Quindi λ1 = (log µ1)/T < 0. Il vettore (1,0,0, . . . ,0) rappresenta uno stato
stazionario verso il quale P(t) converge quando t →+∞. L’obiettivo è stimare
la distanza tra λ1 e 0 quando N →+∞.

Sia v un autovettore della matrice X(T) associato all’autovalore µ1 = eλ1T.
Possiamo scegliere v in modo che vn > 0 per ogni 1 ⩽ n ⩽ N. Così abbiamo
X(T)v = eλ1Tv. Poniamo π(t) = e−λ1tX(t)v. Allora:

dπ

dt
(t) =−λ1π(t)+M(t)π(t).

Inoltre, π(T) = e−λ1TX(T)v = v = π(0). Quindi la funzione π(t) è
T-periodica. Poniamo π(t) = (πn(t))0⩽n⩽N. Allora:

λ1πn +
dπn

dt
= a(t)(n−1)(1− (n−1)/N)πn−1

− [a(t)n(1−n/N)+bn]πn +b(n+1)πn+1 . (19.6)

Sommando queste equazioni, otteniamo:

λ1

N

∑
n=0

πn(t)+
d
dt

N

∑
n=0

πn(t) = 0,

così:
N

∑
n=0

πn(t) = e−λ1t
N

∑
n=0

πn(0).
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Ma il primo membro è una funzione T-periodica. Questo è possibile solo se
il secondo membro è identicamente nullo. Così:

N

∑
n=0

πn(t) = 0 et π0(t) =−
N

∑
n=1

πn(t).

Ma l’equazione (19.6) con n = 0 mostra anche che:

λ1π0(t)+
dπ0

dt
= bπ1(t).

Integrando su un periodo ed utilizzando la periodicità di π0(t), otteniamo:

λ1 = b
∫ T

0 π1(t)dt∫ T
0 π0(t)dt

=−b
∫ T

0 π1(t)dt

∑
N
n=1

∫ T
0 πn(t)dt

. (19.7)

Soluzione BKW ed equazione di Hamilton-Jacobi. Quando N è grande,
cerchiamo una soluzione BKW della forma:

πn(t)≈ e−NS(t,x)

per 1 ⩽ n ⩽ N, dove x = n/N e S(t,x) è una funzione continua di t e x per
0 < x < 1, ed inoltre T-periodica rispetto a t. Allora:

dπn

dt
≈−N

∂S
∂ t

(t,x)e−NS(t,x) ,

πn+1(t)≈ e−NS(t,x+ 1
N ) ≈ exp

(
−NS(t,x)− ∂S

∂x
(t,x)

)
,

πn−1(t)≈ exp
(
−NS(t,x)+

∂S
∂x

(t,x)
)
.

Poniamo α(t,x) = a(t)x(1− x) e β (x) = bx. L’equazione (19.6) diventa:

λ1πn+
dπn

dt
=Nα(t,x−1/N)πn−1−N[α(t,x)+β (x)]πn+Nβ (x+1/N)πn+1 .

Considerando solo i termini predominanti, possiamo approssimare le funzioni
α(t,x−1/N)≈ α(t,x) e β (x+1/N)≈ β (x), ottenendo:

λ1πn +
dπn

dt
≈ Nα(t,x)[πn−1 −πn]+Nβ (x)[πn+1 −πn] .
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Poiché l’autovalore λ1, che figura al primo membro della precedente equa-
zione, tende esponenzialmente a zero, può essere trascurato. Sostituen-
do la forma BKW e dividendo per Ne−NS(t,x), otteniamo l’equazione di
Hamilton-Jacobi

∂S
∂ t

+a(t)x(1− x)
[

exp
(

∂S
∂x

)
−1
]
+bx

[
exp
(
−∂S

∂x

)
−1
]
= 0 (19.8)

per 0 < x < 1. Quest’equazione ha l’espressione della (19.2) con una
hamiltoniana periodica nel tempo H(t,x, p) data dalla formula (19.3).

Condizioni del bordo. Poiché H(t,0, p) = 0, abbiamo ∂S
∂ t (t,0) = 0. Così

S(t,0) è una costante S0 indipendente da t. Poiché l’equazione (19.8) coin-
volge solo le derivate parziali di S(t,x), le sue soluzioni sono definite a meno
di una costante additiva; ricordiamo che l’autovettore v di X(T) è definito a
meno di una costante moltiplicativa. Possiamo quindi scegliere S0 = 0, quindi
la condizione di Dirichlet è:

S(t,0) = 0. (19.9)

Inoltre, poiché πn(t) = 0 per n > N e poiché la formula (5.10) in un ambiente
costante mostra che S(1) è finita mentre dS

dx (1)→+∞, imponiamo il «vincolo
di stato»

∂S
∂x

(t,1)→+∞. (19.10)

Proprietà dell’hamiltoniana. L’Hamiltoniana H(t,x, p) è convessa in p
poiché

∂ 2H
∂ p2 (t,x, p) = a(t)x(1− x)ep +bxe−p ⩾ 0.

Inoltre, H(t,x, p)→+∞ quando |p| →+∞ prevede che 0 < x < 1. Si noti che
H(t,x,0) = 0. La lagrangiana è:

L(t,x,v) = max
p

{pv−H(t,x, p)}.

Quando 0< x< 1, abbiamo L(t,x,v) = p∗v−H(t,x, p∗) con p∗ una soluzione
unica di:

v =
∂H
∂ p

(t,x, p∗) = a(t)x(1− x)ep∗ −bxe−p∗ .
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Questa è un’equazione polinomiale di secondo grado in ep∗ . Pertanto, si ha:

L(t,x,v) = p∗v−a(t)x(1− x)(ep∗ −1)−bx
(
e−p∗ −1

)
= v log

(
v+
√

v2 +4a(t)x(1− x)bx
2a(t)x(1− x)

)
+a(t)x(1− x)+bx

− v+
√

v2 +4a(t)x(1− x)bx
2

− 2a(t)x(1− x)bx

v+
√

v2 +4a(t)x(1− x)bx
.

Per x = 1, abbiamo:

L(t,1,v) = +∞ se v > 0,
L(t,1,0) = b

L(t,1,v) =−v log(−v/b)+ v+b se v < 0.

Per x = 0, abbiamo L(t,0,v) = +∞ se v ̸= 0 e L(t,0,0) = 0. Per x vicino a 0,
si noti però che L(t,x,v)∼−v logx. Quindi per η > 0 piccola e per qualsiasi
funzione ξ ∈ C 1([θ , t]; [0;1]) tale che ξ (θ) = 0, abbiamo:∫

θ+η

θ

L
(

s,ξ (s),
dξ

ds

)
ds ≈−

∫
θ+η

θ

dξ

ds
logξ (s)ds =−

∫
ξ (θ+η)

0
logξ dξ ,

che è una quantità finita.

Soluzioni dell’equazione di Hamilton-Jacobi. Per una data condizione
iniziale S0(x), la funzione

S(t,x) = inf

{∫ t

θ

L(s,ξ (s), ξ̇ (s))ds+1θ=0 S0(ξ (θ)) ;

0 ⩽ θ ⩽ t, ξ ∈ C 1([θ ; t]; [0;1]), θ = 0 o ξ (θ) = 0, ξ (t) = x

}
è una soluzione di viscosità della (19.8) con condizioni di bordo miste (19.9)-
(19.10) tali che S(0,x) = S0(x) [13]. Questa è la funzione di valore di un
problema di tempo di uscita in x = 0 con il «vincolo di stato» in x = 1. Una
soluzione periodica nel tempo S∗(t,x) di (19.8)-(19.10) è quindi data da un
punto fisso del suddetto operatore di evoluzione: S∗(0,x) = S∗(T,x).

Si noti però che non c’è unicità. Infatti, si consideri il caso speciale in
cui a(t) = a0 è costante. In questo situazione, ci sono due tipi di soluzioni di
viscosità stazionarie S∗(x): da un lato ci sono soluzioni della forma:

x log(b/a0)+ x+(1− x) log(1− x)+ γ
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con una costante γ ⩽ 0, che differiscono solo per la costante γ , essendo la
soluzione con γ = 0 l’unica a verificare la condizione di bordo in x = 0 in
senso classico; d’altra parte ci sono soluzioni della forma:

min{0,x log(b/a0)+ x+(1− x) log(1− x)+ γ}

con una costante γ tale che 0 < γ ⩽ c0. Queste ultime soluzioni sono
identicamente nulle vicino a x = 0 e quindi non danno il giusto valore per
C.

Per l’equazione periodica nel tempo (19.8) con condizioni di bordo miste
(19.9)-(19.10), si può supporre che essa abbia soluzioni di viscosità S∗(t,x)
che sono T-periodiche rispetto a t, che non sono identicamente zero vicino a
x = 0, e che differiscono per una sola costante (dando così la stessa C). È una
tale soluzione che viene scelta come soluzione BKW. Come suggerito nella
figura 19.4 seguente, la condizione di bordo in x = 0 dovrebbe essere intesa
nel senso di viscosità poiché la funzione S∗(t,x) potrebbe non essere continua
in x = 0.

Comportamento dell’autovalore λ1 quando N è grande. Torniamo alla
formula (19.7). Abbiamo

log(−λ1)

N
=

logb
N

+
1
N

log
(∫ T

0
π1(t)dt

)
− 1

N
log

(
N

∑
n=1

∫ T

0
πn(t)dt

)
.

Si noti che:
π1(t)≈ e−NS∗(t,1/N) ≈ e−NS∗(t,0+)

per N grande. Pertanto:

1
N

log
(∫ T

0
π1(t)dt

)
−→

N→+∞
− min

0⩽t⩽T
S∗(t,0+)

a causa della formula di Laplace per la valutazione asintotica degli integrali
[62]. Allo stesso modo, poiché:

πn(t)≈ e−NS∗(t,n/N),

abbiamo:

1
N

log

(
N

∑
n=1

∫ T

0
πn(t)dt

)
−→

N→+∞
− min

0⩽t⩽T
min

0⩽x⩽1
S∗(t,x)

e:
log(−λ1)

N
−→

N→+∞
−C

con la costante C data dalla formula (19.1).
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Tempo medio di estinzione. Il tempo medio di estinzione τn(t) a partire da
n infetti, al tempo t, è una soluzione T-periodica del sistema:

−1 =
dτn

dt
+bnτn−1 − [a(t)n(1−n/N)+bn]τn +a(t)n(1−n/N)τn+1

(19.11)
per 1 ⩽ n ⩽ N, con τ0(t) = 0. Questo sistema comprende la trasposta tQ(t)
della matrice Q(t). Ponendo: τ̂(t) = (τn(t))1⩽n⩽N, π̂(t) = (πn(t))1⩽n⩽N e
1 = (1,1, . . . ,1). Allora:

λ1π̂ +
dπ̂

dt
= Q(t)π̂, −1 =

dτ̂

dt
+ tQ(t)τ̂ .

Sia ⟨·, ·⟩ il solito prodotto scalare di vettori reali. Allora:

d
dt
⟨π̂, τ̂⟩= ⟨dπ̂

dt
, τ̂⟩+ ⟨π̂, dτ̂

dt
⟩= ⟨Q(t)π̂, τ̂⟩−λ1⟨π̂, τ̂⟩−⟨π̂,1⟩−⟨π̂, tQ(t)τ̂⟩.

I termini che coinvolgono Q(t) e tQ(t) si annullano. Integrando su un periodo
ed utilizzando la periodicità delle funzioni π̂(t) e τ̂(t), si ottiene

−λ1 =

∫ T
0 ⟨π̂,1⟩∫ T

0 ⟨π̂, τ̂⟩dt
.

Questo suggerisce che il tempo medio di estinzione τ , partendo per esempio
da una persona infetta al tempo 0, è dello stesso ordine di grandezza di −1/λ1:

log(τ)
N

−→
N→+∞

C .

19.2.2 Orbita eteroclina

Ricordiamo che l’equazione di Hamilton-Jacobi (19.2) può essere risolta
almeno localmente, risolvendo, simultaneamente sia il sistema hamiltoniano:

dx
dt

=
∂H
∂ p

, (19.12)

d p
dt

=−∂H
∂x

(19.13)

sia l’equazione:

dz
dt

= p(t)
∂H
∂ p

(t,x(t), p(t))−H(t,x(t), p(t))
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con le condizioni iniziali:

x(0) = x0, p(0) =
∂S
∂x

(0,x0), z(0) = S(0,x0),

in modo che z(t) = S(t,x(t)). In questo caso,

∂H
∂ p

(t,x, p) = a(t)x(1− x)ep −bxe−p, (19.14)

∂H
∂x

(t,x, p) = a(t)(1−2x)(ep −1)+b(e−p −1) .

Cerchiamo prima una soluzione non banale T-periodica tale che x ≡ 0 e:

d p
dt

=−∂H
∂x

(t,0, p) =−(a(t)−be−p)(ep −1) .

Ponendo p = log(1+ q), otteniamo un’equazione differenziale di Bernoulli
che può essere facilmente risolta. Questo dà la soluzione T-periodica:

p∗(t) = log

(
1+

[
e−bt+

∫ t
0 a(s)ds

ep∗(0)−1

+
∫ t

0
a(s) exp

(
−b(t − s)+

∫ t

s
a(u)du

)
ds

]−1)
,

dove:

p∗(0) = log

1+
1− exp

(
−bT+

∫ T
0 a(s)ds

)
∫ T

0
a(s) exp

(
−b(T− s)+

∫ T

s
a(u)du

)
ds

 .

La soluzione periodica (0, p∗(t)) è instabile. Infatti, ponendo x(t) = x̃(t) e
p(t) = p∗(t)+ p̃(t) e linearizzando le equazioni, otteniamo:

d
dt

(
x̃
p̃

)
=

(
a(t)ep∗(t)−be−p∗(t) 0

2a(t)(ep∗(t)−1) −a(t)ep∗(t)+be−p∗(t)

)(
x̃
p̃

)
.

I moltiplicatori di Floquet sono:

f = exp
∫ T

0
[a(t)ep∗(t)−be−p∗(t)]dt
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e 1/ f , da cui l’instabilità.
In secondo luogo, cerchiamo una soluzione non banale T-periodica tale

che p ≡ 0 e:
dx
dt

=
∂H
∂ p

(t,x,0) = a(t)x(1− x)−bx .

Questa è l’equazione del campo medio del modello S-I-S. L’unica soluzione
non-zero T-periodica è:

x∗(t) =

[
1

x∗(0)
exp
(

bt −
∫ t

0
a(s)ds

)

+
∫ t

0
a(u) exp

(
b(t −u)−

∫ t

u
a(s)ds

)
du

]−1

con:

x∗(0) =
1− exp

(
bT−

∫ T
0 a(s)ds

)
∫ T

0
a(u) exp

(
b(T−u)−

∫ T

u
a(s)ds

)
du

. (19.15)

Anche la soluzione periodica (x∗(t),0) è instabile. Infatti, ponendo x(t) =
x∗(t)+ x̃(t) e p(t) = p̃(t) e linearizzando le equazioni, otteniamo:

d
dt

(
x̃
p̃

)
=

(
a(t)[1−2x∗(t)]−b a(t)x∗(t)[1− x∗(t)]+bx∗(t)

0 −a(t)[1−2x∗(t)]+b

)(
x̃
p̃

)
.

I moltiplicatori di Floquet sono di nuovo reciproci tra loro, da cui l’instabilità.
Ricordiamo dal § 5.2 che in un ambiente costante esiste un’orbita ete-

roclina nel piano (x, p) che collega i punti stazionari (x∗,0) = (1− b/a,0)
e (0, p∗) = (0, log(b/a)) quando a > b. Ci si può aspettare l’esistenza di
un’orbita eteroclina (x̂(t), p̂(t)) che collega le soluzioni periodiche (x∗(t),0)
e (0, p∗(t)), almeno per una piccola ampiezza della perturbazione periodica.
Questa orbita speciale può essere ottenuta numericamente con un metodo di
ripresa e quindi abbiamo

C =
∫ +∞

−∞

[
p̂(t)

∂H
∂ p

(t, x̂(t), p̂(t))−H(t, x̂(t), p̂(t))
]

dt . (19.16)

Metodo delle perturbazioni. Quando la funzione a(t) è una costante a0,
notiamo che:

(x̂0(t), p̂0(t))
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è l’orbita eteroclina che collega i punti stazionari:

(x∗,0) = (1−b/a0,0) et (0, p∗) = (0, log(b/a0)).

Questa orbita è tale che a0 (1− x)ep −b = 0, come si può vedere dall’espres-
sione (19.3) dell’Hamiltoniana. Usando questa equazione per esprimere p in
termini di x e sostituendo il risultato nell’equazione (19.12), si ottiene

dx
dt

= bx−a0 x(1− x).

La soluzione è:

x(t) =
[

1
x(t0)

e(a0−b)(t−t0)+
a0

a0 −b

(
1− e(a0−b)(t−t0)

)]−1

.

Scegliendo per esempio x(t0) = (1−b/a0)/2, otteniamo:

x̂0(t) =
1−b/a0

1+ e(a0−b)(t−t0)
et p̂0(t) = log

1+ e(a0−b)(t−t0)

1+ e(a0−b)(t−t0)a0/b
.

Supponiamo che:

a(t) = a0[1+ ε φ(t)]

con a0 > b, ε piccolo e φ(t) una funzione T-periodica tale che:

∫ T

0
φ(t)dt = 0.

L’hamiltoniana può essere scritta come:

H(t,x, p) = H0(x, p)+ ε H1(t,x, p),

dove H0(x, p) è identica all’espressione (19.3) tranne che a(t) è sostituita da
a0 e dove:

H1(t,x, p) = a0 φ(t)x(1− x)(ep −1).

Abbiamo:

x̂(t) = x̂0(t)+ ε x̂1(t)+ · · · , p̂(t) = p̂0(t)+ ε p̂1(t)+ · · ·
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Così:

p̂(t)
∂H
∂ p

(t, x̂(t), p̂(t))−H(t, x̂(t), p̂(t))

= [p̂0 + ε p̂1 + · · · ]
[

dx̂0

dt
+ ε

dx̂1

dt
+ · · ·

]
−H0(x̂0, p̂0)

− ε x̂1
∂H0

∂x
(t, x̂0, p̂0)− ε p̂1

∂H0

∂ p
(t, x̂0, p̂0)− ε H1(t, x̂0, p̂0)+ · · ·

= p̂0
dx̂0

dt
−H0(x̂0, p̂0)+ ε p̂1

[
dx̂0

dt
− ∂H0

∂ p
(t, x̂0, p̂0)

]
+ ε p̂0

dx̂1

dt

+ ε
d p̂0

dt
x̂1 − ε x̂1

[
∂H0

∂x
(t, x̂0, p̂0)+

d p̂0

dt

]
− ε H1(t, x̂0, p̂0)+ · · ·

= p̂0
dx̂0

dt
−H0(x̂0, p̂0)+ ε

d
dt
(p̂0x̂1)− ε H1(t, x̂0, p̂0)+ · · ·

Poniamo che
c0 = b/a0 −1− log(b/a0).

Allora

∫ +∞

−∞

[
p̂(t)

∂H
∂ p

(t, x̂(t), p̂(t))−H(t, x̂(t), p̂(t))
]

dt

≈ c0 − ε

∫ +∞

−∞

H1(t, x̂0(t), p̂0(t))dt.

Sia Γ(t0) il secondo membro. Abbiamo:

C ≈ min
t0

Γ(t0)

per ε vicino a 0. In questo caso, (1− x̂0)e p̂0 = b/a0. Pertanto:

Γ(t0) = c0 − ε a0

∫ +∞

−∞

φ(t) x̂0(t) [b/a0 −1+ x̂0(t)]dt

= c0 + ε(1−b/a0)
∫ +∞

−∞

φ(t0 +u/(a0 −b))
eu

(1+ eu)2 du .

Così Γ(t0) è una funzione T-periodica di t0 tale che∫ T

0
Γ(t0)dt0 = 0.
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Consideriamo l’espansione in serie di Fourier della funzione φ(t),

φ(t) =
+∞

∑
k=−∞

φk ekiΩt ,

con Ω = 2π/T, φ0 = 0 poiché la media di φ(t) è zero e φ−k = φ ∗
k (il numero

coniugato complesso). Allora:

Γ(t0) = c0 + ε(1−b/a0)
+∞

∑
k=−∞

φk ekiΩt0
∫ +∞

−∞

e
kiΩu
a0−b

eu

(1+ eu)2 du

= c0 + ε(1−b/a0)
+∞

∑
k=−∞

φk ekiΩt0
kπΩ

a0−b

sinh
(

kπΩ

a0−b

)
(vedasi appendice 19.5). In particolare se:

φ(t) = cos(Ωt),

allora φ±1 = 1/2 e φk = 0 altrimenti. Così:

Γ(t0) = c0 + ε
π Ω cos(Ω t0)

a0 sinh
(

π Ω

a0−b

) . (19.17)

Ricordiamo che il sistema perturbato è della forma:

dx
dt

=
∂H0

∂ p
+ ε

∂H1

∂ p
,

d p
dt

=−∂H0

∂x
− ε

∂H1

∂x
, (19.18)

e che x̂0(t) e p̂0(t) dipendono solo da t − t0; quindi la funzione Melnikov [27,
§ 4.7.3] è:

M (t0) =
∫ +∞

−∞

[
−∂H1

∂x
∂H0

∂ p
+

∂H1

∂ p
∂H0

∂x

]
(t, x̂0(t), p̂0(t)) dt

=
∫ +∞

−∞

[
−∂H1

∂x
dx̂0

dt
− ∂H1

∂ p
d p̂0

dt

]
(t, x̂0(t), p̂0(t)) dt

=
∫ +∞

−∞

[
∂H1

∂x
dx̂0

dt0
+

∂H1

∂ p
d p̂0

dt0

]
(t, x̂0(t), p̂0(t)) dt =−1

ε

dΓ

dt0
.

Usando la (19.17), otteniamo:

M (t0) =
π Ω sin(Ω t0)

a0 sinh
(

π Ω

a0−b

) .
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Quindi la funzione M (t0) si annulla per t0 = kπ/Ω (k intero). Pertanto,
l’orbita eteroclina esiste almeno per ε piccola.

Il minimo di Γ(t0) in (19.17) si ottiene per t0 = T/2 se ε > 0 e per t0 = 0
se ε < 0: in entrambi i casi, si ottiene:

C ≈ c0 −
π Ω |ε|

a0 sinh
(

π Ω

a0−b

) (19.19)

per ε vicino a 0. Quando la pulsazione Ω è piccola (e il periodo T grande) in
modo che Ω ≪ a0, allora la (19.19) mostra che:

C ≈ c0 −|ε|(1−b/a0) , (19.20)

è indipendente da Ω. Questa formula è la stessa che si ottiene sostituendo la
a = a0(1−|ε|) nella formula (5.12):

b
a0(1−|ε|)

−1− log
b

a0(1−|ε|)
=

b
a0

−1− log
b
a0

−|ε|(1−b/a0)+o(ε)

per ε vicino a 0. Come per sinh(x) ⩾ x per ogni x ⩾ 0, possiamo vedere che
il valore approssimato di C dato dalla formula (19.20) è sempre inferiore a
quello dato dalla formula (19.19).

Limite di alta frequenza. Supponiamo ora Ω ≫ a0, sempre con φ(t) =
cos(Ωt). Il sistema (19.18) si scrive:

dx
dt

=
∂H0

∂ p
(x, p)+a0ε cos(Ωt)x(1− x)ep

d p
dt

=−∂H0

∂x
(x, p)−a0ε cos(Ωt)(1−2x)(ep −1) .

Seguendo il metodo di Kapitsa [46, § 30], sia:

x(t) = X(t)+ξ (t), p(t) = P(t)+η(t),

dove X e P sono variabili lente, mentre ξ e η sono oscillazioni piccole ma
rapide. I termini oscillanti rapidi devono bilanciarsi:

dξ

dt
≈ a0ε cos(Ωt)X(1−X)eP,

dη

dt
≈−a0ε cos(Ωt)(1−2X)(eP −1) .
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Prendendo X e P come costanti durante il breve periodo T = 2π/Ω,
otteniamo:

ξ (t)≈ a0ε

Ω
sin(Ωt)X(1−X)eP, η(t)≈−a0ε

Ω
sin(Ωt)(1−2X)(eP −1) .

Questo risultato suggerisce la trasformazione:

x = X+
a0ε

Ω
sin(Ωt)X(1−X)eP

p = P− a0ε

Ω
sin(Ωt)(1−2X)(eP −1)+

a2
0ε2

Ω2 Φ(t,X,P) ,

dove la funzione Φ(t,X,P) è scelta in modo che la trasformazione sia quasi
canonica [46, § 45], cioè in modo che le parentesi di Poisson soddisfino la
condizione:

{x, p}= ∂x
∂X

∂ p
∂P

− ∂x
∂P

∂ p
∂X

= 1+o(a2
0/Ω

2) . (19.21)

Dal momento che:

{x, p}

=
[
1+

a0ε

Ω
sin(Ωt)(1−2X)eP

][
1− a0ε

Ω
sin(Ωt)(1−2X)eP +

a2
0ε2

Ω2
∂Φ

∂P

]
−
[a0ε

Ω
sin(Ωt)X(1−X)eP

][
2

a0ε

Ω
sin(Ωt)(eP −1)+

a2
0ε2

Ω2
∂Φ

∂X

]
,

la condizione (19.21) si scrive:

{x, p}= 1−
a2

0ε2

Ω2 sin2(Ωt)(1−2X)2e2P +
a2

0ε2

Ω2
∂Φ

∂P

−2
a2

0ε2

Ω2 sin2(Ωt)X(1−X)eP(eP −1)+o(a2
0/Ω

2) = 1+o(a2
0/Ω

2).

Così:
∂Φ

∂P
= sin2(Ωt)

[
(1−2X)2e2P +2X(1−X)eP(eP −1)

]
.

Per avere Φ(t,X,0) = 0, dobbiamo scegliere:

Φ(t,X,P) = sin2(Ωt)
[
(1−2X)2(e2P −1)/2+X(1−X)(eP −1)2] .

La funzione generatrice di secondo specie F2(t,x,P) di questa trasformazione
[71, capitolo 7], tale che:

∂F2

∂P
= X+o(a2

0/Ω
2),

∂F2

∂x
= p+o(a2

0/Ω
2),
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è data da:

F2(t,x,P) = xP− a0ε

Ω
sin(Ωt)x(1− x)(eP −1)

+
a2

0ε2

2Ω2 sin2(Ωt)x(1− x)(1−2x)(e2P −1) .

Sia H(t,x,y) = h(t,X,P). La nuova hamiltoniana è:

h(t,X,P)+
∂F2

∂ t
.

Calcolando la media di questa hamiltoniana nel periodo T = 2π/Ω, il se-
condo termine si annulla poiché

∫ T
0

∂F2
∂ t dt = 0 e, pertanto, rimane solo

l’hamiltoniana efficace:

H̄(X,P) =
1
T

∫ T

0
h(t,X,P)dt.

Tenendo presente che 1
T
∫ T

0 sin2(Ωt)dt = 1/2, mediante un calcolo laborioso,
si ottiene:

H̄(X,P)≈ X
(
1− e−P)[a0(1−X)eP −b+

a2
0ε2

2Ω2

{
−a0X(1−X)2e2P+

+b(1−X)(1−2X)eP −bX(1−X)(eP −1)−b(1−2X)2

}]
.

L’orbita eteroclina perturbata si ricava imponendo che il termine tra parentesi
sia nullo. Questa orbita collega (X∗

ε ,0) a (0,P∗
ε), con:

X∗
ε ≈ (1−b/a0)

[
1− b(a0 −b)ε2

2Ω2

]
, P∗

ε ≈ log(b/a0)+
a0(a0 −b)ε2

2Ω2 .

L’azione lungo questa orbita eteroclina è:

C =
∫ 0

X∗
ε

PdX.

Un altro noioso calcolo porta infine a:

C ≈ c0 −
(a0 −b)2ε2

12 Ω2 (1+2b/a0) . (19.22)

Poiché la funzione u 7→ (1− u)2(1+ 2u) è minore di 1 nell’intervallo 0 <

u < 1, il termine di correzione per C è sempre minore di a2
0 ε2

12Ω2 , che è picco-
lo essendo Ω ≫ a0 per ipotesi. Come previsto, una popolazione soggetta a
un disturbo ad alta frequenza ha poca dipendenza dall’ampiezza ε di questo
disturbo.
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19.3 Calcoli numerici

Moltiplicatori di Floquet. L’autovalore λ1 può essere stimato direttamente
calcolando i moltiplicatori di Floquet dell’equazione principale (19.5) con un
software come Scilab, che risolve equazioni differenziali ordinarie numerica-
mente e calcola gli autovalori delle matrici. Infatti, eλ1T è l’autovalore con la
seconda parte reale più grande, la prima è pari a 1. Possiamo quindi traccia-
re − log(−λ1) in funzione di N. La pendenza di questa curva dà un valore
approssimativo della costante C.

Orbita eteroclina. Un metodo di ripresa dà l’orbita che collega (x∗(t),0) a
(0, p∗(t)), prendendo la condizione iniziale x∗(0) data dalla formula (19.15)
e un valore negativo molto piccolo per p(0). Variamo questo valore fino ad
ottenere una soluzione (x(t), p(t)) che tende a diventare periodica, cioè con
x(t) che si avvicina a 0 e p(kT) che si avvicina a p∗(0) per k grande (ma
non troppo grande per evitare instabilità numerica). Si può quindi utilizzare
l’integrale (19.16) per calcolare numericamente la costante C.

Il metodo con l’equazione differenziale parziale. Si può anche calcola-
re una soluzione periodica S∗(t,x) dell’equazione di Hamilton-Jacobi (19.2)
usando solutori numerici dalla teoria della viscosità. Per esempio, sia ∆t
il passo temporale e ∆x il passo spaziale. Sia Sm

j un’approssimazione di
S(m∆t, j∆x), dove j e m sono interi tali che m ⩾ 0 e 0 ⩽ j ⩽ J con J = 1/∆x.
Possiamo usare lo schema alla Godunov:

Sm+1
j −Sm

j

∆t
+H

(
m∆t, j∆x,

Sm
j −Sm

j−1

∆x
,

Sm
j+1 −Sm

j

∆x

)
= 0 ,

dove l’Hamiltoniana discreta H (t,x, p−, p+) è data da:

H (t,x, p−, p+) =
{

min{H(t,x, p); p− ⩽ p ⩽ p+} se p− < p+,
max{H(t,x, p); p+ ⩽ p ⩽ p−} se p+ ⩽ p−.

Poiché H(t,x, p) è convessa rispetto a p, la seconda espressione, che implica
un massimo, è uguale a max{H(t,x, p+),H(t,x, p−)}. Per quanto riguarda la
prima espressione che implica un minimo, si noti con l’equazione (19.14),
che H(t,x, p) ha un minimo rispetto a p quando ∂H

∂ p = 0, cioè quando:

p = p♯ =
1
2

log
b

a(t)(1− x)
.
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Così:

min{H(t,x, p); p− ⩽ p ⩽ p+}=


H(t,x, p+) se p− < p+ ⩽ p♯,
H(t,x, p−) se p♯ ⩽ p− < p+,
H
(
t,x, p♯

)
se p− ⩽ p♯ ⩽ p+.

Per le condizioni al bordo, fissiamo Sm
0 = 0 e (Sm

J − Sm
J−1)/∆x = K con un

grande valore per K. Il passo temporale ∆t deve essere abbastanza piccolo
rispetto a ∆x. Come condizione iniziale abbiamo preso:

S(0,x) = x log(b/a0)+ x+(1− x) log(1− x),

cioè la soluzione stazionaria regolare quando la funzione a(t) è sostituita dalla
sua media temporale. Una volta che la soluzione del problema non stazionario
ha raggiunto un regime periodico, possiamo stimare

C = min
t

S∗(t,0+)−min
t,x

S∗(t,x).

Esempio. Supponiamo che:

a(t) = a0(1+ ε cos(2πt/T))

con T = 1 settimana. Consideriamo prima il caso in cui a0 = 20 a settimana
e b = 5 a settimana. La durata media dell’infezione è di 1/b = 1,4 giorni.
Così R0 = a0/b = 4 > 1 e c0 = b/a0 − 1− log(b/a0) ≈ 0,636. La figura
19.2 mostra l’andamento di − log(−λ1) in funzione di N per ε = 0,2, 0,5
o 0,8 e N = 10, 20, . . . , 60, calcolato con i moltiplicatori di Floquet. Le
linee corrispondono a una regressione lineare degli ultimi 3 punti N = 40, 50,
60. Le pendenze di queste linee, che danno stime di C, sono rispettivamente
0,524, 0,364 e 0,225 per ε = 0,2, 0,5 e 0,8.

In questo esempio, i parametri a0 e Ω = 2π/T sono dello stesso ordine di
grandezza; questo è un caso di frequenza intermedia. Ci si aspetta quindi che
la formula (19.19) dia una buona approssimazione per C quando ε è piccola.
La figura 19.3 mostra le seguenti curve in funzione di ε per 0 ⩽ ε ⩽ 1:

• il calcolo di C con l’orbita eteroclina e il calcolo di C con l’equazione
di Hamilton-Jacobi usando ∆x = 0,002 e ∆t = 0,0002 (queste prime
due curve sono quasi indistinguibili);

• i valori di C ottenuti in figura 19.2 (notare come cadono sulle due curve
precedenti);

• la formula approssimativa (19.19);
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Figura 19.2: Calcolo dei moltiplicatori di Floquet dell’equazione principale:
− log(−λ1) in funzione di N per ε = 0,2, 0,5 o 0,8 e N = 10, 20, . . . , 60. I valori
di C sono rappresentati dalle pendenze di queste linee. Valori dei parametri: T = 1,
a0 = 20, b = 5.

• l’approssimazione a bassa frequenza (19.20).

Si può vedere che la formula (19.19) rimane vicina a C anche quando ε è solo
moderatamente piccola.

La figura 19.4 mostra una soluzione periodica nel tempo S∗(t,x)
dell’equazione di Hamilton-Jacobi, tracciata come funzione di x per diver-
si valori di t, quando ε = 0,5. Si noti la discontinuità della soluzione a x = 0.
Un ingrandimento vicino a x = 0 mostrerebbe che S∗(t,0+) è effettivamente
periodico nel tempo, così che la condizione sul bordo S∗(t,0) = 0 può essere
soddisfatta solo in senso debole.

La figura 19.5 considera un esempio ad alta frequenza: a0 = 2 a settimana
e b = 1 a settimana. Così R0 = 2 e c0 ≈ 0,1931. In questo caso Ω ≈ 6,28 a
settimana è un po’ più grande di a0. Il numero C è calcolato usando l’orbita
eteroclina e la formula ad alta frequenza (19.22) in funzione di ε per 0 ⩽ ε ⩽
1. La sovrapponibilità delle due curve ottenute è buona su tutta la gamma di
valori di ε .

Infine, la figura 19.6 mostra l’orbita che collega (x∗(t),0) a (0, p∗(t)) per
gli stessi valori dei parametri con ε = 0,1.
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Figura 19.3: Frequenza intermedia: il numero C calcolato usando l’orbita eteroclina
[linea continua] o l’equazione di Hamilton-Jacobi [linea a tratti lunghi] (le due curve
sono quasi indistinguibili), i moltiplicatori di Floquet come in figura 19.2 [punti], la
formula approssimativa (19.19) [linea a tratti corti] e la formula a bassa frequenza
(19.20) [linea tratto-punto], come funzione di ε . Stessi valori dei parametri della
figura 19.2.
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Figura 19.4: Una soluzione temporale periodica S∗(t,x) dell’equazione di Hamilton-
Jacobi, rappresentata come funzione di x per t = 0 [linea continua], t = T/4 [linea a
tratti lunghi], t = T/2 [linea a tratti corti] e t = 3T/4 [linea tratto-punto]. Stessi valori
dei parametri della figura e ε = 0,5.
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Figura 19.5: Regime ad alta frequenza: C calcolato usando l’orbita eteroclina [linea
continua] e la formula ad alta frequenza (19.22) [linea a tratti] in funzione di ε . Valori
dei parametri: T = 1, a0 = 2, b = 1.
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Figura 19.6: Le componenti t 7→ x̂(t) e t 7→ p̂(t) dell’orbita eteroclina (x̂(t), p̂(t)) che
collega le due soluzioni periodiche (0, p∗(t)) e (x∗(t),0). Stessi valori dei parametri
della figura 19.5 e ε = 0,1.
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19.4 Osservazioni

• Stime più accurate possono essere ottenute con la soluzione raffinata
BKW

πn(t)≈ e−NS0(t,n/N)−S1(t,n/N).

. Sostituendo:

πn+1(t)≈ exp

(
−NS0(t,n/N)− ∂S0

∂x
(t,n/N)− 1

2N
∂ 2S0

∂x2 (t,n/N)

−S1(t,n/N)− 1
N

∂S1

∂x
(t,n/N)

)

ed un’espressione simile per πn−1(t) nell’equazione (19.6), dopo
aver separato i termini di grado superiore, otteniamo l’equazione di
Hamilton-Jacobi (19.8) per S0(t,x) e l’equazione di trasporto

∂S1

∂ t
+

[
a(t)x(1− x)e

∂S0
∂x −bxe−

∂S0
∂x

]
∂S1

∂x

= a(t)e
∂S0
∂x

[
1−2x+

x(1− x)
2

∂ 2S0

∂x2

]
+be−

∂S0
∂x

[
−1+

x
2

∂ 2S0

∂x2

]
per S1(t,x). Le funzioni S0(t,x) e S1(t,x) devono essere calcolate
numericamente.

• Sia la funzione generatrice:

g(t,x) =
N

∑
n=0

Pn(t)xn

con 0 ⩽ x ⩽ 1. Allora g(t,1) = 1 per ogni t. Un semplice calcolo
partendo dal sistema (19.5) mostra che:

∂g
∂ t

= (1− x)
(

b+
a(t)x

N
−a(t)x

)
∂g
∂x

+
a(t)
N

x2(1− x)
∂ 2g
∂x2

per 0 < x < 1. Nel regime quasi-stazionario, ci aspettiamo g(t,x) ≈
1+ eλ1tψ(t,x) con ψ(t,x) periodico in t, ψ(t,1) = 0 e:

λ1ψ +
∂ψ

∂ t
= (1− x)

(
b+

a(t)x
N

−a(t)x
)

∂ψ

∂x
+

a(t)
N

x2(1− x)
∂ 2ψ

∂x2 .
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Così λ1 è anche il più grande autovalore non nullo di questo pro-
blema parabolico. Questo potrebbe essere un modo per provare più
rigorosamente i risultati asintotici relativi a λ1 per N grande.

• Ponendo Pn(t) = P(t,x) o x = n/N ed eseguendo un’espansione
di Taylor di ordine 2 dell’equazione principale (19.5), si ottiene
l’equazione di Fokker-Planck o di diffusione

∂P

∂ t
=− ∂

∂x
[(a(t)x(1− x)−bx)P]

+
1

2N
∂ 2

∂x2 [(a(t)x(1− x)+bx)P] .

Analogamente, ponendo il tempo medio di estinzione pari a τn(t) =
τ(t,x) o x = n/N, il sistema (19.11) porta al problema associato:

−1 =
∂τ

∂ t
+(a(t)x(1− x)−bx)

∂τ

∂x
+

1
2N

(a(t)x(1− x)+bx)
∂ 2τ

∂x2 .

Tuttavia, anche nel caso di coefficienti indipendenti dal tempo, queste
equazioni non danno il valore corretto di C; il valore tende ad essere
corretto solo quando la riproduttività R0 è vicina a 1.

• Poiché il tempo medio di estinzione è τ ≈ eCN, si può dire, con notevole
semplificazione. che il suddetto tempo è piccolo se N ≪ 1/C e grande
se N ≫ 1/C. Il numero 1/C ricorda quindi la nozione di dimensione
critica di una comunità, «la soglia di popolazione al di sotto della quale
un agente patogeno non può persistere localmente nel tempo senza un
incremento dall’esterno di casi contaminati» [39]. Ma si noti che nel
modello S-I-S, non c’è una soglia reale, cioè una biforcazione, quando
varia la dimensione N della popolazione. Questo è un caso molto di-
verso dal fenomeno che distingue il caso subcritico (a0 < b) dal caso
supercritico (a0 > b), dove esiste una soglia reale.

19.5 Appendice

Dimostriamo ∫ +∞

−∞

eiλu eu

(1+ eu)2 du =
πλ

sinh(πλ )
. (19.23)
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Innanzitutto, eu/(1+ eu)2 = 1/(4 cosh2(u/2)) è una funzione pari. Questa
proprietà unitamente all’integrazione per parti mostra che:∫ +∞

−∞

eiλu eu

(1+ eu)2 du = 2
∫ +∞

0
cos(λu)

eu

(1+ eu)2 du

= 2
[
−cos(λu)

1+ eu

]+∞

0
−2

∫ +∞

0

λ sin(λu)
1+ eu du

= 1−2λ

∫ +∞

0

e−u sin(λu)
1+ e−u du .

Espandendo in serie 1/(1+ e−u), otteniamo:

∫ +∞

−∞

eiλu eu

(1+ eu)2 du = 1−2λ

+∞

∑
n=0

(−1)n
∫ +∞

0
e−(n+1)u sin(λu)du

= 1+2λ
2
+∞

∑
n=0

(−1)n+1

λ 2 +(n+1)2 .

La somma di questa serie può essere calcolata ponendo z = iπλ nella formula
di Eulero [87]

1
sinz

=
1
z
+

+∞

∑
n=1

(−1)n 2z
z2 −n2π2 ,

che è valida per qualsiasi numero complesso z tale che z ̸= nπ (n intero).
Poiché sin(iπλ ) = i sinh(πλ ), otteniamo:

πλ

sinh(πλ )
= 1+2λ

2
+∞

∑
n=1

(−1)n

λ 2 +n2

da cui segue il risultato.
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Questo libro fornisce un’introduzione alla modellazione mate-
matica delle epidemie. Le origini di questa disciplina scientifica
risalgono al XVIII secolo, ma è stata la pandemia da coronavirus
a riportarlo in primo piano.

La prima parte si occupa dei modelli classici S-I-R e S-E-I-R
e, in particolare, della determinazione della dimensione finale
e del picco dell’epidemia. La riproduttività R0 gioca il ruolo
di un parametro critico. L’epidemia si verifica solo quando
questo parametro è maggiore di 1. L’epidemia scompare quando
la proporzione della popolazione vaccinata supera un valore
di soglia che può essere facilmente calcolato con questo pa-
rametro. Le altre due parti del libro trattano l’influenza delle
stagioni sulla diffusione delle epidemie e la persistenza delle
malattie endemiche, sia da un punto di vista deterministico che
stocastico.

Questo libro è uno dei pochi in italiano che presenta in dettaglio
la modellazione matematica delle epidemie. Si rivolge agli stu-
denti e a tutti coloro per i quali la pandemia da coronavirus ha
suscitato interesse nella modellazione epidemica.

ISBN: 979-10-343-9842-3
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