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소개

인구역학은인간, 동물, 식물또는미생물과같은생물학적집단의크
기와구성의시간적변화를단순한기계적방식으로설명하려는과학
분야입니다. 이는인구통계의보다설명적인영역과관련이있지만여
전히상당히구별됩니다. 한가지공통점은수학적언어를광범위하게
사용한다는점입니다.
인구역학은수학,사회과학(인구학),생물학(인구유전학및생태학),

의학(역학) 등다양한분야의교차점에있습니다. 그결과다양한응용
분야에서나타나는문제들간의유사성에도불구하고전체적으로제시
되는경우는많지않습니다. 프랑스어로된주목할만한예외는알랭힐
리온의≪수학적인구이론≫(1986)이라는책입니다. 이책은수학자의
관점에서이산시간모델(t = 0,1,2...)과연속시간모델(t는실수), 결정
론적모델(현재상태를정확히알면미래상태를정확히알수있음)과
확률론적모델(확률이중요한역할을함)과같은다양한유형의모델을
구분하여이주제를제시합니다. 그런다음논리적으로이산결정론적
모델,연속결정론적모델,이산확률론적모델및연속확률론적모델을
고려합니다.
이책에서는동일한주제를역사적관점에서논의하려고노력했습니

다. 연구는그맥락에서설명됩니다. 과학자들의짧은전기가포함되어
있습니다. 이것은수학에익숙하지않은사람들이책을더쉽게읽을수
있도록하고일반적으로연구중인문제의기원을이해하는데도움이
될수있습니다. 하지만이책은역사에관한책만이아닙니다. 수학적
모델링에 대한 입문서 역할도 할 수 있습니다. 독자가 모델의 한계를
실제로볼수있도록대부분의계산에대한세부사항을포함하는것이
중요하다고생각했습니다. 기술적인부분은박스안에강조표시되어
있으며 처음 읽을 때는 건너뛸 수 있습니다. 마지막 장에서는 수학적
관점에서분석할수있는인구역학분야의다양한현대적문제에초점을
맞췄습니다. 더많은것을알고싶은분들을위해각장의마지막에있는
참고문헌목록에는원본을다운로드할수있는웹사이트도포함되어
있습니다.
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이정도분량의책에서지금까지개발된모든연구결과를완벽하게
설명하거나이주제에기여한모든과학자에대해이야기하는것은불가
능했습니다. 특히최근수십년동안의선택에는필연적으로임의적인
요소가포함되어있습니다. 그럼에도불구하고선택한샘플이충분히
대표성을지니고있기를기대하며, 언급되지않은분야에서활동하는
사람들을노하게만들지않기를바랍니다.
이책의이상적인독자는다음과같습니다.

• 자신이수강해야하는수학과목과주변세계사이에어떤연관성이
있는지궁금해하는고등학생과대학생. 또는인구역학과관련된
주제로개인과제를준비하는학생.

• 자신의수업을더매력적으로만들려고노력하는수학교사. 사칙
연산에대한지식만있으면 1, 2, 5장의대부분을이해할수있습니
다. 3장은로그의응용에대한입문서역할을할수있습니다. 이
책에서는또한다음을다룹니다.

– 점화식: 1, 3, 8, 11, 14, 21, 23, 24장
– 미분방정식: 4, 6, 12, 13, 16장
– 편미분방정식: 20, 25장
– 적분방정식: 10장
– 확률론의응용: 2, 7, 8, 9, 15, 16, 17, 18, 19, 22장

• 인구학,역학,유전학또는생태학에이미익숙하고자신이좋아하
는분야를유사한수학적모델을포함하는다른분야와비교해보
고자하는사람들.

• 과학의역사에관심이있는독자.

이 책은 첫 단계로 DeepL 소프트웨어를통해번역되었습니다. 이
기계번역의교정을도와주신나경아,김광수님께도감사드립니다.
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피보나치수 (1202)

1202년피사의레오나르도(피보나치라고도불림)는아랍수학자들
도채택한인도의십진수체계를유럽에널리알린책을출간했다.

이책에제시된많은예중하나는토끼의개체수증가에관한것이

다. 이 예는인구의역학에대한수학적모델의가장오래된예중

하나이다.

사후피보나치(Fibonacci) 라는이름이붙여진피사의레오나르도는
지중해세계에서상업과군사력이절정에달했던 1170년경에피사공화
국에서태어났다. 1192년경피보나치의아버지는공화국에의해현재
알제리에있는베자이아항구로파견되어무역소를이끌었다. 그의아들

은얼마지나지않아상인이될준비를하기위해아버지가있는곳으로

갔다. 레오나르도는아랍인들이인도에서가져온십진수체계를배우기

시작했다. 이는 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 처럼오늘날에도거의동일한
형태를갖고있다. 그는지중해주변을여행하면서다양한숫자체계를

비교하고아랍수학을연구했다. 피사로돌아온그는 1202년에새로운
수체계를설명하고회계, 무게및통화변환, 이자율및기타여러응용

분야에의적용방법을보여주는라틴어로된≪Liber Abaci≫ (계산의
책)이라는책을완성했다. 또한아랍인들에게알려진대수학과산술에

대한대부분의결과를정리했다.
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피보나치는그의책에서오늘날인구역학의문제라고할만한것을

다뤘다. 이 책의 앞부분은 28 = 14+ 7+ 4+ 2+ 1과같이인자의합인

완전수에관한문제이고, 뒷부분은네사람이돈을나누는문제로서네

개의방정식으로이루어진선형시스템과동일하다. 다음은인구문제를

라틴어로번역한것이다.

“한 남자가밀폐된장소에토끼한쌍을갖고있다. 토끼한

쌍이생후두번째달부터매달다른한쌍을낳을때 1년에
몇쌍의토끼가태어나는지알고자한다.”

첫달초에한쌍의갓태어난토끼가있다면,이쌍은한달이지나도아직

번식하지못하고두번째달초에는여전히한쌍의토끼만있을것이다.

이토끼한쌍은세번째달이시작될때다른한쌍을낳아총두쌍이될

것이다. 첫번째토끼한쌍은네번째달초에다시다른한쌍을낳는다.

그러나두번째토끼쌍은아직새끼를낳지못한다. 토끼는세쌍만남게

된다.

현대식표기법을사용하여 Pn을 n번째달초의토끼쌍의수라고하

자. 그러면 n+ 1번째달의토끼쌍의수 Pn+1는 n번째달에있는쌍의

수 Pn과 n+ 1번째달에새로태어난쌍의수의합이다. 그러나생후 2
개월이상된토끼쌍만 n+1달에새로운토끼쌍을낳는다. 이들은 n−1

개월에이미존재했던쌍이며,그수는 Pn−1이다. 따라서

Pn+1 = Pn +Pn−1

이성립한다. 이것은점화식으로, 이전두달의인구수로 n+ 1째달의

인구를표현한다. 이를이용해피보나치는 1+1 = 2, 1+2 = 3, 2+3 = 5,

3+5 = 8등과같은아래의표를쉽게만들수있었다.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Pn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

실제로피보나치는 2개월째의상황을초기조건으로간주했다. P14 =

144+233= 377이므로,피보나치는시작시점으로부터 12개월후마침내
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377쌍의토끼를얻게된다. 그는이러한수열이무한히계속될수있다는
것을알아냈다.

1202년이후피보나치는 1220년에≪Practica geometriae≫ (실용기
하학), 1225년에≪Liber quadratorum≫ (사각형의책) 등여러권의책
을 저술했다. 그의 명성은 과학을 높이 평가하는 황제 프레데릭 2세
(Friedrich II)와의만남으로이어졌다. 1240년피사공화국은피보나치
에게연금을수여했다. 그의사망연도는알려지지않았다.

그 후 몇세기동안피보나치의토끼문제는잊혀졌고인구역학에

대한수학적모델개발에도영향을미치지못했다. 몇몇과학자들은연

구에서동일한수열을발견했지만피보나치나인구에대한언급은없었

다. 케플러(Kepler)의 여러저서에는 n이무한대로갈때비율 Pn+1/Pn

이황금비 ϕ = (1+
√

5)/2에수렴한다는내용이포함되어있다. 이는

대부분의인구모델에공통적으로나타나는특성인기하학적으로증가

하는경향의특정경우이다 (3장및 21장참조). 1728년다니엘베르누이
(Daniel Bernoulli)는점화식에대해연구하여다음과같은일반항에대
한정확한공식을얻었다.

Pn =
1√
5

[
1+

√
5

2

]n

− 1√
5

[
1−

√
5

2

]n

피보나치의업적에대한완성본은 19세기에출판되었다. 그이후로피
보나치 수열 (Pn)은 피보나치 수열이라는 이름으로 교양 수학 책에서

찾아볼수있게되었다.

토끼개체군모델링에서피보나치수열을도출할때에토끼의사망이

나암수구분등은고려되지않았으며, 이러한가설들이현실과거리가

먼것은사실이다. 최근 수십년동안생물학계에서이수열에관심을

갖게된것은솔방울의 8과 13, 해바라기의 34와 55와같이일부식물에
Pn의몇몇숫자들이포함된구조가존재한다는사실에서비롯되었다. 심

지어피보나치수열의특성과응용에관한과학저널인≪The Fibonacci
Quarterly≫는전적으로피보나치수열에관한내용만을다루고있다!



4

참고문헌

1. Bernoulli, D.: Observationes de seriebus…Comment. Acad. Sci. Imp.
Petropolitanae 3, 85–100 (1728/1732)→Die Werke von Daniel Bernoulli,
Band 2, Birkhäuser, Basel, 1982, 49–64.

2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer (2002).
3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary of

Scientific Biography, vol. 4, 604–613. Scribner, New York (1971)



2장

핼리의생명표 (1693)

1693년영국의유명한천문학자에드먼드핼리는카스파르노이만
이왕립학회에전달한브레슬라우시의출생및사망기록을연구했

다. 그는같은해에태어난코호트에서일정나이까지생존한사람

들의수를보여주는생명표를만들었다. 그는또한이표를사용하

여종신연금의가격을계산했다. 이장에서는이작업을회상하며

핼리의생애와그레이언트, 페티, 드비트, 후드, 후이겐스, 라이프

니츠,드모브르와같은사람들이관심을가졌던‘정치산술’과확률

이론의초기발전에대해알아본다.

에드먼드핼리(Halley)는 1656년런던근처에서태어났다. 그의아
버지는부유한비누제조업자였다. 에드먼드는어린나이에천문학에

관심을갖게되었다. 그는옥스퍼드대학교퀸즈칼리지에서공부를시

작했다. 1675년그리니치천문대가개장했을때핼리는이미왕립천문
학자인플램스티드(Flamsteed)를 방문할수있었다. 그는 1676년부터
1678년까지학업을중단하고세인트헬레나섬으로가서남반구에서볼
수있는별들의카탈로그를만들었다. 영국으로돌아온그는왕립학회

회원이되었다. 그는세인트헬레나로여행하는동안바람의순환에대

해관찰한내용을발표하기도했다. 1684년에는케플러(Kepler)의행성
운동법칙과태양이가하는인력사이의연관성을논의하기위해케임
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브리지에있는뉴턴을방문했다. 그는뉴턴에게유명한≪자연철학의

수학적원리≫를쓰도록권유했고,뉴턴은마침내자비로이책을출판했

다. 당시그는왕립학회서기로일하고있었다. 1689년에는수중잠수용
종을설계하여직접테스트하기도했다.

그림 2.1: 핼리 (1656–1742)

비슷한 시기에 브레슬라우에 살던 신학자 카스파르 노이만(Neu-
mann)은 도시의출생및사망자수에대한데이터를수집하고있었다.
브레슬라우는합스부르크제국에속해있었다 (현재는폴란드에속해

있으며브로츠와프라고불린다). 데이터에는사람들이사망한나이가

포함되어있었다. 따라서특정연령까지생존할확률을보여주는생명

표를작성하는데사용할수있었다.

최초의생명표는 1662년런던에서≪사망률에관한자연적, 정치적
관찰≫이라는제목의책으로출판되었다. 이책은일반적으로통계학과

인구학의기초가되는책으로간주되며, 특이한점은오늘날까지도이

책이 런던의 상인이자 책 표지에 표시된 저자인 존 그라운트(Graunt)
가쓴것인지아니면그의친구이자왕립학회창립자중한명인윌리엄

페티(Petty)가쓴것인지모른다는것이다. 이책에포함된생명표는 17
세기초부터런던에서정기적으로장례와세례를보고하던회보를활용

하였다. 이회보는사람들에게반복되는페스트의유행에대해알리는데

주로사용되었다. 이러한이유로회보에는사람들이사망한연령이아닌
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사망원인이표시되었다. 연령에따른생존확률을나타내는생명표를

얻기위해그라운트나페티는연령대에따라사망원인이어떻게다른지

추측해야했다. 따라서생명표에는큰오차가있을수있다. 그럼에도

불구하고이책은 1662년부터 1676년까지다섯차례에걸쳐출간되며
큰성공을거두었다. 이후유럽의여러도시에서런던과유사한회보를

발행하기시작했다.

노이만이라이프니츠(Leibniz)의제안대로왕립학회서기헨리저스
텔(Justel)에게 1687년부터 1691년까지브레슬라우시의인구통계데이
터를보낸것은첫생명표가나온지거의 30년이지나서의일이다. 저스
텔은얼마지나지않아사망했고, 핼리는이데이터를입수하여분석한

후 1693년≪왕립학회지≫에자신의결론을발표했다. 그의논문제목은
≪브레슬라우시의출생과장례식에대한흥미로운표를통해도출한

인류의사망률에대한추정과생명에대한연금가격책정의시도≫였다.

5년의연구기간동안핼리는브레슬라우의출생자수가사망자수와
거의같아서총인구가거의일정하다는것을발견했다. 분석을단순화

하기위해그는인구가정확히정상상태에있다고가정했다. 즉,연간출

생수(P0라고함), 총인구, k세의인구(Pk) 및 k세의연간사망자수(Dk)

는시간이지남에따라모두일정하다는것이다. 런던과같이빠르게성

장하는도시에서는시골에서유입되는인구로인해통계가편향되었을

것이기때문에이러한단순화가불가능했을것이고, 이는브레슬라우

데이터의또다른흥미로운속성을강조한다.

브레슬라우의데이터에는연간평균 1,238명의출생이있었고핼리는
이값을 P0로취했다. 원칙적으로그는데이터로부터모든 k ⩾ 0에대해

k세인구의연간사망자수 Dk의평균도계산할수있었다. 다음의공식

Pk+1 = Pk −Dk (2.1)

를 사용하면 Pk를 제공하는 테이블 2.1을 만들 수 있다. 반대로 Dk =

Pk −Pk+1공식에서그가사용한 Dk의값을찾을수있다. 이는 D0 = 238,

D1 = 145, D2 = 57, D3 = 38등이다. 실제로핼리는반올림한값을얻기

위해(D1의경우P1 = 1,000이되도록약간변경됨),또는 5년의연구기간
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표 2.1: k세의인구 Pk를나타내는핼리의생명표.

k Pk k Pk k Pk k Pk k Pk k Pk
1 1,000 15 628 29 539 43 417 57 272 71 131
2 855 16 622 30 531 44 407 58 262 72 120
3 798 17 616 31 523 45 397 59 252 73 109
4 760 18 610 32 515 46 387 60 242 74 98
5 732 19 604 33 507 47 377 61 232 75 88
6 710 20 598 34 499 48 367 62 222 76 78
7 692 21 592 35 490 49 357 63 212 77 68
8 680 22 586 36 481 50 346 64 202 78 58
9 670 23 579 37 472 51 335 65 192 79 49

10 661 24 573 38 463 52 324 66 182 80 41
11 653 25 567 39 454 53 313 67 172 81 34
12 646 26 560 40 445 54 302 68 162 82 28
13 640 27 553 41 436 55 292 69 152 83 23
14 634 28 546 42 427 56 282 70 142 84 20

동안노인사망자수가적기때문에불규칙성을완화하기위해결과를

약간조정했다. 핼리는표에있는모든숫자 Pk의합을구하여브레슬라

우의총인구를 34,000명에가깝게추산했다.1 요약하면, 이 방법은일
반적인인구조사가필요하지않고몇년동안출생과사망의수와사망

연령만알면된다는큰장점이있었다.

핼리의생명표는 18세기의다양한연구에서참고자료로사용되었다
(4장참조). 비록 Pk의값은브레슬라우시에한정된것이지만, Pk+1/Pk

의비율은이미 k나이에도달했을때 k+1나이까지생존할확률이라고

생각할수있다. 이확률은당시다른유럽도시의인구에도합리적으로

사용할수있다. 예를들어, 1세어린이가 10세에도달할확률은 1,000분
의 661, 20세에도달할확률은 1,000분의 598일것으로예상할수있다.
핼리는또한생명표를사용하여종신연금의가격을계산했다. 16세

기와 17세기에여러도시와주에서시민들에게이러한연금을판매하여
자금을모았다. 구매자는사망할때까지매년처음지불한금액의일정

비율에해당하는고정금액을받았으며,이는종종당시이자율의두배에

해당하지만구매자의나이와는무관하게지급되었다. 물론기대수명이

매우긴사람들이너무많이연금을구입하면기관은파산할위험이있
184세이상의경우핼리는그수가 107명이라고만언급했다.
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었다. 신뢰할수있는생명표없이는이문제를제대로해결할수없었다.

홀란드총리요한드비트(de Witt)와 암스테르담시장중한명인
요하네스후데(Hudde)는 1671년이미종신연금의가격을계산하는문
제에대해생각해보았다. 프랑스군대의침공을두려워한그들은군대를

강화하기위한자금을모으고자했다. 그들은수십년전에연금을구입

한사람들에관한데이터,특히연금을구입한나이와사망한나이에관

한데이터를가지고있었다. 그들은연금의가격을어느정도정확하게

계산하는데성공했지만그방법은나중에잊혀졌다. 이듬해홀란드는

침략을당했고드비트는군중에게린치를당했다.

핼리는 1693년브레슬라우의생명표를사용하여이자율을 6%� 가
정하고이문제를새롭게고려했다. 계산방법은간단하다. i를이자율

이라고하고, Rk를나이 k인사람이연간 1파운드의연금을구입할수
있는가격이라고하자. 이 사람이 k + n의나이에여전히살아있을확

률은 Pk+n/Pk 이다. 이사람이이나이에도달하면국가가지급하겠다고

약속한파운드는초기가격에 1/(1+ i)n 파운드를곱하면구할수있다

(이자율이 i일때). 따라서초기금액이연금을지불하는데만사용된다는

단순한가정을하면가격은다음과같아야한다.

Rk =
1
Pk

(
Pk+1

1+ i
+

Pk+2

(1+ i)2 +
Pk+3

(1+ i)3 + · · ·
)

. (2.2)

이렇게해서핼리는초기연금가격을구하기위해원하는연금액에곱

해야하는계수 Rk를보여주는표 2.2를얻었다. 따라서 20세남성은초
기금액의 1/12.78 ≈ 7.8%를매년받게된다. 그러나 50세남성은생존
기간이더적기때문에 1/9.21 ≈ 10.9%를받게된다. 이자율이두배가

되면연금액이초기금액의 12%, 혹은연금가격이연금액의 8.33배에
해당한다는것을알수있다.

표 2.2: 종신연금의가격을계산해주는배율.

k Rk k Rk k Rk k Rk k Rk
1 10.28 15 13.33 30 11.72 45 9.91 60 7.60
5 13.40 20 12.78 35 11.12 50 9.21 65 6.54

10 13.44 25 12.27 40 10.57 55 8.51 70 5.32
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물론계산은상당히지루하다. 그럼에도불구하고핼리는상용로그

표를 사용하여 Pk+n/(1+ i)n이라는 일반항을 더 빨리 구할 수 있었다.

그는 84세이상의 Pk에대한값을보여주지않았기때문에그의계산을

정확히확인할수는없다. 마지막으로, 핼리의연구는즉각적인영향을

미치지못했다. 수십 년동안영국과다른지역에서종신연금은구매

자의 나이와 무관하게 연금액의 7배와 같이 훨씬 낮은 가격으로계속
판매되었다.

생명표에서파생된질문은핼리시대에많은과학자의관심을끌었

다. 1657년확률론에관한최초의책자를저술한네덜란드의크리스티안
후이겐스(Huygens)는 1669년동생과의서신에서그라운트의생명표와
기대수명의계산에대해논의했다.2 라이프니츠는노이만을왕립학회

에소개하기몇년전에도기대수명계산에관한에세이를썼는데, 이

글은출판되지않았다. 1709년에는니콜라우스베르누이 1세(Nikolaus I
Bernoulli)의 차례였다. 1725년아브라함드모브르(de Moivre)는 ≪연
금에관한논문≫전체를출판했다. 그는특별히고연령의경우공식(2.2)
에 몇 개의항만포함되어있기때문에연금가격 Rk를쉽게계산할수

있다는사실을발견했다. 그리고는다음의역점화식

Rk =
Pk+1

Pk

1+Rk+1

1+ i

을사용할수있었다. 이식은방정식(2.2)로부터쉽게증명할수있다.
따라서핼리가 70세의가격에대해계산한값을사용하여표 2.2의다른
값들을확인해볼수있다.3

인구학에초점을맞춘이연구이후핼리는자신의주요연구주제로

돌아갔다. 1698년에서 1700년사이에대서양을항해하며지구자기장
지도를그렸다. 1704년에는옥스퍼드대학교의교수가되었다. 이듬해
혜성에관한책을출판하고케플러가 1607년에관측한 1682년의혜성이
1758년에다시올것이라고예측했는데,이혜성은 ‘핼리의혜성’으로알
려지게되었다. 또한페르게의아폴로니우스(Aπoλλώνιoσ o Περγαίoσ)

2나이 k의기대수명은 i = 0일때의공식 (2.2)에의해주어진다.
35세와 15세를포함해표에몇가지오류가있는것같다.
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가쓴원뿔에관한책을번역하여출판했다. 1720년그는플램스티드의
뒤를이어왕실천문관으로임명되었다. 그는항해에매우실용적인문

제인달의관측을통해바다에서경도를정확하게구하는문제를해결하

려고노력했다. 그는 1742년그리니치에서 86세의나이로사망했다.
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https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k55822q/f148.item
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오일러와인구의기하급수적성장

(1748–1761)

오일러는 인구 역학에 대해 여러 차례 글을 썼다. 1748년 논문인
≪무한대분석입문≫에서지수함수를다룬장에는인구의기하

급수적증가에대한네가지예가포함되어있다. 1760년에는이기
하급수적증가를인구의연령구조와결합한논문을발표했다. 이

연구는 20세기에개발되어인구학에서중요한역할을하는 ‘안정
적’인구이론의초석이다. 1761년오일러는인구학에관한논문의
두번째판을집필하는데에도쥐스밀히를도왔다. 그는피보나치

수열의일종의변형인흥미로운모델을연구했지만자세한분석은

발표하지않았다.

레오나르드오일러(Euler)는 1707년스위스바젤에서태어났다. 그
의아버지는개신교목사였다. 1720년오일러는대학에서공부를시작
했다. 또한라이프니츠(Leibniz)와뉴턴(Newton)이후당대가장유명한
수학자중한명인요한베르누이(Johann Bernoulli)에게개인수학레슨
을받았다. 그는요한베르누이의두아들니콜라우스 2세(Nikolaus II)
와 다니엘(Daniel)과 친구가 되었다. 1727년 오일러는 다니엘을 따라
상트페테르부르크에새로설립된과학아카데미에들어갔다. 그는수학
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외에도물리학및기타여러과학기술분야에도관심이많았다. 1741년
프로이센의프레데릭 2세(Friedrich II)는그를베를린과학아카데미의
수학부문책임자로초빙했다. 오일러는역학(천문학,탄성,유체,고체)

과수학(정수론, 대수학, 무한급수, 초등함수, 복소수, 미적분, 미분및

편미분방정식,최적화, 기하학)뿐만아니라인구학에대해서도상당한

수의논문과저서를발표했다. 그는당대가장다작을한수학자였다.

그림 3.1: 오일러 (1707–1783)

1748년오일러는≪무한대분석입문≫이라는제목의논문을라틴어
로출판했다. 그는이책에서지수함수와로그에관한여섯가지예제를

고려했다. 음악음계의수학적이론에관한한가지예,이자가있는대출

상환에관한또다른예,인구역학에관한네가지예등이그것이다. 후

자의예제에서오일러는연도 n의인구 Pn이모든정수 n에대해다음과

같이주어진다고가정했다.

Pn+1 = (1+ x) Pn.

여기서성장률 x는양의실수이다. 초기조건 P0에서시작하여,연도 n의

인구는

Pn = (1+ x)n P0

으로주어진다. 이를기하급수적또는지수적성장이라고한다. 첫번째
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예에서는다음과같은질문을던진다.

“처음에 10만명이었던어떤지역의인구가매년 1/30씩증
가할경우 100년후의인구를알고자한다.”

답은 P100 = (1+1/30)100 ×100,000 ≈ 2,654,874이다. 이예에서오일러

는 1747년에실시된베를린인구조사에서 107,224명의인구를추산한
데서영감을얻었다. 그의계산은인구가한세기안에 10배이상증가할
수있다는것을보여준다. 이는당시런던에서관찰된증가율과정확히

일치한다.

(1+1/30)100을계산하는것은현대의휴대용계산기를사용하면매

우쉽다. 하지만오일러의시대에는수많은곱셈을손으로하는것을피하

고결과를빠르게얻기위해대수를사용해야했다. 먼저P100의상용로그

(밑이 10인로그)를계산한다. 로그의기본속성인 log(ab) = loga+ logb

를이용하면다음의식을얻게된다.

logP100 = 100 log(31/30)+ log(100,000) = 100(log31− log30)+5 .

로그함수는 1614년스코틀랜드인존네이피어(Napier)에 의해소개되
었다. 그의친구헨리브릭스(Briggs)는 1617년에첫번째상용로그표를
발표했다. 1628년네덜란드의아드리안블라크(Vlacq)는 1부터 100,000
까지 10의자리 단위의 정수에 대한 상용로그표를 발표하여 브릭스의
작업을완성했다. 오일러가 log30 ≈ 1.477121255, log31 ≈ 1.491361694,

그리고마지막으로 logP100 ≈ 6.4240439를얻기위해사용한테이블이바

로이테이블이다. 이제그로그값을알고있는숫자 P100를찾아야한다.

1에서 100,000까지정수의상용로그는 0에서 5까지의범위이므로대신
P100/100의로그,즉 4.4240439를찾는다. 로그테이블에서 log26,548 ≈
4.424031809및 log26,549 ≈ 4.424048168을확인할수있다. 로그함수를

26,548과 26,549 사이의직선으로바꾸어오일러는다음과같은결과를
얻는다.

P100

100
≈ 26,548+

4.4240439−4.424031809
4.424048168−4.424031809

≈ 26,548.74 .
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따라서 P100 ≈ 2,654,874이다.

오일러의책에나오는인구역학에관한두번째예는다음과같다.

“홍수이후 6명에서시작한집단의후손이 200년후 1,000,000
명이라고가정할때인구의연간증가율을구하고자한다.”

106 = (1+ x)200 ×6이므로휴대용계산기를사용하면 x = (106/6)1/200 −
1 ≈ 0.061963을구할수있다. 로그테이블을사용하면 log(106) = 200×
log(1+ x)+ log6에서 log(1+ x) = (6− log6)/200 ≈ 0.0261092이되고

1+ x ≈ 1.061963이된다. 따라서오일러는인구가매년 x ≈ 1/16씩증

가한다는결론을내릴수있었다. 이 예의기원을이해하려면현대철

학자들이성경이야기의진실성을부정하기시작했다는사실을기억해

야한다. 성경에따르면홍수의시기는기원전 2350년경이며생존자는
노아와그의세아들, 그리고그들의아내로명시되어있다. 창세기는

이렇게말한다.

“노아의이세아들로부터백성이온땅에퍼지니라.”

대홍수이후매년 1/16(또는 6.25%)� 인구증가율은오일러에게그리비
현실적으로보이지않았다. 개신교목사의아들로태어나평생을신앙

생활을해온그는이러한결론을내렸다.

“이런이유로믿지않는사람들이한사람으로시작한인구가

그렇게짧은시간안에지구전체를채울수없다고주장하는

것은어처구니가없다.”1

오일러는또한홍수이후 400년동안같은속도의성장이계속되었다면
인구는 (1+x)400×6 = (106/6)2×6 ≈ 1660억이되었을것이라는사실도

알아냈다.
11662년그라운트가출판한책(챕터 2참조)에서도비슷한언급을찾을수있다.
“아담과하와가성경에따른세계의나이인 5,160년동안 64년마다인구를두
배로늘렸다면지금보다훨씬더많은사람들이생겨났을것이다. 그러므로
세계의나이는어떤사람들이헛되이상상하는것처럼 10만년이넘지않았고
성경이말하는것보다도많지않다.”
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“하지만지구전체가그인구를감당할수는없을것이다.”

이아이디어는반세기후맬서스에의해비약적으로발전하게된다 (5장
참조).

오일러의세번째예는다음과같이묻는다.

“한세기마다인구가두배로증가한다면연간증가율은얼

마인가?”

(1+ x)100 = 2이므로휴대용계산기를사용하면 x = 21/100 −1 ≈ 0.00695

를구할수있다. 로그표를사용하면 100 log(1+ x) = log2에서 log(1+

x)≈ 0.0030103가되고 1+ x ≈ 1.00695가된다. 따라서인구는매년 x ≈
1/144씩증가한다. 네번째이자마지막예시도비슷한질문을던진다.

“인구가매년 1/100씩증가한다면인구가 10배가되는데얼
마나걸리는지알고자한다.”

(1 + 1/100)n = 10를 통해 n log(101/100) = 1을 구할 수 있다. 따라서

n = 1/(log101− 2) ≈ 231 년이다. 이것이 인구 역학에 관한 1748년의
≪무한대분석입문≫에서찾을수있는전부이다. 오일러는몇년후이

주제를더자세히다루게된다.

1760년그는베를린과학아카데미회보에≪인간종의사망률과증
식에대한탐구≫라는제목의논문을발표했다. 이연구는인구의기하

급수적증가에대한그의분석과생명표에대한이전의연구를종합한

것이었다 (2장참조). 오일러는다음과같은문제를고려했다.

“사망률에대한가정이주어졌을때 1년동안발생하는출생
과사망수를알면모든생존자의수와인구의연간증가율을

구할수있다.”

오일러는여기서다음의숫자들을이미알고있다고가정했다.

• n년도의출생수, Bn.
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• n년도의사망수, Dn.

• 연령 k ⩾ 1에도달하는신생아중 qk의비율.

Pn을연도 n의인구라고하자. 오일러는추가적으로다음의두가정을

하고있다.

• 인구는기하급수적으로증가한다. 즉, Pn+1 = r Pn 이다. (우리의

경우 r = 1+ x이다.)

• 출생과인구의비율은일정하다. 즉, Bn/Pn = m이다.

이두가지가정에따르면출생수는동일한비율로기하급수적으로증

가한다. 정확히는 Bn+1 = r Bn 이다. 오일러는 100세이후에는아무도
생존하지못한다고가정하고 100년간격, 즉 n = 0에서 n = 100사이의

인구상태를고려했다. 명확한표현을위해, n− k연도에태어나연도 n

초까지 생존한 인구를 Pk,n (k ⩾ 1)이라고 한다. 연도 n의 출생자 수는

P0,n = Bn 이다. 생존 계수 qk의정의로부터 Pk,n = qk P0,n−k = qk Bn−k를

구할수있다. 따라서

r100 P0 = P100 = P0,100 +P1,100 + · · ·+P100,100

= B100 +q1 B99 + · · ·+q100 B0

= (r100 + r99 q1 + · · ·+q100)B0.

위의등식을 r100 P0으로나누면다음을얻을수있다.

1 = m
(

1+
q1

r
+

q2

r2 + · · ·+ q100

r100

)
. (3.1)

이는인구통계학에서 ‘오일러방정식’이라고도불리는방정식이다. 출

생과사망을따로계산하면다음과같이된다.

r Pn = Pn+1 = Pn −Dn +Bn+1 = Pn −Dn + r Bn . (3.2)

따라서사망자수도 Dn+1 = r Dn 으로기하급수적으로증가한다. 또한,
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다음의식
1
m

=
Pn

Bn
=

Dn/Bn − r
1− r

(3.3)

을 (3.1)의등식에대입하면최종적으로다음과같은방정식이도출된다.

Dn/Bn −1
1− r

=
q1

r
+

q2

r2 + · · ·+ q100

r100 , (3.4)

여기서미지수는 r하나만남는다. 다른매개변수들의함수로서 r을표

현할수없기때문에이를일반적으로음(형태)의방정식이라고부른다.

하지만고정된값 r에대해방정식 (3.4)의 좌변과우변을계산하고 r을

변화시켜가며두변이같아지게만들수있다. 이렇게계산한 r의값으로

인구의성장률 x = r−1을구할수있다. 방정식(3.1)및 (3.3)에서인구Pn

에대해다음과같은식을구할수있다.

Pn = Bn

(
1+

q1

r
+

q2

r2 + · · ·+ q100

r100

)
.

인구변화가없는경우(r = 1) 이 표현식은핼리(Halley)가 브레슬라우
시의인구를추정하는데사용한것과동일하다 (2장참조).
오일러는다음의문제도고려했다.

“사망률과출산율에대한가설이주어지고총인구를알고

있을때각연령에몇명의인구가있을지구하려한다.”

생존계수 qk와출산계수 m을알고있으므로성장률 r은방정식 (3.1)에
서계산할수있다. n년도에구한 n−k년에태어난사람의수는 qk Bn−k =

qk Bn/rk이다 (q0 = 1). 따라서전체인구중연령 k의비율은

qk/rk

1+q1/r+q2/r2 + · · ·+q100/r100

이다. 이비율은일정하다. 로트카(Lotka)의용어를사용하면(10장참조)
인구는 ‘안정적’ 이다. 즉, 연령피라미드가시간이지나도같은모양을

유지한다.

오일러는인구가고정되어있지않고기하급수적으로증가할때생
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명표를구하는문제를재검토했다.

“1년동안의총인구,출생수와연령별사망자수를알면사
망률의법칙을구할수있다.”

오일러가말한 ‘사망률의법칙’ 이란생존계수 qk의집합을의미한

다. 핼리의경우와는달리이제총인구는인구조사를통해알수있다고

가정한다 (2장참조). 방정식 (3.2)는성장률이

r =
Pn −Dn

Pn −Bn

임을보여준다. Dk,n를 n년도에 k세에사망한사람의수라고한다. 즉,이

사람들은 n− k년에태어났다. 따라서Dk,n = (qk −qk+1)Bn−k이다. 한편,

Bn−k = Bn/rk이다. 따라서생존계수 qk는 q0 = 1와임의의 k ⩾ 0에대한

점화식

qk+1 = qk −
rk Dk,n

Bn

을사용하여계산할수있다. 이공식에 Bn을곱하면핼리가 r = 1의안

정적경우에사용한공식 (2.1)이나온다. 하지만오일러는자신이고안
한생존계수 qk의계산방법은인구가규칙적으로증가한다는가정에

기반하며,전염병유행,전쟁,기근등과같은사고는고려되지않았다는

사실을강조했다. 오일러가살던시대의인구조사에스웨덴의경우처럼

인구의 연령이 기록되어 있었다면 이러한 가정은 불필요했을 것이고

계수 qk를더쉽게계산할수있었을것이다.

오일러는생존계수 qk가주어졌을때종신연금의가격을계산하는

방법도 보여주었다. 그는 이 주제에 대한 핼리와 모브르의 연구는 언

급하지않았다. 오일러는 5% 의이자율과네덜란드인빌럼케르세붐
(Kersseboom)이 1742년발표한생명표를사용했다.

베를린아카데미에서인구학에관심을보인과학자는오일러뿐이

아니었다. 그의동료인요한페터쥐스밀히(Süssmilch)는 1741년에≪
인간의 출생, 사망, 출산을 통한 인간 세대의 변화에 있어서의 신성한

질서≫라는제목의책을독일어로출판했는데,이책은오늘날인구학에
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관한최초의책으로여겨지고있다. 쥐스밀히는 1752년에≪베를린시의
급속한성장에관하여≫라는책을저술하기도했다.

그림 3.2:
쥐스밀히 (1707–1767)

1761년쥐스밀히는논문의두번째판을출판했다. ≪인구의증가율
과배가시간에대하여≫라는제목의장에그는오일러가자신을위해만

든흥미로운수학적모델을포함시켰다. 이모델은피보나치(1장참조)
의모델과유사하지만인간인구에대한모델이다. 오일러는 0년도에

20세인한부부 (남자 한 명, 여자 한 명)를 시작으로사람들이 40세에
사망하고 20세에결혼하며,각부부는 22세에두명의자녀(남자아이와
여자아이)를, 24세에또다른두명을, 26세에마지막두명을낳아총 6
명의자녀를둔다고가정했다. 오일러는연도를 2씩세어 Bi가연도 2i

동안의출생수가되도록하여모든 i ⩾ 1에대해

Bi = Bi−11 +Bi−12 +Bi−13 (3.5)

라는결론을내렸다. 초기조건은 B−12 = 0, B−11 = 0, B−10 = 2, 그리고

모든 −9 ⩽ i ⩽ 0에대한 Bi = 0이다. 따라서오일러는표 3.1의두번째
열에표시된것처럼출생수를계산할수있다. 그러면연도 2i의사망자

수 Di는연도 2i−40의출생자수와같다. 여기 i ⩾ 10의경우 Di = Bi−20

이고, i ⩽ 9의경우 Di = 0이다. 연도 2i에생존한사람의수 Pi 는연도

2i−2에생존한사람의수에연도 2i의출생자수를더한값에서연도 2i
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의사망자수를뺀값과같다. 즉, Pi = Pi−1 +Bi −Di이다.

쥐스밀히의책에서이장은피보나치수열에대해서도적용가능했을

법한발언으로끝난다.

“오일러의표에만연해보이는무질서는출생수가점화수열

이라고부르는일종의수열을따르는것을막지못한다 [...]

이러한수열의초기불규칙상태가무엇이든방해받지않으

면기하수열로바뀌고시작의불규칙상태가조금씩사라지

고결국거의완전히사라진다.”

이 책에서는 이 인구 모델의 수학에 대해 더 자세히 설명하지 않았다.

그러나오일러는≪인류의증식에관하여≫라는제목의원고를통해이

연구를훨씬더발전시켰는데,이원고는생전에출판되지않았다. 기하

급수의형태를가진,즉 Bi = cri형태방정식(3.5)의해를찾는도중그는
13차수의다항방정식을구했다.

r13 = r2 + r+1 . (3.6)

그는 r = 1에가까운해를찾다가 r13의계산을위해로그표를사용하여

1+ r+ r2 − r13 ≈

{
0.212 (r = 1.09) ,

−0.142 (r = 1.10)

라는것을알아냈다. 따라서방정식(3.6)의근은 1.09에서 1.10사이이다.
이구간의선분으로함수 1+ r+ r2 − r13을근사화하여오일러는

r ≈ 0.142×1.09+0.212×1.10
0.142+0.212

≈ 1.0960

를얻는다. 연도를 2씩계산할때,출생자수는매년
√

r배가되는경향이

있다. 이 수치는 (
√

r)n = 2인경우, 즉 n = 2 log2/ logr ≈ 15년마다두

배가된다. 점근적으로 Bi ≈ cri이고 2i년도의사망자수 Di는 Bi−20와

같으므로 r20 ≈ 6.25로 Di ≈ Bi/r20를구할수있다. 출생자수는사망자

수의약 6배이다. 연도 2i에생존한사람의수 Pi는 Bi +Bi−1 + · · ·+Bi−19
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표 3.1: 오일러의표.

i 출
생
수

사
망
자
수

인
구
규
모

0 0 0 2
1 2 0 4
2 2 0 6
3 2 0 8
4 0 0 8
5 0 0 8
6 0 0 8
7 0 0 8
8 0 0 8
9 0 0 8

10 0 2 6
11 0 0 6
12 2 0 8
13 4 0 12
14 6 0 18
15 4 0 22
16 2 0 24
17 0 0 24
18 0 0 24
19 0 0 24
20 0 0 24
21 0 2 22
22 0 2 20
23 2 2 20
24 6 0 26
25 12 0 38
26 14 0 52
27 12 0 64
28 6 0 70
29 2 0 72
30 0 0 72
31 0 0 72
32 0 2 70
33 0 4 66
34 2 6 62
35 8 4 66
36 20 2 84
37 32 0 116
38 38 0 154
39 32 0 186

i 출
생
수

사
망
자
수

인
구
규
모

40 20 0 206
41 8 0 214
42 2 0 216
43 0 2 214
44 0 6 208
45 2 12 198
46 10 14 194
47 30 12 212
48 60 6 266
49 90 2 354
50 102 0 456
51 90 0 546
52 60 0 606
53 30 0 636
54 10 2 644
55 2 8 638
56 2 20 620
57 12 32 600
58 42 38 604
59 100 32 672
60 180 20 832
61 252 8 1,076
62 282 2 1,356
63 252 0 1,608
64 180 0 1,788
65 100 2 1,886
66 42 10 1,918
67 14 30 1,902
68 16 60 1,858
69 56 90 1,824
70 154 102 1,876
71 322 90 2,108
72 532 60 2,580
73 714 30 3,264
74 786 10 4,040
75 714 2 4,752
76 532 2 5,282
77 322 12 5,592
78 156 42 5,706
79 72 100 5,678

i 출
생
수

사
망
자
수

인
구
규
모

80 86 180 5,584
81 226 252 5,558
82 532 282 5,808
83 1,008 252 6,564
84 1,568 180 7,952
85 2,032 100 9,884
86 2,214 42 12,056
87 2,032 14 14,074
88 1,568 16 15,626
89 1,010 56 16,580
90 550 154 16,976
91 314 322 16,968
92 384 532 16,820
93 844 714 16,950
94 1,766 786 17,930
95 3,108 714 20,324
96 4,608 532 24,400
97 5,814 322 29,892
98 6,278 156 36,014
99 5,814 72 41,756

100 4,610 86 46,280
101 3,128 226 49,182
102 1,874 532 50,524
103 1,248 1,008 50,764
104 1,542 1,568 50,738
105 2,994 2,032 51,700
106 5,718 2,214 55,204
107 9,482 2,032 62,654
108 13,530 1,568 74,616
109 16,700 1,010 90,306
110 17,906 550 107,662
111 16,702 314 124,050
112 13,552 384 137,218
113 9,612 844 145,986
114 6,250 1,766 150,470
115 4,664 3,108 152,026
116 5,784 4,608 153,202
117 10,254 5,814 157,642
118 18,194 6,278 169,558
119 28,730 5,814 192,474
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와같으므로,또한다음을구할수있다.

Pi ≈ Bi

(
1+

1
r
+ · · ·+ 1

r19

)
= Bi

1− r20

r19 − r20 ≈ 9.59Bi .

총인구는출생아수의약 10배에달한다.

표에표시된수열 (Bi)이실제로 ri처럼점근적으로증가한다는것을

증명하는것은좀더복잡하다. 아브라함드모브르(De Moivre)의
점화수열연구이후 ‘생성함수’

f (x) =
+∞

∑
i=0

Bi xi

가 f (x)를유리함수로표현하는데도움이될수있다는사실이알

려졌다. 오일러는 1748년≪무한대해석입문≫에서이방법을설
명했다. 점화식(3.5)으로부터다음을얻을수있다.

f (x) =
12

∑
i=0

Bixi +
+∞

∑
i=13

(Bi−11 +Bi−12 +Bi−13)xi

= 2x+2x2 +2x3 +2x12 + f (x)(x11 + x12 + x13) .

따라서다음이성립한다.

f (x) =
2x+2x2 +2x3 +2x12

1− x11 − x12 − x13 .

오일러는이유리함수가다음과같은형태로분해될수있다는것을

알고있었다.

f (x) =
a1

1− x
x1

+ · · ·+ a13

1− x
x13

.

숫자 x1, . . . ,x13은방정식 1− x11 − x12 − x13 = 0의실근또는복소근
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이다. 따라서

f (x) = ∑
i⩾0

a1

(
x
x1

)i

+ · · ·+a13

(
x

x13

)i

이다. Bi는 f (x)에서 xi의계수이므로,오일러는

Bi =
a1

xi
1
+ · · ·+ a13

xi
13

≈ ak

xi
k
, i →+∞

임을구했다. 여기서 xk는가장작은크기를가진근이다. 즉, Bi는

(1/xk)
i처럼기하급수적으로증가하는경향이있다. 알아두어야할

것은 r = 1/xk가방정식((3.6)의근인것과 xk가 1−x11−x12−x13 = 0

방정식의근인것은동치관계라는점이다. 이러한증명의구체적인

부분들은 1916년굼벨에의해마침내명확히증명되었다.

쥐스밀히는 1765년에그의책의세번째판을출간한뒤 1767년베를
린에서사망했다. 프로이센국왕과사이가좋지않았던오일러는 1766년
상트페테르부르크로돌아왔다. 시력을잃었음에도불구하고그는아들

과동료들의도움을받아대수학,적분,광학및조선에관한많은저작을

계속발표했다. 1760년에서 1762년사이에베를린에서쓴≪독일공주
에게보내는자연철학의여러주제에관한편지≫는 1768년에서 1772년
사이에출판되어유럽전역에서베스트셀러가되었다. 오일러는 1783
년상트페테르부르크에서사망했다. 수학적인구학에대한그의공헌,

특히기하급수적으로증가하는인구에서‘안정된’연령피라미드에대한

그의분석은 20세기에이르러서야재발견되었다 (10장및 21장참조).
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다니엘베르누이,달랑베르와천연

두예방접종 (1760)

1760년다니엘베르누이는천연두모델링에대한논문을썼다. 당
시에는사람을보호할수있지만치명적일수도있는예방접종에

대해많은논란이있었다. 그는핼리의생명표와천연두에관한몇

가지데이터를사용하여사망위험이 11% 미만인경우접종이유
리하다는것을보여주었다. 접종으로출생시기대수명을최대 3
년까지늘릴수있다는것이었다. 달랑베르는역학분야에서최초의

수학적모델인베르누이의연구를비판했다.

다니엘베르누이(Daniel Bernoulli)는 1700년네덜란드흐로닝언에
서태어났다. 그의가족에는이미두명의유명한수학자,즉아버지요한

베르누이(Johann Bernoulli)와삼촌야콥베르누이(Jakob Bernoulli)가
있었다. 1705년요한은스위스바젤로이주하여야콥의사망으로공석이
된교수직을맡았다. 요한은아들이수학을공부하는것을원하지않았

다. 그래서다니엘은의학으로전향하여 1721년호흡에관한논문으로
박사학위를취득했다. 그는베니스로이주하여수학에집중하기시작했

고 1724년에책을출판했다. 같은해파리과학아카데미에서≪바다에
떠있는배위의모래시계의완벽성에관하여≫라는에세이로상을받은
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그는새로운상트페테르부르크아카데미에서교수직을얻었다. 이기간

동안그는점화식이나확률론의 ‘상트페테르부르크의역설’에대해집

중적으로연구했다. 1733년다니엘베르누이는바젤대학으로돌아와
식물학,생리학, 물리학을연속으로가르쳤다. 1738년에는물리학역사
에길이남을유체역학에관한책을출간했다. 1753년경그는오일러
(Euler), 달랑베르(d’Alembert)와동시에진동하는끈의문제에관심을
갖게되었고,이는중요한수학적논쟁을불러일으켰다.

그림 4.1:
다니엘베르누이 (1700–1782)

1760년그는파리의과학아카데미에≪천연두로인한사망률과예방
접종의이익에대한새로운분석시도≫라는제목의논문을제출했다.

문제는접종(감염의예방을위해독성이덜한천연두바이러스를자발

적으로체내에소량주입하는것)이죽음에이르게할위험이있음에도

장려되어야하는지에대한것이었다. 이 기술은아시아에서오랫동안

알려져왔으며 1718년영국에서오스만제국주재영국대사의아내인
몬타구여사에의해소개되었다. 프랑스는 1711년루이 14세의장남이
천연두로사망했음에도불구하고예방접종이선뜻도입되지않았다.

1723년천연두에서살아남아영국에서수년간망명생활을하며최신의
혁신기술을관찰했던볼테르(Voltaire)는 1734년≪철학편지≫에서예
방접종의도입을옹호했다. 천연두에서살아남은또다른프랑스과학자

라콩다민(La Condamine)도 1754년파리의과학아카데미에서접종을
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청원했다.

1759년바젤에서죽기전,모페르튀이(Maupertuis)는다니엘베르누
이에게수학적관점에서예방접종문제를연구해보라고권유했다. 더

정확하게말하면, 접종의장기적인이득과즉각적인사망위험을비교

하는방법을찾는것이과제였다. 문제를단순화하기위해베르누이는

다음과같은가정을세웠다.

• 천연두에처음감염된사람은 (나이와무관하게) p의확률로사망

하고 1− p의확률로생존한다.

• 모든사람은매년감염될확률 q를가지며,더정확하게는한개인

이 x세에서 x+dx세사이에감염될확률은 qdx이며,여기서 dx는

무한소의시간을의미한다.

• 천연두에서살아남은사람들은평생동안새로운감염으로부터
보호받는다 (획득된면역으로인해).

천연두이외의원인으로인한연령 x의사망률을m(x)라고하면,한개인

이연령 x와연령 x+dx사이의무한소기간 dx에사망할확률은 m(x)dx

이다. 같은해에태어난 P0의사람들그룹을고려할때,다음을정의한다.

• S(x)는천연두에감염된적이없이 x세까지생존해있는 ‘감수성’

인구의수이다.1

• R(x)는천연두를앓고생존한 x세의사람수이다.

• P(x) = S(x)+R(x)는나이 x에생존한총인구수이다.

출생은나이 x = 0에해당한다. 따라서 S(0) = P(0) = P0및 R(0) = 0이다.

다니엘베르누이는 17세기말뉴턴(Newton)과라이프니츠(Leibniz), 그
리고그후아버지가개발한미적분법을적용하여나이 x와나이 x+ dx

(dx는무한히작음) 사이에서각감수성있는개인이천연두에감염될

확률 qdx와다른원인으로사망할확률 m(x)dx가있음을알아냈다. 따

1더정확하게는정수단위가아닌연속함수처럼변할수있는이숫자의수학적기대치
이다.
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라서 감수성자 수의 변화는 dS = −Sqdx− Sm(x)dx이며, 이는 다음의

미분방정식으로나타낼수있다.

dS
dx

=−qS−m(x)S . (4.1)

이방정식에서 dS/dx는함수 S(x)의미분이라고한다. 동일한짧은시간

간격동안천연두로사망하는사람의수는 pSqdx이고천연두에서생존

하는사람의수는 (1− p)Sqdx이다. 또한천연두가아닌다른원인으로

사망하는사람은 Rm(x)dx이다. 이것은두번째미분방정식으로이어

진다.
dR
dx

= q(1− p)S−m(x)R . (4.2)

두방정식을더하면다음과같다.

dP
dx

=−pqS−m(x)P . (4.3)

베르누이는방정식 (4.1)과 (4.3)을통해 x나이에여전히감수성자인사

람의비율을다음처럼나타낼수있었다.

S(x)
P(x)

=
1

(1− p)eqx + p
. (4.4)

공식 (4.4)을구하기위해베르누이는방정식 (4.1)와 (4.3)에서m(x)

를제거했다.

−m(x) = q+
1
S

dS
dx

= pq
S
P
+

1
P

dP
dx

.

식을재정리하면다음의식을얻을수있다.

1
P

dS
dx

− S
P2

dP
dx

=−q
S
P
+ pq

[
S
P

]2

.

왼쪽은 f (x) = S(x)/P(x)의 도함수이며, 이는 x세 인구 중 감염에
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취약한사람의비율이다. 따라서다음과같다.

d f
dx

=−q f + pq f 2. (4.5)

이러한유형의방정식의해는당시로부터수십년전다니엘의삼

촌인야콥베르누이(Jakob Bernoulli)의 연구덕분에알려져있었
다. 방정식을 f 2로나누고 g(x) = 1/ f (x)로설정하면다음과같이

된다. dg/dx = qg− pq이며 g(0) = 1/ f (0) = 1이라는 것을 알 수

있다. h(x) = g(x)− p로설정하면 dh/dx = qh이다. 따라서 h(x) =

h(0)eqx = (1− p)eqx가된다. 마지막으로 g(x) = (1− p)eqx + p및

f (x) = 1/g(x)이다.

베르누이는자신의이론을적용하기위해핼리(Halley)의생명표를
사용했다(2장참조). 이표는 0년도에태어난 1,238명의코호트집단중 x

년(x = 1,2...)이시작될때아직살아있는사람의수를나타낸다. 그러나

베르누이의모델에서는실제로 x세까지도달하는사람수 P(x)가필요했

는데, 이는약간달랐다. 대부분의동시대사람들과마찬가지로베르누

이는그차이를깨닫지못했기때문에 (핼리의논문은실제로명확하지

않다.) 핼리의표에서첫번째숫자 1,238을제외한나머지숫자를그대로

유지했으며이를 1,300으로대체하여생후첫해의현실적인사망률을

얻었다. 이숫자는표 4.1의두번째열에나와있다.
베르누이는천연두로사망할확률로 p = 1/8 = 12.5%를선택했는데,

이는당시의관측과일치하는수치이다. 연간천연두에걸릴확률 q는

직접추정할수없었다. 따라서베르누이는 q에대해여러가지값을시

도해보았을것이고,마침내아래의모든계산을거친후천연두로인한

사망자수가전체사망자수의약 1/13이되는값을선택했는데,이는당
시유럽의여러도시에서관찰되었던비율이었다. 앞으로살펴보겠지만

연간 q = 1/8로선택한것이잘맞는것으로판명되었다.2

공식(4.4)와표의두번째열에있는 P(x)값을사용하면 x연령의감수

성자의수 S(x)를계산할수있다. 이것을가장가까운정수로반올림한

값이표의세번째열에나타나있다. 네번째열은천연두를앓고생존한
2 p와 q가같은것은우연의일치이다.
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표 4.1: 핼리의생명표와베르누이의계산.

나이 생존인구 감수성인구 면역인구 천연두로 천연두없음
x P(x) S(x) R(x) 인한사망 P∗(x)

0 1300 1,300 0 17.2 1,300
1 1,000 896 104 12.3 1,015
2 855 685 170 9.8 879
3 798 571 227 8.2 830
4 760 485 275 7.0 799
5 732 416 316 6.1 777
6 710 359 351 5.2 760
7 692 311 381 4.6 746
8 680 272 408 4.0 738
9 670 238 432 3.5 732

10 661 208 453 3.0 726
11 653 182 471 2.7 720
12 646 160 486 2.3 715
13 640 140 500 2.1 711
14 634 123 511 1.8 707
15 628 108 520 1.6 702
16 622 94 528 1.4 697
17 616 83 533 1.2 692
18 610 72 538 1.1 687
19 604 63 541 0.9 681
20 598 55 543 0.8 676
21 592 49 543 0.7 670
22 586 42 544 0.6 664
23 579 37 542 0.5 656
24 572 32 540 649

...
...

...
...

...
...
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x세인구의수 R(x) = P(x)− S(x)를보여준다. 나이 x에해당하는행의

다섯번째열은나이 x에서나이 x+1사이의천연두로인한사망자수를

표시한다. 이론적으로이숫자는적분값 pq
∫ x+1

x S(t)dt 이어야하지만

pq [S(x)+S(x+1)]/2공식을사용하면그림 4.2에서처럼좋은근사치를
얻을수있다. 사다리꼴의면적은곡선아래의면적,즉함수의적분값에

가깝다.

S

x x+1

그림 4.2: 점선으로표시된사다리꼴의면적으로 x와 x+1사이의함수 S의적분
을근사할수있다.

베르누이는 다섯 번째 열에 있는 모든 숫자를 합하여 24세 이전에
천연두로사망한사람이 98명이라는것을알수있었다. 이표를이후의
연령까지계속확장하면 24세에도여전히천연두에감수성이있는 32명
중천연두로인한사망자는 3명이될것이라는것을알수있다. 즉, 1,300
명의출생자중 101명이천연두로사망할운명이다. 이는기대한비율인
1/13과거의일치한다.
베르누이는태어날때모든사람에게천연두를접종하여사망자가

발생하지않는상황을고려했다. 천연두는박멸될것이고이경우문제는

증가할기대수명을추정하는것이다. 동일한출생수 P0에서시작하여,

천연두가사라졌을때 x세가된사람들의수를 P∗(x)라고하자. 그러면

dP∗

dx
=−m(x)P∗ (4.6)
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이다. 베르누이는다음의등식이성립함을보였다.

P∗(x) =
P(x)

1− p+ pe−qx . (4.7)

여기서 P(x)는앞에서와같이천연두가존재할때 x연령의인구이다.

실제로방정식 (4.6)와 (4.3) 에서이전과같이 m(x)를제거하여재

배열하면베르누이가얻은수식이된다.

1
P∗

dP
dx

− P
P∗2

dP∗

dx
=−pq

S
P

P
P∗ .

그는 h(x) = P(x)/P∗(x)로설정했다. 공식 (4.4)에서분자와분모에
e−qx을곱한식을사용하면

1
h

dh
dx

=−pq
e−qx

1− p+ pe−qx

가되고,이것은 d
dx logh = d

dx log(1− p+ pe−qx)와동일하다. 여기서

log는 10진수가아닌자연로그를나타낸다. 여기서 h(0) = 1이므로

h(x) = 1− p+ pe−qx이다.

연령 x가충분히높을때 P(x)/P∗(x)비율은 1− p가되는경향이있

음을알수있다. 표의여섯번째열은 P∗(x)를보여준다. P(x)와 P∗(x)를

비교하는한가지방법은출생시기대수명을추정하는것인데,천연두가

존재할때의기대수명은이론적으로다음과같다.

1
P0

∫ +∞

0
P(x)dx .

천연두가존재하지않을때에는 P∗(x)를 P(x)로대체한식이기대수명이

된다. 베르누이는근사화한공식 [ 1
2 P(0)+P(1)+P(2)+ · · · ]/P0을사용했

는데,이는사다리꼴방법(그림 4.2)에의해주어진공식이다. 24세이후
84세까지표를계속이어가면 (표 2.1참조), 천연두가있는경우의기대
수명E는 [ 1

2 1,300+1,000+ · · ·+20]/1,300≈ 26.57년,즉 26년 7개월이된
다. 천연두가없다면기대수명 E∗는 [ 1

2 1,300+1,015+ · · ·+23]/1,300 ≈
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29.65년,즉 29년 8개월이된다. 출생시예방접종을하면기대수명이 3
년이상늘어나는것이다.

베르누이가이공식을구하는데사용한방법보다더간단하고빠른

방법이있다. S(x)에대한미분방정식(4.1)을살펴보면다음과같은
사실을알수있다.

S(x) = P0 e−qx exp
(
−
∫ x

0
m(y)dy

)
.

이식을 R(x)에대한방정식 (4.2)에사용하면다음을얻는다.

R(x) = P0 (1− p)(1− e−qx)exp
(
−
∫ x

0
m(y)dy

)
.

P∗(x)에대한방정식(4.6)에의해

P∗(x) = P0 exp
(
−
∫ x

0
m(y)dy

)
(4.8)

이다. 또한,공식 (4.4) 와 (4.7)도성립한다!

물론독성이덜한천연두균주를접종한다고해서완전히안전한것

은아니다. p′가접종직후천연두로사망할확률(p′ < p)이라면, 모든

사람이출생시접종을받을경우의기대수명은 (1− p′)E∗가된다. 이

기대수명은 p′ < 1−E/E∗, 또는약 11% 일때자연기대수명 E보다높

게유지된다. 당시에는 p′에관한데이터를구하기어려웠다. 하지만

베르누이는위험 p′가 1% 미만이라고추정했다. 국가가 예방접종을
장려해야한다는데는의심의여지가없었다. 그는이렇게끝맺었다.

“저는인류의안녕과밀접한관련이있는문제에서약간의

분석과계산을통해얻을수있는지식없이어떤결정도내

려지지않기를바랄뿐이다.”

베르누이의연구는 1760년 4월파리의과학아카데미에서발표되었
다. 11월에달랑베르는≪천연두예방접종에대한확률이론의적용에
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관하여≫라는제목의논평을발표했다. 이논평은얼마지나지않아그의

≪수학소논문≫의두번째권에더자세한계산과함께≪접종의수학적

이론≫이라는제목의다른작품과함께출판되었다. 달랑베르는천연두

감염확률과천연두로사망할확률이나이와무관하다는베르누이의가

정을비판했다. 그는이러한가정이필요없는다른해결책을제안했다.

나이 x에서천연두로인한사망률을 v(x), 다른원인으로인한사망률을

m(x), 아직생존한사람의수를 P(x)라고부른다. 따라서,

dP
dx

=−v(x)P−m(x)P (4.9)

이다. 방정식 (4.3)과비교하면실제로 v(x) = pqS(x)/P(x)임을알수있

다. 그리고고다음을얻는다.

P∗(x) = P(x) exp
(∫ x

0
v(y)dy

)
. (4.10)

여기서 P∗(x)는천연두가사라졌을때나이 x에생존한사람의수를나

타낸다.

그림 4.3:
달랑베르 (1717–1783)

실제로방정식 (4.6)와 (4.9) 사이에함수m(x)를대입하거나 (4.8)의
공식을 P∗(x)에사용하면 (4.9)의 해가다음과같이주어지는것을
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확인할수있다.

P(x) = P0 exp
(
−
∫ x

0
[v(y)+m(y)]dy

)
.

달랑베르가제시한공식(4.10)은 베르누이의공식(4.7)과 모순되지
않는다. 다만사망자명부에사망원인은포함되지만나이는포함되지

않았기때문에당시에는사용할수없었던다른유형의정보 v(x)를사

용할뿐이다. 달랑베르는이러한유형의데이터가나오기전에는예방

접종이유용한지여부를결론내릴수없다고했다.

또한달랑베르는기대수명을결정의기준으로사용하는것이유용

하지않다고비판하였는데, 이는기대수명이가까운미래든먼미래든

모든연도에동일한가중치를부여하기때문이다. 그는개인이나국가의

관점에서볼때모든연도가동일한‘유용성’을갖는것은아니며,젊은나

이와노년기는그사이의연령보다가치가낮다는점에주목했다. 이러한

모든비판에도불구하고달랑베르는예방접종에찬성한다고선언했다.

출판지연으로인해베르누이의연구는 1766년에야출판된반면,달
랑베르는자신의연구를매우빠르게출판할수있었다. 베르누이는오

일러에게보낸편지에서씁쓸함을표현했다.

“확률에 대한 위대한 달랑베르의 엄청난 미사여구에 대해

어떻게생각하십니까? 그의출판물에서내성과가너무자주

부당하게취급되는것을알고부터는그의펜에서나온어떤

것도더이상읽지않기로결정한지가좀되었습니다. 제가 8
년전파리아카데미에보낸접종에관한논문이결정의계기

가되었습니다. 그논문은분석의참신함때문에높이평가

되었습니다. 감히말하자면새로운주제를수학의본체에결

합시키는것과같았습니다. 이새로운분석의성공은그에게

마음의고통을안겨준것같습니다. 그는수천가지방법으로

모두똑같이우스꽝스럽게비판했고,그것들에대한비판을

잘받은후그는오직언급되지않았을뿐인이론의첫번째

저자인척했습니다. 그는내원고가 7∼8년후에야나올수
있다는것을알고있었습니다. 그는오직아카데미회원의
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자격을통해그정보를알수있었습니다. 이런점에서제원

고는공개될때까지비밀로유지되어야했습니다. Dolus an
virtus quis in hoste requirat?3”

베르누이와 달랑베르의 연구에도 불구하고 프랑스에서는 대규모

예방접종이실시되지않았다. 루이 15세는 1774년천연두로사망했다.
궁정의의사들은얼마지나지않아나머지왕실가족들에게도접종을

실시했다. 에드워드제너(Jenner)가 인간에게우두를접종하는것 (‘백
신접종’)이천연두를예방하고안전하다는사실을발견하면서이문제는

더이상중요하지않게되었다. 그의연구≪천연두백신의원인과효과에

대한탐구≫는 1798년에발표되었다. 백신접종은유럽전역으로빠르게
확산되었다. 그럼에도불구하고한가지사망원인을제거할경우기대

수명의증가를계산하기위해개발된방법은오늘날에도여전히사용

되고있다.

그 후 수십 년이 지나고 천연두로 사망하는 연령에 관한 데이터를

사용할 수 있게 되었다. 이 문제는 다음의 사람들에 의해 집중적으로

재검토되었다.

• 1772년베를린아카데미출신의수학자요한하인리히람베르트
(Lambert)

• 당시파리내무부에서인구통계를담당했던엠마뉴엘-에티엔느
뒤빌라르 (Duvillard)의≪연령별사망률에대한천연두의영향분
석및표≫ (1806)

• 피에르-시몽라플라스 (Laplace)의≪확률의분석이론≫ (1812)

일례로,뒤빌라드와라플라스는모수 p와 q가나이에따라달라지는경

우공식(4.7)을어떻게수정할지보였다.

P∗(x) =
P(x)

1−
∫ x

0 p(y)q(y)e−
∫ y

0 q(z)dz dy
.

3적을물리치는데용맹에의해서든전략에의해서든무엇이중요한가! 베르길리우스:
≪아이네이스 2≫.
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여기서 p(x)는나이 x에감염되었을때천연두로사망할확률이고, q(x)

는나이 x에천연두에감염될확률이다.

천연두에대한이연구이후,다니엘베르누이는인구역학의다른어

떤문제도다루지않았다. 그는 1782년바젤에서사망했다. 달랑베르는
1년후파리에서사망했다.
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맬서스와기하급수적성장의장애

물 (1798)

1798년맬서스는≪인구론≫에서식량공급이기하급수적으로증
가하는인구의자연적경향을오랫동안따라갈수없다고주장했

다. 인구가비교적일정하게유지되는것은인류의상당수가식량

부족으로고통받고있기때문이었다. 맬서스는≪인구론≫을인간

사회의진보를강조한고드윈과콩도르세의저술에대한반론으로

간주했다. 맬서스의글은다윈과월리스의진화론에영향을미쳤고

마르크스에게비판을받았지만중국의한자녀정책으로실천에옮

겨졌다.

토머스로버트맬서스(Malthus)는 1766년런던근교에서 7남매중
여섯째로태어났다. 장자크루소(Rousseau)의친구이자추종자였던아
버지가그의첫스승이었다. 1784년맬서스는케임브리지대학에서수
학을공부하기시작했다. 1791년에학위를취득하고 1793년에지저스
칼리지의펠로우가되었으며 1797년에는영국성공회의사제가되었다.

1798년맬서스는≪인구의원리에관한일론(一論), 그것이장래의
사회개량에미치는영향을G.W.고드윈·M.콩도르세그리고그밖의저
작가들의사색에언급하며논함≫이라는제목의책을익명으로출간했
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그림 5.1: 맬서스 (1766–1834)

다. 이는고드윈(Godwin)의≪정치적정의와그것이일반미덕과행복에
미치는영향에관한고찰≫(1793)과 콩도르세(Condorcet)의 ≪인간정
신의진보에관한역사적개요≫(1794)에대한반작용으로나온것이다.
프랑스혁명이진보라는이름으로행한끔찍한일에도불구하고두저자

는사회의진보는불가피하다고주장했다. 맬서스는같은낙관론을갖지

않았다. 그는 또한 자녀가 많은 가난한 가정을 도왔던 영국 빈민법이

인구성장만을촉진시킬뿐이에상응하는식량생산의증가를유도하지

못한다고비판했다. 그에게는이러한법이실제로가난한사람들을구제

하는것이아니라오히려그반대인것처럼보였다. 통상인구는식량생

산보다항상빠르게증가하는경향이있으며,사회의일부는곤궁,기아

또는전염병으로부터구제받지못한것처럼보였다. 이들은인구증가를

늦추는재앙이며맬서스의의견으로는사회발전의주요장애물이다.

진보를약속하는모든이론은유토피아적일뿐이다. 이러한생각을바

탕으로맬서스는 1798년에저서를출간했다. 맬서스는자신의논제를
이렇게요약했다.

[...] “인구의힘은지구가인간에게필요한자원을생산할수

있는힘보다무한히크다. 인구의자연적증가는기하급수적

이지만식량은산술급수적으로밖에증가하지않는다. 산수

를조금이라도할줄아는사람이라면단순한곱에비해거

듭제곱이얼마나엄청난지알것이다. 생존에음식이필수인
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인간본성의법칙에따라이두가지불균형한힘의결과는

동일하게유지되어야한다. 이것은생존의어려움으로부터

의인구에대한강력하고지속적인견제를의미한다. 이어

려움은어딘가에는반드시닥치는것이며,인류의상당수가

심각한부담을질수밖에없다.”

맬서스의책은매우성공적이었다. 여기에는데이터가거의포함되어있

지않았다. 예를들어맬서스는 18세기에미국인구가 25년마다두배씩
증가했다는사실을발견했다. 맬서스는자신의논제를수학적모델로

번역하려하지않았지만,다음장의주제가될아돌프케틀레(Quetelet)
와피에르-프랑수아베르휼스트(Verhulst)의후대연구를위한길을닦아
주었다.

맬서스는책을출간한후친구들과함께독일, 스칸디나비아, 러시

아를거쳐프랑스와스위스로여행을떠났다. 여행중에수집한정보를

종합하여 1803년에≪인구의원리에관한에세이, 또는인구가인간의
행복에미치는과거와현재의영향에대한견해,그리고인구가초래하는

악의제거또는완화에관한우리의전망에대한탐구≫라는다른부제를

붙인매우증보된 2판을자신의이름으로출간했다. 이새로운판에서
는결혼지연, 낙태, 영아살해, 기근, 전쟁, 전염병, 경제적요인등여러

국가에서인구증가의장애물에대해자세히논의했다. 맬서스에게결

혼을늦추는것은인구안정화를위한최선의선택이었다. 이책의다른

판본은 1806년, 1807년, 1817년, 1826년에네차례더출간되었다. 1805
년맬서스는서인도회사가직원들을위해설립한새학교의역사및정

치경제학교수가되었다. 그는또한≪지대의성질과추이에대한탐구≫

(1815)와 ≪정치경제학의원리≫(1820)를 출간했다. 1819년맬서스는
왕립학회회원으로선출되었다. 1834년에는통계학회의창립멤버중
한명이되었다. 그는같은해바스근처에서사망했다.

맬서스의연구는진화론의발전에큰영향을미쳤다. 비글호여행을

마치고돌아온찰스다윈(Darwin)은 1838년맬서스의인구에관한책을
읽었다. 1859년에출간된그의유명한저서≪종의기원에대하여≫의
서문에서그가쓴글은다음과같다.
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“다음 장에서는세계의모든생물이높은기하급수적비율

로증식하는결과필연적으로일어나는생존을위한투쟁에

대해다루려한다. 이는맬서스의원리를모든동식물계에

적용한것이다.”

다윈과동시에진화론을발전시킨앨프리드러셀월리스(Wallace)도맬
서스의책을읽은후그의아이디어가나왔다고말했다.

이와는대조적으로카를마르크스(Marx)는≪자본론≫의각주에서
맬서스의책의성공에대한다른관점을보여준다.

“만약독자가 1798 년에출판된맬서스의≪인구론에세이≫
를떠올린다면, 저는이작품의초판이디포, 제임스스튜어

트경, 타운센드, 프랭클린, 월리스에등의작품에서발췌한

일종의초등학교수준의표절이며자신이생각한문장이하

나도포함되어있지않다는것을상기시키겠다. 이에세이가

큰센세이션을일으킨것은단지정당의이익때문이었다.

프랑스혁명은영국에서열정적인지지자를얻었고, 18세기
에천천히발전된≪인구론≫은큰사회적위기의한가운데

드럼과트럼펫소리와함께콩도르세등의교훈에대한절대

적인해독제로선언되었으며,이는영국귀족들에게인간의

발전에 대한 갈망의 대폭파자로 환영받았다. 예상치 못한

성공에놀란맬서스는자신의책에미처발견하지못한새로

운소재를추가하면서겉보기만으로조합한자료를채우기

시작했다”

물론맬서스의논제가완전히새로운것은아니었다. 예를들어,인구

가기하급수적으로증가하는경향이있다는것은 3장에서봤듯오일러가
반세기전에이미했던생각이지만맬서스1의아이디어로자주언급된

다. 그러나맬서스는이아이디어를실제입법문제와논쟁적인방식으로

연결하여대중에게알렸다. 아이러니하게도맬서스의출산제한제안이

가장눈에띄게적용될곳은공산당집권하의중국이었다 (25장참조).
1피셔(14장및 20장참조)는인구증가율을 ‘맬서스인구증가율’이라고불렀다. 맬서

스의저서에서그는쥐스밀히의연구를언급했다.
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베르휼스트와로지스틱방정식(1838)

1838년벨기에의수학자베르휼스트는기하급수적성장방정식을
일반화하되인구의최대치를고려한로지스틱방정식을도입했다.

그는여러국가, 특히벨기에의데이터를사용하여미지의매개변

수를추정했다. 베르휼스트의연구는 1920년대에이르러서야재발
견되었다.

피에르-프랑수아베르휼스트(Verhulst)는 1804년브뤼셀에서태어났
고, 1825년겐트대학교에서수학박사학위를취득했다. 그는정치에도
관심이많았다. 결핵치료를위해이탈리아에머무는동안그는교황청

헌법에찬성하는탄원서를제출했지만성공하지못했다. 1830년혁명과
벨기에독립이후에는 18세기애국자에관한역사에세이를발표했다.
1835년에는브뤼셀에새로설립된자유대학교의수학교수가되었다.
같은해인 1835년,통계학자이자브뤼셀천문대소장인동포아돌프

케틀레(Quetelet)는 ≪인간과인간의능력개발에관한논의≫를발표
했다. 케틀레는맬서스(Malthus)가 언급한장애물이일종의 ‘저항’을
형성하기때문에인구가오랜기간동안기하급수적으로증가할수없

다고주장했고, 그저항이유체역학에서처럼인구증가속도의제곱에

비례한다고생각했다. 이비유는실제근거는없었지만베르휼스트에게

영감을주었다.
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그림 6.1:
베르휼스트 (1804–1849)

실제로베르휼스트는 1838년에≪인구증가법칙에관한논평≫를
발표했다. 다음은몇가지발췌문이다.

“우리는유명한맬서스가인구가기하급수적으로증가하여

일정기간,예를들면 25년마다두배로증가하는경향이있다
는원리를보여주었다는것을알고있다. 이명제는식량을

구하기가점점더어려워지는것을고려할때논쟁의여지가

없다 [...].

따라서인구의실질적인증가는국가의규모와출산율에의

해제한된다. 결과적으로인구는점점더안정상태에가까

워진다.”

베르휼스트는케틀레의유체역학에대한비유가합리적이지않다는것

을깨닫고는대신시간 t에서의인구 P(t)에대한다음과같은 (여전히

다소자의적인)미분방정식을제안한것으로보인다.

dP
dt

= r P
(

1− P
K

)
. (6.1)

인구 P(t)가매개변수 K에비해작으면방정식을다음과같이근사할수

있다.
dP
dt

≈ r P .
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위방정식의해는 P(t) ≈ P(0)er t로지수함수적으로증가한다.1 P(t)가

K에가까워질수록성장률은감소한다. 심지어 P(t)가 K를초과할경우

성장률은 음수가 될 수도 있다. 방정식 (6.1)의 해의 수식을 구하려면
다니엘베르누이(Daniel Bernoulli)가 방정식 (4.5)을 풀었던것과같은
방식으로진행하면된다.

방정식(6.1)을 P2로 나누고 p = 1/P로 두면 d p/dt = −r p + r/K

를 구할 수 있다. q = p− 1/K를 사용하면 dq/dt = −r q와 q(t) =

q(0)e−r t = (1/P(0)− 1/K)e−r t를얻는다. 따라서 p(t)와 P(t)를구

할수있다.

수식을약간정리하면마침내다음과같은공식을얻는다.

P(t) =
P(0)ert

1+P(0)(ert −1)/K
. (6.2)

총인구는 t = 0시점의 P(0)에서 t →+∞시점의극한값K까지점진적으

로증가한다 (그림 6.2). 미지의매개변수 r및 K에사용한값을밝히지

않은채베르휼스트는 1817년에서 1831년사이의프랑스, 1815년에서
1833년사이의벨기에, 1811년에서 1831년사이의영국에식스주, 1796
년에서 1827년사이의러시아인구에관한데이터와자신의결과를비교
했다. 그의모델은데이터의추세와꽤잘맞았다.

1840년베르휼스트는브뤼셀왕립군사학교의교수가되었다. 이듬
해에는≪타원함수의기초논문≫을발표하고벨기에왕립아카데미에

선출되었다. 1845년에는≪인구증가법칙에관한수학적탐구≫라는
제목의논문으로인구연구를계속했다. 그는미국의인구가 25년마다
두배씩증가해왔다는맬서스의발언을회상했다(표 6.1). 연도 n+ 10

의인구와연도 n의인구의비율을계산하면각각 1.350, 1.364, 1.331,
1.335 및 1.326으로상당히일정하다는것을알수있다. 따라서인구는
평균적으로 10년마다 1.34씩, 25년마다 1.3425/10 ≈ 2.08씩곱해졌다. 따

라서거의반세기전맬서스의논문이후 25년마다두배씩계속증가해
1일반적으로불연속시간모델에서는기하급수적성장, 연속시간모델에서는지수함

수적성장이라고하지만본질적으로같은개념이다.
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그림 6.2: 벨기에인구(백만 명단위)와 로지스틱곡선. 세 개의점은 1815년,
1830년, 1845년에해당한다. 매개변수값은 1845년기록에따른값이다.

표 6.1: 미국의공식인구조사표.

연도 인구규모

1790 3,929,827
1800 5,305,925
1810 7,239,814
1820 9,638,131
1830 12,866,020
1840 17,062,566
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온것이다. 그러나베르휼스트는다음과같은말을덧붙였다.

“기하급수적인구증가가설은특수한상황에서만성립하는

것으로일반적으로이를만족할것으로주장할수는없다.

예를 들어 이가설은최초의미국식민지의경우처럼거의

무한한크기의비옥한영토에선진문명을가진사람들이거

주하게되는경우처럼매우특수한상황에만성립하게된다.”

그의 논문에서베르휼스트는 ‘로지스틱’이라고부르는방정식(6.1)을
다시언급했다. 그는곡선 P(t)가 P(t) < K/2까지는양의곡률(아래로

볼록)로 K를향해계속증가하지만 P(t) > K/2인순간음의곡률(위로

볼록)로증가한다는것을발견했다. 따라서곡선은뒤틀린문자 S의모
양을갖는다 (그림 6.2).

실제로 d2P/dt2 = r (1−2P/K)dP/dt이다. 따라서 P < K/2인경우

d2P/dt2 > 0이고, P > K/2인경우 d2P/dt2 < 0이다.

또한베르휼스트는서로다르지만동일한간격의세해의인구 P(t)

로부터매개변수 r과 K를추정할수있는방법을설명했다. 만약 P0이

t = 0시점의인구, P1이 t = T 시점의인구, P2가 t = 2T 시점의인구라면,

방정식 (6.2)에서시작하는지루한계산을통해다음이성립함을알수
있다.

K = P1
P0 P1 +P1 P2 −2P0 P2

P1
2 −P0 P2

, r =
1
T

log
[

1/P0 −1/K
1/P1 −1/K

]
.

1815년, 1830년, 1845년의벨기에인구추정치(각각 362만 7천명, 424
만 7천명, 480만천명)를사용하여 K = 6.584백만,과연간 r = 2.62%를

얻었다. 그런다음방정식(6.2)을 사용하여벨기에의인구가 1851년초
에는 499만 8천명, 1900년초에는 606만 4천명이될것이라고예측할수
있었다(그림 6.2). 베르휼스트는프랑스에대해서도비슷한연구를수행
했다. 그는 K = 39.685백만, 연간 r = 3.2%를얻었다. 그사이벨기에와

프랑스의인구가이값인K를크게초과했기때문에,로지스틱방정식은

1838년의논문에서와같이수십년의기간동안만현실적인모델이될
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수있을뿐그이상기간동안은현실적이지않다는것을알수있다.

1847년에≪인구증가법칙에대한두번째탐구≫가나왔고,여기서
베르휼스트는로지스틱방정식대신다음과같은형식으로쓸수있는

미분방정식을선택했다.

dP
dt

= r
(

1− P
K

)
.

그는이방정식이인구 P(t)가특정임계값이상일때성립할것이라고

생각했다. 방정식의해는다음과같다.

P(t) = K +(P(0)−K)e−rt/K .

벨기에에대한동일한인구통계데이터를사용하여베르휼스트는매개

변수 r과 K를새롭게추정했다. 이번에는최대인구로 K = 9.4백만을

찾았다. 이는모델선택에따라결과가얼마나달라질수있는지를보여

준다!

베르휼스트는 1848년벨기에왕립아카데미의회장이되었지만이
듬해브뤼셀에서결핵으로사망했다. 베르휼스트는여러모델방정식

사이에서망설였지만,로지스틱방정식은수십년후다른사람들에의해

독립적으로개발되었다. 로버트슨(Robertson)은 1908년에동물,식물,
인간및신체기관의개별성장을모델링하는데이방정식을사용했다.

맥켄드릭(McKendrick)과케사바파이(Pai)는 1911년에미생물개체군
의성장에사용했고,펄(Pearl)과리드(Reed)는 1920년성장세가둔화되
기시작한미국인구의증가에이방정식을사용했다. 1922년펄은마침
내베르휼스트의연구에주목했다. 그이후로로지스틱방정식은많은

연구에영감을주었다(13, 20, 24장참조). 최대인구 K는이후 ‘수용력’

으로불리게되었다.
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비에나메, 쿠르노, 그리고가족성

의멸종 (1845–1847)

프랑스의통계학자비에나메는 1845년각남성이주어진확률분포
에따라아들수를가질경우성씨가소멸될확률을계산하는방법을

알아냈다. 아들수의평균이 1보다작거나같으면성이멸종된다.
평균이 1보다크면멸종확률은엄밀히말해 1보다작다. 그의결과
에대한증거는 2년후그의친구쿠르노가쓴책에서발표되었다.
이업적은최근에야재발견되었다.

이레네쥘비에나메(Bienaymé)는 1796년파리에서태어났다. 에콜
폴리테크니크에서공부한후재무부에서경력을쌓아고위감사관의자

리에올랐다. 라플라스(Laplace)가쓴≪확률의분석이론≫이라는책에
영향을받아인구통계및의학통계(영아사망률, 출생수, 기대수명),

사법오류의확률,보험이론,투표시스템의대표성등확률이론의다양

한응용분야에대한논문을발표하기도했다.

1845년비에나메는≪곱의법칙과가족의존속기간에관하여≫라는
짧은논문을썼는데,이글은파리의철학학회회보에게재되었다. 이미

많은저자들이이주제에대해글을썼다. 맬서스(Malthus)는≪인구론≫
(1803)의 두번째판에서스위스의인구에관한장을포함시켰고, 이에
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그림 7.1: 비에나메 (1796–1878) 과쿠르노 (1801-1877).

주목했다.

“베른 마을에서 1583년부터 1654년까지 주권 의회는 부르
주아지에 487개의가문을인정했는데,이중 379개가문이 2
세기동안멸종했고 1783년에는 108개가문만이남았다.”

1842년토마스더블데이(Doubleday)는더나아가귀족이나부르주아출
신의상류층가문이하류층가문보다사라지는경향이더크다고주장했

다. 프랑스에서도 1844년에밀리트르(Littré)가오귀스트콩트(Comte)
의실증주의철학을소개하는글에서비슷한아이디어를제시했고, 1845
년비에나메의친구인베누이스탕드샤토네프(Châteauneuf)가≪프랑
스귀족가문의존속기간에관하여≫라는에세이를발표했다.

이러한맥락에서비에나메는한국가의인구가기하급수적으로증

가하는경향이있는반면많은수의가문이사라지는이유를설명하려고

했다. 이 문제를해결하기위해그는모든남성이동일하게 0, 1, 2, 3,
…명의성인이될아들을가질확률을갖는단순한경우를고려했다. 더
정확하게는한남성이 n세대후에자신의성을가진자손을낳을확률은

얼마인가하는질문을생각했다. 평균아들수가 1보다작다면,이확률은
n이무한대로증가함에따라 0이되는경향이있다는것이분명하다. 비
에나메는아들이없을확률이 1/2이고아들이둘일확률이 1/2인경우와
같이아들의평균수가정확히한명인경우에도같은결론이유지된다는
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것을알아냈다(그림 7.2).1 그러나이경우 n세대에자손이있을확률은

더천천히 0이되는경향이있다. 이예에서는 35세대가지난후에도 5%�
확률이다. 즉, 1세기당 3세대가있는경우 11세기또는 12세기가지난
후에도 자손이 있을 확률은 5% 이다.2 비에나메는 마침내 평균 아들
수가한명보다많으면가계의멸종이확실하지않으며그확률은대수

방정식을풀어서계산할수있다는것을발견했다.

그림 7.2: 인위적으로만든가계도의예. 조상이나무의맨위에있다. 각세대에
서남성에게아들이없을확률이 1/2, 아들이둘일확률이 1/2이다.

비에나메의글에는더자세한설명이포함되어있지않았다. 1847년
그의친구이자수학자이자경제학자인앙투안오귀스탱쿠르노(Cournot)
는≪대수와기하학사이의대응의기원과한계에관하여≫라는제목의

책에몇가지세부사항을포함시켰다. 그는이문제를확률게임의형태

로제시했지만, 이문제가성의소멸에관한비에나메의연구와동일하

다는점을인정했다. 가족성의관점에서해석을유지한다면, 쿠르노는

먼저남성이최대두명의아들을가진특수한경우를고려했는데, p0, p1,

p2는각각아들을 0, 1, 2명가질확률이다. 물론 p0 + p1 + p2 = 1이다.

한조상으로부터시작했을때, 단한세대만에멸종할확률, 즉 x1은당

연히 p0과같다. 2세대내에멸종할확률은 x2 = p0 + p1 x1 + p2 x1
2이다.

즉, 1세대에이미멸종했거나(확률 p0), 1세대에아들한명만있었고더

1모든남성이정확히한명의아들을둔경우는예외이다.
2아래에서다루겠지만이확률은 1−x35와같으며,여기서 xn+1 =

1
2 +

1
2 xn

2, x0 = 0이다.
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이상아들인자손이없거나(확률 p1 x1), 1세대에아들둘이있었는데각
아들마다아들자손이없는경우(확률 p2 x1

2)이다. 보다일반적으로, n

세대내에멸종할확률은 xn = p0 + p1 xn−1 + p2 (xn−1)
2이다. 예를들어

첫번째세대에두아들이있다면(확률 p2), 그가족은 n−1세대후(즉, n

세대에) (xn−1)
2와같은확률로멸종할것이다. 쿠르노는 xn이모든 n에

대해 xn ⩽ 1인증가수열이라는것을알아냈다. 따라서 xn은 x∞ ⩽ 1의극

한을가지며,이는 x = p0 + p1 x+ p2 x2방정식의해이다. p1 = 1− p0 − p2

를사용하면이방정식은 0 = p2(x− 1)(x− p0/p2)와동일하다. 따라서

x = 1과 x = p0/p2의두가지근이있다. 아들의평균수 p1 +2p2에따라

세 가지 경우를 구분할 수 있는데, 이는 1− p0 + p2와 같으며이를 R0

이라고부른다. 만약R0 < 1이면 p0/p2 > 1이된다. 따라서 x = 1은극

한 x∞이될수있는유일한값이다. 확실히가문은멸종할것이다. 만약

R0 = 1이라면두근은모두 1이고결론은동일하다. 만약R0 > 1이라면,

쿠르노는 p0 = 0이라는특수한경우에서소멸확률은분명히 0이어야
하기때문에 x∞는두번째근 p0/p2와같아야한다고주장했다.

쿠르노는남성이 p0, p1, ..., pm의확률로최대 m의아들을가질수

있는보다일반적인경우를간략하게언급했다. 결론은같은방식으로

아들의 평균 수 R0 = p1 + 2p2 + · · ·+mpm의 1에 대한 크기에 따라 달
라진다. x∞에대한방정식 x = p0 + p1 x+ · · ·+ pm xm은항상근 x = 1을

갖는다. 다른양의근은단하나뿐이며, 이근은R0 > 1일때소멸확률

x∞을나타낸다.

안타깝게도비에나메의논문과쿠르노의책에실린몇페이지는당

시에는전혀주목받지못했다. 이논문은 1970년대에야,책은 20년이더
지난후에야주목받았다! 그사이이문제와해결책은다른사람들에의

해재발견되었고이주제는상당히발전했다. 이는 9장, 17장, 18장에서
다시다룰예정이다.

1848년혁명이후비에나메는재무부에서일하던직장을그만둬야
했다. 그가가장적임자였던파리대학의확률론교수자리도다른사람

에게돌아갔다. 그럼에도불구하고비에나메는 1850년이후재무부에서
다시일할수있었지만 1852년사임했다. 그해말,그는과학아카데미에



7장 55

선출되어통계분야의전문가로활동했다. 1853년그는현대교과서에서
’비에나메-체비쇼프’부등식이라고부르는것을증명했다. 1875년그는
새로창설된프랑스수학회의회장이되었다. 그는 1878년파리에서사
망했다.
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멘델과유전형질 (1865)

1865년멘델은완두콩의교배에관한선구적인실험결과를발표했
다. 그의분석은기본적인확률이론을사용했다. 그는또한자가

수정식물집단에대한동역학모델을고안했다. 1900년에야재발
견된그의연구는유전학의역사에서이정표가되었다.

요한멘델(Mendel)은 1822년당시오스트리아제국의일부이자현재
체코의일부인모라바에서태어났다. 그의아버지는소작농이었다. 고등

학교성적이좋았고건강이좋지않았던멘델은가족농장에서일하기보

다는계속공부하는것을선호했다. 그러나그는대학에갈형편이되지

못했다. 그래서 1843년브륀(현재브르노)에있는성토마스수도원에
들어가그레고르라는이름을얻었다. 그는신학을공부했지만농업에

관한몇가지수업도들었다. 1847년그는사제서품을받았다. 그는몇
년동안고등학교에서가르쳤지만일반교수가되기위한시험에떨어

졌다. 1851년에서 1853년사이에그는성직자단의지원덕분에비엔나
대학교에서물리학,수학및자연과학과정을수강하면서학업을계속할

수있었다. 그후브륀으로돌아와기술학교에서물리학을가르쳤다.

1856년부터 1863년까지멘델은수도원정원에서수많은식물에대한
일련의실험을수행했다. 1865년그는자신이회원으로있던브륀의자
연사학회회의에서두차례에걸쳐자신의연구결과를발표했다. 그의
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그림 8.1:
멘델 (1822–1884)

연구결과인≪식물의잡종에관한실험≫은이듬해독일어로학회회보

에게재되었다. 멘델은자가수정으로자연번식하며씨앗이둥글거나

주름진,노란색또는녹색등쉽게식별할수있는다양한형태를띠는식

물인완두콩의변이를연구하게된배경을설명했다. 그는순종의둥근

씨앗을가진식물과순종의주름진씨앗을가진식물을교배하면항상

둥근씨앗을가진잡종을얻는다는사실을발견했다. 그는 ‘둥근씨앗’의

특성을우성, ‘주름진씨앗’ 특성을열성이라고불렀다. 그는같은방식

으로 ‘노란씨앗’ 특성이우성이고 ‘녹색씨앗’ 특성이열성이라는것을

보여주었다.

그후멘델은잡종종자에서자란식물의자가수정이우성또는열성

형질을가진 1세대새종자를무작위비율로생성한다는사실을발견했
다. 또한,그는실험을여러번반복함으로써열성특성보다우성특성을

가진씨앗을평균적으로약 3배더많이얻었다는사실을발견했다. 예를
들어,그는첫번째실험에서총 5,474개의둥근씨앗과 1,850개의주름진
씨앗을얻었으며이는 2.96 대 1의비율에해당한다. 두번째실험에서는
총 6,022개의노란색씨앗과 2,001개의녹색씨앗이생성되어 3.01대 1의
비율을보였다.1

1이후피셔(R. A. Fisher)가 보였듯이(14장참조), 실험결과가이론적값에그토록
근접할확률은상당히작다. 멘델은아마도자신의데이터를정리했을것이다. 예를들어,
n = 6,022+ 2,001 = 8,023개의씨앗에관한두번째실험에서비율이 3과 0.01 미만으로
다를확률은약 10%� 불과하다.
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멘델은또한우성형질을가진 1세대의씨앗에서자란식물중에서
자가수정을통해우성또는열성형질을가진씨앗을생성한식물의수

가우성형질만가진씨앗을생성한식물수의약 2배에달한다는사실을
알아냈다. 예를들어, 1세대의둥근씨앗에서자란 565개의식물중 372
개는둥근씨앗과주름진씨앗을모두생성한반면, 193개는둥근씨앗만
생성했다. 즉, 비율은 1.93이다. 마찬가지로 1세대의노란색씨앗에서
자란 519개식물중 353개는노란색과녹색씨앗을모두생성한반면 166
개는노란색씨앗만생성했으며,그비율은 2.13이다.
이러한결과를설명하기위해멘델은씨앗의겉으로드러나는특성을

두개의숨겨진요소가연관된결과로간주하는기발한아이디어를냈는

데,각요소는우성(A로표기)또는열성(a로표기)이다. 따라서가능한

조합은AA, Aa및 aa의세가지다. AA또는Aa를가진씨앗은동일한우성

의형질 A를갖는다. aa를가진씨앗은열성형질질 a를갖는는다. 또한

멘델은수정과정에서꽃가루입자와밑씨(생식세포)가두가지요소중

하나를전달하며,각요소는 1/2의확률로전달된다고가정했다.
따라서순수계통의 AA와 aa를교배하면모두 Aa로우성형질 A를

갖는잡종이생성된다. 잡종 Aa의생식세포는 1/2 확률로요소 A를전

달하고 1/2 확률로 a를전달한다. 따라서잡종종자 Aa에서자란식물의

자가수정은표 8.1에표시된것처럼 1/4 확률로 AA, 1/2 확률로 Aa, 1/4
확률로 aa를생성한다.

표 8.1: 잡종 Aa를자가수정했을때가능한결과와각결과에대해암생식세포
(행)와수생식세포 (열)에의해전달되는요소에관한함수로서의확률.

요소 A a
확률 1/2 1/2

A AA Aa
1/2 1/4 1/4
a Aa aa

1/2 1/4 1/4

멘델은 1 : 2 : 1인 AA : Aa : aa의비율이 (A+ a)2 = AA+ 2Aa+ aa의

계산으로도구할수있다는것을알아냈다. 씨앗 AA와 Aa는형질 A를가

지고있고씨앗 aa만형질 a를가지고있기때문에실제로 A형질을가진
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씨앗이 a형질을가진씨앗보다세배더많다. 또한, AA보다평균적으로

두배더많은 Aa씨앗이있다. 전자에서자란식물의자가수정은우성

(AA또는 Aa) 또는 열성 (aa)의 특성을가진씨앗을생성한다. 씨앗 AA

에서자란식물의자가수정의경우, 항상우성특성을가진씨앗 AA을

갖게된다. 이렇게모든관찰이설명된다.

멘델은다음세대에대해서도살펴봤다. N개의잡종씨앗 Aa에서시

작해각식물이자가수정으로 4개의새로운씨앗만생성한다는가정을
통해그는 n세대의평균씨앗수 (AA)n, (Aa)n 및 (aa)n을표 8.2과같이
계산했으며,명확성을위해결과를 N으로나눴다.

표 8.2: 잇따른세대.
n 0 1 2 3 4 5

(AA)n 0 1 6 28 120 496
(Aa)n 1 2 4 8 16 32
(aa)n 0 1 6 28 120 496
총개수 1 4 16 64 256 1,024

위의결과는다음의공식에서간단히도출된다.

(AA)n+1 = (Aa)n +4(AA)n , (8.1)

(Aa)n+1 = 2(Aa)n , (8.2)

(aa)n+1 = (Aa)n +4(aa)n , (8.3)

이 공식은 AA가자가수정후 4개의씨앗 AA을생성하고, aa는 4개의
씨앗 aa을생성하며, Aa는평균적으로 1개의씨앗 AA, 2개의씨앗 Aa,

1개의씨앗 aa를생성한다는뜻이다. 멘델은또한다음과같은사실을

발견했다.

(AA)n = (aa)n = 2n−1(2n −1) , (Aa)n = 2n.
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실제로방정식(8.2)과초기조건 (Aa)0 = 1에서 (Aa)n = 2n가얻어진

다. 이를방정식 (8.1)에대입하면 (AA)n+1 = 4(AA)n +2n을구할수

있다. 우리는 c = −1/2일때 (AA)n = c2n이특수해라는것을쉽게

알수있다. 제차방정식 (AA)n+1 = 4(AA)n의일반해는 (AA)n =C 4n

이다. 마지막으로이두해를더하면 (AA)n =C 4n −2n−1은C = 1/2

일때초기조건 (AA)0 = 0을만족한다는것을알수있다. 수열 (aa)n

의경우, (AA)n과동일한점화식과초기조건을만족한다. 따라서

(aa)n = (AA)n이다.

결론적으로, 전체개체군에서잡종 Aa의비율은 2n/4n = 1/2n 이며,

각세대마다자가수정에의해 2로나뉜다.
멘델의연구는그의생애동안전혀주목받지못했다. 몇년후멘델은

다른식물종에대해서도비슷한실험을시도하고기상학에관한몇편의

논문을발표했으며꿀벌의유전에대해조사했다. 1868년수도원장이
된후그는대부분의시간을행정문제를관리하는데보냈다. 그는 1884
년에사망했다.

1900년에이르러서야멘델의연구는암스테르담의휘호더프리스
(de Vries), 튀빙겐의칼코렌스(Correns), 비엔나의에리히폰체르마크
(Tschermak)에의해거의동시에독립적으로재발견되었다. 이로써오
늘날우리가유전학이라고부르는새로운시대가열리게된다.
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골턴,왓슨,그리고소멸문제(1873–
1875)

1873년영국의통계학자골턴과그의동료수학자왓슨은비에나메
의연구를알지못한채가족성의소멸문제를고민했다. 왓슨은각

세대남성수의확률분포와관련된생성함수가재귀적으로계산될

수있다는것을알아냈다. 그러나그는절멸확률을잘못분석했다.

프랜시스골턴(Galton)은멘델(Mendel)과같은해인 1822년영국버
밍엄근처에서태어났다. 그는일곱자녀중막내였으며아버지는부유한

은행가였다. 또한찰스다윈(Darwin)의 외사촌이었다. 골턴은 1838년
버밍엄의한병원에서의학을공부하기시작했고,이후런던에서학업을

이어나갔다. 1840년여름, 그는이스탄불까지유럽을횡단하는첫장거
리여행을떠났다. 그 후케임브리지대학교의트리니티칼리지에서 4
년간공부했다. 하지만 1844년아버지가사망하면서상당한재산을남
겼고, 골턴은의사가되겠다는생각을접었다. 그는이집트, 수단, 시리

아로여행했다. 그 후몇년동안그는사냥을하거나열기구와보트를

타고여행하거나전기전신을개선하는데시간을보내며여유로운생

활을즐겼다. 1850년에는남서아프리카(현나미비아)로탐험대를꾸려
탐험을떠났다. 1852년영국으로돌아온그는왕립지리학회회원으로



62

선출되었다. 그곳에서그는나일강의근원을찾기위해동아프리카로

떠난탐험대의동향을파악할수있었다. 런던에정착한그는여행자를

위한가이드북을저술하였고그책은베스트셀러가되었다. 1856년에는
왕립학회 회원으로 선출되었다. 이후 그는 기상학에 관심을 갖고 ‘안

티사이클론’이라는단어를새로만들었다. 1859년사촌다윈이≪종의
기원≫을출간한후골턴은유전학연구로방향을전환했다. 그는 1869
년에≪유전적천재≫를출판하여지적능력이유전에의해전달될수

있다고주장했다.

그림 9.1: 골턴(왼쪽)과왓슨(오른쪽).

1873년스위스의식물학자알퐁스드캉돌(Candolle)은≪유전,변이,
선택이인간종의발달과미래에미치는각각의영향≫에대한에세이를

담은≪과학과과학자의 200년사≫라는제목의책을출간했다. 여기서
그는다음과같은발언을했다.

“베누아스드샤토네프, 골턴및기타통계학자들의정확한

정보와합리적의견들중나는그들이언급했어야했던필연

적인성씨의소멸에대한발언을보지못했다. 물론모든성은

소멸될수밖에없다 [...] 수학자는한커플이여성또는남성

의자녀를가질확률과자녀를갖지않을확률을알고있다면

성이나호칭의감소가어떻게일어날지계산할수있다.”
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이것은 1845년비에나메가연구했던것과같은문제이다. 그러나비에나
메의연구를알지못했던캉돌은모든가족성은소멸할수밖에없다고

생각했다. 골턴은캉돌의책에서위의단락을발견했다. 그역시비에나

메의연구에대해알지못했기때문에골턴은이문제를≪Educational
Times≫의독자들에게공개문제로제기했다.

“문제 4001: 각각다른성씨를가진 N명의성인남성을가진

무리가한지역에살고있다. 이무리의인구중성인남성만

을고려한다. 무리의각세대에서성인남성의 a0 퍼센트는

성인이될남자자녀가없고, a1는성인이될남자자녀를 1
명, a2는 2명,그리고 a5는 5명갖는다.

(1) r세대가지나면무리의성씨중몇퍼센트가소멸될것인

지, 그리고 (2) m명의사람들이가지고있는성씨의수는몇

개가될것인지구하라.”

문제의두번째부분은비에나메에의해제기되지않은새로운문제임을

알수있다. 골턴은저널독자들로부터만족스러운답을얻지못했고그

스스로도문제의해답을찾을수없었던것같다. 그래서그는친구인

수학자헨리윌리엄왓슨(Watson)에게이문제를풀어달라고부탁했다.
왓슨은 1827년런던에서태어났다. 아버지는영국해군장교였다.

왓슨은런던의킹스칼리지에서공부한후 1846년부터 1850년까지케임
브리지대학교트리니티칼리지에서수학으로전향하여골턴보다몇년

뒤인 1846년부터 1850년까지수학을전공했다. 그는트리니티칼리지
의펠로우,런던시티대학교의조교,킹스칼리지의조교수, 1857년부터
1865년까지해로우스쿨의수학교수를연이어역임했다. 산악등반에
관심이많았던그는 1855년스위스몬테로사산정상에오른탐험대의
일원이었다. 1856년부제서품을받았고 2년후에는성공회사제로서
품되었다. 1865년부터은퇴할때까지코번트리인근의버크스웰위드
바튼의목사로재직하며연구에몰두할충분한시간을가질수있었다.

골턴과왓슨은 1875년≪왕립인류학연구소저널≫에실린≪가족의
소멸확률에관하여≫라는제목의논문을함께썼다. 골턴이문제를제

시하면왓슨이자신의계산과도달한결론을설명했다. 그들은남자가
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최대 q명의아들을가질수있다고가정하고, pk는 k명의아들을가질

확률(k = 0,1,2, . . . ,q)이라고두었다. 즉,골턴이사용했던표기대로라면

pk = ak/100이된다. 따라서 p0 + p1 + · · ·+ pq = 1이다. 0번째세대가한
남성으로구성된상황을생각해보자. 1세대는확률 ps로 s명의남성으로

구성된다. 왓슨은그의시대에는이미잘알려진, 한 세기전아브라암

드무아브르(de Moivre)가제시한트릭을써서확률 p0, ..., pq와관련된

생성함수를고려했다.

f (x) = p0 + p1 x+ p2 x2 + · · ·+ pq xq (9.1)

마찬가지로, fn(x)를 xs의계수가 0세대의한남자로부터시작하여 n세

대에 s남성이있을확률을계수로가지는다항식이라고하자. 그러면

f1(x) = f (x)가된다. 왓슨은다음과같은사실을발견했다.

fn(x) = fn−1( f (x)) . (9.2)

이공식을사용하면 fn(x)를재귀적으로계산할수있다.

여기서 fn(x) = p0,n + p1,n x+ p2,n x2 + · · ·+ pqn,n x(q
n)로설정한다. n

세대에는최대 qn명의남성이존재할수있다. n−1세대에 1부터 s

까지번호가매겨진 s명의남성이있다면,그들의남성자손의수를

t1, …,ts라고부른다. 이경우, n세대에는다음과같은확률로 t명의

남성이존재할것이다.

∑
t1+···+ts=t

pt1 ×·· ·× pts .

s = 0일때,이확률은 t = 0일경우 1과같고 t ⩾ 1일경우 0과같다.
그러므로

pt,n = ∑
s⩾0

ps,n−1 × ∑
t1+···+ts=t

pt1 ×·· ·× pts
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이고,다음이성립한다.

fn(x) = ∑
t⩾0

pt,n xt = ∑
s⩾0

ps,n−1 ∑
t⩾0

∑
t1+···+ts=t

(pt1 xt1)×·· ·× (pts xts)

= ∑
s⩾0

ps,n−1
[
p0 x0 + p1 x1 + p2 x2 + · · ·

]s

= ∑
s⩾0

ps,n−1[ f (x)]s = fn−1( f (x)) .

특히 n세대내에성이소멸할확률 xn은 p0,n과같으며, 이는 fn(0)과동

일하다. 첫번째예로,왓슨은다음과같이두었다.

f (x) = (1+ x+ x2)/3,

즉, q = 3및 p0 = p1 = p2 = 1/3이다. 그는방정식(9.2)을사용하여 n =

1, . . . ,4에대한다항식 fn(x)를계산했다. 예를들어다음과같은결과를

얻었다.

f2(x) =
1
3

[
1+

1+ x+ x2

3
+

(
1+ x+ x2

3

)2
]
=

13+5x+6x2 +2x3 + x4

27

그리고 f2(0) = 13/27 ≈ 0.481이다. n ⩾ 3에대한 fn(x)의계산은매우

길어져서 n = 4의경우왓슨이계산실수를할정도였다. x5 = f5(0) =

f4( f (0))를이용하면 f5(x)의계산을피할수있고, 다음과같이소멸할

확률 xn = fn(0)을구할수있었다.

x1 ≈ 0.333, x2 ≈ 0.481, x3 ≈ 0.571, x4 ≈ 0.641, x5 ≈ 0.675 .

정확한값은 x4 ≈ 0.632와 x5 ≈ 0.677이며,이는비에나메가도출한간단

한공식 xn = f (xn−1)를사용하여확인할수있다. 17장에서살펴보겠지
만,위의공식은방정식(9.2)에서도도출할수있다.
왓슨은첫번째예제에서각남성이평균적으로R0 = p1+2 p2+ · · ·+

q pq의아들을가지고있으며그의첫번째예에서R0 = 1이라는것을알

아냈다. 따라서초기남성가족구성원의수가충분히많으면가족규모
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가거의일정하게유지될것이라고생각할수있다. 그럼에도불구하고

왓슨은절멸확률 xn이매우느리지만 n →+∞가되면 1로수렴한다고주
장했다. 즉,캉돌이주장한대로모든가족이멸종에도달한다는것이다.

원본 기사에는그려져있지않은그림 9.2(왼쪽)와 비에나메의결과를
보면첫번째예에대한결론이옳다는것을확인할수있다.

0 1

1

0 1

1

그림 9.2: 함수 y = f (x)와 y = x의그래프. n세대내의소멸확률 xn = f (xn−1)
는 n번째 ‘계단칸’까지의높이이다. 왼쪽: f (x) = (1+ x+ x2)/3. 오른쪽: f (x) =
(3+ x)5/45.

두번째예로,왓슨은다음의이항확률분포를고려했다.

pk =

(
q
k

)
aq−k bk

(a+b)q . (9.3)

생성함수(9.1)는 f (x)= (a+bx)q/(a+b)q이다. 왓슨은 f2(x)와 x2 = f2(0)

를계산했다. 여기서그는 x2 = f (x1)이고모든 n에대해 xn = f (xn−1)이

라는것을깨달았다. 그러나그는이공식이이항분포의특수한경우

(9.3)에만적용된다고생각했다. 이공식을 q = 5, a = 3, b = 1인경우에

적용하여다음과같은결과를얻었다.

x1 ≈ 0.237, x2 ≈ 0.347, x3 ≈ 0.410, . . . x9 ≈ 0.527, x10 ≈ 0.533, . . .
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왓슨은 xn이 n → +∞일때 극한값 x∞에 수렴해야 하며, x∞ = f (x∞) =

(a+ bx∞)
q/(a+ b)를만족한다는것을깨달았다. 그는 x = 1이이방정

식의해라는것을알았지만R0 > 1일때다른해가있을수있다는것을

깨닫지못했다. 그래서그는캉돌의오류의영향으로방금고려한수치

적예를포함해모든경우에소멸(x∞ = 1)하게된다고잘못결론내렸다.

그림 9.2(오른쪽)는이것이사실이아님을보여준다!
왓슨은이예시에서평균아들수가 1보다크다는것을알아냈다 (계

산해보면R0 = qb/(a+b) = 5/4가된다.). 이는인구가기하급수적으로

증가하는경향이있다는것을의미한다. 그러나이것은그가자신의오류

를발견하는데도움이되지않았다. 그는심지어이항분포의경우뿐만

아니라모든확률분포 (pk)에대해성의소멸이확실하다고추측했다.

이문제는 17장과 18장에서다시다루겠다.
골턴은 왕립학회 회원들의 계보에 초점을 맞춘 ≪영국 과학자, 그

들의본성과양육≫이라는제목의책을내며가족에대한통계연구를

이어나갔다. 그는또한인체를측정하는인체측정학에도관심을갖게

되었다. 그는 1884년런던에서열린국제박람회참가하여많은사람들의
데이터를수집했다. 그의결과는 1889년≪자연의유전≫이라는제목의
책으로출판되었으며, 부록에는왓슨과공동으로작성한그의논문이

실렸다. 이책에는 ‘백분위수’와 ‘사분위수’와같은새로운통계어휘와

‘우생학’, 즉 유전적특성의관점에서인간종의개량이라는단어도소

개되었다. 1888년이후골턴은몇년후영국경찰이사용하게될지문
인식기술을개발했다. 또한쌍둥이의신체적, 지적특성, 여러세대에

걸쳐자란완두콩의크기또는실험실에서사육된쥐의색깔에대한유전

(본성)과환경(양육)의각기다른역할에대해연구를이어나갔다. 이를

통해그는두변수간의 ‘상관계수’라는개념을고안했다. 1904년런던
유니버시티칼리지내에골턴연구소가설립되었다. 골턴은 1909년기사
작위를받았으며 1911년에사망했다.
왓슨은 1876년에기체의운동이론에관한논문, 1885년과 1889년두

권에걸친전기와자기의수학적이론에관한논문등여러권의저서를

출간했다. 1881년왕립학회에선출되었고 1903년브라이턴에서사망
했다.
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1924년,칼피어슨(Pearson)은골턴전기의두번째권에서가족성의
소멸에 관한 논설의 오류를 알아차리지 못한 채 요약했다. 이 오류는

1930년에마침내발견되었다 (18장참고).

참고문헌

1. De Candolle, A.: Histoire des sciences et des savants depuis deux siè-
cles. Georg, Genève (1873). archive.org

2. Galton, F.: Natural Inheritance. Macmillan, London (1889). gal-
ton.org

3. Galton, F.: Memories of my Life. Methuen & Co., London (1908).
galton.org

4. Kendall, D.G.: Branching processes since 1873. J. Lond. Math.
Soc. 41, 385–406 (1966)

5. Pearson, K.: The Life, Letters and Labours of Francis Galton, vol.
1/2. Cambridge University Press (1914/1924). galton.org

6. S.H.B.: Henry William Watson, 1827–1903. Proc. R. Soc. Lond. 75,
266–269 (1905). gallica.bnf.fr

7. Watson, H.W., Galton, F.: On the probability of the extinction of
families. J. Anthropol. Inst. 4, 138–144 (1875). galton.org

http://www.archive.org/details/histoiredesscie00candgoog
https://galton.org/books/natural-inheritance/index.html
https://galton.org/books/natural-inheritance/index.html
https://galton.org/books/memories/index.html
https://galton.org/pearson/index.html
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k56168b/f279.item
https://galton.org/essays/1870-1879/galton-1874-jaigi-family-extinction.pdf


10장

로트카와안정적인인구이론

(1907–1911)

1907년미국의화학자앨프리드로트카는연속시간모델을사용하
여출생률,연령별사망률,인구증가율간의관계를연구하기시작

했다. 1911년그는 F. R.샤프와함께같은주제에대한또다른논문
을발표했는데, 여기에는연령별출산율도포함되어있었다. 인구

증가율을나타내는암시적방정식은흔히 ‘로트카방정식’이라고

불린다.

앨프리드제임스로트카(Lotka)는 1880년오스트리아-헝가리제국
의일부였던렘베르크(현재우크라이나의리비우)의미국인부모사이

에서태어났다. 그는프랑스와독일에서공부를시작했고이후 1901년
영국버밍엄대학교에서물리학및화학학사학위를받았다. 그후 1909
년노벨화학상수상자인빌헬름오스트발트(Ostwald)가화학과생물학
에서열역학의역할을강조하던라이프치히에서 1년을보냈다. 1902년
뉴욕에정착한로트카는제너럴케미컬컴퍼니에서일하기시작했다.

1907년과 1911년에로트카는같은주제에대한오일러(Euler)의 연
구를알지못한채연령구조의인구역학에대한연구를시작했다 (3장
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그림 10.1:
로트카 (1880–1949)

참조).1 오일러와달리그는시간과나이가연속적인변수라고가정했

다. 시간 t에서남성출생률(단위시간당남아출생자수)을 B(t), 나이 x

에서아직살아있을확률을 p(x), 나이 x에서출산율을 h(x)라고한다. dx

가무한히작다면 h(x)dx는한남성이나이 x에서 x+ dx사이에신생아

아들을가질확률이다. 출생시기대수명은다음과같다.∫ +∞

0
p(x)dx.

또한 B(t − x) p(x)dx는 시간 t − x와 t − x+ dx 사이에 태어나 시간 t에

여전히 살아 있는 남자의 수이다. 이 남자들은 시간 t에 단위 시간당

B(t − x) p(x)h(x)dx명의아들을가진다. 따라서시간 t의총남성출생률

은다음과같다.

B(t) =
∫ +∞

0
B(t − x) p(x)h(x)dx.

이적분방정식에대해 B(t) = ber t 형식의지수해를구하기위해로트카

는양변을 B(t)로나눈후다음의방정식을구했다.

1 =
∫ +∞

0
e−r x p(x)h(x)dx . (10.1)

1두번째논문은코넬대학의수학자 F.R. Sharpe와공동으로작성했다.
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인구통계학자들은이방정식을 ‘로트카의방정식’이라고부른다.2 오일

러는시간과연령이이산변수일때성장률에대한유사한암시적방정식

(3.1)을구했다. 로트카는 (10.1)의우변이 r의감소함수이며, r →−∞일
때는+∞로, r →+∞일때는 0에가까워지는경향이있다는것을알아냈
다. 따라서방정식(10.1)이성립하는 r의고유한값이있다 (이를 r∗라고

하겠다.). 게다가, r∗ > 0은다음과동치이다.

R0 =
∫ +∞

0
p(x)h(x)dx > 1 . (10.2)

매개변수R0(이표기는 1925년더블린과로트카에의해도입되었다.)는
한남성이평생동안가지는평균아들수이다.

로트카는인구의초기연령구조에상관없이단위시간당남성출생

자수는 t →+∞일때 B(t)∼ ber∗t가된다고하였다 (b는상수).3 따라서

총인구는다음과같이주어진다.

P(t) =
∫ +∞

0
B(t − x) p(x)dx .

여기서 P(t)도 t → +∞일때 er∗t처럼증가하거나감소하게되며성장률

은 r∗와같다. 또한인구의연령분포는 B(t − x) p(x)/ P(t)로주어지며,

다음에가까워진다.
e−r∗x p(x)∫ +∞

0 e−r∗y p(y)dy
.

로트카는 이를 ‘안정된 인구’라고 불렀는데, 연령 피라미드는 시간이

지나도같은모양을유지하지만총인구는기하급수적으로증가하거나

감소한다. 이결론은오일러의이산시간모델에서와동일하다. 하지만

로트카의연구는연령에따른출산율의차이를고려하므로어떤의미에

서오일러의연구보다더일반화된것이다.

로트카는평생동안이주제에대한연구를계속했다. 1908 ~1909년

2R. A. 피셔는 1927년에독립적으로동일한방정식에도달했으며, 이후자연선택에
의한진화이론에서해 r∗를 ‘다윈적적합성’의척도로해석했다.

3이는 1941년당시미국브라운대학교의수학과교수였던윌리펠러에의해엄밀하게
증명되었다. 확률론적인접근방법은 1968년크럼프,모드,예거스에의해개발되었다.
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에는코넬대학교에서석사학위를취득하기위해학업을재개했다. 1909
년부터 1911년까지국립표준국에서근무했으며, 1911년부터 1914년까
지≪사이언티픽아메리칸서플리먼트≫저널의편집자로일했다. 1912
년에는버밍엄대학교에서 1907년부터발표한인구역학및인구통계에
관한논문을정리하여박사학위를받았다. 제1차세계대전중에는다시
제너럴케미컬컴퍼니에서일하며대기중질소를고정하는방법에대해

연구했다. 1920년에는생물학적진동에관한그의논문중하나( 13장
참조)가당시막로지스틱방정식(6장참조)을 ‘재발견’한존스홉킨스
대학의계량생물학교수레이몬드펄(Pearl)에게 깊은인상을남겼다.
뉴욕록펠러의학연구소에취직하기를원했던로트카는로스(Ross)가
개발한말라리아에관한수리모델을연구했다 (12장참조). 마침내그는
존스홉킨스대학에서 2년간의장학금을받아 1925년에출판된≪물리
생물학의기초≫라는책을저술할수있었다. 그 후그는뉴욕에있는

메트로폴리탄생명보험회사의연구부서장이되었다. 그는인구통계학

적질문에대한수학적분석에중점을두고통계학자이자부사장인그의

동료루이이스라엘더블린과공동으로≪사람의금전적가치≫(1930),
≪수명≫(1936), ≪25년간의건강증진≫(1937)등여러권의책을출간했
다. 또, 1938~1939년의미국인구학회회장직에선출되었다. 그의다양한
통계연구중 ‘로트카의법칙’(1926년으로거슬러올라감)은특정과학
분야에서 n편의논문을쓴저자의수가 n이증가함에따라대략 1/n2로

감소한다는법칙을말한다.

로트카는 ≪생물학적 연관성 분석 이론≫이라는 제목의 프랑스어

책도출간했다. 이책의첫번째파트는좀더철학적이며 1934년에출간
되었다. 1939년에출간된좀더테크니컬한두번째파트는 1907년이후
인구학에대한그의모든연구를요약한것이다. 그의저서에서로트카

는가족성의소멸문제에대한그의기여도다루었다. 1930년이주제에
대한스테펜센(Steffensen)의 첫번째논문이발표된후 (18장참조), 그
는 1920년미국백인인구조사에포함된데이터에이이론을적용했다.
그는관찰된아들수의분포 (pk)k⩾0가모든 k ⩾ 1에대해서다음과같이
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감소하는기하급수에의해잘근사된다는사실을발견했다.

p0 = a, pk = bck−1 (k ⩾ 1).

여기서 a = 0.4825, b = 0.2126, c = 1−b/(1−a)이다. 그러면∑k⩾0 pk = 1

이된다. 여기서생성함수는다음과같다.

f (x) = a+b
+∞

∑
k=1

ck−1 xk = a+
bx

1− cx
.

x = f (x)방정식의두해는 x = 1과 x = a/c이다. 절멸확률 x∞는이두해

중가장작은해이다(7장참조). 미국에대한수치로그는 x∞ ≈ 0.819를

구했고,평균아들수는R0 = f ′(1) = (1−a)2/b ≈ 1.260였다. 평균자녀

수(아들, 딸포함)가 2.5명에가까운데도불구하고가족성이소멸할확
률은 80% 이상이다.
로트카는 1942년미국통계학회회장으로선출되었다. 그는 1947년

에은퇴하고 1949년뉴저지에서사망했다. 1925년에출간된그의책의
개정판은 1956년에≪수리생물학의기본≫이라는조금다른제목으로
출간되었다.
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하디-바인베르크법칙 (1908)

1908년영국의수학자하디와독일의의학자바인베르크는멘델의
법칙에따라무작위로짝짓기를하는무한히큰집단에서두대립

유전자에서 얻은 유전자형의 빈도가 세대를 거쳐 일정하게 유지

된다는사실을독자적으로발견했다. 그들의수학적모델은인구

유전학의출발점중하나였다.

고드프리해럴드하디(Hardy)는 1877년영국서리주에서태어났다.
그의부모님은교사였다. 1896년부터케임브리지대학교트리니티칼리
지에서수학을공부했고, 1900년에는같은대학의펠로우가, 1906년에는
수학교수가되었다. 첫번째저서≪단일변수함수의적분≫(1905)이후
1908년≪순수수학강의≫를출간했으며, 이 책은수차례재편집되어
여러외국어로번역되었다.

당시멘델(Mendel)의연구가재발견되면서몇가지의문이제기되었
다. 일부생물학자들은왜우성의특성이세대를거듭할수록더빈번하게

나타나지않는지궁금해했다. 1905년≪멘델리즘≫라는제목의책을쓴
레지널드퍼넷(Punnett)은케임브리지에서함께크리켓을하던하디에
게이질문을던졌다. 하디는 1908년에출판된≪혼합집단에서의멘델
비율≫에관한논문에서자신의해법을제시했다. 분석을단순화하기

위해그는성파트너의선택이무작위로이루어지는대규모집단을상상



76

그림 11.1: 하디 (1877–1947)

했다. 또한그는 A와 a, 즉 우성과열성의두가지인자(또는 ‘대립유전

자’)에만관심을제한했다. 세대 n에대해 pn을 ‘유전자형’ AA의빈도,

2qn은 Aa의빈도, rn은 aa의빈도라고하자. 물론 pn +2qn + rn = 1이다.

하디는또한이유전자형중어느것도다른두유전자형과비교했을때

사망률의증가나출산율의감소를일으키지는않는다고가정했다. n+1

세대의빈도는 n세대에서무작위로선택된한개체가 pn +qn의확률로

대립유전자 A를전달한다는점을생각하면쉽게계산할수있다. 그개

체의유전자형이 AA일경우대립유전자 A가확실히전달될것이고유전

자형이 Aa인경우에는대립유전자 A가 50% 확률로전달되기때문이다.
마찬가지로대립유전자 a는 qn+rn의확률로전달된다. 따라서표 11.1를
표 8.1과같은방식으로구성할수있다.

표 11.1: 부모의대립유전자빈도로부터계산한 n+1세대의유전자형빈도(행은
어머니,열은아버지에해당).

대립유전자 A a
빈도 pn +qn qn + rn

A AA Aa
pn +qn (pn +qn)

2 (pn +qn)(qn + rn)
a Aa aa

qn + rn (pn +qn)(qn + rn) (qn + rn)
2
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n+ 1세대에서유전자형 AA, Aa, aa의빈도는각각 pn+1, 2qn+1, rn+1

이다. 따라서하디는다음의공식을찾았다.

pn+1 = (pn +qn)
2 (11.1)

2qn+1 = 2(pn +qn)(qn + rn) (11.2)

rn+1 = (qn + rn)
2 . (11.3)

그런 다음그는어떤조건에서유전자형들의빈도가각각 p, 2q및 r로

여러세대에걸쳐일정하게유지될수있는지살펴보았다. 정의에따라

p+2q+r = 1이므로,방정식(11.1)-(11.3)모두동일한조건 q2 = pr하에

성립함을알수있다.

예를 들어, 첫 번째방정식에의해 p = (p+ q)2 = p2 + 2pq+ q2가

되고,이는 p(1− p−2q) = q2와같고따라서 pr = q2가된다.

p0 +2q0 + r0 = 1를만족하는임의의초기조건 (p0,2q0,r0)에서시작

하여하디는다음의식이성립함을발견했다.

q1
2 = (p0 +q0)

2(q0 + r0)
2 = p1 r1.

따라서 (p1,2q1,r1)상태는이미평형상태이며 (pn,2qn,rn)은모든 n ⩾ 1

에대해 (p1,2q1,r1)과동일하게유지된다. 0세대에서대립유전자 A의

빈도를 x = p0 +q0로설정하면, 1−x = q0 + r0은대립유전자 a의빈도이

다. 연립방정식 (11.1)–(11.3)을 다시한번사용하면모든 n ⩾ 1에대해

다음이성립함을알수있다 (그림 11.2).

pn = x2, 2qn = 2x(1− x), rn = (1− x)2

결과적으로,위의가설은유전자형 AA, Aa및 aa의빈도가세대를거

쳐도변하지않는법칙으로이어진다. 멘델의이론은처음에생각했던

것처럼우성유전자의빈도가점진적으로증가하지않는다.

몇년후피셔는이법칙의중요한따름정리를주장했는데, 근사적
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0 1

1

aa

Aa

AA

그림 11.2: 유전자형AA, Aa및 aa의평형상태의빈도에해당하는함수 x2, 2x(1−
x)및 (1− x)2의그래프.

으로 (즉,모델의가설이현실적이라고가정할때)집단은일정한유전적

분산을유지한다는것이었다. 이 발견은다윈(Darwin)의 자연선택에
의한진화이론의문제중하나를해결한다. 실제로다윈은동시대사람

들과마찬가지로각세대에서자녀의생리적특성은두부모의특성의

일종의 평균이며, 각 부모가 절반씩 기여한다고 생각했다. 이 아이디

어는후에프랜시스골턴(Galton)과그의후계자인생체학연구소의칼
피어슨(Pearson)에 의해통계학을사용하여철저히연구되었다. 만약
이것이사실이라면,한개체군에서이러한특성의차이는각세대마다 2
로나뉘어져야하며, 곧진화를설명하는자연선택이불가능할정도로

동질성을갖게될것이다. 그럼에도불구하고생체학자들은다윈의관

점을옹호하고멘델의법칙이진화를이해하는데불가피하다는사실을

인정하기를 꺼려하면서 이 평균화 메커니즘이 거부되기까지 몇 년이

필요했다.

1908년의이연구이후하디는순수수학으로돌아갔다. 자서전≪어
느수학자의변≫에서그는실용적인것에대한발견을피한것에대해

자부심을가진다고주장하기도했다. 1910년그는왕립학회에선출되었
다. 1913년에는인도의신동라마누잔(Ramanujan)을발견하고케임브
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리지에서일하도록그를초대했다. 제1차세계대전이끝난후엔옥스퍼
드대학의교수가되어동포리틀우드(Littlewood)와 성공적인협업을
이어나갔다. 1931년부터 1942년까지그는다시케임브리지에서교수로
재직했다. 그는종종공동작업을통해≪무한의규칙≫(1910), 마르셀
리스(Riesz)와 함께≪디리클레급수의일반이론≫(1915), 리틀우드및
폴야(Pólya)와 함께≪부등식≫(1934), E. M. 라이트(Wright)와 함께
≪정수론개론≫(1938), ≪라마누잔≫(1940), 로고신스키(Rogosinski)와
함께≪푸리에급수≫(1944), ≪발산급수≫(1949) 등의많은책을저술
했다. 그는 1947년케임브리지에서사망했다.

그림 11.3: 바인베르크 (1862–1937)

수십년후, 사람들은유전자형빈도에대한하디의법칙이 1908년
독일의의사인빌헬름바인베르크(Weinberg)에 의해독자적으로발견
되었다는사실을알게되었다. 바인베르크는 1862년슈투트가르트에서
태어났다. 튀빙겐과뮌헨에서의학박사학위를받을때까지공부한후

베를린, 비엔나, 프랑크푸르트의병원에서수년간근무했다. 그는 1889
년슈투트가르트에일반의겸산부인과의사로정착했다. 업무로매우

바빴음에도불구하고그는독일과학저널에많은논문을쓸시간을확

보했다. 1901년그는동성쌍둥이의빈도를통계적관점에서연구했다.
하디가발견한것과같은법칙을설명한 1908년논문은지역과학저널에
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게재되었지만주목받지못했다. 그러나하디와달리그는이후수년간이

연구를계속하여대립유전자가두개보다많은경우의일반화등에대한

결과를얻었다. 그는의학통계분야에도기여했다. 바인베르크는 1937
년에사망했다. 그의 1908년논문이재발견된후유전학자들은유전자형
빈도의안정성법칙을 ‘하디-바인베르크법칙’이라고불렀다.
오늘날이법칙은다음과같이자주사용된다. 생존이나생식력에

영향을미치지않는희귀열성대립유전자 a가있다고가정해보자. 유

전자형 aa가특정표현형을생성하기때문에유전자형 aa의빈도 x2를

알고있다면, 먼저 x를계산한다음유전자형 Aa의빈도 2x(1− x) ≈ 2x

를알아낼수있다. 예를들어, aa의빈도가 1/20,000이면 x ≈ 1/140이

된다. 따라서 2x ≈ 1/70은유전자형 Aa의빈도이다. 표현형만보았을

때는매우드물게보일수있는열성대립유전자 a는실제로는그렇게

드물지않다.
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로스와말라리아 (1911)

1911년말라리아연구로이미 1902년노벨상을수상한영국의의사
로널드로스는말라리아의확산을모델링하는미분방정식시스템

을연구했다. 그는모기의수가특정임계값이상일때만말라리아가

지속될수있음을보여주었다. 따라서말라리아를박멸하기위해

모든모기를박멸시킬필요없이일부만없애면충분하다. 비슷한

전염병모델이이후커맥과맥켄드릭에의해개발되었다.

로널드로스(Ross)는 1857년인도북부에서태어났으며, 그의아버
지는영국군장교였다. 그는런던에서의학을공부했지만시와드라마를

쓰는것을더좋아했다. 1년동안배에서외과의사로일한후 1881년인
도의무성에들어갈수있었다. 인도에서의료활동을하면서많은자유

시간을가졌고,그시간동안문학작품을쓰고수학을독학했다. 1888년
영국으로휴가를떠난그는공중보건학학위를취득하고몇년전파스퇴

르(Pasteur)와코흐(Koch)가창안한새로운과학인세균학을공부했다.
인도로돌아온로스는말라리아를연구하기시작했다. 1894년두번째
휴가중런던에서만난열대의학전문가패트릭맨슨(Manson)은 1880
년프랑스군의관알퐁스라베랑(Laveran)이발견한사실인말라리아환
자의혈액에기생충이있다는것을현미경으로보여줬다. 맨슨이중국에

있을때모기에서다른열대성질병(사상충증)의기생충을발견한적이
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있었기 때문에 기생충이 모기에서 왔을 수 있다고 했다. 그러나 그는

모기에의해오염된물을마실때인간이기생충에감염된다고믿었다.

1895년부터 1898년까지로스는인도에서연구를계속하며맨슨의아이
디어를실험했다. 1897년그는이전에연구하지않았던특정모기종
(아노펠레스)의뱃속에서라베랑이관찰한것과유사한기생충을발견

했다. 말라리아가거의발생하지않는계절에상사에의해콜카타로보

내진그는조류에서말라리아를연구하기로결정했다. 그는아노펠레스

모기의침샘에서기생충을발견하고건강한새를모기에물려감염시키

는실험에성공하여말라리아가오염된물섭취가아니라모기에물려서

전염된다는사실을증명했다. 1899년로스는인도의무성을떠나 1년
전에설립된리버풀열대의학대학에서강의시작했다. 1901년왕립학회
회원으로선출되었고 1902년에는말라리아연구로노벨생리의학상을
수상했다. 그는모기퇴치를널리알리기위해아프리카, 모리셔스, 지

중해지역을여행했다. 이방법은수에즈운하를따라이집트,건설중인

파나마운하, 쿠바및말레이시아에서성공했다. 다른지역에서는그다

지성공적이지못했다. 로스는 1908년에≪모리셔스의말라리아예방에
관한보고서≫를, 1910년에≪말라리아예방≫을발표했다.

그림 12.1: 로스 (1857–1932)

로스는말라리아전파에서특정모기의역할을증명했지만, 단순히

모기수를줄이는것만으로말라리아를퇴치할수있다고주장하면서

회의론에부딪혔다. 1911년에출간된≪말라리아예방≫의두번째판
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에서그는자신의주장을뒷받침하기위해말라리아전파에대한수학적

모델을 도입하였다. 그의 모델 중 하나는 이원 연립 미분 방정식으로

구성되었다. 다음의표기를보자.

• N: 특정지역의총인구수

• I(t): t시점에말라리아에감염된사람의수

• n: 총모기개체수 (상수라고가정)

• i(t): 말라리아에감염된모기수

• b: 모기의흡혈율

• p(또는 p′): 한 번의흡혈시말라리아가사람에서모기로(또는모

기에서사람으로)전염될확률

• a: 사람이말라리아에서회복하는속도

• m: 모기의사망률

짧은시간간격 dt 동안감염된모기한마리가 bdt 명의사람을물며,이

중 N−I
N 의비율은아직감염되지않았다. 전염확률 p′를고려하면,새로

감염된사람수는 b p′ i N−I
N dt이다. 같은시간간격동안회복되는사람

수는 aI dt이다. 따라서

dI
dt

= b p′ i
N − I

N
−aI

가된다. 마찬가지로감염되지않은모기는각각 bdt 명의사람을물며,

이중 I/N의비율은이미감염된모기이다. 전염확률 p를고려하면,새로

감염된모기의수는 b p(n− i) I
N dt가된다. 한편감염이사망률에영향을

미치지않는다고가정하면,사망하는모기의수는 midt이다. 따라서

di
dt

= b p(n− i)
I
N
−mi

이다. 말라리아는대부분의감염국가에서영구적으로존재하기때문에,

로스는감염된사람의수 I(t)와감염된모기의수 i(t)가시간이지나도
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일정하게유지되는두방정식의평형점(dI/dt = 0및 di/dt = 0)만을고려

했다. 먼저말라리아가없는상태에해당하는 I = 0및 i = 0의평형점이

항상존재한다. 다음으로로스는 I > 0및 i> 0인평형점을찾았고다음을

발견했다.

I = N
1−amN/(b2 p p′ n)

1+aN/(b p′ n)
, i = n

1−amN/(b2 p p′ n)
1+m/(b p)

. (12.1)

평형점에대한방정식들을곱 I × i로나누면,두개의미지수 1/I와

1/i로이루어진선형연립방정식을얻게된다.

b p′

I
− a

i
=

b p′

N
, −m

I
+

b pn
N i

=
b p
N

.

방정식의해는쉽게찾을수있다.

모기수가어떤임계값을초과하는경우,즉

n > n∗ =
amN
b2 p p′

이면 I > 0및 i > 0이유지됨을알수있다. 이경우평형점은질병이풍

토병인상황, 즉영구적으로존재하는상황에해당한다. 로스는모기의

수 n이임계치 n∗이하로감소하면 I = 0과 i = 0의평형점만남게되므로

말라리아가사라질것이라고결론지었다. 특히말라리아를박멸하기위

해모든모기를박멸할필요는없다. 이것이바로로스가자신의모델을

통해강조하고싶었던점이다.

자신의이론을설명하기위해로스는모델의매개변수에대한합리

적인수치를찾았다. 그는다음과같이가정했다.

• 모기의사망률은 10일후 1/3이살아남으므로 e−10m = 1
3이된다.

따라서 m = (log3)/10일이다.

• 감염된 사람의 절반은 3개월 후에도 여전히 감염되어 있으므로
e−90a = 1/2, 즉 a = (log2)/90일이다.
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• 매일모기 8마리중 1마리가문다고가정하면 e−b = 1− 1/8이고

b = log(8/7)일이다.

• 감염된모기는기생충이여러단계의변태과정을거쳐야하기때
문에감염후처음 10일동안은보통감염력이없다. 모기의 3분의
1은열흘동안생존할수있기때문에,로스는감염된모기의 3분의
1 정도는전염성이있다고가정했다. 즉, p′ = 1/3이다.

• p = 1/4이다.

그런다음로스는공식(12.1)를이용해인간인구에서감염된비율 I/N을

모기와인간인구사이의비율 n/N에대한함수로써계산할수있었다.

그는이결과를그림 12.2에대응하는표에나타내었다.

그림 12.2: 모기와인간인
구사이의비율 n/N 에대
한함수로표현된감염인
간의비율 I/N.

n*/N n/N

I/N

0

0.5

1

곡선의모양은비율 n/N이임계값 n∗/N보다약간만더높아도감염

된사람의비율이이미 50%를넘는다는것을보여준다. 그러나비율 n/N

이더증가해도감염된사람의비율은크게변하지않는다. 이것으로부터

왜이전에는모기수와말라리아의사이의관계를알아차리기힘들었는

지를유추해볼수있다. 그러나로스는임계값 n∗/N의수치값이흡혈율

b의작은변화에매우민감하다는것을알아차렸고,그럼에도불구하고

그림 12.2의곡선모양은변하지않는다는사실을발견했다. 그의이러한
정성적해석은매개변수의수치에대한불확실성에영향을받는정량적

결과보다더중요한의미를갖고있다.
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로스박사가발견한임계값 n∗을해석하기위해, 인간인구와모기

인구가모두감염되지않은지역에감염된사람한명이유입되었다고

가정해보겠다.1 이감염자는평균적으로 1/a의기간동안감염상태를

유지한다. 이사람은단위시간당 bn/N의모기에물렸으므로감염된동

안평균적으로 bn/(aN)의모기에물린것이다. 따라서평균 b pn/(aN)

마리의모기를감염시킨다. 이렇게감염된모기들은평균 1/m의기간

동안생존하며, b/m의사람을물어서 b p′/m의사람을감염시킨다. 처음

감염된인간에서모기들로,그리고이모기들에서다른인간들로전염이

이루어진후,새로감염된인간의평균수는앞의두결과의곱이다.

R0 =
b2 p p′ n
amN

. (12.2)

이R0은초기감염자한명으로인한 2차감염자수이다. 따라서시간이
지남에따라지속적으로발생하는감염과정도연이은감염의세대를통

해고려할수있다. 말라리아는R0 > 1일때만인구에 ‘침입’할수있다.

이조건은 n > n∗와정확히일치한다.

더나아가,로스는역학에서수학적모델링의중요성에대해설파하

였다.

“질병이시기에따라또는장소에따라변한다는것을고려

하면모든역학문제에는수리적접근이필요하다. 하지만

과학적결론을위해서는많은변수들이포함되어야한다. 질

병이 특정요인에의존한다고말하는것은각요인이전체

결과에얼마나큰영향을미치는지에대한추정치를구할수

있을때까지는큰의미가없다. 여기에의수학적해결방법은

실제로는문제에신중한추론을적용하는것일뿐이다.”

로스는 1911년에기사작위를받았다. 그는런던으로이주하여제1
차세계대전중영국군의자문위원이되었다. 1923년에는자서전≪심
각한말라리아문제와그해결책에대한전체설명이포함된회고록≫을

1이해석은로스가연구한지한참후에야강조되었다.
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출간했다. 1926년에는로스열대병연구소(현재런던위생열대의학대학
원의일부)가설립되었고소장으로취임했다. 로스는 1932년런던에서
사망했다.
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로트카, 볼테라와 포식자-피식자
시스템 (1920–1926)

1920년앨프리드로트카는포식자-피식자모델을연구하여개체
군의수가영구적으로진동할수있음을보여주었다. 그는 1925년
저서≪물리생물학의원리≫에서이연구를발전시켰다. 1926년이
탈리아의수학자비토볼테라는생물학자움베르토단코나가제기

한질문,즉어획량이적었던제1차세계대전당시아드리아해에서
어부들이잡은포식자물고기가더많았던이유에대한답을찾기

위해동일한모델에관심을갖게되었다.

1920년로트카(Lotka)는 ≪생태계의주기적관계에대한분석≫이
라는제목의논문을발표했다. 그는이미몇년전부터실험중에이상한

일시적 진동을 보이는 화학 반응에 관심을 갖고 있었다. 그의 논문의

목표는두생물종으로구성된시스템이영구적으로진동할수있다는

것을제안하는것이었다. 그가고려한예는식물과초식동물의개체군

이다. 화학반응속도론에서사용되는방정식과유사하게, x(t)를시간 t

의식물의총질량, y(t)를초식동물의총질량이라고가정한다. 로트카는
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다음과같은연립미분방정식을모델로사용했다.

dx
dt

= ax−bxy , (13.1)

dy
dt

=−cy+d xy , (13.2)

여기서매개변수 a, b, c및 d는모두양수이다. 매개변수 a는초식동물이

없을때식물의성장률이다. 매개변수 c는식물이없을때초식동물의

개체수감소율이다. −bxy및 d xy항은동물과식물이많을수록식물에서

동물로의질량이동이증가한다는것을나타낸다 (이이동에는약간의

질량손실이포함되므로 d ⩽ b이다). 로트카는 dx/dt = 0과 dy/dt = 0을

통해두가지정상상태가있다는것을알아냈다.

• (x = 0, y = 0), 초식동물이멸종하고식물이존재하지않는다.

• (x = c/d, y = a/b), 초식동물과식물이공존한다.

그는 또한 t = 0 시점에 (x(0),y(0))가 이 두 정상 상태 중 하나가 아니

라면 함수 x(t)와 y(t)는 주기적으로 진동한다, 즉, 모든 t > 0에 대해

x(t +T ) = x(t)와 y(t +T ) = y(t)가되는수 T > 0가존재한다고증명을

생략하고적었다(그림 13.1).1 예를들어식물이풍부하다면초식동물의
개체수가증가하여식물의총질량이감소한다. 이질량이초식동물을

먹이기에부족해지면일부동물은굶어죽고식물의총질량은초기값과

같은 수준에 도달할 때까지 다시 증가하기 시작한다. 이 현상은 반복

된다.

로트카는 1920년에발표한≪질량보존의법칙에서파생된비감쇠진
동≫이라는제목의두번째논문에서이모델을좀더자세히연구했다.

그는시스템이주기적으로진동할수있는이유를설명했다. 이는가로축

x, 세로축 y의평면에서, 더정확하게는 x ⩾ 0과 y ⩾ 0인사분면에서점

(x(t),y(t))가닫힌궤적위에있어야한다는사실에따른것이다 (그림

13.2).

1기간 T는초기조건에따라달라지지만,로트카는 1925년에야이사실을깨달았다.
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그림 13.1: 시간에 대
한함수로서식물의총
질량 x(t)와초식동물
의 총 질량 y(t)의 진
동.

0 t

x(t)

y(t)

실제로방정식 (13.1)를 방정식 (13.2)로 나눈뒤약간의순서를바
꾸면다음과같은결과를얻을수있다.

(
−c

x
+d

) dx
dt

=

(
a
y
−b

)
dy
dt

.

이미분방정식을적분하면

d x(t)− c logx(t) = a logy(t)−by(t)+K

가된다. 여기서 K는초기조건에만의존하는상수이다. 따라서점

(x(t),y(t))은항상 d x− c logx = a logy− by+K 곡선위에있으며,

이는닫힌곡선이다(그림 13.2).

(x(t),y(t))의궤적은정상상태 (c/d,a/b)를중심으로시계반대방

향으로회전하는데, 이는 dx/dt와 dy/dt의부호를살펴보면쉽게알수

있다. 정상상태근처에서시스템은 2π/
√

ac의주기를갖는작은진동을

보인다.

실제로 x = c
d + x∗ 와 y = a

b + y∗ 로두고, |x∗| ≪ c
d 와 |y∗| ≪ a

b 라고
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그림 13.2: 가로축에
식물의총질량 x(t),세
로축에초식동물의총
질량 y(t)가있는다이
어그램. 정상상태주
변의 세 개의 닫힌 곡
선은 서로 다른 초기
조건에대응된다.

t=0

0
x

y

하자. 그러면

dx∗

dt
=−by∗

( c
d
+ x∗

)
≈−bc

d
y∗ ,

dy∗

dt
= d x∗

(a
b
+ y∗

)
≈ ad

b
x∗

이다. 이두방정식에서다음을얻을수있다.

d2x∗

dt2 ≈−acx∗ ,
d2y∗

dt2 ≈−acy∗ .

이방정식은물리학의단순진자의운동에서진동방정식과동일하

다. 주기는 2π/
√

ac이다.

1920년로트카의논문을미국국립과학원회보에발표했던레이몬드
펄(Pearl)은로트카가존스홉킨스대학에서 2년간장학금을받으며≪물
리생물학개론≫라는제목의책을쓸수있도록도왔다. 이책은 1925년에
출판되었다. 1920년의연구를요약한부분에서는숙주한종과기생충
한종또는피식자한종과포식자한종등두종으로이루어진시스템도

(13.1)–(13.2)와동일한모델로기술할수있다고언급했다. 불행히도로
트카의책은출판당시에는큰주목을받지못했다. 그러나얼마지나지

않아유명한수학자볼테라가어업문제를연구하던중같은모델을독

자적으로재발견했다.
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비토볼테라(Volterra)는 이탈리아가통일되기직전인 1860년안코
나의유대인게토에서태어났고,당시안코나는아직교황청에속해있었

다. 볼테라는외동아들이었다. 옷감상인이었던그의아버지는비토가

두살때돌아가셨고가족에게남긴돈이없었다. 고등학교시절공부를

잘했던볼테라는가난속에서도공부를계속하여처음에는피렌체대

학교에서,나중에는피사의스쿠올라노르말레수페리오레대학교에서

공부했다. 1882년물리학박사학위를취득하고이듬해피사대학교의
역학교수가되었다. 1892년토리노대학교에부임한그는 1900년로마
라사피엔차대학교의수리물리학교수로자리를옮겼다. 1905년에는
상원의원이되었다. 그가로마와해외대학에서행한많은강연이책으로

출판되었다. ≪수리물리학의최근발전에관한세강의≫(클라크대학,

1909), ≪적분 및 적분-미분방정식에관한강의≫(로마, 1910), ≪일차
함수에관한강의≫(파리, 1912), ≪가환함수론≫(프린스턴, 1912) 등이
그것이다. 제1차세계대전중에는이탈리아장교로복무하며전쟁발명
부서를이끌었다. 전쟁이끝난후이탈리아수학연합(1922년)과 이탈
리아국립연구위원회(1923년) 설립에적극적으로참여하였고, 국립연
구위원회의초대의장이되었다. 또한국제지중해과학위원회(1923)
와 린체이아카데이(1924)의 회장을역임했다. J. 페레스(J. Pérès)와
공동집필한또다른저서≪합성과가환함수에관한강연≫은 1924년에
출판되었다.

1925년 65세의나이에볼테라는훗날사위가된동물학자움베르토
단코나(D’Ancona)의연구에관심을갖게되었다. 이는 1905년부터 1923
년까지아드리아해의세항구인트리에스테,피우메(현재크로아티아의

리예카),베네치아에서어획된연골어류(상어,가오리등)의비율에대한

것이다. 단코나는어획량이줄어든제1차세계대전기간동안이어류의
비율이증가했다는사실을발견했다 (표 13.1).

연골어류는작은물고기의포식자이기때문에어획노력이감소하면

포식자종에유리한것으로보였다. 로트카의연구에대해몰랐던볼테

라는동일한모델을사용하여이현상을설명했다.

dx
dt

= ax−bxy ,
dy
dt

=−cy+d xy ,
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그림 13.3: 1900년케임브리지
대학교에서명예박사학위를
받은볼테라(1860-1940).

표 13.1: 제1차세계대전전후트리에스테, 피우메, 베네치아의어획량중연골
어류의비율.

연도 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916

트리에스테 5.7 8.8 9.5 15.7 14.6 7.6 16.2
피우메 - - - - 11.9 21.4 22.1
베니스 21.8 - - - - - -

연도 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

트리에스테 15.4 - 19.9 15.8 13.3 10.7 10.2
피우메 21.2 36.4 27.3 16.0 15.9 14.8 10.7
베니스 - - 30.9 25.3 25.9 25.8 26.6
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여기서 x(t)는피식자수를, y(t)는포식자의수를나타낸다. 그는로트

카와마찬가지로이시스템이초기조건 (x0,y0)에의존하는주기 T의

주기성을가지고진동할수있다는것을알아냈다. 그는다음의사실도

발견했다.
d
dt

logx = a−by,
d
dt

logy =−c+d x.

이를한주기 T에걸쳐적분하면 (x(0) = x(T )와 y(0) = y(T )가되도록)

다음과같은결과를얻는다.

1
T

∫ T

0
y(t)dt =

a
b
,

1
T

∫ T

0
x(t)dt =

c
d
.

따라서한주기동안피식자수와포식자수의평균은초기조건에무관

하다. 또한, 어획노력이감소하면피식자의성장률 a는증가하고포식

자의사망률 c는감소한다. 따라서 x(t)의평균은감소하고 y(t)의평균은

증가하여포식자의비율이증가한다. 이것이바로아드리아해의어업

통계에서관찰된내용이다.

볼테라는 1926년이탈리아어로논문을처음발표했다. 몇달후네이
처에영문요약본이게재되었다. 로트카는볼테라와다른과학자들에게

포식자-피식자시스템에대한자신의연구가선행했음을알렸다. 그러나
그의 1920년논문과 1925년저서가항상언급되지는않았다. 당시로트카
는이미보험회사에서일하고있었기때문에그의연구는인간인구학에

집중되어있었다. 볼테라는 10년동안포식자-피식자시스템의변형에
대한연구를계속했다. 그는 1928-1929년파리에새로설립된앙리푸
앵카레연구소에서연강을했다. 이강의의노트는 1931년≪삶을위한
투쟁의수학적이론에관한강연≫이라는제목으로출판되었다. 1935년
볼테라는움베르토단코나와공동으로≪수학적관점에서본생물학적

연관성≫에관한또다른책을출판했다.

포식자-피식자모델이어업데이터를정확하게설명하는것처럼보
이지만, 생태학에서단순화된모델의현실성에관한논쟁은이제막시

작되었으며여전히과학적논쟁의대상이되고있다. 오늘날포식자-피
식자모델은로트카-볼테라모델이라고도불리며생태학에서가장흔히
인용되는모델중하나이다.
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1931년볼테라는무솔리니(Mussolini)에게충성을바치기를거부했
다. 그는로마대학에서교수직을잃었고그가가장유명한회원중한

명이었던 이탈리아 과학 아카데미에서 배제되었다. 그 후 그는 주로

이탈리아이외의지역에머물며유럽을여행하고강연을했다. 그는 J.
페레스와함께≪일반함수론≫(1936)을, B. 호스틴스키(B. Hostinský)
와함께≪무한소선형연산≫(1938)을출간했다. 그는 1940년로마에서
사망했다.

참고문헌

1. Goodstein, J.R.: The Volterra Chronicles, The Life and Times of an
Extraordinary Mathematician 1860-1940. American Mathematical So-
ciety (2007)

2. Guerraggio, A., Nastasi, P.: Italian Mathematics between the Two
World Wars. Birkhäuser, Basel (2005)

3. Israel, G., Gasca, A.M.: The Biology of Numbers – The Correspon-
dence of Vito Volterra on Mathematical Biology. Birkhäuser, Basel
(2002)

4. Kingsland, S.E.: Modeling Nature, Episodes in the History of Popula-
tion Ecology, 2nd edn. University of Chicago Press (1995)

5. Lotka, A.J.: Analytical note on certain rhythmic relations in organic
systems. Proc. Natl. Acad. Sci. 6, 410–415 (1920) pnas.org

6. Lotka, A.J.: Undamped oscillations derived from the law of mass ac-
tion. J. Amer. Chem. Soc. 42, 1595–1599 (1920) archive.org

7. Lotka, A.J.: Elements of Physical Biology. Williams & Wilkins, Bal-
timore (1925) archive.org

8. Volterra, V.: Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie
animali conviventi. Mem. Accad. Lincei 6, 31–113 (1926)→ Opere
matematiche, vol. 5, Accademia nazionale dei Lincei, Roma (1962)
liberliber.it

9. Volterra, V.: Fluctuations in the abundance of a species considered
mathematically. Nature 118, 558–560 (1926). → L.A. Real, J.H.

http://www.pnas.org/content/6/7/410.full.pdf
https://archive.org/details/journalamerican114socigoog/page/n312/mode/2up
http://www.archive.org/details/elementsofphysic017171mbp
https://www.liberliber.it/mediateca/libri/v/volterra/variazioni_e_fluttuazioni/pdf/volterra_variazioni_e_fluttuazioni.pdf


96

Brown (eds.) Foundations of Ecology,p. 283–285. University of Chicago
Press (1991)

10. Volterra, V.: Leçons sur la théorie mathématique de la lutte pour la
vie. Gauthier-Villars, Paris (1931)

11. Volterra, V., D’Ancona, U.: Les Associations biologiques au point de
vue mathématique. Hermann, Paris (1935)

12. Whittaker, E.T.: Vito Volterra 1860–1940. Obit. Not. Fellows R.
Soc. 3, 690–729 (1941)



14장

피셔와자연선택 (1922)

1922년영국의수학생물학자로널드피셔는인구유전학에관한매
우영향력있는논문을발표했다. 이장에서는자연선택을포함한

하디-바인베르크모델의변형에초점을맞춘이논문의한부분만
살펴본다. 피셔는이형접합형이유리하면두대립유전자가공존할

수있음을보여주었다. 두동형접합형중하나가유리하면다른대

립유전자는사라진다. 중요한문제는일부유전자가여러대립유전

자를가질수있는메커니즘을설명하는것이다.

로널드에일머피셔(Fisher)는 1890년런던에서 6남매중막내로태
어났다. 그의아버지는경매업자였으나나중에파산했다. 피셔는 1909
년부터 1913년까지케임브리지대학교의곤빌앤드카이우스칼리지에
서수학과물리학을공부했다. 당시유전학은빠르게발전하고있었다.

1911년부터피셔는골턴(Galton)이창시한우생학회에참여했다. 그는
골턴과멘델(Mendel)의연구와관련된통계적문제에파고들기시작했
다. 대학공부를마친후그는여름동안캐나다의한농장에서일한후

런던시의상업및일반투자회사에서일했다. 극심한근시때문에 1차
세계대전에자원했지만참전할수없었다. 그는이기간동안고등학교

에서학생들을가르쳤다. 여가시간에는농장을돌보며연구를계속했다.

그는상관계수와멘델유전학을결합하여중요한새로운결과를얻었다.
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1919년그는농업에중점을둔로담스테드실험연구소에서통계학자로
일하기시작했다.

그림 14.1:
피셔 (1890–1962)

1922년피셔는≪우점비율에대하여≫라는제목의논문을발표했
다. 여러중요한새로운아이디어와함께,피셔는멘델의법칙과다윈이

진화론에서강조한자연선택의개념을결합한수학적모델을다루었다.

피셔는하디와같이두개의대립유전자 A와 a와무작위교배가설이있

는상황을고려했다. 그러나그는유전자형 AA, Aa, aa를가진개체들이

성인이되기전에서로다른사망률을가진다고가정하여자연선택을

모방하였다. n세대성인의세가지유전자형빈도를 pn, 2qn, rn이라고

가정하면 n+1세대에이러한유전자형을가진신생아는각각 (pn+qn)
2,

2(pn + qn)(qn + rn)및 (qn + rn)
2가된다. 출생부터성인이될때까지의

각생존확률을 u, v, w라고한다. 그러면 n+1세대에속한성인개체의

유전자형빈도 pn+1, 2qn+1, rn+1는다음과같다.

pn+1 =
u(pn +qn)

2

dn
(14.1)

qn+1 =
v(pn +qn)(qn + rn)

dn
(14.2)

rn+1 =
w(qn + rn)

2

dn
. (14.3)
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여기서

dn = u(pn +qn)
2 +2v(pn +qn)(qn + rn)+w(qn + rn)

2

이다. pn + 2qn + rn = 1였으므로, u = v = w일때(즉, 자연선택이없을

때), (14.1)-(14.3)의계는하디가고려한계 (11.1)-(11.3)로줄어든다.
xn = pn+qn을 n세대의성인개체중대립유전자 A의빈도라고두자.

그러면 qn + rn = 1− xn은대립유전자 a의빈도이다. (14.1)과 (14.2)를
더하면다음과같다.

xn+1 =
uxn

2 + vxn(1− xn)

uxn2 +2vxn(1− xn)+w(1− xn)2 .

이방정식을다음과같이다시적을수있다.

xn+1 − xn = xn (1− xn)
(v−w)(1− xn)+(u− v)xn

uxn2 +2vxn(1− xn)+w(1− xn)2 . (14.4)

세대에걸쳐 xn빈도가일정하게유지되는정상상태가항상두가지이상

존재한다. 하나는 x = 0 (집단이전부동형접합형 aa로구성)이고다른

하나는 x = 1 (집단이전부동형접합형 AA로구성)이다.

방정식(14.4)을 사용하면 동형접합형 AA가 다른 두 유전자형보다

생존확률이더높으면 (u > v, 그리고 u > w) 대립유전자 a가집단에서

점차 사라질 것이라는 것을 알 수 있다. 두 대립유전자가 공존한다는

것을알고있다면이경우는자연에서흔하지않을것이다. 그러나이형

접합 Aa가동형접합 AA및 aa에비해선택에서우위를갖는다면(v > u,

그리고 v > w) 세가지유전자형이집단에공존할수있다. 이것이가장

흔한경우이며농부들이발견한잡종의 ‘생존력’을설명할수있다.

실제로 xn이 1에가까울때 xn+1−xn ≈ (1−xn)(u−v)/u이므로 u > v

일때정상상태 x = 1은안정적이다. 인구는이정상상태로향하게

된다. 정상 상태 x = 1은 u < v일때불안정하며, 이 경우세번째
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정상상태

x∗ =
v−w

2v−u−w

가존재하며, 0 < x∗ < 1이다. 또한이상태가안정적이라는것을보

여줄수있다. 정상상태 x∗는세가지유전자형의혼재에해당한다.

따라서멘델의법칙과자연선택가설(여기서는세가지유전자형에

대한서로다른생존확률)을결합하면유전자형의공존또는소멸이라

는두가지상황을설명할수있다. 피셔의뒤를이어이모델은홀데인

(J. B. S. Haldane) (17장참조)과시월라이트(Wright) (19장참조)에의
해서도개발되었다.

20장에대비해, A가완전히우성이고동형접합형 aa가다른두유전

자형에비해불리하여 u : v : w가 1 : 1 : 1− ε의비율을가질경우 (ε ≪ 1)

방정식 (14.4)이다음이됨을알아두자.

xn+1 − xn =
ε xn (1− xn)

2

1− ε(1− xn)2 ≈ ε xn (1− xn)
2 (14.5)

만약이형접합형 Aa의생존율이두동형접합형의생존율의중간지점에

있어 u : v : w가 1 : 1− ε/2 : 1− ε의비율이된다면

xn+1 − xn =
ε
2 xn(1− xn)

1− ε(1− xn)
≈ ε

2
xn(1− xn) (14.6)

이다 (여기서, ε ≪ 1).

피셔는로담스테드에서농작물수확량과기상조건에관한장기적데

이터를분석했다. 그러나그는통계적방법론에도큰공헌을했다. 1925
년에는≪연구원을위한통계적방법≫이라는제목의책을출간하여큰

성공을거두었고여러번재출간되었다. 그는 1929년왕립학회회원이
되었다. 1930년피셔는인구유전학의역사에이정표가될≪자연선택의
유전학적이론≫을출간했다. 1933년에는골턴연구소칼피어슨의뒤를
이어유니버시티칼리지런던의우생학교수로임명되었다. 1943년에는
퍼넷( R. C. Punnett)의 후임으로케임브리지대학유전학과학과장으
로자리를옮겼다 (11장참조). 그는또한≪실험의설계≫(1935), ≪근친
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교배이론≫(1949), ≪통계적방법과과학적추론≫(1956) 등 여러권의
책을출판했다. 1952년기사작위를받은그는 1959년은퇴후호주에
정착하여 1962년애들레이드에서사망했다. 그의업적의다른부분은
20장에서다시다룬다.
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율과진화 (1924)

1924년영국의통계학자율은종은작은돌연변이에의해새로운종
을생성하고속은큰돌연변이에의해새로운속을생성할수있다는

진화모델을연구했다. 그의목적은속내의종수분포를설명하는

것이었는데,대부분의속은한종만포함하고있고소수의속이많은

종을포함하고있다. 율이그의모델에도입한확률적 ‘탄생과정’

은계통수및기타여러분야의연구에서여전히기본적인도구로

사용되고있다.

조지 우드니율(Yule)은 1871년스코틀랜드에서태어났으며, 그의
아버지는 인도 주재 영국 행정부에서 고위직을 지냈다. 16세 때 율은
엔지니어가되기위해유니버시티칼리지런던에서공부하기시작했다.

1892년그는방향을바꾸어몇년전에전자파의존재를입증한물리학
자하인리히헤르츠(Hertz)의지도아래본에서 1년간연구를수행했다.
율이영국으로돌아왔을때칼피어슨(Pearson)은그에게유니버시티칼
리지의응용수학조교수자리를제안했다. 율은피어슨의뒤를이어통

계학에집중하기시작했다. 1911년그는≪통계학입문≫을출간했으며,
이책은 14번이나재판인쇄되었다. 이듬해그는케임브리지대학으로
자리를옮겼다. 그의연구는통계의이론적측면뿐만아니라농업과질병

역학에대한응용도다루었다. 그는 1922년왕립학회회원이되었다.
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그림 15.1: 율(1871-1951)

1924년율은≪윌리스박사의결과에기반한진화의수학적이론≫
이라는제목의논문을발표했다. 윌리스(Willis)는 1922년에≪연령과
지역, 종의지리적분포와기원에관한연구≫라는제목의책을출판한

왕립학회동료였다. 그는 식물과동물의분류에서여러속중의종의

분포를연구했다. 그가수집한데이터에따르면대부분의속은한종만

포함하고,적은수의속은몇가지종을포함하고있으며,극소수의속이

많은종을포함하고있었다. 표 15.1는뱀에관한데이터,도마뱀에관한
데이터,딱정벌레의두과(Chrysomelidae와Cerambycinae)에관한데이
터를보여준다. 당시알려진 1,580종의도마뱀은 259개의속으로분류되
었는데, 그중 105속은 1종만을, 44속은 2종만을, 23속은 3종만을포함
하는식이었고, 100종이상이포함된속은 2속이었다. 다른동식물과의
경우에도포함종수별속의분포는매우유사한형태를보였다. 율은

윌리스에게이데이터의그래프를로그스케일로그려보라고제안했다.

그결과는놀라웠다 (그림 15.2). n종을포함하는속의수 Qn의로그는

log(n)에따라선형적으로감소하는경향을보였다. 즉,어떤상수 α > 0

와 β > 0에대하여 Qn ≈ α n−β의 ‘멱함수법칙’의분포를따르는것이

다. 1924년논문에서율은이러한통계적분포를설명할수있는진화의
수학적모델을찾았다.

이를위해그는먼저한속내의종수증가에대한연속시간확률모형
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표 15.1: 윌리스가수집한데이터.

종수 속수
Chrysomelidae Cerambycinae 뱀 도마뱀

1 215 469 131 105
2 90 152 35 44
3 38 82 28 23
4 35 61 17 14
5 21 33 16 12
6 16 36 9 7
7 15 18 8 6
8 14 17 8 4
9 5 14 9 5

10 15 11 4 5
11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
31-40 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0

91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2

합계 627 1,024 293 259
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그림 15.2: 속이 포함
하는 종의 수에 따른
속수의그래프를상용
로그스케일로나타낸
것. 딱정벌레의한분
류군(Chrysomelidae)
에 대한 데이터. n(종
의수)이클때변동을
부드럽게하기위해표
15.1에서와 같이 n 값
의 범위에 대해 속의
수를 세었다. 따라서
특정한 n값에대한평
균속수는 1보다작을
수있다. 10

0

10
1

10
2

10
−1

10
0

10
1

10
2

을구상했다(그림 15.3).1 그는 t = 0시점에단하나의종으로시작하여,

진화의시간척도에서 ‘짧은’시간간격 dt동안한종이돌연변이를통해

같은속의새로운종을탄생시킬확률은 r dt와같다고가정했다 (여기서

r > 0).

그림 15.3: 한속내의
종 수 진화에 대한 시
뮬레이션. 종 1은종 2
와 3을생성한다. 종 3
은종 4를생성한다.

t

1

1

1

2

3

3

4

시간 t에 n개의종이존재할확률을 pn(t)라고한다(n은정수이지만

t는실수이다). 율은 pn(t + dt)를계산하기위해다음의몇가지경우를

1맥켄드릭(16장참조)은 1914년에발표한논문에서인구역학에서이러한모델을이미
연구하기시작했다.



106

고려했다.

• 시간 t에 n−1종이있다면,각종은 t와 t+dt사이에하나의새로운

종을생성할확률 r dt를가지며, dt → 0의극한에대해서는시간

t +dt에 (n−1)r dt의확률로 n종이존재할것이다.

• 시간 t에 n개의종이있다면, 시간 t +dt에는 nr dt의확률로 n+1

개의종이존재할것이다.

따라서 pn(t)는다음과같은연립미분방정식으로주어진다.

d p1

dt
=−r p1 , (15.1)

d pn

dt
= (n−1)r pn−1 −nr pn (15.2)

(모든 n ⩾ 2에대해). 첫 번째방정식에서 p1(0) = 1이므로 p1(t) = e−r t

를얻다. 초기조건 pn(0) = 0을만족하는두번째방정식의해는다음과

같다는것을보일수있다.

pn(t) = e−r t (1− e−r t)n−1 (15.3)

이는모든 n ⩾ 2에대해성립한다 (그림 15.4). 따라서어떤고정된시간 t

에서확률 (pn(t))n⩾1의분포는두연속항사이의비율이 1−e−r t와같은

‘기하학적’분포이다.

실제로방정식 (15.2)는다음의식과같고

d
dt

[
pn enr t]= (n−1)r pn−1 enr t , (15.4)

이를 이용해 p2(t), p3(t)...를 연속적으로 계산할 수 있다. p2(t) =

e−r t (1−e−r t)와 p3(t) = e−r t (1−e−r t)2를통해일반해에대한공식

(15.3)을유추할수있다. 마지막으로이공식이방정식 (15.4)의해
임을확인할수있다.

율은또한식(15.3)으로부터종의수에대한기대값이시간이지남에
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그림 15.4: 시간
t에 같은 속에 n
종이 존재할 확률
pn(t). (1 ⩽ n ⩽ 4)

0

1

n=1

n=2

n=3

n=4

t

따라다음과같이기하급수적으로증가한다는사실을추론했다.

+∞

∑
n=1

n pn(t) = er t .

실제로모든 |x|< 1에대해

+∞

∑
n=1

nxn−1 =
d
dx

+∞

∑
n=0

xn =
d
dx

(
1

1− x

)
=

1
(1− x)2

이므로다음이성립한다.

+∞

∑
n=1

n pn(t) = e−r t
+∞

∑
n=1

n(1− e−r t)n−1 = er t .

특히 T가 erT = 2로정의되는배가시간이라면, t = T 시점의종수에

대한확률분포 (pn(t))n⩾1는비율 1/2를갖는기하분포이다.

1
2
,

1
4
,

1
8
,

1
16

· · ·

시간 t = kT에서는비율 1− 1/2k를갖는기하분포이며 p1(kT ) = 1/2k



108

이다.

이어서율은같은속에속하는종수의증가와함께더큰돌연변이로

인해새로운속이만들어지는유사한과정을생각했다. sdt를짧은시간

간격 dt 동안기존속이새로운속을생성할확률이라고한다. 이전과

마찬가지로, t = 0시점에속이하나만있다고가정하면 t 시점의속수

의기대값은 est이다. 시간 t에서단위시간당생성된속의평균개수는

미분인 sest이다. t → +∞의극한에서, 시간 t에서 x와 x+ dx시간단위

사이에존재했던속의평균개수는 ses(t−x) dx이다.2 시간 t에서무작위로

선택된속이 x와 x+dx시간단위사이에존재했을확률은 se−sx dx이다.

시간 t에서무작위로선택된속이 x와 x+ dx시간단위사이에존재

했다면,이속이 n종을가질확률은공식 (15.3)에따라 e−r x (1−e−r x)n−1

와같다 (모든 n ⩾ 1에대해). 따라서시간 t에서무작위로선택된속이 n

종을가질확률 qn은다음과같다.

qn =
∫ +∞

0
se−sx e−r x (1− e−r x)n−1 dx .

여기서 u = r/s라고두자. 간단한계산을통해 q1 = 1/(1+u)와

qn =
1

1+u
u

1+2u
2u

1+3u
· · · (n−1)u

1+nu
(15.5)

를보일수있다 (모든 n ⩾ 2에대해).

실제로, (1− e−r x)n−1 = (1− e−r x)n−2 (1− e−r x)이다. 따라서

qn = qn−1 − s
∫ +∞

0
e−(r+s)x (1− e−r x)n−2 e−r x dx

이다. 부분적분을통해다음을얻을수있다.

qn = qn−1 −
r+ s

(n−1)r
qn , qn =

(n−1)r/s
1+nr/s

qn−1 .

2율은 est의배가시간에비해 t가크지않은경우도고려했다. 계산은조금더복잡하지
만결과는크게다르지않다.
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공식(15.5)는확률의수열 (qn)n⩾1이감소하고있음을보여준다. 따라

서 n = 1일때최대값을갖는다. 즉,대부분의속은단하나의종만포함한

다. 이것은정확히데이터에서관찰된것이다. 또한, qn/qn−1 → 1이므로

n이무한대로향할때 qn의 0을향한감소세는상대적으로느리다. 이는
일부속이많은종을포함하는이유를설명할수있다. 더 정확하게는,

율은 logqn이 log(n)에대해선형적으로감소한다는것을보여주었다.

오일러의감마함수 Γ(z) =
∫ +∞

0 tz−1 e−t dt를도입한다. n이정수일

때 Γ(n+1) = n! = n×(n−1)×·· ·×2×1이고, Γ(z+1) = zΓ(z)이다.
따라서 (15.5)는다음의형태를취한다.

qn =
(n−1)!

u(1+ 1
u )(2+

1
u ) · · ·(n+

1
u )

=
Γ(n)Γ(1+ 1

u )

u Γ(n+1+ 1
u )

.

하지만스털링근사에따르면 logΓ(n)≈ n logn−n− 1
2 logn+constant

이다. 마찬가지로, logΓ(n+ 1+ 1/u) ≈ n logn− n+( 1
u +

1
2 ) logn+

constant이다. 따라서 logqn ≈−(1+ 1
u ) logn+ constant이다.

예를들어도마뱀의경우를생각해보자. 매개변수 u는한종만포함

하는속의비율 q1 = 1/(1+u)로부터추정할수있다. 표 15.1에따르면,
q1 = 105/259이므로 u ≈ 1.467이다. 이제이론적확률 qn를구할수있고

n종을포함하는속의예상수 Qn 또한 qn에총속의수인 259를곱하여
구할수있다 (표 15.2). 율은수백만년에걸친진화를통해종들이겪은
대격변을고려하지않은모델의단순성을고려할때관측과계산의일치

도가비교적양호하다는사실을발견했다.3

1931년이후율은케임브리지대학에서점진적으로은퇴했다. 그는
책저자를식별하기위해문장길이의통계적분포에관심을갖게되었다.

그는특히존그란트가출판한책에이방법을적용했는데(2장참조), 아
마윌리엄페티(Petty)에게서영감을받은것으로보인다. 1944년에는
≪문학어휘의통계적연구≫라는책을출판했다. 그는 1951년에사망
했다.

3100종이상의종을포함하는속의수에대해, 율은 t가 est의배가시간에비해크지
않다고가정했을때표 15.2보다더좋은결과를얻었다.
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표 15.2: 도마뱀(259속 1,580종분류)에대한데이터와이론의수치비교.

속당종수 관찰된속수 계산된속수

1 105 105.0
2 44 39.2
3 23 21.3
4 14 13.6
5 12 9.6
6 7 7.2
7 6 5.6
8 4 4.5
9 5 3.7

10 5 3.1
11-20 17 16.6
21-30 9 6.9
31-40 3 3.9
41-50 2 2.6
51-60 0 1.9
61-70 1 1.4
71-80 0 1.1
81-90 0 0.9

91-100 0 0.7
101- 2 10.1

합계 259 259

오늘날에도율의모델은 ‘계통나무’(종의계통나무)를분석하는데

사용된다. 그림 15.3과유사한이나무는분자생물학에서나온새로운데
이터덕분에더잘알려져있다. 그러나방정식 (15.1)-(15.2)에서정의된
확률과정의적용은진화론에만국한되지않는다. 이과정은미시적수준

(예: 박테리아군집모델링)에서거시적수준(전염병의시작모델링)에

이르기까지인구역학에서많은모델의기본구성요소이다. 이를 ‘순수

출생과정’또는 ‘율과정’이라고한다. 간단한변형은작은시간간격 dt

동안사망할확률 mdt를포함하며,이 ‘출생및사망과정’에대한시간 t

의인구의기대값은 e(r−m)t이다. 확률분포(15.5)를율분포라고부르기
도한다. 꼬리가멱법칙을만족하는분포는과학의다양한분야에서많은
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관심을받고있다. 멱함수분포를활용한무작위네트워크상의전염병

전파연구가한가지예이다.
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전염병모델링의맥켄드릭과커맥

(1926–1927)

1926년맥켄드릭은확률적전염병모델을연구하여전염병이특정
최종규모에도달할확률을계산하는방법을발견했다. 또한연속

시간상에서연령구조로구성된인구를설명하는편미분방정식도

발견했다. 1927년커맥과맥켄드릭은결정론적전염병모델을연구
하여인구밀도에대한특정임계값을강조하는최종유행규모에

대한방정식을얻었다. 대규모전염병은이임계값위에서는발생

할수있지만그아래에서는발생하지않는다. 이러한연구는현대

역학에서여전히많이사용되고있다.

앤더슨그레이맥켄드릭(McKendrick)은 1876년에든버러에서다섯
자녀중막내로태어났다. 그는글래스고대학교에서생리학교수였던

아버지밑에서의학을공부했다. 1900년그는인도의무성에합류했다.
인도에가기전에는로널드로스(Ross)와함께시에라리온에서말라리아
퇴치임무를수행했다. 그후그는수단에서 18개월동안군복무를했다.
인도에도착한그는벵골의한교도소의의사로임명되어이질퇴치를

위해노력하였다. 1905년에는인도북부에있는카사울리에새로생긴
중앙의학연구소에합류했다. 그는 광견병을연구하는동시에수학도
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공부했다. 1920년열대성질병에감염된그는에든버러로돌아와왕립
의과대학연구소의책임자가되었다.

그림 16.1: 맥켄드릭(1876–1943)과커맥(1898–1970)

1926년맥켄드릭은몇가지새로운아이디어를담은≪의학문제에
대한수학의응용≫에관한논문을발표했다. 그는특히감염과회복의

확률적측면을고려한연속시간전염병수리모델을소개했다.

처음에는감염자가한명뿐인 N명의인구가있다고가정해보겠다.

사람들은감염가능상태 S, 감염된상태 I, 회복된상태 R의세가지상태

를단계적으로거칠수있다 (그림 16.2).1

S I R

그림 16.2: 가능한상: 감수성있음(S), 감염됨(I), 회복됨(R).

pi,r(t)는시간 t에서인구집단이상태 I에있는사람을정확히 i명,

상태 R에 있는 사람을 정확히 r명 포함할 확률로, 여기서 i와 r은 1 ⩽
i+ r ⩽ N의정수이다. 이경우집단을상태 (i,r)에있다고한다. 감염에

감수성이있는사람의수는 s = N − i− r이다. 말라리아에대한로스의
1다니엘베르누이의모델(4장참조)에는상태 S와 R이포함되었지만 I는포함되지않

았는데,감염기간이평균수명에비해훨씬짧기때문이다.
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연구(12장참조)를따라맥켄드릭은작은시간간격 dt 동안한번의새

로운감염이발생할확률은 as i dt (즉, 감수성있는사람의수와감염된

사람의수에모두비례)와같다고가정했다. 회복이한번일어날확률은

bi dt와같다. a와 b는모두양의매개변수이다. pi,r(t+dt)를계산하려면

몇가지경우를구분해야한다.

• 시간 t에서인구가 (i−1,r)상태에있고, t와 t +dt 사이에한번의

새로운감염이일어나인구가 (i,r)상태로이동하는경우. 이사건

의확률은 as(i−1)dt이며, s = N − (i−1)− r이다.

• 시간 t에서인구는 (i,r)상태에있고, t와 t + dt 사이에한번의새

로운감염으로인구가 (i+ 1,r)상태로이동하는경우. 이사건의

확률은 as idt이고 s = N − i− r이다.

• 시간 t에서인구가 (i+ 1,r − 1)상태에있고, t와 t + dt 사이에한

번의회복이일어나인구가 (i,r)상태로이동하는경우. 이사건의

확률은 b(i+1)dt이다.

• 시간 t에서인구가 (i,r)상태에있고, t와 t + dt 사이에한번의회

복이일어나인구가 (i−1,r+1)상태로이동하는경우. 이사건의

확률은 bi dt이다.

따라서맥켄드릭은 1 ⩽ i+ r ⩽ N에대해다음의방정식을얻었다.

d pi,r

dt
= a(N − i− r+1)(i−1) pi−1,r −a(N − i− r) i pi,r

+b(i+1) pi+1,r−1 −bi pi,r. (16.1)

우변의첫번째항과세번째항은각각 i = 0일때와 r = 0일때정의되지

않는다. 초기조건은 p1,0(0) = 1을제외한모든 (i,r)에대해 pi,r(0) = 0

이다.

맥켄드릭은이모델을사용하여 n명의감염자를발생시키고전염병

이끝날확률인 t → +∞일때 p0,n(t)의극한을계산할수있었다. 사실

계 (16.1)을풀필요는없다. 감염자수가 i이고회복자수가 r일때작은

시간간격 dt 동안새로운감염이발생할확률이 a(N − i− r) idt이고새
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로운회복이발생할확률은 bi dt라는것을알면충분하다. 따라서모든

i ⩾ 1에대해상태 (i,r)에서상태 (i+1,r)로,또는상태 (i−1,r+1)로의

전이확률(마르코프연쇄이론의용어에따라)은각각다음과같다(그림

16.3).

P(i,r)→(i+1,r) =
a(N − i− r)

a(N − i− r)+b
, P(i,r)→(i−1,r+1) =

b
a(N − i− r)+b

.

그림 16.3: N = 5인인구
의가능한상태(가로축은
i, 세로축은 r)와 감염(가
로 화살표) 또는 회복(다
른화살표)으로인해발생
가능한 전이를 보여주는
도식식.

0
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1
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2
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3
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i
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qi,r를전염병유행기간동안인구가 (i,r)상태를거쳐갈확률이라고

하면, t = 0일때 i = 1이고 r = 0이므로 q1,0 = 1이된다. 다른상태는감염

또는회복후에도달한다.

qi,r = qi−1,r P(i−1,r)→(i,r)+qi+1,r−1 P(i+1,r−1)→(i,r) .

i = 0 또는 i = 1일 때 우변의 첫 번째 항은 존재하지 않는다. 두 번째

항은 r = 0일 때 없다. 이 공식으로부터 먼저 (qi,0)2⩽i⩽N를, 그 다음

(qi,1)0⩽i⩽N−1, 그리고 (qi,2)0⩽i⩽N−2등을계산할수있다. 전염병이최종적

으로 n명의사람을감염시킬확률은 q0,n이다. 1926년에는이러한계산
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이상당히지루했다. 그래서맥켄드릭은한가족처럼아주작은인구에

관한예로제한했다. N = 5명이고 b/a = 2인경우, 그는표 16.1을얻었
다. 가장높은확률은가족중한사람만감염된경우또는가족전체가

감염된경우에해당된다.

표 16.1:
b/a = 2일 때
전염병이 5
인 가족의 n
명을감염시킬
확률.

n 1 2 3 4 5

q0,n 0.33 0.11 0.09 0.13 0.34

1926년에발표된동일한논문에는시간을연속변수로간주할때인
구문제를 새롭게 공식화한내용도포함되어있다. 무한히 작은 dx의

경우, P(x, t)dx를 시간 t에서 x와 x+ dx 사이의 연령을 가진 인구라고

하자. m(x)는연령 x의사망률이라고한다. 그러면 h가무한히작은경우

P(x+h, t +h)≈ P(x, t)−m(x)P(x, t)h이다. 함수 P(x, t)의편도함수

∂P
∂x

(x, t) = lim
h→0

P(x+h, t)−P(x, t)
h

,
∂P
∂ t

(x, t) = lim
h→0

P(x, t +h)−P(x, t)
h

를생각해보자.

P(x+h, t +h)≈ P(x, t)+h
∂P
∂x

(x, t)+h
∂P
∂ t

(x, t)

임을이용하여맥켄드릭은다음의편미분방정식을얻는다.

∂P
∂ t

(x, t)+
∂P
∂x

(x, t)+m(x)P(x, t) = 0 .

이러한방정식은인구의연령(25장참조)또는역학의감염이후시간과
같이연속적인변수로구성된인구문제에서자연스럽게등장한다.

윌리엄오길비커맥(Kermack)은 1898년스코틀랜드의작은마을에
서태어났다. 그는애버딘대학교에서공부하고옥스퍼드의산업실험
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실에서유기화학분야연구를시작했다. 1921년, 커맥은에든버러왕
립의과대학연구소의화학부서를담당하게되었다. 1924년에든버러
실험실에서 발생한 폭발 사고로 완전히 실명했지만 동료와 학생들의

도움으로화학연구를계속했다. 또한커맥은전염병의수학적모델링을

위해맥켄드릭과협력하기시작했다. 1927년부터두사람은결정론적
전염병모델을연구한≪전염병의수학적이론에대한공헌≫시리즈를

함께발표했다. 충분히큰규모의 N명의인구를가정하자. 1926년논
문에서와같이사람들이감염에감수성이있거나감염되었거나회복된

상태중하나라고가정한다. 질병이치명적이라면세번째상태는사망을

의미한다. 세가지상태에있는사람의수를각각 S(t), I(t)및 R(t)라고

하자. 모델(단순화된형태의)은다음세개의미분방정식으로이뤄진

계다.

dS
dt

=−aSI, (16.2)

dI
dt

= aSI −bI, (16.3)

dR
dt

= bI. (16.4)

따라서단위시간당새로운감염자수는 1926년의확률모델에서와마찬
가지로감수성자의수와감염된사람의수둘다에비례한다. 전염병이

시작되는 t = 0시점에는 S(0) = N − I0, I(0) = I0 및 R(0) = 0로몇명의

사람이감염되었다고가정한다 (0 < I0 < N).

계 (16.2)-(16.4)는닫힌형태의해는갖지않지만, 다음의몇가지속
성을만족함을증명할수있다.

• 총인구 S(t)+ I(t)+R(t)는일정하게유지되며 N과같다.

• S(t), I(t)및 R(t)는음수가아님을유지한다 (각각은 인구이므로

음수가아니어야한다).

• t →+∞이면 S(t)는극한 S∞ > 0를향해감소하고, I(t)는 0에가까
워지며, R(t)는극한 R∞ < N를향해증가한다.
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• 나아가,극한 S∞은다음의음의방정식

− log
S∞

S(0)
=

a
b
(N −S∞) , (16.5)

로부터추정할수있고,최종유행규모 R∞ = N −S∞도계산된다.

실제로 d
dt (S+ I +R) = 0임을알수있다. 따라서 S(t)+ I(t)+R(t) =

S(0)+ I(0)+R(0) = N이다. 방정식 (16.2) 및 (16.3)는 다음과같이
표현할수있다.

d
dt

[
S(t)ea

∫ t
0 I(τ)dτ

]
= 0 ,

d
dt

[
I(t)ebt−a

∫ t
0 S(τ)dτ

]
= 0 .

한쪽에서는 S(t) = S(0)e−a
∫ t

0 I(τ)dτ > 0이고, 다른 쪽에서는 I(t) =

I(0)ea
∫ t

0 S(τ)dτ−bt > 0이된다. 방정식 (16.2) 및 (16.4)는함수 S(t)가

감소하고함수 R(t)가증가함을보여준다(특히, R(t) ⩾ 0). S(t) ⩾ 0

이고 R(t)⩽ N이므로,함수 S(t)와 R(t)는 t →+∞일때극한을갖는
다. I(t) = N −S(t)−R(t)이므로 I(t)도 t →+∞일때극한을가지며,
이는 방정식 (16.4)을 적분하면 알수있듯이 0이될수밖에없다.
방정식 (16.2)는 또한 − d

dt [logS] = aI임을보여준다. 이를 t = 0과

t = +∞사이에서적분하면 logS(0)− logS∞ = a
∫ +∞

0 I(t)dt 를얻는

다. 방정식(16.3)은 dI
dt =− dS

dt −bI로표현할수있다. t = 0과 t =+∞
사이에서적분하면 I(0) = S(0)−S∞ −b

∫ ∞
0 I(t)dt를얻는는다. 두결

과를결합하면공식 (16.5)을구할수있으며,이는 S∞ > 0임을보여

준다.

초기감염자수 I0가인구규모N에비해적은경우(한도시에서전염

병이시작될때흔히발생하는경우),식(16.5)은 S∞ =N−R∞를사용하여

다음과같이다시적을수있다.

− log
(

1− R∞

N

)
≈ R0

R∞

N
. (16.6)
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여기에서R0는정의에따라

R0 =
aN
b

이다. 방정식(16.6)은R0 > 1인경우에만양의해를갖는다. 따라서커맥

과맥켄드릭은다음의결론에도달한다. R0 > 1일경우전염병은인구의

상당수를감염시킨다. 인구가임계값 N∗ = b/a보다작으면전염병이

발생할수없다.

인구의크기 N가이임계값 (N = N∗+ε) 바로위일때에는작은규모
의전염병이발생한다. 식(16.6)로부터R∞ ≈ 2ε이고,따라서 S∞ ≈N∗−ε
이다.

실제로− log(1− x)≈ x+ x2

2 의근사를사용하면방정식 (16.6)은다
음과같이된다.

R∞

N
+

1
2

(
R∞

N

)2

≈ R0
R∞

N
.

따라서 R∞ ≈ 2(R0 −1)N = 2 ε
N∗ (N∗+ ε)≈ 2ε 이다.

로스의말라리아모델 (12장)에서와마찬가지로R0 > 1일조건은간

단하게해석할수있다. aN은전염병이시작될때감염자한명이단위시

간당감염시키는사람의수이고 1/b는평균전염기간이므로R0 = aN/b

는전염병전파초기한명의감염자로인해발생하는평균이차감염자

수다.

치명적인질병의경우, R(t)는전염병이시작된이후누적사망자수

이고 dR/dt는단위시간당사망자수다. 커맥과맥켄드릭은그들의수

리모델에서 dR/dt 함수의그래프가전염병곡선에서예상할수있는종

모양을하고있다는사실을발견했다 (그림 16.4).

dR/dt을그리기위해(16.2)를 (16.4)로나누어 dS/dR=−aS/b를구

한다. 따라서 S(t) = S(0) exp(−aR(t)/b)가된다. 이를방정식 (16.4)
에대입하고 S(t)+ I(t)+R(t) = N을사용하면다음의방정식을구할



120

0 2010 305 15 25
0

1 000

200

400

600

800

그림 16.4: 1905-1906년봄베이에서흑사병유행시주당사망자수에대한데이
터와시간에대한함수 dR/dt의곡선.

수있다.
dR
dt

= b
[
N −R−S(0) exp

(
−a

b
R
)]

. (16.7)

이는여전히양함수형태로풀수없지만,전체유행기간동안 a
b R(t)

가작게유지되면 exp(−u)≈ 1−u+u2/2의근사를이용해

dR
dt

≈ b
[

N −R−S(0)+S(0)
a
b

R−S(0)
a2

2b2 R2
]

(16.8)

를구할수있다. 이것은소위리카티방정식으로, 양수 R+와음수

R−의두개의상수해를가지며,이해들은 (16.8)우변의 R에대한 2
차다항식의근이다. R̃(t)를(16.8)의엄밀해라하고Q(t) = R̃(t)−R+

로두자. 그러면 Q(t)는다니엘베르누이와베르휼스트가발견한

것과유사한베르누이미분방정식을만족한다((4.5) 및 (6.1) 참조).
따라서공식(6.2)를직접적용하여Q(t)를구할수있다. 간단하지만

지루한계산을통해 dQ/dt는 α/cosh2(β t − γ)의형태라는것을알
수있다 (여기서 α , β 및 γ는모델의매개변수에복잡하게의존하는
상수). dR/dt ≈ dR̃/dt = dQ/dt이므로,커맥과맥켄드릭은데이터에

맞는 (α,β ,γ)를선택할수있다. 물론최신컴퓨터와소프트웨어는
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이러한근사를거치지않고도미분방정식 (16.7)의수치적해를쉽
게구할수있다.

이렇게구한 dR/dt 곡선은 1905년 12월부터 1906년 7월까지봄베이
에서유행한전염병의주당사망자수데이터와잘맞았다 (그림 16.4).

커맥과맥켄드릭은전염성 a(x)가감염이후시간 x에의존하고회복

률 b(x)도 x에의존하는보다일반적인모델도고려했다. 최종유행규모

에대한방정식(초기감염자수가적을때)은여전히 (16.6)와같지만

R0 = N
∫ +∞

0
a(x)e−

∫ x
0 b(y)dy dx. (16.9)

이다. 매개변수 R0는전염병이시작될때감염자한명으로인한평균

2차 감염자 수라는 점에서 앞의 경우와 동일한 해석을 갖는다. (16.9)
와인구에대한로트카(Lotka)의공식(10.2) 의R0는유사하다. 나이는

감염이후시간으로,생존율은여전히감염되어있을확률 e−
∫ x

0 b(y)dy로,

출생률은접촉률 N a(x)로대체된다.

커맥과맥켄드릭은 1930년대에전염병에대한다수의다른수학적
모델을개발했다. 이러한모델은오늘날감염병역학에서사용되는복

잡한모델대부분의뼈대가된다. 매개변수R0의정의는 1990년디크만
(Diekmann), 히스터빅(Heesterbeek)과메츠(Metz)에의해일반화되었
고,모델분석에서여전히핵심적인역할을하고있다.

맥켄드릭은 1941년은퇴하고 1943년사망했다. 1930년부터 1933년
사이커맥은에든버러대학수학과의윌리엄맥크리(McCrea), 에드먼드
휘태커(Whittaker)와함께수리물리학에관한몇편의논문을공동집필
했다. 1930년대와 1940년대에커맥의화학자팀은항말라리아활성이
있는새로운분자를합성하려고시도했지만큰성과는없었다. 1938년
커맥은필립에글턴(Eggleton)과함께기초생화학에관한인기도서 ‘우
리를이루고있는것들”을공동집필했다. 1944년왕립학회회원으로
선출되었고 1949년애버딘대학교의생화학과의학과장으로취임했다.
이후자연과학대학학장을역임했다. 1968년에은퇴한뒤 1970년사망
했다.
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할데인과돌연변이 (1927)

1922년논문의다른섹션에서피셔는주어진확률분포로무작위
수의자손에게전달될수있는돌연변이유전자에대한문제를고

려했다. 이문제는형식적으로는성의소멸문제와같지만유전적

맥락에서는달랐다. 피셔는확률분포가푸아송분포이고돌연변이

유전자가선택적우위를갖지않는다면돌연변이유전자가개체군

에서매우천천히사라질수있음을보여주었다. 1927년영국의생
물학자할데인은이모델에대한연구를더욱발전시켜돌연변이에

유리한유전자가스스로유지될확률이선택적우위의두배라는

것을보여주었다. 그는또한멸종문제를자세하게다루었다.

존버든샌더슨할데인(Haldane)은 1892년옥스퍼드에서태어났으
며, 그의아버지는대학의생리학교수였다. 할데인은이튼칼리지에서

공부하고 1911년이후옥스퍼드대학교의뉴칼리지에서공부했다. 첫해
에수학에집중한그는인문학으로전향하였다. 그는제1차세계대전으
로인해학업을중단하였고, 그기간동안프랑스와이라크에서복무하

였다. 부상을입은그는인도에군사교관으로파견되었다. 1915년그는
전쟁전에시작한쥐를대상으로한유전자실험에관한첫번째논문을

발표하였다. 1919년에는뉴칼리지의펠로우가되어생리학을가르치며
아버지처럼호흡을연구하였다. 1923년에는케임브리지대학의 F. G.
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홉킨스생화학연구실에합류하여효소의동역학에집중하였다.1 또한

공상과학소설≪다이달로스또는과학과미래≫(1923)와 에세이≪칼
리니쿠스,화학전방어≫(1925)를발표하였다. 1924년부터 1934년까지
≪자연선택과인공선택의수학적이론≫이라는제목으로 10편의논문을
연재하였다.

그림 17.1:
할데인(1892–1964)

1927년에 발표된 이 시리즈의 다섯 번째 논문에서 할데인은 피셔
(Fisher)가 1922년에연구했던또다른유전모델, 즉 돌연변이에초점
을맞춘모델을재검토하였다. 피셔는돌연변이유전자가집단에침입

하거나사라질확률을연구하였다. 이 문제는공식적으로는비에나메

(Bienaymé), 골턴(Galton), 왓슨(Watson)이성의소멸에관해연구한것
과동일하였다. 피셔는골턴의 1889년저서≪자연유전≫의부록에실린
골턴과왓슨의글을읽었을수도있지만이러한저작에대해언급하지

않았다. 9장에서와같이,어떤유전자가 1세대에 k자손에게전달될확률

(k ⩾ 0)을 pk라고할때,피셔는 k에대한상한을고정하지않는생성함수

를고려하였다. 이합은무한한수의항을포함할수있다.

f (x) = p0 + p1 x+ p2 x2 + · · ·+ pk xk + · · ·

그는 0세대에돌연변이유전자를가진한개체에서시작하여, 이 유전
11929년비타민연구로노벨생리의학상을수상한프레드릭고울랜드홉킨스는 1929

년노벨생리의학상을수상하였다.
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자가 k개체에존재할확률은 1세대의경우 f1(x) = f (x), 2세대의경우
f2(x) = f ( f (x)), 3세대의경우 f3(x) = f ( f ( f (x)))에서 xk 항의계수라는

것을깨달았다. 이러한방법으로다음방정식이성립한다는것을알수

있다.

fn(x) = f ( fn−1(x)) (17.1)

이방정식은왓슨이도출한 fn(x) = fn−1( f (x))방정식보다훨씬더실용

적이다. 특히, (17.1)에서알수있듯이 n세대내의멸종확률 xn = fn(0)

은비에나메가제시했던반복식 xn = f (xn−1)을만족한다.

예를들어피셔는돌연변이유전자를가진식물이 N개의씨앗을생

산할수있고, 각씨앗이생존하여새로운식물을생산할확률 q를갖는

경우를고려하였다. 돌연변이유전자를가진 k개의자손을얻을확률 pk

는다음과같은이항식으로생각해볼수있다.

pk =

(
N
k

)
qk(1−q)N−k

0 ⩽ k ⩽ N 이고 k > N의경우 pk = 0이다. 그러면생성함수는 f (x) =

(1−q+qx)N이다. 새로운식물을생산하기위해살아남는씨앗의평균

수를R0 = N q라고할때, N이크고 q가작으면다음과같다.

f (x) =
(

1+
R0

N
(x−1)

)N

≈ eR0(x−1) = e−R0
∞

∑
k=0

(R0x)k

k!

확률분포 (pk)는 e−R0 (R0)
k/k!를따르고, 이를푸아송분포라고한다.

그런다음피셔는 x0 = 0, xn ≈ eR0(xn−1−1)와수치 N = 80및 q = 1/80을

사용하여 n세대내의멸종확률을계산하였다. 이경우R0 = Nq = 1이

된다. 계산을통해 x100 ≈ 0.98이고,선택적이점이없는돌연변이유전자

(R0 = 1)는매우느리게사라진다는것을알수있다. 100세대가지난
후에도해당유전자가집단에존재할확률은 2%이다. 1922년피셔는이
모델에대한연구를더이상진행하지않았다.

피셔의연구를이어받은할데인은 1927년논문에서 p0 > 0인확률

분포 (pk)의경우, 돌연변이유전자를가진자손의평균수R0가 1보다
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매우클때,즉돌연변이유전자가선택적우위를가질때 (0,1]구간에서

방정식 x = f (x)가정확히두근을갖는다는사실을처음발견하였다. 또

한,소멸확률 x∞(n →+∞일때 xn의한계값 )는 x = f (x)의두근중가장

작은근이다. 이유전자는집단에정착할확률이 0이아니다. 비에나메와
쿠르노와달리할데인은이결론에대한증명을제시하였다.

실제로 [0,1]간격의모든 x에대해 f ′(x) ⩾ 0및 f ′′(x) ⩾ 0이된다.

즉, 함수 f (x)는증가하며볼록이다. f (0) = p0 > 0및 f ′(1) = R0 =

p1 + 2p2 + 3p3 + · · · > 1 가정은 f (x) = x 방정식이 (0,1] 구간에서

x = 1과 x∗의정확히두가지해를가지며, 0 < x∗ < 1이라는것을암

시한다. 할데인은 1883년가브리엘코니그스의논문을언급했는데,
이논문은 xn = f (xn−1)이고 xn → x∞라면 x∞ = f (x∞)와 | f ′(x∞)|⩽ 1

이라는것을보여줬다. f ′(1) > 1일때, 유일한가능성은 x∞ = x∗이

다.

f (x) = eR0(x−1) 이고 R0 이 1보다약간큰푸아송분포의경우, 소멸
확률(x∞)은 1에매우근접한다. 방정식 f (x∞) = x∞를보면알수있다.

R0(x∞ −1) = logx∞ ≈ (x∞ −1)− (x∞ −1)2

2

이것은 1− x∞ ≈ 2(R0 −1)과같다. 할데인은돌연변이유전자가멸종하

지않을확률은선택적우위R0 −1의두배라는결론을내렸다. 피셔는

할데인을인용하지않고 1930년저서에서돌연변이유전자가멸종하지
않을확률이 2% 인R0 = 1.01인경우를예로들었다.

할데인은 1932년왕립학회회원이되었다. 캠브리지를떠나런던
유니버시티칼리지의유전학교수가되었고, 이후에는생체인식학교

수가되었다. 당시그는돌연변이율추정, 염색체유전자지도등인간

유전학에특히관심이많았다. 1927년줄리언헉슬리(Huxley)와 함께
쓴≪동물생물학≫, 1930년≪효소≫, 1932년≪진화의원인≫, 1954년
≪유전학의생화학≫등의과학저서외에도언론에과학관련기사(예를

들어 생명의 기원) 및 에세이(1932년 ≪인간의 불평등≫, 1935년 ≪한
생물학자의철학≫, 1938년≪마르크스주의철학과과학≫, 1938년≪유
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전과정치≫, 1947년≪과학의진보≫)를발표하였다. 내전중스페인을
여러차례방문한후, 그는자국에공습에대비한피난처를건설하도록

설득하려고노력하였다. 제2차세계대전중에는잠수함의호흡문제를
연구하였다. 1942년부터공산당당원이었던그는 1950년리센코의영향
으로소련에서멘델유전학을공식적으로거부하는바람에사임하였다.

1957년인도에정착한그는처음에는캘커타의인도통계연구소에서,
나중에는부바네스와르에서연구를계속하였다. 인도시민이된그는

1964년에사망하였다.
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멸종문제에대한얼랑과스테펜센

의견해 (1929–1933)

1929년덴마크의전화기술자얼랑은성의소멸문제를다시한번
고려하였다. 그의동료통계학자스테펜센은이문제에대한완전한

해결책을찾아냈다. 그는특히각세대의자손수에대한기대치가

기하급수적으로증가하여확률론적인구모델과결정론적인구모

델사이의격차를해소한다는것을보여주었다.

아그너크라우프얼랑(Erlang)은 1878년덴마크론보르그에서태어
났다. 그의아버지는교사였다. 1896년부터 1901년까지얼랑은코펜하겐
대학에서수학,물리학,화학을공부하였다. 그후고등학교에서수년간

교편을잡으며수학, 특히 확률이론에관심을가졌다. 그는 코펜하겐

전화회사의수석엔지니어이자아마추어수학자였던옌센(Jensen)을
만나 1908년회사의새로운연구소에합류하도록설득하였다. 얼랑은
전화통화관리에확률이론을적용하는논문을발표하기시작하였다.

1917년그는대기시간에대한공식을발견했고,이공식은전세계전화
회사에서빠르게사용되었다. 덴마크어로처음출판된그의논문은이후

여러다른언어로번역되었다.

1929년얼랑은비에나메(Bienaymé), 골턴(Galton), 왓슨(Watson)이
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그림 18.1: 얼랑 (1878–1929) 과스테펜센 (1873–1961).

가족이름의맥락에서, 피셔(Fisher)와할데인(Haldane)이돌연변이유
전자의맥락에서연구했던것과동일한멸종문제에관심을갖게되었다.

이전연구자들과마찬가지로그는이미출판된연구결과를알지못하였

다. 한개체가 k와같은수의자손을가질확률 pk에서,얼랑은그가계가

n세대내에멸종할확률 xn에대해다음과같은등식이성립한다는것을

알아냈다.

xn = p0 + p1 xn−1 + p2 xn−1
2 + · · ·= f (xn−1), x0 = 0.

x∞를 n → +∞일때 xn의극한이라고할때이것이최종소멸확률이다.

얼랑은 x∞가 x∞ = f (x∞)방정식의해라는것을알아냈다. 그는 x = 1이

항상해이며,자손의평균수R0 = f ′(1)가 1보다클때 0과 1사이에다른
해가존재한다는것을깨달았다. 그러나그는이두해중어떤것이옳은

지알아낼수없었던것같다. 갤턴과마찬가지로그는 1929년이문제를
덴마크의수학저널인≪Matematisk Tidsskrift≫에제출하였다.

“문제 15. 한개인이 k의자녀를가질확률이 pk이고,여기서

p0 + p1 + p2 + · · ·= 1일때,그의가족이멸종할확률을구하

여라.”

안타깝게도얼랑은같은해인 1929년 51세의나이로세상을떠났다. 사
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실그는자식없이죽었다.1

코펜하겐 대학의 보험수학 교수인 요한 프레데릭 스테펜센(Stef-
fensen)은 얼랑의 질문을 받아들였다. 그는 1930년 같은 덴마크 저널
에멸종확률 x∞는항상닫힌구간 [0,1]에서방정식 x = f (x)의가장작

은근이라는해법을발표했는데, 이는이미비에나메와할데인이알고

있던사실이었다. 스테펜센의증명은현대교과서에서찾아볼수있는

증명이다.

실제로,우리는소멸확률 x∞가닫힌구간 [0,1]에서 x = f (x)의해임

을확인하였다. x∗를이러한해의최소값이라고가정한다. 정의에

따르면, x∗ ⩽ x∞이다. 스테펜센은먼저 x∗ = f (x∗)⩾ p0 = x1이라는

것을알아냈다. 귀납적으로 x∗ ⩾ xn이라고가정할때 x∗ = f (x∗) ⩾
f (xn) = xn+1함수가증가하기때문에 f (x)가증가한다. 따라서모든

n에대해 x∗ ⩾ xn이다. 극한을취하면 x∗ ⩾ x∞가된다. 따라서 x∞ = x∗

이다.

스테펜센은자손의평균수 R0 = f ′(1)가 1보다작거나같을때왜
x = 1이 x = f (x)의유일한근인지(그림 18.2a)와R0 > 1의경우왜 x = 1

과다른근이하나만있는지에대해서도보다공식적인설명을하였다

(그림 18.2b). 수학적으로R0 = f ′(1)은 x = 1에서함수 f (x)의기울기임

을알수있다.

그는 x = f (x)의모든근에대해다음과같은사실을발견하였다.

1− x = 1− f (x) = 1− p0 −
+∞

∑
k=1

pk xk =
+∞

∑
k=1

pk(1− xk) .

x ̸= 1이라고가정하고 1− x로나누면다음과같이된다.

1 = p1 + p2(1+ x)+ p3(1+ x+ x2)+ · · · . (18.1)

1그의업적을기리기위해 1946년국제전화자문위원회는전화트래픽의강도를측정
하는단위를 ‘얼랑’이라고부르기로결정하였다. ‘얼랑’은에릭슨이라는회사에서프로그
래밍언어에붙인이름이기도하다.
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x가 0에서 1로증가하면방정식 (18.1)의오른쪽은 1− p0에서R0 =

f ′(1)로증가한다. 만약R0 < 1이면,방정식 (18.1)은해가없다. 만
약R0 ⩾ 1이고 p1 = 1인경우를제외하면,방정식(18.1)의오른쪽은
x의순증가함수이다. 그렇지않으면 pk ̸= 0이되는 k ⩾ 2가없을

것이고, R0은 p1 < 1과같을것이다. 결론적으로, (18.1)는 R0 ⩾ 1

일때 [0,1]구간에서오직하나의해가존재한다.

0 1

1

0 1

1

x*

그림 18.2: 17장의예제에서 y = x및 y = f (x)함수의그래프를나타낸다. f (x) =
eR0(x−1),R0 = 0.75 < 1(왼쪽)또는R0 = 1.5 > 1(오른쪽).

덴마크보험계리학회와덴마크수학학회회장이기도했던스테펜센

은 1930년런던대학교에초빙되었다. 그의영국동료인W. P. 엘더튼
(Elderton)은그에게골턴과왓슨의연구에대해이야기하였다. 1933년
스테펜센은 1931년강연을했던앙리푸앵카레연구소연보에새로운논
문을발표하였다. 그는자신의논문결과를덴마크어로요약하여왓슨의

결과와비교하였다. 그는또한 n세대의자손수에대한수학적기대치가

(R0)
n과같다는것을보여주었다.

0세대의한개체에서시작하여 n번째세대에 k자손이있을확률을
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pk,n이라하고, n번째세대에대한생성함수를 fn(x)라하자.

fn(x) =
+∞

∑
k=0

pk,n xk

1930년논문에서스테펜센은이전연구자들과마찬가지로 f1(x) =

f (x)이며다음방정식이성립한다는사실을알아냈다.

fn(x) = f ( fn−1(x)). (18.2)

Mn을 n번째세대의자손수에대한기대치라하면다음과같은식을

유도할수있다.

Mn =
+∞

∑
k=1

k pk,n = f ′n(1) .

공식(18.2)을이용하면 f ′n(x) = f ′( fn−1(x))× f ′n−1(x)을얻을수있다.

따라서 Mn = f ′n(1) = f ′( fn−1(1))× f ′n−1(1) = f ′(1)×Mn−1 = R0 ×
Mn−1. M1 = f ′1(1) = f ′(1) = R0 이므로, 모든 n에대해 Mn = (R0)

n

이다.

따라서예상되는자손의수는R0이 1보다크거나작은지에따라기
하학적으로증가하거나감소한다. 예상되는자손의수는오일러(Euler),
맬서스(Malthus) 등이고려한인구증가의결정론적모델에서와같다.
그러나 R0 > 1일때에도해당가계가멸종할확률은 0이아닌 x∞이다.

이러한가능성은결정론적모델에서는발생하지않는다.

스테펜센과그의전임자들이연구한확률과정은여전히많은현실적

인인구역학모형의기본요소아다. 이문제는 20장에서마지막으로한
번더언급할것이다. 스테펜센은 1943년까지코펜하겐대학의교수로
재직하다가 1961년에사망하였다.
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라이트및무작위유전적드리프트

(1931)

1931년미국의생물학자시월라이트는인구유전학분야의확률론
적모델연구를하였다. 이연구에서하디-바인베르크법칙과동일
한가정을기반으로하지만인구가무한하다고가정하면유전자형

의빈도는더이상일정하지않아진다. 두대립유전자중하나는실

제로사라지지만아주오랜시간이지난후에사라질수도있다. 이

모델의해석은라이트와피셔사이에여전히논쟁의대상이었는데,

후자는자연선택이무작위성보다진화에더중요한역할을한다고

추정하였다.

시월라이트(Wright)는 1889년매사추세츠에서태어났다. 그는아
버지가경제학을가르치던일리노이의작은대학에서학부과정을마쳤

다. 일리노이대학교어바나캠퍼스에서생물학석사학위를받고콜드

스프링 하버 연구소에서 여름학교를 마친 라이트는 하버드 대학교에

서기니피그의털색유전과관련하여박사학위를받았다. 1915년부터
1925년까지워싱턴에있는미국농무부축산국에서기니피그를이용한
근친교배실험을계속하였다. 그는이러한실험을분석하기위해 ‘경로

계수법’을개발하였다. 그후시카고대학교동물학과에합류하였다.
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그림 19.1:
라이트 (1889–1988)

1922년피셔(Fisher)의인구유전학논문(14장참조)에영향을받은
라이트는 1925년에≪멘델인구의진화≫라는장문의논문을썼고, 1931
년에마침내출판하였다. 그는특히피셔의 1930년저서≪자연선택의
유전적이론≫에도암시적으로등장한수학적모델을연구하였다. 하

디-바인베르크법칙에서와마찬가지로, 이 모델은하나의유전자좌에
대해가능한대립유전자 A와 a가두개뿐인경우를고려하지만,개체군

이무한히크다고가정하지않는다. 요점은이가정을제거하면모집단

의유전적구성에어떤영향을미치는지확인하는것이다. 따라서 N을

모든세대에서동일하다고가정한총개체수라고하자. 각 개인은두

개의대립유전자를가지고있다. 따라서각세대의인구에는총 2N개의

대립유전자가존재한다. 이모델은또한짝짓기가무작위로일어난다고

가정한다. n번째세대에서 A유형의대립유전자수가 i이고 a유형의

대립유전자수가 2N − i라면, n+1세대의개체중에서무작위로선택된

대립유전자가 A가될확률은 i
2N 이거나 a가될확률은 1− i

2N 이다. 따라

서 n+1세대의 A대립유전자수가 j가될확률은다음과같다

pi, j =

(
2N

j

)(
i

2N

) j (
1− i

2N

)2N− j

. (19.1)

여기에서
(2N

j

)
는이항계수이며 (2N)!

j!(2N− j)!와같다. Xn은세대 n에있는 A

대립유전자의수로,무작위변수이다(그림 19.2). Xn = i라는것을알면

Xn+1의기대값이 i와같다는것을증명할수있는데, 이는대립유전자
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그림 19.2: N = 20 및
X0 = 10일 때 30세대
동안 A대립유전자의
수 Xn의 변화를 보여
주는두가지시뮬레이
션.

0 10 20 30

N

2N

0 10 20 30

N

2N

A의 빈도가 세대를 거쳐 일정하게 유지되는 하디-바인베르크 법칙을
연상시킨다.

실제로다음과같은 ‘생성함수’를고려해보자.

f (x) =
2N

∑
j=0

pi, j x j =

(
1− i

2N
+

ix
2N

)2N

Xn = i라고가정할때 Xn+1의기대값은다음과같다.

2N

∑
j=0

j pi, j = f ′(1) = i (19.2)

그러나이모델에서는 0 < i < 2N인초기조건 X0 = i에서시작하여특정

세대후에우연히 Xn = 0이라는이벤트가발생할수있다. 이경우모든

대립 유전자는 a 유형이 되고 Xn은 모든 미래 세대에서 0과 동일하게
유지된다. 특정 세대후 Xn = 2N인경우대립유전자 A에대해서도동

일하게유지된다. 요약하면, 하디-바인베르크모델에서와같이인구가
무한히많다고가정하면두대립유전자의빈도가일정하게유지되므로

두대립유전자는사라질수없다. 피셔-라이트모델에서와같이인구의
유한한크기를고려하면두대립유전자의빈도가변동하고대립유전자

중하나가사라질수있다.
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X0 = i에서시작하면,모집단이 X = 0상태로고정될확률Qi를쉽게

계산할수있다. 실제로 Qi는 ‘경계조건’을만족해야한다.

Q0 = 1, Q2N = 0. (19.3)

게다가,

Qi =
2N

∑
j=0

pi, j Q j , (19.4)

pi, j Q j는 X0 = i에서시작하여X1 = j를통과하는상태X = 0에고정될확

률임을알수있다. ∑2N
j=0 pi, j = 1이므로, (19.2)를사용하면Qi = 1− i

2N가

시스템 (19.3)-(19.4)의해임을알수있다. 따라서 N 크기의모집단에서

A유형의대립유전자수가 i인상황에서시작하여시스템이대립유전자

a만을포함하는모집단으로진화할확률은 1− i
2N와같다. 마찬가지로,

대립유전자 A만포함하는집단으로진화할확률은 i
2N와같다.

라이트는두극단상태중하나에서고정되기까지경과하는세대수가

2N 세대정도라는것을보여주었다 (그림 19.3). 수백만명의개인으로
구성된집단에서는이시간이너무길어하디-바인베르크법칙에서처럼
대립유전자의빈도가거의일정한것으로간주될수있다.

실제로, 0세대의모집단에A유형의대립유전자가 i0개있다고가정

한다. u(n)i 를 n세대의모집단에유형 A의대립유전자가 i개존재할

확률이다.

u(n+1)
j =

2N

∑
i=0

u(n)i pi, j , j = 0, . . . ,2N.

우리는이미모든 0 < i < 2N에대해 n →+∞일때를다음을보였다.

u(n)0 → 1− i0
2N

, u(n)2N → i0
2N

, u(n)i → 0.

라이트는모든 i = 1, . . . ,2N−1에대해 u(n)i = v라면모든 1 < j < 2N
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에대해 (p0, j = p2N, j = 0이므로)다음과같다는것을알아냈다.

u(n+1)
j = v

(
2N

j

) 2N−1

∑
i=1

(
i

2N

) j (
1− i

2N

)2N− j

. (19.5)

N이충분히클때,

1
2N

2N−1

∑
i=1

(
i

2N

) j (
1− i

2N

)2N− j

≈
∫ 1

0
x j(1− x)2N− j dx

=
j!(2N − j)!
(2N +1)!

, (19.6)

적분의값은부분별연속적분을통해얻었다. (19.5)과 (19.6)를결
합하면 0 < j < 2N에대해최종적으로다음과같은값을유도할수

있다.

u(n+1)
j ≈ 2N

2N +1
v =

(
1− 1

2N +1

)
u(n)j .

따라서모든 0 < j < 2N에대한확률 u(n)j 은세대당약 1/2N의비율

로감소한다. 이속도는 N이큰경우매우느리다. 예를들어 N이

수백만단위인경우에는거의감소하지않는다.

그림 19.3: N = 20
이고 X0 = 10인경
우 30세대 후 모
집단(가로축의 i =
0, . . . ,2N)에 i대립
유전자 A가 있을
확률이다.

0 2NN

0.1

1922년에피셔는이미이고정률( 1
2N )을추정하려고시도했지만요소
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2를놓쳤다. 어쨌든두과학자는번식개체군의일반적인크기 N에대해

의견이일치하지않았다. 진화론에서라이트의연구는작은개체군에서

무작위적인유전적이동이종의기원에대한메커니즘이될수있다고

제안하였다. 종의분류를연구하는생물학자들은실제로종이나아종간

의차이가자연선택의관점에서명백하게설명되지않는경우가많다는

사실을발견하였다. 1940년대와 1950년대에피셔와그의동료인 E. B.
포드(Ford)는자연선택에비해무작위적인유전적이동은무시할수있
는수준이라고생각하여이러한생각에강력히반대하였다. 이들은특히

옥스퍼드근처에서고립된나방(파낙시아도미눌라) 개체군에서특정

유전자에대한세가지유전자형(일반동형접합체, 이형접합체, 희귀

동형접합체)을눈으로구분할수있는유전자주파수의변동을연구한

것을 언급하였다. 자연 선택과 무작위 표류의 각각의 영향에 대한 또

다른유명한논쟁은 ‘세파에아’속의달팽이에초점을맞췄다. 이제보다

현실적인진화모델에는무작위표류, 선택, 돌연변이, 이동, 비무작위

짝짓기등이결합되어있다. 무작위표류의역할은나중에일본과학자

기무라(木村) 모토오가 ‘중립적분자진화이론’을통해다시강조하였

다. 또다른발전은 1982년존킹맨(Kingman)이소개한유합이론의발
전으로,유전자의조상을시간을거슬러올라가하나의공통조상이있는

지점까지추적하는이론이다.

라이트는 1934년국립과학아카데미회원이되었다. 그는테오도시
우스돕잔스키(Dobzhansky)와함께데스밸리지역의자연개체군파리
(초파리슈도옵스큐라)의유전학에대해수년간연구하였다. 1955년시
카고대학교에서은퇴했지만위스콘신-매디슨대학교에서 5년더교수
로재직하였다. 1968년부터 1978년까지≪진화와개체군의유전학≫에
대한자신의연구를요약한 4권짜리논문을발표하였다. 1984년발잔상
을수상했으며 1988년 98세의나이로사망하였다.
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유전자의확산 (1937)

1937년로널드피셔와세명의러시아수학자콜모고로프, 페트로
프스키,피스쿠노프는유리한유전자의지리적확산에대한편미분

방정식을연구하였다. 그들은유전자빈도가유전자의우세와확산

계수에따라잘정의된속도로이동하는파동처럼작용한다는것을

보였다. 이들의연구는반응-확산방정식이론의출발점이되었다.

1937년에는인구역학에서공간적이질성연구에대한새로운접근
법을소개하는두편의논문이발표되었다. 피셔는≪우생학연대기≫에

실린 ≪유리한 유전자의 진보의 물결≫이라는 제목의 첫 번째 논문의

저자였다. 그는한집단에서유리한유전자의공간적전파를연구하였

다. 그는 공간을 한 차원으로 축소한 후, 시간 t에서 점 x에 위치한 인

구중유리한유전자를가진인구의비율을 u(x, t)라고불렀다. 따라서

0 ⩽ u(x, t) ⩽ 1이다. 자연선택을포함하기위해그는연속적인시간변

수가있는방정식 (14.6)을사용했다.

∂u
∂ t

= au(1−u)

a는양의매개변수이다. 주어진값 x에대해, 우리는베르휼스트(Ver-
hulst)의 로지스틱방정식(챕터 6참조)을알고있으며, 해 u(x, t)는 t →
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+∞일때 1에가까워지는경향이있다. 또한피셔(Fisher)는 유리한유
전자를가진점 x에위치한개체의자손은같은지점에머무르지않고 x

의이웃에무작위로흩어진다고가정하였다. 그는물리학에비유하여

u(x, t)방정식에확산항을추가하여다음과같은편미분방정식을유도

해야한다고주장하였다.

∂u
∂ t

= au (1−u)+D
∂ 2u
∂x2 (20.1)

선택계수 a가 0이면이는푸리에(Fourier)가열이론에서도입한확산방
정식으로축소되며,훗날피크(Fick)가물리적입자의확산에사용하였
다. 1904년로널드로스(Ross)는인구역학에서무작위분산을고려하기
시작하였다. 당시그는번식지로부터거리가멀어질수록모기의밀도가

어떻게감소하는지궁금해하고있었다. 이문제는칼피어슨(Pearson)과
레이리(Rayleigh) 경의관심을끌었다. 1937년까지확산방정식에대한
과학문헌은특히브라운운동에대한아인슈타인(Einstein)의연구이후
상당히증가하였다.

피셔는세가지조건을만족하는u(x, t)=U(x+vt)형식의방정식(20.1)
의해가존재한다는것을보였다.

0 ⩽ u(x, t)⩽ 1, u(x, t) −→
x→−∞

0, u(x, t) −→
x→+∞

1

하지만 v ⩾ v∗인경우에만해당된다.

v∗ = 2
√

aD

이해는우성유전자가있는정상상태 u = 1과그러한유전자가없는

정상상태 u = 0을연결한다. 이는 x의값이감소하는방향으로속도 v로

전파되는파동을나타낸다. 실제로 u(x− vT, t +T ) = u(x, t)이고시간 t

에서위치 x에있던파동의일부가시간 t +T에서위치 x− vT로이동한

다.
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그림 20.1: 유리한 유
전자의오른쪽에서왼
쪽으로 전파되는 속
도 v∗. t = 0에서유전
자빈도 u(t,x)는단계
함수이다.

실제로 z = x+vt를설정한피셔는 u(x, t) =U(z)이면다음과같다는

것을알아냈다.

∂u
∂ t

= vU ′(z),
∂u
∂x

=U ′(z),
∂ 2u
∂x2 =U ′′(z).

u가방정식 (20.1)의해라면다음과같다.

vU ′(z) = aU(z)(1−U(z))+DU ′′(z) (20.2)

u ≈ 0에가까울때,즉 ’z →−∞’일때,피셔는U(z)→ 0과U ′(z)→ 0

이될것으로예상하였다. z →−∞일때 k를U ′(z)/U ′(z)의극한이

라고부르면,우리는로피탈의법칙으로부터U ′′(z)/U ′(z)도 k에가

까워진다는것을알수있다. 따라서

U ′′(z)/U(z) = [U ′′(z)/U ′(z)]× [U ′(z)/U(z)]→ k2

이다. 방정식 (20.2)를 U(z)로나누고 z → −∞로하면 2차방정식
Dk2 − vk+a = 0이나오고 k는실수여야한다. 따라서이방정식의

판별자는 양수여야 한다. 즉, v2 − 4aD ⩾ 0, 혹은 v ⩾ 2
√

aD = v∗
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이다. 따라서 v ⩾ v∗는 v의속도로전파하는파동이존재하기위한

필요조건이다. 또한아래에서설명하는것처럼충분조건이기도

하다.

피셔는 x < 0의경우 u(x,0) = 0, x ⩾ 0의경우 u(x,0) = 1과같이큰

종류의초기조건에대해정확히 v∗의속도로전파하는파동만이선택된

다는것을알아냈다. 그림 20.1은이불연속초기조건이 v∗의속도로 x가

감소하는방향으로점진적으로전파되는부드러운파동이되는과정을

보여준다.

같은해인 1937년, 피셔의연구와는별개로안드레이니콜라에비치
콜모고로프(Kolmogorov), 이반 게오르기예비치페트로프스키(Petro-
vsky), 니콜라이세메노비치피스쿠노프(Piskunov)는우성유전자의공
간적전파라는동일한문제를연구하였다.

콜모고로프는 1903년러시아탐보프에서태어났다. 모스크바국립대
학교에서수학을공부하는동안그는삼각급수에관한중요한연구를수

행하였다. 1929년수학및역학연구소의연구원이되었고 1931년대학교
교수가되었다. 그는확률과정과미분및편미분방정식과의연관성에

대해연구하였다. 1933년에는확률이론의현대적토대를마련한논문을
발표하였다. 그의연구관심분야는위상수학,근사이론,마르코프사슬,

브라운 운동, 생물학적 문제에 대한 응용 등이었다. 1935년에는 하디
(Hardy), 피셔, 라이트(Wright)의 연구결과를논의하는유전학에관한
논문을발표하였다. 1936년에는로트트카-볼테라시스템의일반화에
관한논문을발표하였다.

페트로프스키는 1901년세브스크에서태어났다. 그는또한모스크바
국립대학교에서수학을공부했으며 1933년교수가되었다. 그는주로
편미분방정식이론과실수대수곡선의위상학을연구했지만일반미분

방정식과확률이론에관한논문도썼다. 1908년에태어난피스쿠노프는
모스크바국립대학교에서수학을전공한또다른수학자였다.

1930년대에콜모고로프는모스크바에서인구유전학의선구자인A.
S. 세레브로프스키(Serebrovsky)와접촉하였다. 당시소련에서는멘델
유전학이 ‘부르주아사이비과학’에불과하다고스탈린을설득한농학

자리센코(Lysenko)의 등장으로멘델유전학을옹호하는것이점점더
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그림 20.2: 콜모고로프
(1903–1987)와 페트로프
스키(1901–1973)

위험해지고있었다. 1937년모스크바에서열릴예정이었던제7차국제
유전학회의는취소되었다. 많은소련유전학자들이처형되거나노동

수용소로보내졌다.

콜모고로프,페트로프스키,피스쿠노프는 1937년≪모스크바국립대
학회보≫에실린≪물질의양증가에따른확산방정식연구와생물학적

문제에대한적용≫이라는논문에서멘델유전학에기반한수학적모델

을사용하였다. 그들의모델은다음과같은형태의편미분방정식이다.

∂u
∂ t

= f (u)+D
∂ 2u
∂x2 (20.3)

u(x, t)는다시점 x와시간 t에서유리한유전자의빈도다. 함수 f (u)는

몇가지조건을만족한다고가정한다. f (0) = f (1) = 0, 0 < u < 1인경우

f (u)> 0, f ′(0)> 0, 0 < u ⩽ 1인경우 f ′(u)< f ′(0)이다. 저자들은피셔의

결과와유사하지만좀더엄격한증명을통해초기조건이 0 ⩽ u(x,0)⩽ 1

인 경우, 모든 x < x1에 대해 u(x,0) = 0이고 모든 x > x2 ⩾ x1에 대해

u(x,0) = 1이라면유전자는 v∗ = 2
√

f ′(0)D속도로전파된다는결과를

보여주었다.

z = x+ vt인 u(x, t) =U(z)형태의해를구하면방정식 (20.2)을다음
과같이일반화할수있다 vU ′(z) = f (U(z))+DU ′′(z). 이 2차미분
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방정식은 1차미분방정식의시스템으로다시쓸수있다.

dU
dz

= p,
d p
dz

=
v p− f (U)

D
. (20.4)

U(z)는두가지조건을만족해야한다. z → −∞일경우 U(z) → 0,

z →+∞일경우U(z)→ 1. 시스템 (20.4)의정상상태 (U = 0, p = 0)

근처에서우리는 f (U) ≈ f ′(0)U를가진다. 따라서 (20.4)은 선형
시스템으로근사화할수있다.

dU
dz

= p,
d p
dz

=
v p− f ′(0)U

D
. (20.5)

U(z) =U0 ekz및 p(z) = p0 ekz형태의지수해를구하면피셔의논문에

서와같이특성방정식Dk2−vk+ f ′(0) = 0이나온다. 여기서도 k는

실수여야한다 (그렇지않으면 u가진동하여음의값이된다). 따라

서 v ⩾ 2
√

f ′(0)D = v∗가된다. 그러면 k의두근은실수이고양수이

다. v > v∗이면두근이서로다르며,정상상태 (U = 0, p = 0)는불안

정한노드다. v= v∗이면그림과같이두근이동일하고 (U = 0, p= 0)

는불안정한퇴행노드이다. 마찬가지로,정상상태 (U = 1, p = 0)에

가까운시스템(20.4)의선형화는다음과같은시스템을유도한다.

d(U −1)
dz

= p,
d p
dz

=
v p− f ′(1)(U −1)

D
.

특성방정식은 Dk2 − vk+ f ′(1) = 0이다. f ′(1)⩽ 0이므로판별식은

양수다. 즉, v2 −4D f ′(1)⩾ 0이다. f ′(1)< 0이면부호가반대인두

개의실근이있고 (U = 1, p = 0)은안장점이다. f ′(1) = 0이면한

근은 0이고다른근은양수다 (그림참조 20.3). 자세한분석결과,
그림의특수한경우에서와같이모든 v ⩾ 2

√
f ′(0)D에대해두정상

상태 (U = 0, p = 0)와 (U = 1, p = 0)를연결하는고유적분곡선이

존재한다는것을알수있다.

콜모고로프, 페트로프스키, 피스쿠노프는아래와같은몇가지

특성을엄밀하게증명하였다.
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• 편미분 방정식(20.3)에는 초기 조건을 만족하는 고유한 해
u(x, t)가있다.

• 이해는모든 x와 t > 0에대해 0 < u(x, t)⩽ 1이다.

• u(x, t)는 t = 0에서 이미 증가 함수인 경우 x의 증가 함수로

남아있다.

• u(x, t)는 v∗의속도로전파하는파동프로파일을향해수렴한

다.

증명은너무길어서여기서는생략한다.

피셔가사용한함수 f (u) = au(1− u)는 f ′(0) = a로이모든조건을

만족한다는것을알수있다. 콜모고로프, 페트로프스키, 피스쿠노프는

방정식 (14.5)에서영감을얻어동일한조건을만족하고동일한전파속
도를제공하는함수 f (u) = au(1−u)2를고려하였다.

그림 20.3: 시스템
(20.5)의일부적분
곡선, 특히 (U =
1, p= 0)에서 (U =
0, p = 0)로 가는
유일한 곡선인 전
파파의 모양을 나
타내는 곡선을 보
여주는 (U, p) 다
이어그램. 가정:
f (u) = au(1− u)2,
a = 1,D = 1및 v =
v∗ = 2.

피셔와콜모고로프,페트로프스키,피스쿠노프의논문은유전학,생

태학, 역학분야에서지리적확산을고려한많은수학적모델구축의출

발점이되었다. 이러한모델을 ‘반응-확산시스템’이라고한다.
콜모고로프의경우 1938년부터비에나메(Bienaymé), 골턴(Galton),
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왓슨(Watson), 피셔, 할데인(Haldane), 얼랑(Erlang), 스테펜센(Stef-
fensen)이 고려한 이름의 소멸 문제를 연구했는데, 그는 이 모든 연구
에공통적으로적용되는확률과정을 ‘분지과정’이라고불렀다. 1939년
그는소련과학아카데미회원이되었다. 이후 유체역학의난류문제

(1941년), 천체 역학과관련된동역학시스템이론(1953년), 정보 이론
(1956년부터)에 중요한공헌을하였다. 또한 백과사전과고등학교및
대학교교과서집필에기여했으며실험고등학교설립을도왔고대중

과학잡지를편집하였다. 그는 1962년발잔상, 1980년울프상등많은
국제상을수상했으며 1987년모스크바에서사망하였다.
페트로프스키는 1940년모스크바국립대학교의기계및수학학부

학장이되었다. 1951년부터 1973년사망할때까지이대학의총장을역
임하였다. 1946년부터소련과학아카데미의정회원이었으며 1966년
모스크바에서열린국제수학자회의의회장을역임하였다. 또한일반

미분방정식, 편미분방정식및적분방정식에관한교과서를저술하였

다. 피스쿠노프는육군사관학교의교수가되었다. 미분및적분미적분

에관한그의교과서는많은기술대학에서사용되었다. 그는 1977년에
사망하였다.
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레슬리매트릭스 (1945)

1945년영국의생태학자P. H. 레슬리는연령구조로구성된설치류
집단에대한행렬모델을분석하여로트카의연구를이산시간프레

임워크에적용하였다. 그는성장률은고유값에해당하고안정적인

연령구조는고유벡터에해당한다는점을강조하였다. 또한그는

갈색쥐의순번식률R0을수치적으로추정하였다.

패트릭홀트레슬리(Leslie)는 1900년스코틀랜드에든버러근처에서
태어났다. 그는옥스퍼드대학교의그리스도교회대학에서공부하고

1921년생리학학사학위를취득하였다. 그러나건강문제로인해의학
공부를마칠수없었다. 몇 년동안병리학과의세균학조교로일한후

통계학으로전향하여 1935년찰스엘튼(Elton)이 설립한 새로운연구
센터인 동물 개체수국에 합류하였다. 이 센터의 목적은 현장 연구와

실험실실험을통해동물개체군의변동을연구하는것이었다. 캐나다

허드슨베이회사의기록보관소를이용한토끼와포식자인스라소니의

주기분석,영국에서붉은다람쥐를희생시킨회색다람쥐의영토확장에

대한후속연구,옥스퍼드인근의들쥐에대한데이터수집등대부분의

연구는설치류에대한것이었다. 레슬리는로트카(Lotka)가인간인구학
을위해개발한방법을들쥐에대한데이터에적용하였다. 2차세계대전
중이센터의연구는사일로에서쥐와생쥐를통제하는방법에초점을
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맞추었다.

그림 21.1:
P. H. 레슬리 (1900–1972)

1945년레슬리는 1901년골턴(Galton), 피어슨(Pearson), 웰던(Wel-
don)이창간한저널인≪바이오메트리카≫에그의가장유명한논문을
발표하였다. 논문제목은≪특정인구수학에서행렬의사용에관하여≫

였다. 레슬리는동물개체군, 예를들어쥐개체군(사람일수도있지만)

의암컷수증가에대한모델을고려하였다. 인구는 K+1연령그룹으로

나뉘며, Pk,n은시간 n (k = 0,1, . . . ,K; n = 0,1, . . .)에서나이 k인암컷의

수다. fk를나이 k의출산율, 더정확하게는시간 n과시간 n+ 1사이에

여성한명당태어난딸의숫자이다. 그런다음 K는출산율이 0이아닌
최대연령이다 ( fK > 0). 나이 k인동물이적어도나이 k+1까지생존할

확률을 sk라고부른다. 그러면모집단의연령구조는다음방정식으로

주어진다. 

P0,n+1 = f0 P0,n + f1 P1,n + · · ·+ fK PK,n

P1,n+1 = s0 P0,n

P2,n+1 = s1 P1,n
...

...

PK,n+1 = sK−1 PK−1,n .

숫자 fk는양수이고, sk는 0 < sk < 1을만족한다. 19세기말과 20세기
초에수학자들은이러한방정식체계를다음과같은축약된형식으로
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작성하였다.1

Pn+1 = M Pn . (21.1)

Pn는열벡터 (P0,n, . . . ,PK,n)이고M은정사각형행렬(즉,K+1행과K+1

열을가진숫자테이블)이다.

M =



f0 f1 f2 · · · fK

s0 0 0 · · · 0

0 s1 0 · · · 0
...
. . . . . . . . .

...

0 . . . 0 sK−1 0


.

레슬리는시간의함수로서시스템(21.1)의 동작을이해하기위해기하
학적으로증가또는감소하는해 Pn = rn V를찾았다. 수 r과벡터 V는

다음을만족해야한다.

MV = rV . (21.2)

이 경우 r을고유값, V를행렬 M의고유벡터라고한다. 즉, 문제는각

시간단계에서상수 r을곱한연령분포 V를구하는것이다. 로트카의

용어에따라이러한분포를안정분포라고한다. 좀더일반적인표기법

으로돌아가서방정식 (21.2)을다음과같이다시작성할수있다.{
f0 V0 + f1 V1 + · · ·+ fK VK = rV0,

s0 V0 = rV1, s1 V1 = rV2, . . . , sK−1 VK−1 = rVK .

이방정식에서다음과같은결론을유도할수있다

V1 =
s0 V0

r
, V2 =

s0 s1 V0

r2 , . . . VK =
s0 s1 · · ·sK−1 V0

rK .

이를첫번째방정식에대입하고 V0로단순화하고 rK를곱하면다음과

1즉,모든 k에대해 Pk,n+1 = Mk,0 P0,n +Mk,1 P1,n + · · ·+Mk,K PK,n이된다.
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같은특성방정식을구할수있다.

rK+1 = f0 rK + s0 f1 rK−1 + s0 s1 f2 rK−2 + · · ·+ s0 s1 · · ·sK−1 fK . (21.3)

이것은차수 K +1의변수 r의다항식방정식이다. 따라서 K +1개의실

근또는복소근 r1, . . . ,rK+1이존재한다. 또한레슬리는 (다항식에대한

데카르트의부호규칙을사용하여)실수이자양수인근이하나만있다는

것을알아냈다. 이를 r1이라고부른다.

레슬리는또한대부분의생물학적으로현실적인조건(양의행렬에

대한페론과프로베니우스의이론을사용하여정확하게만들수있

음)에서고유값 r1은다른모든실수또는복소고유값의모듈러스

(r2,…, rK+1라고함)보다엄격하게크다는것을제시하였다. 게다가

(21.3)의모든근은일반적으로서로다르다. 각고유값 ri에대해연

관된고유벡터를찾을수있다. Q를 K +1크기의정사각형행렬로

K + 1열에각각 r1, . . . ,rK+1와연관된고유벡터를포함한다고가

정하면,M Q = QD이며,여기서D는대각선행렬 [r1, . . . ,rK+1]이다.

따라서M = QDQ−1및

Pn = Mn P0 = QDn Q−1 P0 .

Dn은대각선행렬 [(r1)
n, . . . ,(rK+1)

n]이고다음과같은관계식을알

수있다.

Dn/rn
1 −→

n→+∞
D = [1,0, . . . ,0].

왜냐하면 i ̸= 1에대해 r1 > |ri|이기때문이다. 따라서 Pn/(r1)
n 은

QD Q−1 P0으로수렴한다.

연령구조벡터 Pn의각구성요소는 (r1)
n처럼증가하거나감소한다.

r1 > 1이면인구는기하급수적으로증가한다. r1 < 1이면기하급수적으

로감소한다. 방정식(21.3)에서다음부등식이성립하는경우에만 r1 > 1
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조건이참이라는것을쉽게알수있다.

R0 = f0 + s0 f1 + s0 s1 f2 + · · ·+ s0 s1 · · ·sK−1 fK > 1 .

s0 s1 · · ·sk−1은최소 k나이까지생존할확률이다. 따라서매개변수R0은

한여성이평생동안낳은딸의평균수이며(10.2), (12.2)및 (16.9)공식과
유사하다. 현재의모델은로트카의연구(10장참조)와오일러(Euler)의
연구(3장참조)의연령의존적출산을포함한일반화(3장참조)의일종의
이산시간형태다.

레슬리는미국동료가갈색쥐의번식력과생존계수 fk와 sk에대해

발표한데이터를사용하여자신의방법을설명하였다. 합리적인방식으

로데이터를완성하기위해몇가지통계적연산을수행한후R0 ≈ 26을

구하였다.

인구역학문제에대한레슬리의행렬공식화는현재많은생물학자

들이사용하고있다. 계산은모든행렬의고유값과고유벡터를계산할

수있는최신컴퓨터와과학소프트웨어에의해크게단순화되었다. 매

개변수R0과성장률 r1을모두쉽게계산할수있다.

2차세계대전이후레슬리는자신의방법을사용하여새,딱정벌레등
다른동물종의성장률을계산하였다. 그는또한확률론적모델,종간의

경쟁모델, 포획-재포획데이터분석에관한연구도수행하였다. 그는
1967년에은퇴하였다. 같은해찰스엘튼도은퇴하면서동물개체수국
은독립연구센터로서더이상존재하지않게되었고옥스퍼드대학교

동물학과의일부가되었다. 레슬리는 1972년에사망하였다.

참고문헌
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퍼콜레이션및전염병 (1957)

1957년해머슬리와브로드벤트는인접한두노드가주어진확률로
연결되는무한정사각형네트워크에서 ‘유체’의전파를고려하였

다. 가능한예로과수원에서전염병이전파되는것을설명하였다.

그들은대규모전염병이발생하지않는임계확률과그이상에서

양수확률로대규모전염병이발생하는임계확률이있음을보여주

었다. 그들의논문은침투이론의출발점이었다.

존마이클해머슬리(Hammersley)는 1920년스코틀랜드에서태어났
으며, 그의아버지는철강을수출하는미국회사에서근무하였다. 그는

케임브리지대학의엠마누엘칼리지에서공부를시작했지만 1940년에
군대에입대해야했다. 그는포병용계산기개선에종사하였다. 1948년
학업을마친후옥스퍼드대학에서실험설계및분석그룹에서조교로

일하였다. 1955년옥스퍼드인근하웰에있는원자력연구소에입사하
였다.

사이먼랄프브로드벤트(Broadbent)는 1928년에태어났다. 그는케
임브리지에서공학을,옥스퍼드의매그달렌칼리지에서수학을공부했

으며 (시를쓰기도했다), 런던의임페리얼칼리지에서≪균일분산으로

부터의이탈에대한몇가지테스트≫로통계학박사학위를취득하였다.

박사과정중에그는영국석탄이용연구협회의지원을받아석탄생산
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그림 22.1:
해머슬리 (1920–2004)

과관련된통계적문제를조사하였다.

1954년런던의왕립통계학회에서원자력연구소가후원하는몬테
카를로방법에관한심포지엄이열렸다. 1940년대에로스알라모스연
구소의존폰노이만(Neumann), 스타니슬라프울람(Ulam), 니콜라스
메트로폴리스(Metropolis)가시작한이방법은확률론적컴퓨터시뮬레
이션을사용하여미지의수학적양을추정하는방법이다. 해머슬리는런

던심포지엄에서하웰의동료모튼(Morton)과공동으로준비한논문을
발표하였다. 이논문은≪왕립통계학회지≫에도게재되었다. 심포지엄

발표후이어진토론에서브로드벤트는몬테카를로방법을사용하여연

구할수있는흥미로운문제를언급하였다. 2차원또는 3차원의규칙적
인기공네트워크가주어지고두개의인접한기공이확률 p로연결되어

있다면,기체가이기공중하나를통해유입될경우네트워크의몇퍼센

트가기체로채워질것인가에대한문제였다. 브로드벤트는사실탄광

노동자를위한방독면을설계할때, 특히방독면이작동하는데필요한

기공의크기에대해생각하고있었다.

해머슬리는브로드벤트와함께이방독면문제를연구하기시작하

였다. 그들은이문제가아직연구되지않은문제군,즉임의의매체에서

‘유체’(맥락에따라의미가달라짐)의결정론적전파의프로토타입에불

과하다는것을깨달았다. 해머슬리는이를커피포트에서일어나는일과

비유하여 ‘퍼콜레이션’이라고불렀다. 원자력연구소에서해머슬리는

당시가장강력한컴퓨터를사용하여퍼콜레이션문제에대한몬테카를
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로방법을테스트할수있었다.

1957년브로드벤트와해머슬리는마침내침투의수학적이론에관한
첫 번째 논문을 발표하였다. 그들이 고려한 예 중 하나는 과수원에서

전염병이전파되는인구역학모델이다. 매우큰과수원의나무는정사

각형네트워크의노드에배치되어있다고가정한다. 각나무에는가장

가까운이웃이네개있다. 감염된나무의주어진이웃도감염될확률 p

가있다. 문제는많은수의나무가감염될지아니면전염병이국지적으로

유지될지여부다. 이는물론확률 p에따라달라지며,이는다시나무를

구분하는거리,즉네트워크메시의폭과관련이있다.

브로드벤트와해머슬리는과수원이무한하고전체면을덮고있으며

처음에감염된나무가하나뿐인경우를살펴봤다. f (p)를이감염원으

로부터무한한수의나무가감염될확률이라고하면, f (p)는 f (0) = 0,

f (1) = 1로 p의증가함수일것으로예상된다. 주요결과는 p∗, 0 < p∗ < 1

의임계확률이존재한다는것이었다.

• p < p∗이면 f (p) = 0이므로유한한수의트리만감염된다.

• 만약 p> p∗라면, f (p)> 0이고무한한수의트리가감염될수있다.

이증명은감염원으로부터시작하여평면에서서로다른‘자기회피

산책’의수를추정하는것이다. 이보행은어떤나무도두번이상방

문하지않고특정수의이웃나무를통과한다(각나무에는네개의

이웃이있다는것을기억하자). 방문한각나무에서다음나무로감

염이 p의확률로전염될수있으므로, n개의보폭을가진자기회피

보행은 pn의확률로감염경로가된다. 이제 q( j,n)를 n개의보폭을

가진모든자기회피보행중에서감염경로인보행이정확히 j개

있을확률이라고하자. 감염된나무가무한히많다면, 모든정수 n

에대해감염경로인 n보의자기회피보행이하나이상존재한다.
따라서

0 ⩽ f (p)⩽
+∞

∑
j=1

q( j,n)⩽
+∞

∑
j=1

j q( j,n) ∀n.
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그러나∑+∞
j=1 j q( j,n)는감염경로가 n걸음인자기회피보행의예상

횟수이다. 이 수치는 pn s(n)과같으며, 여기서 s(n)은 n보의자기

회피 보행의 총 횟수다. 해머슬리는 논문에서 s(n)이 n → +∞에
따라 eκn처럼증가한다는것을보여줄수있는데,여기서 κ를연결
상수라고부른다. p < e−κ이면 pns(n)는 n → +∞에따라 0이되고
f (p) = 0이된다. 따라서 p∗ ⩾ e−κ > 0이다.

따라서실제로는전염병이발생할경우나무가너무가깝지않아 p

를 p∗이하로유지하는것이좋다. 그러나나무가가까울수록헥타르당

생산량이높아진다. 타협점을찾아야한다.

브로드벤트와해머슬리가밝혀낸것처럼,퍼콜레이션프로세스에서

임계확률의존재와분기프로세스에서임계값의존재사이에는어느

정도유사성이있다(7장참조).
임계확률 p∗를수치적으로추정해볼수있다. 이를위해 p의값을

고정하고 N이충분히큰크기 N ×N의유한정사각형네트워크로무한

네트워크를근사화한다. 예를들어네트워크중앙에있는나무가감염되

었다고가정한다. 컴퓨터를사용하면어떤나무가다른나무를감염시킬

수있는지무작위로선택할수있다. 그림 22.2과그림 22.3는그래프이
론에서와같이에지를사용하여무작위로선택된감염경로를보여준다.

그림 22.2에서 p는 p∗보다작다. 그림 22.3에서 p는 p∗보다크다. 감염된

나무,즉중앙의감염된나무에서시작하는경로로도달할수있는나무를

쉽게확인할수있다. 그림에서작은검은색사각형으로표시되어있다.

그런다음전염병이적어도 N ×N크기의네트워크의경계에도달했

는지확인할수있다. 만약그렇다면,그리고 N이충분히크다면,감염된

나무의수는‘거의무한대’라고생각할수있다. 이런종류의시뮬레이션

을여러번반복하면감염된나무의수가무한대일확률 f (p)의근사값

을구할수있다(이것이몬테카를로방법이다). 마지막으로, p를 0과 1
사이에서변화시키면임계값 p∗의근사치를구할수있는데,이는 p > p∗

일때 f (p)> 0이되는가장작은값이다.

브로드벤트와해머슬리의논문에는임계값 p∗의존재에대한증명만

포함되어있다. 그후몇년동안해머슬리는침투에대한수학적이론을

계속발전시켰고, 브로드벤트는다른주제로눈을돌렸다. 1970년대에
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그림 22.2: p = 0.4
를 사용한 퍼콜레
이션.

그림 22.3: p =
0.55를 사용한 퍼
콜레이션.
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컴퓨터가 개발되면서 위에서 설명한 시뮬레이션을 실행하는 것이 더

쉬워졌다(그림 22.4). 그후 p∗ = 1/2라고추측하였다. 이결과는 1980년
코넬대학교의해리케스텐에의해마침내증명되었다.

그림 22.4: 무한히 많은
나무가 감염될 확률 f (p)
는 p의 함수다. 이 곡선
은 200 × 200 네트워크에
서 1,000회의시뮬레이션
을실행하여얻는다.

0 0.5 1

1

p

f(p)

1959년부터 1969년까지해머슬리는옥스퍼드대학교의경제및통계
연구소에서근무하였다. 그는트리니티칼리지의펠로우가되었다. 1964
년에는데이비드핸스콤(Handscomb)과공동으로≪몬테카를로방법≫
이라는제목의책을출간하였다. 1976년왕립학회회원으로선출되었다.
1987년에은퇴했지만옥스퍼드산업및응용수학센터를계속방문하였
다. 그는 2004년에사망하였다.
브로드벤트는 1957년임페리얼칼리지에서박사학위를받았다. 그는

유나이티드유리병제조업체라는산업회사에취직하였다. 산업계에서

10년을일한후그는과학적독자층연구를수행하는런던프레스익스
체인지라는뉴스에이전시에서일하기시작하였다. 이대행사는 1969년
미국광고회사인레오버넷(Leo Burnett)에인수되었다. 브로드벤트는
광고의효과를측정하는방법을연구하여≪광고비지출≫(1975), ≪광
고예산≫(1989), ≪책임있는광고≫(1997), ≪언제광고해야하는가≫
(1999)등여러권의저서를출간하였다. 1980년에는광고효과상창설을
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도왔다. 시카고에있는레오버넷본사에서브랜드경제학이사로수년간

근무하였다. 또한자신의컨설팅회사인BrandCon Limited를운영하기
도하였다. 그는 2002년에사망하였다.
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게임이론과진화 (1973)

1973년메이너드스미스와프라이스는동물들이종내갈등에서가
장위험한무기를사용하지않는이유를분석하는논문을발표하였

다. 이들의모델은게임이론을사용했으며,이수학적이론을진화

문제에적용하기시작한모델중하나였다.

존메이너드스미스(Maynard Smith)는 1920년런던에서태어났다.
외과의사였던아버지는그가여덟살때돌아가셨다. 메이너드스미스는

이튼칼리지에서공부한후케임브리지대학교트리니티칼리지에서공

학을전공하였다. 당시그는영국공산당의당원이었다. 1939년전쟁이
발발하자그는군대에지원하려했지만시력이좋지않아거절당하였다.

그는공학공부를마치고몇년동안군용항공기설계에종사하였다. 마

침내그는생물학으로전향하여런던의유니버시티칼리지에서할데인

(Haldane)을지도교수로모시고유전학을공부하기로결정하였다. 1952
년동물학강사가되었다. 1956년헝가리에서일어난사건이후공산당을
떠났다. 그의첫번째저서인≪진화론≫은 1958년에출판되었다. 1965
년새로설립된서섹스대학교의생물학교수가되었다. 그 후두권의

다른책을출간하였다. ≪생물학의수학적아이디어≫(1968)와≪진화에
대하여≫(1972)가그것이다.
조지 R. 프라이스(Price)는 1922년미국에서태어났다. 시카고대학
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그림 23.1: 메이너드스미스 (1920–2004) 과프라이스 (1922–1975).

교에서화학을전공하고원자폭탄개발프로젝트인맨해튼프로젝트에

참여한후 1946년박사학위를취득하였다. 1950년에는미네소타대학
교에서의학부연구원이되었다. 이후여러잡지의독립저널리스트로

활동하다가 IBM에서다시연구원으로복귀하였다. 1967년갑상선암
치료를받은후영국에정착하여완전히다른분야인진화생물학을연구

하기시작하였다. 그는 1968년부터런던에있는유니버시티칼리지의골
턴연구소에서근무하였다. 이새로운분야에대한그의첫번째논문인

≪선택과공분산≫은W. D. 해밀턴의도움으로 1970년≪네이처≫호에
발표되었으며,현재프라이스방정식으로불리는내용을담고있다.

프라이스는이번에는동물갈등에관한또다른논문을≪네이처≫에

제출하였다. 하지만이저널에적합한형식이아니었다. 그래서심사위

원이었던메이너드스미스는더짧은버전을준비할것을제안하였다. 프

라이스는다른작업을시작했고,메이너드스미스는프라이스의아이디

어를혼자서발전시키기시작하였다. 마침내메이너드스미스와프라이

스는 1973년<네이처>에≪동물갈등의논리≫라는제목의공동논문을
발표하였다. 이논문은진화생물학에서게임이론을사용하는데흥미

로운기여를했다. 그이전까지게임이론은주로경제학과정치학,특히

1944년존폰노이만(Neumann)과 오스카모겐슈타인(Morgenstern)의
저서≪게임과경제행동이론≫이후발전해왔다. 메이너드스미스와

프라이스의출발점은다음과같은질문이었다. 같은종의동물들간의
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충돌에서어떻게뿔,발톱,독등동물이사용할수있는 ‘무기’가살상에

거의사용되지않는가? 다윈의생명투쟁에대한생각에따르면, 더공

격적인동물은더많은전투에서승리하고더많은수의새끼를낳아야

하며,이는 ‘무기’사용의증가로이어진다. 이시기는냉전시대였기때

문에이주제는정치적색채도띠고있었다.

메이너드스미스와프라이스는두동물이자원(예: 유리한서식지

의영역)을놓고경쟁하는일련의게임을상상했다. 메이너드스미스가

1982년저서 ≪진화와게임이론≫에서 사용한단순화된설명에서각
동물은‘매전략’또는 ‘비둘기전략’중하나를채택한다. 앞으로매와비

둘기로간단히지칭하겠지만,이들은같은종의동물이채택하는전략을

의미한다. V > 0을자원의가치라고하자. 즉,R0이한동물의정상적인

평균새끼수라면경쟁에서승리한동물은평균적으로R0 +V의새끼를

갖게된다는뜻이다.

매가 다른매를만나면자원을놓고경쟁을벌이게되는데, 승자는

가치 V의자원을얻고패자는 ‘비용’ C > 0를부담하게된다. 두 매는

각각경쟁에서이길확률이 1/2이고질확률은동일하다. 따라서두매의
싸움에서기대되는보상은두경쟁자의경우 1

2 (V −C)이다. 그러나매

한마리가비둘기를만나면매는자원V를얻고비둘기는싸우지않고탈

출하며비용은 0이다. 마지막으로,두마리의비둘기가만나면한마리는

자원 V를얻고, 다른한마리는싸우지않고 0의비용으로탈출한다. 두
비둘기의승리확률은각각 1/2이므로,두비둘기가만났을때예상되는
보상은V/2이다. 보상은다음의표23.1과같이요약할수있다.

표 23.1: 매와비둘기게임의예상결과.

매를상대로 비둘기를상대로

매의보상 1
2 (V −C) V

비둘기의보상 0 V/2

보다일반적으로, 1과 2라는두가지전략중하나를채택할수있는
개인간의싸움을예상보상행렬 (Gi, j)1⩽i, j⩽2와함께상상해볼수있다.
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위의예에서매는전략 1을따르고비둘기는전략 2를따른다.

G1,1 =
1
2 (V −C), G1,2 =V, G2,1 = 0, G2,2 =V/2.

메이너드스미스와프라이스는 1973년에이미컴퓨터시뮬레이션을통
해두가지이상의가능한전략(매, 쥐, 가해자, 보복자, 시험자-보복자)
을테스트한적이있다.

이제 n세대에매의비율이 xn이고비둘기의비율이 1− xn인같은종

의큰동물집단을생각해보자. n번째세대의매는평균적으로다음과

같은수의새끼를낳는다.

R1(n) = R0 + xn G1,1 +(1− xn)G1,2 . (23.1)

마찬가지로비둘기의평균새끼수는다음과같다.

R2(n) = R0 + xn G2,1 +(1− xn)G2,2 . (23.2)

따라서전체개체군의평균자손수는와같다.

R(n) = xn R1(n)+(1− xn)R2(n) .

성적생식으로인한가능한미묘함을잊어버리면다음세대의매의비

율이다음과같다는것을알수있다.

xn+1 = xn R1(n)/R(n) . (23.3)

따라서 R1(n) > R(n)이면 xn+1 > xn이고, R1(n) < R(n)이면 xn+1 < xn이

된다. 가능한정상상태는세가지이다. x = 0, x = 1, 그리고

x∗ =
G1,2 −G2,2

G2,1 −G1,1 +G1,2 −G2,2

이다 (0 < x∗ < 1인경우에만). 매-비둘기게임에서 V < C일경우 x∗ =

V/C < 1이다.
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실제로 x = 0은 (23.3)의명백한정상상태다. 만약 x ̸= 0이또다른

정상상태라면, R1 = R = xR1 +(1− x)R2가된다. 따라서 x = 1또는

R1 = R2중하나다. 후자는 xG1,1 +(1− x)G1,2 = xG2,1 +(1− x)G2,2

와동일하며,이로부터정상상태 x∗를알수있다.

정상상태 x = 1은전략 1을따르는개체가 100%� 집단에해당한다.
이정상상태는전략 2를따르는소수의개인이침입할수없는경우안정
적이다. (23.3)에서이조건은 1에충분히가까운모든 xn에대해 R1(n)>

R(n)을갖는것과같다는것을알수있다. R(n) = xn R1(n)+(1−xn)R2(n)

이므로,조건은 1에충분히가까운모든 xn에대해 R1(n)> R2(n)이된다.

R1과 R2의식(23.1)-(23.2)를살펴보면,다음두조건중하나만만족하면
x = 1이안정적이라는결론에도달할수있다.

• G1,1 > G2,1.

• G1,1 = G2,1및 G1,2 > G2,2이다.

그렇다면전략 1은 ‘진화적으로안정적인전략’이라고할수있다. 매-비
둘기게임에서 G1,2 > G2,2조건은항상참이다. 따라서매전략은 G1,1 ⩾
G2,1, 즉V ⩾C일경우에만진화적으로안정적이다.

정상상태 x = 0은모든개인이전략 2를따르는집단에해당한다. 이
상황은인덱스 1과 2를교환하면앞의상황과대칭이된다. 매-비둘기
게임에서는 G1,2 = V > G2,2 = V/2이므로정상상태 x = 0은항상불안

정하다. 비둘기집단에소수의매를도입하면매의점진적인침입으로

이어질수있다.

마찬가지로, 0 < x∗ < 1인경우세번째정상상태 x∗는항상안정적

이라는것을보여줄수있다. 매-비둘기게임에서 x∗ =V/C는매와비둘

기가모두있는혼합집단에해당한다.

결론적으로매-비둘기게임에는두가지경우가있다. 만약V ⩾C, 즉

자원의가치가가능한비용보다크다면, 0 < x(0) < 1의초기조건 x(0)

에상관없이개체군은매는있지만비둘기는없는안정상태로향한다.

따라서매전략은진화적으로안정적인전략이다. 반대로V <C인경우,

개체군은 매의 비율 x∗와 비둘기의 비율 1− x∗가 혼합된 안정 상태로
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변하는경향이있다. 따라서이모델은공격적행동이덜한개체가V <C

일때생존할수있는이유를설명할수있다. 또한 x∗ = V/C공식은패

자의비용 C가높을수록개체군에서매의비율 x∗가작아진다는것을

보여준다. 따라서가장위험한‘무기’를가진종은무기를종내싸움에는

거의사용하지않으며, 경쟁동물들이서로에게깊은인상을남기려고

노력하지만부상을초래할수있는실제싸움은피하는비공격적인싸움

의의식을선호한다.

1973년메이너드스미스와프라이스의논문은진화적으로안정적인
전략의개념을논의하고주로동물의경쟁에대한컴퓨터시뮬레이션을

사용하여다양한전략의보상을기록하였다. (23.3)와 같은 동역학방
정식을사용하는접근방식은다소후에테일러(Taylor)와존커(Jonker)
에의해개발되었다. 그이후로많은저자들이게임이론의아이디어를

진화생물학의문제에적용하거나반대로게임이론의보다고전적인

문제에동적진화접근법을적용하였다. 동물의갈등과관련된문제외

에도부모의투자문제나성비(출생시수컷과암컷의비율)문제를예로

들수있는데, 후자는 1884년칼뒤싱(Düsing)이 이미연구했고 1930년
로널드피셔가≪자연선택의유전적이론≫이라는저서에서연구하였

다. 다른모델들은 ‘죄수의딜레마’또는 ‘가위바위보’게임의역동적인

측면에초점을맞추고있다. 또한진화적으로안정적인전략의개념이

게임이론의내쉬균형개념과밀접한관련이있다는것을깨달았다.

확고한무신론자였던프라이스는 1970년신비로운경험을한후기독
교신앙으로개종하였다. 그는 1974년 “(자신이)하고있던이론적수학
유전학이인간의문제와별로관련이없다”고생각하여연구를포기했다.

그는자신의모든재산을노숙자들에게기부하고몇달후자살하였다.

반면메이너드스미스는이러한생각을계속이어나가 1977년왕립
학회회원으로선출되었다. 그는많은책을출간하였다. ≪생태학의모

델≫(1974), ≪성의진화≫(1978), ≪진화와게임이론≫(1982), ≪생물학
의문제들≫(1986), ≪다윈은옳았을까≫(1988), ≪진화유전학≫(1989)
등이있다. 또한 E. Szathmáry와공동으로≪진화의주요전환≫(1995)
과 ≪생명의기원≫(1999)을 출간하였다. 1985년에은퇴하였다. 1999
년스웨덴왕립과학원으로부터 ‘진화생물학의개념적발전에대한근
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본적인공헌’을인정받아생명과학분야크라푸어드상을수상하였다.

2003년에는 하퍼와 공동으로 ≪동물의 신호≫를 출판하였다. 2004년
서섹스에서사망하였다.
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카오스적인개체수 (1974)

1974년호주의물리학자에서생태학자로전향한로버트메이는인
구역학모델로서이산시간로지스틱방정식을연구하였다. 그는

예상치못한분기점이발생하고점근적행동이혼란스러울수있다

는것을발견하였다. 따라서단순한결정론적모델로는장기예측이

불가능할수있다. 메이의논문은‘카오스이론’의시발점이된논문

중하나였다.

로버트맥크레디메이(May)는 1936년호주에서태어났다. 이론물
리학을공부하고 1959년시드니대학교에서박사학위를받은후하버드
대학교응용수학과에서 2년을보냈다. 호주로돌아온그는이론물리학
교수가되었다. 1971년프린스턴고등연구소를방문하던중연구주제를
바꿔동물개체군역학에집중하기시작하였다. 1973년그는프린스턴의
동물학교수가되었다. 같은해에≪모델생태계의안정성과복잡성≫이

라는제목의책을출간하였다.

1974년 5월≪사이언스≫에≪세대가겹치지않는생물학적개체군:
안정점, 안정주기, 카오스≫이라는제목의논문을발표하여인구역학

에서매우단순한수학적모델이혼란스러운방식으로작동할수있음을

보여주었다.

이문제의기원을이해하려면약 10년전으로거슬러올라가야한다.
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그림 24.1:
로버트M. 메이 (1936–2020)

1963년 매사추세츠 공과대학(M.I.T.)에서 근무하던 미국 기상학자인
에드워드로렌츠(Lorenz)는 컴퓨터로수치시뮬레이션을하던중미분
방정식세개만있는단순화된대기모델이매우놀라운방식으로작동할

수있다는사실을발견하였다. 초기조건의작은변화가시뮬레이션의

최종결과와기상예보를완전히바꿀수있다는것이다. 수학자앙리푸

앵카레(Poincaré)는태양계행성의움직임을연구한후사실컴퓨터시대
훨씬이전인 20세기초에이미이러한가능성을생각하였다. 하지만 1970
년대초에는소수의연구자만이이이상한속성을더자세히살펴보기

시작하였다. 메릴랜드대학교의제임스요크(Yorke)는로렌츠의연구에
대해생각하던중이러한맥락에서 ‘카오스’라는용어를도입하였다. 그

가제자티엔이엔리(Li)와함께쓴≪제3기는카오스를의미한다≫라는
제목의논문은 1975년에발표되었다. 1

메이는다음모델에집중하였다.

pn+1 = pn +a pn(1− pn/K). (24.1)

a와 K는양수매개변수이며, pn은연도 n의동물개체군크기를나타낸

다. 수용능력 K에비해 pn이작을때, 동역학은기하학적성장 pn+1 ≈
(1+a) pn에가까워진다. 전체방정식은베르휼스트(Verhulst)가도입한
로지스틱방정식의일종의이산시간유사방정식이다 (6장참조). 그러

1놀랍게도 더 일반적인 결과는 1964년 O. M. 샤르코프스키에 의해 증명되었지만,
우크라이나수학저널에발표된그의논문은잘알려지지않았다.
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나후자와달리메이는이산시간방정식이훨씬더놀라운동작을할수

있다는것을보여주었는데,이는간단한휴대용계산기로덧셈과곱셈을

하면쉽게관찰할수있다 (그림 24.2). 메이너드스미스(Smith)는 1968
년저서인≪생물학의수학적아이디어≫에서이미방정식(24.1)을고려
하였다. 그러나 a에대해몇가지수치값을시도해보았음에도불구하고

그는특별한무언가가있다는것을깨닫지못했다.

그림 24.2: 모든그림에서가로축에 n, 세로축에 pn, 세로축에 p0 = K/10이나
타나있다. 선은좌표 (n, pn)로점을결합하여얻었다. 왼쪽위: 0 < a < 2 (정상
상태). 오른쪽상단: 2 < a ⩽ 2.449 (주기 2의주기). 왼쪽하단: 2.450 ⩽ a ⩽ 2.544
(주기 4의주기). 오른쪽아래: 2.570 ⩽ a ⩽ 3 (카오스상태일수있음).

1974년로버트메이의논문에서와유사한그림 24.2는 0 < a < 2일때

모집단 pn이정상상태로수렴하는것을보여준다. 2 < a ⩽ 2.449(상한

2.449는근사치)일 때, 모집단 pn은주기 2의주기로수렴하는경향이
있다. 2.450 ⩽ a ⩽ 2.544 일 때, 모집단 pn 은 주기 4의 주기를 따른다.
2.545 ⩽ a ⩽ 2.564일때, pn은주기 8의주기를따르는경향이있다. pn

이 주기 2n의 주기로 향하는 매개변수 a의 간격은 n이 증가함에 따라

작아지고 2.570을초과하지않는다. a ⩾ 2.570일때, pn은 ‘혼란스러운’

방식으로동작할수있다.

1976년 5월에는 ≪매우복잡한역학을가진간단한수학적모델≫
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이라는제목으로≪네이처≫에이문제에대한리뷰를썼다. 거기서그

는자신의결과뿐만아니라다른연구자들의결과도수집하였다. 먼저

xn =
a pn

K (1+a)와 r = 1+ a(r > 1)를 설정하면방정식(24.1)을 보다간단한
형태로다시쓸수있다는것을알수있다.

xn+1 = r xn (1− xn) . (24.2)

이방정식이인구역학에서의미를가지려면 xn이모든 n에대해양수여

야한다. 따라서초기조건 x0이 0 ⩽ x0 ⩽ 1을만족하고 r ⩽ 4를만족한다

고가정한다. 후자의조건은(24.2)의오른쪽이 0과 1사이를유지하도록
한다. 놀랍게도 1947년에이미스타니슬라프울람(Ulam)과존폰노이만
(Neumann)이난수생성기로서카오스의경우 r = 4를사용하였다. 함수

f (x) = r x(1− x),

를도입하면방정식 (24.2)는 xn+1 = f (xn)로다시쓸수있으며, 정상상

태는 x = f (x)의해가된다. 그래프로보면 y = f (x)와 y = x곡선의교집

합이다 (그림 24.3). x = 0은항상정상상태임을알수있다. r > 1이므로

x∗ = r x∗ (1−x∗), 즉 x∗ = 1−1/r인또다른정상상태 x∗ > 0도존재한다.

r > 1이므로정상상태 x = 0은불안정하다. 실제로 xn이 0에가까울
때,우리는 xn+1 ≈ r xn을갖게된다. 따라서 xn은 0에서멀어지는경향이
있다. 정상상태 x∗는 1 < r < 3일때만국소적으로안정적이다.

실제로 yn = xn − x∗로두면 (24.2)는 yn+1 = (2− r− r yn)yn과같다.

xn이 x∗에가까우면 yn은 0에가까우며 yn+1 ≈ (2− r)yn이된다. 그

러나 yn+1 = k yn이면 yn = kn y0이된다. 따라서 1 < k < 1일경우에만

n → ∞일때 yn → 0이된다. 여기서정상상태 x∗는 −1 < 2− r < 1,

즉 1 < r < 3일경우에만국소적으로안정적이다.

1 < r < 3일때, 모든초기조건 0 < x0 < 1에대해수열 xn이실제로

x∗를따르는경향이있음을알수있다(그림 24.3a). 하지만 3 < r ⩽ 4가

되면어떻게될까? 이질문에답하기위해먼저 xn+2 = f (xn+1) = f ( f (xn))
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그림 24.3: 함수 y = f (x), 직선 y = x, 정상상태 x∗, 수열은 xn+1 = f (xn)로정의된
다. 위쪽: r = 2.75, 수열은 x∗를향하는경향을보인다. 아래: r = 3.4, 정상상태
x∗는불안정하고수열은주기 2의주기로향한다.

임에주목하자. 함수

f2(x) = f ( f (x)) = r2 x(1− x) (1− r x(1− x))

를도입하하고함수 f2(x)의고정점이라고하는방정식 x = f2(x)의해를

고려한다. 그래프상으로는 y = f2(x)와 y = x곡선의교집합이다 (그림

24.4).
x = f (x)이면 x = f ( f (x)) = f2(x)이다. 따라서 x = 0과 x = x∗도함수

f2(x)의고정점이다. 그러나 r > 3일때, 함수 f2(x)에는 f (x−) = x+와

f (x+) = x−를만족하는두개의다른고정점 x−와 x+가있다.

실제로 f ′2(x)= f ′( f (x)) f ′(x)임을알수있다. 따라서 f ′2(x
∗)= [ f ′(x∗)]2

이다. 그러나 f ′(x)= r(1−2x)이고 x∗ = 1−1/r이다. 따라서 f ′(x∗)=

2−r및 f ′2(x
∗)= (2−r)2이다. 따라서 x= x∗에서함수 f2(x)의기울기

는 r > 3일경우 f ′2(x
∗)> 1이된다. 그러나 f2(0) = 0, f ′2(0) = r2 > 1,

f2(1) = 0이므로,그림 24.4b에서 0 < x− < x∗및 x∗ < x+ < 1을갖는

x = f2(x)방정식의다른두해 x−와 x+가반드시존재함을알수있

다. 동일한결론에도달하는또다른방법은 x = f2(x)방정식을푸는
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그림 24.4: 곡선 y = f2(x) = f ( f (x))와 y = x, 그리고평형해 x∗이다. 상단: r =
2.75. 아래: r = 3.4및방정식 x = f2(x)의다른두해 x−및 x+.

것인데, 이방정식은차수 4의다항방정식으로, 두개의자명해인
x = 0과 x = x∗가있다. 서로다른두해 x−와 x+는다항식방정식

x2 − 1+ r
r

x+
1+ r

r2 = 0 (24.3)

의 근이다. 이 두 해는판별자가양수인경우, 즉 r > 3인경우실

수이다. f2( f (x−)) = f ( f ( f (x−))) = f ( f2(x−)) = f (x−)이므로 f (x−)

점역시 f2(x)의고정점이다. 그러나 x−는 f (x)의고정점이아니기

때문에 f (x−) ̸= x−이다. 그리고 f (x−) ̸= x∗, 그렇지 않으면 x− =

f ( f (x−)) = f (x∗) = x∗가 될 것이다. f (x−) ̸= 0이므로 f (x−) = x+
라는결론을내릴수있다. 마찬가지로 f (x+) = x−이다.

따라서 r > 3의경우예를들어 x0 = x−이면 x1 = x+, x2 = x−, x3 = x+
임을알수있다. 또한거의모든초기조건 0 < x0 < 1에서 xn수열은주기

2의주기인 x−,x+,x−,x+ 등으로향하는경향이있음을보여줄수있다

(그림 24.3b 및 24.4b 참조). 이 주기는 r이임계값 r1 = 1+
√

6 ≈ 3.449

이하이면안정적으로유지되며,여기서 f ′2(x−) =−1이다.
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실제로 (24.3)를사용하면다음과같은결과를얻을수있다.

f ′2(x−) = f ′( f (x−)) f ′(x−) = f ′(x+) f ′(x−)

= r2 (1−2x+)(1−2x−) = r2 (1−2(x++ x−)+4x+x−)

= r2
(

1−2
1+ r

r
+4

1+ r
r2

)
=−r2 +2r+4 .

따라서 r2 +2r+5 = 0, 특히 r = 1+
√

6이면 f ′2(x−) =−1이된다.

r1 < r < r2의경우주기 4의주기가안정적이게된다. 함수

f4(x) = f2( f2(x)) = f ( f ( f ( f (x))))

에는 4개의새로운고정점이있다 (그림 24.5). r2 < r < r3의경우,길이 8
등의주기가된다. 숫자 rn은 n →+∞일때한계 r∞ ≈ 3.570에도달하는

경향이있다. r∞ < r ⩽ 4일때는시스템이혼란스러워질수도있다. 그림

24.6은동역학의복잡성에대한아이디어를제공하는분기다이어그램을
보여준다. 2

로버트메이는매우단순한동역학시스템도매우복잡한동작을할

수있다는점을강조하며결론을내렸다. 이는 xn+1 = r xn (1−xn)방정식

에만국한되지않는다. 카오스로이어지는동일한 ‘주기배가캐스케이

드’는 ‘범프’모양의함수 f (x)를가진다른방정식에서도나타난다. 예를

들어인구생물학에서사용되는다른방정식인 xn+1 = xn exp(r(1− xn))

가이에해당한다.

이연구는인구역학에관한많은데이터세트를분석하기어렵다고

해서 놀라지 말아야 한다는 것을 시사한다. 이 모델은 또한 결정론적

모델과확률론적모델의구분이이전에생각했던것만큼명확하지않다

는것을보여준다. 단순한결정론적모델을사용하더라도매개변수가

카오스시스템에있으면장기예측이불가능할수있다.

2이다이어그램은 r의각주어진값에대해좌표 (r,x200), (r,x201), …,(r,x220)를가진점
들을찍어서얻었으며,여기서 xn+1 = f (xn)및 x0 = 0.1이다. xn이정상상태로향하는경우
다이어그램에는한점만표시된다. xn이주기 2의주기로다가가면두점이표시된다.
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그림 24.5: r = 3.5일때곡선 y = f4(x)와선 y = x. x∗, x+, x− 외에 4개의다른
고정점이있는데,이고정점은구별하기쉽지않다.

x

r2.5 3 3.5 4
0

1

그림 24.6: 방정식의분기다이어그램(24.2).



24장 177

1979년메이는왕립학회회원으로선출되었다. 1988년부터 1995년
까지옥스퍼드대학교와런던임페리얼칼리지에서교수로재직하였다.

1995년부터 2000년까지영국정부의수석과학고문을역임하였다. 1996
년에는 ‘인구,공동체및생태계의역학에대한이론적분석에관한선구

적인생태학연구’로크라푸어드상을수상하였다. 생태학에서그는역

학및면역학으로전환하여두권의책을출판하였다. ≪인간의전염병≫

(1991년,로이앤더슨과공저)과≪바이러스역학,면역학및바이러스학
의수학적기초≫(2000년, 마틴노왁과공저)가그것이다. 후자의책은
면역계세포와 HIV(에이즈를유발하는바이러스) 사이의상호작용을
일종의피식자-포식자시스템으로분석한다 (13장참조). 2000년부터
2005년까지메이는왕립학회회장을역임하였다. 그는 1996년에기사
작위를받았고 2001년에종신회원이되었다. 그는 2020년에사망하였다.
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중국의한자녀정책 (1980)

1980년공역공학을응용한제어이론전문가였던송지안과그의동
료들은중국의출산율이현재수준을유지한다면 21세기에인구가
20억명을넘을것이라는계산을내놓았다. 연령구조화된수학적
모델을기반으로한이들의결과는중국정부가한자녀정책으로

전환하는데기여하였다.

송지안(宋健)은 1931년중국산둥성룽청에서태어났다.1 1950년대
소련에서바우만모스크바공과대학교와모스크바국립대학교수학및

역학과에서공부하였다. 그후중국으로돌아와중국과학원수학연구소

의사이버네틱연구실책임자가되었다. 그는미사일유도에제어이론을

적용하는전문가였다. 그는또한나중에항공우주부로이름이변경된

제 7기계건설부에서일하였다. 1978년그는제어이론과인구학사이의
연관성에집중하기시작하였다.

인구역학에대한송지안의연구맥락을이해하려면먼저‘통제이론’

이무엇인지알아야한다. 제어이론은주어진기준을최적화하기위해

시간이지남에따라수정할수있는일부매개변수에따라행동이달라지

는동적시스템에대한연구이다. 이이론은특히미국과소련의우주프

로그램과관련하여개발되었다. 실제로엔지니어들은인공위성을지구

1송은그의성씨이다.
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그림 25.1: 송지안

궤도에진입시키기위해우주왕복선의궤도를 ‘제어’해야했다. 그러나

응용범위는물리적또는공학적문제에만국한되지않았다. 산아제한

정책도수학적의미에서일종의최적제어문제로간주할수있다.

1972년매사추세츠공과대학(M.I.T.) 연구팀이작성한≪성장의한
계 - 로마클럽의인류곤경프로젝트보고서≫라는제목의에세이도언
급할필요가있다. 이연구는천연자원, 인구규모, 오염을고려한세계

경제성장에대한수학적모델을기반으로하였다. 이보고서는재생불

가능한자원의고갈,인구에대한식량부족또는과도한오염으로인해

세계경제가재앙을향해가고있다고제안하였다. 자발적인출산제한은

제안된해결책중하나였다. 요약하자면맬서스의논문을현대적으로

재해석한일종의보고서였다. 이보고서는 1970년대서구에서큰반향을
불러일으켰다.

1949년중화인민공화국이건국된이래중국의출산율은재앙적인
‘대약진운동’시기를제외하고는매우높았다. 1970년대중반중국은문
화대혁명에서서서히회복하고있었다. 가족계획은여성들에게출산을

늦추고,두번의연속출산간격을늘리고,자녀를적게낳도록촉구하였

다. 1976년마오쩌둥(모택동)사망후새로운지도자로등장한덩샤오핑
(등쇼평)은 1978년농업, 공업, 과학기술, 국방등 ‘4대현대화’ 정책을
시작하였다. 당시중국인구의규모와증가는이러한현대화의중요한

장애물로인식되었다. 그때까지군사용애플리케이션을연구하던과학

자들은이어려운문제에대한해결책을찾도록독려받았다.

이러한배경을염두에두고송지안은 1978년국제자동제어연맹회의
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에참석하기위해헬싱키에갔다. 그곳에서그는유럽의일부연구자들이

엄격한산아제한이결국 ‘성장의한계’보고서에서발표한재앙을막을

수있다는생각으로인구문제에통제이론을적용하려는시도를하고

있다는사실을알게되었다. 중국으로돌아온그는동료인위징위안과

컴퓨터전문가리광위안을포함한소규모팀을꾸려중국인구관련데

이터에이러한수학적모델링을적용했다. 당시에는중국과다른국가

간의과학적소통이거의이루어지지않았다. 연구팀은로트카(Lotka)
와맥켄드릭(McKendrick)이했던것과같은방식으로인구연령구조의
변화를설명하는방정식을재개발하였다 (10및 16참조). 연속시간모
델을사용하여다음을정의한다.

• P(x, t), 시간 t에 x세인인구,

• m(x), 연령 x에서의사망률,

• P0(x), t = 0시점의인구연령구조,

• b(t), t시점에여성의총출산율,즉연령별출산율이 t시점의출산

율과동일하게유지될경우여성이평생동안낳을평균자녀수,

• f , 여성출생비율,

• h(x),아이가태어날때어머니의나이에대한확률분포(
∫ +∞

0 h(x)dx=

1).

이러한표기법과가설을통해연령구조의진화를다음과같은편미분

방정식으로모델링할수있다

∂P
∂ t

(x, t)+
∂P
∂x

(x, t) =−m(x)P(x, t) .

초기조건은 P(x,0) = P0(x)이고경계조건은다음과같다

P(0, t) = b(t) f
∫ +∞

0
h(x)P(x, t)dx .
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b(t)는제어할매개변수다. 여성의총출산율이일정하고임계값

b∗ = 1/
[

f
∫ +∞

0
h(x)e−

∫ x
0 m(y)dy dx

]
를초과하면인구는기하급수적으로증가한다. 이기준은공식 (10.2)을
사용하여로트카가얻은기준과유사하다. 송지안팀은레슬리의모델과

유사한시간이산형모델도고려하였다(21장참조). Pk,n를연도 n에 k

세인인구다. 이와 유사하게 mk, bn, hk를도입한다. 그럼 다음과같은

식을얻을수있다

Pk+1,n+1 = (1−mk)Pk,n , P0,n+1 = bn f ∑
k⩾0

hk Pk,n .

표본조사에서사망률 mk(그림 25.2)를 알고, 여성출생비율 f ≈ 0.487,

산모의연령분포 hk(그림 25.3), 1978년인구의연령구조인초기조건
Pk,0(그림 25.4), 총출산율 b(각시뮬레이션내내일정하다고가정)를변

경하여송지안팀은 1980년부터 2080년까지 100년의시간범위로자국에
대한인구예측을만들수있었다(그림 25.5). 수천번의덧셈과곱셈이
필요했기때문에(연도 n은 0∼100년사이, 연령 k는 0∼90년사이)컴퓨
터가필요했다. 당시중국에서는군대에서일하는사람을제외하고는

이러한장비를사용할수있는사람이거의없었다. 미사일유도분야의

최고전문가인송지안도그중한명이었다.

이예측에따르면중국이 1978년출산율인여성 1인당 2.3명(b∗ = 2.19

로추정되는임계치바로위)을유지하더라도인구는 1980년 9억 8천만
명에서 2080년 21억 2천만명으로늘어날것으로예상하였다. 그러나
중국은이미농업에사용할수있는거의모든토지를사용하고있었다.

심지어 사막화와 도시화로 인해 이 땅의 일부를 잃는 경향도 있었다.

농업생산량이충분하지않다면어떻게그런인구를먹여살릴수있을

까? 맬서스가 2세기전에고민했던것과같은질문이다. 1975년출산
율이 b = 3.0일때 2080년에는인구가 42억 6천만명에달할수도있다.
b = 2.0일경우인구는 2050년경에최대 15억 3천만명에도달한후약간
감소하기시작할것이다. b = 1.5의경우 2030년경에최대 11억 7천만
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그림 25.2:
1978 년
연령에 따
른 사망률
(연간).
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그림 25.3:
1978 년
연령에 따
른 출산율
(연간).
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그림 25.4:
1978년 연령
피 라 미 드.
가로축: 연령.
세로축: 인구
(백만 명 단
위).
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그림 25.5: 여
성 1인당평균
자녀수에대한
다양한가설에
따른인구통계
학적 예측(십
억단위). 아래
에서부터 b =
1.0, 1.5, 2.0,
2.3, 2.5, 3.0.
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명에도달할것이다. b = 1.0일경우,최대치는 10억 5천만명에불과하며
2000년경에도달할것이다. 이가정에따르면인구는 2025년에야 1978
년수준으로돌아갈것이다.

이연구에서가장놀라운부분은수학적인구역학역사상비교할수

없을정도로중요한실제적인결과였다. 실제로리광위안은 1979년 12
월쓰촨성청두에서열린인구관련심포지엄에서연구팀의시뮬레이션

결과를발표했다.2 1980년 1월, 송지안, 위징위안, 리광위안은이연구
결과를경제학에초점을맞춘중국학술지에발표하여한자녀정책을옹

호하였다. 또한이들은≪중국인구개발문제에대한정량적연구에관한

보고서≫라는논문을중국최고과학자첸쉐센에게보냈고,첸쉐센은이

논문을출산계획관리국책임자에게추천서와함께전달하였다. 송지안

연구팀의연구결과는대부분의정치지도자들에게깊은인상을남겼다.

이들은이미마르크스의저서(5장참조) 에도불구하고산아제한의필
요성을확신하고있었지만, 그통제수준에대해서는여전히망설이고

있었다. 1980년 2월, 국무원과당중앙위원회는 2000년까지중국인구
목표를 12억명으로정했다. 1980년 3월, 송지안연구팀의연구결과가
≪인민일보≫에발표되었다. 4월에는정치지도자와인구전문가로구성
된위원회가인구증가의환경적,경제적결과를조사한결과덩샤오핑이

제시한 2000년의 1인당소득목표를달성하기위해서는한자녀정책이
필요하다는결론을내렸다. 이정책은같은해 9월에공식화되었고,이를
설명하는공개서한이≪인민일보≫ 1면에게재되었다.

1983년까지도여전히많은무단출산이이루어졌다. 정부는이미두
자녀를둔부부의경우한명은불임수술을받고금지된임신은중단하기

로결정하였다. 그러나 1984년부터딸이한명뿐인시골부부는두번째
아이를가질수있게되었다. 한 자녀정책은 2015년까지계속되었다.
지난 몇년동안몇가지개선안이도입되었다. 부부의남성과여성이

모두한자녀가정출신인경우두자녀를가질수있다. 한 명 이상의

자녀를둔부부에대한억압조치는가혹하였다. 공무원은직장을잃을

수있고,두번째자녀의학교교육을위해행정서류를받기위해값비싼

벌금을지불해야하는등가혹했다. 요약하자면,수학적모델링역사에서

2여기와아래에는 Susan Greenhalgh의자세한설명이요약되어있다[1,2].
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이처럼사회적으로큰영향을미친사례는찾기어렵다. 물론송지안과

그의협력자들의연구는한자녀정책의선택으로이어진일부요소에

불과하였지만중요한역할을하였다.

이전장에서와마찬가지로수학적모델링의역할은고민의대상이

될수있다. 실제상황에서시작하여모델을구축한다. 이모델은수학적

으로분석하거나컴퓨터로시뮬레이션할수있다. 그러면일부매개변

수가변할때모델이어떻게작동하는지이해할수있다. 그러나수학은

모델이실제상황을충실하게묘사하는지여부를말해주지않는다. 매우

중요한몇가지측면이무시되었을수있다. 예를들어일부모델에는중

국인구를 12억명미만으로유지하는것과같은목표가포함되어있다.
수학은이목표가적절한지말해주지않는다.3

1980년송지안은중국우주프로그램의 ‘아버지’로불리는첸쉐센이
쓴≪엔지니어링사이버네틱스≫라는책의새판에공동저자로참여하

기도했다. 그후항공우주부차관겸수석과학자-엔지니어(1981∼1984),
중국공산당중앙위원회위원(1982∼2002), 국가과학기술위원회위원장
(1985∼1998), 국무위원(1986∼1998) 등다양한고위정치직책을역임하
였다. 그는 영어로 번역된 다른 두 권의 저서인 ≪중국의인구통제≫

(1985년, 투안치시엔, 유징위안공저)와≪인구시스템통제≫(1988년,
유징위안 공저)도 출간하였다. 이 책들은 인구역학에적용되는최적

제어 이론을 발전시켰다. 송지안은 1991년 중국 과학원, 1994년 중국
공학원에 선출되었으며, 1998년부터 2002년까지 중국 공학원 회장을
역임하였다.
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현대의몇가지문제

이장에서는인구학의인구고령화,역학의신종질병(에이즈,사스,

매개체매개질병등)및예방접종정책, 생태학의어업정책, 인구

유전학의유전자변형생물체의확산등수학적인구역학에관한

현대적문제에대한간략한개요를제공한다. 이러한문제를모델

링하기위해프랑스의전문기관이언급되고연구의다양한측면도

강조된다.

인구통계학에서는지난수십년동안인구고령화라는비교적새로

운문제가나타났다. 이문제는프랑스(그림참조)뿐만아니라다른많은

유럽국가와한국,일본에서도우려의대상이되고있다. 연금제도,이민

정책등경제및사회적으로중요한영향을미친다. 프랑스에서는국립

인구학연구소(INED)와국립통계경제연구소(INSEE)에서고령화현상
을분석하기위한수학적모델을개발하고있다. 인구예측의어려움중

하나는출산율이 10년후도예측할수없을정도로시간이지남에따라
크게달라질수있다는사실에있다. 1968년프랑스인구에대한 1985
년예측을되돌아보면이점이특히두드러진다. 이예측은 1970년대에
발생한출산율감소를예상하지못했다. 잘못된것으로판명된수학적

모델에기반한모든예측,특히언론에서반향을일으킨예측을검토하는

것은흥미로울것이다. 이것은이책의한자녀정책에대한장을읽은후
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독자가이미의심스러워했을지도모를 ‘진보’이라는인상을조정해줄

것이다. 후자의주제와관련하여현재새로운문제는향후수십년동안

예상되는급속한고령화현상을피하기위해정책을완화하는방법이다.

이역시수학적모델이논쟁에기여한다.

그림 26.1: 2010
년 1월 1일기준프
랑스 인구의 연령
피라미드. 출처:
www.insee.fr.
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역학 분야에서 지난 30년 동안 전 세계적으로 등장한 새로운 문제
중에이즈전염병의발전이특히두드러진다. 일부모델은러시아,인도

또는중국과같이최근에감염된국가에서전염병의미래를추측하려고

한다. 서유럽과북미에서처럼전염병이둔화될지, 아니면일부사하라

사막이남국가에서처럼인구의상당한비율에도달할지예측하기는어

렵다. 아프리카의에볼라,북미의웨스트나일열,사스(중증급성호흡기

증후군), 조류독감,치쿤구니야또는 H1N1 인플루엔자와같은다른신
종질병도모두수학적모델을통해면밀히조사되었지만성공적이라고

보기는어렵다.

사스의경우모델링의어려움중하나는전염병이각국가내에서는

비교적제한적으로유지되지만국가간(홍콩과중국,싱가포르, 캐나다

등)으로매우빠르게확산될수있다는점이다. 새로운유마다나타나는

전염병곡선의무작위적인특성도무시할수없다. 16장과 22장에서살
펴본것처럼확률모델은일반적으로다루기가더어렵다.

2005∼2006년레위니옹섬(인도양의프랑스해외영토)에서발생한
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치쿤구니야열유행에대한일부수학적모델은말라리아에대한로스

(Ross)의모델에서영감을얻었다( 12장참조). 이두질병은모기에의해
전파된다. 고려해야할중요한측면은계절의영향이다. 실제로남쪽겨

울에는모기개체수가감소하여질병의전파가감소한다. 섬인구의극

히일부만을담당하는약 30명의일반의들로구성된소규모네트워크가
매주보고하는새로운감염자수를보여주는그림26.2에서이를확인할
수있다. 네트워크는 2005년 9월과 10월몇주동안새로운감염사례를
발견하지못했지만질병의전파는여전히계속되고있었다. 전염병에대

한수학적모델은국립보건의료연구소(INSERM)와 열대연구소(IRD)
에서개발되었다. 이러한모델에도불구하고 2005년남부의겨울이끝
나기전,불과수천명만감염된이전염병이사라지지않을것이라고는

아무도예측할수없었다. 결국,섬인구의거의 3분의 1에해당하는약 26
만 6,000명이감염되었다. 이는전염병의미래를예측하는것이필요한
경우매우어려울수있으며전염병초기에전염병이경미한전염병인지

주요전염병인지구별하기가쉽지않다는것을보여준다. 이는일기예

보와비슷한점이있다. 오늘날일기예보는해양과대기의복잡한수학적

모델에대한거대컴퓨터시뮬레이션에의존한다. 그럼에도불구하고

며칠이후의예측은신뢰할수없다.

좀 더 이론적인관점에서치쿤구니야전염병은환경에계절적(예:

주기적)변동이있다고가정하는모델에서기본재생산수R0의개념을

어떻게적용해야하는지에대한의문을제기하였다. 이러한적용은그

리간단하지않으며, 2009년 H1N1 인플루엔자대유행과같이계절성의
영향을받는다른전염병에대해매개변수R0이어떻게사용되었는지에

대한우려를불러일으킨다.

모델러들이분석하려고시도한또다른문제는약물내성(항생제,항

말라리아제등)에관한문제이다. 백신주사가잠재적위험을수반할때

비용과편익의균형을맞추는방법에대한다니엘베르누이(Bernoulli)
와달랑베르(d’Alembert)시대이래로역학에서반복되는질문은여전히
논란의대상이되고있으며, 위험에대한민감도가변화함에따라앞으

로도계속될수있다. 따라서 1998년프랑스보건부는 B형간염백신이
극소수의사례에서심각한합병증을유발할수있다는일부제언에따라



26장 191

2005 2006

0

100

200

300

400

500

600

700

그림 26.2: 2005∼2006년레위니옹섬에서유행한치쿤구니야열. 소규모의사
네트워크에의해보고된주당신규확진자수를시간의함수로나타낸수치이다.
첫번째작은정점은 2005년 5월에, 두번째큰정점은 2006년 2월에도달하였
다. 이 수치의숫자에약 67을곱해야실제전염병의규모를알수있다. 출처:
www.invs.sante.fr.

B형간염바이러스감염후사망위험에비해그위험성이무시할수있는
수준이라고하더라도학교에서의백신접종캠페인을중단하였다.

생태학에서어류개체군동역학에대한연구는여전히많은문제를

제기하고있다. 그럼에도불구하고어획할당량및기타제한에대한선택

위한과학적근거로작용해야한다. 비스카이만의멸치남획과지중해의

참다랑어남획은최근의두가지예에불과하다. 어족자원의추정치는

종종신뢰할수없기때문에이러한데이터를사용하는모델은신중하게

고려해야한다. 프랑스에서는이러한유형의연구가주로해양개발연구

소(IFREMER)에서 수행된다. 일부수학적모델은국제포경위원회의
과거결정에도영향을미쳤다.

집단유전학에서유전자변형생물체의확산은일부연구자들이피셔

(Fisher)의모델에서영감을얻은‘반응-확산’모델을사용하여연구하려
고시도한논란의대상이기도하다 ( 20장참조). 이분야는국립농업과
학원(INRAE)의연구분야이다.
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좀더이론적인측면에서언급할수있는것은다음과같다.

• 확산방정식( 20장참조)또는연령구조방정식( 16장참조)과같은
편미분방정식에대한과학적연구

• 전염병확산을모델링하는무작위네트워크에대한연구와결정론
적근사에대한연구를포함하는공간적,혹은비공간적확률론적

모델에대한과학적연구 ( 16장및 22장참조)

이러한유형의연구는주로응용수학자가수행한다. 최근 몇년동안

프랑스대학및기타고등교육기관에수리생물학석사과정이여러개

개설되었다.

다른과학분야와마찬가지로인구역학에대한수학적연구는주로

다음을통해이루어졌다.

• 관련학회: 네덜란드이론생물학회(1970년이후), 수리생물학회
(1973년),프랑스이론생물학회(1985년),중국수리생물학회(1985
년),일본수리생물학회(1989년),유럽수리및이론생물학회(1991
년),라틴아메리카수리생물학회(2002년),한국수리생물학회(2005
년)등

• 전문 저널: Bulletin of Mathematical Biology (1939년 이후),
Mathematical Biosciences (1967), Journal of Mathematical Bio-
logy (1974), Mathematical Medicine and Biology (1984), Mathe-
matical Population Studies (1988),Mathematical Biosciences and
Engineering (2004), International Journal of Biomathematics (2008),
Biomath (2012) 등

• 컨퍼런스: Annual Meeting of the Society for Mathematical Bi-
ology, Mathematical and Computational Population Dynamics,
European Conference on Mathematical and Theoretical Biology
등

여기서는수학과인구역학에대한수학의응용사이의경계에있다고

명시적으로표현한것들만언급하였다.
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그러나각특정분야(인구학, 생태학, 인구유전학, 역학등)에대해

어느정도의수학적모델을사용하는과학저널과컨퍼런스가있다.

끝으로,관심있는독자는월드와이드웹에서제공되는원문을살펴

보시기바란다. 주소는각장의마지막에있는참고문헌에나와있다.

로널드피셔가멘델(Mendel)에대해쓴구절은다음과같다.

“과학의역사는교사들이간접자료를사용하는것과이로인

해과거의위대한발견들이이루어진환경과그당시의지적

분위기가잊혀짐으로써큰타격을입었다. 연구의초본에서

는항상배울점이많고때로는예상치못한발견을할수도

있다.”
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