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Introduction



Dans la hiérarchie de l'organisation biologique, la cellule représente le premier
niveau capable de vie. Tous les organismes vivants se composent de cellules et toutes
les cellules sont susceptibles de se diviser jusqu’a un certain nombre de générations.
Les premiéres observations de la division cellulaire datent d’un siécle et demi. Vir-
chow proposa son célébre postulat "omni cellula e cellula” (toute cellule provient
d’une cellule) en 1826 précédant de peu la description des phases de la division cellu-
laire par mitose publiée par Shneider en 1875. Ce n’est qu’un siécle plus tard, entre
1950 et 1960, que I'étude de la division cellulaire sort de sa léthargie. Aujourd’hui
la description du vivant a atteint un degré de complexité inédit la rendant de plus
en plus difficile & appréhender. La biologie des cellules est une science complexe qui
a été étudiée pendant longtemps dans plusieurs laboratoires. Chaque jour elle est
enrichie par des découvertes intéressantes qui s’ajoutent a sa complexité. Compren-
dre les phénomeénes régissant le comportement des cellules (croissance, division, mort,
migration...) est un élément essentiel pour prévoir le fonctionnement des cellules et
leur déréglement (tumeurs, cancer...) et permettre éventuellement de le réparer.
Quels sont les mécanismes essentiels dans le cycle cellulaire pour sa mise en marche
et son arrét? Quel est leur effet sur la population de cellules? Ce sont des questions
trés importantes pour comprendre 1’évolution des maladies, notamment les cancers,
au niveau moléculaire mais également au niveau de la population.

Done, connecter le niveau micro (moléculaire) avec le niveau macro (population)
s’appuyant sur I’expérimentation en utilisant la modélisation est une démarche promet-
teuse pour aborder la compréhension des comportements de cellules cancéreuses.

Il s’avére dorénavant envisageable de modéliser et de simuler des comportements bi-



ologiques en intégrant les différents niveaux de complexité qui les caractérisent : com-
plexité des interactions moléculaires de la régulation de la prolifération cellulaire, com-
plexité des relations cellules/cellules et complexité des relations structure/fonction
dans un tissu. Il existe diverses méthodes pour approcher les phénoménes biologiques
par des outils mathématiques. Ces méthodes se sont développées et améliorées au
cours du vingtiéme siécle.

Ce travail comprend essentiellement la modélisation du cycle cellulaire et la dy-
namique de population des cellules. Plusieurs faits nous ont motivé a faire ce travail.
En premier, nous avons remarqué que dans la littérature la plupart des modéles pro-
posés sur le cycle cellulaire considérent le cycle de division de la cellule comme ”une
répétition périodique de certains événements” [74]. Certes, ces modéles représen-
tent des résultats mathématiques intéressants tels que le comportement de systémes
dynamiques complexes, les cycles limites, les bifurcations...en revanche les résultats
mathématiques et la complexité des processus de régulation du cycle cellulaire ne
sont pas forcément corrélés. C’est pour cette raison que le modeéle du cycle cellulaire
établi dans ce travail est basé sur une machinerie moléculaire restreinte & un seul
cycle suivant des conditions initiales variables. L’une des difficultés est de parvenir
a sélectionner dans le réseau intriqué des nombreuses réactions supposées ou avérées
qui se déroulent au cours du cycle cellulaire un nombre suffisamment petit pour ne
pas étre trés compliqué et ayant en méme temps une action suffisante sur le cycle
pour que les variations des substances engagées dans ces réactions puissent étre liées
aux étapes importantes du cycle. Le deuxiéme point est lié bien évidemment & notre

intérét a4 ’étude mathématique des modeéles de prolifération cellulaire. En effet, la



plupart des modeles rencontrés dans la littérature exprimant 1’évolution du cycle cel-
lulaire sont étudiés uniquement par des simulations numériques et rarement par les
outils mathématiques. Dans ce travail, I’étude des systémes dynamiques du point de
vue: stabilité, bifurcation, variété centre et semi-groupes sont les outils mathéma-
tiques principaux pour analyser les modéles proposés. Par ailleurs, une idée trés peu
développée nous a séduit qui consiste en le couplage d’'un modéle du cycle cellulaire
(cellule individuelle) avec un modéle de dynamique de population de cellules (pop-
ulation). En effet, ces deux types de modéles sont toujours considérés séparément.
Certains modeéles de population de cellules tiennent en compte I’dge de cellules et
la quantité d’une certaine masse cellulaire mais les événements déclenchant le cycle
cellulaire et la prolifération des cellules ne sont pas considérés. Une démarche proche
a été présentée dans [104]. A cela s’ajoute un autre objectif qui a été introduit dans
notre travail: il s’agit de la modélisation informatique par un modéle individu centré
de la croissance et la division cellulaire. Le probléme clé de cette modélisation peut
étre exprimé avec les deux questions suivantes: Comment étudier et comprendre un
organisme cellulaire qui fonctionne en tant qu’entité, a partir des caractéristiques de
ses cellules constitutives 7 Comment utiliser et intégrer les connaissances acquises a
une échelle (atomique, moléculaire), pour améliorer la connaissance et la compréhen-
sion des échelles supérieures (cellules, tissus, organes, organismes), et vice versa?

En récapitulatif, ce travail s’articule autour des parties principales suivantes: Anal-
yse de données, modélisation du cycle cellulaire, couplage du modéle cycle cellulaire-
modeéle de dynamique de population et finalement le comportement de la population

cellulaire a partir d’un modéle individu centré. La premiére partie est divisée en deux



chapitres préliminaires. Dans le premier nous présentons le contexte biologique de
notre étude. Nous décrivons les différentes phases du cycle cellulaire et les interac-
tions moléculaires impliquées dans le cycle. Le deuxiéme comprend les ingrédients
nécessaires pour la modélisation. Nous présentons les différentes fagons de modéliser
le cycle cellulaire (micro-modéles) et la dynamique de populations cellulaires (macro
modéles). En général, les modéles du cycle cellulaire sont donnés par un systéme
d’équations différentielles (EDO) non linéaires. Par contre les modéles de dynamique
de population sont souvent structurés en 4ge ou en une autre variable caractérisant les
cellules et donc ils sont présentés sous forme d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles (EDP). Le troisiéme chapitre (deuxiéme partie) est un travail qui a été
publié¢ dans le journal (experimental cell research). Nous donnons un profil de la
cycline E (protéine nécessaire pour la progression du cycle cellulaire) durant la pre-
miére phase du cycle cellulaire, en utilisant une méthode d’analyse appelée analyse
triparamétrique par cytométre en flux (appareil d’analyse cellulaire) et la théorie des
populations cellulaires asynchrones. En se basant sur la méthode d’optimisation des
moindres carrés appliquée sur les données expérimentales recueillies, nous avons réussi
a représenter les changements au cours du cycle cellulaire, notamment la phase G1,
de la cycline E. La troisiéme partie comporte le quatriéme et le cinquiéme chapitre.
Cette partie s’intéresse & la modélisation mathématique et étude des modeéles. Le
quatriéme chapitre concerne la modélisation mathématique de la phase G1 du cycle
cellulaire. Le modéle est donné par un systéme de quatre équations différentielles
ordinaires non linéaires et les variables représentent des protéines essentielles pour

la transition de la phase G1 & la phase S. Nous avons également présenté I’étude de



ce modele (stabilité et bifurcation de la solution) et les interprétations biologiques
correspondantes aux résultats obtenus. Le cinquiéme chapitre est une approche qui
consiste en le couplage du modéle du cycle cellulaire avec un modéle simple de la
dynamique de population cellulaire. Nous considérons que la variable du modéle du
cycle cellulaire représente une variable de structuration du modéle de la dynamique
de population. Un probléme d’évolution est posé et ’étude de ce probléme nécessite
I'utilisation de la théorie des semi-groupes et leurs propriéts sepctrales. La derniére
partie (chapitre six) propose une expérience virtuelle, par simulation informatique,
de la croissance et la division cellulaire, prenant en considération le déplacement et
l’organisation spatiaux des cellules et le développement de la taille des cellules en
fonction de leurs nutriments. Dans ce chapitre nous avons utilisé I’approche du mod-
ele informatique Bacsim [55] appliqué sur la dynamique des bactéries (E-coli). Le
modeéle nous a permis de tirer des conclusions sur la dynamique de la poplation cel-
lulaire & partir du modéle individu centré de la cellule. La derniére partie s’attache
a proposer la conclusion que ’on peut tirer de ce travail et enfin le dernier chapitre

nous donne les outils mathématiques qui sont utilisés dans ce travail.






Partie I

Contexte biologique et

modélisation






Chapitre 1

Cycle cellulaire

1.1 Phases du cycle cellulaire

Tous les organismes sont constitués de cellules qui se multiplient par division cel-
lulaire. Un adulte humain a environ 100.000 milliards de cellules toutes originaires
d’une méme cellule, la cellule oeuf fertilisée. Dans I’organisme adulte, on trouve une
quantité énorme de cellules qui sont en division continue. Le role principal de la
division cellulaire est de permettre le remplacement des cellules mortes (renouvelle-
ment) ou perdues par accident (régénération, cicatrisation) pour assurer un nombre
de cellules fonctionnelles constant.

Le concept de “cycle” cellulaire découle des travaux de Howard et Pelc [46] Ils ont
découvert que ’ADN était synthétisé durant une période limitée de la vie de la cellule,
que l'intervalle entre la phase de synthése de ’ADN était une phase de durée plutot
longue et que l'intervalle entre la phase de synthése de ’ADN et la mitose était plutot
une phase courte. 1lls ont démontré ainsi que les processus de division cellulaire et de

9



10

la duplication des chromosomes étaient dissociés.

Sous l'influence des facteurs de croissance, la cellule recoit le signal de se diviser.
Avant qu’une cellule puisse se diviser, il faut qu’elle grandisse jusqu’a une certaine
taille, qu’elle duplique ses chromosomes et qu’elle sépare ses chromosomes avec une
distribution exacte entre les deux cellules filles. Tous ces processus sont coordonnés
durant le cycle cellulaire. Un déréglement du cycle cellulaire conduit en général a une
tumeur. Une des conséquences d’un déréglement du cycle est le cancer qui correspond
a un exceés de production de cellules. Comprendre son fonctionnement implique une
analyse profonde du cycle afin de pouvoir trouver des traitements anticancéreux.
Les cellules se divisent suivant un cycle qui comporte deux parties: la division cellu-
laire proprement dite (mitose) et la période de croissance qui sépare deux divisions
successives (l'interphase).

L’interphase comprend trois phases :

Phase de croissance initiale: phase G1 (G vient du mot anglais gap qui veut dire une
partie non distincte du cycle).

Phase de réplication ou de la synthése de 'ADN: phase S.

Deuxiéme phase de croissance: phase G2 (pour gap2) qui vient juste avant la mitose.
Finalement la phase M ou mitose aboutira & la division de deux nouvelles cellules.
Une cellule qui ne se divise pas (cellule quiescente) se maintient en une phase appelée
GO. 11 arrive que des cellules quiescentes entrent en division mais parfois se multi-
plient & un rythme anormalement élevé. C’est le cas des cellules normales lorsqu’elles

forment une cicatrice ou des cellules cancéreuses.
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Figure 1.1: Schéma du cycle cellulaire

1.2 Cinétique du cycle cellulaire

Les durées du cycle cellulaire varient d’un type cellulaire a I'autre (chez ’homme il
existe plus de 200 types cellulaires) et d’une espéce a une autre. Chez la plupart des
cellules de mammiferes cela dure entre 10 et 30 heures.

Dans un méme type cellulaire et pour une méme espéce les durées du cycle peuvent
également étre trés variables et cela est di au fait de la variabilité de la phase G1.

Néanmoins les phases S et G2 ont des durées constantes.

1.2.1 Phase G1

Durant la premiére phase, la cellule croit et devient plus large. La phase G1 a une
durée variable d’une cellule 4 une autre en fonction de la nature de la cellule. Sa
durée diminue considérablement pour les cellules cancéreuses.

Au début de la phase G1, les cellules viennent de se diviser: elles possédent donc un

faible volume cytoplasmique. Au cours de cette phase, la réplication de 'ADN ne
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Tab. 2. Durées des phrars du cycle cellulnire in ritro et in yivo de queiques typres cellulsires différents (d'aprés
Baserga 85 pis et Wright of al 84 p433). La phase M ex1 généralement idérée commw possedani une durve fiae
del i 3 heures smivant bes espéces.

Type ceBulaire Durée du cycle Durée des phases du cycle ceflulaire (b)
cellulsire (h)
G, S [#%. ]
In vitro
Fibroblasies humans 18 65 78 40
Hela S3 M 30 95 35
3 19 30 70 40
In vire
Homne
Eputhélium de Colon 25 9 4 2
Epithehium recual 48 i3 [ 5
Epithelium stomacal 24 9 [ 3
Cellules de la moelie osseuse 18 2 12 4
Carcinome tes cellules 67 3o 19 12
basales
Cascinome eprdeninoide 24 9 11 4
Souris
Epithéhium de Colon i9 9 8 2
Cellules des als doles 71 45 22 4
pulmonaites

Figure 1.2: Durées des phases du cycle cellulaire

se produit pas mais le volume cytoplasmique de la cellule augmente par rapport au
volume du noyau : ceci permet de repérer le moment ou la cellule entre dans la phase
S.

La cellule a besoin d’un activateur pour passer de la phase G1 & la phase S et elle
doit franchir un stade irréversible pour entrer en phase S. Si la cellule reste bloquer
trop longtemps en phase G1, elle sort du cycle cellulaire et entre dans la phase GO.
Dés qu’une cellule passe de la phase G1, elle parcourt les phases S, G2 et M, en dépit
des conditions de 'environnement.

En effet, il existe un point de non-retour, point de restriction appelé point (R) au dela
duquel les cellules entrent obligatoirement dans cette succession de phases quelles que

soient les conditions du milieu. Ce point de non-retour découvert chez les levures en
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culture [101] existe aussi chez les cellules eucaryotes. 1l se situe a un stade tardif de
la phase G1 et donc en ce point de controle, la cellule choisit de continuer le cycle et

se proliférer, d’attendre et rentrer dans une phase de repos ou de se différencier.

1.2.2 Phase S

Elle démarre lorsque le rapport en volume entre le cytoplasme et le noyau est partic-
ulier. Il y a alors I’activation de la transcription des génes qui impliquent la synthése
des enzymes de synthése de I’A.D.N. Sa durée, peu variable, est principalement dépen-
dante de la quantité d’ADN a répliquer et du nombre de sites de réplication actifs en
paralléle.

La phase S dure environ 8h.

1.2.3 Phase G2

Les cellules en phase G2 contiennent une quantité d’ADN double due & la synthese
d’ADN pendant la phase S. Cette phase est en général trés courte, parfois méme
inexistante. Durant la phase G2, la cellule controle si la réplication de ’ADN a bien
été réalisée (réparation post-réplicative) et prépare la division cellulaire. Il s’agit d’une
phase de sécurité au cours de laquelle la cellule a le temps de réparer d’éventuelles
erreurs commises lors de la réplication de son ADN. Le déclenchement de la mitose
en fin de G2 est marqué par la phosphorylation de nombreuses protéines.

La phase G2 dure 2 & 3 heures.

1.2.4 Phase M

La mitose représente le partage égal du matériel héréditaire entre les deux cellules filles

issues d’une division. Elle comporte quatre étapes : prophase, métaphase, anaphase,
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télophase.

La prophase: c’est une phase de préparation de la mitose qui consiste en la formation
du fuseau de division bipolaire, la condensation de la chromatine et la disparition du
ou des nucléoles.

La prométaphase: correspond a la mise en place dans la cellule de I'appareil de
division et de la fragmentation de 1'enveloppe nucléaire.

La métaphase: c’est une phase d’équilibre. Tous les centromeéres des chromosomes
sont alignés a I’équateur du fuseau.

L’anaphase: correspond au clivage centromérien avec ascension des chromatides vers
les poles opposés.

La télophase: cette phase correspond & la séparation des deux lots chromosomiques
répartis entre les deux cellules filles.

La cytocyneése: correspond a la division du cytoplasme et la séparation des deux
cellules filles avec I'apparition d’un sillon de division a I’équateur de la cellule.

La mitose dure environ 1 heure.

1.2.5 Phase GO0, quiescence et sénescence

En absence des signaux proliférative, les cellules ne passent pas le point de départ et
restent dans la phase G1. A un certain moment, les cellules décident de ne plus rester
en G1 parce elles meurent en restant trop longtemps dans cette phase et donc elles
entrent dans la phase GO et deviennent quiescentes. Les cellules en GO ont vraiment
quitté le cycle cellulaire et les remettre en route prendra beaucoup de temps. Pour le

redémarrage d’un cycle, les cellules quiescentes passent par une phase de compétence
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avant d’entrer en phase G1.
En GO, les cellules sont dans un état réversible ou il existe peu de synthése protéique
et de transport membranaire. C’est le cas des cellules souches hématopoiétiques ou
des cellules en cultures. Ces derniéres, en effet, lorsqu elles tapissent la boite de
culture, s’arrétent mais si on en les remet dans une autre boite plus grande et avec

un milieu favorable alors elles redémarrent le cycle cellulaire.

1.2.6 Mort cellulaire

Dans des conditions favorables A la croissance, les cellules en culture se dédoublent
réguliérement, mais aprés un nombre déterminé de divisions (au maximum 40), elles
deviennent sénescentes, elles atteignent une phase ou elles arrétent de proliférer. Les
cellules entrent en GO, d’ou elles ne ressortiront jamais, malgré la présence de fortes
concentrations de signaux proliférative. De ce fait, le nombre de division en culture
est dépendant de 1'dge de 'organisme d’otu les cellules proviennent, par exemple les
fibroblastes en provenance d’un nouveau-né se diviseront 40 fois en moyenne, alors
que les fibroblastes d’un adulte de 50 ans n’effectueront que 20 divisions lorsqu elles
seront mises en culture. Cela indique que les cellules normales sont pré-progammeées
pour une série limitée de divisions. Par ailleurs, la mort de la cellule peut avoir deux
formes: apoptose ou nécrose.

L’apoptose (mort programmeée) apparait sous des conditions physiologiques normales
et la cellule participe a sa propre mort: c’est le suicide cellulaire. Ce suicide peut se
produire dans n'importe quelle étape du cycle, aussi bien dans la phase de prolifération

que dans la phase de repos. La cellule apoptotique se fragmente en plusieurs petits
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sacs étanches qui sont absorbés et éliminés par les cellules environnantes ce qui ne
cause aucun dégat. L’autre forme de mort cellulaire est la nécrose. Ce n’est pas
une mort programmée. La nécrose survient accidentellement lorsque la cellule est
malmenée, par exemple lors de brilures ou de fortes compressions. La cellule meurt
alors en éclatant. Son contenu se retrouve dans le milieu environnant et provoque
une réaction inflammatoire. La nécrose se compare ainsi & I'explosion d’un édifice:
il y a des dommages aux batiments voisins (les autres cellules), un ménage et des

réparations sont nécessaires.

1.3 La régulation du cycle cellulaire

Il était connu plus de cent ans que les cellules se multiplient par division. C’est
pourtant au cours des vingt derniéres années qu’il est devenu possible d’identifier les
mécanismes et les molécules qui régulent le cycle et la division cellulaires. La connais-

sance de ces molécules permet de mieux comprendre les mécanismes de cancérisation.

1.3.1 Interactions moléculaires

Le controdle biologique du cycle cellulaire a fait 1’objet de travaux récompensés par un
prix Nobel de médecine en 2001 [44]. Les travaux de Liebermann et al. [62], suggérant
I’existence d’une série de réactions biochimiques contrélant le cycle cellulaire, ont fait
des émules et depuis le début des années 1970, les recherches se sont orientées vers
la compréhension du controéle moléculaire du cycle cellulaire. Ces recherches sur la
régulation du cycle cellulaire pourraient aider & développer de nouveaux traitements

pour soigner les cancers et les tumeurs.
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La machine du contréle du cycle cellulaire eucaryote est composée de protéines qui
sont activées dans un ordre précis et qui déclenchent I'initialisation d’événement spé-
cifiques, comme la réplication de ’ADN, la destruction de I’enveloppe nucléaire, la
formation des fuseaux achromatiques et la ségrégation chromosomique. A partir des
années 1980 les interactions biochimiques entre un nombre de plus en plus grand de
molécules ont été détaillées. On trouve des protéines de la famille poches (pocket pro-
teins: pRb, p107...), des cyclines (D, E, A, B), des kinases dépendantes de cyclines
(CDK), des protéines inhibitrices de CDK (CKI), des facteurs de croissances (famille
des E2Fs), des facteurs de traduction, les génes eux mémes...[39]. Il est treés difficile
d’associer une fonction a chacune des protéines découvertes actuellement est de la
replacer dans son contexte et de nouveaux outils comme les puces & ADN permettent
déja de prévoir une augmentation encore plus importante des données disponibles.
Certains mécanismes centraux du controle du cycle cellulaire n’ont été élucidés que
trés récemment, comme le rdle de la protéine du Rétinoblastome (son nom vient du
nom d’un cancer particulier le rétinoblastome, & propos duquel elle a été découverte)
[18] ou les principes moléculaires de la régulation des kinases dépendantes de cyclines
(CDK) [70].

Les complexes formés des protéines poches (tel que le Rétinoblastome) et des fac-
teurs de la famille E2F sont responsables du controle direct de ’expression des génes
régulateurs ou structuraux nécessaires a la prolifération et/ou différenciation et leur
activité est régulée par les complexes cycline-kinase. Chaque complexe protéique est
composé d’une protéine régulatrice (la cycline) et d’une protéine catalytique (Cyclin

dependent kinase, CDK).
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C’est principalement la formation, 'activation et la destruction de la cycline qui
régule I'activité de ces complexes. Les complexes Cycline-CDK possédent des inhibi-

teurs spécifiques dont 1’action se situe avant ou aprés I’association des deux protéines.

1.3.2 Les Cyclines et les Cyclin dependent kinases (CDK)

Chez les eucaryotes supérieurs, il existe de nombreuses CDK qui sont impliquées dans
le controle des divers processus cellulaires comme le passage des points de controle
du cycle cellulaire, la réplication d’ADN, la mitose, la migration des chromosomes...
Chaque CDK est capable de s’associer & une ou plusieurs cyclines pour former des
complexes actifs lors des différentes phases du cycle cellulaire.

Contrairement aux CDK, dont les niveaux restent pratiquement constants durant les
phases du cycle cellulaire les cyclines sont synthétisées et dégradées [16]. Elles sont
synthétisées & des moments différents du cycle cellulaire, se lient & des kinases spéci-
fiques et permettent ainsi la progression du cycle cellulaire. Elles sont dégradées de
facon abrupte lors de la fin de leur activité.

Le début du cycle coincide avec la production, la stabilisation et I’activation de la
cycline D. Les taux de cycline D restent élevés et ne diminuent qu’aprés la mitose.
La Cycline D, ligand de la CDK4/6, est présente dans des cellules normales durant
la phase G1[24] et sa surexpression accélére la phase G1 [63]. Elle n’est pas observée
chez les cellules au repos et des modifications de sa structure sont observées dans
les cellules cancéreuses. L’activation de la cycline E suit P’activation du complexe
cyclineD/CDK4. Cette derniére s’associe a la CDK2 et est exprimée durant la fin de

la phase G1. Par ailleurs, le principal but des cyclines de la phase G1 est d’inactiver
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la protéine de Rétinoblastome. Dans les cellules au repos (phase G0) et au début de
la phase G1, la protéine pRb est liée au facteur de transcription nucléaire appelé E2F,
nécessaire a l'initiation de la phase S. Au début du cycle cellulaire, la pRb hypophos-
phorylée (active) séquestre E2F et durant la phase G1 et sous I'effet des complexes Cy-
cline/CDK de la phase G1, elle devient hyperphosphorylée (inactive) et libere le fac-
teur E2F permettant les transcriptions d’un grand nombres de génes. En particulier,
au début de la phase G1, ceux sont les complexes Cycline D/CDK qui commencent
la phosphorylation de pRb et ensuite vers la fin de la phase G1, le CyclineE/CDK2
phosphoryle entiérement la pRb et ainsi le facteur de transcription E2F est libéré
(voir Figure 1.4). Le facteur de transcription E2F stimule entre autres la transcrip-
tion des cyclines E et A. D’une maniére générale, les cyclines favorisent I’expression
des cyclines de la phase suivante, répriment 1’expression ou favorisent la dégradation
des cyclines de la phase précédente. La cycline A appelée également ”cycline mito-
tique” s’associe & une kinase et forme le complexe CyclineA/CDK2 dont I'expression
coincide avec I'entrée a la phase S. La quantité maximum de CyclineA/CDK2 cor-
respond au début de la réplication de 'ADN [81]. Le complexe Cycline A/CDK2
agit avec le E2F pour réguler les génes nécessaires pour la réplication de PADN [24].
Finalement aprés la réplication de ’ADN, le complexe CyclineB/CDK1(appelé aussi
MPF pour ”maturation promoting factor”) est impliqué dans le controle de la mitose.
Ce complexe permet a la cellule la progression du cycle notamment la transition de
G2/M. Ce complexe est également nécessaire pour initialisation de la prophase et
ensuite I’anaphase. La dégradation de la cycline B est nécessaire pour permettre a la

cellule de sortir de la mitose.
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~ Cyeline D

Cycline E

Figure 1.3: Principaux complexes cyclines/CDK impliqués dans le cycle cellulaire
1.3.3 Les inhibiteurs des cdk

Un autre niveau de la régulation des complexes Cyclines/CDK est les CKI (Cyclin de-
pendent kinase inhibitor). Les CKI inhibent I'activité des Complexes Cycline/CDK.
Les CKI se répartissent dans deux familles: les INK4 et les KIP /CIP.

Les membres de la famille des INK4 (p15, pl16, pl8 et pl9) ont été découverts comme
des protéines qui se lient & CDK4 et CDK6. Ce qui va empécher ces derniéres leur
association avec la CyclineD. Les INK4 sont bien décrits comme suppresseurs de
tumeurs. Ils sont fréequemment mutés dans de nombreux cancers. Les pl5 et pl6 sont
considérés comme des compétiteurs de la cycline D et prennent sa place pour former
les complexes: pl5-CDK4/6 ou pl6-CDK4/6 [43].1] n’existe aucune évidence expéri-
mentale du recyclage des CDK4/6 apres leur liaison avec les INK4. Ces inhibiteurs
pourraient donc servir de corbeille pour CDK4/6.

La famille des KIP/CIP comprend trois membres (p21, p27, p57). 1l s’agit d’un en-
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semble de protéines inhibitrices des cdk de la phase G1 qui se lient aux complexes
cyclines/CDK déja formés mais c’est pour les complexes cyclineE/CDK2 qu’elles ont
la plus grande affinité [89]. La protéine p21 est stimulée par le p53, en réponse 4 une
atteinte de ’ADN. Elle a un effet inhibiteur sur la liaison Cycline E /cdk2.

Dans notre travail, on s’intéresse particuliérement & I'inhibiteur de kinase p27. Le p27
a été identifié comme un inhibiteur de prolifération dans les cellules traitées au TGFg
[82]. In vitro, la quantité de p27 exprimée dans les cellules en prolifération contribue
a la longueur de G1. Plus la quantité du p27 est importante, plus la phase G1 est
longue et ’absence de p27 rend les cellules insensibles aux facteurs anti-mitogénes en
fin de phase G1 [21]. Les interactions de p27 et du complexe Cycline E/CDK2 sont
de deux types:

(1) association forte & Cycline E/CDK2 (formation du complexe Cycline E/CDK2/p27)
et inhibition de Cycline E/CDK2 [88].

(2) phosphorylation de p27 lié a Cycline E/CDK2 par le Cycline E/CDK2. Ce qui
I’empéchera de se relier au complexe Cycline E/CDK2 et entrainant sa dégradation

plus tard en phase G1 [79).
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Figure 1.4: Intéractions moléculaires de la phase G1



Chapitre 2

Modéle de la dynamique de

population cellulaire

Toute démarche expérimentale vise & accroitre la connaissance par 1’observation et /ou
la mesure.

L’expérimentation nourrit le modeéle qui nourrit & son tour ’expérimentation afin
d’améliorer le paradigme en cours ou d’en proposer un nouveau plus conforme aux
données expérimentales et /ou aux suggestions émanant du modéle.

Les progres récents de la compréhension des mécanismes biochimiques de régulation
de la prolifération ont rendu indispensable le développement d’outils de modélisation
de la complexité de ces réseaux de régulation.

De trés nombreux modeéles mathématiques ont été réalisés sur la croissance de popu-
lations cellulaires, en cultures, dans les tissus en général et les tissus cancéreux en par-
ticulier. Plutot que de distinguer ces modéles suivant leur nature (modeéles détermin-
istes, modéles stochastiques, modeles compartimentaux, modeéles a bases d’automates

23
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cellulaires, modéles logiques ou Bayésiens, etc.), ou suivant les systémes biologiques
qu'ils abordent (cellules eucaryotes inférieurs ou eucaryotes supérieurs, normales, em-
bryonnaires ou cancéreuses), nous distinguons les macro-modéles des micro-modéles
comme le suggére Kholodenko [50]. Les micro-modéles, plus récents, détaillent les mé-
canismes biochimiques a la base des régulations biologiques ou physiologiques alors
que les macro-modéles s’encombrent moins de détails et proposent un regard plus
phénoménologique de ces mécanismes (exp: caractérisation de la dynamique d’une

population).

2.1 Micro-modéles

Gréace aux progres de la biologie moléculaire, le réseau trés complexe de controle du
cycle cellulaire comporte des interactions moléculaires chaque jour plus nombreuses,
découvrant de nouvelles boucles de régulation positives ou négatives et donc, du point
de vue de la modélisation, une augmentation des possibilités de comportements non
linéaires. Les micro-modéles ont suivit de trés prés I’évolution récente des connais-
sances en biologie moléculaire.

Parvenir & des consensus de formalisation de la biologie moléculaire est une néces-
sité. Si I'intérét pour le biologiste est évident : disposer d’'un langage commun de
description de la réalité, il ’est encore plus pour le modélisateur disposer du langage
le plus explicite et optimal pour développer les modeéles de la réalité les plus simples
et précis. De nombreux formalismes ont déja été proposés. Certaines approches étant

manuelles et d’autres automatisées, liées a la construction de bases de données.
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Figure 2.1: Quelques représentations des intéractions moléculaires

Tout d’abord les biologistes ont commencé par faire des représentation des protéines,
des enzymes... et leur interactions [1] [90] mais le manque d’unicité de ces représenta-
tions, avec les difficultés de compréhension lors du passage de I'une a ’autre a poussé
d’autres auteurs a proposer des notations plus formelles. Certaines sont destinées
aux systémes biochimiques de types enzymatiques [107], d’autres aux interactions

moléculaires en générale [54] (voir Figure 2.1).

Novak et Tyson [74] [98] [100] [100] [101] ont développé des modéles mathéma-
tiques de controéle du cycle cellulaire des eucaryotes simples unicellulaires. Cette étude

au long terme (8 ans entre leur premier et leur dernier papier) s’attache a décrire la
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dynamique des mécanismes de controle de la prolifération de levures. La derniére
version du modele a permis de décrire avec le meilleur rapport précision/simplicité le
role des protéines Cycline B, CDK, CKI, cdc20, Cdhl et APC qui sont I’équivalent
chez les eucaryotes inférieurs des protéines de controle de la prolifération cellulaire.
Malheureusement, ce modele est basé sur des hypothéses qui ne sont pas transpos-
ables dans le cas de cellules d’eucaryotes supérieurs unicellulaires considérés comme
des membres d’un organisme.

La découverte de nouvelles molécules a entrainé la construction de modéles plus com-
plexes, intégrants de plus en plus de cyclines et de kinases [76] [75]. Deés lors que le
nombre de molécules impliquées dans le modéle est grand et que certaines molécules,
plus particuliérement les enzymes, sont impliquées dans plusieurs réactions a la fois,
ou lorsque plusieurs isoformes possédent des fonctions partiellement redondantes, il
est possible de parler de réseaux de réactions [109)].

Faute d’outils suffisamment performants pour identifier ’ensemble des parameétres
nécessaires & la construction de réseaux biochimiques réalistes et manque de don-
nées expérimentales la plupart des modéles de réseaux de réactions ont utilisé le
découpages des modeles en sous-systémes [1] [109] [99] [101] [53]. Le comportement
du modéle dans son ensemble ne serait alors plus dépendant du choix de chacun de
ses parameétres mais plutot de ’équilibre entre ses sous-systémes.

L’enthousiasme actuel dans le domaine des micro-modeles laisse supposer qu'ils four-
nissent la matiére a la découverte d’outils performants de gestion de la complexité
en biologie. Pourtant, la plupart des micro-modeles sont peu évolutifs et donc rapi-

dement périmés par des résultats expérimentaux apportant sans cesse de nouvelles
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connaissances. Paradoxalement, cette richesse cache une inadéquation entre modeles
et données, condamnant les modeéles a des objets théoriques et les données a une
accumulation désordonnée. Ces modéles possédent pourtant un potentiel impression-
nant. Lorsque les données provenant des approches expérimentales & grande échelle &
la fois dans le domaine de la génomique et dans celui de la protéomique seront quan-
tifiées avec suffisamment de confiance ces modeles seront 1a pour accueillir toutes ces

informations et fournir un outil d’analyse prospectif puissant.

2.2 Macro-modéles de la prolifération cellulaire

Les macro-modeles de la prolifération cellulaire sont pour la plupart des modéles
mixtes dits compartimentaux. Ce type de démarche est généralement basé sur le
découpage du cycle cellulaire en phases distinctes. Chronologiquement, ils correspon-
dent a 'avénement de la cytométrie en flux au début des années 1980 qui permit de
distinguer facilement les phases du cycle cellulaire suivant, notamment, le contenu en
ADN des cellules.

Suivant les modeles, les compartiments ont été défini comme des phases du cycle
cellulaire soit explicitement (G1, S, G2, M, etc) soit implicitement (phase de pro-
lifération active, phase de quiescence, état d’inhibition active, etc). Par ailleurs, il
existe différentes formulations des modeéles de dynamique de population cellulaire :
certains tiennent compte de 1’age des cellules, d’autres de leur maturité, ou encore de
leur taille.

Tout dépend en fait de 1'étude du type de population cellulaire que l'on effectue.
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D’autre part, certaines maladies comme le développement incontrolé de cellules dans
le cas du cancer, ou bien ’attaque massive d’'une population cellulaire par des virus
comme le SIDA, engendrent des comportements complétement différents suivant les
cas de figure.

Au niveau individuel, les cellules se distinguent par leur age, leur taille, leur maturité,
leur état (proliférant ou quiescent), et d’autres propriétés physiques. La structure de
la population par rapport & ces traits caractéristiques influence alors I’extinction, la
croissance, la stabilisation, les oscillations ou d’autres comportements de la popu-
lation totale. Ces modéles structurés de populations cellulaires sont en général des
équations aux dérivées partielles dans lesquelles les variables sont le temps, et les
différentes variables caractérisant la cellule.

Le premier papier traitant de la dynamique de population cellulaire semble étre di a
Bell et Anderson en 1967 [12]. Quelques auteurs apportent une contribution dans ces
années 14, comme Fredrickson et al.[33] la méme année, ainsi que Sinko et al. en 1967
[91], et Painter en 1968 [78]. Dans les années soixante-dix Miyata et al. montrent que
certains modeles théoriques structurés en taille correspondent bien avec les données
biologiques expérimentales.

Un nombre d’ouvrages parmi lesquels Webb [108], Metz et Diekmann [65], Lasota et
Mackey [58], illustrent le développement rapide du sujet. Pendant les années quatre-
vingt-dix, I'intérét pour ces modeéles continue de s’accroitre, et la liste de publications
d’articles et d’ouvrages traitant de ce sujet s’allonge considérablement.

Une large classification des modeéles de population de cellules peut étre faite, selon la

variable de structure choisie:
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- Modéle structuré en age, dans lesquels I'dge des cellules est la variable de
structure a la population. Dans ce cas-ci, I’dge se développe avec la méme vitesse
chronologique que le temps et il est égal & zéro & chaque début du cycle cellulaire
(juste apres la mitose) et habituellement ne dépasse pas une certaine valeur puisque

le cycle a une durée maximum.

- Modéle de type simple, ot on suppose que la masse de la cellule ou son volume
ou son contenu en ARN ou une autre protéine est considéré comme une variable de

structuration et donc on a un modéle du type

0 0
2P (@) + 5-( g(z) pla,t) )= B (z,t) - D (z,t)
ot or° Qv N o N et
comportement terme de naissance terme de mortalité
individuel par division
“—g(z)

- Modeéle de type double avec deux compartiments (proliferation et quiescence),
des probabilités de transition sont habituellement données pour modéliser le fait que
les cellules peuvent commuter d’un type a ’autre. Un tel modéle a été d’abord
développé et analysé par Gyllenberg et Webb [42] qui étaient motivés par 1’étude des

tumeurs.

- Modeéle & compartiments ou le modéle est divisé en sous-cycles. La transition

d’un compartiment & un autre doit étre indiquée comme étant une condition au bord
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du modele.
0 0
FP(a,t) + =-pla,t) =— | y(a) +vp(a)+ Ap(a) | p(ai)
ot oa N
mortalité
) + vq (a) g (a,t) prolifération
N/
passage & la quiescence
0 .
54 (a,t) = — | vg(a)+ Aq(a) |q(a,t)+ vp (a) p(a,t) quiescence.
L mortalité passage a la prolifération

- Modéle de génération de cellules, ot la variable de temps est le nombre de généra-
tions n € N. Les cellules & la 0°™ génération sont les cellules d’ancétres et la suite du
nombre de cellules dans chaque génération forme une chaine de Markov. Pour chaque
nombre n, on associe une fonction de densité de probabilité obtenue en comptant les
cellules produites par n divisions successives commencant par les cellules d’ancétres
et calculant la proportion de ces cellules pour chaque taille.

Or, les connaissances actuelles de la régulation de la prolifération et de la différen-
ciation montrent que le nombre de molécules (protéines, génes, ) et de réactions im-
pliquées dans cette régulation est immense. Si les macro-modéles peuvent se montrer
efficaces dans un réle descriptif, ils ne peuvent pas rendre compte de cette complexité.

Ils sont trop réducteurs car basés sur des hypothéses trop simplificatrices.
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Profil de la cycline E
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Chapitre 3

Le timing des changements de la

cycline E en G1

3.1 Introduction

Un des défis de la recherche du cycle cellulaire est de modéliser des relations et des
interactions moléculaires durant la progression du cycle cellulaire. Plusieurs travaux
ont été déja fait sur le cycle cellulaire identifiant les molécules et leurs interactions
possibles dans le cycle. En revanche peu de biologistes ont essayé de mesurer les
changement et I’évolution de leur quantité durant la progression du cycle cellulaire.
Une des raisons est la difficulté de dépister les événements moléculaires par rapport
a la position du cycle cellulaire.

Les cellules humaines normales non quiescentes et tumorales prennent en général
plusieurs heures pour accomplir les taches exigées dans la phase G1 (habituellement
pas moins de 8 h), plusieurs heures pour reproduire leur ADN (8-12h) et deux phases
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assez courtes G2 et M. Maintenant que nous connaissons l’identité de la plupart
des molécules impliquées, nous devons mesurer les changements de leurs quantités
pendant la progression du cycle et les mettre dans I'ordre. Ces données sont trés
importantes pour construire des modéles quantitatifs du cycle cellulaire.

Jusqu’ici de telles études ont employé des populations de cellules synchronisées mais
ces procédures ont des limitations et peuvent nous induire dans l'erreur.

Dans ce travail nous avons étudié la faisabilité de mesurer les changements du con-
tenu de la cycline E dans la phase G1 utilisant les cellules fibroblastes du foie hu-
main croissant in vitro, sans aucune synchronisation. La méthode est basée sur
une analyse expérimentale triparamétrique appelée analyse ” bromodeoxyuridine Br-
dUrd/ADN/cycline E” utilisant le cytometre en flux et la récolte de données soutenue

par la théorie mathématique de base de la croissance des populations asynchrones.

3.2 Expérience et analyse des données

La technique principale pour obtenir des données expérimentales afin de les utiliser
a nos modéles est le cytometre en flux. L’avantage de cette technique consiste en
nombre élevé de cellules qui peuvent étre analysées en quelques minutes, c.a.d. des
échantillons de 'ordre de 1- 10x 10* cellules. Ceci fournit statistiquement des résultats
non ambigus quoi que n’importe quelle information individuelle (une seule cellule) soit
perdue. Par exemple, d’'un point de vue cinétique, chaque cellule a sa propre durée
intermitotique. 1l est possible d’obtenir une évaluation des durées des phases du cycle

cellulaire par analyse des populations avec le cytométre en flux mais les parameétres
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cinétiques des populations mesurés par le cytométre en flux doivent étre considérés

comme des moyennes de ces périodes.

3.2.1 Marquage des cellules et Cytomeétre en flux

Le cytometre en flux est une technique généralement utilisée dans le domaine biomédi-
cal pour 'analyse de certains paramétres et composantes principalement des cellules
telles que I’expression des protéines, le contenu de ’ADN, le contenu de drogue, le ph
intracellulaire...

Certaines mesures de parameétres sont obtenues a partir de la lumiere diffusée par la
cellule quand elle est traversée par un rayon de laser et pour d’autres elles sont
obtenues & partir de la fluorescence qu’ils émettent en les colorant par un fluo-
rochrome. La détection de quelques autres parameétres est faite au moyen de colorants
fluorescents spécifiques, tels que des anticorps conjugués aux fluorochromes. La pop-
ulation cellulaire doit étre marquée avant d’étre analysée par le cytomeétre en flux.
Des milliers de cellules par minute peuvent étre analysées par I'instrument, utilisant
un rayon laser qui excite la fluorescence du colorant (voir le schéma 3.1).Par con-
séquent, le but de 'analyse par le cytomeétre en flux n’est pas la cellule, mais une
population de cellules. Les mesures relatives a chaque cellule sont mémorisées et la
sortie de toutes ces mesures de la population est un histogramme représentant la dis-
tribution de la fréquence d’intensité lumineuse: 'axe vertical correspond au nombre
de cellules, tandis que sur I’axe horizontal, I'intensité de la fluorescence peut étre
considérée. Ce genre de sortie a besoin d’étre interprété et donc une analyse mathé-

matique et/ou statistique de I’histogramme est nécessaire.
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Figure 3.1: Cytométre en flux

Dans le cas du contenu d’ADN, par exemple, l'intensité de fluorescence du fluo-
rochrome lié¢ & ’ADN est mesurée mais plusieurs paramétres caractérisant les cellules
peuvent étre analysés a la fois. En effet, un, deux signaux de fluorescence ou plus
peuvent étre simultanément mesurés. L’information finale a une grande importance
biomédicale et est représentée par la fréquence de sous-populations détectées dans la

population totale, selon le but qui nous intéresse.

3.2.2 Expérience

Le travail expérimental que nous avons effectué par le cytometre en flux est lié a
I’étude de I'expression de protéines de quelques lignées de cellules qui croissent in
vitro. En particulier, nous avons utilisé une lignée de cellules des fibroblastes du foie
humain appelé WRL68. Tout d’abord, nous avons voulu utiliser quelques expériences

qui peuvent fournir des données biologiques utiles pour modéliser la croissance de
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population de cellules et la régulation du cycle cellulaire.

L’analyse du contenu de ’ADN par le cytométre en flux nous permet de distinguer
les différentes phases du cycle cellulaire (G1, S et G2/M). Evidemment les cellules de
la phase G1 ont la moitié du contenu de ’ADN comparant a celles qui sont en G2 et
les cellules de S ont un contenu d’ADN variable plus grand que G1 avec une valeur
maximum qui est égale a celle des cellules de G2.

Traditionnellement, les méthodes du cytomeétre en flux sont utilisées avec une analyse
biparameétrique en colorant ’ADN et une autre protéine pour étudier le contenu de
différentes protéines dans les différentes phases. Cependant, les cellules dans la phase
G1 ou G2/M ne sont pas distinguables c’est & dire que les cellules en G1 sont considéré
comme un seul bloc et on ne sait pas vraiment si elles sont au début ou & la fin de la
phase (de méme pour G2/M) puisque la quantité d’ADN ne change pas durant ces
phases. Par conséquent aucun changement du contenu de la protéine n’est discernable
pendant ces phases. Les profils des protéines liées aux phases Gl ou G2/M nous
aide & mieux comprendre les mécanismes de transition d’une phase & une autre.
Dans notre expérience, nous avons utilisé une analyse triparamétrique (Fig 3.3) pour
nous permettre justement d’étudier le profil de la cycline E durant la phase G1.
L’échantillon a été marqué par trois fluorochromes ciblant ’ADN, la cycline E et
BrdUrd (une substance qui va remplacer une des composantes de I’ADN apres la
division et donc on distinguera bien les cellules marquées par le BrdUrd plus tard dans
I'expérience), ensuite analysées dans le cytométre en flux. Pour chaque échantillon,
on a récolté 50000 événements (cellules). Les cellules marquées par le BrdUrd notées

par BrdUrd+ occupent la phase S au moment du marquage, complétent le cycle, se



38

T sn 100 F
3 a) ) b)
© Qe i
— e%4 » B0 4 il
c o = ,'
) ] 3
E 1001 e M o } ;
8 : B 60 4 |
8 ° w {
w L [+ H
c o ® ae 0 ]
= ° € st
[&] o0 3
a" 50 Z E
Q e a» ]
% G, S GM 2+
10
5 /
<< 0 g L=l .
2 1} Z00 400 600 80C 1000
DNA content FITC fluorescence (cyclin E)

Mesures de I'analyse biparamétrique du contenu CycE/ADN :
Figure 3.2:  (3) contenu de CycE dans 12 secteurs (Secteur G1, 10 secteurs de S et le secteur de G2/M

(b) histogramme de la cyc E pour les cellules de la phase G1.

divisent et entrent en phase G1. L’information sur les changements de la quantité de
la cycline E dans la phase G1 est recherchée par ces cellules BrdUrd+ traversant la

phase G1 (cellules G1+) ( voir Figure 3.4).

3.2.3 Pourcentage des cellules par la théorie de la croissance

des populations asynchrones

Cellules (BrdUrd+) avec une durée du cycle cellulaire fixe

La théorie de base du cycle cellulaire avec des durées des phases G1, S et G2/M fixes
a été developpée dans les années 1960. En absence des cellules quiescentes et de la
perte des cellules, en utilisant le modéle de Steel [95], la distribution d’age de I'état

stationnaire est

d(a) = 2be™"
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In2

ou d (a) est le nombre de cellules d’age a, b = et T, est la durée du cycle cellulaire

C
(dans ce cas T, est égale & Tp le temps pour le dédoublement de la population). En

intégrant la distribution, on obtient une fraction de cellules entre deux ages u et z

comme suit:

fluz)=2(e"™~e). (3.1)

La fraction des cellules dans n’importe quel secteur d’age peut étre alors calculée.
Ainsi, si on divise la phase G1 en N inetervalles d’age égaux de longueur A, le
pourcentage des cellules du ¢ éme secteur de G1 par rapport a la population des
cellules en phase G1 est donné par:

looe—b(i—l)A (1 _ e-—bA)
(1 = e~ bTen)

%ncl = (32)

En utilisant 1'équation (3.2) a la lignée de cellules WRL68 (T, = 8,5h, Tp = 20,5h),

nous obtenons la partition de G1 en neuf secteurs (0-1h, 1-2h...):

Tone1 (1) = 13,3, %, ne1 (2) = 12,9, %ne: (3) = 12,4,
Jong1 (4) = 12, %ne (5) = 11,6, %ne: (6) = 11,2

%'nGl (7) = 10,9, %nGl (8) = 10’ 5’ %nGl (9) — 5’1

le dernier correspond au secteur 8-8,5h.

Par analogie, pour S on a

100e-2-DA (1 — ¢t
(1= etT5)

%Tls =

et,

%'ns (1) = 15,8, %’ns (2) = 15,3, %’ns (3) = 14,7
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%ns (4) = 14,3, %ns (5) = 13,8, %ns (6) = 13,3

%ns (7) = 12,9%

Dans ce modeéle, nous considérons que le marquage par le BrdUrd est effectué dans un
temps t = —Tj,, 8t = 0. Les cellules BrdUrd+ changent d’age dans le cycle cellulaire.
Considérant la périodicité du cycle, les bords d’ages du groupe de BrdUrd+ sont:

t+T,
o(t) = t+Ta— T, x Int(*2=6!

)

C

t+T61+Ts + Tiap

y(t) = t+TGl+T5+ﬂab—TCXInt( T ),

ou Int (%) donne la partie entiére de %.
Les formules sont vraies pour une valeur de Tiap < T1 + T2 ar. Pour Tigp supérieur
a cette valeur on revient au cas trivial ou toutes les cellules sont déja marquées pour
t=0.

Siz (t) < y(t), alors les cellules BrdUrd+ sont entre z (t) et y (t) et quand y (t) < z (t)
alors les BrdUrd+ peuvent étre dans deux régions ou bien entre z (t) et T, (cellules
qui ne se sont pas encore divisées) ou bien entre 0 et y (t) (cellules qui se sont déja

divisées). Ainsi, en appliquant (3.1), la fraction des cellules BrdUrd+ dans la popu-

lation totale est:
for ) = 2(e™™W —e ) siz(t) <y (t)
for () = 2(1—eO) 42 (e7® — ™) sy (t) < z (t)

et la fraction des cellules BrdUrd+ qui ne se sont pas divisées dans le premier cycle

est

fua(t) =2 (e’b’”(t) — e‘bmi“(t+TGI+T5+ﬂ“b’T°)) pour t < T + Tganr et 0 ailleurs.
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Cellules G1+

Les cellules marquées par le BrdUrd en phase G1, qu’on note par G1+ a l'instant

t < T, ont des ages compris entre z (t) et y (t)

z(t) = min (T, max (0,t — (Ts + Tganr)))

Yy (t) = min (TGI, max (O,t e (Tch - Tlab))) .

Quand z (t) = y (t) alors il n’ ya pas de cellules dans G1 & cet instant la.
Pour t > T, on a les mémes formules grace a la périodicité du cycle, seulement il faut

t . .
remplacer t part — T, x Int (7) . On peut maintenant calculer la fraction des G1+
c

forr = f((t),y (1) =2 (0 — e WO)

et donc le pourcentage de G1+ par rapport a toutes les cellules en G1 est:

Gl+  100fg14 _ 100 (e—’n(t) - e—by(t))

& Gl for (1 — e~bTa1)

Cellules BrdUrd+ dans un secteur d’age quelconque

Pour un secteur d’age quelconque du cycle compris entre u et z, on considére les

cellules déja divisées et les cellules qui ne se sont pas encore divisée séparément, alors
fa(t,u,2) =2 (e‘bzd(t'“’z) — e"’yd("“’z)) ,
ou

zq(t,u,z) = min(z,max (u,t — (Ts + Tgan)))

Ya(t,u,z) = min(z,max (u,t — (Teaar — Tias)))
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et la fraction des cellules BrdUrd+ qui ne se sont pas encore divisées est donnée par:

fud (t, u, Z) =9 (e—bxud(t,u,z) _ e—byud(t,u,z)) ,

Ty (t,u,2) = min(z, max (u,t + Tg1))
Yud (t,u,2) = min(z,max (u,t+ Tgy + Ts + Tiap)) -

La fraction des BrdUrd+ dans le secteur d’age entre u et z avec Tiq, < Tgoar +u sera
alors:

fu—zt (t) = fua(t,u,2) + fa(t,u,2),
avec une periode 7.
On peut également continuer ainsi si par exemple le temps du marquage est encore
plus long Tiss > Teonr + u, un troisiéme terme doit étre ajouté qui comprend les
cellules marquées et qui se sont déja divisées deux fois et ont un 4ge entre u et z

avant t < 7T,

fdd (t, u, z) =9 (e—bxdd(t,u,Z) __ e—bydd(t,u,z)) ’

et les bords sont données par

Tdd (t, u, Z) = Uu

Yaa (t,u,2) = min(z,max (¢t + T — Teom — 1)) -

3.2.4 Histogrammes de la cycline E

L’expérience nous a permis d’avoir six histogrammes de la distribution de la cycline

E de toutes les cellules en phase G1 et cinq histogrammes des cellules G14 pour t=0,



44
5, 7,9, 11 et 14h (Figure 3.5).

Ces histogrammes ont été approximés par des sommes de plusieurs gaussiennes
avec le méme coefficient de variance CV. La premiére gaussienne représente la distri-
bution de la cycline E des cellules d’age entre 0 et 1h. Sa moyenne () est propor-
tionnelle a 1a moyenne de la quantité de la cycline E des cellules de la phase G1, d’age
entre 0 et 1 h. De la méme fagon, la deuxiéme gaussienne représente la distribution
des cellules d’age entre 1 et 2 h ainsi de suite. Aprés la normalisation, tous les
histogrammes ont les méme valeurs de p;, p,... qui représentent les valeurs estimées
de la cycline E durant la phase G1.

Ainsi en utilisant neuf gaussiennes, les variables qui ont été identifiées sont p,, po, f5,
L4, Us, Lg, K7, Mg, Ko €t la variance CV. D’autre part puisque les histogrammes des
cellules G1+ pour t = 5h et t = Th pouvaient étre approchés par une seule gaussienne
avec la méme moyenne et la méme CV, nous avons réduit le nombre des variables en

posant:
H1 = Ho = H3.

Une autre contrainte est ajoutée en raison des connaissances biologique sur la cycline
E, est que la cycline E n’admet qu’un seul maximum atteint a la fin de la phase G1.
L’identification des parameétres a été faite utilisant Matlab, minimisant un critére
d’optimisation appelé les moindres carrés. Ce critére est un vecteur de 11 éléments
(associé a 11 histogrammes) en fonction des parametres (ps, iy, s, K, 7, Ug, tg, CV)

et qui est donné par:

'](.U'Ba,u'4a sy ey 7y Hgs Ky, CV) = [Hk: (xi’ K35 By Ky Hey K75 g Mg, CV)]k::l,ll
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Figure 3.5: Expérience du pulse-chase triparamétrique: dot-plot ADN/cycE de la popula-
tion totale de G1 (points blues) et de G1+ (points rouges). Les courbes insérées montrent
la fréquence de la distribution de la cycline E de la population totale de G1 (ligne blue)
et de G1+ (lignes rouges). Les cellules G1+ sont initiallement (5, 7, Oh) détectées seule-
ment dans la partie la plus inférieure de la distribution globale de la cycline E ensuite
leur distribution change progréssivement et occupe finalement la totalité de l'intervalle de

distribution de la cycline E.
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ou chaque Hj, représente un éléments du vecteur J avec:

Hic (%, 113, Has sy Hes Hs figs oy CV) = (G (i i3, thas s, Hoo o7, s, g, CV) — i)

>0
ou (y;), sont les données récoltées par le cytométre en flux tel que y; est le nombre de
cellules associées a une quantité z; de la cycline E et Gy (x4, 113, fa, s, gy K7, tg, g, CV)

est la somme de gaussiennes de moyenne y; et de variance C'V:

[¥=]

Gk (-'I;ia .u37.u47,u57 He, ,U7, Hg, .Uga CV) :Z Gk (wh :uja CV)

i=3

et .
(=)

2CV

CV,uj\/%

e

Gx (i, 1, CV) = Ni(j)

Ny (j) représente la fraction de cellules en phase G1 qui appartient & un secteur d’age
j et mesuré a l'instant ¢t = k. Les fractions des cellules dans chaque secteur d’age
et pour chaque histogramme sont différentes. Elles sont estimées par la théorie de
la croissance exponentielle des populations des cellules et en mesurant les durées
moyennes des phases (voir paragraphe 3.2.3), par simulation des données de BrdUrd.
L’objectif est de chercher le minimum du critére J en initialisant les paramétres et

langant une méthode d’optimisation implémenter dans Matlab:

min J(:“Sa :u47 /15, :uﬁv :u77 Hg, Hg, CV)

Le résultat va nous permettre de retrouver les valeurs de la cycline E pour chaque
secteur d’age de G1 et donc un profil de la cycline E durant G1.
Nous avons également tester le réultat pour plusieurs conditions initiales afin de

s’assurer que le résultat obtenu est bien un minimum global (non pas un minimum
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local) et qu'il n’existe pas un autre minimum meilleur au sens du critére J. Finalement
la moyenne de la quantité de la Cycline E dans le secteur d’age j est calculée par la

formule suivante:

CycE (j) = p;-

3.3 Interprétation des résultats

La figure 3.5 montre le dot-plot ADN/cycline E des échantillons & des instants dif-
férents aprés marquage par le BrdUrd: les cellules G1+ sont représentées par le rouge,
donnant une image quantitative du profil de la cyclineE. Les cellules G1+ ne sont pas
détectables pour ¢ = 3h mais sont présente pour ¢ = 5h. Leur quantité en cycline E
est trés faible et ¢ca montre bien que les cellules entrent en phase G1 avec une faible
quantité en cycline E.

Par ailleurs, au cours du temps, bien que les fractions des cellules G1+ croissent
(t = 5h, 9% des cellules en G1; pour t = Th, 28%; pour t = 9h, 48%), les trois
distributions en cycline E & 5, 7 et 9h restent symétriques, avec une moyenne entre
220-240 d’unités fluorescence et CV=20%. Ce ci indique que le contenu en cycline E
reste constant dans les premiére 4h (au moins) du début de la phase G1. Aprés 4 11h

et 14h, la distribution aura des valeurs de fluorescence plus élevées.

3.3.1 Changement du contenu de cyclineE dans la phase G1

I’histogramme du contenu de la cycline E des cellules en phase G1 pour différents
instants comportent des cellules d’ages différents. Les histogrammes sont considérés

comme une combinaison de gaussiennes, chacune représente les cellules d’un secteur
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Figure 3.6: Ajustement des histogrammes par optimisation des moindres carrés

d’1h de largeur dans la phase G1. Le but est de pouvoir mesurer la moyenne du con-
tenu de la cycline E des cellules dans chaque secteur d’age et avoir un profil qunati-
tatif dans G1.L’utilisation des fonctions gaussiennes est cohérente avec le fait qu’on
a trouvé qu'une fonction gaussienne approxime trés bien la distribution des cellules
G1l+ pour t = 5h (incluant seulement des cellules dans un intervalle d’age restreint
(voir Figure 3.5)). Le secteur de chaque gaussienne est supposé connu puisque il est
proportionnel & la fraction des cellules d’age 0-1h (gaussienne 1), d’dge 1-2h (gaussi-
enne 2)...et ceci grace a la théorie de la croissance exponentielle de la population

cellulaire .
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Onze histogrammes qui référent & toutes les cellules en G1 aux instants 0, 5, 7,
9, 11 et 14h et les cellules G14+ aux instants 5, 7, 9, 11 et 14h, ont été approximés
ensemble pour trouver les moyennes des gaussiennes utilisant les secteurs pour les
deux modeles Ty, et T,q-. Par approximation (voir Figure 3.6), nous avons obtenu
les moyennes des gaussiennes qui nous donnent une mesure du contenu de la cycline
E dans chaque secteur d’age représenté dans la figure 3.7. Le modéle de T,,, comme
prévu intuitivement fournit une meilleure approximation (Figure 3.7) et les approx-
imations pour le modéle de Ty;;, ne sont pas excellentes mais les deux modeéles ont
fourni des profils de la cycline E similaire au début avec une différence moins de 13%
pour un age au dessus de 8h. L’intervalle entre les contenus de la cycline E par les
deux modéles est plus large a la fin de G1 et c’est la conséquence de ’approximation
pour Ty;; & t=11 et 14h. Le contenu de la cycline E est élevé a la fin de la phase G1.
A la fin, on relie les profils du contenu de la cycline E dans la phase G1 obtenus
par analyse triparamétrique et optimisation des histogrammes et ceux de S et G2/M
obtenus avec les méme cellules par 'analyse biparamétrique ADN/cycline E (Figure
3.2). Le résultat obtenu est une mesure compléte de la cycline E dans le cycle cellulaire
entier (Figure 3.7) contrairement & ce qui été donné dans la figure 3.2, qui fournit
seulement une moyenne de la cycline E pour toute la sous population en G1 et une
moyenne pour la population en G2/M.
Sur la figure 3.7, nous avons également unifié les abscisses de G1 et de S, en utilisant
I'age de S au lieu du contenu d’ADN comme (Figure 3.2). On a divisé la phase S en
sept secteurs en se basant sur le pourcentage des cellules dans chaque intervalle d’1h

avec le modele en Ty, (3.3).
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Figure 3.7: Contenu de la cycline E dans les phases G1, S et sa moyenne dans G2/M. Le pro-
fil de la cycline E dans la phase G1 est le résultat de ’approximation des histogrammes de la
cycline E pour 0-14h obtenus dans I'expériencedu pulse-chase avec 'analyse triparamétrique.
L’approximation consiste en une somme de gaussiennes et utilise le modeéle pour T4 (rond
vide) et T't;z(rond plein). Le profil dans la phases et G2/M est calculé & partir de I’analyse

biparamétrique ADN/cycE pour les méme cellules.
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Nous avons pas eu de cycline E nul au début de la phase G1 et la petite augmentation
a la fin de S et en G2/M apuie cette affirmation. Ainsi, ’hypothése d’avoir un niveau

bas stable de la cyclin E au début du cycle ne peut pas étre exclu.

3.3.2 Discussion

Dans le travail de Lew [61], les auteurs ont observés des changements du niveau de
mRNA de la cycline E durant la phase G1 pour une population synchrone. Ils ont
enrichi la population par des cellules en phase G1 et ils ont remarqué une croissance
de la cycline E durant cette phase. Quand on fait la mesure du mRNA ou du con-
tenu d’une protéine dans une telle population on a une moyenne du niveau de cette
protéine pour chaque 4ge mais sans connaitre le pourcentage des cellules dans chaque
secteur d’age. Ceci permet seulement une évaluation grossiére des changements du
cycle cellulaire en temps et en contenu de la protéine.

L’utilisation de 'analyse par le cytométre en flux biparamétrique ADN /cycline [36]
[37] a en partie soulevé ce probléme de la mesure en bloc des protéines en analysant
cellule par cellule le contenu des proteines avec des anticorps spécifiques ainsi que
la mesure de 'ADN. En effet par cette analyse le cycle cellulaire peut étre divisé en
secteurs avec différents contenus d’ADN et le contenu de la cycline peut étre mesuré
séparément dans chaque secteurs. Par conséquent, la synchronisation des cellules
n’est pas nécéssaire.

Plusieurs travaux ont été fait en utilisant cette technique biparamétrique du cytomeétre
en flux ADN/cycline E [37] [30] appliquée & plusieurs lignées de cellules d’échantillons

de tumeurs montrant comment le contenu de la cycline E décroit durant la phase S.
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Cepandant, 1'approche par cytomeétre en flux biparameétrique est limité par le fait
que la quantité de ’ADN dans toutes les cellules en phase Gl et phase G2/M sont
identiques respectivement et évidement c’est une limitation trés sérieuse pour 1’étude
du contrdle moleculaire de la phase G1 et la phase G2/M.

Notre travail peut étre considéré comme une étape pour surmonter cette limitation
et mesurer le contenu de la cycline E & 'intérieur de la phase G1 en utilisant les
données au cours du temps par 'approche du cytomeétre en flux triparamétrique
ADN/cyclineE/BrdUrd.

Les histogrammes de la cycline E ont été approximés par des sommes de gaussiennes
ou chacune d’elles représente une sous population des cellules en phase G1 dans un
intervalle d’age de largeur d’1h. Notre analyse a ciblé a établir les moyennes de chaque
gaussienne et ces derniéres correspondent bien aux moyennes du contenu de la cycline
E pour tout 4ge donné dans la phase G1. Le secteur de chaque gaussienne est donné
par le pourcentage des cellules d’age correspondant qui est calculé par I’approximation
des données de 'experience pulse-chase par les modéles mathématiques du cycle cel-
lulaire.

On compare des modéles mathématiques en élevant le niveau de complexité. Le mod-
ele le plus simple avec la non variabilité des durées de G1, S et G2/M donne une
approximation acceptables par rapport aux données mais le profil de la cycline E est
trés proche a celui du modéle avec variabilité des phases (Figure 3.7). Le modeéle
simplifié a tiré profit grace a des évaluations plus précises des durées de phases que
celles données par le modele complexe. Cependant, ces résultats suggérent que le

procédé ne soit pas trés sensible a la variabilité des durées de phase. Dans le modéle
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simplifié, les distributions d’age peuvent étre calculées par les formules données 3.2.3,
sans simulation numérique. Ainsi & notre avis, bien que ceci doit étre confirmé par
d’autres expériences, le modeéle simplifié¢ du cycle cellulaire peut généralement donner
une premiére approximation valable du profil d’age de la protéine cycline E.
Utilisant les distributions d’age par la théorie, la série chronologique d’histogrammes
de la cyclin E des cellules marquées par le BrdUrd en phase G1 et de la population
totale de G1 obtenue par I’expérience ont été simultanément approximés en utilisant
un procédé non-linéaire convenable. La robustesse de ’approximation a été étudié en
faisant varier les conditions initiales.

Par ailleurs, nos données sont assez sensibles pour prouver que le maximum de la
cyclin E se produit & un age supérieur a la durée moyenne de la phase G1, mais nous
ne pourrions pas démontrer qu’elle se produit, pour chaque cellule, au moment de la
transition G1/S.

En conclusion, au début du cycle le niveau de la cyclin E était stable (autour de 50
unités dans notre échelle) a ’age 3 h. Aprés ¢a commence a croitre 4 un taux presque
constant (approximativement 30 units/h) jusqu’a 8 h, c’est a dire, presque a la fin
de G1 puisque T a été estimé a 8,5 h. On remarque sur le graphe de la cycline E
(Figure 3.7) qu’on a un maximum qui est atteint a la fin de G1 correspondant & une
valeur un peu plus que 200 unités et puis descend dans la phase S 4 une valeur de
140 unités, ceci montre bien la consommation brusque de la cyclin E au moment de
la transition G1/S. Pendant la phase S, la cycline E diminue jusqu’a 1’dge de 5 h .
Ensuite elle reste stable ou augmente légérement. Finalement, cette nouvelle méth-

ode s’est avérée utile pour mesurer des niveaux de protéine en cellules dans la phase
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G1l. La détection et la comparaison des profils semblables pour d’autres protéines
impliquées dans le contrdle de la phase G1 devraient contribuer & une compréhension

quantitative de leurs rapports.
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Chapitre 4

Modéle mathématique de la phase

G1 du cycle cellulaire

4.1 Introduction et historique

Depuis les années 80, le cycle cellulaire et ses interactions moléculaires ont suscité
beaucoup d’attention des modélisateurs mathématiciens. A cette époque la, les mod-
eles les plus populaires étaient des modeles structurés en taille des cellules embry-
onaires. Par ailleurs, la variabilité de la taille des cellules et de la durée du cycle
cellulaire nous permet de dire que la croissance de la taille n’est pas toujours un in-
dicateur fideéle pour fournir I'information exacte sur I’état de la cellule. En effet, les
cellules de méme taille peuvent avoir un age tres différent et vice versa.

Au début des années 90, les études expérimentales menées sur les mammiferes et
particulierement sur les levures [101] ont permis de montrer qu’il y a des protéines
dans la cellule qui sont fondamentales pour la progression du cycle cellulaire. Plus

57
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récemment, 'expérience a prouvé que la synthése de ’ADN ne peut pas étre accom-
plie si les concentrations de certaines protéines exprimées au début du cycle ne sont
pas assez élevées [26].

L’évolution de la cellule durant son cycle est due a la synthése et la dégradation des
concentrations de protéines telles que les cyclines.

La réplique de ’ADN, qui se produit pendant la phase S, est précédée par la pre-
miére phase du cycle cellulaire, appelée phase G1. Cette derniére a été 1'objectif de
plusieurs études, particuliérement dans 'implication de ses protéines pour la tran-
sition & la phase S. Le passage des cellules d’une étape & une autre est étroitement
régulé par Pactivité des complexes Cyclin/CDK [44], la transcription des génes des
cyclines, la dégradation des protéines tels que les cyclines, effets des inhibiteurs ki-
nases...

Les interactions moléculaires impliquées dans la phase G1 sont d’une grande com-
plexité et impliquent différentes familles de protéines [54]. Certains chercheurs ont
choisi les plus importantes pour la transition de la phase G1 4 la phase S, comme le
complexe constitué par la Cyclin E et la kinase CDK2, la protéine de retinoblastome
pRb, le facteur de croissance E2F et un certain inhibiteur des kinases (p27) [52] [89]
[44]. La progression de chaque cellule au milieu et & la fin de G1 jusqu’a l'entrée de la
phase S est régulée par les interactions de ces protéines et ces complexes. La molécule
principale régulant la transition de G1 a la phase S est le complexe CycE/CDK2. Les
biologistes essayent de comprendre ces événements moléculaires au niveau cellulaire
parce que leur déréglementation est associée & beaucoup de maladies notemment les

cancers. La modélisation mathématique peut nous aider a formaliser ces processus
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moléculaires et & prévoir le comportement suggéré par les expériences.

Obeyesekere et al. [76] ont établi un modéle mathématique de la phase G1 incorporant
le complexe CycE/CDK2 et la protéine de Retinoblastoma. La simulation du modéle
a montré l'effet de la phosphorylation de pRb sur la croissance de CycE/CDK2, et
en changeant les parameétres du modele, ils ont reproduit des résultats expérimen-
taux tels que 'arrét du cycle cellulaire & la phase G1. Kohn [53] a suggéré un grand
systéme d’équations différentielles, représentant les variations de plusieurs substances
impliquées dans le progres de la phase G1. 1l a établi un modéle tenant en compte
plusieurs composantes afin d’avoir une meilleure description (plus réaliste) de la phase
G1. En utilisant le modéle de Kohn, Chiorino et Lupi [20] ont choisi les protéines qui
ont une influence significative sur la durée de la phase G1. Ils ont démontré que: plus
le niveau de pRb est élevé, plus la phase G1 est longue, alors que des valeurs initiales
élevées de la kinase CDK2 correspondent & une phase G1 courte. Ils ont également
observé que la présence de 'inhibiteur de kinase p27 peut ralentir la phase G1. Hatz-
imanikatis et al. [45] ont établi un modele de la transition G1/S du cycle cellulaire
des mammiféres et par simulation, ils ont reproduit les mécanismes moléculaires im-
portants qui sont impliqués dans la transition G1/S. Tyson et Novak [100] ont basé
leur étude sur la modélisation du cycle cellulaire des levures. Cependant, la plupart
des conclusions au sujet du cycle cellulaire obtenues pour les levures sont similaires
aux cellules humaines puisque les mécanismes régulant le cycle sont semblables.

La plupart des auteurs [53] [76] [45] qui ont établi des modéles mathématiques du
cycle cellulaire, ont fait uniquement des simulations numériques de ces modéles.

Agur et Norel [73] ont établi un modéle du cycle cellulaire basé sur I'activité de la pro-
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téine MPF (Mitosis Promoting Factor ) qui représente le complexe CyclineB/CDC2
et Thron [96] a étudié la stabilité locale du modeéle de Agur.

Obeyesekere et al. [75], [77] ont discuté la validité de quelques modéles du cycle
cellulaire en analysant le comportement de leurs solutions au voisinages des points
d’équilibre et leurs significations physiques.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés par la cinétique du cycle cellulaire,
en particulier la modélisation de ’expression des protéines impliquées dans la fin de
la phase G1 et de la transition a la phase S. Nous établissons d’abord et analysons
un modeéle simple des interactions entre CycE/CDK2 et le Retinoblastome. Nous
considérons ces deux protéines en tant que variables de régulation de la transition
G1/S dans un systéme non-linéaire d’équations différtentielles. Aprés, nous ajoutons
un inhibiteur de kinase: p27 et nous étudions la stabilité des états d’équilibre. Nous

donnons également quelques simulations numériques des deux modéles.

4.2 Une bréve description des interactions molécu-

laires

On accepte largement que la prétention fondamentale sur la transition de la phase
G1 a la phase S est que la synthése d’ADN commence quand le niveau du com-
plexe CyclinE/CDK?2 atteint un seuil [44]. Koff et Al [52] ont examiné I'évolution
du CycE/CDK2 pendant la phase G1 et ont observé que 1’abondance de ce complexe

augmente durant G1 et atteint son maximum juste a I'entrée de la cellule & la phase
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S. Apres elle diminue pendant que les cellules progressent dans le reste du cycle cel-
lulaire [89]. Cependant, nous sommes intéressés par les interactions moléculaires qui
sont liées a 'activité du complexe CycE/CDK2.

La protéine CylineE libre se lie & la kinase CDK2 et forme le complexe CycE/CDK2.
Une fois activé, ce complexe peut phosphoryler la protéine de retinoblastome pRb qui
au début de la phase G1 est complétement hypophosphorylaté.

Au début du cycle cellulaire, la molécule du rétinoblastome (pRb) se lie au facteur de
transcription E2F (E2F inactif). On la trouve sous sa forme hypophosphorylée seule-
ment au début de la phase G1, mais pendant cette phase les complexes Cyc/CDK,
tel que CycE/CDK2, phosphorylent le pRb et puis libérent le E2F qui devient actif.
Le E2F libéré active quelques génes qui sont importants pour que la cellule lance la
synthése d’AdN (voir Figure 4.0). Beaucoup de geénes dont les produits sont exigés
pour la réplique d’ADN contiennent dans leurs promoteurs des sites qui adhérent a
E2F, tels que alpha de polymérase d’ADN, la kinase de thymidine, E2F lui-méme,
Cyc E... un des cibles de E2F est de 'activation de la transcription du géne de la
CycE [28]. Geng et al. [34] ont démontré que la transcription de CycE est faite au
moins en partie grace & E2F. Par contre, le pRb hypophosphorylé empéche ’activité
du promoteur de la CycE. Ce qui suggére que le pRb est responsable de la faible
expression du géne de la CycE au début et au milieu de la phase G1, quand il es lié 4
E2F. Au moment de la transition G1/S, le pRb est complétement hyperphosphorylé
et ne peut pas se relier a E2F et il persiste dans cet état durant tout le reste du
cycle cellulaire et redevient sous sa forme hypophosphorylée seulement tard dans la

phase de mitose, juste avant entrée des nouvelles cellules filles dans G1 [67]. Ainsi,
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le statut de phosphorylation du pRb est important pour l’activité du E2f. Le niveau
du pRb hyperphosphorylé est proportionnel au niveau de E2f. En d’autres termes, le
pRb a un role suppressif de croissance seulement quand il est hypophosphorylé [28].
La CyclinE est principalement régulée par 'activité du facteur de transcription E2F
(voir Figure 4.0). Le E2F libre se lie au site du géne promoteur de la CycE qui
s’adhére a E2F, le CycE mRNA messager est 'emplacement dépendant d’cE2f actuel
sur l'instigateur de géne de Cyclin E, le mRNA de CycE (messager) est transcrit et
la protéine Cyclin E est traduite. La concentration de CDK2 reste constante durant
tout le cycle cellulaire [76] et dés que la cycline E est synthétisée, la CDK2 se lie avec
elle et forme un complexe CyclinE-CDK2 (voir Figure 4.0).

Le niveau de la CycE/CDK2 est donc régulé indirectement par le pRb hyperphos-
phorylé qui est proportionnel au E2F libre.

Les intéractions moléculaires présentés précédement décrivent la régulation du CycE/CDK2.
La quantité de CycE/CDK2 augmente a la fin de la phase G1 jusqu’a ce qu'il atteigne
un seuil alors que la cellules accumule le matériel nécessaire pour la synthése de I’ ADN.
Leone et al. [60] suppose que dans la phase G1, le but principal de CycE/CDK2 est
le méme que celui de le but de 'activité de transcription du E2F et qui consiste en la
transition & la phase S. Cependant, hors mis 'activation de E2F, CycE/CDK2 joue
un role important pour I'activation de la synthése du DNA. Lukas et al. [63] ont
démontré qu’'un excés en CycE compense le manque d’expression du géne dépendant
du E2F et vice versa et la sur-expression de la CycE peut induire la phase S sans
lactivation du pRb/E2F [63] [22].

Tous ces méchanismes moléculaires nous méne a penser que CycE/CDK2 joue un role
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clé pour la transition G1/S. Par conséquent, notre principale hypothése pour que la
cellule passe de la phase S 4 la phase G1 est que le complexe CycE/CDK2 atteigne

le seuil.
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Figure 4.0: Interactions moléculaires de la phase G1

De plus, on prend en considération la dégradation de CycE/CDk2 qui est impor-
tante pour le controle du complexe. Cette dégradation est supposée se produire par
autophosphorylation. L’expérience établie par différents chercheurs montre que pour
les cellules normales, tel que les fibroblastes embryonaires, le début de la dégradation
du CycE/CDK2 est un bon signe pour commencer la phase S [52] [28].

Par ailleurs, dans la cellule il y a des protéines inhibiteurs de kinases qui désactivent
les kinases et empéchent la progression du cycle céllulaire. Le p27X!F est un de ces
inhibiteurs de kinases. Dans la suite, On prend en compte les intéractions entre le

CycE/CDK2 et pRB/E2F et aprés en ajoute l'effet du p275/¥.
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4.3 Modéle mathématique: pRb-CycE/CDK2

En se basant sur les méchanismes moléculaires décrits précédement, nous pouvons for-
muler un modele mathématique d’équations différentielles décrivant I’évolution tem-
porelle de la Rétinoblastome et de CyclinE/CDK2 durant la phase G1 [19]. Nous
supposons que la transition de la phase G1 a la phase S se produit quand la quantité
de CyclinE/CDK2 atteint un seuil noté par Zseyq.

Soit x la quantité de CyclinE-CDK2 et y la concentration de pRb hypophosphorylé.
La concentration du pRb ( hypo et hyperphosphorylé), notée R, reste constante du-
rant tout le cycle.

La phosphorylation de pRb conduit & la libération du E2F libre dont la quantité est
proportionnelle au pRb hyperphosphorylé (R — y) .

Dans un premier modéle qui a été établi d’abord par Chiorino [19] nous supposons que
la synthése de la Cyclin E est principalement régulée par I’activité de la transcription
de E2F. Par ailleurs, la concentration de CDK2 reste constante durant tout le cycle.
La synthése de = se produit par un taux k et est proportionnelle & (R —y) et
Pautodégradation de = se produit par un taux d;. On suppose également que la
quantité de CycE/Cdk2 au début du cycle a une valeur minimale, notée par z;, qui
est évidement inférieure & Tsey;.

Pour le rétinoblastome, on suppose que pRb est phosphorylé a fur et & mesure de la

phase G1 principalement & cause du complexe CycE/CDK2 par un taux ds.
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Par conséquent, on obtient le modéle suivant:

dzx
T =k(R—y) —d (x — Temin)
a (4.1)
d_y = —dox
da = ° y

On suppose qu’au début du cycle, pRb est complétement hyperphosphorylé, c.a.d
que la concentration initiale de pRb est au maximum et égale & R. Par ailleurs,
le complexe CycE/CDK2 n’est pas complétement dégradé a la fin du cycle et une
quantité minimale est nécessaire pour commencer le cycle.

On choisit donc des données initiales telle que la valeur initiale de CyclinE-CDK2 est

variable pour chaque cellule et une valeur initiale égale & R pour pRb:

avec Ig € [ xmin,xseuil]-

4.3.1 Analyse mathématique

Dans cette partie, on s’intéresse a I’étude du comportement de la solution du modéle
décrit par (4.1).

Points d’équilibre et stabilité

Proposition 1 Le systéme (4.1) admet deuz points d’équilibre:

k
A= min _Ra
(a: + a 0)

qui est un noeud, et

B = (Oa %xmin + R)
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un point selle.
Pour le comportement global des solutions de (4.1) on a:

Proposition 2 Pour toute condition initiale (zo,yo), tel que o € (mein, ZTrnin + E—R)
1
et yo = R, alors y est toujours décroissante. En revanche z décroit au début mais

n’atteint jamazis la valeur minimale T, sauf si xo = Ty, et ensuite croit vers le point

d’équilibre Ty;, + -IiR.
dy

Proof. pour montrer que la valeur minimale n’est jamais atteinte, on remarque
que pour Ty > Ty, $'1l existe un @ > 0 tel que z (@) = zy;, alors la dérivé a gauche
de z calculée au pont é devient négative par contre dans le systéme (4.1) on voit
bien que si x = z,;, alors la dérivé de x est strictement positive, ce qui donne une
contradiction.

Aprés la diminution initiale, z croit vers la valeur asymptotique

k
Zmin + aR

En effet, x est borné et on a:
! = _ky/ _ d]_.'L'l,

donc si 3a > 0 tel que 2’ (@) = 0, z (a) est croissante Va > a (la dérivé seconde z” (a)
est strictement positive).

Par ailleurs, on a:

y(@) = R et s(e)ia
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alors 0 < y < R et y décroit exponentiellement vers 0.

lim y(a)=0
a—+00
En effet, si on suppose que
lim y(a) >0
a—-+oo

ceci nous conduit a

+0oo
/ z(a)da < +ooet lim z(a)=0
0

a—+00

ce qui est contradictoire avec le fait que
z(a) > Ty Ya > 0.
|

Remark 1 Semblablement & ce qui est observé expérimentalement(}4] [52], Cyclin
E - CDK2 croit dans la phase G1 jusqu’a ce qu’il atteigne le marimum ce qui va
permettre & la cellule de passer & la phase S. Ce maximum correspond & la valeur
Znin + Ek;R. Par ailleurs, pRb tend asymptotiquement vers zéro a la fin de la phase
G1. Le pRb devient alors complétement hyperphosphorylé a la fin de G1.

Proposition 3 Soient les deuz couples de conditions initiales (z; (0), R) et (z2 (0), R)

avec 1 (0) < z2(0), alors Ya > 0, z3(a) > z; (a).

Proof. En effet, s'il existe un a* > 0, tel que z; (a*) = z2 (a*) et a* est le premier

nombre ou I’égalité se produit, on a:

z1(a) < z2(a),0<a < a*



68

(z' est la dérivé de x) mais a partir de (4.1) :

n (a) = R e—d2 Jo z1(s)ds

Y2 (a) = R e—d2 [o za(s)ds

Ceci implique
y2 (a”) <y (a®) et z(a”) <z (a”)

ce qui donne une contradiction. W

Remark 2 Plus le niveau initial de CycE/CDK2 est élevé, plus CycE/CDK2 atteint
le seuil rapidement et donc plus le niveau initial de CycE/ CDK2 est élevé, plus la

durée de la phase G1 est courte.

4.4 Modéle: pRb-CyclinE/CDK2-p27

Pour mieux décrire la phase G1, on a besoin d’ajouter une autre protéine essentielle
dans le cycle cellulaire qui est I'inhibiteur de kinase (CDK inhibitor). les inhibiteurs
de kinases CDK sont en général des protéines régulatrices négatives qui se lient aux
complexes Cyc/CDK et inhibent 'activité [90]. La protéine p27%7P est un inhibiteur
de kinase qui agit essentiellement sur l'activité de CycE/CDK2.

La production du p27 est liée au facteur de croissance beta (TGF-3). Ce dernier est
I’élément principal de I'activation de 'inhibiteur p27 (Figure 4.0) [92].

Dans les cellules normales, le niveau du p27 croit au moment de U'entrée des cellules
quiescentes dans la phase de repos GO et décroit rapidement dés qu’elles réentrent

dans le cycle cellulaire aprés une stimulation de TGF-3 [88]. La majorité des tissus
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expriment une quantité assez élevé de la protéine p27 et elle est fortement exprimée
dans les cellules différenciées [92].

Par conséquent, la forte expression de p27 cause I’arrét du cycle cellulaire dans la
phase G1 [102]. Réciproquement, I'inhibition de I’expression de p27 conduit la cel-
lule & quitter la phase G1 rapidement. Des pertes variables de p27 ont été observées
pratiquement dans toutes les tumeurs humaines malignes [92]. Par ailleurs, p27 n’est
pas uniquement un inhibiteur du complexe CycE/CDK2 mais il joue aussi le role de
stocker CycE/CDK2. Donc le p27 joue une double fonction négative (répression du
cycle cellulaire) et positive (stocker le complexe CycE/CDK2).

En effet, le p27 libre se lie & CycE/CDK2 qui devient par conséquent inactif et forme
un nouveau complexe, le CycE/CDK2/p27. Par ailleurs, la CycE/CDK2 libre phos-
phoryle le p27 li¢ & CycE/CDK2 (CycE/CDK2/p27) et libére la CycE/CDK2 et
favorise la progression du cycle (Figure 4.0). Une fois le p27 est phosphorylé, il ne
peut plus se lié a la CycE/CDK2. Ainsi, on peut dire que CycE/CDK2/p27 est une
source pour stocker la CycE/CDK2 [72].

Dans la suite, nous proposons un autre modéle mathématique avec quatre com-
posantes comprenant le complexe CycE/CDK2, le pRb, I'inhibiteur de kinase p27 et
le complexe CycE/CDK2/p27. Nous essayons de reproduire les interactions molécu-
laires mentionnées avant en ajoutant la troisiéme variable le p27 a la CycE/CDK2 et
le pRb dans le premier modele.

Soit x la quantité de la CycE/CDK2, y la concentration du pRb hypophosphorylé, z la
quantité de 'inhibiteur de kinase p27 et w la quantité du complexe CycE/CDK2/p27.

Dans le modéle suivant, on considére que la formation de la CycE/CDK2 est produite
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par l'effet indirect du pRb hyperphosphorylé et du complexe CycE/CDK2/p27. En
effet, la formation de x dépend d’une part de la concentration (R—y) et se produit par
un taux kg et d’autre part de la phosphorylation de w qui libére z, ce qu’on représente
par le terme kyzw et finalement comme pour le premier modéle z est autodégradé
avec un taux d;.

Pour le p27, on suppose que sa synthése est provoquée par des stimulations ex-
térieures. On prend k3 étant le taux de croissance de p27.

D’autre part, comme on I’a expliqué précédement, x se lie 4 z, x et z sont désactivés
et forment w et donc, la synthése de w se produit avec un taux k; mais cet effet va
diminuer les quantités de x et de z.

Par ailleurs, pRb est phosphorylé principalement par CycE/CDK2 donc y décroit
toujours et la phosphorylation se produit avec un taux ds.

Donc, le modéle mathématique peut étre présenté comme suit:

Z_z =ko(R—y)+ kizw — kozz — dy
é—y— = —dQIL'y
{ da (4'2)
d_z = k3 — kox2
da — 27
dw = kozz — kKiozw
\ da

ol tous les parameétres sont positifs(k; > 0:=1,2,3,d; > 04 =1,2, R > 0) et comme
conditions initiales on choisit z et y pareillement que le premier modeéle, on prend
une valeur arbitraire zp pour le p27 et finalement on suppose qu’au début du cycle

w n’est pas encore formé.
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z(0) = xo
y(0)=R
4 (4.3)
2(0) =2z
w(0)=0

\

Maintenant, on s’intéresse au point d’équilibre et la stabilité de (4.2).

4.4.1 Stabilité et bifurcation

Le systéme (4.2) a un seul point d’équilibre

koR 0 ksdy k3d1)

(a:,y,z,w):(dl O R Wk (4.4)

Par le changemant de variable suivant:

on raméne l'origine des coordonnées de(4.2)au point d’équilibre et on obtient le sys-

téme suivant:

. kikoR  kokoR
(5) [ - & & o V(2 ([ wooras )
1

. dakoR i -
j VR d; 0 0 i, —dyij
S _ ksdy 0 _kakoR 0 . b5
z koR d; ‘ et
N kokoR  kikoR . o

_ kyi3 — k

\*v/) 0 0 4, g/ \") \mEohewy
(4.5)
Notons par
/ kikoR  kakoR \
—d; —k W
d
o _LkoR 0 0
A= d1
B 0
koR d,
kokoR  kikoR
\ 0 0 4 4
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et

( key B — ki \
—dy Ty

—ko2Z

\ hadZ — ki ]
Proposition 4 L’équilibre positif (x*,y*, z*,w*) est stable pour k3 < k* et instable

pour k3 > k* et il y a une solution périodique au voisinage de la valeur k3 = k*.

Proof. L’équation charactéristique associé a (4.5) au voisinage de (z*,y*, z*, w*)

est donné par I’équation suivante:

(/\ + d2.’L'*) (/\3 + (dl + (kz + k1)$*)/\2 + (k1k2$*2 + d1 (kg + kl).T* — k3k2)/\ + d1k1k2$*2) = ().
(4.6)

L’équation (4.6) admet une valeur propre réelle négative:
/\1 = —dg.??*,

une autre valeur propre réelle négative et deux autres complexes.

Par ailleurs, si

k _ k* _ .Z'*(kz + kl)(dl + kl.T*)(dl + kQ.Z'*)
° ko(dy + (kg + ky)z*)

alors (4.6) admets deux racines imaginaires pures

. . kikod,
A3 4 = Tiw* = tiz* .
3,4 w 1T \/dl n (kl n k2)$*

Soit A2 = Az(ks3) la seconde valeur propre réelle et A3 4(ks) = a(ks) & iw(ks) les deux

valeurs propres complexeses de (4.5) on a(k*) =0 et w(k*) =w* > 0.
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d ko (dy + (ky + ko)z*)?
4 Re(A) [eup= 2 (di + (k1 + kp)z*) >0
k1k2d1($*2 - 3)2 + 4 (dl + (kl + kg):l)*)

dks

Alors, la condition de transversalité est satisfaite et une bifurcation de type Hopf se
produit.

Donc, le point d’équilibre positif (z*,y*, 2*, w*) est stable pour k3 < k*, instable
pour k3 > k* et par conséquent une solution périodique nait au voisinage de la valeur

de bifurcation k*. W

Remark 3 FEn terme de biologie on peut expliquer ¢a par:

Si k3 < k*, le point d’équilibre de (4.2) est stable donc la cellule passe a la phase S et
peut continuer son cycle.

Si k3 > k*, le point d’équilibre est instable. Ce qui correspond & un niveau élevé de la

production du p27et donc le cycle cellulaire va s’arréter dans la phase G1.

4.4.2 Direction de bifurcation

Notre but est de déterminer la nature de stabilité du point d’équilibre

k% * kOR k3d1 k3d1
(IE Y, W ) =

dy 7 kokoR’ k1koR

pour un k3 dans un voisinage de k*.

Soit A = )\(kg) = a(kg) + lw(k3)
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Lemma 5 [’équation (4.5) est équivalente & ’équation

/u\ //\10 0 0 O\(u\

v 0 JA(ks) O 0 0 v
T = 0 0 a(k;;) W(kg) 0 T + F(“a“ﬂ"t»ks)
i 0 0 ——w(k3) a(k3) 0 t

Kkg,) Koo 0 0 ojkkgj
ou F = (F1, Fy, F3, Fy) est nonlinéaire en ses variables.

Proof. Notons par qi,qs,q3 les vecteurs propres associés aux valeurs propres

A1, Ag, A3 respectiveement, et par () la matrice suivante:

Q = (a1 @2 Re(gs) Im(gs)),

En utilisant la transformation suivante:

(2] (o)

] v

z T

\?)  \t)

nous obtenons le systéme suivant:
\

v = A(ks) ! + F(u,v,r,t,ks3) (4.7)
\ ) \ ¢

ou F = (Fy, Fs, F3, F}) est nonlinéaire en ses variables

F=Q'B



et A(kg) =

MO
0 Aglks)
0 0
0 0

\

0 0 \
0 0

a(kg) w(kg)

—W(kg) a(kg) )

0]

Maintenant, on considére le paramétre k3 comme une nouvelle variable ainsi on

changera le systéme (4.5) dépendant du parameétre & un systéme indépendant du

parametre:
()

v

t

\ ks )

/)\1 0 0 o o)
0 Ag(ks) 0O 0 0
0 0 alks)  w(ks) O
0 0 —w(ks) a(ks) 0

\ 0 0 0 0 0

t

\ s )

+ F(u,v,r,t,k3) (4.8)

Cependant, le systéme (4.8) est nonlinéaire et c’est évident que (0,0,0,0, k*) est un

point fixe de (4.8).

Lemma 6 Le systéme linéarisé correspondant a (4.8) admet +iw*, 0, A1 et Aq(k*)

comme valeurs propres.

En utilisant la théorie de la variété centre [110], on peut étudier la stabilité de

(x*,y*, 2*, w*) au voisinage de k3 = k*.

Réduction a la variété centre

Nous réduisons le systéme (4.8) & une variété centre et nous utilisons la procédure de

Poincaré pour I’étude de la bifurcation du systéme réduit.
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hy

Proposition 7 1l existe une variété bidimensionnelle invariante de classe

ha
C1, satisfaisant hy(0,0,k*) = ho(0,0,k*) = 0 et Dhy(0,0,k*) = Dh(0,0,k*) = 0

[ )

v

Uu = hl(T, t, k3)
telle que: st | » est la solution du systéme (4.8) alors , ou
v= h2(’f', t, k3)
t
k
\B)
T r= a(ks)r + w(ks)t + G1(r,t, k3)

4 est la solution de J t= a(ks)t — w(ks)r + Ga(r,t, ks)

ks ks =0

\

calcul de la variété centre

La variété centre se présente comme suit:

u = hl(’f', t, k3) (4 9)

U= h2(’f', t7 k3)
et donc cette variété centre satsfait le systéme suivant:

U= % r +% t
or ot (4.10)
- or ot

En utilisant (4.7) et en remplagant (4.9) dans (4.10) on obtient:



\

"

/\1h1(7', t, k3) + Fl(hl(r,t, k3), hQ(T, t, k3),7‘, t, k3)

= %(r, t7 k3)(wt + F3(h1(r, t, k3), h2(7‘, t, k3)7 T, t, k3))
+%(r, t, (—wr + Fa(ha(r,t, ks), ha(r, t, ks), r t, ks))
o (4.11)

A2h2(h t: k3) + F2(h1(r7 t7 k3)a h2(’f', ta k3), T, t, k3)

oh

= 8—:(7‘, t, k3)(wt + F3(h1(7‘, t, k3), h2(’r', t’ k3)’ T, t’ k3))
oh

+3_t2(r’ t, (—wr 4+ Fy(hi(r,t, k3), ha(r,t, k3), 7, t, k3))

ou Fi et F, sont nonlinéaires et on suppose que h; et hy ont la forme suivante:

hl (’f', ta k3)

hg(’f', t7 k3)

= (k3)t + az(k;g)’f' + a3(k3)r2 + a4(k3)rt + a5(k3)t2 + 0(7'2, tz, ’(‘4)12)

= bl (k3)t + bg(k3)’f' + b3(k3)t2 + b4(k3)7‘t + b5(k3)7'2 + 0(7'2, tz, ’f't)

En remplacant (4.12) dans (4.11).

Pour calculer les parameétres a;,b; ¢ = 1,...5, en utilisant Maple et en identifiant les

coeflicients des termes de méme puissance on obtient:

a; (k3) = ag(k;g) = 0

bi(k3) = ba(k3) =0

et a2(k3), a4(k3), a5(k3), bg(k;g), b4(k3), b5(k3) sont diférents de zéro

Procédure de Poincaré

Le systéme (4.7) est réduit sur la variété centre au systéme suivant:

4

= a(ks)r + w(ks)t + Gy(r, ¢, ks)

\ t= a(ks)t — w(ks)r + Ga(r, t, k3) (4.13)

ks =0

.
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ou (G;, G, sont nonlinéaires en r et t.
On suppose que (4.13) admet une solution périodique et on va construire la fonction
de Poincaré notée P. Le point fixe de P correspond a l'orbite periodique de (4.13)).

Pour faciliter la procédure on utilise les coordonnées polaires pour (4.13). Soit

r(a) = p(a)cos(d(a))

t(a) = pla)sin(6(a))

avec
p(0) = p, and 6(0) = 0.
Donc, on a
p= a(ks)p + G1(p, 0, k3) cos(8) + G2(p, 8, ks) sin(0) w1
p0 = w(ks)p + Ga(p, 9, k3) cos(8) — G1(p, 8, k) sin(h),
ou
Gi(p,0,ks) = Gi(pcos(d), psin(8), ks)
Ga(p,0,ks) = Gy(pcos(8), psin(), ks).
On pose
W(k:),) + GZ(IO? 6’ k3) COS(0> - Gl(p7 07 k3) Sln(6> if p % 0
¢(P, 07 k3) = P
W(kg,) lf p= 0
ot w(ks) > 0.
Ceci nous méne a ’équation scalaire suivante:
dp
= r(pvaak?»)’ p(O) = Pos (415)

i
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ou
alks)p + G1(p, 8, ks) cos(8) + Ga(p, 8, ks) sin(0)

F(p,ea k3) = ¢(p 0 k3)

(4.16)

Proposition 8 La branche bifurquée est super-critique., C’est & dire qu’une orbite

périodique stable apparait & droite de k*.

Proof. On définit la fonction de Poincaré, P : [k* — ¢, k* + €] x [0, +oo[— R, avec
¢ petit, donnée par:

P(k3a pO) = p(27!', k3a pO) (417)

La solution périodique nontriviale de (4.13) correspond au point fixe de la fonction
de Poincaré P(ks, p,)-

On a P(k3,0) = 0 Vk3 et on veut chercher p, # 0 pour lequel on a une solution
périodique.

On considére la fonction suivante:

Qks, po) = 2220 _ (1.18)
Po
En utilisant (4.15) ,on a
Q(k*,0) =0.
On montre que
3_1?3(’“*, 0) = 27rz'((::)) #0

En effet, étant donnée que la fonction (p, 8, k3) — F (p, 8, k3) est de classe C¥, on a:

p(8, ks, po) = 01(0, k3)po + 20, k3)pg + - + i (0, ks)ps + 0(0, k3, p0)  (4.19)

ol p est la solution de (4.15) et ©(8, k3, py) est de degré supérieur a k.
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Alors
Op _ 9 1 0%s 90 £ 00
(4.20)
Par ailleurs, on a
OF O*F OFF
F(p,a,kg) = F(O,a,kg) a (0 0 k‘g) a B (0 0 kg) +...+ apk (0 0 kg)p +O(p )
(4.21)
A partir de (4.20) on obtient que F'(0,6, k3) = 0.
En remplagant (4.19) dans (4.21), on a:
( 8y OF
601 (0 k3) a (0707 k3)¢l(07k3)
0 OF O*F
| 55 Oks) = 5 (0.0, k)0, k) + 5 (0,6,ks) (0, ko)
0 OF 62F PF
S2(0,ks) = (0,6, ks)p3 (6, bs) + 275 (0,0, k)1 (0, ha)ipal6, k) + S
e dp Op Op
(4.22)
D’autre part

p(0, ks, po) = ©1(0, k3)pg + (0, k3)pa + ... + 04 (0, ka)pf +0(0, k3, po) = po~ Vpo > 0
(4.23)

alors

$1 (07 k3) =1
(4.24a)

En utilisant Pexpression (4.16), (4.22) et la condition initiale (4.24a), on obtient

4

©1(0, ks) = eXp(aE}Izz;G) = ¢,(0,k*) =0
: a0, k%) = [ ?;f (0, s,k*)ds = 0 (4.25)
| #5087 = o ’ ?;f(o,  k*)ds

0,9, k) (8, ks)
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Donc, de (4.18), (4.17) et (4.19) on a

8Q * 8()01 *\
8k3(k 0) = 8k3(2 m, k") =

et donc par le théoréme des fonctions implicites on conclut qu’il existe une fonction

ks = &(py) , (po petit et k3 au voisinage de k*) tel que:

Q(é(p0), po) =0,
(4.26)
$(0) = k*.
A partir de (4.26), on a
¢'<po>§,%<¢<po>, o) + Z—zw(po),po) _q,
et
S0 E) L T o

o) T

0
En utilisant les expressions précédentes et avec l'aide de Maple on peut calculer —Q

) 9py
et 8_,03’ et donc on obtient:
oQ
kE*.0 27, k 0
5 (k.0) = g 2m k7)
et
6*Q _ ow_ o [TOF )
o0 —(k*,0) = 2p3(2m, k") = 2 > —5(0,5,k)ds #0
donc
8Q
,0) <0
32 Po( )

Ce qui va nous donner
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et pour k3 = k*

#"(0) > 0.

Nous obtenons alors un développement de la branche bifurquée comme suit:

d(po) = k* + ¢"(0)5.

Donc, on a une bifurcation de Hopf au voisinage de ’équilibre de (4.2) quand k3 passe

par une valeur critique k* et cette branche bifurquée est super-critique. W

Remark 4 La solution périodique correspond a toutes les possibilités que la solution
peut atteindre. C’est a dire que si la valeur seuil appartient a cette solution périodique
alors la cellule peut passer a la phase S, sinon elle reste bloquée dans la phase G1 et

le cycle cellulaire est arrété.

4.5 Resultats numériques

Le résultat obtenu jusqu’ici est partiel. Ceci est du au fait que le modéle étudié est
un systéme multidimensionnel et donc pour compléter 1’étude locale, des outils de
simulation peuvent étre utiles. Le plus grand souci de ces outils concerne le choix
des parameétres du modéle et des unités de temps. Cependant, il peut servir a décrire
quelques comportements des protéines expérimentalement démontrés et nous pouvons
évaluer quelques hypotheéses intéressantes et prévoir les comportements des protéines.
Dans cette section, nous décrivons le comportement global des solutions par I'étude

numérique des deux modeéles précédents (4.1) et (4.2).
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Figure 4.1: Simulation de (4.1)avec les valeurs de parameétres xo = 5, k = 0.2, d; = 0.2,

do = 0.2, Tmin = 2et R =20.

Comme déja démontré dans (2), la figure 4.1 montre que initialement puisque la con-
centration du pRb hypophosphorylé est élevé, CycE/Cdk2 decroit, ensuite le pRb est
progressivement phosphorylé par CycE/CDK2 et stimule la production du complexe
en libérant le E2F lié au pRb. Apres le complexe commence & croitre et finalement
atteint le seuil. Sur la figure 4.2.b, on montre que plus le pRb est rapidement phos-
phorylé plus le CycE/CDK2 atteint rapidement le seuil. Ceci est également prouvé

dans [20] qui utilise le modéle de Kohn [54]. Par ailleurs, plus la concentration initiale

]

n e
[
nw

®

0

Figure 4.2: Simulation de (4.1) avec les valeurs
a) differentes valeures initiales du pRb, R=14,R=16 R=18 R=20

b) differents taux de phosphorylation de pRb , d3=0.05,d3=0.1,d2=0.3,d2=0.5.

Ces résultats peuvent étre expliqués comme suit: quand le pRb est sur sa forme
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active (hypophosphorylé), il empéche la synthése de CycE/CDK2 puisqu'il se lie a
E2F et bloque son activité et qu'on suppose que ce dernier est reponsable de la syn-
thése de la Cycline E en activant le gene de la CyclinE. Par ailleurs, pRb est une
source de stockage de E2F et en le phosphorylant il libére le E2F et donc plus le
niveau de E2F est élevé plus on a de la CyclineE synthétisée.

Donc, pour une concentration initiale élevé de pRb et pour une quantité de CycE/Cdk2
élevé le complex CycE/Cdk2 peu phosphorylé rapidement le pRb, libérant beaucoup
le E2F et donc atteint rapidement le seuil ce qui conduit la cellule & passer a la
phase S. Sinon, si la concentration initiale du pRb n’est pas assez élevé et que sa
phosphorylation par le CycE/CDK2 n’est pas assez forte (i.e. le paramétre k est
petit), alors le CycE/CDK2 peut croitre mais n’atteint jamais le seuil et empéche la
cellule de commncer la phase S (voir Figure 4.3.a). D’autre part le pRb hypophos-
phorylé décroit toujours vers zéro dans la phase G1. Ce qui explique qu’au début
de la phase G1, le pRb est complétement hypophosphorylé et durant la phase G1 il
est phosphorylé par le complexe CycE/CDK2 et finnalement il devient complétement
hyperphosphorylé au moment de la transition G1/S [67].

Dans le systéme (4.2), on a ajouté U'inhibiteur de kinase p27 dans le modéle.

Dans figure 4.3, on montre que pour une faible quantité de l'inhibiteur de kinase
p27 alors le complexe CycE-CDK2 croit et atteint le seuil comme pour le modéle
(4.1) . Ceci explique que quand le niveau de CycE/CDK2 excéde largement celui du
p27 alors le p27 libre se lie & CycE/CDK2 et inhibe 'activité du complexe mais
puisque la quantité du CycE/CDK2 est assez élevée, le p27 attaché au complexe va

étre rapidement phosphorylé et devient inactif. Ce qui va ’empécher de se reli¢ a
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CycE/CDK2.

B0 MW W =

Figure 4.3: Simulation de (4.2)avec les valeurs de paramétres suivantes:
Iy = 5, 20 = 5, ko == 02, k‘l = 05, k‘g = 018, dl = 02, dg =0.5and R=20

pour la premiére figure k3 = let pour la deuxiéme k3 = 15

Donc, quand le niveau de p27 est faible, ’évolution de CycE/CDK2 n’est pas trés
sensible a l'effet inhibiteur du p27, ce qui explique que en comparant (Figure4.1, Fig-
ure 4.3) le comportement de la solution du modele (4.2) est le méme que celui de
(4.1) mais tout en acceptant ’hypothése que la cellule ne peut passer de la phase G1
a la phase S méme si le complexe CycE/CDK2 a déja atteint la valeur seuil avant un
temps minimum depuis le début du cycle (voir [23] pour un appui expérimental de
cette hypothese). Si le niveau de p27 n’est pas tres élevé alors le cycle cellulaire peut
continuer mais il est ralenti.

Par ailleurs, les effets inhibiteurs dans la cellule peuvent étre bénéfique a ’organisme.
En effet, en ajoutant dans la cellule certains médicaments qui agissent sur des pro-
téines régulatrices du cycle cellulaire, les biologistes essayent d’arréter le cycle surtout
pour des tissus cancéreux. Une des méthode utilisée pour inhiber les cellules can-
céreuses est d’ajouter des substances (des médicaments) qui stimulent I’activité des

inhibiteurs de kinases.
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Dans le (4.2) on remarque que pour un niveau élevé du p27, le complexe ne peut
atteindre la valeur seuil et la progression du cycle cellulaire est donc arréter. Dans ce

cas le p27 joue son role d’ihibiteur.

ki

Figure 4.4 Figure 4.5

On sait qu’au voisinage de I'équilibre (4.4) et pour un taux de croissance de p27
proche de la valeur critique, (4.2) a bien une solution périodique. Donc, en choisisant
une condition initiale proche de I’équilibre et d’une valeur de k3 proche de la valeur
critique on voit sur (figure 4.6) qu’on a cette solution périodique et ceci correspond
& une situation bien particuliére du comportement des substances ot CycE/CDK2
peut atteindre le seuil et donc la cellule passe & la phase suivante ou elle peut bien

rester dans la phase G1.
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4.6 Conclusion et remarques

Les interactions moléculaires dans la phase G1 sont un réseau complexe et impliquent
beaucoup de protéines. Dans ce travail nous avons tenter de modéliser seulement les
mécanismes moléculaires qui se produisent a la fin de la phase G1 et au moment de
la transition G1/S [20] [45] [54].

Basé sur I’hypothése que la phase de S ne commence que quand le complexe CycE/CDK2
atteint un seuil, nous nous sommes intéressé a étudier 'activité du CycE/CDK2. Nous
supposons que le retinoblastoma et les p27 sont les principales protéines régulant la
production et I'inhibition du CycE/CDK2 complexe [20].

Un premier modéle a été établi et on voit clairement que le Retinoblastome diminue
toujours dans la phase G1 et le CycE/CDK2 peut atteindre le seuil. Ces résultats
sont bien soutenus par des expériences sur les cellules normales ou aucun inhibiteur
de kinase ne peut arréter le cycle.

Par ailleurs, ’arrést du cycle cellulaire est un phénoméne important pour empécher
les cancers de se developper. Dans le premier modeéle, 'arrét du cycle ne peut pas se
produire. Ceci peut se produire quand 'activité de CycE/CDK2 est bloquée avant
d’atteindre le seuil.

Pour certains cancers, le cycle cellulaire peut étre arrété dans la phase G1 en injectant
une drogue qui augmente ’activité du p27.

Ainsi, dans le (4.2) on ajoute le p27 qui joue un role important pour bloquer I’activité
de CycE/CDK2 et arréter le cycle cellulaire dans la phase G1 [88].

En termes de modeéle (4.2), on a vu précédement que pour une valeur critique du
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taux de croissance du p27, on a un changement de stabilité tel que si k3 < k* 'unique
équilibre de (4.2) est stable et donc la cellule passe de la phase G1 a la phase S et
continue sont cycle par contre si k3 > k* alors cet équilibre est instable ce qui corre-
spond & une croissance du p27 élevé qui méne la cellule & arréter son cycle.

d’autre part si k3 est proche de k* une bifurcation super-critique se produit et ainsi
une solution périodique stable apparait a droite de k*. Ceci est un phénomeéne intérés-
sant qui peut correspondre a tous les points possibles que la solution puisse atteindre.
Donc ou bien le seuil appartient a cette orbite périodique et donc le CycE/CDK2 peut
Patteindre ce qui permet a la cellule de passer & la phase S ou bien il n’appartient
pas a cette orbite et donc le CycE/CDK2 ne peut pas atteindre le seuil et la cellule
reste en G1.

Ainsi, dans (4.2) on remarque I'importance de l'effet du taux de croissance de 'inhibiteur
de kinase p27. De plus, I’expérience appuie le fait que le p27 est une substance im-
portante pour empécher la progression de certains cancers [88] spécialement quand le
niveau du p27 est élevé.

Par ailleurs, dans la partie 4.4 nous avons fait une étude locale du modéle (4.2) et nous
avons décrit certaines propriétés globale de ce modele par des simulations numériques
en utilisant Matlab.

Finalement, dans la derniére partie (4.5), on reproduit certains résultats expériemen-
taux en faisant varier les paramétres du modeéle. D’une part, on considére les situa-
tions o la transition de la cellule de la phase G1 a la phase S se produit, c’est & dire
quand le niveau de CycE/CDK2 atteint une valeur seuil (Figure 4.3) avec des durées

de la phase G1 variables selon le taux de p27 et de la concentration du Rétinoblas-
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tome et d’autre part nous avons montré les situations ot le cycle s’arréte et comment
I'inhibiteur p27 agit sur le comportement des solutions du modéle.

La distribution de certaines substances pendant la division cellulaire n’est pas égale,

ce qui affecte certainement les cycles cellulaires suivants.
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4.7 Formulation mathématique des phases S, G2

et M

Dans cette partie, nous décrivons 1’évolution des quatres protéines choisies pour notre
modele durant le reste du cycle cellulaire (phase S, G2 et M). Avant d’écrire les
équations nous énoncons quelques propriétés et hypothéses qu’on va utiliser par la

suite.

Proposition 9 Soient deux conditions initiales (x) (0), R, 29,0) et (x5 (0), R, 29,0)

telles que x (0) < x4 (0) alors
Va>0:z; (a) < z2(a).

Proof. on suppose qu’il existe a tel que z; (@) a).Ona

zy(a) <zp(a),0<a<a

I

D’autre part on a
y(a) = Re %o a(s)ds
2(a) = 2e="2 Jo w(e)de | ks /a o—k2 [2a(e)ds g,
0
et w(a) = ke /“ z(s) z (s) e 1 Ja2(@ds gy
0
alors
y2(a) < wm(a),

29 (d) < 21 (&) s

Wao (d) > un (&) )
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et donc i (@) < % (@) .ce qui donne une contradiction. M
Nous avons supposé que la transition des cellules de la phase G1 a la phase S
s’effectue au moment ou le complexe cycE/CDK2 atteint la valeur z,e,; avec un
temps minimal T, c’est & dire que si la quantité du complexe cycE/CDK2 dans la
cellule atteint x.,; avant 1'dge T, alors elle reste en phase G1 jusqu’a Ty, pour
passer a la phase suivante. Par conséquent la durée de la phase G1 est variable et
dépend de la condition initiale xy.

On note par Tj (xo) ’age de la cellule quand celle ci quitte la phase G1:

a: (Pl(a,l‘o) = Tseuil si0< g < z
T1 (xo) = (4.27)
Tmin ) sl < Zo < Tsewil
ol ¢ (a, xo) est la solution correspondant a la premiére variable du systéme (4.2) avec

la condition initiale z (0) = zo (on néglige y (0) et z (0) car on les suppose fixes). Par

ailleurs, Z correspond a la valeur ou

A

Lpl(Tmim 1‘) = Tseuil-

On a

¥1 (Tl (1’0) , L) = Tseuws pour 0 < zg < Z.

Dans le deuxiéme cas, la durée de G1 est la méme mais au moment de la transition

a la phase S la quantité de z est une fonction croissante de xy et donc

Y1 (Tmina 1‘0) Z Tseyil POUT z _<_ Zg S T seuil -

Dans la suite, on suppose que z est bornée. Cette hypotheése est tout a fait cohérente

avec la réalité puisque le passage de la cellule de la phase G1 a la phase S ne s’effectue
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que si z atteint la valeur seuil Zs.,; €t comme on I'a vu précédement une valeur trés

élevée de z peut empécher x & atteindre ce seuil.
Alors

3 Zpax > 0 tel que Va > 0 2 (a) < Zmax

Proposition 10 Si z est bornée alors la solution de (4.2) satisfait la condition suiv-
ante

3 Zmin > 0 tel que Ya > 0 z(a) > ZTmin

Proof. On va prouver que z n’atteint jamais zéro.En effet, si on suppose qu'’il existe

a > 0 (le premier) tel que

alors ' (a) = ko (R —y (a)) . Or,
y (a) — Re % Jo z(s)ds <R,

donc

H\
—
=Y
~
V
(e

D’autre part on a

z (a) — z (a)

— < 0 pour tout a < a
a—a

et donc la dérivée a gauche de x au point a est négative ce qui donne une contradiction.

Alors

Va >0, z(a) > 0.

puisque z est continue alors ceci va nous permettre de dire

3 Zmin > 0 tel que Va € [0, T} (z4)] z (a) > Tmin-
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Proposition 11 Si les paramétres du modéle (4.2) satisfont la condition suivante:
kOR(l - e_d2Tminxmi") > xseuil(k2zmax + dl) (428)

alors pour tout xg > Tmin, T est croissante pour a € [T, T (z0))-

Proof. Ona
%l = ko (R—y(a)) + kiz (a) w (a) — kez (a) 2 (@) — dyz (a),

y (a) S Re—d2Tminxmin

et z(a) < Zpax

ce qui implique que

%1

9a 2 Fo(R—yl(a)) ke (a)z(a) - diz(a)

—d2Trmin Zemi
2 kOR(l — g “2imin mm) - kaseuilzmax - dlxseuil

et donc

Si kOR(]. _ e—-dQTminiEmin) > xseuil(k2zmax + dl)

alors o, est croissante par rapport & sa premiére variable. W

Proposition 12 L’dge Ti (zo) de la cellule nécessaire pour passer & la phase S est

une fonction décroissante par rapport a la condition initiale xq
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Proof. On sait que ¢, est une fonction croissante par rapport a sa deuxiéme
variable z¢ 9. Si les paramétres du systéme (4.2) satisfont (4.28) alors p, est croissante
également par rapport a sa premiére variable Va € [Tyin, T1 (z0)]-

D’autre part puisque @, (T (zo) , Zo) = Tseust alors on a:

8901 ' 8901 ' %ﬁl (Tl (:1:0) v:I:O)
i T (xg) + —=0= T, (zg) = --Z
0a |a=Ti(z0) ! ( 0) 0z ! ( 0) %, (Tl (370) ,370)

.<0,V.’IJ()IOS.’IJ()S§,‘

|
En récapitulant, le passage de la phase S correspond aux valeurs des variables

(z,y, z,w) (solution de (4.2)) suivantes:

4

(T ( )) T seuil 81 Tin S Zo S z
T(L1(Zg)) = <
L 1 (Tmim-'I:O) Ss1x S Zo S Tseuil
_ Ty (zg) . N
Ty = 4 T Si i < 30 < 3
Y{d1(Zo)) = o
—d mei“ (a,z0)dcx : A
Re™%Jo priaTo SlmS:BOSmseuil
\
;
Zoe_kQ OTI(IO)%(O»Io)da

T1(z0) SimminS-’L‘OS-’f:
+f0T1(130) e~ k2 forre P1(s,z0)ds ],
< (T1 (.’L‘())) = 4
Z()e—k2 fonin $1 (a,:co)da

T si & S Zo S Tseuil
+ks foni" e~ k2 [omim e1(s.m0)ds gy

\/

[RE 4 (@) 2 (a) eh [ ese0)dsd s g, < 30 < &

w(Ty (z0)) = J

Jilmin 1 (@) 2 (@) e~k S er(sz0)ds g si £ < 2o < Tyeuit

\

avec T} (o) est donné par (4.27).
On suppose que les cellules qui commencent la phase G1 avec o = Zy,;, atteingnent

le seuil T4y quand a = a et

©1 (a, :I:min) = Tseuil-
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En reéalité, les phases S, G2 et M ont en général une durée fixe qu’on note par T avec
Ty > a — Tip.
Par ailleurs, on peut supposer le sénario suivant pour la croissance de la cellule durant
le reste du cycle cellulaire (S, G2 et M):
au début de la phase S, les quatres protéines représentées par les variables (z, y, z, w)
satisfont le systéme (4.2) jusqu'a @ ensuite z (cycE/CDK2) décroit linéairement
jusqu’a la fin du cycle, y (pRb) croit pour revenir 4 la fin du cycle avec la valeur R, 2
(p27) reste constant jusqu’a la fin du cycle et w (cycE/CDK2/p27) décroit jusqu’a ce
qu’elle s’annule 4 la fin de la phase M. On suppose que les quatres protéines (z, y, z, w)

suivent le systéme (4.2) jusqu’a a = @, ce qui nous donne:

z (a) = ¢, (a, To)

Y (a') = Re 9 Iy o1{a,z0)da
pour Tj (zo) < a < @, ﬁ

I

z (a) = ze k2 Iy er(awzo)da 4 fo e* J2 er(smo)ds g,
w(a) = foa ¢ (a, o) 3 (s,20) ™™ Ja e1(sz0)ds o

_a)

’

©1 (8, T0) — dTmin (@

z(a) = ¢ (a,20) — T

y(a) — R - Y2 (a’?m0)

B T (m0)+T2_a(a_a)+@2(avx0)

pour a < a < T; (zo) + T2, A
z (a) = 3 (a,zo)

¢4 (@, o) o a)

w (a) = ¢, (@, 7o) — Tleo) 2 To = 3

\

(4.29)

Oﬁ 2xmin < dmmin < 2.73361“-[ et

P2 (a’a -'L'O) = Re™ Is ‘P1(0‘,10)da’
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_ a _
05 ((_L, xO) — ZOe_k2 foa 1 (a,x0)dax + / €_k2 f: ‘P1(37-’50)dsda
0

04 (8, T0) = / 01 (8,20) @3 (8, T0) e ™™ Ja er(swo)ds g,
0

Alors on peut écrire le systéme d’équations différentielles suivant représantant le reste

du cycle cellulaire (phases S, G2 et M):

dr _ oy (3, 70) = dTn

da T,
dy _ R_SO2 ((_Z,IL‘())

da N T1 (I0)+T2 —a

i

{ da _ pour a < a < Ty (zo) + Ts. (4.30)
d_w _ (2 ((Z, :L‘O)

da - T1 (1E0)+T2—(_1

z(0) = ¢, (a,70) , y(0) = 9, (@, zo0)

2(0) = v3(@,20), w(0) =, (a, o)

\

Proposition 13 Pour toute valeur finale x5 associée a la quantité de CyclineE/CDK2
juste avant la division de la cellule, on peut revenir a la valeur initiale xy qui va donner

xy comme valeur finale.
Xf : (xmimxsem'l) - (dxmimzrsem'l)
avec Xy (zo) = v, (Th (zo) + T2, z0) = z5. X5 est une fonction inversible.

Proof. On va le prouver pour T} = T} (z) (pour le cas de T, ¢a devient facile).

On a

¥ (a" 1130) - dmmin (a _ (_L)

2 (0) = o1 (8, 0) — 22T

et donc a l'instant final T} (zo) + T2 on a

¥1 ((_17 .’L‘0) - dxmin
T

xy =, (@,%0) — (Th (z0) + T2 — @) = X (wo) -
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Ce qui nous permet de concidérer z; comme une fonction de z,. En dérivant cette

fonction, on obtient:

T, T, —a a — dTmin -y
(C—l,xo) 1— 1(1:0)7—,: 2 a _ 2 (a‘va"oj)12 z Tl (l'()),

_ 9%
8:50

X} (:I?o)

puisque T} (zp) < @, T} (zo) < 0, et que ¢, (@, o) < dTyin alors X (zo) > 0 et donc

Xy est inversible. Ce qui nous permet d’avoir xy comme étant une fonction de z;. Wl
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Chapitre 5

Couplage cycle

cellulaire-dynamique de population

5.1 Introduction

De facon général, le terme de couplage de modéles est utilisé lorsqu’on fait interagir
au moins deux modeéles qui peuvent par ailleurs fonctionner de fagon indépendante.

Notre premier objectif dans cette section est de connecter les comportements indi-
viduels au comportement global d'une population de cellules. Au niveau individuel,
les cellules se distinguent par leur age, leur taille, leur maturité, leur état (en phase
G1, S, G2 ou M, proliférent ou quiescent) et d’autres propriétés physiques. La struc-
ture de la population par rapport a ces traits caractéristiques influence la croissance,
la stabilisation, les oscillations ou autres comportements de la population totale.
Ces modeles structurés de populations cellulaires sont en général des équations aux
dérivées partielles dans lesquelles les variables sont le temps, et les différentes vari-

99
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ables caractérisant la cellule.

Jusque vers le début des années 90, les modeéles de prolifération cellulaire s’appuyaient
sur une description plutot abstraite des diverses phases du cycle cellulaire. Les travaux
suivants : Kimmel et al. [51], Tyson et Hannsgen [97], Diekmann et Metz [65], Mackey
et Lasota [57], illustrent bien cette approche. On évoque, sans les préciser des produits
dont la croissance au cours du cycle favoriserait le passage d’une phase a la suivante
et on cherche A faire la part du déterminisme et du stochastique dans la progression
de la cellule. Ensuite, il y a eu un retournement d’intérét dans cette communauté
qui s’occupait jusque 1a de la prolifération et qui rejoint les préoccupations d’autres
chercheurs, tels que Goldebeter [35], beaucoup plus intéressés par 1'étude des mécan-
ismes biochimiques qui accompagnent le cycle cellulaire. La prolifération cellulaire
passe au second plan des préoccupations méme si J.Tyson a trés rapidement cherché
a la coupler a son approche moléculaire [104], [2]).

11 est toutefois difficile de se passer trés longtemps de 1’étude a ce niveau puisque, dans
la plupart des cas, ’observation sur les mécanismes moléculaires se fait a I’échelle de
populations de cellules. C’est de ce constat qu’est né en particulier I'idée de la mod-
élisation du couplage cycle cellulaire-prolifération. L’observation des cyclines avec
le cytomeétre en flux est indissociable d’une connaissance de la distribution de la
population suivant ces cyclines. Or, cette distribution est le résultat des processus
dynamiques de croissance, division et mort des cellules: elle s’obtient & partir d’une
culture, entretenue pendant un temps suffisamment long pour réduire la variabilité
des conditions initiales. Dans cette population a I’équilibre se trouvent des cellules

dont le contenu en cyclines et la position des cyclines dans le cycle occupent toutes
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les positions possibles: dans certaines cellules, la cycline E par exemple sera en phase
de croissance, dans d’autres, elle sera en train de diminuer. L’observation brute au
cytometre fait la moyenne de toutes ces situations. Un modele cherchant a décrire
la progression temporelle du nombre de cellules se trouvant dans tel ou tel état, par

rapport aux cyclines, est donc établi.

5.2 Modeéle couplé, cycle cellulaire - dynamique de

population

Nous considérons un modéle mathématique pour le cycle cellulaire, c’est-a-dire la
série d’événements menant a la mitose, au niveau d’une population de cellules. Ce
sont des équations aux dérivées partielles qui décrivent 1’évolution d’une population
durant différentes phases du cycle et la transition a la phase suivante.

Dans ce modéle, nous n’avons retenu qu’'une seule des quatre substances intervenant
dans le cycle, le complexe cycE/CDK2, en supposant que les autres substances peu-
vent étre initialisées sur des valeurs connues. Cela signifie que seule la variabilité
initiale de CycE/CDK2 est prise en considération. La population est divisée en deux
sous-groupes: les cellules dans la phase G1, d’une part et celles qui sont dans les
autres phases, de 'autre.

Nous repérons les cellules, dans 'un ou 'autre groupe, par leur age et leur niveau de
cycE/CDK2 (variable z). L’évolution de z est donnée par I’équation considérée dans

le chapitre précédent (4.2) en remplagant y, z et w par la valeur de leur solution en
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fonction de z. Nous obtenons alors I’équation suivante:

d Iy (a,z) pour 0 < a < Ti(zo)
A (a,z) = , (5.1)

da
[y (a,z) poura<a<Ti(zy)+Ts

ou

Iy (a,:r) = koR (1 —_e Jo :c(a)da)

+k1$/ = (a) (zoe—kz Jo z(s)ds + k3 / e—kz N I(r)drds) e—kl Is z(s)dsda
0

0

—kox (zoe‘k2 Jo #(@)da ks / e k2 la x(s)dsda) —dx
0

') (a,z) siTi(zp) <a<a

t I =

© 2 (a’ ‘T) _901 (C—L’ -7;0) - dxmin
P

sia<a<T(xg) + T

et ¢, (@, o) est la solution de la premieére équation de (5.1) associée & la condition
initiale zo, calculée a 'instant a = a. Notons par P (t,a,x) et P, (t,a,z) les densités
des cellules d’age a, ayant la quantité z de CycE/CDK2 a l'instant ¢ et qui sont dans
la phase G1 ou dans le reste du cycle respectivement.

Le systéme d’EDP associé a P, et P, est donné par:

BPl a]:)l 8 =

S+ 5+ 5 D (@,2) Pi(t,a,2)] =0 (5.2)
oP, 0P, O -

S+ 7o 52 T2 (@,2) Pi(ta,2)] =0,

et les conditions sur les flux des cellules passant de la phase G1 4 la phase S sont
données par:

P2 (ta a, -Tseuil) = Pl (t, a, xseuil) y Tmin <a< C_L; (53)

P2 (t, Tmina -7;) - Pl (t, Tmim -7;) y Tseuil < T < . (54)
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Nous supposons qu’il n’y a pas de mortalité du moment ou nous prenonsd des cellules
in vitro dans un milieu de culture favorable et des conditions optimales.
Tout d’abord, nous allons établir des propriétés de certaines fonctions nécéssaires

pour la suite.

5.2.1 Propriétés de la fonction T,

(Hr,1) Notons par T, la fonction représentant la durée de tout le cycle cellulaire. T,
est définie par
T.(z) = Ti(z)+ Tz, VztelqueO<z<z (5.5a)
et T.(z) = Tpn+T2 Vz € [Z,Zsenul,
T. est continue et décroissante et donc 0 < Tyin + T2 < T, (y) < @ + To.
(Hr,2) D’autre part 3¢’ > 0 tel que
|T; (z)| > 6’ Vz € [Zmin, ] (5.6)

ceci peut étre vérifié par le fait que 7} est décroissante.

5.2.2 Propriété de la fonction f

Nous supposons que la division n’est pas égale, c-a-d., si la cellule mére finit le cycle
avec un état de CycE/CDK2 égal a y juste avant la division alors la probabilté pour
que la cellule nouveau-née ait une quantité z est donnée par la fonction f(z,y).
Supposons que la fonction f vérifie les conditions suivantes [10]:

(Hy1)

flz,y)=0siz >y, (5.7)
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i.e. la taille de la cellule fille est plus petite que celle de la mére au moment de la
division.

(Hy2)

flz,y)=fly—=z,9) (5.8)

i.e. la distribution est symétrique. Du moment ou la quantité de CycE/CDK2 est
connue dans une cellule fille alors ’autre est connu en fonction de la taille de 1a mére.

(Hf3) Nous avons montré précédement que 0 < < Zyeyy alors
f(:z:a y) =0 si T > Tseuil- (59)

et donc
Tgeuil
/ f(z,y)de =1
0

(H4) Basé sur la stochasticité de la division inégale [51], la fonction f satisfait
une propriété sur le support:
il existe une constante d tel que:

flz,y)=0siz ¢ [dy,(1-d)y]; 0<d< % (5.10)

H¢5) f(x,X;(y)) est borné par rapport a x et y respectivement.
f f )

(Hf6) 2f(z, Xy (y)) est positif, continu et tel que

2AwﬂaXAwwx>n

(Hf7) 2f(z, Xf (y)) est positif pour chaque point (z,y) dans [Z, Tseuu] X [£, Tseuit] -
Pour simplifier les notations dans ce chapitre, appelons (H;) I’hypothése qui réunit

toute les hypothése sur f: (Hfl), (Hf2), (H3), (Hs4), (Hf5), (Hf6) et (Hf7).
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5.3 Etude de la solution

Nous procédons par la méthode des charactéristiques pour construire un semi-groupe
qui nous permettra d’étudier la solution de (5.2).
Notons par (t (s), a(s), z (s)) les courbes charctéristiques du systéme (5.2). (¢ (s),a(s),z (s

vérifie le systéme différentiel suivant:

4

dt
—=1=t=ty+s
ds
9 gt (5.11)
ds
dz
E=F(a(s),m(s))=>m=m(s,:v0)

En faisant un changement de variables pour Pyet P, nous obtenons la solution de

(5.2) sur les lignes charactéristiques

Pi(s) = Py (t(s) ,a(s) 2 (5)) = Py (to, ap, zg) ™ I8 ‘s (alr)rir (5.12)
et
Pa(s) = P2 (t(s),a(s),z(s)) = P (to, ag, o) e~ Jo T (aln)a(r)dr (5.13)

Supposons que z est la quantité de CycE/CDK2 a I’age de division et que 1'égalité
(5.3) est vérifiée alors pour t > T (X n Y(z)) + T2 (ou X7 ! represente la fonction
inverse de Xy 13, X; 1(z) est la quantité initiale de CycE/CDK2 d’une cellule qui

finit son cycle avec une quantité x) les courbes charactéristiques commencent par
ag = 0

ce qui donne
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t = tg+ta=>ty=t—a,

r = z(a,z0) = 20 =2""(a,2)
avec z (a, Zo) est la valeur de x pour les cellules d’age a et qui entame le cycle cellulaire
avec la valeur zy et 71(a, z) est la valeur initiale de z au début du cycle sachant que

ces cellules ont la quantité = a I'age a.

En utilisant (5.12) et en prenant
Toin <a<Ty (Xf_l (z))
Nous obtenons:
Pi(ta,z)=P (t —a,0,z7! (a, z)) e o %r}(f,z(v—,rl(a,z)))dq—_

Puisqu’nous supposons que z est la quantité de la cellule mére au moment de la

division alors z7! (a,z) = X;l (z) et donc au moment de la transition nous avons:

-1
n (Xf (z)) o (‘r,z(‘r,Xf-l(:l:)))dT

P (t, Ty (X;' (), @seuit) = P (t = T2 (X7 (2)),0, X[ (2)) e o EE
Pour
Toin+ T2 <a < Ty (X;' (z)) + T,
on sait que les courbes charactéristiques associées & Py,correspondent a:
ap = Ty (X;'(2)) = s=a—-T (X;" ()
t = to+a—-T (X7 (2)) =to=t—a+Ti (X[ (2)),
z = z(a-T(X;'(2)),m) 2 z=2""(a-T1 (X;' (2)),2)

ouz (a—Ti (X7 (x)),20) est la valeur de z pour les cellules d’4ge a et qui finissent la

phase G1 c’est adire al'age T1 (X} ' (z)) aveclavaleur zo et 27* (a — T3 (X' () , 2)
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est la valeur de la cycline a ’age T} (X f ! (a:)) sachant que ces cellules ont la valeur z
a I’dge a. Nous remarquons bien que dans ce cas g = ZTgeui-

En utilisant (5.13), nous obtenons:

P (ta,z) = P(t—a+Th (Xf_1 (2)),Th (Xf_1 (z)) , Tseuil) (5.14)

a-T, (X7 Y=2)
e_ fO 1( f ) %I;Z(T+Tl (Xf_l(z))vz("-7zseuil))d7-. (5.15)

Si on est au moment de la division alors a = T (Xf_1 (z)) + T; et donc

-1 -1 ~ 2 B2 (14T (X (@), #(r Tacus
P2 (t’Tl (Xf (-T)) + TZ,:B) = P2 (t - T2, Tl (Xf (.’1:)) ,-Tseuil) e Oz 1 f ’ L geuil
ce qui donne

P2 (t, T1 (Xf_l (.’L‘)) + TQ,.’L') = P2 (t — T2,T1 (Xf—l (.’L‘)) ’-/I:seuil) X

e I () T2 (7, a(r-Ta (X[ (@) @oeut) )ar

Par ailleurs dans le cas (5.4), la résolution de P; sur les courbes charactéristiques

pour t > Tin + T nous donne ay = 0 et donc

a = s
t = tota=ty=t—a,
r = z(a,29) =20 =12"(a,x)

et & 'age de transition a = Ty,
-1 _mei" ﬂl(.,. 2(7,2~ Y (Timin,x))dT
P]. (t7 Tmin1 :L‘) = P]_ (t - Tmin’ 0, T (Tmin, .T)) e Jo bz \» y miny

Pour P, nous avons ay = Ty, puisque le passage G1/S nécessite un temps minimum

méme si la cellule a déja atteint la valeur seuil x.,; et donc
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t = t0+a_Tmin:>tO:t—a+Tmin

r =T (a - TminazO) = Tp = x_l(a - Tmim‘r)’

ol 7 }(a — Tinin, T) représente la valeur au moment de la transition c’est a dire a 'age

Tmin sachant que ces cellules ont la quantité x & 1’Age a et donc

a ar -
P2 (t, a, .73) = P2 (t —a+ Tmin, Tmim x"l(a — Tmin, .73)) e_mein E’z(‘r’ m(T_Tmi“’m l(a_Tmi“’m)))dT’

En prenant x la valeur au moment de la division nous obtenos:

a or 1
P2 (t, Tmin + T27 :E) = P2 (t — TZ, Tmim ‘T(Tmin, Xf_l (.’E))) e_mein Ez("', m(T—Tmin,Xf (:l:)))d‘r

En récapitulant tout en homogénisant les notationson et en considérant x étant la

valeur & la fin du cycle nous avons dans le premier cas:

et dans P'autre cas:

-1

P, (t,Tmin,Jf (Tmime—l (z))) —p (t T, O,Xf"l (z)) o Tmin G2 (ra(r. X, (@))dr

a a -1
B (t, Toin + T2, ,7;) =P (t — Ty, Tonin, -T(Tmin, Xf—l (.7:))) e~ mein Tr:cz(‘r, m(‘r,Xf (m)))dr
(5.17)

ol z (a,y) est la valeur de = a I’age a pour les cellules qui entament le cycle avec une
valeur y.
Maintenant, nous allons considérer la condition au bord déterminant la division des

cellules qui sont a la fin du deuxiéme compartiment et la naissance de deux cellules
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filles a partir de chaque cellule meére et qui se retrouve évidemment au début de la
phase G1. Supposons que la cellule mére se divise d’'une maniére inégale, c’est a dire
que I'état biochimique x hérité par une cellule nouveau-née de sa mere suit la densité
de probabilité conditionnelle f(z,z’) avec z’ étant I’état de la meére a la fin de son
cycle cellulaire.

Cette hypothése nous conduit & la condition de bords suivante:

P1 (t,O,a:) = 2/ f(.’L‘,.’L'l)PQ (t,Tg + T1 (Xf_l (.’L‘l)) ,.’L‘l) d.’L‘l

Xf([zm'myzseuil])

et donc en utilisant les égalités (5.16) et (5.17) nous obtenons:
P1 (t, 0, .’L‘) =
2/ f(z,2")Py (t = T, Ty (Xfl (") , Tseuit) €
Xf([-"’minvi'])
+2/ f(.’L', .’L'l)Pg (t — Tg,Tmin, .’L‘(Tmin, Xf—l (.’L‘l))) 6—— fTamin F=52("-’ I(T’Xf—l(x,)))dfdl-
Xf([jvzseuil])

= 2/ fz, 2" )P, (t -T,—-T) (XIT1 (a:')) ,(),XJT1 (:1:')) X
Xf([zminvj])

P —[e 2 (r o(r X7 (z T
e f(;rl(Xf ( )) %(T,I(T,X;I(II)))dre fT1(X;1(:')) dx ( ,:v( ’Xf (= )))d (X}-I (.’L‘l))ld.’III

+2/ f(@,2 )Py (t — T2 — Tin, O,Xf‘1 (2')) x
Xf([jvzseuil])

e_ c”rmin %I;l(T,I(T,X;I(II)))dTe_ fTamin %I;Z(‘r, I(T,Xf-l(zl)))d‘r (X;l (IL"))l d:L‘l

Notons par P (t,z) = P; (¢,0, ), nous avons alors I’équation intégtrale suivante:

A a or
P(t,2)=2 [0 f(o, X )P (t—Ti(y) — Byy)e ' Fratronirg” fiy (. 2aing

: a ar
42 f:seuil f(fl?, Xf (y))P (t _ Tm‘m . Tg, y) e fonm %I_:_:]_(T,I(T,y))dre‘_ me.m EZ(T, I(T,y))d‘rdy.
(5.18)

L’équation (5.18) est une équation intégrale a retard qui prend en considération

uniquement la population des cellules dans la phase G1 qui viennent de commencer
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leur cycle cellulaire.
Dans cette équation nous avons deux termes de retard T; (y) + T et Trin + T2 avec
Ty (y) + T > Tin + T2 et donc le retard maximal correspond & p = a+T; et le retard

minimal & T, + To.

5.3.1 Solution du probléme d’évolution

Soi;t A 'opérateur définit comme suit:

AP(tz) = 2 / (@ X5 )P (t = Ti (y) - Tory) (5.19)

Zmin

a ar
e~ I G ralr)ir = I B 7 2y

Y

12 / 1@ X )P (t — Ton — T )

Tmin 0T _re
e~ Jo ™" FE(ra(ry)dr ,~ I1,

min

%2' (Tv x(‘rvy))d‘r]dy'

Considérons I'espace des données initiales étant le cone positif de I’'espace de Lebesgue:
X = L}i- ((—=p, 0) x (af'mima’seuil))a
et notons par P, la trajectoire donnée par
P, (0,z)=P(t+6,x).

Notre approche pour aborder I’étude de la solution utilise I'approche par les semi-
groupes. Nous définirons le semi-groupe associé¢ & (5.18)et nous nous intéresserons
particuliérement au spectre du semi-groupe afin de pouvoir discuter sur le comporte-

ment asymptotique de la solution de (5.18).
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5.3.2 Semi-groupe d’opérateurs associés a (5.18)

Nous associons a (5.18) la famille d’opérateurs définie par:
T (t) Py = P.. (5.20)

Proposition 14 Soit Py € X et soit P définit sur (—p, T + Tmin) X (Temin, Toewit) tel

que:
P()(t,l') st (t,.’l,‘) € (_pa 0) X (xminaxseuil)
27 [f(z, X; @) Polt — To — Ti (y),y)
- le v) 2‘_1(.,. z(7, y))d‘r le(y) 5 (1, (T, y))d‘r]dy
P(t,.’L‘) = ﬁ

+2 f.:aeu“ [f(.’l,‘, Xf (y))PO (t - T2 - Tmina y)

e_fonin %(T,z(r,y))dr mem 5= (T, :c(‘r,y))d‘r]dy

st (t,.’l,‘) € (07T2 + Tmin) X (:Eminaxseuil)

\

Alors, pour tout t € (0,72 + Tin), P € X et ||P|lx < C||FPollx, ot C est une
constante indépendante de F.

Proof. Nous avons:

T geuil T seuil
/ / |P; (0, z)|dzdd = / / |P (t +0,z)| dzdf
—p < Tmin —P Y Zmin
To+Tmin T seuil
< / / |P (t,z)| dzdt.
4 Zmin

Divisons l'intervalle [—p, To + Tyin] en deux sous intervalles [—p, 0] et [0, T2 + Tiin]-

D’une part P (t,z) = Py (t,z) pour (t,z) € (—p,0) X (Zmin, Tsewit) €t

To+Tmin maeutl
/ / P (t,z)| dzdt <
Ta+Tmin o s Tgeuil
2 [ e X e
0 Zmin Tmin
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T1(y) 6_1‘]_

|P(t—To—Ti(y),y)le (retradre

A

[Pt = Ty T, )| e ™" G trilir = I, G2 o)< gy gy

To+Tiin z
2 [ |P<t—T2—T1<y>,y>|dy) dt +
0 Tmin
T2+Tmin Tseuil
2 [ ([P T Ty
0 T
0 T 0 Tseuil
2 [ ([ weewnag) sz [ ([P @.w1dy)
— Tmin —p T
zseutl
C / / P (0, y)| dyds.
—pJz

@ or
f; (v) _5?,2(73 z(T,y))dr
v dydt

IA

IN

IA

On est donc revenu a 'intervalle (—p,0) X (Zmin, Zsewir) €t par conséquent P, € X. W

En utilisant 14, on peut remarquer qu'il est clair que si l'intégrale (5.19)existe
alors il est nécessaire et suffisant de connaitre la solution pour t € (=73 — Tiin, 0)
pour pouvoir la construire aprés pour ¢ > 0 en la calculant pas & pas jusqu’a l'infini
[3] et en utilisant en plus le fait que les translations sont continues dans L!, on peut
affirmer que t — P, est continue de R* vers X.

Ainsi, on peut enoncer la proposition suivante:

Proposition 15 Sous les hypothéses (Hy) et (Hr,1) , la famille d’operateurs T (t)
définie par (5.20) envoie X dans lui méme et constitue dans X un semi-groupe

d’opérateurs fortement continu.

Ce qui nous intéresse dans cette partie est le spectre de ce semi-groupe. Pour cela,
nous allons définir son générateur infinitésimal et le spectre associé a ce générateur et

ensuite nous définirons le sepctre du semi groupe en utilisant le spectre du générateur.
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5.3.3 Générateur infinitésimal

Le générateur infinitésimal associé a T (t) est un opérateur fermé avec un domaine

dense et est donné par:

Ay = lim [T (t) x — x]

t—0+ t

pour tout x dont la limite existe dans X.

Forme du générateur

Formellement, le générateur est défini par

Ox (s,
(AX) (S,.’E) = %a - p <s< 07 Tmin < T < Tseyil,

0 . .
avec <X dans X. Clest a dire que X est absolument continu de [—p, 0] vers L' (|Zmin, Zsewit|)

0s

et donc x (s, -) est bien défini pour tout s dans [—p, 0] et est continu. Pour s =0, ¢a

coincide avec lim T (¢) x, ce qui donne:

t—0+
Toeuil __
x©0.2)=2 [ (T ) - Tog) dy. (5.21)

ol

T ( ) Tl (y) si Yy € ("Emim:i)

1\Yy)=

Tmin Si ) € (-’i,xseuil) .

et
~( f (;1;, Xf (y)) e foTl(y) aFr;;"‘(‘r',x(‘r',y))d‘r'e— f’I‘?l(y) BTFIZ("V z(7,y))ds si y € (-'L'mina :f;)
flz,y) =

Timin 80 — & 22(r (s . ~
.f (.’L',Xf (y)) e_fo El(‘r,:c(‘r,y))dfe mein TIZ( » (ry))ds S1yYy c (.’L', xseuil) .
Réciproquement, on peut vérifier que n’importe quel xy dans X tel que x est absolu-

ment continu comme une fonction de -[—p,0] dans L! (| T, Zseuit|) €t x satisfait la
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condition de bord (5.21) est dans le domaine de A. Donc, on a montré que D (A) de
tous les x € X tel que x est absolument continu [—p, 0] dans L' (|Zpin, Tsewir|) satisfait
Ox

(5.21) et pour x dans D(A), on a Ay = T

On considére maintenant, I’équation résolvante
Ax - =¢§ €£€X; (5.22)
(5.22) peut &tre intégrée sous la forme
x (s,z) = x(0,z)exp (As) + /08 exp [A (s — u)| € (u, z) du. (5.23)

Supposons que x (0,z) est bien défini et appartient & L'(]Zmin, Tseuit|), On peut voir
que le terme & droite de la formule(5.23) doit étre absolument continu comme fonction

de s dans L!. En remplagant ce terme pour x (s, z) dans (5.21), on arrive & I’équation

suivante:
x0.2) = 2 " Flo 0, 9)exp (A (T: () + To)) dy + (5:24)
1:::1 - ~Ti(y)-T2
2 J f(w,y){ { exp [~A (T} (y)+Tz)—u]€(u,y)du} dy.

On note par Ly 'opérateur linéaire dans 1'’équation (5.24) défini par:

Tseuil __

La(u(z)) =2 / Fla, e BTy dy (5.25)

et par Sy 'opérateur dans (5.24) en £&. On peut alors écrire (5.24) sous la forme

suivante:

Xo () = Laxo + Sxé- (5.26)
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Lemma 16 L’équation (5.22) admet une solution si et seulement si I’équation (5.26)

admet au moins une solution.

Proof. En effet, si x est une solution de (5.22) alors x, (z) = x (0, z) vérifie (5.26)

et inversement, si x, vérifie (5.26) alors x définie en fonction de x, par:

¥ (5,2) = xo (z) exp (As) + / “exp A (s — )] € (u, 7) du.

est une solution de (5.22) . Le probléme de la solution de ’équation résolvante revient

alors au probléme de la solution de (5.26). B

Propriétés de ’opérateur L)
Lemma 17 L’opérateur Ly est compact.

Proof. Pour tout A, L est un opérateur intégral avec un noyau

~

kx (z,9) = f(z,y)e NPT

qui est positif et donc Ly est un opérateur positif compact dans LP (Zyin, Tseuit) s

p>1l N

Theorem 18 [3] Supposons que f vérifie U'hypothése (Hy) et T, vérifie (Hr,1) . Alors
Uensemble A des nombres (réels et complexes) tel que (A, ) est un point fize de (5.25)
pour un certain u # 0 dans L2 (Tuin, Teeuit) €st discret. A a un élément unique \* avec
la plus grande partie réelle: \* est réel et l’espace des fonctions p tel que (A*, u*) est
un point fize de (5.25), est unidimensionnel, engendré par une fonction positive u* et
Uespace unidimensionnel des fonctions v dans L? (Tmin, Tsewiy) qui satisfont Li.w = v

est engendré par la fonction strictement positive v*.
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Maintenant, on peut enoncer le résultat sur le spectre du générateur A.

Proposition 19 (i) Le spectre de A, o (A) est ponctuel. (i1) o (A) = A; (i1r) pour
tout A, Im (A — AI) est fermée dans X avec Ker(A— M) = e* @ Ker (I — L));
() pour A = X*, S = Im (A — A*I) a une codimension égale ¢ 1 dans X et donc

X=NaS5s.

Proof. On peut voir facilement que S, est compact et donc d’aprés le lemme 16,
A est dans l'ensemble résolvant si et seulement si (I — L) est inversible. De plus Ly

est compact, ce qui veut dire que
A€o (A) < Ker(I —Ly,) #0

et donc o (A) = A ou A est défini dans le théoréme 18. De plus si pour un y, # 0 avec
(I — Ly) xo = 0 alors x = e*x, vérifie (A — M) x = 0 et vice versa . Ce qui implique

que Ker (A — AI) 0 donc o (A) est ponctuel et
Ker(A— M) =eM® Ker(I — L).
Pour la deuxiéme partie de iii), on a d’apres 16
Eelm(A- M) <= £¢e€ Sy Im(I—Ly).

Donc Im (A — M) = S;'Im (I — L)) et puisque Sy est continu et Ly est compact
donc Im (I — L)) est fermé et par conséquent Im (A — AI) est fermé.

Pour (iv) d’aprés le théoréme 18 on a Im (I — Ly-) = {v*}"* et donc en utilisant
16 on a

Eelm(A—NT) < (S)-§,v") =0.
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Alors Im (A — A*I) est de codimension inférieure ou égale a un. Par ailleurs, Sy~ est
un opérateur positif et <S,\- (e’\'s,u*) ,v*> > 0. Ce qui veut dire que £ — (Sy-&,v*)
n’est pas identiquement nulle et donc codim (Im (A — X)) =1 et Ker(A— A1) N
Im (A — X*I) = {0}. Ce qui donne une décomposition de I’espace X = Im (A — \*I)®
N, ou N est un sous-espace de dimension finie. W

Par ailleurs, pour A dans 'ensemble résolvant, la solution associée a chaque £ est

donnée par :

x (s,z) = exp(A\s) (I — L)) ' Spé + /0 s exp [A (s — u)] € (u, z) du. (5.27)
Nous remarquons alors que dans S, (A — A*I) est une bijection de SN D(A) vers S et
donc (o (A)s)) € {ReX < A1} pour un certain A; < X*. En utilisant le théoréme de
Hille-Philips [80], on peut dire que A génére un semi-groupe dans S, Ts(t) qui peut
étre complété par un semi-groupe dans X, Ts, tel que :

Ts(t) (e/\'s’u,*) — e/\'(H—S)’u,*.

Le générateur infinitesimal de TVS est A, donc Tg =T et Ts = T|s. Donc S est invariant

par rapport a T'(t).

Relation du spectre du générateur infinitésimal et du semi groupe:

Nous voulons chercher le spectre du semi-groupe en fonction du spectre du génétrateur

infinitésimal. Pour cela on utilise une proposition donnée dans [7].

Definition 1 Soit U un opérateur fermé alors le spectre o (U) peut étre écrit sous

forme de laréunion de trois ensemble:
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ot 0, (U) est le spectre ponctuel :
o, (U) ={A/ (U— XI) nest pas injectif}
o, (U) est lespectre résiduel :
o (U)={\/ (U= X) est injectif et Im (U — X\I) n’est pas dense dans X}
o.(U) est le spectre continu :
0. (U)={N (U —A) est injectifetIm (U — A\I) # X et dense dans X.}
Proposition 20 [7] Nous avons

op(T(t)) C exp(top(4)),

o, (T(t)) C expl(to,(A)).

Donc, d’aprés la proposition 19 et 20 nous obtenons:
o [T = o [T (t)\s] -y (5.28)
Op [T (t)|5] c {z:]2| < C'e’\lt}, pour un A; < A%, (5.29)

Maintenant, on va chercher le spectre continu du semi-groupe. Si le semi-groupe T (t)

était compact pour ¢t grand, alors le spectre continu o. [T (t)] serait vide.

5.3.4 Propriétés du semi-groupe T ()

Dans cette partie nous allons prouver que, pour ¢ assez grand, le semi-groupe T (t) est
" quasicompact”, c’est & dire qu’il peut étre décomposé en une somme de deux opéra-

teurs. L’un est compact et 'autre est ”petit”, dans le sens ol son taux de croissance
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exponentielle est dominé par le taux de croissance exponetielle de la partie compacte.
De cette facon, nous pourrons montrer que la solution atteint asymptotiquement la
croissance exponentielle asynchrone.

Soit 'opérateur K : X — X défini par:

(KP)(t, $)—2/ fla,y Plt-To—Ti(y),yldy, PeX. (5.30)

Zmin

En appliquant 'operateur K deux fois on a:

(K?P) (t,2) = / Fla,y) (KP) |t — Ty — Ty () 3] dy

_uf fwy)/ Fly,2) (Pt —2T5 — Ty (4) ~ Ty (2) , 2] dz} dy.

Zmin Tmin

Proposition 21 Sous les hypothéses que la fonction f est bornée par rapport ¢ et
y et que
Tl +| (@] < +o0,
alors loperateur K? envoie les fonctions de L' dans l’ensemble des fonctions bornées:
K*: L' — L™

Proof. Ona

|(K?P) (t,2)| <4’ﬂ / |P [t —2T, — T (y) — T1 (2), z]| dzdy.

Zmin Zmin

En faisant, le changement de variable 7 = T} (y), suivant:

|(K*P) (¢, )|

e ——_

< (@) |Po|p =>Vt>0: K*Pe L™

IN
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Proposition 22 L operateur K? est compact de L™ a L.

Proof. On introduit un autre changement de variable:
T=t—2T2—Tl(y)—T1(Z)
z2=2

alors l'operateur K? peut s’écrire comme suit:

(K*P) (t,x)
5 t—2T»—T1(2)-Ti(Z)
= 4/ / 9 (z, Ty [t -2 =Ty (2) — 7], 2) ...
Ty —Ty(2) =T (min)

P (r,2) ‘(Tl_l)l [t—2T, — T (z) — T]‘ drdz.
g(av,Tl_1 [t — 2T, — T (z) — 7], 2) =f(m,T1_1 [t —2T% - T1 (2) — 7]) f(Tfl [t -2 — T (2) — 7]

La fonction ¢ est dans L' et elle peut étre approximée par une suite de fonctions
{gn (z,9,2)},en , continues en ses variables.
Notonspar G, 'operateur associé a ses fonctions continues:

(GnP) (¢, 2)

. t212-Thi(2)-Ti(®)
T
= 4/ / Gn (a;’Tl—l [t—2T2—T1 (z)—T],z),,,
Fmin t—2T5 ~T1 (2)~T1 (Tmin)

P(r,2) I(Tfl)’ [t—2T, — Th (2) — T]b drdz.
On peut alors énoncer le lemme suivant:

Lemma 23 L’opérateur G, est compact de L™ & C([2p,T]| X [Zmin, Z]), T > 2p.
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nm

Proof. Puisque g, est continue, alors G,, envoie les ensembles bornés de L*> dans
des ensembles uniformément bornés et équicontinus de C ([A, B] X [Zmin, Z]). Done,
en appliquant le théoréme d’Arzela-Ascoli , on conclut que G,, envoie les ensembles
bornés de L>™ dans des ensembles relativement compacts de C ([A, B] X [Zmin, £]), ce
qui prouve que G, est compact. L’intervalle [A, B] a été choisi tel que t est assez

grand pour éviter n’importe quel retard, tel que:

A = 2

B

AV

2p.

L’opérateur G,, est compact de L™ & L*.

Si on fait tendre n vers I'infini, on conclut que la suite des opérateurs {Gnr},cn

converge vers K2 selon la norme d’opérateur:

||I{2 - Gn”C(Ll,Loo) < ”g - gn||L1 n:;o 0.

Donc, K? est compact de L® 4 L'. W
Concidérons K* qui est un opérateur de L!. On sait que K? sont des opérateurs
de L' dans L™ et une autre application compact de K? envoie L dans L'. Donc on

a:
Proposition 24 L opérateur K*, definit comme:

(K'P)2) =1 [ Flow) [ Flus) {(KPlt—2=Ti() - T: () el de}hdy

est compact de L' vers L*.
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Revenons maintenant a ’équation entiére en P.
Pour t > 2p, on peut écrire P (t,z) sous cette forme:

Pite) = 4 Flaw / Fly,2) (Pt — 2T — Ty (y) — T1 (), 2] d=} dy +

Tmin min

Tseuil Tseuil
4 / Floy) / Flu2) (Pt = 2T — Toyn — T (2) , 2] d=} dy.
Pour t > 4p, on a:

Pte) = 16 Jley { /f(y> [ /f(uo [ e

Tmin Tmin

....... [P(t— 4Ty - Ty (y) — T1 (2) — Ty (w) — Ty (k) , k) dk) dw] dz} dy +

s { [ o [ o [ e

....... [P (t — 4Ty — Tomin — Ty (2) — Ty (w) — Ty (k) , k) dk] dw) dz} dy

ou le premier terme a droite est compact.

En prenant en compte que T, vérifie la propertié (H7.2) et la fonction fest telle que
f vérifie les deux hypothéses (Hf4) — (H;7), on décompose 'intervalle (Zmin, Zseuit)
en l'union de (Zyin, &) et (£, Tsewsr) dans la deuxiéme intégrale du deuxiéme terme a
droite. On obtient encore une partie compacte qui correspond a l'intervalle d’intégration
(Tmin, Z) et I'autre qui n’est pas compacte correspondant a l'intervalle d’integration
(2, Tseuit)-

A la fin, on peut écrire P (t — 4T — Toin — T1 (2) — T1 (w) — T1 (k) , k), pour t >
4p+ (T + Tryin), sous la forme intégrale comme précédemment.

Maintenant, pour t > 5p + n (T2 + Tiuin) on obtient alors:

P(t,z) =P(t,z)+ P(tx),
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ou 'opérateur Py, — P est compact et P (t,z) est donné par:

Pta) = 2 [ F @) F (4 22) o F (2o 20)
(jvzseuil)nX(Iminyzseuil)
P(t—2nTy —2(n— 1) Tin — T1 (20) , 20) d2p...dzydy.  (5.31)

Définissons les deux opéraeurs G et L par:

(G(t)R)(s,2) = P(t+s,2)

(L(t)P) (s,z) = P(t+s,x)

Nous avons montré que G (t) : X — X est bien compact. Il reste a étudier les
propriétés de 'opérateur L (t) .

Enongons alors le résultat dans la proposition suivante:

Proposition 25 Supposon que T, vérifie 'hypothése suivante:
36’ > 0 tel que |T. (z)] > €' Yz € [Tmin, T

et que la fonction f vérifie la propriété (Hs7). Alors, il existe ¢ > 0, C > 0
tel que pour t assez large T (t) = G(t) + L(t) ou G(t) est compact et ||L(t)]| <

Cexp[(A" —e)t].

Proof. La preuve est obtenue en comparant les opérateurs Ly (définit dans (5.25))

et L(t). On introduit Popérateur £ définit par

Eu(ar)=2/(A })f(x,y)u(y)dy,

dans Pespace L' (|, Tseuit])-
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En termes de £ 'équation (5.31) devient:

B(t,z) =L ({/ F2) Pt —2nTy —2(n—1) T — T (2) , 2) dz}) (z),

min

ce qui implique que

IL®) ellx < CHL™ N L1ge e 19l x (5-32)

pour 4p +n (Tmin + T2) S t S 5p +n (Tm'm + T2) .

Pour estimer la quantité [|£"| il faut estimer le rayon spectral r de

ijaeuil [) ’

Popérateur L.

En utilisant P'expression de Ly (5.25) et le théoréme 18 on a:
Ly* (z) < exp (Twin + T2) A") (Lap” (z)) = exp (Toin + T2) A) p* (2) -

Lemma 26 [14] Soit X un espace de Banach et I un espace convexe fermé dans X

et soit L : X — X un opérateur linéaire borné tel que LI C I et Lj; est compact.
Soit v (L) défini par:
1
rr (L) = lim [|L*|}
n—+00
positif alors il existe p € I/{0} tel que:
Lp=ri(L)p.

En utilisant ce dernier lemme et 18 pour 'opérateur £ on obtient alors

L:Zivzseuil)v = TI (L) /U’

ot L* est l'opérateur adjoint. Ce qui donne:

rr (L) (v, p*) = <£E‘£,Iseu“)v, p*> = <1), E(i,zseu“),u*> < exp ((Twmin + T2) A") p* () .
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Donce

11 (£) < oxp (Tin + Ta) ). (5.33)

On a Uinégalité (5.32) quand t est de Uordre de n(Tmin + T3), pour t grand alors

|L (t)||% est équivalent a ||L (t)H"(Tmii”ﬂ. De plus en utilisant (5.33) on a:
1

L7 = (r (£)) T < exp (A).

En revenant a (5.32), on conclut qu’il existee > 0, tel que | L (t)|| < Cexp[(\* —¢)t].

On a donc prouvé que T (t) est bien quasicompact.

Lemma 27 [3] Supposons que M = K + J, un opérateur linéaire, est la somme d’un

opérateur compact K et un opérateur borné J alors
oc (M) C{z:|z[ < |J]}.

Grace au lemme 27 et de la proposition 25, nous concluons que le spectre continu

du semi-groupe 7' (t) satisfait, pour ¢ grand, la propriété suivante:
o [T ()] C{z:]z] < Cexp[(A* —¢€)t]}.

La méme propriété est vérifiée par o, [T (t)| s]- De plus, en ajoutant les relations

(5.28) et (5.29), on obtient:
o [T (t)|s] c {z: 2] < CeMt}, (5.34)

pour un A; < \* et C indépendent de ¢, pour ¢ grand.



126

Comportement asymptotique de la solution de (5.18) La croissance asymp-
totique du semi-groupe T (t) peut étre mieux concidéré en utilisant le taux de crois-

sance exponentielle

Log ||T (t
o i Lo IT O

t—o0 t

En prenant en compte la défintition de wg, nous obtenons que pour tout n > 0, il

existe C > 0 tel que

1T ()| < Cexp [(wo +n)1]. (5.35)

Le rayon spectral de T (t) est donné en terme de wy par la relation suivante:
r [T ()] < exp (wot), (5.36)

qu’on utilise pour estimer wy.

Mt et donc & partir de

D’apres (5.34) le rayon spectral de T’ (t)| s est plus petit que e
(5.36) nous concluons que wy [T (t)ls] < ;. Utilisant (5.35), on trouve alors C' > 0,
e > 0 tel que:

[Ty < Coxolir = o)1)

Revenant a ’équation principale (5.18) et soit P une solution de (5.18), avec Py € X
comme étant une donnée initiale. Projetant F sur NV et S, nous pouvons alors I’écrire

comine suit:

Po=Cexp(Ns)u* (z) +6(s,z)

et

T({t)Po=Cexp(A"(t+s))p"(z) +T ()0
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D’autre part, nous avons HT (t)s \\ = 0 (") et donc la solution de (5.18) est telle

que
P(t,z) — C'exp(A"t)u*(z) = olexp(A*t)], t — o0.
De plus, si C' = 0, cela veut dire que P, et P; restent dans S, pour ¢ > 0 et puisque

F; € S si et seulement si (Sy+F;,v*) = 0, alors ¢a implique que P; change de signe.

Donc, si Py > 0 alors C' > 0.

Caractérisation de 1’état stationnaire

Le résultat principal de cette partie est résumé dans le théoréme suivant qui donne

le résultat sur le comportement asymptotique de la solution deb.18 :

Theorem 28 [3] Supposons que f et T, vérifient les hypothéses ((Hs1) — (H;T)) et
((Hr,1), (Hr.2)) respectivement, alors si P > 0 est la solution de (5.18) pourt > to
avec le support de Py (0,-) dans [Tuin, Tsewit] , il existe une constante C' > 0, un \*

positif et une fonction continue p* tel que:

pr(z) > 0, x <& < Zgenil,

}L* ($) = 0’ T S I or Z T seuil »

avec:

P(t,z) — C'exp(A*t)p*(x) = o [exp(A*t)], quand t — oo.

Remark 5 Au point de vue biologique, il est naturel qu’on ait un support borné de

zéro et de linfini. Ceci explique pourquot on s’interesse & des solutions de ce type.
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5.4 Conclusion

Nous avons abordé le probléme d’évolution (5.19) par la méthode des semi-groupes
basée sur les travaux de Arino et al. [3]. L’étude du spectre du générateur corre-
spondant au semi-groupe associé a I’équation intégrale (5.18) n’était pas suffisante
pour préciser le sepctre du semi-groupe lui méme. En effet, le semi-groupe n’est pas
compact et donc le théoréme du spectre n’est pas applicable [7]. En revanche, les
propriétés du générateur nous a permis de calculer le spectre ponctuel et résiduel du
semi-groupe. Quant au spectre continu, nous ’avons obtenu & partir de la démon-
stration de la quasicompacité du semigroupe qui nous a donné une décomposition
du semi-groupe en un opérateur compact et un opérateur informant sur le spectre
continu. Ainsi, nous avons obtenu toutes les informations sur le spectre. Ce qui nous
a permis de conclure sur le comportement asymptotique de la solution.

Par ailleurs, au point de vue biologique, avant de procéder au comptage des cellules
par le cytométre, I'expérimentateur attend en général que la population atteigne un
degré de développement suffisant pour étre indépendant de la population initiale :
c’est ce qu’on appelle par 1’état asynchrone, dont les caractéristiques (proportions de
cellules dans les phases) sont propres & chaque souche de cellules. En termes math-
ématiques, I’état asynchrone est celui vers lequel convergent les solutions quand le
temps devient trés grand. Le probléme posé ici est ’étude du systéme dynamique
associé a I’équation intégrale (5.18) . Il est donc important de s’assurer que ce modéle
nous permet d’arriver, a partir d’'une population souche, a une distribution limite
quasiment indépendante de la population de départ. C’est ce qui a été donné dans le

théoréme 28.



Partie IV

Modélisation informatique
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Chapitre 6

Simulateur de la division cellulaire

6.1 Introduction

Loin d’étre un substitut a I’expérience, la simulation informatique est devenue im-
portante pour choisir qu’elle est 'expérience qui convient le mieux pour obtenir le
résultat voulu. Dans certains domaines, les expériences deviennent de plus en plus
coliteuses. La simulation permet un gain de temps et une économie en réduisant
le nombre d’expériences & mener [59]. On peut parler désormais d’expérimentation
virtuelle.

La conception de simulation met en jeu deux acteurs: I’expert du domaine, s’appuyant
sur un modeéle du domaine et fournissant des spécifications sur le phénomeéne & simuler
et I'informaticien, chargé de fournir une solution opérationnelle qui se base donc sur
un modele informatique opérationnel. Toutefois la nécessité d’introduire un troisiéme
rdle, le modélisateur, semble obligatoire, tant ’écart entre thématicien et informati-
cien est important.

131
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Un bon modéle doit étre prédictif, c’est-a-dire qu’il doit permettre de prévoir dans
une certaine mesure le résultat d’'une expérience. Cette prédictibilité peut avoir un
caractére qualitatif ou quantitatif selon le modéle et ce qu’il peut prévoir comme

comportement ou ce qu’il permet de prédire.

6.2 Modéle individus centrés (IBM)

La modélisation des populations vivantes fait appel a deux types de modéles. Les pre-
miers, modeles de distribution, sont des modeles globaux décrivant des populations.
Ils sont essentiellement fondés sur des équations mathématiques. Les seconds, mod-
éles de configuration, se concentrent sur la description des individus pour expliquer
un phénomene global et sont appelés modeéles individus centrés (IBM). Les IBM sont
des modeles basés sur les conséquences globales des interactions locales des membres
d’une population.

Les premiers modéles individus centrés (IBM) ont été développés a la fin des années
80 pour I’étude de certains phénomeénes écologiques [25]. Le point central de ces mod-
éles est de considérer les individus distincts ou groupés dans des cohortes d’individus
semblables, tandis que les modéles de population ne tiennent pas compte des dif-
férences entre les individus. Dans les IBM, les caractéristiques de chaque individu
sont suivies au cours du temps contrairement a la modélisation des charactéristiques
de la population ol on est ramené 4 une moyenne de la population totale. Par ailleurs,
le principe des IBM est d’éviter la complexité de phénoménes macroscopiques et les

faire paraitre comme un résultat de comportements individuels simples.
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De nombreux travaux ont vu le jour cette derniére décennie pour faire le bilan de
I'apport scientifique des modeles individus centrés [41]. Ces auteurs arguent qu’il y a
deux raisons de développer cette approche: d’abord, la nécessité de tenir compte de
I'individu en raison de son unicité génétique et biologique et en second lieu, du fait
que les interactions de chaque individu sont locales. Les écologistes et les biologistes
ont utilisé les IBM dans le but de présenter la notion d’individu pour comprendre le
role de I’hétérogénéité, I’auto-organisation spatiale, I'influence de I’individu sur le col-
lectif et inversement ou encore le phenoméne d’aggrégation. En effet, ces phénomeénes
sont & la fois compliqués et complexes et par conséquent c’est difficile de pouvoir
les formaliser au niveau macroscopique et puis prévoir et expliquer le comportement

global.

La formulation d’un modeéle individu-centré consiste & définir des regles régissant
les comportements individuels des individus. Ces comportments peuvent etre ex-
primés sous forme de fonctions (continues ou discrétes, et éventuellement stochas-
tiques,équations différentielles...), des variables caractérisant chaque individu ainsi
que son environnement local (distribution spaciale, voisinage). Par ailleurs, la simu-
lation par les systémes multi-agents peut étre utilisée pour formaliser et simuler les

IBM.

6.3 Systéme multi-agents (SMA)

La conception d’un outil de simulation peut se décrire en deux passages principaux:
lz passage du modeéle de domaine (construit par I'expert sous forme variée avec un

langage naturel: intéractions moléculaires, comportement d’individus...) au modéle
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de conception construit par le modélisateur (équations différentielles, lois de probabil-
ités...) et le passage du modeéle de conception au modele d'implémentation (construit
par 'informaticien sous forme algorithmique).
L’approche par simulation multi-agents consiste & simuler un systéme réel par une
collections d’agents en intéraction. Chaque agent peut étre alors un individu, un
groupe d’individus ou une partie de ’environnement du monde réel simulé. Chaque
agent a un comportement qui se modifie au cours du temps et dans I'espace et va
modifier le monde qui 'entoure [105]. Un agent est une entité informatique, situé
dans un environnement, capable de réaliser de facon autonome des actions pour at-
teindre ces objectifs [48], interagit avec d’autres agents, participe & la modification
de son environnement [47].
Le simulateur multi-agents permet de représenter les processus de prise de décision
des acteurs pour, en résultat, similer le fonctionnement d’un espace (univers artificiel).
La modélisation passe par deux phases distinctes:

- La création d’un univers artificiel composé d’un espace et des différents agents
qui interagiront dans cet espace.

- La représentation de la dynamique de la ressource et des processus de prise de
décision.

A Torigine, ’espace est considéré comme une surface de support. Pour les IBM,
’espace peut avoir deux structures:

- Discret: 1l est fragmenté par un ensemble de cases, le plus souvent des carrés,
entre lesquels sont établis des lieux de voisinage (grille réguliére, réseau réticulé ou

autres). Chaque individu peut occuper une case de I’espace.
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- Continu: contrairement au discret, I’espace continu n’est pas divisé en cases et

les individus peuvent occuper chaque point de ’espace.

6.4 Le modéle du simulateur

Dans ce chapitre, nous présentons un IBM de la croissance et la division de cellules
mises en culture (in vitro). La capacité de cette approche est de relier les proprietés
des cellules (entités microscopiques) aux propriétés de la population cellulaire (sys-
téme macroscopique). Une caractéristique importante des IBM est qu'ils n’indiquent
aucune loi globale telle que la croissance exponentielle de la population. Par ailleurs,
si par exemple la croissance exponentielle émerge alors c’est un résultat de la prise
en compte du milieu ot les cellules croissent et le métabolisme de chaque cellule. Le
modele présente 'organisation spatiale de la dynamique de la croissance et la division
de cellules. Une interface mise en évidence nous permet la visualisation en 2D de nos

expériences virtuelles sur la population cellulaire.

6.4.1 Modélisation informatique des populations cellulaires

De nombreux chercheurs s’intéressent aujourd’hui & la modélisation informatique de
la division et la croissance des cellules. A ce propos, les simulations multi-agents sont
intérésantes & beaucoup d’égards puisqu’elles permettent d’intégrer des parameétres
discrets et continus, de faire co-agir plusieurs processus et d’articuler plusieurs niveaux
d’analyse. Elles semblent un outil possédant de fortes potentialités pour étudierer les

phénomenes réels.

Modéles de représentation des cellules
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Chaque cellule est unique. Son comportement et sa biologie résultent d’une combi-
naison unique entre son patrimoine génétique et les influences de son environnement.
Par ailleurs, les intéractions sont locales ainsi la cellule ne sera affecté que par des
individus qui se situent dans son voisinage spatio-temporel.

La représentation des modéles IBM sur une interface en 2D ou 3D utilisant les multi-
agents permet de suivre les changements de 1’évolution de la population, dans I’espace
et le temps, et éventuellement de tester plusieurs sénarios en changeant les parametres
du modeéle. De plus, Ces représentations en 2D ou 3D de la croissance des cellules
permet de placer les cellules dans leur contexte et modéliser les relations sociologiques
des cellules entre elles [64].

Morel [69] a construit un modeéle du tissu épithélial en 2 D. Son approche se base sur
le pavage de ’espace selon la partition de Voronoi et les cellules sont représentées par
des polygones. Son modéle combine entre une représentation spatiale des cellules en
2D par le graphe de Voronoi et un modeéle de vie cellulaire (Figure 6.1). En revanche,
le modéle de Morel ne prend pas en compte la croissance de la biomasse ou le volume
de la cellule et les durées du cycle cellulaire sont tirées au hasard pour chaque cellule

dans un intervalle approximant le minimum et le maximum de la durée d’un cycle.
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Figure 6.1 : représentation de la division d’une cellule en deux cellules filles

par le graphe de Voronot dans le modele de Morel.

Dans [86], Savchenko propose un modéle représentant une colonnie de cellules
de mammiferes représentée comme étant des particules déformables en contact, i.e.
qu'elles peuvent avoir des formes arbitraires définies par des fonctions f(z,y, z) con-

tinues avec des coordonnées cartésiennes tel qu'un élipsoide

flz,y,2) =1—(z/a)* — (y/b)* — (z/c)? + bruit(z,y, z), a > 0,b > 0.

Les cellules & la base sont des élépsoides parfaits et en se divisant elles peuvent se

chevaucher et donc se déformer (Figure 6.2).

Figure 6.2 : représentation de Savchenko
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Smallwood et al. [93] [94] se sont intéressé particuliérement aux interactions entre
les cellules pour former un tissu. Ils a considéré que chaque cellule est un agent
qui peut communiquer avec les autres agents. A chaque pas de temps la cellule
est intérrogée sur son état (position du cycle cellulaire, nombre de cellules voisines,
concentration de calcium dans le milieu...) puis un certain nombre de régles établies
sur le comportement de la cellule est executé et la cellule change son état. C’est un
modeéle en 3D représentant les cellules de 'épithélium modélisant les interactions de
prolifération, de différentiation, de cellule-cellule et de cellule-substrat.

D’autre auteurs se sont intéressés a la croissance et la division des bactéries [15]
[55] [56]. Le projet ”Bacsim” [55] a été développé pour simuler la croissance et le
comportement des bactéries. Le programme orienté objet Bacsim est une extension
du simulateur Gecko qui représente un modéle de dynamique d’écosystémes (foréts,
plantes...). Ce modéle prend en considération des fonctions propres aux bactéries
(croissance, substrat, division des bactéries, mort des bactéries). On donnera un

apercu sur Gecko et Bacsim plus loin.

Dans notre travail, on s’est basé principalement sur le simulateur ”Bacsim”. On

a adapté notre modeéle a leur approche.
Le modéle comprend plusieurs niveaux:

i) Cellule: ce niveau comprend la croissance moléculaire, la croissance du volume

de la cellule et le contréle de la durée du cycle cellulaire.

ii) Cellule/environnement: le milieu de culture contribue directement & la crois-

sance de la cellule.
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iii) Cellule/cellule: chaque cellule connait ces voisines, les distances entre elles et
ses voisines et les espaces vides (s'il y en a).

Ainsi, chaque cellule doit suivre les étapes suivantes établies dans le similateur:

croitre en volume, mettre a jour les positions des cellules (coordonnées dans le repere

du simulateur), pousser les voisines et enfin se diviser.

6.4.2 Modéle IBM

Le modele décrit la croissance et la division cellulaire. 1l est basé principalement sur
’évolution du volume(biomasse) de la cellule individuelle. Le modéle choisi s’appuie
sur le modele de Graiia et Acerenza [40]. Naturellement, la cellule est un systéme tres
compliqué. En revanche, le modéle proposé prend en compte uniquement les éléments
nécessaires pour la structure de la cellule.

Nous considérons que la cellule est constituée de deux types de molécules: des
molécules qui controlent la durée du cycle cellulaire jusqu’a la division (gestion du
temps) appelées ”molécules du signal” et notées par s (quantité dans la cellule) et des
molécules qui contribuent & la croissance de la biomasse (volume) et qui également
contribuent & la formation des molécules du signal. Nous appellons ces molécules

"molécules du nutriment intérieur” notées par n (quantité dans la cellule).

Les nutriments

La variation des nutriments dans la cellule fait intervenir de multiples reactions
biochimiques trés compliquées. Cependant, on résume cette variation en utilisant

des taux de croissance et de dégradation dans le modéle. La croissance des nutri-
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ments est du au milieu nutitif extérieur i.e au substrat. La cellule est séparée de
son environement par la membrane cellulaire donc ces molecules ne passent que par
la surface de la cellule et leur quantité entrant dans la cellule est limitée. Par con-
séquent, on peut considérer que la concentration totale des molecules dans la cellule
durant le cycle cellulaire est constante (noté par C) et la croissance des molecules
entrant est proportionnelle & la surface (notée par a). D’autre part ces molecules se
transforment en biomasse (ou en volume).

Donc, ’équation des nutriments est donnée par ’équation différentielle suivante:

d E
"k

E = clma - k'dl’l) (61)

ou k., est le taux d’absorption du substrat pour la croissance des nutriments a
l'intérieur de la cellule. k4, est le taux de transformation des nutriments en vol-
ume. E est la quantité des substances nutritives dans le milieu extérieur (substrat) et
K est la capacité limite de ce milieu. Par ailleurs, dans ce modéle, nous considérons
que la cellule a la forme d’une sphére. Par conséquent on peut calculer la surface a

de la cellule en fonction de son volume v.

Le volume

Durant le cycle cellulaire, les cellules changent leur taille et ont des tailles différentes.
La plupart des cellules mesuerent entre 10pm (des micromeétres) et 100um de diamétre
(bien que certains, tels que des cellules nerveuses peuvent étre trés longues mais trés
minces). La croissance du volume de la cellule est proportionnelle aux nombre de

molecules a I'intérieur de la cellule. Par ailleurs, les molecules constituant la biomasse
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peuvent étre dégradées par différents processus biochimiques et donc la variation du

volume de la cellule est donné par I’équation différentielle suivante

dv _k
d C
ou k., est le taux de croissance du volume et k4, le taux de dégradation.
Sl n'y a plus de substrat alors la cellule ne peut plus se nourrir et elle peut rétrécir
de son volume. Dans notre étude, nous n’avons pas pris en compte cette hypothése

1ais nous avons considéré que dans le cas ou il y a peu de nutriments (substrat) alors

le volume de la cellule s’arréte de croitre et maintient son volume final.

Le signal

Une proportion faible de molecules est constituiée des molecules du signal. En re-
vanche, leur quantité est importante pour commencer la synthése de ’ADN dans la
cellule. Aprés qu'une cellule fille soit créée par le processus de division, I'interphase
cébute. La cellule croit jusqu’a un certain moment et provoque la synthése de ’ADN.
Cette étape est controlée par le temps appelé ”temps adulte” noté par (¢,). Par
ailleurs, la durée a partir de la synthése de ’ADN jusqu’au moment de la division est
fixe, noté par T.

On donne ’équation des molécules du signal par I’équation suivante:

ds

— = kegn — kgys (6.3)

avec k., est le taux de croissance et k4, est le taux de dégradation.

Contrairement & Bacsim o il suppose que la division cellulaire s’efectue au moment
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ou la cellule atteint un certain volume dans notre modéle la division est gérée par le
temps. La durée du cycle cellulaire est alors égale a t, + T ou t, est variable. Aprés
que ce temps la s’écoule, la cellule peut se diviser en deux cellule filles qui n’ont pas

toujours la méme taille.

L’espace et le réarrangement spatial:

L’espace considérré est un espace continu ou les cellules peuvent se déplacer et se
propager dans n’importe quel point de cet espace. 1l est constitué du substrat et
I’espace de la croissance de la population.

Pour 'organisation spatiale, on utilise une base de régles pour spécifier le comporte-
ment des cellules décrivant I'espace. Le concept de voisin ou de voisinage est difficile
a établir. Afin de simuler le réarangement des cellules au sein du tissu ou la colonie,
nous avons utilisé 'hypothese établie par Kreft dans Bacsim [55].

La propagation du volume de la cellule est simulé par la fonction de croissance du
volume (6.2) mais tout en respectant une distance minimale avec les voisines. Dans
Bacsim, chaque cellule a évidemment une position i.e. des coordonnées dans |’espace.
D’autre part, la disposition de la cellule au milieu de la population doit étre réor-
ganisée a chaque pas de temps et poussent ces voisines si elle peuvent se chevaucher.
Nous calculons la somme des vecteurs de chevauchement avec les voisines et ensuite
la position de la cellule est décalée dans la direction opposée de ce vecteur. Le rayon

de chevauchement, R est donné par:

R=k(re+r,) +d (6.4)
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ou r. est le rayon de la cellule de volume v,

3/ 3,
Te = ,
4

et r, est le rayon de la cellule voisine de volume v,

" _33'Un
"V 4n’

a est la distance euclidienne entre les deux centres et k est un coefficient pour ajuster

la distance minimale entre les cellules et éviter le chevauchement [55]. Lors de la
civision de la cellule, la cellule mére se divise en deux cellules filles. La cellule mére
r’existe plus, deux filles se créent (les les tailles des cellules filles sont toujours plus
petites que celle de la mére) et s’organonisent dans 1'espace en poussant les voisines

comme les autres cellules.

6.4.3 Algorithme du simulateur

Les cellules sont considérées comme des agents qui sont capables de décider eux mémes
leurs actions a partir de la perception locale de leur environnement, selon des régles de
comportements. Le modeéle individu-centré que nous proposons de construire s’appuie
sur le simulateur Bacsim, basé lui méme sur la plate-forme Gecko [15]. Pour mieux

illustrer le modele, on présente ’espace de simulation dans le schéma suivant:

(Gecko et Bacsim

Gecko est un simulateur d’'un modéle individu-centré qui permet de simuler des dy-

namiques d’écosystémes. Les agents sont représentés par des spheéres, ils peuvent se
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Figure 6.1: Figure 6.3: Le simulateur DivCellSim
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déplacer, grossir ou diminuer de volume et des comportements compétitifs sont mis
en place pour le partage de ressources nutritives. Des classes spécifiques pour des
végétaux, herbivores et carnivores sont définies [15]. Gecko a été également utilisé au
raonde de la microbiologie. BacSim [56] est un IBM des populations bactériennes. Le
simulateur de Bacsim est une extension de Gecko, pour modéliser la croissance des

bactéries en particulier les colonies des bactéries E-coli et 1'organisation du biofilm.
DivCellSim

Notre simulateur s’appelle ”DivCellSim”. Pour le lancement de notre simulateur, on
commence par un nombre N de cellules représentées sous forme de cercles dispersées
au début sur un plan et sur la méme ligne de ’espace qu’on appelle substrat. Chaque
cellule a sa position affectée au centre du cercle, a ses propres coordonnées dans
I'espace et doit suivre les étapes suivantes: croissance selon 1’équation du volume (6.2),
mise & jour des positions (les coordonnées des cellules dans le repére du simulateur),
réarrangement des voisines pour éviter le chevauchement selon ’approche de Bacsim
et enfin la division en deux cellules filles (quand la cellule atteint I’age dedivision

donné par t, + T).

6.4.4 L’interface graphique du simulateur

Nous utilisons une interface pour présenter le simulateur qui permet de tester plusieurs
scénarios et visualiser en temps réel le comportement de la croissance et la division
des cellules.
Cette interface (Figure 6.4) se compose d’une fenétre principale o nous avons:
1) Un panneau de commandes avec des boutons. Certains de ces boutons peuvent

ouvrir une petite fenétre ou on peut changer certains parameétres ou annuler leur
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fonction :

e i) boutons de controle: bouton ”simulation” pour changer le temps de sim-
ulation et le pas de temps de visualisation, bouton ”pause” pour arréter la
simulation, bouton ”continuer” pour reprendre la simulation si elle est arrétée,
bouton ”recommencer” pour réinitialiser et recommencer la simulation dés le
début si on a changé certains parameétres et bouton ”sortir” pour quitter la

simulation.

e ii) boutons du modéle: un bouton ”parametre” affecté aux parameétres du mod-
éle tel que le nombre de cellules initiale, taux d’absorption k., , paramétre lié au

substrat F... et nous pouvons ajouter autant de parameétres que 1'on veuille.

2) fenétre de simulation: elle permet de visualiser & chaque instant 1'évolution de
la population des cellules représentées comme des cercles.

3) Un panneau de légende ot on met le compteur de temps et la légende ” cellules”
en rouge.

A coté de cette fenétre principale on peut visualiser deux fenétres représentant les
courbes de I’évolution de la population i.e le nombre des cellules au cours du temps

et la biomasse totale.
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¢ DivCellSim Al=13

< Parameétres

Figure 6.4: Interface du simulateur DivCellSim et les boites des boutons .
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6.5 Reésultats

Les résultats présentés dans ce chapitre constituent une synthése des expériences
menées A I’aide du simulateur de 'IBM présenté sur le comportement de la population
de cellules. L’objectif est d’étudier la dynamique qu’on observe au niveau de la
population & partir du comportement modélisé au niveau d’une cellule. Nous avons
étudié plusieurs scénarios sur le comportement du systéme et nous avons également
observé la maniére dont ces grandeurs variaient d’une simulation & I'autre, pour les
mémes valeurs des parameétres.

Ci dessous nous présentons une capture d’écran de la simulation aprés un temps égal

4 6080 (le pas de temps correspond & une minute).

6.5.1 dynamique de la population

Comme observé dans les expériences in vitro (les cellules en culture), la dynamique
de la population cellulaire émergeante du modéle IBM comprend trois phases: une
premiére phase de croissance exponentielle, une phase trés courte de ralentissement
de la croissance et une phase o le nombre de cellules tend vers un plateau. Le
ralentissement et le convergence vers un plateau observés en culture peuvent étre liés
a la limitation de I'espace, des nutriments disponibles ou ’atteinte d’une limite du
nombre de division par les cellules (limite de Hayflick). Le méme résultat est observé

dans notre simulation (Figure 6.6).
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Popylatian

Figure 6.6 : graphique de I'évolution de la population cellulaire, N=10  (6.5)

Le temps mis pour atteindre I’équilibre a été obtenu en faisant plusieurs sim-
ulations pour chaque scénarios. Nous remarquons également que 1’évolution de la
population est bien une populations asynchrone (c’est a dire que les cellules ne se
divisent pas en méme temps).

Les graphiques figures 6.7 et figure 6.8 représentent 'influence des parameétres de

I'IBM sur la croissance de la population et le temps de stabilisation.
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e

Figure 6.9 :capture d’écran aprés un certain temps de simulation
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Effet du taux d’absorption &,

Dans la figure 6.7, nous analysons 'influence du parameétre k., pour un nombre initial
N de cellules. Nous observons que pour un taux d’absorption du substrat au niveau
de la cellule élevé la population peut évoluer plus rapidement qu’un taux d’absorption
bas mais la différence n’est pas trés importante. Ceci est peut étre du a 'effet lent
du temps de déclenchement de ’ADN et par conséquent le temps de division qui est

géré par ’équation (6.3).

Populetion

paur kel=N1N5 pour kel=0.1

Figure 6.7 : Effet du taux d’absorption sur la population

Effet du substrat

Un autre scénario a été testé concernant la ressource nutritive qui est le substrat.
Le parameétre indiquant l'effet du substrat sur la cellule est E. En faisant varier
ce parameétre, on remarque que plus F est élevé plus le taux de croissance de la
population est grand jusqu’a la stabilisation (Figure 6.8) mais un certain moment la
différence de la croissance n’est plus significative et on peut expliquer ceci du fait que

méme si la quantité du substrat est élevée, la cellule n’absorbe pas beaucoup plus
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qu’elle n’en a besoin et plus qu’elle ne peut en faire penétrer & travers sa surface.

Papulating m | Popula icn

pour E=3 peur E=10

Figure 6.8 : Effet du parametre E sur la population.

6.6 Conclusion

Le simulateur nous a permis de reconstituer un tissu cellulaire virtuel & partir de cel-
lules dispersées initialement au hasard sur le substrat. Chaque cellule est considérée
comme un agent autonome exécutant un ensemble de régles pour croitre, se diviser
et s'organiser dans l'espace avec les autres cellules. Les simulations apportent une
meilleure compréhension du comportement des cellules entre elles et les cellules avec
leur environnement.

Par ailleurs, Le modéle suppose que les mémes molécules qui stimulent la croissance
volumique de la cellule stimulent également les molécules qui commandent le temps
de division. Ce qui permet, & la croissance de la cellule et sa division en deux cellules,
d’étre en harmonie.

Nous remarquons que méme si le modéle est simple et que les régles gérant le cy-
cle cellulaire, les interactions cellule/cellule et cellule/environnement ne sont pas trés

développées, nous avons pu reproduire certains scénarios qui sont plus ou moins com-
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patibles avec les observations expérimentales. Nous remarquons également que les
cellules petit a petit forment une colonie et la population suit bien une croissance
exponentielle avant de se stabiliser. Nous avons testé certains parameétres de I'IBM
pour voir leur effet sur la population tel que le taux d’absorption des nutriments de
Penvironnement extérieur vers l'intérieur de la cellule a travers sa surface.

e genre de modele permettra peut étre d’explorer des phénomeénes de déréglement
dans un tissu & partir d’un outil de modélisation et de simulation de la vie cellulaire
et de comprendre la variété des comportements collectifs qui peuvent résulter d’un
jeu des lois locales des cellules.

Nous pouvons penser a étendre le modéle en introduisant des interactions beaucoup
plus complexes par exemple I’évolution des protéines ou des génes dans le cycle cel-
lulaire reliant le niveau des molécules au comportement et la formation des tissus
au lieu d’utiliser une seule équation qui représente la croissance de I’ensemble des
rnolécules . Nous pouvons également penser & une meilleure présentation du modeéle
par une interface en 3D ou encore introduire plusieurs types de cellules et tester des
expériences qui s’approchent du comportement des populations cellulaires in vitro
ou in vivo ou encore voir l'effet de propagation de cellules cancéreuses dans un tissu
sain. Nous espérons également explorer les relations qui existent entre les fonctions

des cellules et la structure de leur environnement.
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Conclusion générale
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Ce travail rentre dans le cadre de la modélisation pour aborder un processus
biologique possédant plusieurs niveaux d’organisation: moléculaire, cellulaire et tis-
sulaire. Trois points de recherche ont été développés a travers ce travail: une analyse
de données, une modélisation mathématique et une modélisation informatique.

Le premier point nous a permis de reconstituer le profil au cours du temps d’une sub-
stance importante pour la progression du cycle cellulaire qui est la cycline E et ce grace
aux données récoltées par la technique du cytométre en flux. En utilisant la méthode
d’optimisation classique des moindres carrés appliquée aux données sur les lignées de
cellules du fibroblaste du foie, nous avons obtenu la description de I’évolution de la
cycline E durant le cycle cellulaire par tranche d’age en chaque phase du cycle. La
détection et la comparaison des profils semblables pour d’autres protéines impliquées
dans le contrdle du cycle devraient contribuer & une compréhension quantitative de
leurs rapports. C’est & partir de ce type de résultat qu’on peut construire des mod-
¢les mathématiques représentant le cycle cellulaire et les interactions moléculaires
impliquées pour la progression de ce cycle d’une phase & une autre jusqu’a la division
de la cellule.

Par ailleurs, nous avons établi un modéle mathématique dans lequel 1’évolution tem-
porelle des substances essentielles pour la progression du cycle cellulaire dans la phase
(31 sont exprimées sous forme d'un systéme de quatre équations différentielles. La
caractéristique importante de ce modéle est qu’il représente différents scénarios qui
peuvent avoir lieu dans la vie d’une cellule & savoir la transition de la phase G1 a
la phase S ou encore I'arrét du cycle dans la phase G1. Nous avons mis en évidence

le role du parameétre k3 (taux de croissance de l'inhibiteur p27) et nous avons vu
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que pour une valeur critique du taux de croissance de cet inhibiteur, nous avons un
changement de stabilité. En effet, pour k3 < k* 'unique équilibre est stable et donc
la cellule passe de la phase G1 & la phase S et continue sont cycle. Par contre si
ks > k* alors cet équilibre est instable, ce qui correspond & une croissance du p27
élevée qui mene la cellule & arréter son cycle. D’autre part si k3 est proche de £* une
bifurcation super-critique se produit et ainsi une solution périodique stable apparait
a droite de k*. Ceci est un phénomeéne intéréssant qui peut correspondre a tous les
points possibles que la solution puisse atteindre. C’est & dire ou bien le seuil appar-
tient & cette orbite périodique et alors le CycE/CDK2 peut l'atteindre ce qui permet
a la cellule de passer a la phase S ou bien il n’appartient pas a cette orbite et donc le
CycE/CDK2 ne peut pas atteindre le seuil et la cellule reste en G1.

Dans le cas ou la transition de G1 4 S a lieu nous avons complété le modéle par un
systéme linéaire représentant le reste du cycle cellulaire (S, G2/M) ensuite on a couplé
le modéle complé du cycle cellulaire avec un modéle de la dynamique des populations.
Nous avons donc obtenu un modéle de la dynamique de population cellulaire structuré
en age et en quantité du complexe cycE/CDK2 régie par le systéme du cycle cellu-
laire. Le développement pour I’étude de la solution du modéle couplé, donné par un
systéme d’EDP, nous a mené & une équation intégrale a retard et la méthode utilisée
pour ’étude de cette équation nécessite I'étude du semi-groupe associé a 1'opérateur
de I'équation intégrale. La démarche est inspirée par celle qui est développée par
Arino et al. dans 25 ou les auteurs ont étudié le semi-groupe des opérateurs associé
au probléme d’évolution. Nous avons ainsi démontré que le semi-groupe associé est

quasi-compact. Par ailleurs, la quasicompacité du semi-groupe nous a aidé a voir le
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comportement asymptotique de la densité P(t,x) des cellules & la naissance (juste
aprés la division des cellules méres) avec une quantité = de la cycE/CDK2 a 'instant

t et nous avons obtenu le résultat suivant:

P(t,z) L, eXP (A"t) ™ (x)

appelé un état stationnaire exponentiel avec A\* est la valeur propre dominante.
Un autre point dans ce travail a été abordé qui consiste en la modélisation infomatique
par multi-agents. Nous avons construit un modeéle IBM représentant la croissance
de la cellules individuelle et son organisation spatiale avec les cellules voisines. Le
simulateur congu constitue un laboratoire virtuel de ’étude du comportement d’une
colonnie de cellules. Nous nous somme intéressés & la variété des comportements
collectifs qui peuvent résulter d’un jeu de lois locales données & priori sur les cellules.
‘et outil a permis d’étudier les processus d’organisation structuraux et fonctionnels
d’un tissu a partir des lois de ses éléments constitutifs qui sont les cellules. Les
simulations obtenues confirment bien que le modéle est un modéle d’une population

cellulaire asynchrone avec une croissance exponnentielle.
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Chapitre 7

Rappels

7.1 Rappels sur les semi-groupes

La pluspart des résultats exposés dans cette section se trouvent dans Henry (1981),

Nagel (1998) et Pazy (1983).

7.1.1 Semi-groupe fortement continu

Soit X un espace de Banach, muni de la norme ||.||. Dans toute la suite, on notera

par Id, 'opérateur identité sur X.

Definition 2 (semi-groupe fortement continu) [Pazy] Etant donnée une famille (T'(t)),>,
d’opérateurs linéaires bornés sur X, nous dirons que cette famille est un semi-groupe
fortement continu sur X si et seulement si les trois propriétés suivantes sont satis-
faites:

(1) T(t +s) =T(t)T(s) pourt >0 et s >0,
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(i) T(0)x = z, pour tout x € X,

(iii) Pour tout x € X fizé, Uapplication: t — T'(t)z est continu sur [0, 0o].

Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés est aussi appelé
Cop semi-groupe. La méme notion peut étre définie dans le cas non linéaire.
Au semi-groupe T'(t), on fait correspondre la famille d’opérateurs A;, pour ¢t > 0,
définie par

1
A = ?(T(t)go—go), pour t > 0 et pour ¢ € X.

Cette famille nous permet de définir le générateur infinitésimal d’un semi-groupe.

Definition 3 (générateur du semi-groupe) [Pazy] Le générateur infinitésimal du semi-

groupe (T'(t)),5q est U'opérateur A défini sur le domaine
D(A) = {:1: € X, limAaz e:m'ste},

par

pour z € D(A), Az = PI% Az,

Theorem 29 de Hille- Yosida Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opéra-
teur fermé A, & domaine dense dans D(A), soit le générateur infinitésimal d’un sems-

groupe fortement continu, est qu’il existe deux réels M et w tels que:

VAER, A>w, ona A€ p(A) et

M

1RO AP < 5=

pour tout n > 1.
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Si {T(t)},5, est un semi-groupe défini sur un espace de Banch alors son taux de

croissnace exponentielle du semi-groupe noté wy est donné par la formule suivante:
— lim — log |T(¢) | =inf ~ log [T\(¢)
wn = Jim 7 10g [T =jgf 7 log
et pour chaque w > wy, il existe une constante M, > 1 telle que:
T ()] € M,exp(wt), t>0.

On peut enoncer des propriétés générale sur le spectre o (A) du générateur in-
finitésimal A dans X. o (A) est défini comme ’ensemble des valeurs A € C tels que
(A — M) n’est pas bijectif (I’ensemble complémentaire est appelé ensemble résolvant).

o (A) peut étre décomposé en trois ensemble:

e Le "spectre ponctuel” noté o, (A);

e Le ”spectre continu” noté o.(A), i.e., 'ensemble des nombres complexes A €

o (A) tel que (A — AI) est injectif, avec Im (A — AI) dense et non surjective;

e Le "spectre residuel” o, (A), i.e., I'ensemble des nombres complexes A € o (A)

tel que (A — A1) est injectif, avec Im (A — AI) qui n’est pas dense.

La relation entre le spectre du générateur infinitésimal et le semi-groupe sont
établi comme suit:

expto (A) Ca (T (t)), Vt>0.

On appelle que le semigroupe vérifie le théoréme du spectre si et seulement si:

expto (A) =c* (T (t)), Vt>0,
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avec 0* = o — {0}. Dans ce cas, on a:

exptoc(A) = a* (T (1))

7.1.2 Probléme de Cauchy

A un opérateur linéaire non borné, fermé dans X, de domaine D(A) dense dans X.
On consideére le probléme (P) suivant:
Trouver u, vérifiant

. du
(z)E—Au pour t > 0,

(11) u(0) = uo,

ug donnés.

Remark 6 Classiquement la terminologie <<probléme de Cauchy>> référe a un
probléme du type (P) ot A est un opérateur différentiel dans R™ [Dautray/. Cette
notion s’étend dans les deux directions puisque (P) couvre en particulier les cas suiv-
ants:

1¢™ cas: L’opérateur A peut étre un opérateur différentiel sur un ouvert Q de R™ (avec
les conditions aux limites appropriées)

2¢ cas: L’opérateur A peut étre un opérateur abstrait dans un espace de Banach ab-

strait.

Theorem 30 (Pazy (1983), page 104) Soit (A, D(A)) le générateur d’un Cy— semi—

groupe (T'(t)),> sur l'espace de Banach X .
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Pour tout u € D(A), le probléme de Cauchy

(i)%:Au pour t > 0,

(3) u(0) = uy,
admet une unique solution u : R, — D(A) qui est de classe C', comme application

de R, — X, pour tout u € D(A)

7.2 Bifurcation de Hopf

7.2.1 Bifurcation de Hopf pour les équations différentielles

ordinaires

~onsidérons ’équation différentielle ordinaire suivante

d

Zalt) = f(u,2(t) (7.1

ou f:] -1, a[xR*— R" de classe C**1, k € {3,4,...} tels que f(u,0) =0 et Df(u,0)

admet une branche de valeurs propres a(u) + i8(u), o et 8 sont deux fonctions de

classe CF*! définies sur l'intervalle | — &, [ 4 valeurs dans R telles que, a(0) = 0,
do

3(0) =1 et —(0) # 0.

50) = 1t T2(0) £

Theorem 31 (Bifurcation de Hopf, Théoréme de Neimark-Sacker) Soit la famille
d’applications F(i) : R? x R — R? appartenant a la classe C? et F,(z) = F(z,p). Si

nl

I, remplit les conditions suivantes:
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1. F, posséde un point fixe z* = F,(z*) pour tout x dans un intervalle autour de

luO?

2. les valeurs propres de DF,, (z*) sont A (o), A () ,]JA] = 1 mais A¥ # 1 pour

3. Ed; |A1 ()| = d > 0 lorsque p = py,

4. Dans la forme normale 21 = Az + 3 (\) 222k + ..., le terme S (X (1)) < 0,

alors il existe un € > 0 et une courbe fermée (,, de la forme r = r,, (f) définie pour
to < B < po + € et invariante sous F),. De plus, (, est attractif dans un voisinage de
T* et ¢, — pg pour p — .

Ajoutons quelques remarques & ce théoréme. La condition d—i— M) =d>0
lorsque p = p, signifie que les valeurs propres croisent le cercle unité de l'intérieur
vers 'extérieur quand p augmente. Si'on inverse les inégalités (3) et (4), le théoréme
reste valide. Toutefois, aprés bifurcation, le cycle limite obtenu est répulsif tandis que

le point fixe reste attractif.

7.3 Variété centre

Considérons le systéme continu:

C(ii_at: =v(x)

et supposons qu'il admet un point d’équilibre z.

Tout systéme linéaire continu,
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est décomposable (changement de base sur z) de la fagcon suivante :

dz° _ Aege
dith (7.2)
o Ahd:h'
dt
Ac 0
avec z = (2% ") et A = et ot A" correspon aux valeurs propres a partie
0 A

réelle non nulle et A¢ aux valeurs propres sur I’axe imaginaire (la partie centrale de
A).

Les ensembles (espaces vectoriels) définis par z¢ = 0 (resp.z” = 0) sont invariants
par le flot de (7.2).Sur 'ensemble z¢ = 0, la dynamique est simple si toutes les valeurs
propres sont & partie réelles négatives alors sur cet sous-espace le systéme est stable si
par contre il existe une valeur propre a partie réelle positive alors sur cet sous-espace
le systéme est instable. En revanche sur I’ensemble z"* = 0, I'espace vectoriel que 1’on
appelle espace centre, la dynamique peut étre beaucoup plus complexe et les questions
cle stabilité doivent étre étudiées au cas par cas. Si toutes les valeurs propres de A"
sont & partie réelle négative, alors la stabilité de (7.2) est entiérement conditionnée

par celle du sous systéme central

dx*

p” = A’z

Une telle séparation se prolonge également au non linéaire, de la méme fagon. Comme
pour le linéaire, si la partie sous-espace z¢ = 0 est stable asymptotiquement, la
stabilité autour de Z peut étre diréctement analysée & partir de la dynamique sur une
sous-variété (non nécessairement unique), appelée variétée centre.

En linéaire, tous les calculs, changement de base et matrices A° et A", sont explicites
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et reposent sur la décomposition d'une matrice en sa forme de Jordan. En non linéaire,
les calculs sont nécessairement approchés et donnent, de maniére itérative, les termes
des développements limités autour de = des équations de la variété centre et de la
dynamique sur cette variété. la dynamique sur cette sous-variété. En pratique, on
arréte les calculs & l'ordre a partir duquel le portrait de phases n’est plus modifié
de maniére qualitative par les termes d’ordre supérieur. En fait, I'idée maitresse de
cette démarche se résume a faire des changements de coordonnées adaptées, de fagon
a éliminer la partie généré par A° dont on connait bien la structure, et afin de se
ramener 4 un systéme de taille réduite sur la variété centre. Tout revient donc &

utiliser les bonnes coordonnées, encore faut-il les construire.

Theorem 32 (Sous-variété centre pour les systémes continus). Soient un champ
de vecteurs v sur un ouvert U de R*, r fois contindment dérivable s’annulant en
Z € U, et V un petit voisinage de T dans U. Notons ¢, le flot dont v est le générateur
infinitésimal. Considérons E,, E, et E;, les espaces propres généralisés correspondants
auz valeurs propres de Dv (Z) a partie réelle strictement négative, nulles et strictement
positive, respectivement: Es, E. et F; sont des espaces vectoriels stables par Dv (Z)

et R*"=FE, ® E.® E;. Alors, les sous-espaces,

Wiee = {mev: t_lgpoogbt(m)::ietVtZqut(m) EV}
et
Wioe — {meU: tg?w¢t(m)=ietVt20¢t(m) EV}
possédent des structures de sous-variétés différentiables de classe C™ autour de Z et

admettent pour espaces vectoriels tangents en Z, Eset E;, respectivement. 1l existe
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aussi une sous-variété différentiable de classe C™~1, W'¢ (non nécessairement unique
contrairement & W'¢, Wo¢ et W/oc) invariante par le flot, et dont I'espace tangent
en Z est égal & E,. W est appelée sous-variété centre. Elle est définie localement
autour de Z.

Soient z, des coordonnées locales sur W' et v° (z°) le champ de vecteurs induit par

v sur W' (cela a un sens car v est tangent & W'°¢). Alors

dz

pn = v (x)

est, autour de Z, ‘equivalent au syst‘eme suivant :

4 d ¢
;; = v° ()
) dz?® —_—
dt
dxt _ g
\ dt

ol les dimensions de z° et z* sont égales a celles de E,et E;.

L’intéret de cette décomposition en trois sous-variétés invariantes est alors clair.
D’une part, elle permet, au moins par un changement de variables continu (et pas
nécessairement dérivable), de se ramener & des équations découplées, d “eliminer ainsi
la partie ou les valeurs propres de la matrice Dv (Z) non nulles dont le comportement
local autour de Z est sans ambiguité, et de focaliser 1”étude sur la dynamique centrale
et le champ de vecteurs v..

En particulier, le théoréme précédent implique que, si Dv (Z) n’a pas de valeurs pro-
pres & partie réelle strictement positive, la stabilité de = est alors conditionnée par

celle la dynamique sur la sous-variété centrale, plus précisement :

si dz*
dt

= v.(z.), est asymptotiquement stable en Z, alors le systéme complet
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dz . .
== v (z), est aussi asymptotiquement stable;
. dz° , _ . T ,
SE—- = (z.) n’est pas stable en z, alors le systéme complet gl (z) n’est

pas stable.





