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Remargque :

Ce texte est un document de travail. Il regrouvpe qQuelques idées
perasonnelles de l'auteur quant au milieu & traiter. ainsi que le

résumé et 1l'adaptation de différents articles de MM. SALOMON et
LE HIR.



INTRCDUCTION

Les régions 1littorales font 1l'objet d'une préoccupation
grandissante. En effet, ce sont des zones naturellement
sensibles. Les conditions physico-chimiques qui les
caractérisent, dues notamment aux mélanges d'eaux marines salées
et des eaux continentales riches en éléments nutritifs,
permettent le développement de nombreux producteurs primaires
induisant une chaine trophique compléte et diversifiée.

Ces conditions sont susceptibles d'étre modifiées par
l'apport de rejets urbains ou industriels. D'autre part la
présence de ports entraine une concentration du trafic maritime,
et augmente donc les risques de pollution.

Afin de mieux cerner les problémes spécifiques a ces
régions, il est nécessaire de connaitre et de comprendre les
mécanismes physiques, chimiques et biologiques dont elles sont
le siége.

A 1l'amont de toutes les disciplines scientifiques & étudier,
on peut situer 1la physique. En effet, la compréhension des
mouvements des sables et des vases en sédimentologie, de
1'évolution des constituants en chimie, de la distribution des
espéces et de leur dynamique en biclogie et de bien d'autres
phénoménes passe par la connaissance des processus physiques au
sein de la zone d'étude. Les processus physiques se
caractérisent principalement par la circulation des eaux. Ce
sont donc essentiellement les courants que l'on va chercher &
appréhender.

La 2zone 1lagonaire autour de Nouméa constitue un exemple
intéressant & plusieurs titres. C'est & 1la fois un secteur
dl'activités portuaires notable, 1la région 1la plus peuplée de
Nouvelle-Calédonie et 1l'éxutoire industriel le plus important du
lagon sud-ouest. En particulier on pourra se poser la question
fondamentale du devenir des eaux de 1la zone de Nouméa. Il
s'agira, par exemple, de savoir quel sera le déplacement d'un
polluant rejeté en un point de cette zone.

La méthode 1la plus fréquemment exploitée pour 1l'étude des
courants est la démarche expérimentale. Mais depuilis 1l'avénement
des ordinateurs, on a développé des modéles mathématiques
capables de résoudre numériquement les équations du mouvement (
des particules dl'eau ) établies quant & elles depuls fort
longtemps. Ces modéles qui reconstituent la circulation dans la
zone dtétude présentent, entre autres avantages, celui de



permettre une meilleure compréhension des mécanismes en Jjeu.

Une premiére étape de 1'étude de la circulation dans une
zone littorale est de déterminer 1le courant moyénné sur la
profondeur: le cas du modéle bidimensionnel horizontal réalisé
par SALOMON. Cependant Qquelques mesures ©récentes, effectuées
dans le lagon sud-ouest, semblent montrer que le comportement du
courant de surface pouvait étre différent de celui du fond. Ceci
peut avoir des conséquences pratiques importantes. Selon le
phénoméne étudié, on s'intéressera préférentiellement au
mouvement des couches d'eau superficielles ( par exemple, pour
la dispersion d'un polluant de faible densité ) ou & celui des
particules prés du fond ( par exemple, le déplacement des sables

}. ‘Cette deuxiéme. étape peut étre réalisée en utilisant un
modéle développé par LE HIR. Ce schéma est
pseudo-tridimensionnel, c'est & dire qu'il découple, dans les

équations, le plan horizontal de la direction verticale. Pour
réaliser c¢e découplage, on soustrait des équations générales du
mouvement, les équations moyennées sur la profondeur. On obtient
ainsi 1les équations des fluctuations du courant suivant la
verticale. Ces équations de fluctuations sont simplifiées et
sont ©résolues uniquement dans 1la direction verticale en tout
point du maillage horizontal. Le courant total sera donné en
ajoutant aux fluctuations de courant, le courant moyenné sur la
verticale. Ce modéle qui n'est pas véritablement tridimensionnel
offre 1'avantage d'en présenter une approximation acceptable &
moindres frais.



FQUATIONS DE BASE

La physique étudie la distribution des propriétés telles que
la température, la salinité, 1la densité, qui distinguent une
masse d'eau d'une autre, et étudle aussi les mouvements de
l'océan en réponse aux forces agissant sur lui.

Les études physiques sont menées d'une part par
l'observation directe des propriétés et des mouvements, d'autre
part par l'application de principes physiques, mécanismes et
"thermodynamiques pour la détermination du mouvement des
particules. Le trait essentiel de 1la deuxiéme approche est
d'utiliser des lois physiques pour essayer d'obtenir des
relations mathématiques entre les forces agissant sur l'océan et
le mouvement en résultant. Les deux lois les plus importantes
sont la lci de conservation de la masse et la loi de
conservation de la quantité de mouvement.

La 1loi de conservation de la masse exXprime que la masse
restant constante, si un petit é&lément d'eau, se déplac¢ant,
change 1légérement de volume, sa densité change. L'équation est
donnée par la formule suivante:

(1) _3_2 +V(pV) =0

p = densité
V=(u.,v,w) sont les trois composantes de la vitesse exprimée
dans le repére (0,%X,y.,2)

ol

Les équations du mouvement découlent directement de 1la

seconde 1loi de Newton (F=ma). Cette relation dit que si 1la
résultante des forces F agit sur un corps de masse m, le corps
acquiert une accelération ou change de vitesse dans une

proportion a. On écrit:

(pression+gravité+friction+forcesdemarée+etec...)

accélération=
unités de masse

Mathématiquement cette relation s'écrit:

(2) %%E!l +V(pVW ) + pf x V=-V P+ oF + pv?v

ot p=densité



=(u.v.w) la vitesse

2 wsin ¢ :la force de coriolis

= la vitesse de rotation de la terre

la latitude

= la pression

= les forces extérieures (pesanteur, forces astronomiques,
ete...)

= la viscosité moléculaire

= (3./9x, 3./3y, 9./3z)

2= (32./9x%,9%./0y%,9%./02%)

x = le produit vectoriel

T e g Hh <
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On wutilise le repére (0,X,y,z) 1lié & la terre, l'origine
étant située & la surface de la mer au repos, l'axe Ox dirigé
vers l'est, 1l'axe Oy vers le nord et 1l'axe Oz suivant la
verticale ascendante.

Notations en valeurs moyennes

Les nombres de Reynolds atteints par la circulation en mer
ou en estuaire sont extréments élevés, ce qui caractérise des
écoulements fondamentalement turbulents.

vV D4
u

ol D est wune dimension de la veine de liquide, perpendiculaire
au vecteur vitesse.

Nombre de Reynolds : R =

Qutre c¢ces phénoménes aléatoires que nous limiterons ici a
des périodes de 1l'ordre de quelques minutes, les courants en
milieu 1littoral sont constitués de composantes périodiques a
basse fréquence tel la marée et toutes ses composantes, les
cycles fluviaux, météorologiques, etec... et généralement d'un
terme continu.

Les modéles actuels ne peuvent pvrétendre traiter de la
vitesse. instantanée et reproduire tous les phénoménes. Force est
donc de séparer les processus aléatoires rapides des phénoménes

~

cohérents a plus longue période qQui nous intéresseront ici.

V et p étant 1la moyenne de V et p sur une période de temps
8, on écrira:

V=V + V! et p= p + p'
La période 6 étant grande devant celle des fluctuations V et ¢,
mais petite par rapportd la constante de temps caractéristique
du comportement du systéme ( par exemple, période de la marée ).
8 pourra étre de l'ordre de quelques minutes en milieu littoral.



En intégrant par rapport au temps sur la période 8 et en
divisant par 6 1les éauations de conservation de la masse et de
la quantité de mouvement, on obtient:

(3) _g_Ft’+V( V) +9(pVY) =0

(L) 3V (W) 4+ £xT=-sVDP+ 2PV -y TV
3t 5 0

On considére trés généralement que l'eau de mer est
incompressible, c'est a dire: S :

E% =0 => é% = -V Vp
d'ol 1'équation de la continuité en volume:
VV=0
Dans le reste de ce paragraphe on posera certaines

hypothéses physiques:

Hypothése 1: il faut considérer avec Boussinesq, que les
dérivées de 1la masse volumique sont négligeables, ecxepté
lorsqu'elles sont multipliées par l'accélération de la pesanteur.

Les deux derniers termes de 1l'équation (l) représentent la
dispersion de 1la quantité de mouvement du fait de la viscosité
moléculaire et des fluctuations turbulentes de la vitesse.

Ces deux termes sont généralement regroupés en un seul:

SRR T Ly TV =-NVEY

o

Ce terme appelé viscosité turbulente, est exprimé de manieére
analogue a la viscosté moléculaire. Celle-ci ayant des
caractéristiques différentes selon les directions, on est amené
4 définir la viscosité turbulente sous forme d'un tenseur.

Hypothése 2: on suppose les accélérations verticales
négligeables devant l'accélération de 1la pesanteur. C'est
l1'hypothése classique de guasi-hydrostaticité. On obtient alors:




On peut intégrer de la surface a la cote z:

' '
J P dz =P_~-P = J p g dz ol T est la cote de surface,
0z C z
Z Z
et comme PC = Pé( pression atmosphérique a la surface )
'

(6) P(z)=Pa+ [ p g dz
z

Yne hypothése habituelle est de considérer que lanm

as
valumique est constante sur toute la couche d'eau ( 9p/dz = ()

se
)z

P(z) = +g (T -2z)

Q 9

a
- JOP(z) _ 9Py 3';
=> o X +g (C z)+g

Cette  hypothese ne sera pas généralisée & toute la
démonstration., Dans les parties concernées par cette hypothése,
le texte sera en petits caractéres.

En estuaire, du fait des grandes variations de salinité,
définira une expression de 1l'égquation d'état de la forme:

(7)p=po(1+a5)

N

ou la masse volumique de 1l'eau douce
la salinité

p
s
o 0.78

0

Dans ce cas 1l'égquation du mouvement ne pourra &tre résolue
que si on 1lui adjoint 1'équation de conservation de la masse,

appliquée au sel:

%:-V(Vs)+DAs o A = V?

o D = le coefficient de diffusion moléculaire.



Considérons comme précédemment la moyenne de cette
expression s, sur l'intervalle de temps 6

(8 % +V(Vs) +V(V's" ) =DAs =0

Compte tenu de 1'éqguation de continuite en volume et en
introduisant. comme dans les égquations du mouvement, la
diffusion turbulente K. 1l vient:

(9) _g_f_ FV(Vs) -V(KVs ) =0

La charge en sédiments transportés en suspension s'exprime
également par une relation de la méme forme que l'é&quation (9),
malis comportant en plus un terme de décantation sous l'effet de
la vitesse de chute des particules ( WS Y:

Cs +V(VC ) - MCs  _ Y(KVC ) =0 ot C est la concentration
ot s dz s s s

Finalement, on obtient le systéme d'égquations suivant:

(10) — + 20— +-—=0

(11) %+g_§2+gi;’+g%-f.v=—g—ia-%a—szpgdz
0
T (Mage) Ty (Mg 550 0 5 (o 35
(12) 2 +g;;_v+«g_;2+_gz_w+‘f.u=-g_l°a-iifpgdz
y Py,
i ) T ay (N B0 g (O, D)

(18) p=po(1+0Ls)
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Dans la mesure ol 1'on suppose la masse volumique constante
sur toute la couche d'eau, on obtlent les équations:

B_X+W+E=O
oP
du | Ju? Juv  oJuw ___a _goap 3L
3t T Ty T CIVTTa Tpm (tTr) e
3 Ju 9 du 9 du
+_X(Nxx8_x +—y(nyW) Bz( xza_z)
BVA duv = 9v? e .aPa g op ' 14
7t * 3% +-ay iy +f.u——F _Q_O_Y(C_Z)_gW,
3 ov 9 v 3 ov
tax (N wy ) Yy Yy oy az(Nyza—z)

ds , Jus . Jdvs . Jws _ 0 9s 9 ds 9 ds
ot 8x+8y+82 —B—X(xax)+—(K ) + 57 (K

+

p=e (1 +as)
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Ftablissement des SEgquations
de St—Venant

( espace de calcul en x, ¥y, t )

On est souvent confronté a des problémes pour lesquels la
structure verticale des <courants ne présente pas un grand
intérét. Pour les problémes de navigation ou de génie maritime
notamment,on se contentera du niveau de la surface libre et
d'une valeur du courant moyen sur une certaine épaisseur d'eau.
généralement prés de la surface.

~

On cherchera donc, chagque fois que cela est possible, &
reproduire des phénoménes moyens sur la hauteur d'eau, ce qui se
fera avec d'autant ©plus de réalisme que l'estuaire, ou la zone
littorale concernée, sera mieux mélangé.

Soit done 4a intégrer sur la verticale, les équations
(10)-(14).

On définit U et v de la facon suivante:

_ L[t Lt
u=ﬁf u dz et V=EJ v dz
-h ~-h
ol 7 = la cdte de surface
-h = la céte du fond
H = la hauteur totale de 1l'eau

Soit U ( VvV )_l'écart entre la valeur locale u ( v ) et la
valeur moyenne u ( v ).

u =
Vv =

<]
L X of)

-+
-+

On définit,tout d'abord, certaines reégles et conditions &
respecter pour l'intégration des équations:

la régle de Leibnitz:

z z
2 2 oz 3z
(R1) 3 - of _2_ _1
9x. £ dz 9x. dz + f(ZZ) 9x. £(z) .

iz, z| 1 i i
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les conditions d'imperméabilité au fond et a4 la surface:

d-h _ . d-h ... 3-h

[N

c L, X x L L B
(R3) £ =w, = 3§24 u@ 5 vO 5

Intégration de 1'équation de continuité (10):

d'aprés (R1):

z Ju z
J Ly a[ d @ & (-ny 2B 1,2
o x— dz = — u z - u, — - u,{(~h) — i=1,
-h Bxi Bxi _h i Bxi 1 ox.
z
ow
a dz = w_ - w
(—h 9z z -h
d'ou
C — J—
du 3v _ dw _ oHu dHv - oL _ T da-h o-h _
f_h( ax Ty vz ¥ tay Yt Y% ax Ve dy TYhdx T V-hdy T Y-n
~———————— " e e eeee?
_ 0 araa
=% d'aprés R3 0 d'apres R2

L'égquation de continuité en volume s'ecrit donc:

(15) 3%, 3Hu o

9t ox oy

Intégration des éauations {(11) et (12):

d'aprés R1:

z du. oHu.
i i oz .
- = L - o5 =1,2

J 5t 42 T3 T Yi,cEe D

-h

£ 9du.u C -

_ 3 - oL _ d-h =1.2

J—h 9x dz = 5;5'( J—h “ uJ dz) - uj,C ij Y4,-h Y3,-h 3x, ’
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ou u =u et u =v
1 2
JC du.u 3 fC _ 3 JC g 3 [ JC = sy
dz = =— u. u. dz + — d. u z - — u. u, dz
-h 3 axj gy L] ij o b ij b
C i d - u %y u oh
N z_ “i,2 73,z %, “i,-n%j,-h Bx
et enfin
T auiw
J—h 7 dz = ( ui,C wC - ui,—h V_p ) i= 172

Les termes d'inertie spatiale et temporelle deviennent alors:

Z du., du.u, du.w 3Hu. 9Hu.u.
i 1] i - i 17 _ ¢ 9L 9T
J ( 5t 3%, * 3z ) dz ot * oX. ui,C ('Bt * uj,c ox. WC )
-h ] N ]
Ne— TN ——
= ’ 3
-4 (u, 2By 3 faadz T O deprEs By
i,-h j,~h 8xj ~-h 8xj p L
= 0 d'aprés R,

Pour les termes de diffusion verticale, on a:
z du, du, 3¢
J S (w ——l)dz=[N —lJ
. X.2Z 3z
i -h
On introduit alors les tensions de frottement en surface et

au fond Tgi et Tgy.

du, ou.

Tsi = ( inz oz )z=C et Tfi ( inz 9z ) z=-h

Finalement les éaquations (11) et (12) s'intégreront socus la
forme:

aHGi aHEiaj 5 [C _ aP_ T z
+ + 4., d, dz + (i) f.Hu. = - —<H - — J (=— J pg dz)dz
at ij axj o L j 8xj % -h Bxi .
T 3 du,
+ T . - T_.. + ~— ( N.. — ) dz avec €(1) = -1 et e(2) =1
si fi ox, ij ox,
-h ] ]
en utilisant 1la relation dH / 9t = oc / 3t. les deux premiers

termes du membre de gauche s'écrivent:

Bu, AL [ oHu, o
H 5% +Hj+“i(ale+ﬁ)]

= 0 d'aprés 1'équation de continuité.
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Hypothése 3: selon l'hypothése classique de Taylor, on néglige
les transferts de diffusion dans le sens de 1'écoulement moyen
et on ne prend en compte que la diffusion dans 1le sens
transversal. Ici 1'écoulement moyen étant horizontal , on
négligera donc les termes:

P ouj
w (N e )
] J
On peut alors écrire les équations de la conservation de la
quantité de mouvement et de continuité intégrées sur la
verticale. Ces équations constituent les équations de
Saint-Venant:
' 3¢ _ OHu . JHv _ -
(15) 5;*'@;‘*@;—~ Y
— — — oP C C T -T
(16) 3u , gdu 53w _,.~__"a_g 2 sx__‘fx
t+ux+vy f.v = . Bo hax( p dz ) dz + =
0 - z
g g
A5 v ety we
-h Y lon
— — — aP g g T, -T
dv. — 9 — Jv - _ a _ g 3 sy fy
(l7)—t+ux+vy+f.u- 3y Hpo J_h ay(Jdez)dz+_—?—.—

Pour 1'éguation du sel on appliquera le méme tybpe
d'intégration. Il vient:

— — — g
dHs dHus oHvs _ 9 =~k s d
(18) 3t * o *'z;—y—*ax<f_h<“5 x) 4

C p—
+9_(J (35 -K 25)dz) =0
dy h y
S l'on suppose que la masse volumique est constante sur
toute la profondeur, les équations (18) et (17) s'écrivent:

‘f;:—ﬂ— aC HBE SX—fX

(16') du  F3u S 3u 3¢ B 3
*u * ax 9x gZQ X H

3t ox | 3y

4 (T
—%B—J ﬁzdz—l—a—J uv dz
~-h ~h

b
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Etablissement Aes &éqgquations
dAe fluctuations dAe vitesse

Le <calcul de la structure verticale du courant a surtout été
envisagé sous forme analytigque, 1l'objectif principal étant
souvent la détermination du terme de frottement sur le fond
utilisé dans modéle bidimensionnel intégré sur la verticale.

Le <c¢alcul de 1la structure verticale des courants doit
permettre de compléter 1la connaissance bidimensionnelle du
courant calculé par un modéle horizontal. On peut donc envisager
au départ 1le probléme tridimensionnel et établir les équations
qui seront successivement résolues par le modéle horizontal ou
le modéle vertical.

Principe: on établit 1les équations régissant 1la structure
verticale des courants en soustrayant membre & membre les
éguations en valeurs moyennes sur la verticale { équations de
Saint Venant ) aux équations en valeurs ponctuelles ( équations
de Navier-Stokes ). Les inconnues des nouvelles équations sont
les fluctuations de 1la vitesse par rapport a4 la valeur moyenne
(sur 1la verticale ), qu'il suffira de leur ajouter pour obtenir
la vitesse réelle.

Equations des fluctuations de vitesse

Conformément & l'hypothése 3, on néglige 1les termes de
diffusion horizontale dans 1les équations (11) et (12). Si,
d'autre part, on leur soustrait 1l'équation de continuité sous la
forme u; ¥ (10), (11) et(12) deviennent:

du, + u Bui + waui + f.E(i).uj = -~ "Ta

_1 . 1 =
3t I 3. 3z 3%.
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On peut alors soustraire membre a membre ces équgtions et
les équations (16)-(17), en remarquant que ui = ui - ui et que
dui / 9z = oJui / 9z

> ~ g
aui + (4. +T.) aui + 4, aui -13 J 4..u, dz + (i) .f.q. =
3t I 1 . J 3, E%./-nt J

J J

g
+ &2 |1 ( p dz) dz - , P dz [+ si fi +3 (N, ")
po |H °-h * 3x, ‘2z X. H dz 3z
i i
i= 1, 2

<t
il

(18) 3du - f. A +G +T +3 (N _23d)
3t X X X 5z Xz 3z

(19) vV + fu=A +G +T +93 (N _03v)
at y y Y 3z Y% 32

avec Al : termes d'inertie spatiale

CA = (G +E) e (T %Y g O e 08,0y
t x 3y 3x 3y 3z
4 4
-1 3 J 4,.udz - 13 J 4. .v dz
H 3x '-h ' H3y '-h !

Gi : termes de densité

c g c
G. =g |1 J 3 J pdz - 3 J p dz
t pg |H ’-h Bxi z Bx.1 z

( pour © = cte = P, on a Gi = 0)

Ti : termes de frottement au fond et en surface

T . = T..
si fi

H

Ti =
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Changement de variable

On peut observer que la variable z a une limite supérieure
variable . Pour simplifier la résolution des équations, 11 est
intéressant d'opérer un changement de variable de fag¢on 4
travailler en "hauteur réduite™ dont les limites sont fixes:

z + h

Soit £ = Fo 4

alors quelque soit 7 et done t,
£ wvarie de 0 a 1.

Formule de changement de variable

Si 1'on considére le nouveau systéme de coordonnées X = x, Y
= ¥, €9T=t9 on a:

3 _ 3 5 .93% _3 [1-&3n g3 7.3
(RE) laxr "ok * 38 " oxy - .*[ : HaxiJ 3

Par ailleurs, on va supposer que la viscosité turbulente
verticale est indépendante de la direction horizontale
considérée et qu'elle peut étre exprimée comme le produit d'une
fonction de T, X et Y et d'une fonction de £&£( cf. Bowden, 1965
). On peut alors poser:

N. :
__% = o(T,X,Y) . A(E) (NIHOUL, 1977)
H

En écrivant 1les équations de fluctuations dans le nouveau
systéme (X,Y,%,T), on doit résoudre:

~ T T

ou ~ _ _ _sx - fx 3 u

(20) gp - £V =Ax*r G- —x  +o3x (Ag)
T T ~

v ” _ sy - fy 3 v

(21) ﬁ+f'u=AY+ GY — x| +03€ ()\ag)
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ow _ d(u +d) (v +v)
(22) ~z=-H X H Y
S S N (R S 3

+[(€ ')ax"‘:j_ax‘ ag}* (e-1) s +835a

avec:
1

- - (5. +g,)U_g dui 13 i, o
Ai— (uj+uj)xj ”jaxj+H xj(HJouiujdE)

1 1 .
£ d
G.=§f—(HIod£)d€-—(Hf0d€)
' Do[ 0 o%; 0 BXi 3
1 1
oh 9H
+3§<p£—f od£)+a—xz<[ood£—o€£)]

0

On remarque que les conditions d'imperméabilité au fond et
en surface ( R2 et R3 ) devront étre respectées. De méme la
somme des fluctuations sur la verticale devra étre nulle:

J us d¢ =0
0
Enfin si 1l'on tient compte de la viscosité du fluide, la

condition d'imperméabilité au fond se transforme en condition de
vitesse nulle, d'ou:
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Contraintes aux limites

Contraintes au fond

Diverses études en mer faisant appel soit & la mesure des
fluctuations turbulentes de 1la vitesse, soit & la mesure du
profil vertical des courants, ont permis de vérifier aqu'une
relation simple entre l'effort sur le fond et la vitesse pouvait
étre adoptée, & savoir:

Tg

=%2|ﬁ|—ﬁ Oﬁﬁ=(a,;)

Cette expression, utilisée par de nombreux auteurs, est
justifiée par 1la théorie de Prandtl et a été démontrée dans le
cas schématique d'un écoulement plan depuis une 2zone sans
friction sur le fond, dans une zone avec frottement.

On peut signaler 1l'expression utilisée par Nihoul qui inclut
dans la tension du frottement une fraction de l'effort exercé en
surface par le vent, transmis & travers l'écoulement:

od m, de l'ordre de 0.1 & 0.5, dépend de la profondeur.

C dépend de la nature du fond ( de la granulométrie et d'un
facteur forme du 1lit ).

Contraintes &8 la surface

La contrainte exercée par le vent sur la partie supérieure
de 1'écoulement est généralement exprimée d'une maniére trés
semblable & ce aqui vient d'étre exposé pour la contrainte au
fond. Cette expression est une fonction de la vitesse du vent.
De nombreuse expériences ont eu lieu & ce sujet pour préciser
cette relation que 1l'on écrit généralement sous la forme:

_ 2
T =0, C4 U
ot U est 1a vitesse du vent a 10m. de la surface
Pala densi@? de l'air
et Cg= 1.5 10 . pour des vents faibles ( U <15mss )
Cq= 2.4 10 ? pour des vents forts (U >25mss )
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I1 apparait critiquable que la formule précédente ne tienne
pas compte de la vitesse du courant. Il est pourtant
parfaitement connu que 1'état de 1la surface de 1la mer est
fortement dépendant de la vitesse prelative du vent et du
courant. On tente de rendre compte, au moins partiellement de ce
phénoméne en considérant la vitesse relative du vent par rapport

~

a4 celle du courant, soit:

- - 11 2
T_=p Cy (U-T)
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SCHEMA NUMERIQUE DU MODEIE
BIDIMENTIONNEI HORIZONTAIL

Dans ce paragraphe nous ne montrerons que la description du
schéma des équations (15), (16'), (17') et (18).

Diverses méthodes numériques adaptées & la résolution de ce
systéme d'équations, publiées depuis wune quinzaine d'années
environ, relevaient 1initialement toutes des différences finies.
Actuellement on assiste & 1l'apparition progressive d'autres
techniques dites aux éléments finis, qui ont 1l'avantage de
proposer des solutions trés élégantes aux problémes des grilles
variables, mais qul étant par essence méme 1implicites ne,
semblent pas pouvoir rivaliser avec les méthodes aux différences
finies.

Par ailleurs, l'expérience acquise dans 1l'emploi des
différences finies est aujourd'hui considérable, de nombreux
schémas ayant été é&tudiés sous l'angle des perturbations
numériques, ce qui constitue un argument important dans
l'optique de 1la présente étude, intéressée plus aux indications
physiques que 1l'on peut retirer des simulations, qu'a des
recherches d'analyse numérique proprement dite.

Avant de décrire en détail la méthode de résolution, donnons
aquelques explications sur les schémas dits aux différences
finies. Dans 1les égquations (15), (16') et (17') interviennent
des dérivées ( 3./3x ). des produits de fonctions etc... Ce que
l'on sait 1le mieux calculer, ce sont des moyennes et des
dérivées discrétes.

Pour exemple, prenons le cas d'une fonction U , & une
dimension ,discrétisée sur une portion de droite aux points 1.
2, 3, 4, 5, 6,

1 't 2 2' 3 3' 4 4' 5 5' 6

T

»
p 4
X

X
X
v

AX1 &2 AX3 AXU AXS
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La dérivée de U entre les points 2 et 3 aura la forme:

U3 - u2
AX2

et cette dérivée sera centrée en 2°'.

La dérivée seconde de U entre les points 2, 3 et 4 aura la
forme:

U3 - U2 Ul - U3

AX2 AX3

1/2 ( %2 + X3 )
cette dérivée sera centrée en 3.

Cet exemple montre 1le probléme du centrage des calculs. Si
l1'on veut centrer les dérivées premiéres avec 1les dérivées
secondes, il faut alors moyenner les dérivées premiéres:

1 U3 - u2 us - U3]

2 AX2 AX3



- 24 -

Description 4dAu sché&ma

Maillage

Dans le cas du shéma que l'on va construire, on travaille en
deux dimensions d'espace et une dimension de temps. La grille de
calcul devient alors relativement complexe. On décale les points
de calcul du niveau de l'eau ¢ , des composantes u et v de la
vitesse et de la concentration s. Ceci permet une meilleure
approximation des différentielles par des différences finies
centrées, tout en réduisant autant que possible le pas spatial.

*

J+1 @® C,s
>u
7" points de calcul
3 h
A~
J-1

I-1 I I+1 1+2- avec Ax = Ay

Qutre ce décalage dans l'espace, le schéma introduit
également un décalage dans le temps des composantes u et v de la
vitesse qui sont calculées alternativement tous les demi-pas de

temps:

u u u u u
A\ v % v
s s S s s S S S s
At

Dans la suite de ce paragraphe on supprimera le signe "-".
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On introduit les notations opérationnelles suivantes:

o= % [F((1+L)Ax,JAy,nAt) + F((I—l)Ax,JAy,nAtﬂ
2 . 2

5.F = ﬁ [F((I+i)Ax,JAy,nAt) - F((1-3)Ax, 3oy, nAt)]

F - % [F((1+1)Ax,(J+§)Ay,nAt) + F(IAx,(J-i)A}’,nAt)

+ F((I+1)Ax, (J-2) By, nAt) + F(IAx,(J+i)Ay,nAt)]

-2 1 -
8./oF = A [F(IAx,JAy,(n+2)At) F(IAx,JAy,nAt)]

-t
r

F(IAx,JAy,(n+i)At)

F = F(IAx,JAy,(n‘i)At)

=t/2 1 1

F/8 = o [F(IAX,JAy,(n+-)At) + F(IAx,JAy,nAt)]
2

Le systéme (15), (16') et (18) sera explicité comme suit:

calcul au point:(I+-,J,n)

8 /a0 + 8, (CRY +T% ) w) + 8, (( B+ 7V ) v) =0

calcul au point:(I,J,.n)
+

6t/2( s( h o+ 4 ))»+ dx(( h o+ Ex ) u+§i ) + dy(( o Zy ) v 57 )

- Yy FX - X 7y =
Gx(( h” + 77 ) Ex dxs+ ) Gy(( " + 77 ) Ey Gys ) =0

calcul au point:(I,J,n)
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Dans 1le maillage on remarque que la premiére composante de
la vitesse u et la deuxiéme composante de la vitesse v ne sont
pas calculées au méme point. Ce décalage s'explique, comme nous
l'avons dit précédemment, par un soucli de centrage des calculs.

Par exemple, dans la premiére équation du mouvement (16'),
on cherche u au point (I+1,J). Intervient dans cette équation la
deuxiéme composante V. 5n va chercher une moyenne de ce terme
centrée au point I+4,J). C'est 1la moyenne des valeurs v aux
points (I,J+3), (I+1, J-f), (I,3-3), (I+1,3+}).

ATt

vy 4
Y

-1 A A
I I+% I+%

On remarquera que les termes d'advection de 1l'équation de
continuité ne sont pas centrés dans le temps. Il importera que
le pas d'intégration soit aggﬁ; petit pour que 1l1l'erreur

introduite soit faible ( HEt

Dans 1'équation de conservation du mouvement on introduit un
terme de 'pseudo-viscosité", dont le rdle est de dissiper
1l'énergie de faible longueur d'onde. On veillera & donner a ce
terme ¢ des valeurs suffisamment faibles pour qQue le lissage
des grandes 1longueurs d'onde qui en résulte également soit
insignifiant. Il a d'ailleurs été vérifié que la condition ¢ =
0, ne conduisait pas & des divergences, mais que la solution
était seulement troublée par des oscillations de haute fréquence.

Procédé d'intégration

Le développement de chacun des termes des équations (15) et
(16') en faisant apparaitre les variables inconnues u et ¢ au
temps t3 {( noté 3 ) conduit aux relations:

-1 Y3,1-1,0 * %3,1,0 * At Y315 = Br,;
D&y 1,0 Er¥s1,0* D% 141,5°Fr 5

VA “gax (Bp ¥ b 5y %81 5% 141,50
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D - EA
2Ax
z NELENE +h v vz ) v
Br,g 7 %2,1,5 " A 1,3-1 " 0r-1,0-1 Y B2,1,5 T C2,1,5-1 7 V2,1,0-1
= Chp g+ by 38 g T R2,1,0 0 V21,0
At

Er= !+ 5a% (Y1e1,5 ~ %1,1-1,5 )

2 2 2 2

2.1,0-1 ¥ V2, 141,0-1 * V2,141,5 ¥ V2 141,5-1
2

)(CI+1,J+C J)

At V/“l 1,7 7 B (v
+8g—-—

2 hI,J *hrgor Y G210t %2141,

1
1,1,9+1 ~ Y1,1,5-"% 5 %

) -

At
Fr,g = Uy, * (8t = 75 W
ght

Vo 10t Va1, P V2, 1e1,0 Y V2, 1e1,0-1 T 3ax Br,1e1,0700, 1,0

2 2 2
2,1,0-1 ¥ V2,141,3-1 T V2,141,537 Vz 1+1,3-17
L
Lyt P Yo, e 1e, 0 CCra,g T O

On peut alors écrire le systéme précédent pour. tous les
points de <calcul de 1la ligne J, on obtient ainsi un systéme a
matrice tridiagonale dont la résolution est particuliérement
simple et rapide.

Les relations précédentes permettant le calcul des inconnues
u, & et s au temps t3 sont implicites pour ce qui concerne les
inconnues situées sur la méme ligne, mais seulement explicites
pour les inconnues appartenant aux lignes adjacentes.

La progression des calculs depuis le temps t3, vers le temps
tl s'opére de maniére analogue en substituant les lignhes aux
colonnes et en calculant v, £ et s.

A titre d'illustration de la maniére dont sont introduites
les conditions 1limites, l'exemple qui sult concerne les calculs
entre 1les 1instants t2 et t3, pour une ligne J limitée & gauche
par une frontiére ouverte et a droite par une frontiére fermée:




On écrira:

(g, D
A 1 A,
-D E2

D
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(B AN
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Discussion sur les paramétres numériques

Les paramétres numériques introduits dans le modéle lors de
la schématisation des équations sont le pas de temps At et le
pas d'espace AX.

Ces paramétres devront étre choisis de telle sorte que la
méthode d'intégration introduise un minimum d'erreurs par
rapport a la solution exacte.

L'approximation en différences finles du systéme d'équations
hyperboliques ( si” g = 0 ) aux dérivées partielles (15), (16"')
et (17'), ne peut &tre satisfaisante que si elle vérifie les
conditions de convergence et de stabilité.

convergence: on dit que la méthode est convergente si 1la
solution du systéme aux différences tend vers celle du systéme
différentiel lorsque At et Ax tendent vers zéro.

stabilité: une méthode aux différences est stable si 1les
solutions des équations sont des fonctions uniformément bornées
des données initiales pour tout At assez petit et tout n At fini.

Une autre notion est généralement employée, la consistance,
qQqui exprime que chaque différence finie tend vers la valeur de
la dérivée qu'elle représente, lorsque le pas d'intégration tend
vers zéro.

I1 est clair qQue la convergence entraline la stabjlité, LAX a
pu montrer pour un schéma numérique consistant, que
réciproquement la stabilité entrainait la convergence.

Plusieurs méthodes permettent de définir des critéres de
stabilité. On utilisera la méthode de Von Neumann.

Considérons donec un domaine d'intégration & une dimension
spatiale, le schéma numérique simplifié suivant:

( ut + ut+At )
JEFAE |t At e W€ §Hlul 17

J J T Yt Y T Y- =0

+At
C

et la propagation d'une onde sinusoidale de la forme:

u = U ei(wt + kx)
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I1 vient:
At ikx _  -ikx At Jul (A +1)
- 8t ( - g -
A-1l+3 u (e e ) + T =0
t+At
od A =
t
u

il en suit que:

At .. ' At
‘ 1 + 7z 4 lsin kx - %E7§ lul
A= g At
L+ Sezg |ul
La stabilité ( A€ 1) se traduit alors par:
2 (Ax)?
At < cgzﬂ m

condition qui ne peut étre qu'indicative compte tenu des
approximations faites.

Conditions aux limites ouvertes

Sur les limites ouvertes du domaine, i1 faudrait en toute
rigueur connaitre par des moyens extérieurs au modéle les
fonctions u(t), v(t), z{(t) et s(t).

En réalité, bien que d'un point de vue théorique ce probléme
ne semble pas parfaitement résolu, l'expérience montre que
moyennant quelques approximations, 1la connaissance de s n'est
nécessaire gue 1lorsque la vitesse est dirigée vers l'intérieur
du modéle.

La condition hydrodynamique utilisée ici est une condition
de niveau Z(t). Les niveaux sont exprimés par la formule:

N
(x,y,t) = Zo(x,y) + ]

L Ai(x,y) fi cos( Wt + (Vo+u)i - gi(x,y) )

ol i = indice des ondes constituant le spectre
wi = pulsation de chaque composante
A; et g = amplitude et phase de l'onde au point concerné
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£, = facteur de correction nodale
(M;u)i= phase initiale de 1'astre perturbateur correspondant

& 1'onde d'ordre 1i.

Détermination du niveau moyen

La détermination des niveaux instantanés & 1l'aide de la
formule précédente implique que soit connue au long de ces
limites, la cote du niveau moyen de la mer ;,(x,y), par rapport a
un plan de référence horizontal, assimilé & wune portion de
géoide. Ce niveau moyen est excessivement difficile & mesurer,
il n'est méme probablement pas constant ( en fonection du temps )
sous l'effet de phénoménes de trés longue période, mal connus,
tels des effets météorologiques.N'est véritablement importante
que la position relative de ce niveau moyen au long des limites.
On pourra donc fixer de maniére arbitraire cette référence sur

toute cette limite.‘

Calcul des courants sur la limite

v oV

TN

I
¢
I
]
i
]
\C u 4 u
; 1
|
I
{
fV v

Les niveaux seuls étant fournis sur la limite, l'algorithme
complet détaillé au début de ce paragraphe ne peut étre utilisé
pour le calcul des composantes de la vitesse aux points situés
sur ou adjacents & ces frontiéres ouvertes. Dans l'exemple

ci-dessus, les composantes u sur la colonne i= .5 ( et la
composante v sur colonne I = 0 ne sont pas accessibles aux
calculs.

Composante perpendiculaire & la limite: seul le terme 3Ju /3x ne
peut étre .calculé de maniére centrée au point i = .5, -on pourra
sans inconvénient notable soit décentrer 1la dérivée, soit
l'extrapoler & partir de 1l'intérieur du domaine, soit méme la
supposer nulle. La premiére solution sera adoptée:

(au) Y15~ Yos
ox/1=0.5 AX
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Composante paralléle & la 1limite: la résolution de 1l'équation
(17') est beaucoup plus délicate que la précédente, la majeure
partie des termes faisant appel & des variables extérieures au
domaine d'étude.

Ici encore, on pourra exprimer chaque différence finie de
maniére décentrée vers 1l'intérieur, soilt l'extrapoler a partir
des valeurs adjacentes correctement évaluées, soit méme
extrapoler directement la composante de la vitesse que l'on
recherche.

Cette derniére approche a été wutilisée ici du fait de sa
simplicité et de sa. rapidité: - '



- 33 -

Résultats du modéele

Il faut tout d'abord parler des possibilités technigues du
modéle présenté. Du falt des dimensions réduites du domaine et
du fait que 1l'on veut respecter le mieux possible sa topographie
et sa géomorphologie, celles-ci influant de fag¢on importante sur
le c¢courant, le maillage spatial sera de petite dimension.
D'aprés la condition de stabilité ( e¢f. Discussion des
parameétres numériques ) le pas de temps sera lui méme
relativement faible, de l'ordre de 1 & 2 minutes pour AxX=500m,
C=60MKS, H=10 &4 20 m et u=0.5m s. Ces petites valeurs du pas
d'espace et du pas de temps impliquent que le modéle ne peut
intégrer le courant que sur un nombre limité de cycles de marée.

Le modéle va fournir a trés peu de frais, pour différentes
conditions de marée ( par exemple, marée de vive eau ou marée de
morte eau ) et de vent, une couverture quasi-continue du courant
et du niveau de la mer de la région & étudier. Nous obtenons la
méme couverture pour la salinité si nous résolvons 1'équation

(18).

La couverture quasi-continue du niveau de la mer, va nous
permettre de déterminer 1le niveau moyen . et d'en tirer des
indications sur le courant.

IL faut falre une remarque générale sur le type de courants
calculés, ce sont des courants eulériens, c'est a4 dire que 1l'on
calcule la vitesse des particules qui passent devant un point
fixe.

Bien entendu, des trajectoires ( hodographes ) peuvent étre
construites A& partir des courants eulériens, qui reproduisent le
déplacement de particules d'eau ou d'éléments en solution. On
délimite ainsi 1les secteurs pouvant étre atteints par un rejet
donné, aprés un certain laps de temps.

La circulation eulérienne, représentée par 1le champ de
vitesse & tout moment n'est pas trés adaptée pour la recherche
des mouvements des masses d'eau: ce sont en effet les
trajectoires suivies par 1les particules, donc la circulation
lagrangienne ( vitesse liée aux particules ),qu'il est
nécessaire de connaitre dancs ce cas. Comme nous 1l'avons déja dit
si 1'on recherche 1la ©répartition d'un polluant & partir d'un
point de ©rejet, ce sont encore les trajectoires qu'll s'agit de
déterminer. Celles-ci sont facilement déductibles des données de
courant eulériennes, puisque les vitesses sont les dérivées des
trajectoires. point par point a4 des intervalles de temps
régulier, en supposant la vitesse constante et uniforme durant
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le déplacement.

La marée n'est pas simplement un phénoméne alternatif, de
moyenne nulle, comme elle parait étre de prime abord. Elle
induit elle méme une courantologie & long terme que 1l'on dénomme
résiduelle de marée. Elle est généralement trés faible par
rapport au courant instantané et donc difficile & mesurer par
des moyens c¢lassiques peu adaptés a cet objectif. Elle est
pourtant d'un grand intéret pour qui s'intéresse aux
déplacements des masses d'eau et leur contenu en substances
dissoutes, aux organismes vivants. On pourra calculer a partir
des courants eulériens du modéle, les courants résiduels
eulériens et lagrangiens

Le courant présiduel eulérien est défini comme étant la
moyenne sur un cycle de marée des vitesses eulériennes.

La présiduelle lagrangienne est la distance séparant le point
de départ d'une particule et son point d'arrivée, aprés son
déplacement durant une marée. En divisant ce trajet résiduel,
par la période de marée, on obtient la vitesse résiduelle
lagrangienne.

Le modéle mathématique bidimensionnel permet de mieux
connaitre 1la courantologie de marée d'une zone littorale. Il est
un outil de prédiction qui peut é&tre utilisé pour tirer un
meilleur profit des observations faites en mer et préparer une
meilleure stratégie de mesure.
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Modélisation de l1la =zZohne
Ade Noumea

La détermination du domaine d'étude et des dimensions du
maillage résultent, bien entendu., d'un compromis entre le désir
d'obtenir une information aussi dense que possible, sur une aire
aussi étendue Qque possible, et 1l'effort de calcul numérique que
cela représente.

Le modéle doit recouvrir unh secteur assez large pour gque les
conditions 1limites soient indépendantes des phénoménes que 1l'on
se propose d'étudier. :

Dans une premiére approche du lagon sud-ocuest, nous allons
hous 1limiter, aux baies de Dumbéa et de Boulari (figure 1 ). Cet
exemple présente l'intéret d'étre a 1la fols un secteur
d'activités portuaires notable. un exutoire industriel important
et la région la plus peuplée de Nouvelle Calédonie,

Les pas Ax, Ay sont choisis égaux, puisque 1l'on n'entend pas
privilégier, & priori, aucune des directions de la circulation.

Un pas d'espace grand ne permet pas de reproduire assez
fidélement 1les singularités de faible dimension géométrique, et
par ailleurs le grand intervalle At qu'il autorise serait
inacceptable sous peine de 1lisser exagérément les phénoménes
naturels tels les pointes de flot. De ce dernier point de wvue
une limite supérieure de temps nous a semblé devoir étre fixée &
dix minutes.

Un pas d'espace représentant le meilleur compromis entre le
désir d'obtenir une information cohérente et wune bonne
représentation de 1la géomorphologie du domaine nous a semblé
étre de Ax = 500 m.

L'application du c¢ritére de stabilité pour Ax = 500 m.
indique une 1limite supérieure de 150 s., mais diverses études
réalisées sur ce modéle ( cf. SALOMON ) ont montré que cette
valeur pouvait étre doublée sans provoauer d'instabilité.
Toutefois le pas d'intégration adopté devra non seulement
respecter ce critére, mailis encore étre tel que la solution
obtenue, gqui ne peut jamais étre identique & la solution vraie,
n'en soit pas trop différente.
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Dans le modéle proprosé on remaraue qQue certaines conditions,
certains coefficients ne peuvent étre évalués qu'ad partir de
mesures de terrain. En témoigne cette phrase lue dans un article
concernant ce type de modélisation:

“ Lles mesures de courant demeurent un outil d'investigation
Indispensable pour 1'étude courantologique d'un secteur donné ”

Comme nous 1l'avons vu dans le paragraphe précédent les
conditions limites ouvertes sont des conditions sur le niveau de
la mer, Ces mesures seront réalisées a partir de marégraphes
placés en différents points aux limites du domaine, leur nombre
sera de 7 ( étoiles figure 1 ). En effet trois points permettent
de définir de maniére acceptable 1le niveau de la mer sur une
droite de longueur moyenne, voir limite sud. Par contre la
limite ouest est coupée par 1'ilot Maitre. on a supposé que cet
flot modifiait 1la propagation de la marée, on a donc fait le
choix d'encadrer cette ile par deux marégraphes. Ceci restera 3
vérifier par les mesures.

La condition de frottement au fond fait intervenir la force
exercée par le vent. Afin d'obtenir ces informations nous
placerons deux unités météorologiques au milieu des baies (
unités symbolisées par des @ sur la figure 1 ).

Pour aque le modéle fournisse des informations cohérentes. il
reste un certain nombre de paramétres que l'on doit fixer, le
coefficient de Chézy C et 1le coefficient de pseudo-vicosité
.Nous ne connaissons le coefficient C qgue de maniére
approximative et le paramétre est un paramétre virtuel. Pour
que le modéle approche le mieux possible la réalité, il faudra
faire varier légérement ces coefficients. c'est ce gqu'on appelle
le calage du modéle. Pour réaliser ce calage on utilisera deux
mouillages de deux courantométres, l1l'un situé en surface l'autre
au fond. Pour 1l'instant les deux mouillages seront placés aux
mémes endroits aue les unités météorologiques, Cesg
courantomeétres serviront ausgsi A& vérifier le bien fondé de 1la
modélisation.

Pour en terminer sur la modélisation proposée de ce domsaine.
il faut dire que celle ci n'en n'est au'au stade de 1l'étude. Des
modifications quant. aux limites du domaine, l'emplacement des
appareils de mesure, peuvent etre réalicsés. Les modifications
des limites du domaine pourront intervenir par exemple pour
mieux représenter le milieu, étre plus liées aux problémes posés
par les biologistes. On pourra de méme étre amené 3 modifier 1la
position des mouillages ©pour qu'il soit plus représentatif des
courants dans cette partie du lagon.
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SCHEMATISATION DES EQUATIONS
DES FLUCTUATIONS DE VITESSE

Comme pour le schéma bidimensionnel horizontal, le principe
adopté est wune résolution numérique progressive des équations a
partir de valeur initiales, les équations étant discrétisées
selon un schéma aux différences finies.

On utilisera un schéma semi-implicite ( schéma de
CRANCK-NICHOLSON ) aqui a 1la particularité d'étre trés stable
pour des équations linéaires.

Schéma de discrétisation des égquations (20). (21)

T4 .
To [ |
Mg
AT - M;
8AT
Thal™
AE
TO — .- ] | | cean | > E
E’Fo Ekd Ey € '€~=1
Présentation du domaine d'intégration.
Si on exclut dans 1les équations (20). (21) les termes

non-linéaires A; et 1les termes de densité Gy, 1le systéme
d'équations devient un systéme & 2 inconnues U et vV fonctions de
2 variables T et £, ceci pour un couple (X,Y) fixé . Les
dérivées en T et &£ d'une fonction f sont respectivement
exprimées dans l'espace discrétisé (nT,KE) aux points MT et Mg (
voir figure ci-dessus ). Elles s'écrivent sous la forme sSuivante:

(3 I T
3T Jk,n-} © BT

3%f _1 R A oLl frrin-a “gnor * fk—ln—l)
( 3E° )k,n-i "2 AE”? 2 AE?
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On remarquera que ces deux dérivées sont centrées en temps
et en espace,

Le probléme posé est de calculer les vitesses au temps nAt,
en tout point KkAE, connaissant les vitesses aux instants
précédents n-1AT, n-2AT, ect...

Pour présoudre le probléme, on écrit les équations (20), (21)
34 la cote Kk et entre les instants n et n-1. Afin de découpler
les équations, on rend le terme de Coriolis explicite, c'est 2
dire connu 3 l'instant précédent, ceci se justifie par la faible
importance de ce terme. On écrit alors:

“kn ~ "kn-1 _ + £ 6 + .9 [X+ “)k+in ~ "kn -\ Ykn uk—an
AT =Qx* TV Y 2ag L AE Kk~ A
+ 9 >\+ Yw+ln-1 Ykn-1 -\ Ykn-1 ~ Yk-1n-1
202 | "k AE k AE
"kn ~ Vkn-1 | o _ g s + 9 [y ktln " Yk - Tk~ Yk-ln
— AT = Qy = e T AT L Mk AT k A€
. O [x* Vk#in-1 ~ Vkn-1 _ = “kn-1 ~ “k-In-1
20E L "k AE k Ag
Tsi Tri
avec Q; = Ai+Gi - q
et N
" P S
Ak - 2 k 2

Schématisation des conditions limites

Les conditions 1limites sont introduites par l'intermédiaire
des équaticons du mouvement aux points frontiéres. En ces points
on ne peut calculer de maniére centrée:

o (adui

K 3L

les équations doivent alors étre exprimées de maniére
particuliére en effet Ju. /3§ n'a pas de sens au deld de cette
limite. Pour éviter gque 1és dérivées secondes soient excentrées,

on ne vrésoud plus les équations & la limite ( k=1 ou N ), maig &
AE/3 de cette limite ( voir figure ci-aprés ).



- 40 -

Ya\:7/]

A\e _2!”

AE/s _21!

N%/3

AB/3

AE A%/3

AE/3

k=1 (E=O) A1

Position des points de calcul prés de la limite.
(les équations sont résolues aux points repérés
par le symbole "@'")

En exprimant la condition limite en (1'), les équations (20)
(21) s'écrivent sous forme discrétisée:

Upep T U ) .o . 3 0(2A2+A1).l (i —d e
AT =t EvVp ot 7 YV T Y1a
& ORI I -
2 Y2n-1 T Y1'n-1 ] 7 HAE
Vit T Vitnod - . 2.CI(Z)\2+)\1) l_( . s »
AT = & 1'n-1 4 2 2 2n 1'n
A
T
| ~ o~ _ 3 fy
2 ( Von-1 v l'n—l)] 2 HAE

De 1la méme maniére on obtient 1la forme discrétisée des

égquations du movement prés de 1la 1limite supérieure ( en N',
située a A£/3 de N ):

u [} - [}
N'n N'n-1 _ ~ _3
AT =& BV T3 AET

O(ZAN_1+AN,) l.( - s -
2 N'n N-1n

1
2

T
3 “sx

COyrp-1 = ONoln-1 )] Y7 HAE
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VNln - len_l B _f ~ _ 2 U(ZXN_I.")\NI) l ( ‘7 _ 3 ) N
AT =& “UN'n-1 T % AEZ 7 " Y%'a T VN-1n
1 (3 3 Tsx

2 "N'n-1 © VN-ln-1 )‘ ¥ 7 HAE

Les vitesses n'étant pas calculées aux limites, les termes:

3 3,
g hag)
aux points voisins ( k=2 et N-1) doivent étre exprimés

respectivement en fonction des vitesses en k=1' et k=N', on a
alors pour k=2

~ ~

u = u ’
20~ Y2n-1 < 3 g 1, -~
P =yt £yt e e [(Mg A ) g (gm0
1, - . 1 . N
S (Ag 2y A ) g CHy =Ty )+ (2 + 2 ) 7 (g “1'n-1ﬂ

Von T V21 _ Qv -
AT Y

N ~—

- ( A3 + 2A2 + kl )
La forme discrétisée des éaquations au point N-1 est analogue.

On peut écrire les systémes précédents en regroupant dans un
premier membres les termes inconnus. le systéme d'équationsalors
obtenus peut s'écrire sous forme matricielle:

Calcul des termes explicites

termes d'advection

A partir des essais qu'il a effectué LE HIR a8 ajouté dans
les termes Ai le premier membre de 1l'éguation de continuité (
ézal & zéro ), multiplié par U de facon & remplacer les termes

Sﬁi Sﬁiﬁ.
. — ar
Y3 X, P 3

ceci semble améliorer 1les résultats, en autre les dérivées
horizontales des fluctuations de vitesse. Le terme A-l devient
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: A, ¢
5oy V1,5 Zifg-15m +§ag]
. id6 [ H 3Xj HZ}Xj

D'une maniére générale, cette expression est calculée en
remplag¢ant les dérivées par des différences finies.

Certaines difficultés apparaissent dans 1l'application de.
cette formule, la grande variabilité de u au fond entraine une
inprécision dans le calcul des intégrales ou des dérivées
verticales.

Pour 1les 1intégrales une solution appropriée au probléme est
d'intégrer 1les fonctions selon 1la méthode de SIMPSON , qui
consiste a assimiler la fonction & une parabole sur 3 points, et

a en évaluer la valeur exacte. — —~
i AX
J;( f dX = 3 [ f(Xi) + 4 f(xi+l) + f(Xi+2) ]

i
Par ailleurs, le ternme auiﬁi au point 1' qui pose certains
problémes sera évaluée de la fac¢on suivante:

Uy = Yyp

(éﬁ ) =
3¢ ‘1 20873

Termes de densité

Le calcul des termes de densité G. repose sur la
connaissance de p ., h et & en tout point et tout instant. Les
deux derniers termes sont fournis par le modéle intégré sur la
verticale. p 1lui est calculé en fonction de la szalinité s par la
formule approchée:

p=p (1l +as) o =10.0008 pour s en %,
0

l'expression des termes de densité devient donc:

1 3 1§ 3 1
G. = g J = (H [ ( 1+ as ) d& ) dE - 3% (H J (1 +as ) d€ ) +
g i 3

1 1
alm(s-j sda)+ﬂ‘—<J (l+as)EdE-(1 +as)E)
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Mode d'utilisation du modéle bidimensionnel

Le <calcul de 1la structure verticale des courants repose en
partie sur  la détermination du courant moyen fourni par le
modéle simulant un mouvement intégré sur la verticale.

Ce modéle horizontal utilise quatre grilles décalées les
unes par rapport aux autres. Il est donc nécessaire de calculer
par 1interpolation les valeurs des quatre variables ( u, v, h, T,
s ) au noeud d'une grille unique ( en l'occurence celle des
- surélévations ) qui coincide avec celle ol sont calculées les
fluctuations de vitesse. Il en est de méme pour toutes les
expressions déduites de ces valeurs.
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u

’

v, u

) —7 initialisation -
initiaux

V,t

calcul 3 1l'instant suivant

caractéristiques du .
maillage
de vent et de calcul

calcul de u, v, T

calcul de A. G. et T.
11 i

calcul de 4, v

au point I,J

} suivant

calcul au poig

\
calcul du courant

total U + U et v + ¥

STOP

Organigramme pour la méthode de résolution de LE HIR

"pseudo tridimensionnelle"
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Discussion sur les paramétres numériques

Les paramétres numériques introduits lors de la
schématisation des équations sont 1le pas de temps AT, le pas
d'espace Af . Ces paramétres devront étre choisis de telle sorte
que la méthode d'intégration des éaquations soit convergente,
c'lest & dire que la solution du systéme différentiel lorsque AT
et Af tendent vers zéro.

Le terme de Coriclis étant trés faible pour les profondeurs
du cas d'étude, nous allons examiner la stabilité du systéme en
négligeant 1la force de Coriolis. Dans ce cas les équations sont
découplées et peuvent s'écrire schématiquement:-

~ ~

ukn—ukn—l -q+ o (A+uk+ln-ukn_x—ukn—uk—ln)
AT 2A& k . AE k AE -
o0 ot Sl T Benml - Benml k-ln-1
208 k Ag k AE
Examinons donc la propagation d'une onde sinusoidale de la
forme: R —~
u = u el( wT + kAE )
uT+AT
Pour r = , on a alors:
u
T
r-1 Q. o +, AKAE .-, _ _-ikAg 1
AT - U ' 2E° [ M (e D=3 ~e )
Dans le cas particulier ou x;==x; = A
QAT . OMAT -1
l+—U+W2(COSkA€ )

1+ %%%3 2( cos KAE - 1)

Si 1'on remplace Q par sa valeur, on obtient:

20
Te = Ty Y/H-A-2G6
ou encore dans le cas oU les termes d'advection A. les termes de
densité G et ceux de surface sont faibles devant le frottement
sur le fond:

AT g (

20U _ _2C%U
Te g|ugl |Ug |

AT <
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Pour H = 10 m.
C = 30 m. 2/5-
U = 1m./s. T < 1800 s,
= 10 m.s
g = »

Cette relation ne constitue encore qufune condition de
stabilité indicative, compte tenu des approximations effectuées,
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