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I - Position théorique du probléme
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CONTRIBUTION au PROBLEME de 1'ABATTEMENT
des PLUIES JOURNALIERES

I - Exposé général

On définit généralement le coefficient d'abatte-
ment, ou de réduction, d'une averse comme le rapport de la
hauteuf moyenne de Dre01n1tutlon provoquie par cette averse
au maximnum ponctuel observé.

Cette définition, simple et d'apparence saine,
donne lieu,& des coatroverses sans fin lorsqu'il s'aglt
de passer aux applications. On s'est beaucoup préoccupé, en
particulier, de la position de l‘éplcen*“e des averses par
rapport au bassin, et on se heurte & d'insurmontables dlf—
ficultés pour introduire de telles données dans des études
stat¢st1ques.

Or, quel but se propose-~t-~on lorsqu'on se livre
& de telles recherches ? On suppose que la repartlulon sta-
tlsthue des averses ponctuelles,en un lieu donné,est & peu
preés bien connue et que l'on’'est capable de deflnlr une
averse de probabilité donnéegmais on a besoin de connaftre,
par exemple pour un calcul de crue exceptionnelle, la hau-
teur moyenine sur un bassin défini ayant mé&me probablllte.
Le probléme est résolu si 1l'on Deut répondre a la question
suilvante :

Etant donné que la pluie ponctuelle en un point
@rbitr11re de la surface S a une probabilité donnee,
quelle est la pluie moyenne de méme probabilité sur
cette surface ?

Nous proposons de présenter sous cette forme la
définition m&me de 1l'abattement. Blle implique que la pluie
en chaque point suit la méme loi de Drobablllte, autrement
il faudrait définir le point de référence : cette condition
sera désignéde sous le nom d'isotropisme,
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//?; Supposons donc une surfase S avec
/+2*‘ une répartition homogéne de points
/// L \ 1, 2 +4v.» n auxquels sont attachées les :
/ + . o0 (c_'\' Plules hly h2 tees hni 51 les pomts
+ *\g%) sont assez nombreux, on peut estimer la
o +\5 pluie'moyenne hm par
+\A‘ T:( ,:"! hl+h2+ seres s 'l’.‘hn
.y - by o= "
£ j__

Les hqy hy, seee b sont des variables aléatoires

obéissant, indépendamment l'une de l'autre, & la méme loi de

probabilité et lides entre elles. Appelons § (hl’ eeey B

ne
la densité de probabilité de l'ensemble (hl, sony hn) :

la probabilité élémentaire est définie par )

§ (b +vs b ) ah; @b, ... dh . e probabilité de dépasse-

ment d'une pluie journaliére h moyenne sur la surface est

définie par la somme des masses des points de l'ensemble
. - Vd

probabiligé

j J""] f(hly h2 see hn) dhl dh2 cee dhn = 1 (1)
1 2 n .

gui répondent & la condition

hl + h + seeen hn

2
n

;> h (2)

Lt'expression exacte de la probabilité est fournie
. » = Ve
par le passage & la limite des expressions précédentes pour
n— ot . .

Le probléme étant ainsi posé en termes préecis, il
est bien évident qu'on ne pourra pas se servir des relations
(1) et (2) pour le résoudre, MEme en conservant la forme
discrete, il serait pratiquement impossible d'expliciter
les liaisons multiples entre les variables h de fagon 3 les
introduire dans le calcul.

La suite de cet exposé¢ a pour but de rechercher un
mode de calcul possible moyennant certaines hypotheéses qui
relévent plus souvent d'un point de vue intuitif que d'une
rigoureuse analyse,
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2 — Etude d'un couple de points

Considérons deux points 1 et 2 distants de d12

pour lesquels les fonctions de répartition de la pluie sont
respectivement Fy, et Fy,. Solt P (hl, h2) la densité de

probabilité du couple(hy, h2),

h

: + h
Désignons par z =

2

1 2 1a pluie moyenne sur le

couples

La probabilité de dépassement de z est définie par
[ .
les points de l'ensemble probabilisé { F (hl, h2) dh, dh,
(étendu au domaine de variation de hl’ét de h2), vérifiant

. Tragons dans un plan (hy, hy)
‘i F VY e P4 . £ P i :
P I P les courbes d'égale densité {4, f2 eoe
j; P v Notons que, par sulte de l'isotropisme,
v o S ces courbes sont symetriques par rap-—
/? S S 5 port & la bissectrice du quadrant
=§%'/ >< \ hy o h2. Les axes ohy e% oh2 corres—
N SN | pondent & des densités de probabili-~
§§ / Y P L, té non nulles : ils contiennent les
o’ A points d'aboutissement des courbes
7 P // e d!'égale densité pour lesquelles un
st LA des ¢léments du couple peut &tre
TN L nul. Toutes les courbes sont évidem—-
ffj;/ - N o .. ment contenues dans le premier gua-
- . ; T NS S P . s
il S X]ef s/ e drant, une pluie ne pouvant Etre ne-
- / 7 g / / 5{:\“}\//// . gat ive . )

Dans l'ensemble des points du plan ainsi probabi-
lisé, la condition hl + h2 7, 2 z se tradult par le fait que

les couples pris en compte pour le calcul de la probabilité
de dépassement doivent se trouver dans la partie du plen dé-
limitée par les axes, la droite h, + h, = 2 z, et ne conte~
nant pas l'origine : ceci oorresp%nd aaX courbes en traits
pleins de la figure 2.
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- Ta détermination de la probabilité se fait par
double intégration ﬁraphlquc en évraluant le volume du relief
défini par les courbes d'égale densité,.

..\\_M
i
. 3
) F.
“
- ??,
Fug. &4 d

En procedant ainsi pour plu—
sieurss valeurs de Z, on peut tracer
la courbe z (P) donnant la variation

‘de z en fonction de la probabilité

Pe On a intérét & porter en abscisse
le logarithme de la probabilité pour

avoir des échelles convenables (fige3)

On recommence les opérations
précédentes pour un certein nombre
de couples en faisant varier la dis-
tance d et on trace en définitive un
réseau de courbes z (d) gradudes en
probabilités (fige 4).«

Pour un échantillon de couples
donné, on pourrait envisager de cal-
culer la fréguence de dcpassement par

- simple deconpte des couples répondant

3 la condition h1 + hZ} 2 z et en

divisant le chiffre trouvé par le
nombre total de jours de la période
d'observation. Mais, en général, le

nombre d'observations portant sur des couples est faible et
la frégquence trouvée constitueralt une Lres mauvaise esti-

mation de la probabilité. Il vaut mieux n'utiliser les ob-
servations sur couples gque pour l'estimation des parametres
de liaison et, en Dmrtlouller, des coefficients de correla—
tion. Ies autres param®tres de la densité de probabilité a
deux variables peuvent &tre estimés avec une bien meilleure
précision par 1a prlse en compte de longues séries d'obser-
vations effectudes 2 un seul pobte. Si l’on ajoute que 1'in-
fluence de ces derniers parametres est. en général prepon—
dérante, on voit tout 1!'intér8t de la .xéthode proposée.
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3 —~ Passage a la surface

Jusque la, nous ntavons rien
avancé qul ne soit parfaitement ri-
goureux, Le passage du couple a la
surface va nous obliger & mettre en
avant des hypothéses qui nous sem-
blent logiques mais dont nous n'a-

~~ vons pas entrepris la démonstration.

Th— B Considérons, figure 5, une des

o courbes z (d) pour P donnée. Les cou~-

; ples de points du terrain se trou-

; vant sur -une bande étroite de lon-

! gueur L telle que la répartition de

g la pluie y véponde & une probabili-
t¢ de dépassement P ont tous de tres
fortes chances dt!'é&tre renrésentés sur
le graphique par des points situés
au-dessus de la courbe P dans la zone limitée par o< d < L.
Notons gque le point de plus forte pluile peut se trouver
ntimporte ol sur la bande avec la méme probabilité (condi-
tion d'!'isotropisme).

On peut donc dire gue la pluie moyenne sur la ban-
de de probabilité de deépassement P est comprise entre OA et
OB. On admettra comme moyenne la plus probable 1'ordonnée
moyenne de la courbe AB.

Pour aller plus loin, il faut se donner la forme
de la surface. On admettra, si cette forme n'est pas trop
irréguliére, qu'on peut assimiler la surface & ce que nous
avons appelé son rectangle équivalent, clest-a-dire au rec-
tangl% ?yant méme superficie et méme coefficient de compa-
cité (1).

Soit donec un tel rectangle de longueur L est de
largeur l. A chaque point de la bande sans largeur considé-
rée plus haut, on peut associer une série de variables
aldatoires distribuées suivant la largeur 1 avec la méme
loi gue suivant la longueur (isotropisme), mais & partir
dlune valeur caractérisée sur la courbe z (d) par une dis-
tance x que nous voudrons bien attribuer au point considéré.
Dtapreés l'hypothése admise pour la moyenne sur une bande
€troite, la moyenne sur une bande disposée cette fols sui-
vent la largeur pourra s'écrire :

(1) M. ROCHE : Etude hydrologicgue de 1'IKOF;: et de la BETSI-
BOKA - Office de la Recherche Scientifigue et Technique
Outre-Mer -~ Paris - Avril 1958,
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1

I | z (y) ay  (3)
/
x
Cette valeur est également une variable aldatoire
considérée par rapport & x et la moyenne sur l'ensemble de :
la surface sera 3 ) ]
L x +1
]

-] & j z (y) ay  (4) :
() e £
La variable x est identique & d ; cette nouvelle :
notation a éte adoptée pour éviter la confusion avec la ’
notation differentielle, Ie condition d'isotropisme s
permnet d'dcrire en définitive : %
L [ ,x+1 )
_ 1 / -
h moyen 1 L /f z (x) ax | dx  (5) q
o) X " .3
ou 3
L x + 1 x k
1 / |
T /} ,/ z (x) dx - // z (x) dx | x (6) g
-] 0 5 3
4 . {
Le calcul se fait & partir de la courbe z (x) 2
par double intégration graphiques. o
i
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ITI - Cas particulier des overses tropicales
non cycloniques

Ies études que nous avons effectudes sur les
pluies journaliéres tropilcales d'Afrique, en dechors des zo-
nes soumises a l'influence des cyclones tropicaux, nous ont
montré que leur loi de répartition Suatlstlouc peut se met-
tre sous la forme

; h Y
;e ay  (7)
F() =F +(1=-7F) —=
Vo N Do
avec y = Log h '

autrement dit, le logarithme naturel de la pluie Jjourna-
lidre suit une loi normale tronguée, la fréquence trongude
F, - F
PI h 0
étant ¢ (h) =
¥ =T,
Si hl\et h2 représentent les pluies ponctuelles
en deux points, la loi tronquée du couple peut s'éerire 3

Li} ( 1, 2) j 1 / 2 f (hl’ h2) .dhl dh2 (8)

Si les deux points ne sont pas trop éloignés, on
peut admettre que l'occurence d'une pluie nulle- avec une
pluie non nulle est trés rare, tout au moins pour des aver-
ses de quelque importonce. La fréquence réelle du couple
est alors @

F(hyy By) = (L=P) P (b, n) +F  (9)
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I1 suffit donec dtétudier ¥ et la probabilité
cherchée est définie par les points de l'ensemble probabi-

lisé : 5 : (10)
2 [Iy —y\ L& ~Hy,F) (7,7 Y7
N f 1 1 2 -E-l .o
; i 2y % ' 75} ¢ )
:"—' ‘ S \
27 ° vl.rzj Yy Gy
¥
¥ : moyenne commune de Log h, et Log b,
g& : écart-type commun de Log hl‘et Log h2
r o

coefficicnt de corrélation entre ¥y et ¥,

répondant & la condition hy +hy > 2 2 ou y,> Log (22 -e %

Dans ce cas particulier, il est plus simple de tra-
cer les courbes d'¢gale densité de probabilité dans le plan
des Y11 Vo plutbt que dans le plan des hl’ h2. Mais alors

1tin teginle stétend & la totalité du plan et non plus au
premier quadrant, y pouvent varier de —~of a +o¢ |, La 1i-
mite correspondant au domaine d'intégration relatif & une
valeur donnue de z sera définil par une courbe

Y, = Log (22 - ¢ XB et non plus par une droite.

Une courbe d!'égale densité de probabilité D est
une ellipse qui a pour équation

| , e
— 2 —- - - 2 .
(71-9)°= 20 (71-F) (7, 7)+(3,-7)% = =2(1-2" )0 Tog(2mn2y/ 1-+°T)

I1 est donc relativement simple de tracer la fomil-
le de courbes d'égale densité et de poursuivre les calculs,
comme il a ét¢ 1nd1que précédemment. Ces calculs sont toute-
fois assez longs et si 1ton veut atteindre une vrécision ac—
ceptable pour l'evuluatlon de la probwblllte de dépassement,
il faut un réseau d'éllipses assez serré,
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IIT - Pratique des calculs et
exemple d'application

L'exemple que nous proposons en application de
cette méthode est tiré des études d'hydrologie analybtique
faites en COTE d'IVOIRE sur le bassin du FLAKOHO, pres de
FERKESSEDOUGOU, de 1957 a 1959.

La station de base utilisée pour l'estimation des
parandtres relatifs & la distribution de la pluie journaliére
ponctuelle est celle de FERKEBSSEDOUGOU, On 2, avec les note-
tions adoptcées ci-dessus :

F o= 2,8
0,704

G
\J

¥y

I

1-P (o) =F (o) = 0,15

Lc parametre de lizison choisi est le coefficient
de corrdélation entre les valeurs y dlun couple de pluviome-
tres (logarithmes naturels des plules journalieres), On a
pu disposer ainsi de 32 couples d'appareils pour ées dis-
tances comprises entre 1,6 et 9,9 km, ce qui a pernmis de
tracer une courbe moyenne de r en fonetion de la distance @

’

1¥km & 0,90 4 km ¢ 0,68 10 km s 0,52
2km &+ 0,80 6 km & 0,61 14 km : 0,50
3km 3 0,73 8xm : 0,57 ;

Te bassin du FLAKOHO & une superficie de 50 km.
Ie longueur et la largeur de son rectangle équivalent sont
respectivement : L = 9,1 km et 1 = 5,5 km,
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1 — Tracer des ellipses

p4

Posons (yl - ¥) = 1
(YQ"y) =Y2
-2 (1~r2)<T2 Log (2T 72 Vi1 - r2 D) =k
| y Ty
L'équation (11) devient :
Y, =7 Y, & y/k - (1 = 7°) Yg (12)

gui permet de tracer l'ellipse assez facilement point par
pointe. Il suffit en effet de se donner quelques points re-
marquables.:

Coordonndes des points de contoct des deux tangentes horizon-— °

—
Y. = +-\/~———~—§ Y. = r Y
2 "Ni1i-r 1 2

(Ies tangentes verticales s'en déduisent par symétrie)

Soordonnces des extrémités du grand axe et du petit axe :

/

v . X S K
T =Y = 2N/ 7=y eJ‘Yl”"‘Yz“i\/z e

Interscctions avec les axes de coordonnées
5 =0 Yl = + \/ri— et Yl =0 4,1, =1 \/f;:

Si 1t'ellipse est grande, on peut parfaire le tragé
en calculant 1 ou 2 points supplémentalres (1 point calcule
en donne 3 autres par symétrie par rapport aux axes).

Y

En fait, on calcule par ce procédé quelques ellip-
ses formant le canevas du réscau. Les autres ellipses sont
tracdes beaucoup plus rapidement en utilisant une formule
dtinterpolation basée sur l'équation de l'ellipse en coor—
données polaires. Le rayon Vecteur a pour module 3
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(V{ = . Congidérons deux ellipses et des ra-
\/;L-rsin29- .
yons vecteurs colinéaires : 531 et f2
On a : \?1§ kl / jo + log Dl
et T-=/ (13)
s 2\ 2 \“ p + log D2
2
avec p = log (2717 G?Y \/ 1-r7)

Le calcul du rapport des modules est donc trés
rapide et la construction d'une ellipse a4 partir de 1l'autre
se’ fait assez vite au moyen de la régle & calcul fixée tou-
jours dsns la m8me position et d'une régle pivotant autour
du centre qui n'est autre que l'origine des axes Yi et Y2.

~ Dans la présente application, les réseaux d'allip-
ses ont été traocés pour r = 0,90, 0,70, 0,60, 0,50 sur les
figures 6 & 9.

2 — Calcul des probabilités de dépassement

On a porté également sur_les graphiques précédents
les courbes e + e = 2 7z pour z = 20, 50,
100 et 150. Prenons ll'exemple de la courbe z = 50 pour le
régean r = 0,60 (fige 8). Lz courbe z = 50 est sensiblement
tangente a 1{ellipse D =0,1. On planimétre successivement
les surfaces comprises entre 1l'ellipse D = 0,07 et la courbe
z = 50, D = 0,05 et la méme courbe etc... Les points corres-
pondants sont portés sur un graphique : en acbscisses les
surfaces trouvées, en ordonnées les densités de probabilités.
Le surface donndé per la courbe ainsgi définie est égale,
compte tenu des échelles utilisdes pour les différents gra-
phiques, & la probabilité de dépassemcnt d'unec hauteur de
précipitation moyenne de 50 mm, suivant la loi tronqude.
Pour avoir la véritable probabilité, il suffit de multiplier
le chiffre trouvé par 0,15.
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CoeFFicient,L de corrélaﬂion : 0,90
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Coefficient de corrélation: 0,70

DIV. 261002







CoeFFicignt de

correlation :. 0,60

DIV. 261003
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Dans l'exemple que nous avons pris, 1 em? de la
figure 8 vaut 1/25 wités (¥, x Y,] .+ L'ordonnée du gra-
phique 11 (courbe D_) représenﬁ% une“variation de densite

de 0,004 par cm, tanidis que 1 cm d'abscisse représente 10 cm
de surface S du graphique 8. La surface en cm? trouvée pour
la courbe D, doit donc 8tre multipliée par 10 x 0,004 pour

2

8tre traduite en probabilité de dépassement. La courbe (0,60)
de la figure 11 donne une surface de 35 cm2, solit une proba-—
bilité tronquée de 0,056 et une probabilitd vraie de 0,0084.

On operc ainsi pour chaque valeur de r et de z
(figures 10 & 13). Les résultats se traduisent par le fais-
ceau de courbes tracé sur la figure 14 : on a rajouté la
courbe r = 1, qui correspond & la loi de probabilité de la
pluie journaliére ponctuelle,

3 ~ Passage a la surface

. Le graphique 15 associé au graphique de variation
de r en fonetion de la distance permet d'établir le faisceau
de courbes z (d) : figure 15 sur laquelle chaque courbe z (d)

est graduce en probabilité de dépassement de z.

I1 ne reste plus qu'a appliquer & ce faisceau la
double intégration

L X+1
4 (]

. x T
m_— } {‘ 6{ z(x)dx —df z(x)dx—i dx

X

Le faisceau des courbes intégrales j z (x)dx

o
est tracé sur la figure 16, On a ici L = 9,1 km, 1 = 5,5 km
1 +L =14,6 km, Ces longueurs sont représentées en abscis—
ses par les points a, b, ¢. L'intégrale précédente, pour 1=
probabilité 0,00005 par exemple, est donnée au facteur 17

preés par la surface a! a ¢ ¢! moins la surface o » b! ou,
ce qui revient au m€me, par la surface b' b ¢ ¢! moins la
surface o0 a al, :
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Courbes résultant de la premiere integration

pour z= 20mm
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Gr. 11

Courbes resultant de la premiere integration

-

pour z=50mm
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Courbes résultant de la premiére intégration

pour z=100mm
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0,0008.% Courbes résultant de la premiere integration
pour z=150mm
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<ourbes d integration pour le passage du couple a la surface / |[Gr.16
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TLes résultats sont portés sur la figure 14 (courbe
en tiretd), qul permet d'établir le tableau suivant @

Fréquence Pluie Pluie mo~  Coefficientg
ponctuelle yenne sur le - ) de :
mm) bassin(mm) réduction
Annuelle (0,00274) T6 69 0,87
Quinguénnale (0,000548) 116 100 0,86
Décennale (0,000274) 134 116 0,86

ginquantenaire(0,0000548) 190 159 . 0,83

Les écarts observés ne sont nullement significatifs,
On ‘pourra adopter un coefficient "prudent" de 0,87. Ceci
montre que pour la gamme de pluies ci-dessus, le coefficient
de réduction est pratiquement constant. Il nfen serait pas de
méme pour de faibles pluies pour lesquelles on ne pourrait
pas admettre que le coefficient de corrélation est indépen- E
dant de la hauteur de préecipitation : les calculs exposés :
ci-dessus seralent alors grossiérement inexacts. Mais en A
général ce genre d'études est surtout utile pour les fortes
averses.,

Nous espérons que le présent exposé a permis d'éclairs
cir en partie le point de vue dogmatique sur 1l'abattement des
averses, Il est loin d'épuiser la question. De nombreux
points restent & préciser et surtout les procédés de calculs
restent lourds : clest dans ee dernier domaine qu'il faudralt
tout particulidrement s'attacher & trouver des améliorations
pour que la méthode puisse entrer dans la pratique courante.




