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INTRODUCTION

MISE EN BQUATION DU. PROBLEME GENERAL

86it uwn miliey homogéne et isotrope dans lequel il n'y
a pas de transformation de la chaleur en -une awtre forme

Yénergie, ni inversement.

Soit  G-1-la chaleur spécifique

K : la conductibilité thermique

. K
C.

-la diffusivité thermique =

se

Soit T (®,7,2,t) la température en un.point
Soit Q@ » la qualité diénergie calorifique présente
dang une région du milieu considéré de

frontiére extérieure Fv et de volume V.

~ La loi de conductibilité pour une guantité de chaleur -élémentaire dQ-
traversant la surface Pv, s*écrit :

dq = d‘tje" . Kegral T, W .46
J By |

~ La loi d'échemffenent: du volume V s*écrit de la fagon sumivante s

aQ = j;; Co AT, dxdydz
A

dxdydz représentant 1'élément de volume de V.

EX3
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Egalons lex deux valeurs de dQ et appliquons la formule de
STOCKES sur la frontidére Fv,

Bj«"vc. dT. dxdydz = dtj; grad To n 46

= JJJV K, AT dxdydz

Pour cela nous avons admis K constant dans tout le volurrie“;AfJ? est
le laplacien de T.

I1 vient [ (KAT ~ ¢ 2T, ) dxdydz = O
U P

Cette dernigre équation doit 8tre vérifide .dans.le mllleu, rqqeiquq
goit le volume V choisi 2 ’

, W OT
soit ¢ Ko AT ~ G‘-:‘JJE‘-'EO

et en inbroduisant la diffusivité a 3 -

o1

a AT ~ ot =

0

équation connue sous le nom d'équation-de la -chaleursy




1&re PARTIE~ - Cas pién"dﬁ~huftsemi—infini.'
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PROPAGATION D'UNZ ONDE THERMIQUE DANS UN CORPS HOMOGENE ET ISQTROPE

[
3

Selon la forme géométrique des conditions initiales ou aux limites
imposées, nous uwtiliserons diverses formulations de 1l'équation de la

chaleur,

H

La mbdificaiion“de températufe initiale s'effectue sur un plan. Les
isothermes’ seront donc toujours des plans paralldles & ce plan ihifiél. 81
% est 1a direction perpendiculaire & ces plans, l'équation de la chaleur
stéorit | Cm

AR .
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La résolution théorique est classique dens deux cas intéressants &

A) = Cas du mur semi-infini, initialement & la température zéro, sur la
‘face duquel on maintient une température 00, pendant un temps /A%

3 partir de llorigine des tempg. T

La température G§ 4 on un point x a4 l'instant + est donnéde de
r ? o
fagon approchée, d'autent plus exacte que + est grand wis-a-vip de

At par la relation 3 ' . <2

fro [gz, X g et
2 e  tV%

o
(" X,t -’::i

La température»@£ passe en chaque point par un mqiiHMﬂlﬁiax,t

1t 8yX

au temps b = ts,x

ts < peut &tre défini comme le temps mis par la perturbation &
. . = : ‘

atteindre le point x considéré.
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Bn annulant dvgszt on trouve aisémment :
+

x2

+ - el

SyX a

On peut aussi calculer 1'étalement A'ts - de la perturbation, défini
?
par excemple comme le temps séparant les deux inflexions de part et

Atautre du maximum, il vient

At /10 x”

S,x 15 a

Eafin, la valeur du maximum est donnde par &

G tnax .t - Bﬁfo. &ﬁo a 1
T [Fe & x2

B} - Cas du mup semi-infini, initialement & la température zéro, sur la
face duquel on injecte un flux calorique Yo (en wa¢ts/bm2) pendant

un temps At trés court.

ot

La température @; ; enoun point x & ltinstant + est 3
1

‘&ZLM”'

\‘f{E?- ‘“JF“
a

(ﬁ’:" % ~~t K.pOo A't [} 48,17 ;
it/

avec les mémes approximations que précédemment .

On calcule de méme :

| 2
X
‘ ts,x o 2a .
—
. 2. x2
Bt = \/ ol
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a1

Bt

Le maximum de température devient :

Q/ma.}c, tS - = QOe L }1{
- Me
V“E““ oG

ol l'on peut dés maintenant noter l'apparition de la capacité calorifigue C.

oot

2éme PARTIE -~ Cas cylindrique

La modification initiale de température se fait uniformément sur un
aze infinil que nous confondrons avec l'axe des z. Les isothermes conservent

donc une forme cylindrique de révolution.

L'équation de la chaleur prend dans ce cas la forme simple suivante :

it s 1 D@
Smm— = g = )

= +
ot )2 T
N 2 (G-
puisque 4942: =0 et “jg‘izww =0
- Oz (Y5
ol a = diffusivité thermique
C%y ; = ¢lévation de température & l'instant %, & la distance r de 1l'axe
=¥
des z.

r = distance du point considéré a llaxe des =,
A) - Cas de la mise en température d'un milieu initialement & la température
O par une source de chaleur; uniformément répartie sur 1l'axe des z,

fournigsant un flux calorifique ﬁfo en watts/om.

ous allons intégrer 1'équation de la chaleur dans cc cas particulier,
&

Nous proposons le changement de variable classique :
P 3

2 2
T . - T
\A: yr A301t dW\= Jats dt + ot dr




I1 vient donec

QO
Ot

20

v

20
¥

DO

'(\J‘I‘(-—

2
r

220~ 22

= +
Dre 02 32

reportons ces valeurs dans l'expression de 1t

-
*

11 vient

7e

D20 . re

équation de la chaleur,

Do .

) = 22 T

2 4oP4

dait one

020
v 2

&

L

+ (1 +v)

équation différentielle & une variable,

Posons alors

d
%
d

—————p .

o

qui s'intdgre en

A +(1+n)L=0

goit W

on




g

vt

ol

- W
' . e .
la fonction ) sous le signe somme cest connue sous le nom

d'exponentielle intégrale et tabulée sous la forme :

NV‘ — M

e
Ei(-v\)=-j — ay
~00
801t pour nous :
~+ o .
T -y
(%= = A et e
S,% koo dat m an + B

CALCUL DES. CONSTANTES A et B

Conditions aux limites

Calcul de B

t =06t & =o dans l'ensemble- du.milien

pour r == 0, on a alors V= Zgg— = G0
+00 e
e
i dyi =0
+00

SOit B=20

Culoul de A

L{o est le flux de. chaleur-injecté. pap gr-de 1l'axe des z par la
source chauffante,

Sur la surface de la source de chaleur de fayonm ro, nous avons




T

-8

K cot la conductibilité thermique

. 6’ d\-
soit 1 = 2Mrg. K ( %TK )To ( 4 )

' -l
d'O't‘l‘(:’O = Ao 4\"\ o Kc ( e /\)ro

8l r, ost assez petit, T assez grand, ¥-0

s i
alors e a1, ety = Ae 4N . K solt 4= TN

41
1'équation d'établissement de la température est alorg 3
¢yl - Y
I _ 'Eo + .. e . a
ot T 4!“\1(5 48t Y L
+00 |

et en.revenant & une expression en t en nous plagany & » constant

t -2
. dat
O .= Ao 5 G a4
vt = AWK ) F
B) - Cas d'une perturbation therﬁique

Le flux <po est maintenu durant llintervalle de‘tempsrlﬁt seulement
& partir de l'originc des fempso
Pour effectuer le calcul nous allons imaginér la succesgion des deux

états suivants :

ler Etat
4 1l'instant 0, on 1n3eote sur l'axe des z un flux calor1f1que +7Po

(en watts/om) qui dure infiniment.

" La loi d'établissement de . la température est 5? (r)t)




. A 1'ingtant O +At, on injecte sur 1'axe des z un flux calorifique

—fo (en watts/om) qui dure aussi infiniment.

La loi d'établissement de la température est 05 (ryt),

Superposons ccs deux états. Nous nous trouvons alors en présence
d'un flux o entre 1l'ingtant O et 1'instant O +4 %, ainsi que

nous le voulions,

La loi d'établisscment de la température est i

Ort S et Y02 2,4

| 5 - 72
30 'L't s 48,'[}

b (e08) = 7hg ; Tw oW

£
ot
1
-]
s
i
L}

L

Ko | e 4af

donc ff,t = 0} ryh +(7é Tyt = dt

2g% la solution du probléme.

Nous avons dans tout ce qui précéde supposé 8 court. Remplagons donc
1'intégrale par sa valeur moyenne, il vient ¢
- pl
t
!\""? 0o c 4& .
05 = ITE 5 (& -t +nt)

~ P2

o _‘QOL b e 4ab
ryt T 4NK t
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Le maximum est atteint lorsque la dérivée %%t s'annules
osons A = 2 |
D ‘= e
- A ‘
ac- o At ‘et(%—-"-%‘—%)
at" = T 4K K b
- A
%
drm o At e
& T T 4nK i3 (v-2)

La dérivée s'annule pour

t= 0

v = o0

et %

]

2 . . e
A= 7a qui corregpond au maximum de .1'61évation

de tempédraturc.

Donc le temps de transports de 1"ondencalorifique est

1l lui correspond un maximum

o dOAt e A
@Mmaisyr = 1 eC.e ~f2

Les calculs qui précédent sont d'autant plus justifiss que Nt est

plus petit d*unc part, et que T r est plus grand.
»J’l

3éme PARTIE - Cas sphérique

La modification initiale de température se fait ponctuellement. Les

isothermes conservent donc une forme sphérique.

I'équation de la chaleur pfend‘dans ce cas une forma simple :3




. b@’_q QZO‘ 2 f)@‘)
ot T Dr2 T DT

puisque les autres dérivées partielles de (3 sont nulles.

A) - Cas sphérique de la mise en température d'un milieu infini initialement

3 la température O par un flux de chaleur o (cn watts/cm) émis
ponctuellement .
A . r2
Reprenons le méme changement variable U= 7ot
1'équation de la chaleur devient :
22 2o 3
W + W+ 5 ) =0
L 9ve %) (1 2 )
: Posons J = éﬁ% 1l vient j%ﬁL - (_ﬁ{ﬁ_ + 1) dw
. dtol _d._ﬁ):_ 1 & -1
' A b\372
/W‘ -
8
Qo i — )
et (“/I"~y't A _) " 3/2 d\/\ + B
[v. )
Lalcul dos conctantes
Calcul de B
Les conditions limiteso conduisent 13 aussivﬁzprendrg B=0

Calcul de A

Caleulong le flux traversant la frontidre de la source chaude

de rayon To, on a s

‘ d L/ d c\/ é‘j\
| ¢b - 4r1rb°2 o Ko (/ ro =‘4fw\r02‘° Ko (-G )ro ( _a;_ )ro



pL]

oty at " (g xo

e
(‘ci_ﬂ-)ro=A (m)ro’ (dl’ ro ~ 2at
| -y
goit @ ‘ 2
oi go = 8m™ro. Ko 4. ( o )ro

. . —
ot assez petit et t assez grand, on a W0 et e ,_.1‘1, soit

4]
=
H
&)
[0}

4o o 1
T o1enyeK &

La présence de t peut paraitre bizarre dans la "coustante" A. Bn fait,
de nombreuses approximations ont été faites au cours debe calcul, 6t seule

I*expérimentation sera & méme de vérifier la théordie.

Donc : ‘ W -\

e
o . = A S du 4+ B
eyt @Of TV
s —z2
S 4at P
e 2 g
= A Z T-\;,——-_E-“—- dt + B
soit : £ - r2
N do [ o
’ff'r,t T 811 Kero 15 O VT dt

B) = Cas d'une perturbation thermique

En reprenant la m@me supcrposition de deux états d'équilibre que

dang le cas cylindrique, il vient :3

go C =

e

Q- P .
Uyt 8V Koro [T t)__.,\ L TE dt
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soit en prenant la valeur moyenne de 1'intégrale

- 12
a . do D% o 4at
: I"E,’"t 8{“‘1{1:1‘0 -b
Lo maximum est atteint lorsque gt s'annule, soit en posant
2
r
/\ =’ ZLE""
Y -
ap ot 1.1 - 1. _ e
d_b = Csto e ( _t ’t2 _t2 ) = Gst _b3 ( A"-b)
. P ‘ r2
Le maximum s'obtient donc pour A = % = =S
Sat 4a
r2
ts,r )

la valeur du maximum est 2

a o _ QO o A.b 3 1
a"“‘“‘Ks,:o = 270 o r3

Avee les mBmes restrictions sur llexactitude des résultatbs.

4éme PARTIE - "Cag " Ellipsofdal "

La modification de tempirature se fait initislcement sur un segment de
droite de longueur 2 c, que nous confondrons avec llaxe des Zy le centre

du segment étant pris pour origine,

Bn coordonnées cylindriques; compte~tenu de la symétrie de révolution

existante, l'équation de la chaleur s'écrit :

lé‘ - = 2 ( E) o _j___ ) 6'— O 20‘”)

2t T t T or +022

cette équation n'a pas de solution simple,
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Pour tourner cette difficulté, nous allons utiliser les résultats

de la 3&me partie (cas sphérique) en imaginant le schéma dé caloul suivant 2

L'élévation de température ﬁ’ est la somme d'élévabions de

r,t
7
température élémentaires d@“ ot produltcs par des éléments de longueur

dz de la source chaude de longueur 2 Coe

Chacun de ces éléments dz peut €tre assimilé & 71 point, on lui
applique donc les relations obtenues dans le cas sphérique. Soit en.
P P qu

rowsiculier dans lc cas.de,la porturbatlon thermique

P2
a6 ) . Po .\t g 4a%
20 ,70,% 8uikp R

dz

pour un point Po de covrdonnées zo et ro

olv | = distance du point considéré Po & 1'élément dz
3 - B . .
soit [ = Vro2 4 (z~20)2 , zo est la cote de Po, z la cote de 1'élément dz

(Xo”dz joue le r6le du flux Po du cas sphérigue

{¥o g'exprime en waﬁts/omq

En Po, noug svons 3

7

- 10° 4 (z—zq)2
‘fj,. - U’l) Qo A.b ? [¢] 4at dZ
Z0,704% 8 l"\K\/roz_;‘ (Z-ZO)2 y
z veriant de = c & + cy il vient '3
4o = pafiy (2—20)2
0 = =3&£L—9:E- /( C = 4t dz
¥ =T ) T
‘Bo,ro,t 84"3‘ foody tVro2 + (z-20)2

Tl n'est pas questlon dtintégrer cotte equﬂtlon directement. Par

contre on peut caleoulor lc maxifum en t de Koot o 11 suffit de calculer

70,10,




Kbw

ae”
at

¥ en dérivant en t sous le signe somme, soit 3
+0 _ r0® 4 (z-z0)2
a4  doat 4 e M ) s
ab 8nK ) T 5 Voo 1 (mm0)?
cette dernidre s'annule pour
Po” + (z—zd)2
e 4ot ( ro” + (z-20)% — 4at) -0
Q ro® + (zeZo)zl e ngaﬁa\ S
soit pour t. = 0,
et t .= K TO"Z SZ"ZO) f-auqqglypprrsqund le meximun,
g donc s
& ' ro® 4 (z—zo)2
: 4 =
8410,%Z0 4a,
. La valeur du meximum est :
JTLae T
: Poo Aboda -l e e Az
06,70 4 8 P\K a ro%+(z~zq)2
en introdui$ant‘)'0 = -%%-Wiil viént::
C +o
o _ Yoo nt } dz ,
’ maxfro?zo,t '2\?1 C;e Lo T02+(Z-ZO)2 3/2
"“'Quirs'intégre‘aisémmentigi rq, == 0 en
- Mo A% ( -Gz Zo 1 . C 4 .20 1 )
MEX ,T0 3 %0 3 b 210 e <r02 Qroz+(c—zo)2 ro2 Vr02+(c+zo)2
;i‘\
&



N
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Nous allons considérer le cas particulier ol Po est situé dans le

plan médiateur du segment de droite 2¢, clest-a~dire le cas oll zo = O.

L'expression de Cﬁﬂax s'allége alors considérablement .

I1 vient

Faax. - Do t . 1 . _*o/ro -
r0,t NG e 2 1;{;750)2

1o

REVMARQUE 1.~

Cette expression permet de retrouver les expressions de Czéx
obtenues dans les cas cylindriques et sphériques, En effet

Cas cylindrique

C—>00 alors C/x v_Or
(.? .

1+(c/f)2 c/r)2

!

. do N4 ]
on retrouve bien ﬁfgax = Mo o o
Cas sphérique
c—> 0

Nous allons tout d'abord faire apparatire le Tlux total émis

go = 2 ce Y

soif 0aax°ro t 7 ¢g %te : ; ' _wlzzgh“w§
' . ro Qﬂ+(o/ko)

ot ¢/r0—3 0 = 1/20 !

\/1+(o/fo)2 ¥o

Jo, t . 1
2 C e r3

| et nous retrouvons (Jmax.
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REMARQUE 2.~

La méthode utilisée ne permet pas de calculer le temps auguel a

lieu le maximum,

1o° +((z—zo)2

En effet la valeur % =
8,70 420 4a,

n'a pas de

signification physique autre que celle de traduire le temps mis par 1'onde

calorifique émisec par 1'élément de source dz poun atteindre Po.
BEMARQUE 3.~ BSurfaces isothermes.

. Les isothermes ne sont pas des surfaces simples dans les cas
précédents.
Selon les valecurs de ro et zo ces surfaces prennent des aspects

caractéristiques

- gly r ou & —y 00, on.se rapproche du cas sphérique. Les isothermes sont

alorg des sphéres,

-~ i, r—»0 avec (3) « c, les isothermes se rapprochent des cylindres,

Dans tous les autres cas, les isothermes ne sont pas des courbes
gimples. On pourrait déberminer le lieu des points ol on observe des

maximums égaux, pour cela il suffit de faire 0& = Cst, maig

axo(ro,zo,t)
les calculs faits ne permettent pas de savoir s'il s'lagit effectivement
d'isothermes, puisque rien ne prouve que ces maximums soient atteints

au mEme moment .

Néanmoins, si les dc%max élémentaires étaient fongtion de %
_e2
dat
seulement au lieun d'€ire fonction de Z r— les isothermes seraient

alors des ellipsoides ayant pour foyer les extrémités de la partie

chauffante,
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Pour cela il suffirait que e 4at soit approximativement
constant, ce qui est vrai si Zif reste voisin de O, ce qui exige 3

ou |’/petity cas peu intéressant

ou 4at assez grand,

Dans le cas expérimental, nous verrons que nous sommes trég prés
de cetvtc condition. On peut alors sensiblement assimiler les surfates

isothermes & des ellipsofides de foyers + ¢ et - o,
REMARQUIT 4.~

Le calcul de 4 tel que nous l'avons mené, exclue la
; Oaaxoro,zo,t an ' ,

valeur 10 = 0

Nous alléns le reprendre dans ce cag varticulier, c'est-a~dire

pour un point Po situé sur lfaxe des z,en dehors du degment chauffanmt bien

cntbendu., ~ (zo~z}2
2) Ny ° \ 48{b
o Do, A% ﬁ e

20,2t~ 81K t (20-2) dz

,=C - ‘ZO"'Z!z

ay  Uo.ht a e 4
at 8 K ok t {zo~z

2
qui s'annule pour t = LES:EZ_“

ViKY
C -1
. o, A+ 4a®
’ S s = ~O° al
d'ou Lmaxqzo,t 8K ic ZOm=g dz




LQof At 1 . 1 J
410 e | (ZO__@.?. (ZO-—C)Z’

Mo Nt = (20-0)2 4 (zo+c)?
~ 4n0 e (702 = 2)2

Uo, A4t 70 ¢

soit finalement C}Hlax,zo,t = TMC e (zoz-oz)z

Si¢c—>0,; on revient au cas sphérique :

. faisons apparaitre o = 2 ¢ q}o

lorsque .c—Q, 2ZO 55 tend vers 13
(zo“= c%) 2o~
L Do, 0t 1
soit fjma.xzo’:ﬁ = R 3

ol 1'on retrouve 1'expression sphérique en remplagant zo par r.




