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I N T R O D U C T I O N  

Soit  un milieu homogène e t  isotrope d a s  lequel i1 n'y 

a pas de transformation de la chaleur en une autre  forme 
'énergie, n i  inversement, 

I / 

Soit G : . l a  chaleur spécifique 

IS : l a  conduct ihi l i té  thermique 
K 
E z d i f fus iv i t é  thermique = 

Soit  T (x,y,z,t) la température en un,point  
Soit Q : la qxal i té  d'énergie calor i f ique ,pr&en 

dans une région du milieu considéré de 

f ron t i è re  extérieure fi e t  de volume V. 

- La l b i  .de concluctibilité pour une quant i té  de chaLew-élémeatsire dQ 

traversaut  la surface fi9 s F é c r i t  : 

- La l o i  d'échauffement du v o I Ú m e  V s 'écr i t  de l a  façon x 
I' 

dQ = J( Ge dP0 & d p h  
/ / v  

dxdydz représentant 1 'élément de volume de V. 



Egalons leu deux valeurs  de dQ e t  appliquons l a  fomule  de 
? STOCKES sur la  f ron t i è re  Fv, 

\ 

Pour ce la  nous avons admis K c o n s t a t  dans tou t  l e  vo1ume;AT e s t  

11 vient  jf- ( I C ~ ~ T  - G _^ST 1 c~mz = O 

le laplacien de T ,  

' T  a t  

Cette dernière équation do i t  ê t r e  wérigiée dans I l e  milieu(, qyelgue 
s o i t  l e  volume V choisi : 

1\ S O ~ C  : K e & T -  C y =  U T  O . " 

de 

et en introduisant la d i f fus iv i t é  a : 

- 0  a h T -  - -  Z)T 
at 

Qcyuation connue sous le  nom d* équat ioq. de l a  c h a l p p i  



\ " i . ,  
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PROPAGATION D C W  ONDE TH@"IIQTJE DANS UN CORPS HONOGENE E)T ISOTRQPE 
J '  

Selon l a  forme géométrique des conditions i n i t i a l e s  ou aux l imi tes  

imposées, nous u t i l i s e rons  diverses formulations de &'équation de la 

chaleur 

1Qre PARTIE - Gas plan du inur semi-infini. 

I 

I . - . - -. . > .  .- 

La modification de température i n i t i a l e  s 'effectue sur un plm.   ler^ 

isothermes seront donc toujours des plans pa ra l l è l e s  à ce p l m  i n i t i a l .  S i  

x e s t  l a  direct ion perpendiculaire B ces plans, Z'équa'tion de l a  chaleur 

s ' é c r i t  : 

b2Q- 
a-= - 

ax 2 a t  

La r6solution théorique est classiguc dans deux cas in t é re s sm%s  I: 

A) - Cas du m u r  semi-infini, init ialement & l a  température 5ém, GUT' la, 
face duquel on maintient une température @U, pendant un temps 4 t 
à p a r t i r  de l 'or igine des temps. 

L a  température 

façon approchée, d'autant plus exacte que t est  grand vis-à-Ho de 

, 1  A j j  pa r  l a  r e l a t ion  : 

5 

1 

en un point x à l ' ins tan t  t e s t  donnée de x,t  

I . -  x2 a - -  

La tempckature 0- 

au temps t = -t 

passe en cliaque point par un maximum Oîia,xrt 
x t t  SPX 

s ,x 

t 
a t te indre  l e  point x consi&ré, 

peut être d6f in i  comme l e  temps- m i s  par  l a  perturbatio11 à 
s IX 

, . :  _ .  

;." . . . .' 4. , , 
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B) *- 

XI.. a î u l a n t  d. F x , t  011 trouve aisénment : 
d t  

On peut aussi  calculer  1'6talement a t 
p m  exemple comme l e  temps séparant les deux inf lexions de part  e t  

d.?autre du m a x i m u m ,  il vient : 

de l a  perturbation, dé f in i  
s tX  

Exfin: l a  valeur du maximum e s t  donnee par : 

Cas du mur semi-infinit init ialement à l a  température zéro,  sur la 

un temps kt t r è s  court ,  

face duquel on in jec te  un f l u x  calorique 90 (en wa"cs/em 2 ) pendayl-t 

La température O+ en mi point x à l ' ins tan t  t e s t  g 
X l t  

avec les mêmes approximations que prkc6demment ,, 

O n  calcule de même : 

! x2 - -  - 
S,X 2a t 
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Le m a x i m u m  de température devient : 

P I cpo, t &nax, t = = 

X 
s9x 

oil l ' on  peut dès maintenant noter l 'appari t ion de la capacité calasifique C u  
, +.P.' 

2ème PARTIE - Cas cylindrique 

La modification i n i t i a l e  de température se fait uniformêment sur un 
a z e  i n f i n i  m e  nous confondrons avec l 'axe des z o  Les isothermes conservent 

donc wie forme cylindrique de revalut ion, 

L'écfimtion de la chaleur prend dans ce cas la forme simple suivante : 

puisque 

o Ù  r2 = d i f fux iv i t é  thermique 

= élévation de température Q l ' i n s t an t  t , Q la distance r de l'axe 

= distance du poinb considéré â l 'axe des z u  

Q X P  t 
des 8 ,  

r 

A) - Cas de la mise en teinjjQra-ture d'un iiiilieu init ialement â la température 

O par une source de clialeur, uniformément répar t ie  sur l 'axe des z )  

fournissant mi flux calor i f ique iQo en watts/cm, 

Rous al lons int6grcr  1'6quation de l a  chaleur dans ce cas pa r t i cu l i e r ,  

Hous proposons le changeinant de variable classique : 

r 2 - r  2 r N= -&T- s o i t  d\A= d t *  TZ- d r  
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I1 vient donc : 

c 

c 

reportons ces valeurs dans l’expression de 1’’Qquation de l a  chaleur, 
il vient : 

s o i t  2 

i 

équation d i f f6 r sn t i e l l e  B une variable. 

qui s’inkègre en : 

- Y s o i t  : e !{=A--- tl 
e t  
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l a  foac-tion e 
d.'exponentielle in tégra le  e t  tabulée sous l a  forme : 

BOUS l e  signe somme es t  connue sous l e  non 

Loo 

s o i t  pour nous ; 

CALCUL DES COIV3TAIVTZS A e t  B 

- M  e 
_qq_ 

v\ d q  

Conditions am l imi tes  p" 

Calcul de B 

q o  est  l o  flux de chaleur in jec té .  p m  cmde l'=e des- z  pa,^ la 
source chmff,mte o 

Sur IC surface de l a  source de chaleur de r'won rot nous avons : 



IC es t  l a  conduct ibi l i té  thermique 

a i  ro c s t  assez p e t i t ,  t assez grald,  )1--.,0 
a l o r s  e ---7 1, e t  q o  = A. 4 1'1 o K s o i t  A = - y $0 

'4YtK 

1'6quation d'dtablissement de l a  température e s t  a l o m  t 

B) - Gas d 'une perturbat ion thermique 

Le flux y o  e s t  maintenu durant l ' i n t e rva l l e  de temps n t  seulement 

B p a r t i r  de l ' o r ig inc  des temps, 

Pour effectuer l e  calcul  nous al lons imaginer l a  succession dos deux 

é t a t s  suivants : 

l e r  Etat 
A l ' i n s - tmt  O ,  on in j ec t e  sur l'axe 'des z un flu calor i f ique  + ' f io  

(en w z t t s / c m )  qui dure infiniment e 

L a  l o i  d'établissement de l a  tempbrature e s t  & (r,t) 
1 

c 



1 
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fi lginst ,mt  O + & t ,  on in j ec t e  sur  l'axe des 5 un P l u  calor i f ique 

-L!O (en watts/cm) pi dure aussi  infiniment, 

L a  l o i  dgé-tablissement de l a  température e s t  '3; (r,t>, 

Superposons ces deux é ta ta .  Nous nous trouvons alors en présence 

dfun f l u x I f o  entre  l ' i n s t an t  O e t  l ' i n s t a n t  

nous l e  voulions. 
0 + / I t t  a i n s i  que 

L a  l o i  d'6tablissomen-L de la température e s t  : I 
s o i t  : 

e m  la solution du problkrix, 

Bous avons davis tout  ce qui précède supposé D@courti, €¿miplaçons donc 

1 i n t  6grale par sa valeur moyenne il vient : 

- 72 



- A  

- h 

il. lui.  corrcspond un maximum 

Las  ca lcu ls  qui  pr6cédent sont d ' au ta l t  plus  justifiés gue a t  est  

plus  p e t i t  d'uno p a r t ,  e t  guo t es t  plus  gravld. s,r 

- u r .  Cas s sphérique 

L a  modification i n i t i a l e  de temperature se f a i t  p0nctuelLemen-k o Les 

isothermes conservent donc une forme sphérigue, 
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puisque les aut res  dérivées p a r t i o l l c s  de &sont  nu l les ,  

A) - Cas sphéricpo de l a  mise en température dsun milieu i n f i n i  init ialement 

à la teinpérti~ture O par un f lux  de cllaleur $0 (ci1 watt s/cm) emis 
ponctue Ueinent o 

Reprenons l e  même chaingeiiient var iable  12 = - r 2  
4at 

l 'équat ion de la clialeur d w i e n t  : 

Calcul dcs con::tantec 
, I  

Calcul de B 

Les conditionc limi-tes conduizent 18 auosi b prendre B = O 

I Calcul de A 

Calculons l e  f l u x  t raversant  la f ron t i è re  de l a  source chaude 

de r ~ o n  ros  on a 

l 
CI 

c 
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coi t  : 

si ro e s t  acsez p e t i t  e t  t assez grand, on a l+--+O e t  e I -;io aoit : 

La présence de 'G peut para î t re  bizarre  dans la PscoilCtanteii A,  En fa i t ,  
de nombreuoea approximations ont é t é  fa l tes  2 a  cours  debe calcul,  e t  seule 

1 $cxpériment at ion sera  à mêiiic de v&rifier l a  *héorie 

s o i t  : 

= A  

h r  
_._ Vr9t 

E) - Cas d'une perturbation thermique 

En reprcna1-t la même superposition de deux 

d,anc l e  cas cylindrique, il vient  :: 
tats d'équilibrc que 



s o i t  en prenant l a  valeur moyenne do 1 "int é&ale 

- r 2  - 

Lo maximum e s t  a t t e i n t  lorsque - d6- s*anulule, s o i t  en posant 
d-t; 

r 2  A = 4,2 

Le mzximum s 'obt ient  donc pour A = 

l a  valour du maiium e s t  c 

x2 t r -  s.tr 4a 

Avec l e s  mêmes r e s t r i c t i o n s  SUT l 'exact i tude des r6sult,zts. 

La  modification Be tempdrature se fait  init ialement SUT un segment de 

d ro i t e  de longueur 2 c,  que nous confondrons avec l'axe des z f  l e  centre 

du segmcnt é t a i t  p r i s  pour origine,  

En coordonnées cylindriques compte-tenu de la sym6trie de Tévolution 
ex is tan te ,  1'8quation de l a  chaleur s r é c r i t  ~: 

ce t t e  équation n s a  pas de solution simple, 



Pour tourner c e t t e  d i f f i c u l t é ,  nous al lons u t i l i s e r  l e s  r6su l t a t s  

de l a  3ème p a t i e  (cas sphérique) en imaginant le schéma do calcul  suivant e: 

 télév vat ion de température < es t  la  somme d'é1Qvations de 
9 9  

I produites par des éléments de longueur 
&Z PT.,% 

t c np.k*at ure 6 16ment air e s 

do dc l a  Dource chaude de longueur 2 ce  

Cliacun de ces éléments dz peut ê t r e  assimil6 à 1 point on l u i  
~vppl iqxe donc l e s  r e l a t ions  obtenues dans l e  cas sphérique, Soit  en 
'I ?u4t icul ier  clans le cas de ,la perturbation thermique 

- f 2  

pomr un point 

9;: 

SO?L-L r = \/?o2 + ( z - Z O ) ~  

Po de comdonnécs zo e t  r o  

; 9 = di.stcmce clu point considEré Po 2 l'Clément dz - 
zo e s t  l a  cote de Po, a l a  cote clc 1"élément dz 

.y az 
q o  
: ! o  s'exprime en watts/cm, 

joue le r ô l e  du flux $o du cas sphérique 

Ex Po,? nous avons : 

z v a i m t  de - c à -t c, il viont * :  

2 )2  
+C - r o  z-zo 



- en dérivant en t sous l e  s i g n o  somme? soit : 
d t  

so 2 f (2-ao > 2  
I 

SC 
4at 

) d!z 
- -  
d t  - 8r\IC J,,  + ( e  * -2------ 2 
ddc ~ o d %  

t Ys0 + ( 5 2 0 )  
-C 

c c t t t  dcrniêre s 'anlule pour : 

so 2 4- ( z -zo )  2 

4at r o  2 -1- (2-z0)2 - 43%) = o 
( 4at 3 

e 
(G2 4- (a-zo) 2 

s o i t  pour t = O 

2 
t = m  

, r o  + (z-zo)~ 
4 a et t '= auqml correspolld l e  mmi 

donc : 
r o  2 4- (8 -20)  2 - - 

43 sgso,zo t 

La valeur du ìmaxiinum es t  : 

. . .  

"qui  sqin-têgrc a i sément ,  s i  r o  =/= 0 en 
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Rous allons considérer l e  cas pa r t i cu l i e r  o Ù  Po e s t  s i t u é  dans l e  
plan médiateur du segment de d ro i t e  2c, c'est-à-dire l e  cas o Ù  zo = O, 

L'expression de @ s ' a l l ège  alors considérablement 

I1 vient 
inax 

Cette expression permet de retrouver l e s  expressions de @ 
m a x  obtenues dans l e s  cas cylindriques e t  sphériques. En effet 

Cas c y l i i i d r i w  

cpo at 1 on retrouve bien V = 
. -inax 1 7 C  e r2 

Gas spllérique 

c- o 

Rous allons tout  d'abord f a i r e  apparaî t re  le $1- t o t a l  émis : 

c o q o  Øo = 

I jro 1 oìî c/ro-o +- 
( - O p  TO 

$0, t o 1 e t  nous retrouvons &ñax. = _I_ 

r3 2 G e  



La  méthode u t i l i s e e  lie permet pas de calculer  le temps auquel a 

l i e u  l e  maximum. 
2 2 r o  4- (a-zo) 

k effot  l a  valeur t - - n ' a  pax de s , r o  #zo  4a 
s igni f ica t ion  physique autre  que ce l l e  de t radui re  l e  temps m i s  par lponde 

calor i f iquc émise pm 1'816ment de source dz pour, a t te indre  Po, 

REIfARQUB 3 *-- Surfaces isothermes. - 

Les isothermes ne sont pas des surfaces simples dCms l e s  cas 

préc6den-t s o 

Seloit l o s  valeurs  de r o  e t  zo ces surfaces preiinent des aspects 

caractér is t iques : 

- s i f  r ou z -+m, on.,se rapproche dE cas sphériqueo Les isothermes sont 

alors des sphères. 

- si ,  r-70 avec (a) L e,  ICE isothermes se rapprochent des  cylL1dros. 

F 

Dans tous les aut res  cas? l e s  isothermes 110 sont pas des courbes 

siinples, On p o w r a i t  détcrmimr l o  l i e u  des points  o h  on observe des 
maximum Qgaux, pour c o l a  il s u f f i t  de f a i r e  & = C s t ,  mais 
l e s  calculs  faits n.c: pcmnict-tent pas de savoir s'il s'agit effectivement 

d'isothermes, puisque r i e n  ne prouve que ces maximums soient a t t e i n t s  

au même inoinent o 

m a o  ( r o  zo -t ) 

Ql&iientairex étaient  fonçtion de - 1 
2, 

Némmoins, si l e s  
L- e 2  

e l e s  isothermes seraient  4at 
t seulement au l i e u  d '$tre  fonction ¿!e 

a l o r s  des ellipso?des ,?;yant pour foyer l e s  extrémit6s de l a  p a r t i e  

cliauffa-t e 



ou 

ou 4a-b assez grand. 
I J p e t i t  6 cas peu int6recsm-t 

D a w  l e  cas exp8rimenta1, nous verrons que nous sonmes tsès près  
de ce t t e  conditiono On  peu"^ alors sensiblement assimiler les surfaws 
isotlwrmes â des e l l ipso ïdcs  de foyers + c e t  - c. ..I 

Le cs lcu l  de (,~ax,ro,zo,t t e l  qqe nous l 'avons men&, exclue la 
valeur r o  = O 

Nous allhns l e  reprendre dans ce cc2s p a r t i c u l i e r ,  c ' c s t -R i re  
pour un point Po sitttQ s u  l 'axe des z, en dehors du degment chauffwt  bien 
cnt ondu o 

..a,- '>.. 



I‘ (zo;z)-2. ] ‘ 
-C 

(zo-c) ’ j  ’ +  ! 
- (zo-c)2 4- (zo+c) 2 

(zo2 - c y  

- (40. U t  ao c - 
kIax,ZO ,t f-lc (,02-,2)2 

so it finalement 

S i  c -+Of on revient au cas  sph6rique : 

faisons apparaître $lo = 2 c ( $ 0  

ao 1 larsque c+O, tend vers - 
3 (eo2- .2)2 80 

o& l’on retrouve l’expression sghériquc en r emplapd  50 gm r e  
. _ _  . -  . 


