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page 4 Avant-Propos

L’étude des oscillations libres d’une planéte ou d’un corps céleste autour d’une configuration
stationnaire conduit au probléme spectral associé a la famille :

L,, = -« + 2iwB(w) + A

ou A est un opérateur formellement symétrique qui décrit le comportement élastro-gravitation-
nel du corps, B un opérateur dont la partie antisymétrique, indépendante de w, est associée aux
mouvements de rotation et de convection qui animent ce corps et dont la partie symétrique
décrit les processus d‘atténuation.

On peut considérer que les premiéres études de ce type de probléme remontent 4 la fin du
siécle dernier avec entre autres Rayleigh, Hough, Poincaré et Love. Bien que théoriques et
décrivant des situations idéalisées, ces travaux ont porté leurs fruits puisqu’ils ont conduit a
Iestimation des fréquences propres sismiques de la Terre bien avant qu’un patient effort inter-
national d’observation ait permis de les identifier. Ensuite par une complexification progressive
de la modélisation (prise en compte de la rotation et de l’ellipticité puis de l’anisotropie et de
I'atténuation, des hétérogénéités latérales enfin) et par I'amélioration constante de la qualité du
matériel d’enregistrement et le développement des réseaux sismologiques, il a été possible
d’affiner la connaissance du spectre sismique. Si bien que de nos jours la sismologie constitue le

plus puissant moyen d’investigation de la structure terrestre et particuliérement du manteau.

Un regain d’intérét sur ce type de probléme a été provoqué par ailleurs, dans les années 70,
par les premiéres observations des vibrations propres solaires aux périodes voisines de cinq min-
utes de sorte que I’héliosismologie est maintenant en plein essor (voir J. Christensen-Dalsgaard
(1985) par exemple). L’intérét théorique chez les astronomes semble s’étre dirigé vers 1’étude des
problémes de bifurcation liés 3 la convection (voir la revue de Schutz (1983)).

Des aspects de ces problémes restent néanmoins mal appréhendés. Par exemple le modéle
solaire "sismologique" semble incompatible avec les modeéles solaires physiques. Dans le cas de la
Terre, le comportement mécanique du noyau externe est encore mal compris. Sa relation avec

I’existence du champ magnétique, que 'on néglige en sismologie, reste a préciser.
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Par ailleurs de nombreux problémes d’astronautique se raménent aussi & un probléeme spectral
quadratique ; la stabilisation d’un satellite par exemple, ou I’ étude des modes propres d’un
réservoir de lanceur. Dans ces problémes, des interfaces solide-fluide sous fort déviateur de
contrainte sont A considérer. De plus, la forme de ces objets ne présentant pas toujours des
symétries simples, un grand effort numérique a été entrepris avec l'utilisation systématique des
méthodes de Galerkin et des méthodes spectrales.

Ainsi étude des problemes spectraux quadratiques, ou plus généralement des familles spec-
trales du type L,,, se trouve 2 la croisée des chemins. Mon travail, dans cette these, est con-
stitué de deux parties.

Le fil directeur de la premiére est de replacer la problématique des sismologues dans le cadre
mathématique rigoureux de I'étude d’une famille de type L,,. Le premier chapitre est consacré
a I'établissement des équations utilisées en Sismologie ainsi que des formulations variationnelles
qui y sont associées. J'insiste sur les problemes d’interface et sur la maniére de rendre compte
de la précontrainte et du mouvement convectif dans le noyau. Dans le deuxiéme chapitre
J’étudie l'opérateur A de l'élasto-gravité, en ne considérant pas d’emblée le mouvement convec-
tif, de maniére A rendre A borné inférieurement. Cela me permet d’entamer, dans le troisiéme
chapitre, ’étude mathématique proprement dite de la famille spectrale correspondante, en négli-
geant cette fois l'atténuation. Dans le quatriéme chapitre enfin, je montre comment les résultats
abstraits du troisiéme s’appliquent au cas de la Terre. Cela fournit, notamment, un nouveau
point de vue sur les mouvements de Poincaré et le spectre géodynamique. Bien entendu, de

nombreuses questions essentielles restent ouvertes. Je me suis efforcé de les signaler au passage.

La deuxiéme partie est plus appliquée. Elle tourne autour des problémes que pose 1’élaboration
des modéles moyens (sans hétérogénéités latérales). Cela m'a conduit & considérer également les
problémes de calculs de perturbations, notamment ceux liés a la forme de la Terre et au noyau
externe. Ceci d’autant plus que la communauté sismologique éprouve actuellement des diffi-
cultés A rendre compte des observations de certains modes présentant une énergie non néglige-
able dans le noyau.
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figure 1 : Disposition schématique des différents ouverts représentant la configuration terrestre

(cf. le paragraphe 2 de ce chapitre ainsi que le chapitre II) .
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I MISE EN PLACE DES EQUATIONS DE L'’ELASTO-GRAVITE POUR UN CORPS
AUTO-GRAVITANT. PERTURBATIONS D’EQUILIBRE.

L’objet de ce chapitre est de préciser les équations qui gouvernent les perturbations adiaba-
tiques de 1a Terre autour de sa position d’équilibre que 1'on suppose en rotation uniforme. On
considére également le cas ou le noyau externe est animé d’'un mouvement stationnaire quel-
conque. Nous sommes ainsi conduit A rappeler et préciser le calcul des perturbations de confi-
guration, Lagrangiennes ou Eulériennes, réelles ou virtuelles. Ceci nous sera également utile, au
chapitre 5, pour l'étude de configurations proches de la symétrie sphérique. Nous précisons
enfin le lien entre le point de vue local avec les équations de la mécanique rationnelle et les

considérations énergétiques.

1- Calicul de perturbations réelles ou virtuelles. Point de vue Lagrangien et Eulerien.

Considérons dans l'espace Euclidien deux systemes physiques dans un état proche 1'un de
l'autre. On suppose également que les deux configurations sont proches 'une de l'autre dans
I'espace et 'on se propose de calculer les perturbations des différentes grandeurs physiques entre
ces deux états. Pour ce faire on considére une évolution continue de la configuration et des
paramétres physiques qui permet de passer de 1’état pris comme référence au second. Cette
évolution peut soit correspondre A "évolution réelle d’'un méme systéme matériel, soit étre pure-
ment abstraite. C’est notamment le cas lorsque les deux états correspondent 2 deux systemes
matériels distincts qui se trouvent dans un état proche 1'un de l'autre. On parle alors d’évolution
virtuelle. Quoi qu‘il en soit, deux approches sont possibles : )

- l'approche Eulerienne qui décrit la perturbation des grandeurs physiques en restant 4 un point
donné de l'espace Euclidien.

- l'approche Lagrangienne qui décrit les perturbations en suivant une particule matérielle, ou
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une trajectoire virtuelle de I'évolution. Plus précisément, soient V, et V, les volumes occupés
par les deux configurations et T,; , T,; les différents champs de tenseurs représentant les
différentes grandeurs physiques dans les deux états correspondants. L’évolution se définit
mathématiquement par une application :

Vte[0l]l,Vae V (at) —=x(at) e V,
(a,t) = T(x(a,t),t)

avece .

x(a,0) = a, x(a,l) =x,
T,(a,0) = To'i(a) Tx,1)=T, i),

ou x est le point de la deuxiéme configuration associé a a, d’'une maniére réelle ou virtuelle.
Soit :

1
X=2a+ Z+ i-!ei

il
le développement formel de Taylor de x(a,t) par rapport 4 x(2,0) pour t = 1.

On définit les perturbations Lagrangiennes et Euleriennes au premier ordre d’un tenseur T res-
pectivement par :

5,T(a) = % T(x(a,t),t)esg »

5,.T(a) = % Tx@,), g -

Ainsi :

6, T(a) = §,,T(a) + D, T(¢,) 1)

ou D,T désigne la dérivée spatiale du champ T au point a. D’'une maniére générale, on évalue
les perturbations du tenseur T jusqu’a 'ordre n par :

dn
6, T(a) = — T(x(a,t),t)l,—
nl dtn t=0
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8neT(a) = aa.? T(X(a,t),t)l t=0

et:
n
5,T(a) = Z 5 &T@
=1
n
5,T(a) = Z 7 5 T@ .
=1

On voit donc que les perturbations lagrangiennes sont associées aux dérivées particulaires, c’est
3 dire totales par rapport au temps qu’il soit réel ou virtuel, et que les perturbations Euleriennes
sont associées aux dérivées partielles par rapport 4 ce temps, en une position de l'espace.

On obtient alors aisément la :

Proposition 1 :

§,(DT) = D(§T) - DT.D¢, ()
&(gradp) = grad(§|p) - (D€,)*(gradp) (3)
§,(div(u)) = div(§u) - tr(Du.D¢) (4)

ou * désigne l’adjoint d’un opérateur pour la structure Euclidienne, T un champ de tenseur

et u un champ vectoriel.

.Preuve :

Utilisant (1), on déduit sans peine que :

§(DT) = 6,(DT) + D?T(¢,)
= §,(DT) + D(DT(¢,)) - DT.D¢,
= D(§T) - DT.D¢,,

ce qui prouve (2).

(3) correspond au cas particulier ou T est scalaire.
Pour obtenir (4), il suffit d’appliquer 'opérateur trace 3 (2) avec T=u. =
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Dans le cas des perturbations de 2éme ordre, on obtient 1a :

Proposition 2 :

64T = 6,,T + D?T(£,,€,) + 2D(5,, TX¢,) + DT(¢,) 5)

§,(DT) = D(5, T) - 2D(§,;T).D¢, + 2DT.D¢,.D¢, - DT.D§, (6)

6, (gradp) = grad(s, p) - 2(D¢,)*(grads,,p) + 2(D§)*(D¢)*(gradp) - (D§,)*(gradp) )

6, (grad) = grad(s,p) + DH(p)¢,£) + 2H(,p)¢ + H(p)¢, )]

8, (divu) = div(§,u) - 2tr(D(8,yu).D¢,) + 2tr(Du.D¢,.D¢,) - tr(Du.D¢,) 9)
Preuve :

Calculons 6, T :

dtzT(x(t)t = g—t{% DT( ax))

dx dx dx aT
DT( g dt’ dt) +DL. G de ZD( at” dt 3t

= D3T(€,,§,) + 2D(3,T)(¢,) + 9,,T + DT(¢,).
Cela conduit a (5).
Utilisant (5), on obtient :

§(DT) = 8,,(DT) + D3T(£,,£,) + 2D(3,(DT))¢, + D*T(£,)
= D(5,T) - 2D(5,T).D¢, + 2DT.D¢,.D¢,- DT.DE, ,

ce qui prouve (6).
(7) correspond au cas ou T est scalaire, (8) s’obtient a partir de (5), et (9) en appliquant

l'opérateur trace 2 (6) avec T = u. =

Pour terminer indiquons comment perturber des expressions intégrales scalaires portant sur V
ou 4V ou, plus généralement, sur toute interface X de V. Soient :
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I(t) =J L(x(t),t) dV, et X(t) =[ M(x(t),t) dE, .
Vt Et

On obtient d’'une maniére classique (voir Bamberger, Cea, Germain) la :

Proposition 3 :
§1= | {§L + Ldiv(¢)} dV , (10a)
JV
= | §LdV - J [L(x)}(¢.n) dZ (10b)
ﬂv 2
81 = | (M + M (divgéy + 2c(¢.n))} dZ (11a)
JE
= J {S,M s D™Mens 2c(€.n)M} g, (11b)
5 dn
5,1 = J 8L + 25, L divé, + L{div¢, + (divé))* - r(D¢,.D¢,)} dV , (12)
A\’
ou ¢ est la courbure moyenne associée i l'orientation de n : 2¢ = tr(Dy n) et o I'expression -
(11b) n’est valable que si & est fermée et si % a un sens, c’est & dire si M peut étre pro-
longé hors de X.

Preuve :

Par définition :
_d
5l = 3 {J L(x(t),t) dV. ). -
Y
t

Or:

T l—

{J L(x(t+h),t+h)dV,,, - J L(x,0)dV,)} = [
V1:+h Vt

{ L(x(t+h),t+h)(1+6(h)) - L(x,t) } av,
h b
Vt
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Chapitre 1 :

ou #h) est la dilatation volumique. Ainsi :
6 ~ div (x(t+h) - x(t)) lorsque h = 0,

et donc :

lim Q%‘)-=div(€),lorsqueh—>0ett=0.

On en déduit par passage 2 la limite dans la derniére expression que :

§I = d_L + Ldiv(&) dVv = 611" + LdiV(ﬁ) dv [y
v dt \Vs

puis utilisant que :

6L = 5L + gradL.§

et:

div(¢L) = gradL.¢ + Ldiv(¢) ,

on est conduit a l'expression (10b).

Passons & la démonstration de (11a). D’une maniére analogue 2 la démonstration précédente :

6J = limy_, of [ }{{M(x(t+h),t+h) (I + xy(h)) - M(x,1)} dB; }_o
L,

ou x,(h) est 1a déformation surfacique entre I, et Z, ;.

xi(h) =~ div(x(t+h)-x(t)) - Dnt(x(t+h)-x(t)).nt
= divzt(x(t+h)-x(t))2 + 2c(x(t+h)-x(t)).n, lorsque h =0 .

Ainsi :
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i &g = divgéy + 2c(¢.n) = div(§) - Dé(n).n  lorsque h — 0 et x = 0.

On en déduit que :
8] = I M + M(divgéy + 2¢(§.n)) dX -
X
On obtient I'expression (11b) en utilisant, lorsque I est fermée, le théoréme de Stokes et :
M = § M + .gradM ,

divg(§gM) = Mdivgéy + £p.gradgM .

L’expression (12) s’obtient griice A I’expression (10a) en tenant compte de la proposition 1. m

2- Perturbations adiabatiques de la Terre autour d‘une position d’équilibre en rotation

uniforme.

Dans ce paragraphe nous établissons les équations usuellement utilisées en sismologie globale
en insistant sur les conditions aux limites aux interfaces solide - fluide et sur les termes de
précontraintes et nous donnons les formulations variationelles associées. On pourra s’étonner que
I'on ne perturbe pas les équations de Navier Stokes dans le noyau externe. Il est en effet
communément admis que l'existence du champ magnétique est liée A une circulation dans le
noyau externe (Elsasser (1946) , Le-Mouel (1984)). De plus le maintien du mouvement Chand-
lerien peut étre lié A une telle circulation. Cela devrait nous conduire, en toute logique, a la
considération des équations de la magnéto~hydrodynamique, mais ceci reste un objectif non
encore atteint. Précisons simplement que la considération d’un écoulement stationnaire sera
I'objet du paragraphe 4 et que les observations sismologiques conduisent 2 une estimation trés
élevée du facteur de qualité dans le noyau. Une prise en compte par perturbations des termes
de viscosité semble alors suffisante.

Il faut enfin indiquer, A I'intention de ceux qui ne sont pas au fait de la Géophysique et de ses
méthodes, que les observations sismologiques de surface ne permettent pas, en l’état actuel des
choses, une résolution précise au deld de 1000 kilomeétres de profondeur. Les écarts a4 un
modéle moyen de Terre dans le noyau n’affectent donc que trés peu la zone sismique du spectre
et gardent encore un aspect spéculatif. Ceci explique que l'intérét pour le noyau ne soit que tres
récent chez les spécialistes des modes propres de la Terre.
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About the influence of pre-stress upon adiabatic
perturbations of the Earth

Bernard Valette Lasoraroire de Sismologie, associé au CNRS no. 195, Institut de
Physique du Globe de Paris, Université Pierre et Marie Curie, 4 place Jussieu, 75230 Paris
Cedex 05, France and ORSTOM, 24 rue Bayard, 75008 Paris, France

Accepted 1985 September 16. Received 1985 September 16; in original form 1984 June 28

Summary. In this paper we examine the influence of the state of stress in the
equilibrium configuration of the Earth (i.e. the pre-stress) upon its adiabatic
perturbations. The equations governing these perturbations to the first order
(Woodhouse & Dahlen; Dahlen) are re-derived using a Lagrangian approach.
Different expressions of the sesquilinear form associated to the elastic-
gravitational operator are given. One of these provides a way to extend to
hydrostatically pre-stressed solids the criterion of local stability given by
Friedman & Schutz for uniformly rotating fluids. Then the propagation in
the Earth of seismic wavefronts is considered. It is shown that the nature of
these different wavefronts is entirely determined by the quadratic coefficients
of the development of the specific internal energy variation, corresponding to
isentropic evolution, with respect to the Lagrangian finite deformation
tensor. Expressions for the velocities of the various waves are given as
functions of incidence angle and pre-stress for orthotropic elastic material. In
the particular case where the elastic parameters depend only on one
coordinate of a curvilinear system and the axis of orthotropy of the material
coincides with the corresponding natural base vector, the elastodynamic
equations are reduced to a simple system for a displacement stress vector,
using surface operators. In particular for spherical geometry, equations are
obtained which generalize to orthotropic pre-stress those given by Alterman
er al. and Takeuchi & Saito.

Key words: anisotropy, gravito-elastodynamics, normal modes. perturbation,
pre-stress

1 Introduction

Since at least Love (1911) it has been common to establish the first-order equations
governing the adiabatic perturbations of the Earth by considering the Eulerian perturbations
of the equilibrium configuration (see, e.g. Pekeris & Jarosh 1958; Dahlen 1972). Sections 2
and 3 review how these equations may be derived using a Lagrangian approach. Equation



Perturbations adiabatiques d’équilibre de la Terre page 15

(36) of the sesquilinear form associated with the elastic-gravitational operator may be used
as a starting point for the mathematical definition and study of this operator. Equations (38)
and (39) are perhaps less well known. [n the hydrostatic case they allow the energy to be
expressed as a quadratic form of the Eulerian perturbations of the various physical
quantities, and thus local stability to be considered in a similar way to that used for perfect
fluids (Friedman & Schutz 1978b). '

It seems of some importance to introduce the tensor ¢/*° which arises naturally in the
development of the specific internal energy variation. Section 4 shows indeed that this
tensor determines the nature of the different seismic wavefronts.

Following Alterman, Jarosh & Pekeris (1959) and Takeuchi & Saito (1972), we show in
Sections 5, 6 and 7 how the elastic-gravitational equations can be separated in the case of
lateral invariance of the mechanical properties of the material. The hypothesis of orthotropy
made by Takeuchi & Saito (1972) in spherical geometry is extended here to the pre-stress
for more general stratifications. It is the broadest hypothesis which may be adopted in a
global approach. Indeed the assumption of lateral invariance implies that the different elastic
tensors are invariant under parallel displacements over the constitutive surfaces of the
stratification. Thus, considering closed surfaces in a global approach, we are led to assume
that these different tensors are at each point invariant under rotation around the direction
normai to the stratification.

ifkl

2 Preliminaries

Let us consider a deformable body which is in equilibrium in a Euclidean space £ in which
we introduce a convenient curvilinear coordinate system (xf) with metric tensor g7. A
deformation of this body from this reference configuration is defined at each instant by a
map f;:

Y a€V,a~fi(a)=x(a, t)=a+ u(a, HEV,

where u(a, ) is the Lagrangian displacement of the material point a, defined in the volume
V, from its initial position to the corresponding one at ¢ in the deformed volume .

Let us denote F the linear tangent application of f; at a, Du the Euclidian derivative
mapping of u at (a, f), € the Lagrangian finite deformation tensor and e the Eulerian one. F
is an isomorphism of £, which is naturally defined from the tangent space 7,(£) at point a
on to the tangent space at the deformed point x(a, ), T,(E): € and e may be considered as
bilinear symmetrical forms on £ (¢ is naturally defined on T,(£) and e on T,(£)). In the
local frame (e;);=) 3 at point a, these different tensors are expressed by:

Du(eq) = DquPe,. FP,=gP, +Dau®,
€pq = Dpttq + Dquip + Dpu® Dquy, e =(F™"VP;(F™)9, €pq- (1)

At each time the different expressions of virtual work result in an evaluation of
(differential) linear forms on the field space of u. The virtual strain work is usually expressed
as follows (see, e.g. Bamberger 1981 ; Malvern 1969; Truesdell 1972):

SIVVS:J.
V;

t

T'6e;dVt = f 0P98€pqdV, )
vV

where:

Sej=D;du;+ D;Su;, Sepq = F'y F' 8ey;.

This defines the Cauchy stress tensor T and the (second) Piola—Kirchhoff stress tensor g,
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linked to each other by:
8a? 929 . ,
0Pl=(1+0)— —TV=(1+0) (F'x F')(D)P? (3
oax’ ox/
where x denotes the tensorial product and 8 = det(F) — 1 the volumetric dilatation which
may be expressed up to the second order in Du as:
8 =D’ + ((Du'y - DulDju'}/2. (4)

The Cauchy stress tensor is indeed directly related to the state of stress at each given
point of the Euclidean space. The actual density force acting at the point considered on the
element of surface of unit normal n is precisely T{n). The state of stress in the equilibrium
configuration is represented by Ty (=0, ). This initial state of stress is called the pre-stress
when considering the stress evolution during the perturbation of the equilibrium. In order to
describe the perturbation of the different physical quantities, two approaches are usually
adopted.

The first one corresponds to a Lagrangian description which consists of evaluating the
perturbation from a given point in the reference configuration by following the considered
material particle. One way to evaluate this Lagrangian perturbation is to follow the evolution
in the frame strained by the field « (i.e. in considering co-moving coordinates, see Taub 1969
and Friedman & Schutz 1978a). In the case of the Cauchy stress tensor, one obtains in the
local frame at reference point a:

§/TP9={F' x FY(T)}P9 - TP,
Taking into account (3) and (4), this yields to the first order in Du:
8/TP% = (0 — 00)P9 — div(u)o?9. (5)

A more common way simply considers the evolution by following the particle in the
embedding Euclidean space:

§T=T,, - To.

In the local frame at initial point a, this yields, taking into account (3):

§TP9 = {Fx F(a)}P/(1 + 8) - T?9.

Thus one deduces from (1) and (4) that to the first order in Du:

§7TP9 = (0 — 00)P9 - 0P9 div(u) + Ukak u? + a""DkuP. (6)

The second point of view is the Eulerian one which consists of considering the evolution of
the physical quantities in the local frame at a given point of the space. In the hypothesis of
small displacement, that is to the first order in u, the Eulerian perturbation may be related
to the Lagrangian ones as follows:

8,TP9=58,TP9 —u*p, TPY, (7a)
and (Taub 1969; Friedman & Schutz 1978a):
8.TP9=5/TP9 —L,TP9, (7b)

where L, is the Lie derivative with respect to u (see, e.g. Choquet-Bruhat er al. 1982:
Doubrovine er al. 1982):

L TP =u*pD, TP? — T?*p u? — T*D, uP, - L,gP? = gP*Dyu? + g9* D, uP.

The mechanical equation of motion (or virtual works principle, i.e. the stationarity of the
total energy with respect to field u, at each instant) is usually written in Lagrangian form as
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follows (see, e.g. Bamberger 1981; Malvern 1969; Marsden & Hughes 1978, Truesdell 1972):
D, {(1 x F)(0)}?/ + p¥/{x(a, 1)}=0 inV, (8a)
F’q 0%n,=(+x) @/ on 3V as well as on each interface, (8b)

where {(1 x F)}(0)? = 0P4F/ is the (first or Piola—Lagrange) Piola—Kirchhoff tensor, p
the density in the reference configuration, ¥ the body force density, ® the surface density
of force acting on the actual deformed boundary and x the surface dilatation of this
boundary with respect to the initial configuration with outward unit normal .

Equation (8a) has the disadvantage of being hybrid; this is due to the fact that the (first)
Piola—Kirchhoff tensor works naturally on the product of the spaces tangent at 2 and at
x: To(E) x To(E). In the coordinate point of view this means that the index j in (8) refers to
T.(E) and the index p to T,(£). In order to obtain a purely Lagrangian formulation (i.e. on
T,(E) exclusively) one may multiply (8a) by (F -1y j- Indeed summing up ; indices leads to:
D, + 0P (F' D, FY, + pF~' (¥)' =0,
which to the first order in Du, D*u and with the help of (1) yields:

D, 0P + oPiD,Dau’ + p{¥ - Du(¥))' =0.

Taking into account the equilibrium of the initial configuration, that is:

D, 08"+ p¥! =0 in ¥ (00(n) = B on 3V), %)
one finally deduces:

Dp{(0 ~ 00)?' + 6PIDqu'} + (0 — 00)P9ID,Dqu’

+ p{(¥ —¥o) —Du(¥ —¥o)}'=0 inV, (10)
which constitutes the Lagrangian formulation of the equation governing to the first order
the perturbation inside the body.

Taking into account (3) and the expression of the outward unit vector n, normal to the
deformed boundary as a function of its analogue n in the reference configuration:

1+8
l+x

n;=

F)(n),

where the asterisk denotes the adjoint operator with respect to the Euclidean structure, it is
clear that equation (8b) is equivalent to the Eulerian formulation:

Tin,) = &. , (1)
Anyway, denoting by a dot the Euclidean scalar product in £, one obtains to the first order
in Du:

x =div(e) — Du(n) * n (12a)
n.=n— Du’(n)+ (Du(n) - myn (12b)

and from (3), (4) and (8b) or (11):
Nn,) = (1 — div(u) + Du(n) * n} o(n) + Du{o(n)}= ®. (12¢)
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3 The different forms of the equations governing to the first-order adiabatic perturbations
of the Earth

Let us suppose that the Earth is in equilibrium under uniform rotation with instantaneous
rotation vector 2 about its centre of mass G. As usual, we take this rotating space, centred at
G, as the Lagrangian reference space. The fact that this reference configuration does not
correspond to a physical state, because of the existence of tidal forces, needs to be pointed
out. However, such an abstract configuration has the advantage of representing a mean
thermodynamical state of the Earth which should not differ much from the real one.

3.] CONSTITUTIVE EQUATIONS AND INTERNAL ENERGY

Adopting a purely elastic behaviour for the solid parts of the Earth Vg and a perfectly fluid
rheology for the external core Vg leads, to the first order in Du for any adiabatic
perturbations of the equilibrium, to the following expressions in the local frame attached to
the reference point a (see Appendix 1):

(0 —00) 7 =c*' Dy, in Vg, (13a3)
8T =(T-To)! = —g"8;p=poydiviu)g’  in Vg, (13b)

_ where y{=p/po(3p/3p)g} is the adiabatic index of the fluid and c¢/*//p are the quadratic
coefficients in the development of the specific internal energy variation, corresponding to
an isentropic evolution, with respect to the finite deformation tensor. Thus the tensor ¢ /%!
has the following symmetries:

clikl = (ki = Ljikl = otk (14)
It may be of interest to note that whereas an Eulerian description seems well suited to the
fluid case, it is the second Piola—Kirchhoff tensor which naturally appears from the thermo-
dynamical principles in the case of a solid (see Bamberger 1981; Malvern 1969). But, as a
matter of fact, the constitutive equation of a perfect fluid may be regarded as a particular

form of that of a solid. Indeed, from (13a), (5), (6) and (7) it is deduced to the first order in

Du:

8/ T = ¢ Dpuy — off div(u) (15a)
8T =d"* Dy (15b)
5. T = dii"leul - u*Dy aé’ (15¢)
with:

ikl = ikl _ gil gkl gik gil 4 gikgil (16)

It is then clear, by comparison with (13b), that in the case of a perfect fluid:
ikl = po(y — 1)g" g% + po(g™ g + gT* g').

The tensor d”/*! contains the symmetries (14) in the case of an hydrostatic pre-stress. This
tensor has been adopted by Takeuchi & Saito (1972) in order to represent elasticity. The
tensor d*/¥!, however, no longer has these symmetries in the case of anisotropic pre-stress.
Dahlen (1972) and Woodhouse & Dahlen (1978) have adopted as reference tensor the
orthogonal projection of d“/*! (with respect to the usual scalar product: ¢ - ¢t' = t7%! ¢} )
on to the space of tensors characterized by the symmetries (14).

i i
of = —-pog’!, ¢
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As the evolution is supposed adiabatic, the variation 8/ of the internal energy is nothing
else but the opposite of the work of the interior forces. That is, the strain work minus the
mutual work Wy due to slipping at interfaces or to non-local actions as gravitational effects
(the variation of gravitational potential energy may be also considered separately); thus (see
Appendix 1):

8= fs,i dm - Wy, (17a)
Vv

where &,/ is the Lagrangian perturbation of the specific internal energy whicn is expressed up
to the second order in Du as:

p61i = OsID,-uI' + E (C'Ikl + a;"g")D,'u,-Dku,. (l 7b)

If we consider a free evolution in the neighbourhood of the reference state of the Earth,
considered as a closed system, the forces reduce to inertia and gravitation:
§;¥ = ¥(x) - ¥o(a) =g'(x) —go(a) — 292 x 3,u — d},u (18)
where g’ is the gravity field:
8'(x) — 80(a) = g(x) — go(@) — Q2 x (2 x w),

] '
X —-X a —-a

g(x)—go(a)=0f {l } dm', dm=pdV,
v
and G the universal gravitational constant.
In the hypothesis that the domain ¥; remains contractible (i.e. without hole), we deduce
to the first order in u:

x'=xP  la'-aP

u' ~u @ -a) ' -u
§-8 =G j ‘,———3 -3’ -a) ——s m', (192)
v v la -al la" —al
where u’ represents u(a”).
This yields the usual expression:
8 —8o=grad (¥ +u- go) — Du*(gy) = Dgo(u) + 8.8 =Dgo(u) + grad ¥, (19b)
where:
! ] . r ! ! !

(@ -a)-u div(p u u -n

y=-GC f t—)—a dm'=-G f -——(,L—)dV'-Gf [-p],—— daz’.
v la —al y la —al £, la —al

Here Z, consists of all the surfaces of discontinuity of p and [p] denotes the jump of p
through Z, in the direction of n. ¢ is the potential of mass redistribution which verifies (in
the sense of distribution over £):

Ay = 4n G div(pu). (20)
Thus the traces of (grad ¥ — 4rGpou) * n on both sides of each interface are identical, as well
as that of .

The variation of gravitational potential energy is:

G 1 1 ,
§P=— — — - — dmdm’,
2 Jyxy Ux' =xi la" —al
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and a second-order development yields:

G "—ul? a' —a): (' -u)}
6P=—fu'godm+—f {I" ul e -a- W )}} dmdm’
v 4 Jyxvy

la' -al? la’ —alf

- j 280 i, (1)
v 2

3.2 LAGRANGIAN AND EULERIAN FORMULATIONS OF ELASTODYNAMIC
EQUATIONS OF THE EARTH

Making use of (13a), equation (10) may be rewritten to the first order in Du, D?u:

2u+2Qxdu+ Aw)=0 inV, (22)
where the operator 4 is defined by:
. 1 . .
Ay = ——Dir¥ — (g - g0 — Q2 x (2 x W)} (23a)
p
with:
7= (c¥* 4 ok g™ Dyu,
Dyofl + plgo — Q2 x (2x @)Y/ =0, (23b)

and where g — g, is given by (19), to the first order in u.
These equations correspond to those given by Woodhouse & Dahlen (1978) and
constitute the Lagrangian formulation of the elastodynamic equations inside the Earth.
Taking into account expressions (15¢, 16) of the Eulerian perturbatlon of the Cauchy
stress tensor, we may deduce from (23):

A(w)! = - —{D 8. T — g div(ou) + p(grad ¥y }, | (24a)
that is:

S ) '
A = - p 8¢ (D;TY +pg)). (24b)

This shows that equation (22) may be obtained to the first order in u, Du, D?u at each inner
point of the reference configuration ¥V, as the Eulerian perturbation of the equilibrium
equation. This approach, which has been adopted by Takeuchi & Saito (1972) in the hydro-
static case and by Dahlen (1972) in the general case, leads to:

pdul + 20(Q2 x 3u)’ - D{(d ™ Dyuy ~ u*Dicoly + div(ou)g,’

—p(grad ) =0in ¥, (25)
where the expression of d“*! is given in (16), and constitutes the Eulerian form of the
elastodynamic equations inside the Earth. It may be of some interest to note that this

Eulerian interpretation of the elastodynamic equations in the reference configuration fails at
boundaries, unless they are assumed undeformable. .

Chapitre | :
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3.3 BOUNDARY CONDITIONS

The usual hypothesis that the domain ¥, remains contractible implies that at each inner
interface, assumed to be closed and regular, the different parts V;,, V,. remain in contact.
This yields, to the first order, u - n continuous across the reference interface:

(] *n=u,n-u.-n=0, (26)

where 7 is the unit normal in the reference configuration, oriented in the direction of the
jump (i.e. from V_toward V).

Taking into account (13a) it is deduced from boundary conditions (9), (12¢) that to the
first order in u, Du, (Dahlen 1972):

[T(n)) = [8,{T(n)}] = Dfoo(m)}[ul,
and thus:
[(0 — 00) (1) + Dufgo(n)} — {div(u) — Du(n) * n}oo(n)] = D{oo(n)}{u]. (27

Apart from eventual source areas, the solid interfaces are usually considered as welded.
Therefore, the boundary conditions on these interfaces are:

[u] =0, [(0—0o) (n)+ Du{oo(n)} ~ {div(u) — Du(n) - n}as(n)] =0. (28)

Let us consider 7 “(n), (see 23b):

7*(n) = (0 — 00) (n) + Du {oo(n)} , (29)

and 7'* (1) defined by:

7' *(n) = (0 — 0o) (n) + Du{0o(n)} + Du *{0o(n}} — div(u)oe(n). (30)
X From (12) and (13a) and to the first order in Dy, it is clear that:

()= (1 + x)T(n;) — 0o (n). : 31

Considering expressions (15b) and (16) one deduces that 7'*(n) coincides with (§,T) (n) if
the pre-stress is hydrostatic. In the general case, however:

' ()= (8,T) (1) — 0o{Du" (n)} + Du" {0 (n)},

that is:

) = 1"in, (322)
with:

' =1+ ollg/*Druy - div(u) . (32b)

In terms of these vectors, (28) may be rewritten:
[u) =0, [r"(mM} =0 or [r'"(m)] ={0o(n) * [Du(m)]}n —{n * [Du(m)]} ao(n).  (33)

(Note that the latter term is null if » is an eigendirection of 04.)
At the external boundary dV, neglecting atmospheric pressure, it is easily deduced from
(9) and (12¢) that:

g(m=1"(n)=1""(n)=0. (34)

where 7 represents the unit outward normal to 3.
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At an inner interface T where a fluid is involved:

Oo(n) = — pon.

From (26), (27), (29), (30) it is deduced in Appendix 2 that the boundary conditions may
take the following forms (equivalent to the one given by Woodhouse & Dahlen 1978):

(4] *n=0, [r*(n)] = —ndivg(po[u]) —poWul

= —ndivg(po [u]) + po [Du* (n) = {Du(n) + n}n], (352)
[u] -n=0, [r"*()] = —([u] - gradx po)n. (35b)
Here divg and gradg are the usual surface operators, with:
divu=divg{u —(u *n)n}+ Du(n) - n+ (c, + c2)u * n,
grad po = gradg po + (grad po - m)n,

where ¢, and ¢, are the principal curvatures of Z at the considered point, i.e. the eigenvalues
of the Weingarten operator W which is the seif-adjoint operator defined on the space tangent
at 2, T,(X), by:

VVETL(Z) W(v) = Dy(n)ET,(Z).

Note that when pre-stress is hydrostatic on both sides of the interface and p is discontinuous
across it, the equilibrium of the reference configuration yields easily that the right side of
(35b) vanishes.

3.4 SESQUILINEAR FORM ASSOCIATED TO OPERATOR 4 AND LOCAL STABILITY
From these boundary conditions it may be deduced that A is a symmetric unbounded
operator in L% (¥, dm). Indeed, from Appendix 3:

(Aw)v) = f (™ + olkg™MyDju;Divy + p{(2 - ) (- V) = Q%u - v} dV
| 4

} dmdm’

+ -

Gf {(u’—u)-(U’—U)_3{(a’—a)-(u’—u)}{(a’—a)-(ﬁ’—U)}
2 Jyxv

la’ -al? @’ —alf

v | pollul - grady (T )+ (5] gradzu )

P

- [Wu -+ n)n}-{v—(v-n)n}]1dZ, (36)
where (| ) denotes the inner product of ch(V, dm):

(= J.V° “dm,

2 consists of all interfaces where a fluid is involved and ~ denotes complex conjugation.
The integration over V' x V involved in the second term of (36) is due to the non-local
character of mass redistribution effects. In order to avoid this term, the potential of mass
redistribution ¥ is usually introduced via (19b) (Pekeris & Jarosh 1958). However y must
then be constrained by equation (20). Adopting a variational approach, one may (Backus
& Gilbert 1967; Johnson & Smylie 1977; Woodhouse & Dahlen 1978) use the method of
Lagrange multipliers in order to derive an unconstrained stationary problem related to
the operator 4.
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The integration over Z corresponds to the mutual work caused by slipping at interfaces
2. More precisely, considering a real evolution u, expressions (17) and (21) yield:

lu' —ul? 3 {(@" —a) (u' -u)?

[ ‘ [

PE— }dmdm'
la” —a) la —a

" G
6= f (04 Diu; — pgo * u)dV+ — {
v 4 Jyxvy

t
+§ f ("™ + 0g"") Dyuj Dy dV + f d:f [(1+x) T(n)-d,u] A2,
Z Jy "] z

with the unit normal n to X oriented in accordance with the jump.
From relation (31) and Appendix 3, we deduce:

J. dr f [(l+x)T(n)-d,u} dZ = f dt J‘ [{oo(n) + r'(n))- o;u] d¥
() b ) £

= f po [-[u]-n+ [u] - gradz(u + n) = [Wu — (u - mn} - (u = (u  Wn})] 2] dE,
b3
and finaily, taking into account the equilibrium of the reference state (23b):
1
e E{{A(u){uh f (I9x@+uw)l* -1Qxa l’}dm}- G7)
1

But other expressions of (4 (x)|v) may be obtained for which the surface integral term is
very simple or cancels. Indeed, as derived in Appendix 4:

(A() |v) = f [(c”™ - ongg* + 0" + ong"g’*) DiujDyvy + S {— pDgou - v
v

- - « orad U B
+ {Du(u) — u div(v)} - grad ox)] dV - J‘ grad Y(u) - grad Y(v) v
E 4nG

~ f S{(u - n)[v] - grady po}dZ, (38a)
and also:
(A)|v)= f (7% —ong'g" + alg”" + ong"g’*) DiusDicvy + S {2 pgo . u div(v)
v
+(20 - u) (v - grad p) + (grad o + pgo) (D) — u div(v)} | dV

- grad Wv) -
- f grad Y(u): grad W) f S{E - m)lu - (0gh — grads po)]}d S
E 4G <

* J.,S (o] (g5 * w) (v - m)}dz, (38b)

where I is comprised as in (36) of all interfaces where a fluid is involved and £’ of all
welded interfaces. S { } denotes the symmetric part:

S{a(u, v)} ={a(u, v) + alv, u)} /2,
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and here oy is any regular scalar function the value of which is —pq in ¥z and 0 on V"
Under the common assumption that the interfaces belong to a regular family of surfaces we
may choose oy = go(n) - n, where n is here the unit normal to the surface of the family at
the considered point.

In the hydrostatic case with the choice gy = — po, (38a) yields:

(A(u)Iv)=J. d7*'Dyu;iDvy + pS{u + go div(v) — v+ grad (u * g5)} dV
Vv

d - grad Y(v

_J‘ grad Y(u) - grad Y( )dV—
E 4nG

Also, with the use of (15¢) it is easy to see that (38b) reduces to:

J. S{(u-n)v] - grads po}d=. (39a)

wir= [ {6 rua 6 T S G )sh)- 2o
v 0

_J. (6e8u) (8e87)

E anG

The latter expression provides a way to extend the criterion of local stability (Friedman &
Schutz 1978b) to hydrostatically pre-stressed solids. Indeed relation (15b) shows that it is
possible to select the Cauchy stress tensor T and the specific entropy h as state variables
in order to describe to the first order the elastic evolution around an hydrostatic configura-
tion. Then, supposing the evolution is isentropic (§;# = 0) leads to:

80 = - p div(u) = — ptr{d ™ (5, T},

so that, for an arbitrary evolution:

dv + J. [e] (g0 * 1) (u * n) (v~ n)dZ. (39b)
2

op
51p=—ptr(d'18[T)+ —_— 5h.
Applying this relation to Eulerian perturbations, we deduce:
9p
Sep=~—div(pu)=—ptr(d"8. )+ | —| 8.h,
oh/p

and finally, with (15¢) in the case of an isentropic evolution:

oh ik
§ch=— (;)7,) {grad p — 0*(@™)'* (80} ~u=—gradhr-u.
T

This shows that:

ah [ ! !
grad h = (5-) {grad p — p*(@™") ¥ g0} 180 (grad p 7 go).
P/ T
and therefore that the second term of the right side of (39b) is proportional to the product
of Eulerian perturbations of specific entropy.
If we consider now an evolution with viscosity, say Newtonian, instead of (22) the real
displacement verifies:

u+ 20 xd,u+ A(u) = — B(d,u) (40)
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where B is a positive selt-adjoint operator. (B(d,u)|d,u) represents the power of viscous
irreversibility, i.e. the rate of entropy increase.

Let us now introduce, after Friedman & Schutz (1978b), the canonical energy £¢c g
(canonical with respect to the symplectic structure related to equation (22)):

Ec r= {(A)u)+ (3,uld,u)}/2.
Then, formally, it is straightforward from (40) that:
9.Ec p=—(B(3,;u)ld,u)< 0. 4l

So that, in order to ensure stability, it must necessarily be assumed that A is positive in the
space of displacements orthogonal to uniform translations. That is the space of kinematically
admissible displacements satisfying the constraint that the reference space is centred at G:
fudm = 0. (The fact that in the presence of other celestial bodies, the trajectory of G is not
uniform contributes simply to tidal forces in the reference space, see Wahr (1981).) Indeed,
let us suppose that 4 is not positive in this space. Then it would be possible to find a
kinematically admissible displacement ug such that: (A(up )| ug) < 0. Adopting this displace-
ment with (d,u), = 0 as injtial conditions of the evolution problem (40), it would follow by
integration of (41):

—(A@)lu)> = (A(ug)lug) > 0.
But (40) yields also:

—(A@)|u)=(3%,ulu)+2Q. J_ ux dudmt (B(Ou) u),
1%

Thus it would be impossible that « converges and that d,u and 8,,u vanish for the topology
of H'(V5U V). Indeed, since the form (B.].) is continuous for this topology in the case of
Newtonian viscosity, —(A4(u)]u) would tend to ¢cero. This clearly contradicts asymptotic
stability.

Consider now local conditions and thus displacements with support in the vicinity of a
given point. In the case of a fluid, the independence of d.,p and 8.4 leads us to assume
(see expression (39b) for (A4 («) |u)) that:

go-grad p > p*(d™) ¥ g (42)

This is the generalized Schwarzschild criterion tor uniformly rotating fluids (Friedman &
Schutz 1978b). In the case of a solid, 8,7 and §.4 may no longer be fixed independently
in the neighbourhood of a point. However, for a negative value of gp - (grad p — p?
(@)% go) instability arises if the tensor d /¥ is sufficiently close to the direction of
g"g*!. For instance, in the isotropic case, given a value of the bulk modulus (k = X\ +2u/3)
and a negative vaiue of:

. Pz
grad p—p*(d 'YXy 80 "8 = {grad\ﬁgo/x}'go,

there is a critical value of the rigidity (u) under which local instability appears.

4 Pre-stress and seismic wavefronts

The influence of pre-stress upon plane wave propagation in homogeneous media has been
already investigated in geophysical literature (see, e.g. Nikitin & Chesnokov 1981). Here we
will examine a related problem: how the pre-stress affects seismic wavefront propagation,
and thus travel-time analysis. Following Hadamard (1903) (see aiso Bamberger 1981;
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Truesdell 1972; Vlaar 1968) let us consider an acceleration wavefront, that is a travelling
surface S, across which the relative acceleration admits a jump: s = [9,,4] . Then it may be
deduced (Hadamard lemma) that the second-order spatial derivative of u also admits a
discontinuity across the front: [D;D;u] = n,-n,"/U’, where n is the unit normal vector to the
surface S, representing the wavefront with normal velocity U in the reference configuration.

In order to obtain the eigenvalue problem which governs the polarization and the velocity
of these fronts at a given point of the reference configuration, the jump operator has to be
applied to equations (23) or (25). Taking into account the regularity of u, Du and g - g,
this yields at a point where the different elastic parameters are regular:

M‘.I'Si = pUzsi. with MII = Ck“/ neny + giia’(,"nkn, = dk“/nkn,. (43)

Thus it is clear that the polarization of the different acceleration waves corresponds to the
different eigendirections of the symmetrical tensor c"i'inkn,. Therefore it is in fact c/%!
which determines the nature of the seismic fronts in the Earth. If ¢7/*! js isotropic only P-
and S-wavefronts exist and the influence of pre-stress anisotropy manifests itself only in the
eigenvalues of (43), i.e. is confined to the dependence of the velocity of the wavefronts on
their incidence. The importance of this anisotropy is thus related to the ratio between the
usual Lamé parameters and the pre-stress deviator. Considering the maximum order of
magnitude generally adopted for the latter in the lithosphere, a major effect is not to be
expected (probably less than 1 per cent in velocity anisotropy).

In the case where ¢//*! is anisotropic, the velocities corresponding to the three kinds of
fronts are affected by both ¢7/* and a{,'" . More precisely, let us assume that the anisotropy of
¢kl is sufficiently weak to permit a (mathematical) perturbation approach (see Backus
1970), to the eigenvalue problem (43). Denoting A’ and u' the Lamé coefficients of the
orthogonal projection of ¢! on to the isotropic tensors space:

ikl =\ glight 4 | (gikgll + gikgily . ikl
it follows, in the case of quasi-compressional wavefronts:

2 =3 't gl ijkl
PpUp =N +2u + ofmn; + 87 nimnyeny

.y ikl
Tninen, (=d"nnn,n). (43)

= a{;"n,.ni +c
Thus only a weak inference upon the deviatoric part of the state of stress may be expected
from the knowledge of quasi-compressional wavefront velocity as a function of incidence.
The problem of determining ‘inherent’ anisotropy of the material, i.e. that which is
related to the inner structure of material, independently of the state of stress, has been
investigated by Nikitin & Chesnokov (1981). They have proposed an evaluation of the
change of the quadratic adiabatic elastic parameters ¢/*/ related to the deviatoric part of the
pre-stress.

5 The orthotropic material case

Let us now consider in more detail the case where at each solid point the material is ortho-
tropic (or transversely isotropic), that is its mechanical properties are invariant under
rotation around a given axis. This results in supposing that ¢/*! and o/ are both orthotropic
with respect to the same axis (the hypothesis for a{;f is not essential in this section).
Moreover let us suppose that it is possible to choose, at least locally, a curvilinear coordinate
system such that at each point the vector of the natural basis e,, associated to the first
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coordinate, corresponds to this axis of orthotropy and is orthogonal to the other two vectors
of the basis which will be referred to by a Greek index: (ex)a=2,3.

Let n,; be the linearized deformation tensor: ny= (D,-ui + Di"i)/z' For any rotation of
axis e, , n has five linearly independant invariants of second order. It is usual to choose:

@2 +n%)% (@')E nh(@ +0s), nhan? +nlind, nhand, - ntants.

Thus supposing ¢ 7% orthotropic yields:

et g = A' (0P + 03 £ C' (") + 2F n'i(n?y + 1)
+4L'(n'an?y +0'ynP) + 4N (n%3n? ) — ntan’y). (45)

Considering an adiabatic evolution and taking into account (13a) we deduce from (45) to
the first order in Du:

0%f =028+ {(4' = 2N ), + F ')} g%F+ 2N %8,

oal=ogl+2L’an, 0u=0¢ljl+F, n77gll +C’nll. (46)
Substituting these expressions into (23b) leads to:

0= (4"~ 2V)D u" + F'Dyu'} g% + N'gPTD u®+ (V' + 01)8°7 Dy uP,

el =(L" 4+ c:,-)g""sDaul +L'g"'Diu®, 7%= 'g"“’DBul + (L' +oy)g' Dyu®,

it =g! (F'Dyu?+(C'+oy)Du'}, (47)
where oy = Go'1, or= Oozz = 0’033-

Thus it may be deduced that the eigenvalue problem (43) takes the form:

Mis'=pUs',  with MY =P. + @§'nen;) g and (48)
C'n'ny + L'(n*ny + n’ny) (F'+ L)n'n, (F'+ L")n'n,

P=|(F'+ L"yn*n, L'n'ny+A'n*ny + N'nny (4' = N')nn,
(F'+ L"Yn*n, A'=NYnn, L'n'n, +N'n*ny +A'n’n

The eigenvalues of P are:
N'(nPny + i®ny)+ L'n'ny, {4'(n®ny + nn3)+ C'n'ny + L' £ A))2,
with:
A*={4'(n*ny + n*n3)+ C'n*ny - L'}?
+4n'n (n*ny + nPny) ((F'+ L —(4' - L") (C'-L")}.
The expression of the different acceleration wave velocities follows:

pU% =Nsin? 8+ L cos? 6,
[}

pU? [E =-{Asin? 9+ Ccos? 8+ L —(oy —0r)sin® 8}= A}, (49)

o | —
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where 8 is here the angle between the unit normal to the front # and ¢, and:

A* = {Asin® 0 + Ccos® § — L + (o5 — o7)sin?8} 2 + sin? (20) [(F + L)?
—{d-L+(oy—0p)}(C-L)],

A=4"+ a7~=pU3PT, c=C"+ aN=pU3PN,

F=F'—oy, L=L"+0y=pU}sny, N=N'+ 07 =pUls T. (50a)

These latter coefficients permit the definition of an orthotropic tensor b7*! containing the
symmetries (14) by a relation analogous to (45). Thus:
plikly . = g8

N = ¢ nme, + UN(ZTT'.,'T-T"I - ﬂiiﬁli,') +(or—on) (20%n"%, — ﬂaa;?'aa). (50b)

Note that in the hydrostatic case this tensor is equal to d”*!
Takeuchi & Saito’s (1972) choice.
The consideration of the case where:

(F'+L'?=(4'-L"YC' -L",

and where:

and then corresponds to

PUgs, =Nsin® § + L cos’ 8, pUszs, ={L - (oy —op)}sin® 6 + L cos® 6,

pU:P =4 sin? 0 + C cos® 8,

also illustrates the weak resolving power of the knowledge of velocity anisotropy upon the
deviatoric part of the stress. (The approximative approach (44) yields the same result for gP
fronts when: A’ + C'=4L" + 2F')

6 Equations of the ‘displacement stress vector’
Let us now suppose that the tensors a,';i and ¢7*! are invariant under any parallel displace-
ment over surfaces defined, at least locally, by x! = ¢’. This means that the medium is
generally stratified and that 4, C, F, L, N, oy and or are functions only of the first
coordinate. We will make the same assumption for p.

In order to reduce the equation of elastodynamic and avoid derivatives of the different

elastic parameters, it is natural from (23) to introduce the vector (29):
t=1"(e1)=(0 — 0) (e,) + Dufoo(er)}, (¢=c//™Dus + oy D ). (51)

Unfortunately this vector does not allow boundary conditions at the solid—tluid intecfaces
(see 35a) as simply as that of the vector (6, 7) (e,) (see 15b, 16, 25) used by Alterman et al.
(1959) and by Takeuchi & Saito (1972) in hydrostatic situations. In order to generalize the
choice adopted by these authors while keeping simple boundary conditions and avoiding
derivatives of the deviator (o5 — o7) of the pre-stress, we also have to introduce the vector

(see 30,32,35b):
s=1'"(e,) =(8;T)(e,) — 0o{Du"(e1)} + Du"{Go(ey)},
(s"=t/+ ang™ Dyu, ~ 00/ Diu® =b/¥D 1)) (52)
From (47) it is straightforward that:
D' =(r,! = F'Dau®)/(C' + op), DyuP=(r -L'g**Dou,)I(L' + o). (53)

7
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Taking into account (50) and (52), this yields:
Dyu' =(1{" = FDqu®)/C, D\uf=-g**Dou, + 1°[L. (54)

Let ¥V denote the Levi—Civita covariant derivation (see Choquet-Bruhat, Dewitt-Morette
& Dilliard-Bleick 1982; Doubrovine, Novikov & Fomenko 1982) over surfaces defined
locally by x! =c and T'/, the Christoffel symbols related to the Euclidean derivation D for
the system of curvilinear coordinates (x*). Since it is assumed that the first coordinate is
orthogonal to the other two, the symbols related to ¥V are equal to those corresponding to
D. So that, for instance:

DyuP= Gub+erl u', D rf7= v #7+ 08 717412, 7,
and it may be deduced (Appendix 5) from (23) and (47):

” !

gBa VaTll

g'Di(rsf) = p8,%° + ( St -4 ) g vv,u -

?
+ Oy C+0N

+g"'NV'(TE IYs T8 Ts)ub — (V' + 01)8% v,v ,uf

! LION .

—g“([‘farﬂ+ e Ffata) - (ar+ " ron ON) ré g* (vyu'+ rou’)
F"
-9, (ul { N+ a-,-)g‘”[':l +(A'—2N'— o ) gB"I‘;’_’}) . (55a)
N
) ! Fl

Dr'=8\P———Vr°’—I“t°‘+l"°’( —l)r‘
l(l) PO\, L’+0N(a la ) la C’+0N

”
+(N" + o) (W, uf + T u')+ r:l(A' -2V~ m) (Vyu”+ Y u')

LION
—( - +or| 8., (g% Vo Vgu' + g% Vo (Cpyu” + Tlgu')
L+ Oy

+8%°T}, (vpu' + Thud)}. (55b)

where (18): 8§, W =2%,u +2Q x 3,u — Dgo(u) — grad y.

Let us now suppose that the surfaces x' = ¢ are parallel (or may be considered parallel,
for at least a limited range of x'). This results in [';, =0, or equivalently [, = 0. The first
lines of coordinate are straight lines, g,, is a function only of the first coordinate and
possibly by means of a change of coordinate we may suppose that g,, =1. Let us then
introduce the scalar field uy, fy, s and the tangent vector fields ur, f7. st such that:
U=uye, +ur, rt=tye, +tr, s=sye, +Sr.

Let W, Ar, divy, gradr denote respectively the Weingaten operator, the Beltrami operator,
the divergence and the gradient over surfaces x' = c’:

(Wur) = Df,u®, (Apup)® =627 9,9, 8, A76=2°77,7,4,

divi{up) = V,u®, (grads ¢)? =gy o. (56)
The equilibrium of the reference configuration (9) yields:
8 =—1gle,. Dioy + ti(W) (oy —07) —p1gy 1=0, (7

where tr denotes the trace operator.




page 30 Chapitre 1 .

Furthermore, introducing x = D,y — 4rG puy, and taking into account:
Ay =Ary +u(W)Dy + Dy,
we deduce from (20):
D\x=4nGp divpur — A7y — tr(W)x
Dy =x+danGpuy (58)

¥ and x continuous at each interface (o = 0 outside ¥).
Therefore, with the help of:

divigo) = — Dy Igo | ~ tr(W) g5 | = — 4nGp + 21Q1%, (59)
it follows that:

8, ¥y = (3Fu + 2Qx d,u)y —te(W)|go luy —21Q12upy — x

8, W7 = (3%u + 2Qx 3,u)r + |go | Muz) — grad 7. (60)
Then, taking into account (56), (60), the hypothesis: l"} o = 0 and the relations:

W? — (W)W + det(W) =0,

V&1, = v, (¥ T$,) = {gradr(te(W)}F,

(VI8 =8,If, + T8}, -5, s =a,T8), (61)
equations (53), (55) may be rewritten:

Diuy = (—F' {tr(W)uy +div rugr} +tx)/ (C' + oy),

Dyur= (L' {~grad puy + W(ur)t +17)/(L" + oy)

Lp)

F
DltN={(2N'+ oritr(W?) — ( - + 2N’ —A’) tr( W)?
C+ oN

L'c .
_ ( , N +a7~) A+ p{air—lgoltr(W)—219!2}}u~+ 20{8x d,uty
L + On
2

L's
+ {( : Y i20r+ ZN') divTW—( - +2N' —A') tr(W) divy
L + oy C + oy

’

F L
~(2N' + or) grad (tr) } ur — (l - = ) u(Wiry — — divptr — px,
C + L+

’

oy Oy
Flz ‘ , L ! Oy ,
Dytr= + 2V - A" | gradr (r(W)uy) — 5 + 207+ 2N | Wgradruy
C+ Oy L +oy
"
—(AN" + op)uy gradrte(W) + : ( = +N' -4 ') gradpdivy
C + 0N

! ! L, ON 2 !
- N+ op)Ar - N det(W) + r + o] W + p(3% + IgOIW)}ur
+ On

F
+2p(82 x Bu)r — ——— gradriy — {tr(W) +
C + oy

—— W) —pwndry. (6
L + oy
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Furthermore, from (52), (54), (57) and (61) we may deduce:
Dysy =Dty +{(on —or)t(W) — plgo 1} {divrur + te(Wuy)

+ oy {Aquy —ur - gradpte(W) — divps /LY + ontt(WH)uy

— oy tr(W)(sy/C — F{div rur + tr(W) uy} /0),
Disy=Dytr+{plgo| — (oy — op)te(W)} (grad ruy ~ Wur)

— oy (Fgrad 7 {tr(W)uy +div puz}/C +grad s5/C + W(sT)/L).

Substituting (62) into these latter relations and taking into account (50), (52), (54) and (58)
we finally deduce:

Diuy= (= F{ur(W)uy +div rur} +sy)/C, Dyur = —grad guy + Wur +s7/L,
Disy= AN te(W?) =(F?/C+ 2N — Ar(W) + (on — o) {AT + tr(W?)}
+ 0{3% — 2u(W)igo | = 2121 uy + 20 (2 x deu)y + 2N div W
- (F*/C+ 2N = And(W) divy — plgo | divy — (2V + o — o7) grad {te(W)} - Y ur
~t(W) (1 - F/C)sy —divyst — pX,
Dyst=(F*/C+ 2V - A) gradr {tr(W)up} + (0180 | — 2VW) grad rupy
— 2Nuy gradr te(W) + {(F?/C + N — A)gradpdivy — N{Ar + det(W)}
+ P07t Yur+ 20(Q2x 3,u) T — (F/C) gradrsy — {te(W) + Whs —p gradr v,
DY =x+4nGouy, D,x=4nGp divrur —Ary —~ tr(i¥)x. (63a)
In the fluid areas (15), (50), (52):
A=C=F=poy, L=N=0, oy =01 =—po, s=po7diviu)e, = —(§;p)e,.
Thus equations (63a) reduce to: '
s7=0, Dyuy = — tr(Wyuy — divpur + sy/(@e7),
Disy =p({8% = 21g0| tr(W) = 21Q1%}uy — 2Q X 3:u)y — 1£0 | div rur —X),
dteur + 2 x 3,u)y = gradr{sy/p + Y~ 180 lun}-
This result may be also directly derived from the usual equation:
grad {poy div(u)/p +y + u * g0} — div(u) (o + Po grad(1/p)} = dfu + 22x 3,

corresponding to (25) for a perfect fluid.
From (52), (26), (33), (34), (35b) and (58), it is straightforward that the boundary.
conditions are:

sy, ST, Y. X continuous at each interface (o = 0 outside V if necessary),
uy continuous at each inner interface,

uT continuous at each solid—solid interface. (63b)

As far as the variational approach is concerned under these hypotheses of orthotropy and
lateral invariance over parallel stratification, expression (38a) for (4 (u)|v) becomes (see
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Appendix 6):

(Au)|v) = f bY*!Du; Dy vy + pS (i . g6 div(v) — v. grad(u . g5)}
v

+(0’N - OT)(tr(Wz)UN;N - grad TUY grad TUN —S{uN;T . grathr(W)})dV
rad -grad ¢ (v
_J‘ grad Y (u) - gra ve)
E anG

(64a)
and thus:

(A@)u)= f Dlun > (V2 (W) = t(W)?) = 20 1Q1* —2p I go | tr(W)
|4

+ (oy —op) tr(W?)— (o —o7) | gradruy > = Nldivrur|?
- Nug . {Ar + grad 7 divy + det(W))ur
+ (A -N-FO\t(Wyuy + divrur|® + Isy|?/C

+|sr12/L ~R{(p1go|+2N tr(W))up div pur + (4NW — p|gol) ur - grad puy
+(oy —o7+ 4Nuyur . gradr t(W) — pxuy —pur - grad 7y} dV.  (64b)

Neglecting rotation, it is well known that in the case of plane and spherical stratification the
solution of (63) may be decoupled as SH- and PSV-waves. More precisely, let us define the
subspaces Esy and Epgy (mutually orthogonal in LE(V, dm)) by:

Esy={u:u; =0, divu) =0}, Epgy = {u: Curl (u); =0}.

It follows then from (63) that Egz and Epgy reduce A in the case of parallel stratification
only when the two curvatures of x! surfaces are equal at each point, i.e. only in the case of
plane and spherical stratification (see Jobert 1976). The case of cylindrical stratification is
also interesting to consider. There PSV- and SH-waves propagating in a direction
perpendicular to the cylindrical axis are decoupled whatever the stratification (assumed here
to be parallel). (For such SH-waves it is clear indeed that: ur * gradr{tr(W)}=0 and
divp(Wur) =0.) However the subspaces Egy and Epgy do not reduce A4 in this case, and so
the corresponding waves are generally coupled.

7 Pre-stress and spherically symmetrical earth models

Adopting a spherically symmetrical earth configuration in order to draw an average global
model of the Earth, we have to assume that the material properties are invariant under any
rotation about the centre of mass. This implies that the material will be considered as ortho-
tropic with the radial direction as the axis of symnetry at each point.

[n the case of spherical geometry the Weingarten operator is simply W=1I/r, where r
denotes the radial distance of the considered point. Therefore, neglecting rotation, it follows
from (63a) that:

Dyuy = {— FQupy/r + divrur) + sy}/C, D,ur=—gradrupy + ur/r+ st/L,
D, sy = {4(A ~N-F*C)r* + (on —01) (AT + 2/r*) + p(3}; — 4180 1/) }uy
+{2(4 =N = F¥/C)/r - plgo |Mivpur — 2(1 = F/C) sy /r = divrst - pX,
D,st={2(F}/C+ N - A)fr+ plgol}gradruy + {(F?/C+ N — A) gradrdivy
~ VA7 + 1/r?)+ pd})ur — (F/C) gradrsy — 3s7/r — p gradry,
D y=x+ 4nGpuy, D,x=4nGpdivrur —Ary - 2x/r (65)
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We may thus deduce the equations governing the radial dependence of the free modes of
the model (i.e. the eigenfunctions of the operator A). Indeed these free oscillations may be
expressed as (see Alterman eral. 1959):

u
} =y{”;' (r) Curl (Y™} re,) (toroidal oscillation of the subspace £gg),
s 8

u
} =yz"l' (YT e, +y’{’;' (r)gradr (Y7 r) (spheroidal oscillation of the subspace Epgy).
2 3

(66)
Here the Y7" (Im| <) denote the usual orthonormal spherical harmonic functions:
QL+ Y -m)!

Yre.e =" dn(l +m)!

PT (cos 8) exp(im ¢),

P™ the associated Legendre functions, 8 and ¢ colatitudinal and longitudinal angles.
For a toroidal oscillation with eigenfrequency w/2n, taking into account:

Ap(Y™)=—1(+ )Y /r*, Ap{Curl (Y7 re,)}={1 —I(l+ 1)}Curl (Y[ re,)/r?,

it is straightforward from (64) that:

d d

= syareyall, 2= (U= 1)U+ DN = vy =3y, (67a)

with yg = 0 (63b) at each boundary of the solid part.
For spheroidal oscillation with eigenfrequency w/2m, adopting:

vy YT, x=y"() YT,
and taking into account:
Ar(Y™My=—=10+ DY /r?, Ar(gradp (Y r)}={1 —1(+ 1)} grad - (Y" r)ir?

it follows easily from (64) that:

dy, dys;
= ={=2Fy,[r+y, + I+ 1)Fy3/r}/C, R — (1 = y3)r+ ye/L,

% = {44 - N - F/O)Ir* + (1= 1) (I + 2) (o7 — on)Ir™ p(4lgol/r + w? )}y

=200 =F/C)yafr =M1+ 1) {2(4 =N = F*/O)[r - plgot ys/r
+ U1+ 1) yafr - pys,

d
iﬁ: ~{2(4 -N=F*O)r-plge Yy, /r = (F/C)y2/r

—({IU+D(FPC - A)+ 2N} r* + pw?) y3 — 3palr = pysir.

as

d
r =4nGpy, + Y6, dlﬁ =— 4nGpl(l + V)ys/r+ 1+ Dys/rt = 2ye/r. (67b)
r r
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From (63b) it may be deduced that the boundary congiitions take the form:
Y2 =ys=ye+ (l+ 1)ys/b=0,at the free surface r = b,
Y1, Y2, Y3, Vs, Vs, Ve continuous at each welded interface,
ya=0and y,, y1,¥s, Vs continuous at each solid—fluid interface,
Y1, Y1, Vs, Ve continuous at each fluid—fluid interface.

At the pole r =0, the regularity of the solution has to be imposed (see Crossley 19735; Denis
1970 and also Dunford & Schwartz 1963).

Recall that the coefficients A, C, F, L, N are those of the tensor 5% (see 50) which is
equal to d"¥! in the hydrostatic ¢ase. Thus, in this case, equations (64) correspond to those
obtained by Takeuchi & Saito (1972). In the case of an” orthotropic pre-stress, the
coefficients A, C, L, N are still related to wavefront velocity (49, 50) and taking into
account orthotropy of the pre-stress practically amounts to the introduction of the term
(-DU+2)(or - aN)/r,in the coefficient of y, in the second equation of (65b).

Let u represent a displacement field and s the associated ‘stress vector’ (52). Expanding u
and s on the spherical harmonic vector basis as in (66) and taking into account the ortho-
gonality properties of this basis, (64b) easily yields:

b
(A(u)lu)=J‘ [y 144 =N = F*/C) —aplgolr —(1 = 1) (I + 2) (ox — o)}
0

+ 11 /C+ 1+ D Iyl {1+ 1) (A =~ F2/C) = 2N} + i1+ 1) |4 1?/L
+1E =)+ 2Ny 12+ 11+ D) ryg1P/L
+RQUI+1)(plgolr—2(A=N=FCNy1ys —py1yert — I+ 1) pysys ril dr.

(68)
where R { } denotes the real part.

This provides the means to estimate to the first order the effect of the deviatoric part of
prestress upon the spheroidal eigenfrequencies. Indeed, with the help of the so-called
‘Rayleigh Principle’ (see, e.g. Woodhouse & Dahlen 1978), it is easily derived from (68) that
the relative perturbation of a spheroidal eigenfrequency with angular order / due to the
deviatoric part of pre-stress may be expressed as:

bw (-1

2) (? b
—'LI:—) J‘ (or —on)yidr /J‘ i+ 10+ VYY) er? ar, (69)
w 2w o A

where y, and y; are the components (66) of the corresponding eigenfunction for the
reference hydrostatic model.

Let K(r) denote the kernel of expression (69), that is the kernel related to the logarithmic
derivative of w with respect to (o7 — ay):

I—D(+2 b
i (—2):,:—) yﬁ(’)/J‘ {3+ W+ Dy3)pr? dr. | 70)
[+]

Figs 1 and 2 show the kernel K(r) as a function of depth, corresponding respectively to the
fundamental spheroidal mode and the first overtone for / = 20, 50 and 100. They have been
obtained with the use of Wiggins’s (1976) computational algorithm and earth model 1066 B
(Gilbert & Dziewonski 1975).

K(r)
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DEPTH (km+100)

o.20 0-.230 0.40
1 i i t ] i 1 | L

KERNEL K(r) (103 /kbar/km+*100)

Figure 1. Kernel X(r) as a function of depth, corresponding to the fundamental spheroidal mode for
[ =120, 50 and 100, obtained with the use ot Wiggins's (1976) computational algorithm and earth model
1066 B (Gilbert & Dziewonski 1975).
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Figure 2. Sume as Iig. 1 except tor the tirst overtone.
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Considering these graphs and the poorness of our knowledge of the state of the stress
inside the Earth, it is believed that there is no reason to ignore, a priori, the deviatoric part
of pre-stress in global or regional earth models.
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Appendix

(1) Let i, h and ¢ be respectively the specific internal energy, entropy and free energy and T
the temperature field of the considered material. Using normal state variables, the following
expressions stand:

The first two principles of thermodynamics, the virtual power principle and expression (2)
yield for any reversible virtual evolutions around the reference state (for more details about
the subject of this appendix see, e.g. Bamberger 1981; Malvern 1969; Truesdell 1972 or
Marsden & Hugues 1978):

1 )
51‘¢ =§i—Téh= tSWs = ;0pq5€pq = — T"Be;,-.
r

Then one can see that the knowledge of the stress-strain relation results in the knowledge of
specific free energy. . :

In the case of solid elasticity, the normal variables are the temperature T and the
Lagrangian finite deformation tensor €; thus:

pq 3¢ 7
oPi=p — . (ALl)
d€pq

Developing ¢ to the second order around the equilibrium state leads to:
" 1 . ..
PP = pdo — pho(T —To) + 0f € + 3 {A(T = To) + 2T = To)a'e;j + N¥le;; ¢4}

where hy = — (3¢/9T)o is the specific entropy in the reference state, a("," the pre-stress
tensor, and where from the symmetry of ¢;; the tensors A% and o'/ may be chosen with the
following symmetries:

aif = ofi Wikl = \fikl = \Klij. (AL.2)
Then (Al.!) may be rewritten:
o =0 + (T = To)a¥ + NT* ¢y,

Furthermore, assuming that the evolution is adiabatic, and thus isentropic (h = hy):

) -
T-To= —201” €&, (8)rd=8.1,
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where &,/ is the Lagrangian variation of specific internal energy. Thus:
ol = ol + ikl ¢y,

where the tensor ¢/*! = \7¥! _(a'i a*¥!)/ 4, which contains the same symmetries as \ given
by (A1.2), corresponds to the quadratic coefficients in the development of p;i, with respect
to €, related to isentropic evolution:

. | -
p811=p{® = 90) + ho(T —To)} = 0f €+ = e & et
Restricting now the development of o to the first order in Du and that of §,i to the second
order leads to:
o = oé’ + cii"'Dk uy,

ijkl

. 1 ;
p6,i = oé’D,-u,- + E(C + oé"g")D,-ukaul, (A1.3)

where the presence of g, in the quadratic terms comes from the quadratic ones in €.
In the case of a perfect fluid, the normal state variables reduce to the temperature T and
the density p. Then taking into account mass conservation:

ij : 2 ad
pedr¢=—pglée; withp=p; —,
9p;
and thus:
Tii = _pg‘.i'
If we consider an isentropic evolution, and then suppose that p is locally a function of the
density, we obtain to the first order:

) 9
p-po= (—”) cp,—p)=—p(—”) 8/(1 + 6),
9p/, 9p/,

where 8 is the volumetric dilatation: § = p/p, - 1.
Taking into account expression (4) of 8 yields to the first order:

P — Po = - po7 div(w), (Al1.4)

where

=2 (3’3)
Do ap h

is the adiabatic index of the fluid.
The Lagrangian variation of the specific internal energy corresponding to an isentropic
evolution may be expressed as:

‘3 3 B
a,i=(5,)T¢=f —¢i’dr=-—f 3.0 dr.
o 00, Ot P %

Thus taking into account expressions (4) and (A1.4), we obtain to the second order:

-1 . .
28,i = po {- div(u) + 3 {(v = 1) div(u)? +D,-u’D,~u‘}}. (AL.5)
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Let us now recall that the internal energy is not additive. Indeed, if we consider the
evolution of two systems S, S,, the variation of internal energy of the whole system
S1uyS2 is: '

81=681, + 81, — Wy,
where Wy, is the mutual work caused by the action of §; upon §, and vice versa.
In the case of the Earth, we deduce:
8f= f p8idV — Wy,
v

and here Wy is the work due to non-local gravitational effects and possible slipping at inner
interface.

(2) Let W denote the Weingarten operator, that is the self-adjoint operator defined at each
point of the surface Z, assumed to be sufficiently regular, on the space tangent 7,(Z), by:

YUu€ET,(Z), Wu)=D,(n)ET,(Z),
divy and grady the usual divergence and gradient surface operators:
divu=divg{u —(u - n)n}+ Du(n) s n+ (cy + c1)u*n

grad po =gradgpo + (grad po * n)n

where ¢, and ¢, are the principal curvatures of Z at the considered point, i.e. the eigenvalues
of W.
Taking into account (26), it is deduced from (27):

[7"(m)] = - (po divs [u] + gradspo * [u])n — po W(u]

= —divg(po [u])n — po W(u].
From (26) and the definition of W, one may also deduce:
[Du(n) « n]n = [Du"(n)] + Wlu],
so that:
[r"(m)] = — n divg(po [u]) + po [Du"(n) = {Du(n) « n}n].
From (30) it is then straightforward that:
[ ()] = [7"(m] = po[Du’(n) - div(u)n],

= {—divg(po [u]) + po divs [u]}n

= —({u] - gradz po)n.
(3) From the definition (23) of the operator A4, it is first reduced:

(A(u) vy = f— Di{(c™ + o g™YDyusyu; + pg — 80 — % (2xu)}- v dV.
Vv
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With the help of Stoke’s formula and taking into account expressions (19a) and (23b) it
follows:

(A(u)|v)=J‘ (c*" + o gMYDyui D vy + (R w) (R 0) = 1Q2u - v} dV
Vv

+ —

G {(u'—u)' (v' =) _3 {@-a)- ' -w}{@ -a): ' - )
2 Jyxy

dmdm’
la' —al? la’ —al® }

e (a3.)
z

where T comprises (33, 34) all solid—fluid (or fluid—fluid) interfaces, with unit normal n
oriented following the jump through Z.

The surface integral in (A3.1) is now to be evaluated. With the convention that the minus
sign refers always to a fluid side, we deduce with the use of (35a) and (23b):

[r°(n) < 0] = [r"(m] * v + 7-(n) - [V],
[7°(n) - 0] == (v~ n) dive(po[u]) +po (n * {Du (W) — Du-(v.))
—(v*n){Du,(n) - n - Du.(n) * n}+ n «{Du_(v,) — Du_(v)})
= —divg(po[u)(v * m}+ po [[u] -gradg (v * m)+ n * [Du(v — (v m)nm}}].
Taking into account the following relation:
v] - gradg(u-n)=[v—(v-n)n} - grads (u - n)
=n-[Du{v—(v-n)n}] + [Wv - (v~ n)n}- u]

and the fact that the inner interfaces are closed surfaces, by Stoke’s formula it is finally
deduced:

J‘ [r"(n) - v] dE = J-poll[u] -grads (v * n) + [v] - grads (u * n) -
b b

[(W(u —(u - n)n}- (v—(v+ n)n}]] 4=,
which substituted in (A3.1) leads to (36).

(4) Let gy be any regular scalar function the value of which is —pg in ¥z and O on 3V, Let
T denote all the interfaces where a fluid is involved and S {} the symmetric part:

S{a(u, v)} ={atu,v) + av, u)}/2.
Then:

J- [S {div (g (DU() —u div (0} )} ] 4V
|4

= f [onADiu’D;o" — (D) (D;5))} +S (DB(u) — u div(D)) - grad oy }] ¥
|4

J‘pos {[DD'(n) cu—(u-n)div(v)l} dZ

J- pol[v].grads(u.n)+ [u] .grads(v. n) — [Wu —(u.m)n}. {(v—(v. n)n}]

+S{(u.n)[v] .gradspe} dS=. (A4.1)
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Furthermore, let us recall that:

- f {Dgo(u) + grad Y ()} < v dm
v

1

_G f {(u'—u)‘(;'—;)__3 (@ -a)- ' -u}{@ -a)- ' -v)}
2 Jyxv

dmdm
la' —a|? la' —al® }

+ f{Qx(qu)}.Jdm
v

- d . v v
=_ J‘ Dgo(u) . vdm - J‘ g w(u:n;rad w(v)dV+ f [pﬁ—%‘?v) ‘nYu)dZ
v v <
= f Dea(u) . vdm — f grad Y () ‘grad Y ) , (A4.2)
v E 4nG )

where Z, consists of all the interfaces where p has a discontinuity and where the boundary
conditions (20) have been taken into account.
With the help of these relations (A4.1, A4.2), expression (36) tor (4 () | v) yields (38a).
Then, in order to obtain (38b) we just have to observe that:

div{p(u . go) v} = p(u . go) div(v) + (1. go)v . grad p + pDgo () . v + pgs . Du(v).

(5) First of all recall that since the first coordinate is orthogonal to the other two:
g#°ry, =¢%r4, (A5.1)
g‘ml";,ﬁ —g“l"ﬁ-. (A5.2)

(AS.1 may be easily obtained from the expression of the Christoffel symbols:

1
l",.’;= Eg“ (318j1 + 3;81; — 18;) and (AS5.2) comes from: D;g'®* = 3;2'*=0.)
It is convenient to rewrite equations (22, 23):
Dt = p8,¥/, where (18):
&V =23%u+ 2Qxd,u — Dgy(u) —grad .

This yields:
g'D\7f =08 %7 — Gr*? I r'? T r! (A5.3a)
Dir'=p8; ¥, — g, Dot (A5.3b)

Taking into account (53), (47) may be rewritten:

L

F
(O, u”+ T u')+ !
) v by ) C'+O'N !

”

79P = gab {(A'—ZN’_
C,+ oN

+ N'g‘37(v.,u° + l"‘:‘7ul Y+ (V' + o;-)g""’(v.,u‘3 + l"{g.,ul ).
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Thus:

" '

v, 79 = gob ((A'—ZN'— F )V(V W + T u'y+ ,F v,
@ C'v+ayl &7 v C'+oy

+ Vg g (v, u + TEu' )+ (V' + 008 Vo (v, uf + T uh), (A3.4)

(Note that since the first coordinate is orthogonal to the other two 'Y is a tensor of second
order over the surfaces x! =¢%.)
Furthermore (see Choquet-Bruhat er al. 1982; Doubrovine er al. 1982):

VaVyu% = 7,0, u% - Ry ub, (A5.5)

where Rg, = R%,, is the Ricci tensor obtained by contraction of the Riemann tensor.
From the expression of the Riemann tensor:

Gkl_apl _a plopi 1P i TP
RYF =9I =3, Ty + Ty T = Tpuc Uty

and the flatness of Euclidian space one deduces:

R&-y: farél-y _Ff7 Féla' (A5'6)
Substituting (A5.4) into (AS5.3a) and taking into account (AS5.1, 5.2, 5.5 and 5.6) leads to
(53a).

Expressions (47) lead to:
L' L'o
= — Ty ( - o +a7-) g*° Dgu'.
L + oy L+ oN
This equality is not tensorial. But taking into account:

Da‘ral = 3aT°l + Igng + F}a,ral + l-glfll + FLBTGB'

and:

3,(Dgu' )+ T Dyu' —T1D u' = v, Vpu' +V,(Cy u?+ Thu')
+Tia(vgu' + Thub),

permits us to obtain (55b), via (AS5.3b).

(6) Taking into account equilibrium of the reference configuration (57), it is not difficult to
deduce:

S{— pDgy(u) . v+ {DU(u) — u div(v)} . grad oy}

S {- pDgy(u) . v — pgo * Du(u) + pgly + u div (v)}

—(oy — o) (WS {D; v u* — u' D; v’}

pS{gs . udiv(v) — v.grad (u. g9)} — (o — 07) te(W)S (D'’ — u'DP*).  (A6.1)
Using this relation and (50b), expression (38a) yields:

(A)lv) = J. bY% Diu;Dy v, + pS{u. go div(v) — v .. grad (u. &)}
v

+ (ax'V - UT) (DauaDﬂ ;a - gaaDaulD‘] ;l - DauaDaJ

- rad ¥ (w) - grad ¥ (v
+t(W)S (u'Dy o8 - Dgu' 38} dV - fs @ -gad v®
E 4nG

(A6.2)
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Furthermare from (AS5.1, 5.2, 5.5, 5.6) and (61) it may be deduced that:
DauPDsv® — g% Dgu' Dguy ~ Dau®Dyv® + (W)S {u'Dgv® - Dyu' ¥}
= u(uPvav® —u® VP + F{gal‘f‘au‘ v' - g vu' vau,
+§ (Va2 §gufy' — T uou') —u' P oS )}

Thus, making use of Stoke’s formula and taking into account the lateral invariance of
(ax — a7) it follows that:

f (on = 07) [DauPDgv® ~ g**Dou' Dy uy ~ Dou®Dyv®
v
+te(W)S{u' Dgv? - Dgu' Py ]dv
= f (0 — 07) [tr(W¥)uy vy — gradruy . gradruy — S{uyvr . gradr (W)} ] dV.
v

Taking into account this latter relation, (A6.2) yields (64a).
Let us now consider the tensor: 7'/ = p¥D, u,. From (50) and by analogy with (46) it is
clear that:

LI {4 -2N) 1777 + anl} gaﬂ+ 2 Nn“a, el o ZLTIM,
T'“=Fn77g“ +Cn't, (A6.3)
where the tensor n;; is defined by n;; = (Dju; + D;u)/2 and (see 52) sf = /1 Tt follows that:
DYID Dty = 7"y + 2717 42
=(A4 =2V = F*/O)| divrur + tr(W)up|? + 1syl?/C
+1spIY/L + 2Ny, (A6.4)

Furthermore:
2 naﬂ;?—ap = V.,{(g"‘“’u‘3 + 2P7u®) (VaEa - F;az;l )+ VQ(Zg““’F‘f.,u‘Eﬂ)

—uPg G Qg —u Y. U7+ @TuP 4 gP TN Y (D)

~ 2ugV, (g % u'y+ 2M M Yu'uy.
With the help of (A5.1, 5.2,5.5,5.6),(61) and Stoke's formula we deduce that:

.[/ 2N n“aﬁaa dv=— J.N lur: A rur+ ur .gradpdivpur + det(W)ur - ur
v

=2 tr(WH) unliy + 4R {uyur . gradp{te(W)} + W(ur) . gradrug}] dv, (A6.5)

where R { } denotes the real part.
Taking into account that:

lgrad ¢ |2

dv= rady -udV
E 41TG J.Vpg ‘IJ

(see Appendix 4), and with the help of (A6.4, 6.5) and (59), (64b) may now be derived
from (64a).
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3.Lien entre les équations locales et les équations de la Mécanique rationnelle.
Considérations énergétiques.

On a vu au paragraphe précédent que les perturbations adiabatiques de 1'équilibre sont régies
dans le repére tournant par I'équation locale (2.22) :

3%,u + 20 Ad,u + Au = f(t) (1)

avec :

(Au) = %’Di (¢ DLy, + g,mD,_ui)) -

YxV

Nous nous proposons de montrer que ces équations sont compatibles avec les équations de la

mécanique rationnelle. En effet, il est aisé de montrer que :

= - _ w-u_ A, . u’-u ,
JVAu dm = J [*(n)]dZ - G va é]a_'ﬂ? 3(a’-a) ((a’-a). 2 5} dmdm

Zp
-J-QA(QAu)dm )
Y
ou r(n) est défini au paragraphe précédent (2.21) .
Montrons d’abord que :
J [*()] dE =0 . 3)
Zp

Rappelons qu'a une interface ou intervient un fluide (voir paragraphe précédent (2.35a)) :
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[*(n)] = - n divy(pfu]) - p,Wu] .

Soit v un champ de vecteur constant dans V :

V.I [f*(n)] dZ = - I {n.v divg(pfu]) + W(p,[u]).v} dT . (4)
Ty Iy

or:

n.v divg(py[u]) = divg(n.v pylu]) - pfu]. gradgp(n.v) , (5)

et utilisant un systéme de coordonnées localement paralléle 2 Ly on déduit que :
polul.grady(n.v) = D, (v;n}) pJu]*
= v; D, pgu®

= v.W(p u)) . ~(6)

La substitution de (6) dans (5), puis celle de (5) dans (4) montre grace au théoréme de Stokes
que :

v. J [*(n)] AT = 0 .
Ly

Ceci étant vrai pour tout v, on en déduit (3).

Par un argument d’antisymeétrie, on voit facilement que le deuxiéme terme de I’expression (2)
est nul. De sorte que :

JAudm=—|ﬂ|2JuM+(ﬂ.Judm).ﬂ ,
Y Y Y

Par intégration de 'expression (1) dans V on obtient alors :
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u@).ﬂ-|ﬂ|zjum=me. (7)
v

azuj udm + 20 A atJ udm+(n.[
\4 \4 \4

v

Ce qui est d“ailleurs une identité puisque l'on suppose que le repére reste lié au centre des

masses et donc que :

[udm=0 et J‘fdm=0,
A\’ A\’

car f représente alors le champ des forces de marée ou des forces intérieures.

Calculons maintenant :

J a A Au dm.
v .

Posant :
il = cikD, y, + o, mD_ W ,

on obtient :

JaAAum=-JewaniﬁjdV—JaA(g-go-ﬂA(ﬂAu))m. 8)
A\’ A\’ A\’

Grice a l'utilisation de la formule de Green, on déduit que :
-j equanif'j = J epijri-i + j a A[r*(n)] d= . )
A\’ v Zp .

Il découle de l'antisymétrie de €pi; en 1,) et de I'équation d’équilibre que :
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J'vfpijfij dV = Jvepuookauj *
-I -oo(n)A[u]dE+J(go-ﬂA(ﬂAa))Audm. (10)
Zp \'
La substitution de (10) dans (9) puis celle de (9) dans (8) conduit a :
J aAAudm = I {a A[™(n)] + pen A[u]} T +
\' z
+J{(go-ﬂA(ﬂAa))Au-aA(g—go-ﬂA(ﬂAu))}dm. an
A"
Montrons que :
JaA(g-gom=JgoAum. (12)
A\’ A\’
1 résulte en effet de 'expression (19a) du paragraphe précédent que :
_ - aa(-u) _ . (@’-a).(u’-u ,
Jva A (8-8,) dm GJVxV{ a3 3aaa (-—E?:(;ls—z} dmdm’,
Il en découle par symétrisation :
- 1o J f—l-)—f—-l“"“ L A(27-2) Gmdm’
VxV a-a

v A(G a"-a dm) dm’ -
Jv J.v fa-afs ™

N h—

N I—

u A(G a"—a dm’) dm
.[v .[v'a'aI:' )
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=JgoAum.
v

Montrons maintenant que :

J {aa[™m)]+pnAafu}dZ=0. 13)
Zyp

En effet 'expression (2.35a) du paragraphe précédent montre que :

J {a A[™(n)] + pon A[u]} AT = I {n A(a divg(pJu]) - a A W[p,u]} d .
Iy Iy

Soit v un champ de vecteur constant dans V, calculons :
v.[ {n A (a divg(pJu]) + pylu] - a A W[p,u]} d=
Ly
= J {(v,n,a) divg(pful) + (v,n,pfu]) - (v.a,W(pfuD} dE  (14)
Iy

L’utlisation d’un systéme de coordonnées paralléles 3 £y montre que :

(v,n,a) divg(pgu]) = divg((v,n,a)pfu]) + (W(pJul),v,a) + ei-i"ijaakpo[u]"ni
= diVE((V,n,a)pJu]) + (W(pdu]),v,a) + (n,V,po [u]) .

Par substitution de cette derniére expression et utilisant le théoréme de Stokes, on déduit que

I'expression (14) est nulle. Ce qui donne (13) puisque ceci reste valable pour tout champ v con-
stant.

11 résulte de (11), (12) et (13) que :
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J aAAudm = - QAJ (ufa - (a.Q)u dm .
v v

De l'expression (1), on déduit alors que :

J-aA 3zttudm+2J.aA(nAatu)dm-ﬂAJ
v A\

{(u))a + (a.Q)u} dm = J. aanfdm. (15)
A"

A\

Comme f représente la densité des forces de marée ou des forces intérieures, le terme :

J a Af dm se réduit aux moments des forces de marées.
A\

L’expression (15) s’interpréte physiquement comme la conservation, au premier ordre en u, du
moment cinétique M par rapport au centre des masses, 4 I'influence des forces de marées prés.
En effet :

M= J (a+u) A (8,u + 2 A (a+u)) dm . (16)
A"

De sorte que dans le repére tournant :

Q‘% = L (B,u A (Q A (a+u)) + (a+u) A (Buu + O Ad,u)) dm ,

et que dans un repére Galiléen :

dM _ oM
at at+ﬂAM

= J {dun (A (a_+u)) + (a*u) A (G u + 2 Ad,u) + O A((@+u)a Byu + O A(a+u)) } dm .
A"
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Ne conservant que les termes du premier ordre en u,5,u,8,,u cela nous conduit 2 :
dj\d_t ~ J {a A u + 22 Ad,u) - O A(aQl (a+u) + ul a)} dm .

A\’
Remarquant que {2 est direction propre du tenseur d’inertie on déduit que :

[ N1Aa)aldm =0,
A\’

et donc que :
dM (@ A@yu + 20 A,u) - 0 A(a0 u + 40 2)) dm a7)
e = |, t t . . .

Cela montre que le premier terme de (15) est, au premier ordre, égal 3 la dérivée du moment
cinétique (17).

Le point de vue énergétique associé conduit, quant 2 lui, 3 la conservation de .M au
deuxiéme ordre en u. En effet la variation d’énergie cinétique est :
§C = % J"{|3,(u) + 2 A(@a+u)|? - |Q A2|?) dm ,
Y
et la variation d’énergie interne s’exprime au deuxiéme ordre en u par (voir paragraphe 2 (37):

51 = % {a(u,u) + J (|0 A(a+u)|2 - |Q A2a|2 ) dm .
Y

De sorte que d’apres (16) :
1 .
6E=6C+61=‘2'EC'R+0.6M

avec (cf. paragraphe 2 (41))
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Ecp = 3 (Aulw) + Guuid,u)) .
Ainsi :
46E) = (Au + 82,010,0) + 0. SM(®) = 0.

Il en résulte que fl. %M(t) = 0, au deuxiéme ordre, car :

Fuu+20A du+Au=o0(u) et (2Adudu)=0.

Notons enfin que le fait que A et B (= @ A .) ne commutent pas est intimement lié 3 la
linéarité de A (ler ordre en u). En effet, de I'expression (16) de M, on déduit que :

Q.M= J (0,a + u,Au + o(u)) dm =0 .
dt v

Puisque :
J (0,3,Au) dm =0 ,
Y
il s’ensuit que :
(B-Auju) = J (03,a+u,0(u))) dm

A4

(B.Auju) est bien du deuxiéme ordre en u et ne peut donc étre systématiquement nul pour u

réel.

4. Cas d’un écoulement stationnaire quelconque dans le noyau externe.

Les calculs de perturbations d’écoulements stationnaires sont bien connus en Astrophysique.
On renvoit, entre autres, aux articles de Chandraseckhar & Lebovitz, Freeman & Schutz, au
livre de W. Unno et al., ainsi qu'au chapitre de Schutz dans le livre édité par Lebovitz. Les
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particularités liées au probléme du noyau externe sont que, d'une part on doit tenir compte des
conditions aux limites avec la graine et le manteau et que, d’autre part les calculs de perturba-

tion sont 3 effectuer dans le repére tournant lié au manteau.
On convient dont de repérer ’écoulement dans le noyau externe par rapport a I'espace Euclidien
en rotation uniforme (2, avec comme origine le centre des masses de la Terre. Dans cette espace

les particules fluides ont pour trajectoire :

t — x(t),

et %(tg est indépendant de t puisque le mouvement est supposé stationnaire. On pose donc :

s b.{(9)
éx) = TR

La stationnarité de I'équilibre se traduit alors par les relations :

div (p€) = 0 a)
gradp, = pg,” by (1)
go" = g’o -2 A 6 - Df(e) - atf 2 atf = 0 et f.n = 0 sur aVF CJ

Pour décrire la perturbation de cet équilibre stationnaire, on introduit 3 la suitt de Freeman &

Schutz, un champ de vecteur u(x,t) qui décrit la perturbation des trajectoires du fluide :

t — x’(t) = x(t) + u(x(t),t) . )
u(x,t) est "la perturbation Lagrangienne de trajectoire”. La subtilité A saisir ici est que, du fait
de I'hypothése de stationnarité, les propriétés physiques et la vitesse de la particule fluide en un
point de l’espace tournant ne dépendent pas de cette particule. La notion de perturbation Lag-
rangienne n’est donc pas stricte mais relative aux trajectoires.

On obtient par dérivation de (2) que :

§(x’t) = &(x,1) + dyu(x,t) + Du(§) , (3a)

c’est A dire :
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5, = d,u + Du(§) . (3b)
Une nouvelle dérivation nous conduit 2 :
§(7.) = 3 u + 2D(3,u)Xé) + D(Du(§)X$)

ol v, = 3,¢ + DE(§) désigne I'accélération relative dans le repére tournant. Il s’ensuit en utilisant
les résultats du paragraphe précédent que :

6(8") = = 3,,u - 2D(B,u)§) - DDu(E)XE) ~ 20 A §¢ + Dgy'(u) + grad((w)) ,
puis, grace a (3b), que :
6(8") = - 9y u - 2(D(G;u)§) + O AJu) - D(Du(§)XE) - 20 A Du(é) + Dgy'(u) + grad(P(u)) .  (4)

La perturbation Lagrangienne de I'expression (1b) conduit grace a l'utilisation de la relation (3)

du premier paragraphe 2 :
grad(5,p) - (Du)*(gradp,) - §(p)g” - p6)(8”) = 0

Du fait que pour une perturbation adiabatique, en notant v I'indice adiabatique du fluide (voir
paragraphe 2) :

&p = - pdiv(u)
§p = - M div(u) ,
et en vertu de (1) et (4), on en déduit que :

9y u + 2(D(3,u)§) + O A J,u) + D(DU(E)XE) + 20 A Du() - Dg,’(u) - grad(¥(u)) -

- 4 {grad(1p,div(u)) + Du*(gradp,) - div(u)gradpy) =0 .  (6)

Ce qui peut s’écrire :



page 34 Chapitre 1 :

dyu+2Bou+Au=0
avec :

Bu = Du(¢) + Q Au (5)
Au = - %’ {grad(1p,div(u)) + Du*(gradp,) - div(u)gradp,} -

- Dgy’(u) - grad(¥(u)) + 20 A Du(§) + D(Du(¢)X¥) . O)

Comparons 'opérateur A A celui obtenu au paragraphe précédent dans le cas d’une rotation uni-
forme. Pour ce faire réintroduisons le tenseur cii®l qui pour un fluide (voir le paragraphe
précédent expression 16 et suivante) s‘exprime par :

M = p(v-1)giigh + py(gle! + gi*gh) .

On voit alors que :

(A = -1 D, ¥ - (Dg;/(w) + grad(w) - 20 A Du(g) - DOWOXO)Y

avec :
i = cii Dy, - p, gED,u

La différence avec le cas ol le noyau est en rotation uniforme se traduit donc par l’addition
du terme 20 A Du(¢) + D(Du(€)X£) et par le fait que I'équation d’équilibre est maintenant
gradp, = pg,”. Cette remarque s'avére utile pour le calcul de la forme sesquilinéaire associée a
I'opérateur A. En effet il est clair que les conditions aux limites obtenues au paragraphe
précédent en 3-3 restent inchangées puisque la pression en un point de l'interface coté fluide
est indépendante de la particule qui se trouve dans l’état stationnaire de référence. Les calculs
effectués en 3.4 au paragraphe précédent peuvent donc étre repris puisque 'on n‘a utilisé la
condition d’équilibre que pour I'obtention des formules (39). Plus précisément utilisant ’expres-
sion (38b) on obtient grace a la condition d’équilibre (1b) dans Vg :
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(Aulv) =

J KDy, DJ, + S{(pgo’-gradwo).DV(u) + (pg, +gradmy).u div(v) + (8o -w) (v.gradp) dV +
Vs

+ J. S{(84"u) (v.n) [pHE + I S((v.n) [u.(pgy-gradgp )]} dE + (7)
g 8VgNave

+ J Perdiv(u)div(v) + S{ 2pg,’.udiv(v) + (g,".u) (v.gradp) + 2p02 A Du(§).v + pD(Du(&)X§).v +
VF

+ (20 A€ + DEE)DV(u) - u div(v) } dV - j Smd'ﬁ(%md@ av .
E

ou 7, est une fonction réguliére qui prolonge p, dans Vg et s’annule sur 9V, Lg désigne les in-
terfaces soudées, IVpNdVg les interfaces solide-fluide, et ou:

i < Gilkl 4 g lkgil 4 g (giigh! - gikgil)

Remarquons tout d’abord que :

D(Du(pE)XE).v = div(pé(Du(§).v)) - div(p€)Du(§).v - pDv(¢).Du(é) , ®)
0 A Du(pf).v = div((Q A w.v)pg) - (@ A uv)divipg) + O A DV(p)u , )
et que :

P20 A€ + DEE)).Dv(u) = div(pu(2Q A £ + DE(E)).V) - p(20 A € + DE(E)).V divu
- 2000 A DE(u).v + pD(DE(E)Xu).v - gradp.u 20 A € + DEE)).v . (10)

Utilisant alors que div(pf) = 0 (1a) et que é&.n = 0 sur 3VgNaVg (1c), on en déduit que
lintégrale portant sur Vi dans l'expression (7) prend la forme :
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J pdiv(u)div(v) + S(2pg,".udiv(v) + (g,".u) (v.gradp) + pv.(20 A (Du(¢) - Dé(u)) -
Vg

- PD(DEE)XW))} - pDu(§).Dv($) dV + I S{(u.n) (20 A€ + DEE)ppvy) AT, (11
aVENnavg

ou n est orienté vers l'extérieur de V .

Considérons maintenant dans l’expression (7) le terme :

J S{(-V—n) [u-(PSo"Sl’adgpo)]} dx .
aVgnavy

Avec la convention d’orientation de n vers I’extérieur de Vg, on obtient :
gradgp, = p-(8," - (8,"-0)n)
et donc :

(v.n) [u(pg, -gradgpy)] = (V) uy(ps8y'- P-8¢" + P-(8,"0)0) - U_(p_gy - P_8g" + p-(8,"-0)n))
= (v.n) {[pKug.8,) + (20 A ¢ + DE(&)).op[ul} .

De sorte que :

J S {(v.n) [u.(og,” - gardgp,)] ) dT =
aVgNavy

= J S{(v.n) {[PKug.8y) + (20 A& + DEE)) pplul} . (12)
aVgnaVy

Reportant les expression (11) et (12) dans (7) on est conduit finalement 2 :
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(Aulv) =

[ wijle-lujDkVI + S{(pgo'.gradwo).Dv_(u) + (p8, + gradmy).u div(v) + (g4 -0) (v.gradp)} dV +
Vg

+ J. S{gq-w) (v_.n)}[p] dT + J S{(\T.n)us.(psgo' - ppgy )} dT + (13)
S aVgnavy

+ J Py 1div(u)div(V) + S{2(gy"uldivv + (g5"u) (vEradp) + pv.(201 A (Du() - DE(w)) -
Vp

- D(DE(€)Xu))) - pDu(€).Dv(¢) dV - I grad(«b(ui%md(.p(@‘)) dv |
E

L’opérateur A apparait aussi comme formellement symétrique, malheureusement il n’est pas
borné inférieurement ce qui rend difficile son étude mathématique. C’est pourquoi nous nous

restreindrons au cas de la rotation uniforme au chapitre suivant.

Montrons maintenant que l'opérateur B est formellement antisymétrique; en effet dapres (5) :

(Bulv) = I {Du(pé).v + §Q Au).v) dV , | (14)
v
Utilisant que :

Du(p¢).v = div(u.v p€) - u.v div(p€) - Dv(pé).u
et que (la), 1(c) :
div(pf) =0, ¢ =0 dans Vget &n=0sur dVgnaVy ,

on déduit de (15) que :
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(Bulv) = - J (Dv(pf).u + o(Q AV).u} dV ,
\%

= - (Bvju) . (15)
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"Mathematicians are like Frenchmen :
Whatever you say to them they translate into their own language and forthwith it is something
entirely different” )
J. W. Goethe
(Cité par M. Reed & B. Simon dans Methods of Modern Mathematical Physics, Vol I)
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I ETUDE MATHE MATIQUE DE L'OPERATEUR DE L’ELASTO-GRAVITE

Nous nous proposons dans ce chapitre de définir mathématiquement l’opérateur de I'élasto-
gravité, de prouver qu'il est auto-adjoint et de préciser son spectre. Nous avons vu en effet au
chapitre précédent que cet opérateur intervient dans l’équation régissant au premier ordre les
perturbations adiabatiques d’une planéte autour d’une configuration d‘équilibre, en rotation uni-
forme dans un espace Galiléen. La principale difficulté de cette étude est due i la présence
d’une éventuelle partie fluide comme, par exemple, le noyau externe dans le cas de la Terre. La
présence de zone fluide fait perdre, en effet, la compacité de 'opérateur résolvant et il apparait
ainsi un spectre essentiel. Cela nous conduit i I’étude de certains espaces fonctionnels liés aux

espaces H(div,V) déja considérés par Duvaut & Lions.

1-Rappels et Notations.

Considérons donc une planéte en équilibre et en rotation uniforme dans un espace Galiléen.
La planéte étant en équilibre, I'axe de rotation correspond, comme on I'a rappelé au chapitre
précédent, 4 la direction propre de la plus grande ou de la plus petite valeur d’inertie. 11 est
usuel d’adopter comme référence le repére orthonormé direct lié au centre des masses et dont
les axes correspondent aux directions d’inertie, le troisiéme axe portant le vecteur de rotation (.
Le repére tourne donc, lié A la planéte. Soit V le volume qu’elle occupe dans cette configuration
de référence. .

On suppose que V est un ouvert borné, connexe et simplement connexe de R3 de frontiére V.
On suppose de plus que la surface 4V n‘a qu'une composante connexe, est au moins de classe

C? et que V est situé localement d’un seul coté de 3V. On considére enfin la partition suivante
de V.

V={UV),,UZ

i=1n
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ou les V; sont des ouverts connexes, deux 4 deux disjoints qui sont situés localement d"un seul
coté de leurs frontiéres respectives, supposées étre des surfaces de classe C2 au moins, orientées
et fermées ; et ou T désigne l'ensemble de ces interfaces, 3V mise i part.

On convient également de noter :

Vo=R3\ V

Physiquement cette partition correspond 3 la séparation en grandes structures de la planéte.
Dans le cas ou la planéte posséde des zones fluides, il convient de les spécifier. On note donc
dans ce cas (voir la figure 1 page 6) :

Vs ={UVi}ieimVZ » Vp={UVi}ey1n » Zg= T\ (EpUdVgudVvy),

ou Iy est la réunion des différentes interfaces intérieures 4 Vg, c’est 2 dire qui marquent Ia
frontiére entre deux zones fluides de la planéte. Dans le cas de la Terre, les différents ouverts
V; (12 m + 1) qui correspondent alors aux différentes couches du noyau externe fluide, ou
bien encore aux différentes couches atmosphériques lorsqu’on les considére dans I’évolution
dynamique, sont habituellement considérées comme simplement connexes. Nous le supposerons
donc systématiquement bien que ce ne soit pas essentiel.

Nous avons vu au chapitre précédent que les équations qui régissent au premier ordre les per-
turbations adiabatiques libres de la planéte autour de sa position d’équilibre s’écrivent formelle-
ment :

dyu+20Au+Au=0, dans V,

ou u est le champ des déplacements Lagrangiens des particules de V et A l'opérateur de l’élasto-

gravité dont I'expression formelle est :

Agu = -'l, D,(cVK!D, y, + o, %Dy ui} 1)

A,u = grad(¥(u)) + Dg,'(u)
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( Aju = grad(¥(u)) + Dgy(u) , A,u=Au-Qa(@au))
ou:

Wu)x) = -GJ Lo Xowu(x) dm’ , A@(W) = 4rGdivieu) , @
v

», X'-X ’ ’ » ’,
8o (X) = 84(X) - R A (2 AX) , go(x)sGJ. — dm’ , dm’ = p(x’) dx’,
v lx x|3

et ou, par simplification d’écriture, on a noté Dg.(u) et Dg,’(u) les champs vectoriels Dg,(x)u et

Dg,’(x)u. Dans ces expressions,
G est la constante de la gravitation,

A(x) est la masse volumique au point x de V de la configuration d’équilibre prise comme
référence,

8o(X) est le champ de gravité qui dérive du potentiel Newtonien associé A cette distribution de

masses p dans la configuration de référence,

(u) le potentiel de redistribution des masses, c’est 4 dire au signe prés la perturbation

Eulérienne du potentiel Newtonien associée au champ de déplacement u,

o, le champ des contraintes dans la configuration d’équilibre, (0,5 = -p,gii dans Vg, gil

représentant le tenseur métrique),

et cii¥l le deuxiéme tenseur de I'élasticité qui présente les symeétries :

cill = cllij = cikil ( ciikl = p ( (y-1)giigt + gikgll + gikgil } dans Vy, ~ étant I'indice adiaba-
tique du fluide ) .

Par ailleurs I'équilibre de la configuration de référence impose :

Do + pg, =0  dans V. (3)

Quant aux conditions aux limites, elles prennent la forme :
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0,(n) = 0, (3-0,Xn) + Du(g,(n)) = 0 sur 3V )

[u] =0 , [(0-0,Xn) + Du(g,(n))] = 0 sur  Ig b @)
[u.n] = 0, [(0-0,Xn) + Du(o,(n))] = -ndivg(pgul) - p,Wlu] sur £p U (3VgnaVvy) |

ou:

0-0, est le tenseur défini par (0-0,)i = cikD, u,,

n est le vecteur normal 4 & ou 3V, orienté vers I'extérieur dans le cas de 3V,
[ ] représente I'opérateur saut, orienté en conformité avec n,

W est 'opérateur de Weingarten relatif 4 la surface orientée considérée,

et divy la divergence surfacique qui vérifie notamment :

divg(u-(u.n)n) = div(u) - Du(n).n - tr(W)u.n) .

2-Cadre fonctionnel.

On note L*V) l'espace des champs de vecteurs dont les différentes composantes cartésiennes
sont de carré sommable dans V, c’est A dire sont dans I'espace L%V). L*(V) est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire :

(V) = Lu.& dv

ol le point "." représente le produit scalaire Euclidien dans R3? (ou plus généralement dans R™»)
et la barre "-" la conjugaison.

D’une maniére générale on notera en caractéres gras les espaces de champs de vecteurs; ainsi,
par exemple, D(V) représente 1’espace des champs de vecteurs dont les composantes cartésiennes
sont dans D(V), I'espace des fonctions indéfiniment dérivables et & support compact.

Rappelons que, pour tout entier m > 0, on définit H®(V) comme l’espace des fonctions appar-
tenant a3 L2(V) dont les dérivées, au sens des distributions, d’ordre inférieur ou égal 3 m sont
également dans L2(V). C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(ulV)Hm(V) = (uv)pyy) + Z (DauiD, Vi 2(v) -

|o|<m
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On considérera également les espaces H™(V) qui sont des espaces de Hibert pour le produit sca-

laire :

()grmgyy = OVhagy + ) @uD™agy) -
|| <m

Rappelons qu’un ouvert est dit avoir la propriété de m-prolongement si pour tout entier k < m,
il existe un opérateur linéaire de prolongement qui soit continu de H¥X(V) dans HX(R3). Un
ouvert borné a bord de classe C™, qui est situé localement d’un seul coté de ce bord, posséde la
propriété de m-prolongement. Remarquons qu’il est essentiel de supposer que V soit localement
d’un seul coté de son bord afin d’éviter les fissures internes ou les interfaces qui interdiraient la
possibilité d’un prolongement régulier systématique.

Pour tout s réel on définit également |’espace :
HYR3) = { u € LYR3) : (1+[¢]2p/2[Fu)¢)| € LYR3) ),

ou F désigne la transformée de Fourier. C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
= 2)e
(W1¥)pe L,(“'f' FEuXe) FVXE) dé .
On définit H%(V) comme l'espace des restrictions 2 V des éléments de H*(R3). Le novau de

I'opérateur de restriction étant H'Ra\v(R3), H*(V) est un espace de Hilbert et :

H&V) = H'R:\V(R3) 1, (41 ausens de H}(R?Y) )
“ u " H'(V) = M'in{ " v " H‘(R’) }VEH'(Rs): vy=u ‘

On vérifie que, pour tout entier m, les différentes définitions de H™(V) coincident algébrique-
ment et topologiquement pour tout ouvert V possédant la propriété de m-prolongement.

On renvoit aux ouvrages de Adams, Lions & Magenes ou Chazarain & Piriou pour l’étude
détaillée de ces espaces. On y trouvera également la définition et I’étude des espaces H*(3V) ou
3V est un bord régulier. Rappelons néammoins le théoréme de trace (Lions & Magenes, Necas) :
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Théoréme de Trace :

On considére un ouvert borné V de bord de classe C™+1 qui est situé localement d’un seul
coté de son bord. Alors I'application trace :

u—’{ a'l—‘f,j--O, 1,..m },
ond

ol a%- représente la dérivation normale a4 3V, définie pour les fonctions u réguliéres, se pro-

longe par continuité en une application linéaire continue et surjective de :

m
H(V) sur || H--1/%av)
=0
oum est le plus grand entier tel que : m <s - 1/2 .

Il existe de plus un relévement continu A cette application.

Nous utiliserons également la proposition suivante qui est classique et que nous rappelons sans
démonstration (voir Necas, Dautray & Lions et Agmon Douglis & Niremberg) :

Proposition 1 :

Soit V un ouvert borné A bord de classe C™ et qui est situé localement d’un seul coté de ce
bord. Soit également ¢ € HY(V) telle que :
( A¢ € H(V)

{ avecm2]+2etl20.
L dsv € H+3/2(3V) ou % av € HI*1/2(3V)

Alors, ¢ € H*23(V) et :

(160 ey < CIB8L + 18] sy, )

{ ou

U180 gy < { 18815+ 120 sy }
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On note H(div,V) , l'espace défini par :

H(div,V) = { u € LXV): div(u) € L%V) },

On trouvera dans les ouvrages de Duvaut & Lions et de Dautray & Lions (Tome 2, chapitre IX)
une étude détaillée de ces espaces. Rappelons simplement la :

Proposition 2 :
Soit V un ouvert de frontiere 8V bornée et réguliere et qui est situé localement d’un seul
coté de celle-ci. Alors :

a- H(div,V) muni du produit scalaire :

(V) = (UVIgqy) + (divi@ldivV)Lay)
est un espace de Hilbert.

b- DXV) est dense dans H(div,V).

c- L’application trace : u — u.nyy, définie pour u réguliére se prolonge par continuité en une
application linéaire continue de H(div,V) sur H-1/2(3V).

d- On a la formule de Green généralisée :
V ue H(iv,V),V ¢ € H(V): (u|grad¢)Lz(V) + (divu|¢)Lz(V) = <W.Dgy|Pgy>
ou le crochet < | > désigne la dualité H-1/2(3V), H1/2(3V), et ou I'on a convenu d’orienter la

normale 4 8V vers 'extérieur,

Remarquons que l'on peut étendre cette proposition, mis 4 part le point b, au cas d’ouvert du

type de Vg. I suffit pour cela de considérer séparément les différentes composantes connexes
V; de Vg.

On note :

Hy(div0,V) = { u € H(div,V) : div(u) = O et ungy =0} .

L‘utilisation du lemme de Peetre montre que (voir par exemple Foias & Temam, Temam, Dau-
tray & Lions Vol. 2, chap. IX pour plus de détails sur ces types de décomposition) :
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L3(V) = grad(HY(V)) & H(div0,V) , (ol & désigne la somme directe orthogonale ). (5)
Rappelons également que, lorsque V est simplement connexe, 1'espace grad(H(V)) est le noyau
de Vopérateur rotationnel dans L2(V).

Introduisons maintenant les espaces :

H(div,V,L%3V)) = { u € H(div,V) : u.ngy € L¥3V) }.

Des propositions 1 et 2 on déduit la :

Proposition 3 :
Soit V un ouvert borné de bord de classe C2 et situé localement d’un seul coté de ce bord.
Alors :

a- H(div,V,L%(dV)) muni du produit scalaire :
(uv)) = (u V)L2(V) + (div(u)] div(v))Lz(v) + (u.n| v.n))Lz(av)
est un espace de Hilbert.

b- D(V) est dense dans H(div,V,L%3V)).

c- Si l'on convient d’orienter la normale 3 3V vers l'extérieur, la formule de Green

généralisée prend la forme :
VY u € H(div,V,L%3VY)), V ¢ € H(V): (u|grad¢)Lz(v) + (divu|¢)Lz(v) = (u-nav|¢av)L2(aV)

d- L’injection de H(div,V,L%3V)) N H(div0,V) + ( L au sens de L¥V) ) dans L%(V) est
compacte.

Preuve :

a- Considérons une suite de Cauchy u; dans H(div,V,L%3V)). Elle est alors de Cauchy dans
H(div,V) ainsi que la suite u;.nzy dans L%3V). Il en résulte que, d'une part (cf. proposition 2),
la suite u; converge vers une limite u dans H(div,V) et que, d"autre part, la suite u;.ngzy con-
verge vers une limite t dans L%dV). L’application trace étant continue de H(div,V) dans
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H-Y/ 2(8V) (cf. proposition 2) et la topologie de L2 pH'l/ 2, t est égale 4 u.ngy. Il en résulte fin-
alement que u € H(div,V,L%dV)) et que la suite u; converge dans cette topologie.
H(div,V,L%(8V)) est donc un espace de Hilbert.

b- Soit u € H(div,V,L%3V)) orthogonal a D(V) :

v ve (V) ((uv) = IV)Laqvy + (div(Idiv(V))L2(y) + (u.ngylv.ngy)L2evy = 0

On en déduit tout d’abord, par densité et continuité de la trace, que u est orthogonal 4 H{(V) :
Y ve HYV) ((uv)) =0. 6)
On en déduit également que :

vV ve DY) (div(u}div(V)Layy = - (WV)pay) »

c’est A dire que au sens des distributions :

u = grad(div(u)) - )

_Ainsi div(u) est dans HY(V). L‘utilisation de la formule de Green généralisée (cf. proposition 2d)
dans l’'expression (6) conduit alors 4 :

vV vE HY(V) (div(u)gy + ungylV.ngylpzgyy =0 .

Utilisant la densité de H1/%(3V) dans L%3V), on en déduit que :

wngy = - div(u)zy € HY/2(3V) . . ®
Les relations (7) et (8) montrent donc que :

([ A(div(u)) = div(u) € HYV) ,

1

| grad(div(u)).ngy = u.ngy € HY2(3V).
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Il en résulte (cf. proposition 1) que div(u) € H%V) et donc, d’aprés (7), que u € H(V). On

déduit finalement de (6) que ((uju)) = 0, soit u = 0, ce qui prouve que D(V) est bien dense
dans H(div,V,L3(V)).

c- cela découle de la proposition 2 et du fait que u.ngy € L2%8V).

d- Remarquons tout d’abord que tout u € H(div,V,L*3V)) N H(div0,V) 1 peut s’écrire (5) :
u = grad(p) , avec p € HYV).

Rappelons que p peut &tre déterminé de maniére unique dans l’espace :

H={pe H(Y): J p dV = 0 }, qui est fermé pour la topologie de H(V), par la formulation
A\’

variationnelle suivante :

V ¢ € H: (grad() | grad($)pav) = (ulgrad(@)yav)-

L’inégalité de Poincaré montre en effet que la forme Hermitienne (grad( ) grad( )) est H ellip-
tique et l'existence et l'unicité découlent du théoréme de Lax-Milgram qui montre également
que l'application : ¥V u € L¥V) — p(u) € HYV) est continue.

Considérons maintenant une suite de H(div,V,L%@V)) n H(div0,V) *+ qui converge faiblement
vers 0. De I'expression de la norme dans H(div,V,L%3V)) on en déduit que la suite u; converge
faiblement vers 0 dans L*(V) ainsi que les suites div(y;) dans L¥V) et u;.ngy dans L%3V), et
donc que ces différentes suites sont bornées au sens de L2. Il en résulte également que la suite
p(y;) converge faiblement vers 0 dans H}(V). Le théoréme d’injection compacte de Reillich et le
théoréme de trace montrent alors que la suite p(u;) converge fortement vers 0 dans L%(V) ainsi
que p(y;)sy dans L¥3V).

Par ailleurs, l'utilisation de la formule de Green généralisée conduit a :

Y L3(v) = (Wlgrad(p(y;)))y3(v) = - (div(uIp(u;))pzv) + (VingylP(W;))L2(av) -

Ainsi il est clair que la suite u; converge vers 0 dans L%*(V) et donc que linjection de
H(div,V,L%(3dV)) n Hy(div0,V) + dans L*(V) est compacte. m
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Remarquant que si u appartient 3 H(div,V,L%(3dV)) N H(div0,V) <, alors u = grad(p) avec
p = div(u) et gﬁ € L%3V) , on peut étre tenté de croire, d’aprés la proposition 1, que

u e HY (V). En fait la proposition 1 ne s’applique pas dans ce cas et on ne peut pas assurer
I'appartenance de u a HY %(V). 1l faut alors recourir aux espaces H*™(V) (cf. Yosida ed. 1963).

Considérant ceci comme trop technique, nous nous contentons d’indiquer la piste.

La proposition 3 peut étre étendue au cas douverts du type de Vp défini dans le premier
paragraphe. Plus précisément définissons :

H(div,V,L(dVgULp)) =
{u € L¥Vg):V i€ (l,,m)}, Uy, € H(div,V;,L¥3dV))) et [u.nEF] =0}.

ol [ ] désigne le saut au travers de L orienté en conformité avec Dpp- En considérant chacune

des composantes connexes V; de Vg, on déduit aisément de la proposition précédente la :

Proposition 4 :
Soit V§ un ouvert du type de celui défini dans le paragraphe 1. Alors :

a- H(div,V,L¥3VgUZ)) muni du produit scalaire :
((u|v)) = (“IV)LZ(VF) + (div(u)ldiv(v))Lz(VF) + (u.n| V-n)Lz(aVFUEF)

est un espace de Hilbert.

b- Si l'on convient d’orienter la normale a dVp vers l'extérieur, la formule de Green
généralisée prend la forme :

¥V u € H(div,Vp,LA3dVyUZg)), V ¢ € HYVp) :

(‘ﬂgfad¢)L3(vF) + (diVUM)LZ(vF) = (u-navF|¢avF )LZ(OVF) - (u-nzpl[‘ﬂzr )Lz(z)

c- L’injection de H(div,V§,LH3VpUZ)) N H(div0,Vg) + ( L au sens de L%(Vy) ) dans
L2%(Vg) est compacte.
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3-Gravité, pesanteur et potentiel de redistribution des masses.

Précisons tout d’abord nos hypothéses sur la masse volumique p. Nous supposons que p est une

fonction essentiellement bornée, presque partout positive et de support V, défini dans le prem-

ier paragraphe. Nous supposons également que la fonction 1/p est essentiellement bornée et que

Vi€ {1,,n} py. € WL©(V)); c'est A dire que Pv, peut étre représentée par une fonction con-
1

tinue et que grad(pvi) € L®(V)).

On suppose, en somme, que :

(Vi€ (lL.n) : py € CxV,) et grad(py.) € L2(V))

i (9a)
LY xe V 0 < min < p(x) < Maj < +00

On peut étre amené A restreindre 1'hypothése (9a) dans le cas d’une zone fluide externe. En
effet, la limite d’une atmosphére ou d’une étoile est parfois considérée comme marquée par la

condition p(x) = 0. 1/p n’est plus alors bornée et il convient de remplacer la derniére condition
de (9a) par :

LY x€ VYV 0 <px) < Maj < +00 (9b)

Remarquons qu‘avec les hypothéses (9a) :
u€ LXV) & vpue LyV),

et il est ainsi équivalent de munir L2(V) du produit scalaire (p | ), c’est A dire du produit
associé a la mesure dm, ce qui est souvent plus physique.
Ce n’est plus le cas dans le cadre de ’hypothése (9b) puisque :

u € L3(V) = vpue LyV),
mais que la réciproque n’est pas vraie. L’espace L2 pour la mesure dm contient alors strictement

I'espace L2 usuel. Le cadre naturel de travail reste néanmoins L2(dm).

Quoi qu‘il en soit, on a la :
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Proposition 5 :

Soit V un ouvert du type défini dans le paragraphe 1 et soit p vérifiant I'hypothése (9a ou
b). Le champ de gravité g, associé 2 la distribution de masse p vérifie alors :

8o € CARI) etV i€ (1,..0) g, € CYV),
i

V XE X V v€E R3, [Dgy(x)v) = 471G [(x)] (v.ng)ng
ol ny, est la normale 2 ¥ au point x, et [ ] le saut au travers de X.

Cela découle des résultats sur le potentiel de simple couche. En effet soit ¢ le potentiel Newto-

nien, au signe prés, associé i p :

g, = 8rad(9) , A¢ = 4xGp , §(x) — 0 si [x| — +o0 .

Par linéarité il est clair que l'on peut se ramener au cas ou p est continue dans tout V . Dans ce
cas :

|grad(@(x))] — 0 ( |x| — o0 ) , A(grad(¢)) = 47Ggrad(p)xy - pn d(8V)

au sens des distributions dans R3 et ou xy désigne la fonction caractéristique de V. Raisonnant
composante cartésienne par composante et utilisant A nouveau la linéarité, on voit donc que la
régularité de ¢ est essentiellement controlée par celle du potentiel de simple couche. La proposi-
tion en découle. Nous renvoyons A l'ouvrage de Dautray & Lions pour le détail de la démons-
tration (Vol. 1, Chap. I § 2, prop. 6.3, 12, 13, 14).

La ou I'équilibre est hydrostatique, et notamment dans Vy on peut exploiter 1"équation d’équi-
libre :

grad(p,) = pgy’, 8, = grad(#) , ¢ = ¢ + (|x|2[Q]* - (x)¥/2 , (10)

c’est 4 dire essentiellement que pg,’ est dans I'image du gradient.
En particulier on a la :
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Proposition 6 :

Soit V un ouvert du type de celui défini au premier paragraphe et p une distribution de
masse vérifiant 1'hypothése (9a ou b). Supposons également que dans V l'équilibre est
hydrostatique (10) et soit I; une composante connexe de I, alors :

ou bien p est continue au travers de I;,
ou bien p est partout discontinue au travers de I; qui est une surface équipotentielle du
champ de pesanteur et du champ de pression, et les différentes limites p*(x) et p~(x) de p(x)

sont constantes sur I; ( [plx) = c** # 0 sur I, ).

Ainsi on peut toujours, quitte A réunir différentes composantes connexes de V, exclure la

premiére occurence; nous le ferons dorénavant.

Preuve : De I'équation (10) on déduit tout d’abord que p, peut étre représentée par une fonction

continue, C! par morceau (chaque Vi) et que sur chacun des \—’i les équipotentielles du champ
de pression coincident avec les équipotentielles du champ de pesanteur. On en déduit également
que sur ces équipotentielles p est constante.

Considérons maintenant l'interface I;. Ou bien [p}(x) = O pour tout x de I;, ou bien il existe un
point x, de I; pour lequel [px,) # 0. Dans ce cas L; est localement une équipotentielle du
champ de pression; en effet, ou bien g, = 0 et, daprés (10) grad(p,) = 0, ou bien [grad(p,)] =

[%:ln = [plg, et donc g, An = 0 dans un voisinage de x,, dans I;. Dans tous les cas on

déduit que, dans un voisinage de x, dans I; : grad(p,) An = 0, et donc que p* et p~ sont locale-
ment constantes sur I;. Le résultat suit alors, en vertu de la connexité de T;. m

Dans ces conditions, on dit que le fluide est stratifié. Nous renvoyons 3 l'ouvrage de Wavre
pour un état de l'art sur les Figures Planétaires dans une terminologie propre au début de ce
siécle (1932).

Passons maintenant i l’essentiel de ce paragraphe, c’est i dire la définition de I'opérateur de
perturbation gravitationnel et du potentiel de redistribution des masses. Lorsque la planéte se
déforme, les masses sont redistribuées et le champ de gravité se trouve perturbé. Si u est le
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champ de déplacement, la perturbation Lagrangienne du champ est donnée par A,u (cf (2) (3)
et chapitre 1). Une dérivation formelle nous a de plus conduit 4 I'expression :

u(x’) - u(x , , u(x)-u(x N Ay’
Aau(x)-GJV{J];ETxlé—l-a(x-x) [(x-x)- X040 ]}p(x)dx.

La proposition suivante précise mathématiquement ces différents points. II n’est peut-étre pas
inutile de rappeler, tout d’abord, la définition de l'espace de Beppo-Levi W1(R3). Remarquant
que | grad( )| est une norme sur D(R3), on définit W(R3) comme le compiété de D(RS) pour
cette norme. L’inégalité de Poincaré n’étant pas valable dans R3, W1(R3) contient strictement
HY(R3). On peut montrer qu’en fait (voir, par exemple Dautray & Lions, Vol. 2, Chap. XI-B) :
WYRS) = { ¢: (1+|x]2)"¥/2 ¢ € LYR3) et grad(¢) € LX(R?) ) .

Proposition 7 :
Soient un ouvert V du type de celui introduit au paragraphe 1 et p une distribution de masse
vérifiant (9a). Considérons les opérateurs :

Au(x) =G JV{ %";{)ﬁ"’éﬁ - 3(x’-x) [(X'-X) R ] }p(X') dx’

WuXx) = -G L T:—_‘:F u(x’) p(x’) dx’

alors :
a- ¢ est continu de L*(V) dans H'(R?) et [ grad(¥(u)) | La(gs) < 47G | pu || L3y -

b- Pour tout u € L*(V), ¥(u) est 'unique solution dans W}(R3) du probléme variationnel :
¥ 4 € WiRS): (grad(¥)grad($))pams) = 47G(oulgrad(4))a(y) -

c-V s>0, A, est continu de H*(V) dans L%V) et Aju = grad(¥(u)) + Dgy(u) .
A; peut donc étre prolongé en un endomorphisme continu de L*(V) qui est Hermitien pour
le produit scalaire (p | )L’(V) .

d- L"application u — grad(yu)) est compacte de H(div,V,L%3VUZ)) dans L%(R3) et :

| grad(¥(w)) | * L2 sy < cte | ou]| L)l [diviow) | Lzvy + [lellzuav,co |00 | L2uavy 3

*
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Preuve :
a- Remarquons tout d’abord que : (u) = -Ggrad [&r] « pi , ou U représente le prolongement

de u par 0 dans R3 et « la somme des convolutions composante par composante. Comme pi

appartient a L’wmmt(R3) et que grad []%[] appartient 4 L, (R3), les résultats classiques sur la

convolution montre que y¥(u) appartient a3 L3, (R3). Par ailleurs, il est clair que grad []%l—]

appartient 2 l’espace des distributions tempérées S’(R3) puisque c’est une fonction a croissance

lente, et que pu est dans l'espace des convoleurs puisque son support est compact (voir
Schwartz, Vo-Khac Khoan). Ainsi ¥(u) est également dans S'(R3) et 'analyse de Fourier est
possible. Notant F la transformée de Fourier et k le vecteur d’onde associé, on obtient alors :

F(¥(u)) = 47Gi iﬁ{(ﬁ"l (11)

2
F(pi) € C=(R%) N LYRY) N L=RY) , [Foi) | o < | pul’payy < [V] [ou ] Lsgwy-

De sorte que :
|F(pu)| .

r —lFl—c’i s1 |k| <1
|F((u))| < 42G 4

L [F(pu)| si k| 21
et donc, en utilisant I'égalité de Plancherel-Parseval, que :
J |F@w))|? dk < (40GY2 ( 1 + |V] J ]%'[‘;} loull 2agyy -

R3 B(0,1)

On déduit de plus de (11) que :

|kF((w))| < 4xG [F(pi)| ,

puis, 4 nouveau grice 3 1’égalité de Plancherel-Parseval, que :
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| grad(¥(w)) | L2ms) < 47G | pull L3y »

ce qui achéve la démonstration du point a.

b- Il découle de 'expression (11) que :

|k[2F((u)) = 4xGik.F(p)

et donc que :

A(Y(u)) = -4xGdiv(pa)

Considérons maintenant le probléme variationnel suivant :

V $ € WHR?) : (grad¥)grad$))ams) = 47G(oulgrad@)pay) -

(12)

L‘application ¢ — (pu|grad(¢)) étant continue dans WX(R3), il est clair, d’aprés le point de vue
de Lax-Milgram (c’est 4 dire d’aprés le théoréme de Riesz), que ce probléeme admet une solu-

tion unique dans W1(R3). Cette solution est la solution de :

A(Y) = -4xGdiv(pu) , ¥ € WYRS3),

comme on peut le voir en restreignant (12) aux fonctions ¢ de D(R3) d’une part, et en utilisant

la densité de D(R3) dans W{R?3) d’autre part.
Puisque ¥(u) € HY(R3) C WYRS3) , on déduit ainsi que ¥ = ¥(u).

c- Montrons tout d'abord que quel que soit u appartenant 4 H&(V) :

J |u§x’) - ugx)|2 dx dx’ <
YxV

2
|X'-X|3+‘ = "u" Hl(v)‘

Considérons en effet le prolongement U de u, de méme norme dans H*(R3):

J |u§x”! - uﬂgx )|2 dx dx’ < J [a(x+y) - G(x)[2 dx dy ,
vxv [x-x[? R3x B(0,diam(V))  [Y[***

puis, grace a I'égalité de Plancherel-Parseval :
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|[F@XK)|? {J e -1 4oy dk .

<L J
@7)° )Rs B(O,diam(V)) [Y[***

De :
el - 1] < [k |y] )
b ot - 1] <2 [y[*fk]* pour0O<ss<t,
ey - 1| <2 J
on déduit enfin :
J JH(_X_')‘_UBIE dx dx’ < %2";: ( _dY_} J |k|2!|F(ﬁ)(k)|z dk
VxV  [x-x[3* ™ IBo,diam(v)) [Y[**  Jrs
2228 [ d 2
< 3 ( —2—3 Ju] :
(2”)3 -B(O,diam(V)) |y|3-l H.(V)

En fait, on peut méme montrer (cf. Adams, chapitre 7) que le bord de V étant régulier, la
norme dont le carré est :

» - z ,
||u||zL3(V)+I 'LL')_(JLUX SR dx dx
VxV

|x’-x |3t

est équivalente A celle de H*(V).

Considérons maintenant la fonction A,u(x). Elle est mesurable et :

|Asu(x)[? < 4G2 ol {Jv ) xr)juxixlix dx)’ .

L’utilisation de l'inégalité de Schwartz conduit alors 2 :

*

| 3u(x)|z < 4G? Iplzoo J‘ _l_ dx’ J |LI!X'! - u‘x!lz dx’
v

x'-x|3-s v |x-x|3t

de sorte que :

zdx te 2
V|A‘.,u(x)|. <scte |uf ()

Ainsi A, est continue de H*(V) dans L3(V).
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Soit alors u appartenant 2 D(V). Il est immédiat que :

(W) + g Xx) = -G L("")'%xﬁ%@ p(x’) dx’ , ( puisque g, = GJV T:—:’%F px") dx’ ),

de sorte que :

grad(¥(u) + u.gy) = Aju + (Du)’(gy) ,

ou " désigne ici 'adjoint pour la structure Euclidienne de R3. Utilisant la relation :
grad(u.gy) = Dgg(u) + (Du)’(g,) ,

qui est valable en chaque point de { U V;},_, n d’aprés la proposition 5, on obtient :

Aju = grad(¥(u)) + Dgg(u) .

La densité de D(V) dans H%(V) (V défini dans le premier paragraphe, de bord régulier et situé
localement d’un seul coté de ce bord ) montre que cette égalité reste vraie dans H*(V) puisque,
d‘aprés la proposition 5, Dg.(x) est un champ continu par morceau d‘opérateurs symétriques de
R3 et que I'opérateur u — Dg,(u) est ainsi Hermitien dans L2(V). Cela montre également que
A, se prolonge en un endomorphisme Hermitien continu de L2*(V,dm)) car, d'aprés le point b :

Yue LXV),V ve LXV): (grad(:b(u))|grad(¢(v)))Lz(Rs) = 41rG(pu|grad(1/:(v)))Lz(v) .

d- Considérons un champ u dans H(div,V,L2(8VUI)). Utilisant 4 nouveau le point b puis la
formule de Green généralisée (proposition 3 ¢), on déduit :

| grad((w)) || %23y = ~47G (pulgrad((w))p2(gs)
= 41G { (div(puI¥W)yzeyy + (10W0)Laz0ev) ) - (13)

Comme il est clair, d’aprés le théoreme de trace et le point a, que :
9w | Lagzuavy < ¢ | 9(W) [ gigvy < c* |l pu ]l Lagwy,

on obtient :
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| grad(ww) || 2 < c* | pu | Lagvy( [[divow) | L2vy + [EA1lpuav,co |00 | L2zuav) 3 -

Reste 2 montrer que l'application u — grad(y¥(u)) est compacte de H(div,V,L%(8VUZX)) dans
L2(R3). Considérons donc une suite u; convergeant faiblement vers 0 dans H(div,V,L3(gVUX)).
Il découle du point a que la suite ¥(u;) converge faiblement vers 0 dans H1(R3), et donc dans
HY(V) puisque l'opérateur de restriction est continu. On déduit alors du théoreme d’injection
compacte de Reillich et du théoréme de trace que les suites ¥(u;) et u;.ny 4y convergent vers 0
dans L2(V) et L2(ZUdV) respectivement. Considérant 'expression (13) et le fait que les suites
I div(ou;) | L2rvy et [wnguay [ L2gnav) sont bornées, on déduit finalement que la suite
grad(#(y;)) converge vers 0 dans L*R3). =

Remarquons que l'expression de A, :

Au(x) = G L { %’53—;%2‘1 - 3(x’-x) [(x'-x) . Wxdux ] }m dx

peut étre étendue a I'espace H*(UV,;) pour s > 3/2. D'aprés la démonstration du point 7¢c, il
suffit, en effet, de montrer que :

J l—-1—)—-(—”—‘”"'uxzdxdx'<+o<>.
YVxV

|x'_x|3+l

Par linéarité, il est clair que l'on peut se ramener 3 une seule interface. Exploitant alors le fait
que s > 3/2 , c’est A dire, dapras les théorémes d’injection de Sobolev, que u peut étre

représenté par une fonction continue de chaque coté de linterface ( dans V+ et V- ), il suffit

de montrer que :

J dx dx’ <+ 00
Vx V- [X-x[3*

Or:

J __d’XdX' __J. de d =41r[ N S
Vex V- X-xB 0 v Jyldx,myy Iyt v+ d(x,Z)

puisque T est de classe C2.

Est-ce que I'expression reste valide pour tout s > 0 ? La question reste pour moi sans réponse.
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Nous nous sommes restreint & I'étude de Vopérateur A,, puisqu’il apparait d’emblée que
Iopérateur : u — @ A(f} Au) est continu Hermitien de L2(V) dans L%V). Précisons toutefois
que Yopérateur : A,u = Aju - Q A(Q Au) = grad(y(u)) + Dg,'(u) , est également continu Hermi-
tien de L%(V) dans L%(V) muni du produit scalaire (p | ).

Le point d mérite quelques commentaires. On peut remarquer, en effet, que la norme de
H(div,V,L%(ZUdV)) représente essentiellement un controle de la variation de volume. Le point d
montre donc que le terme grad(y(u)), qui représente la perturbation du champ de pesanteur, est,
d’une certaine maniére, négligeable devant le terme Dg,(u) dés que le champ de perturbation u
est controlé en volume, c’est a4 dire appartient 3 H(div,V,L2(Z2uUdV)). Le fait de négliger ce
terme est connu des astrophysiciens sous le nom d’approximation de Cowling. Elle se trouve
ainsi quelque peu justifiée.

Remarquons finalement que, dans la proposition 7, toutes les estimations sont controlées par
| pu | L2gvy- En utilisant le fait que L*V,dm) s’injecte continument dans L¥V,dV) dés que les
hypothéses (9b) sont satisfaites, la proposition 7 s’étend donc sans difficulté au cadre de
I'hypothése (9b), c’est 4 dire 4 L3(V,dm). Pour &tre précis, on obtient alors la :

Proposition 8 :
Soient un ouvert V du type de celui introduit au paragraphe 1 et p une distribution de masse
vérifiant (9b). Considérons les opérateurs : '

Pu)x) = -G L ]xx—_'f'g « u(x’) p(x’) dx*, Aju = grad(¥(u)) + Dgy(u) .
Alors :

a- ¥ est continu de L3V ,dm) dans H}(R3) et :

| grad(®) | Lars) < 47Gvp |lu |l L2y am) -

b- V u € L3(V,dm), ¥(u) est I'unique solution dans W1(R3) du probléme variationnel :
V ¢ € WYR?) : (grad(¥)grad(@))pams) = 47G(oulgrad($))ay) -

c- A, est un endomorphisme continu Hermitien de L*(V,dm).
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d- L’application u — grad(yXu)) est compacte de H(div,V,L2(3VUZL)) dans LZR3) ou dans
L2%(V,dm) et :

| erad((w)) | *Lagasy < ¢ [loullgz2vyl | diviow) | L2y + |1l zuav,e0 |00 | L2(zuav) )

4-Cadre variationnel et opérateurs auto-adjoints semi-bornés; extension de Friedrichs.

L’objet de ce paragraphe est de présenter le cadre variationnel correspondant aux opérateurs
auto-adjoints bornés inférieurement. On renvoit aux ouvrages de référence pour l'étude des
opérateurs non bornés dans les espaces de Hilbert, par exemple Dunford & Schwartz, Fried-
richs, Kato, Schechter, Akhiezer & Glazman ou Dautray & Lions, chapitres VI et VIII. Rappe-

lons néanmoins quelques définitions élémentaires.

Soit H un espace de Hilbert complexe qui sera notre espace cadre. On convient de noter son
produit scalaire et sa norme sans précision d’espace : (| ),

| | . Soit A un opérateur linéaire
de domaine D(A) dense dans H; c’est & dire une application linéaire définie dans le sous espace
vectoriel D(A) et 3 valeur dans H. On définit son adjoint A* par :

DA*)={ve H;3 v* € H tel que (Aulv) = (ulv*) Y ue€ D(A)} et A*v = v*.

La consistance de la définition est assurée par la densité de D(A) dans H. Un opérateur A est
dit fermé si son graphe, { (u/Au) , u € D(A) } est fermé dans H x H. L’adjoint d’un opérateur
de domaine dense dans H est un opérateur fermé de domaine dense dans H. Un opérateur A de
domaine dense dans H est dit symétrique s’il est fermé et si A C A*, c’est-3 dire si :

v (u,v) € D(A)x D(A) (Aulv) = (uAV) .
Un opérateur A de domaine dense dans H est dit auto-adjoint si A = A*.
On appelle ensemble résolvant et spectre d’un opérateur fermé A, I'ouvert et le fermé de C res-

pectivement définis par :

HA)={ A€ C: Ker(A-A) = {0} et A-A)"1 € L(H)} et o(A) =C \ KA).
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ou L(H) désigne I'ensemble des opérateurs linéaires continus de H. On appelle application résol-
vante l'application : V A € p(A), A = R()) = (A-))"1 € L(H) .
Cette application est analytique et :

V (Au) € (A) xp(A), RQ) - R(p) = (A-p) RR(p) . (14)
Le champ numérique d’un opérateur A est le sous ensemble de C défini par :
{(Auju) ,ue D(A) et Ju| =1}

Pour tout )\ dans l’intérieur du complémentaire dans C du champ numérique, A-X est injectif et
d’image fermée. De plus la dimension de Im(A-)X)L1 reste constante quand A parcourt l'une des
composantes connexes de cet intérieur.

Un opérateur symétrique A est auto-adjoint si, et seulement si, son spectre est inclus dans R.
Ce spectre o(A) est alors inclus dans Ia fermeture du champ numérique et :

Vaiena) RO =3 (,\,;(A)) '

Un opérateur symétrique est dit semi-borné inférieurement, ou supérieurement, si son champ
numérique l'est dans R. Un opérateur auto-adjoint est semi-borné si, et seulement si, ¢’est le
cas de son spectre et les bornes correspondantes sont alors égales.

Considérons maintenant une forme sesquilinéaire, symétrique, de domaine D(a) dense dans H
et bornée inférieurement. Ainsi : '

[V (u,v) € D@)xD(a) a(u,v) = a(v,u) ,
{ et
| le champ numérique, { a(u,u) , u € D(a) et |u| =1}, est borné inférieurement dans R.

( On notera ~(a) la borne correspondante. )
Remarquons que sur D(a) toutes les normes :
{ a(u,u) + Mulu) } avec A> - 4Qa),

sont équivalentes. En effet, A < X" implique :
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a(u,u) + A(ulu) < a(u,u) + X'(uu) ,
ainsi que :

a(u,u) + A(uju) = a(u,u) - (a) (uu) + A + v(a)) (vu)

> 3428 (a(ww) - @) () ) + (3 + @) (ulu)

A+ Ya ’
=W’§@§(a(u,u)+x(wu)}.

Ces normes définissent donc une méme topologie sur D(a), sa topologie naturelle en quelque
sorte, plus fine que celle de H. On notera | ||, chacune de ces normes indépendamment de ).
Remarquons de plus que 1a forme sesquilinéaire a est continue pour cette topologie. Soit en
effet A > -y(a), il est évident que :

[aCu,v)| < la(u,v) + Aulv) + N (V) ,

puis, 3 l'aide de l'inégalité de Schwartz relative, d’une part, a la forme positive a + A et, d’autre
part, au produit scalaire dans H, que :

la@v) < [ull Ivla+ Al fu] (v]

sc* Julalvla - -

a est dite fermée si D(a) est complet pour cette topologie. Lorsque D(a) n’est pas complet, on
peut considérer son complété qui s’injecte continument dans H, puisque 1a topologie de D(a) est

plus fine que celle de H. Par continuité, a s’étend alors en une forme i, symétrique, bornée

inférieurement ( de méme borne ~(a) ) et fermée, de telle sorte que D{3) n’est autre que le
complété de D(a). Cette extension s’appelle 'extension de Friedrichs. On a de plus la proposition
suivante dae a Friedrichs (voir Kato, Lions, Huet pour une généralisation au cas sectoriel) :

Proposition 9 (premier théoréme de représentation ) :
I y a une correspondance bijective entre les formes sesquilinéaires, symétriques, bornées
inférieurement et fermées, de domaine dense dans H et les opérateurs auto-adjoints bornés

inférieurement, avec égalité des bornes inférieures.
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Etant donné a, on définit A par :
D(A) = {u € H: v —a(u,v) définie de D(a) dans H, est continue pour la topologie de H }
et: h=Au & V ve Da)(ouD dense dans D(a) ) (hiv) = a(u,v) .

Etant donné A, a est définie comme 1a fermeture (I’extension de Friedrichs) de la forme ses-
quilinéaire symétrique, bornée inférieurement :

V (u,v) € D(A)xD(A) a(u,v) = (Aulv) .

De plus D(A) est dense dans D(a) pour sa propre topologie.

Ainsi tout opérateur symétrique, borné inférieurement, admet une extension auto-adjointe.
Plus précisément l’extension de Friedrichs apparait comme la plus petite extension auto-adjointe
bornée inférieurement. Signalons de plus que, méme dans le cas d’opérateur totalement non
borné, symétrique, on a l’assurance de l’existence d’une extension auto-adjointe, a4 condition
toutefois que l'opérateur soit réel, c’est A dire que :

u€ D(A) =>u € IXA),

ue D(A)etu=u = Au = Au .

Ce résultat est 'objet d’'un théoréme de Von-Neuman (voir par exemple Yosida) obtenu grice a
l'utilisation de la transformée de Cailey. Ainsi point n’est besoin de se restreindre A des cas de
symétries particuliéres pour invoquer Stone, comme l‘ont fait Dyson & Shutz dans le cas
d’étoiles fluides a rotation non uniforme.

L’inconvénient reste néanmoins que cette affirmation d’existence est abstraite et fait perdre la
formulation variationnelle qui est propre a I’extension de Friedrichs dans le cas semi-borné.

Précisons que l'on appelle triplet variationnel (V,a,H) les différents éléments qui interviennent

dans le premier théoréme de représentation, avec V = IXa) algébriquement et topologiquement.

Remarquons finalement que, lorsqu’il est défini, 'opérateur résolvant est continu de H sur
D(A), muni de la topologie de D(a). Soit en effet : A > ~y(a) = -4(A), on a alors :

[ufla = €A+ 1 W) < [Ae@ | Jul, Jul sc* Jul, .
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De sorte que :
IROXW [, < c* [u] .
On étend alors le résultat & tout p(A) grice 2 la relation (14) vérifiée par la résolvante.

On peut méme montrer (cf. Kato, Lions, Huet) la :

Proposition 10 (deuxié¢me théoréme de représentation) :
Dans les conditions du premier théoréme, on a :
VAER:A>-ya)=-%A) D(a)=D((A+})/2)

et:

V (u,v) € D(a)x D(a) , a(u,v) = ( (A+X)/%(u) | (A+2)Y/%(v) ) - AulV) .

5-Opérateur de I’Elasto-Gravité pour une Planéte partout solide.

1l reste tout d'abord a définir A, la partie élastique de I'opérateur A. Il est usuel de le faire
variationnellement (cf. Duvaut & Lions). La seule particularité au cas qui nous occupe est qu’on
ne peut pas se référer A un état "naturel” sans contrainte, puisque l'intérieur d’une planéte est le
siége de contraintes non négligeables.

Rappelons (voir chapitre 1) que 1’on déduit de la formule de Green et des conditions aux lim-
ites (voir (2) et (4)), que lorque les coefficients élastiques ainsi que u et v sont suffisamment
réguliers :

a,(u,v) = J aiDu;D, v, dV (15)
Y

avec alill = ciikl 4 g koil  (gii est le tenseur métrique) .

Ainsi sous la simple hypothése que cikl et g li sont essentiellement bornés, la forme sesqui-

linéaire symétrique a, est définie et continue dans H(V). Le probléme est de montrer qu’en fait

D(a,) = HY(V), ce qui revient 2 montrer que a, est HY(V) coercive relativement 2 L%(V), cest
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a dire que :
a,(u,v) + ¢ [ u] 22y 2 c* [|u|2gay) ¥ uE HYY).
Pour ce faire, il faut préciser nos hypothéses sur ciikl, g ii et aiikl,

Rappelons tout d’abord que la propagation des fronts d’ondes d’accélération, c’est a dire des
singularités, est contrdlée par l'opérateur A,. Plus précisément, considérons en un point x, et

pour une direction n donnée, le tenseur symétrique de R3®R3 ;

alilin n = ckilin,n, + (0,¥n n))gh = dkilin,n,

( en notant dikl = ciikl _g iighl 4 g ikgil 4 g jkgil ),

Il est classique, comme nous I’avons vu au cours du premier chapitre, que les différentes valeurs
propres de ce tenseur peuvent s’exprimer sous la forme pU2?(n), ou U(n) s’interpréte comme la
vitesse de propagation du front d’'onde considéré, au point x et dans la direction n. Il ne peut
donc y avoir propagation des ondes dans toutes les directions possibles, au point X, que si pour
tout n, akili(x)n,n, est défini positif; c’est a dire si, et seulement si, :

adli(x) nginig; 2> c**(nx) [§[2 V ¢ € RS,

et donc, puisque la sphére unité est compacte dans R3, si, et seulement si, :

all(x) £5;6,8) 2 c*(x) |¢]2[s]2 ¥ (65) € R3xRS.

Si I'on suppose de plus que al®! est continu dans V, on est ainsi amené, par compacité, a la
condition d’uniforme ellipticité forte :

JceR™:V xeV V(&) € RxR? . alll(x) g¢6,0 2 ¢ [€]2[¢]2 . (16)
C’est 1'objet d’un théoreme de Garding (cf. Yosida par exemple) de montrer que dans ces con-

ditions ( al! continu et uniformément fortement elliptique ), a, est H? (V)-coercive relative-
ment 4 L*V), c’est A dire que :
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a,(u,u) + c* |ul’Lay) 2 ¢t Jull®myy) VY ue H(V) (inégalité de Garding)

Cela montre que dans le cas ou le bord est rigide, le domaine de la forme a, est bien Hy(V).

Le seul inconvénient a cette approche est qu’elle suppose la continuité de aiX! dans tout V et
interdit ainsi les discontinuités dans le matériau. Mais, quoi qu’il en soit, il n’y a pas (contraire-
ment 3 ce quaffirment Marsden & Hughes chap 6, proposition 1.5) H1(V)-coercivité relative-

ment 4 L3(V). Nous en donnerons plus loin un contre-exemple. Notons enfin que, si a, est

H1 (V)-coercive relativement 2 L3(V) et si ail est continu dans V, alors aii® est uniformément
fortement elliptique (voir Lions et Necas). Il nous faut donc adopter des hypotheses plus fortes,
mise 4 part la continuité, et reprendre l'inévitable chemin du lemme de Korn. C’est alors
qu‘apparait I'inconvénient de la précontrainte, puisque le tenseur aiikl ne présente pas toutes les
symétries du tenseur ¢/, On obtient néanmoins la :

Proposition 11 :
Soient un ouvert V du type de celui introduit dans le premier paragraphe et, définis dans V,
une distribution de masse p vérifiant (9a), un champ de précontrainte essentiellement borné,

un champ de tenseur élastique vérifiant les symétries usuelles, essentiellement borné. Alors :

a- Si ¢l vérifie presque partout dans V :

cikD,u;Dyu, > ¢t nigd; (¢ > 0, 21y = Dyy; + Dyw) (17)
il existe une constante ¢ > 0 telle que a, (définie en (15)) est HX(V)-coercive relativement a
L3(V) dés que : |o,],, < ¢ . L'opérateur A, associé au triplet variationnel (HY(V), a,,L%(V))
est auto-adjoint A résolvante compacte.

b- Dans les conditions du point a, 'opérateur A, défini par A = A, - A, , D(A) = D(A)),
est auto-adjoint A résolvante compacte. Il est associé au triplet variationnel
(H(V),a,L3(V,dm)) avec :

a(u,v) = J {aiilﬂ])iujp,il - pDg, (W) ¥ }dV - J S’ad("’(“‘BfG’ad("’@» dv , ou:
A4 R3
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a(u,v) = J {aij"lDiujDkTr'l + o (Qu)Qv) - |Qf2uyv ) }dV -
A

_% J { (u(x)-u(x).(v(x)-v(x)) _ 3 (x'-x).(u(x)-u(x)) (x’-x).(v(x)-V(x)) }dm dm’
VxV

[x*-x]|3 [x*-x]®

c- Si l'on suppose que g, est hydrostatique et vérifie la condition d‘équilibre (10), que p
vérifie les hypothéses (9a) et que dii! vérifie presque partout dans V la condition :

Min 7ijni; < d¥D,u;Dyu;< Maj nijni; (0 < Min < Maj <+ 00 2n; = Diy; + D;y;) (18)
alors 'opérateur A peut étre défini par le triplet variationnel (H¥(V),a,L.3(V,dm)), avec :

a(u,v) = J { (dU™D,u, + pgy".ugh) (d~V)y (dXPID )V, + pgy'vel) +
A4

- oo (UESXV-8y) grady(u).grady(v)
+ (gradp - p*(d l)lill‘l 80 ).g0 —-|°87|7— }dvy - J;v G dv +

+ [p] (gy'.m) J (un)v.n) dZ - p (g,-n) J (u.n)v.n) dT
P 1A'

11 est également auto-adjoint et A résolvante compacte.

Preuve : Elle découle essentiellement du lemme de Korn et des différentes formulations variati-
onnelles obtenues au chapitre 1. En effet :

a- L’hypothése (17) et le lemme de Korn (cf. Duvaut & Lions) conduisent a l’existence de deux
constantes ¢ et ¢’, strictement positives, telles que :

J ci Dyu;Dyu; dV + ¢ ||u||3Lz(v) 2c ||u||231(v) V ue HYY).
A\

Par ailleurs, la symétrie de o, implique que :
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. sl = oy = 2
[, co*puuiDE, 4 < fod [ DD € ol 1 may-
A\’ A\’
De sorte que :
logleo <€ = a, est HY(V) coercive relativement 3 L3(V).
Il en résulte que a, est bornée inférieurement et que D(a,) = HY(V). Le premier théoréme de
représentation (proposition 9 ) montre alors que A, est auto-adjoint. De plus, comme nous
I'avons remarqué 4 la suite de la proposition 9, 'opérateur résolvant est continu de L2(V) dans

D(a,). 1l est donc, d'aprés le théoréme de Rellich, compact dans L3(V). Ce qui prouve le point

a

b- La proposition 7 montre que A, est continu et Hermitien dans L*(V,dm). Il en résulte que
I'opérateur défini par: A = A, - A, , D(A) = D(A,) , est tout comme A,, auto-adjoint et borné
inférieurement. Le premier théoréme de représentation (proposition 9) montre alors que :

D(a) = D(a,) = HYV) ,

VY (u,v) € H(V) x HY(V) a(u,v) = a,(u,v) + (AzUIV)LZ(v) .

Considérant 4 nouveau la proposition 7, on obtient successivement :

(A,ulv) = (Dgy ()vIya(y) + (Brad(¥(u)lgrad(V)a(y)/(47G) dans L(V) et :

(Auv) = - G LV(x) . L{ WX - 3 (x-x) [(x’-x). E([?-_:lgl] }dm'dm dansHY(V).

1l est facile de vérifier, d’'une maniére analogue 2 celle utilisée en 7c, que :

J|v(x)|[ u);"-—:sx dx’dx <+ 0.
A\ A\

De sorte que, d"aprés le théoréme de Fubini-Tonelli :

(Auv) = - GLX v?(x) . { l’%)f[g’-‘l - 3 (x-X) [(x’-x). !ﬁ";)f'%l] }dm dm’

et, par symétrie, que :
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(A3uI V) =

2 [x*-x|3 |x"-x|5

QI { (u(x)-u(x)(v(x)-v(x)) _ 5 (x-X).(u(x)-u(x)) (x'-x).(v(x)-V(x)) }dmdm'
YVxV

Ce qui achéve la démonstration du point b.

c- Rappelons tout dabord que l'on a convenu de noter par S{ )} la partie symétrique d'une
| expression : S{a(u,v)} = (a(u,v) + m/z .
Soit u un champ régulier (au moins H? par morceaux et vérifiant les conditions aux limites (4)
dans H1/2), En vertu de la formule de Green généralisée (proposition 2), de la proposition 5 et
de I'équilibre de la configuration de référence (10), on obtient facilement (voir paur les détails
formels le chapitre I paragraphe 2,annexe 4) :

J P(D;uiD;vi - DyuiD;Vi) + pDgy(u).v + S 2p8,"u div(V) + (8, .uXvgradp) } dV +
A\’

+ J S{IpNg, uXv.n)} dZ = 0 .
PN

Reprenant alors la premiére formulation de a(u,v) obtenue au point a et tenant compte de la
proposition 6, on en déduit :

a(u,v) = J { (dU™D_u, + pg, .ugl) (d Y5 (d“PqDPV ot PRy VEH) +
A\

+ (gradp - pHd V)%, g).8¢ (u—'gii"';gil }dv - Ls Bradylu)gndi(v) gy

1] ’
8|2

+ [r] (84"n) J

(u.n)v.n) dZ - p (g, .0) J (u.n)v.n) dT
PN

av

Il est clair, au vu de cette expression, que H¥{V) € DXa). Reste 2 montrer la HYV) coercivité
de a relativement a L3(V).

Le deuxiéme et le troisiéme termes de cette expression sont contrdlés en module par la norme
L2, IIs sont donc négligeables dans cette optique.

Par ailleurs, de 'appartenance de u 3 HYV) et du théoréeme de trace, on déduit que :
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| [lge 0 |u.n sz(g) - p gy n|un] 2I-’(:SV) | <c* Jun] zn‘(z:uaV)

< cte ||u||2n.+1/z(v) avec 0 <s < 1/2.

Se fondant sur I'injection compacte de H**+1/¥(V) dans HYV), il est facile de déduire que (voir
Lions) :

Ve>0,3 c(e)>0: efuf gy - ||u||n.+1/,(v) +ce) | uf gy > 0.

Il ne reste donc plus, en somme, qu’a considérer le premier terme.

De I'hypothése 18 et de la symétrie de 5, T} = dikiD,u, + pg,u.g¥, on déduit que :
§,TH (A~ 6,TH > cte |6, TH|2,

en notant | | la norme tensorielle, |sU] = sU’s;; .

Remarquons de plus que si a¥ et bl sont deux tenseurs symétriques :

|a + b]2 2 [a]+ |b]2 - 2|a| |v] ,
2 Ja| [b] < e [a]2 + 5 [o]2 .

Il s’ensuit que :
[a + bl2 > (-e)faf2 + (1-Lyjol 19
et donc que :

8,TH (d-1)y 6, T > ¢, [dDLw|2 + ¢, [pgu|22 c |2+, [pgul2,(c>0,¢c,>0).

Le lemme de Korn permet alors de conclure d’'une maniére analogue i celle développée lors de
la démonstration du point a. =
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Rappelons tout d’abord qu’un opérateur i résolvante compacte a un spectre discret, c’est a dire
constitué de valeurs propres isolées, de multiplicité finie. Lorsque l’opérateur considéré est
borné inférieurement, ces valeurs propres constituent donc une suite croissante tendant vers
I'infini (voir Kato et les références déja citées au début du paragraphe précédent). Ainsi, tenir
compte de la pesanteur ne change en rien la structure du spectre de 'opérateur élastique dans le

cas d’un corps partout solide. Ce spectre correspond aux vibrations sismiques.

Nous sommes maintenant en mesure de présenter le contre-exemple annoncé plus haut.
Plagons nous dans le cas particulier ou V est une boule de rayon R, centrée A l'origine, o, = O et
ou ailk! = ciikl est constant et isotrope dans V. Alors :

ciikl = ) gligh! + p (gikgl! + gikgll) |

et les valeurs propres de ciikl considéré comme opérateur sur les tenseurs symétriques d’ordre 2,

sont :

K=+ % u dordre 1 ( gl ) et y d’ordre 5.

11 résulte de plus du premier chapitre, paragraphe 2 (50), que la condition d’ellipticité forte rev-
ient 4 :

A+2u>0 etp>0.

Considérons plus particuli¢rement un cas ou:

B>0 , A+2u>0 et :c-,\+§u<0 A<0).

On déduit directement de I'expression (15) que, pour le déplacement purement radial u = kx :
a,(u,u) = 9% |k|2 < 0.

Si a, était H,(V) coercive, l'opérateur A serait, d’aprés la derniére proposition, 3 résolvante
compacte et ¥(a,) (= %(A,)) serait donc une valeur propre strictement négative. Puisque l'espace
des déplacements purement radiaux réduit A, il y aurait ainsi une valeur propre strictement
négative associée 2 un mode radial. Ce n’est pas le cas, puisque, comme l’indique Love (chap
7,118), ces valeurs propres radiales sont données par ’expression :

a? ’\—;—25 , avec cotg(aR) = 1 - A%“Zg aR? .
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La condition d’uniforme ellipticité forte ne suffit donc pas a assurer la HYV) coercivité rela-
tivement 3 L2(V).

Précisons maintenant que, dans le cas ou ¢l est continu par morceaux et ou ses dérivées sont
essentiellement bornées, l'opérateur A, défini par la proposition 11, permet de retrouver
I'opérateur formel introduit au début de ce chapitre. En effet, il découle directement de la for-
mule de Green généralisée (voir proposition 2) et du premier théoréme de représentation
(proposition 9) que :

YV ue HUV;) N DA), YV veE HYV):

al(u,V) = (A1u| V) = J ainDin Dk-v-l dV
\4

= I 1 D@Dy u))v; dm - J [a!D;u;v 0, ] dE + J- a¥D,u;v 0, dE .
uv,? ) av

Restreignant les fonctions tests v 3 D(UV;) on en déduit que : A,u = ;l, D,(al®ID, ;) au sens

des distributions dans UV;, et donc dans L2(V). Revenant alors 2 1'égalité précédente et utilisant
1a densité de HY/3(ZU3V) dans L¥ZuaV), on déduit finalement que :
[@Du;n,] = 0 sur & et al™D;un, =0 sur 4V (au sens de H/2)

Il apparait ainsi que I'opérateur A,, tel quil est défini dans la proposition 11, est une extension
de l'opérateur minimal formel. Notons qu’il n’est pas du tout évident que :

DA)=(=DA)))
{u € HYUYV)) : [a¥¥D,u;n,] = 0, [u] = 0 dans HY/%Z) et aklD;y;n, = 0 dans HY33V)} .

La seule chose qui peut &tre affirmée, d'une maniére générale, c’est que, si aV®! est continu par
morceaux et a des dérivées essentiellement bornées, cet espace est D(A) N H3(L V;).

La fdrmulation variationnelle obtenue au point ¢ est, comme nous l'avons déja signalé au
chapitre I-2, la plus physique. Ses différents termes correspondent en effet aux perturbations
vEulériennes de la contrainte, de I’entropie et du champ de pesanteur. Cette expression n’est
malheureusement valable que dans le cas hydrostatique et son équivalent, dans le cas général,
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nous est resté, A ce jour, inaccessible. Par ailleurs, I’hypothése adoptée, d’'une maniére ad hoc,
lors du point a pour le cas général, n’est pas physiquement satisfaisante. L’intuition suggére, en
effet, que c’est la partie déviatorique de la précontrainte o,, et non sa norme globale, qui doit
étre limitée. Cela nous conduit A la proposition suivante qui améliore la proposition 1la et
généralise 1lc.

Proposition 12 :

Soient un ouvert V du type de celui introduit dans le premier paragraphe et, définis dans V,
une distribution de masse p vérifiant (9a), un champ de précontrainte essentiellement borné
vérifiant la condition d’équilibre (10), un champ de tenseur élastique clikl vérifiant les
symétries usuelles, essentiellement borné. Considérons également une fonction réelle «,, con-
tinue dans V, nulle au bord de V et qui admet des dérivées essentiellement bornées dans
chacun des ouverts V; (x, = 0 par exemple). Définissons :

wikl = ciikl 4 g ikgil 4 x (glighl - gikgll) Alors :

a- La projection s(x)ik! de xil sur I'espace des tenseurs admettant les symétries de cikl est
égale 4 :

(Y0 = cilHl 4+ xoglight - D (glkglligikgl) + (o kgilsoylgiso hgllia,ilgik) , et

t(x)ikl = ikl - g()iikl = _22 (gikgil-gikgil) + ‘_11(3%&3,1_00;18,1:_%,1:8.1_aojlgm).

b-Si l'on suppose que s(x)il vérifie I'hypothése (18) de la proposition 1lc, I'opérateur A
peut étre défini par le triplet variationnel (H1(V),a,L.2(V,dm)), dés que

|ogh - tr(og)gH/3 | < c**(x,) , avec : a(u,v) =

J {x‘j”DiujDle + S{(pgy -gradx,).Dv(u) + (pg, +gradxy).u div(v) + (g, .uXV .gradp)} }dV
v

. J gradtb(t;)é}radﬂ;) dv + J S{(8, -uXv .n)} [pE - J S{(g,"-uXv .n)} pdZ

Preuve :

a- Elle est immédiate par symétrisation.
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b- On procéde d’une maniére analogue 2 celle de la proposition llc, avec cette fois 7, au lieu
de p,. Cela nous conduit 2 I'expression (38a) formellement dérivée au chapitre 1,2 (annexe 4).
Cest a dire: a(u,v) =

J {riileiujDle + S{(pg, -gradr,).Dv (u) + (pgy +gradzy).u div(v) + (g, .u)v.gradp)} }dV
Y

- J S’ad"’(‘;LISG’ad‘“V) dv + I S((8,u)(¥ 1)) [PME - I S((g,.u)v.0)) pdE .
RS T av

A la vue de cette expression, il est clair, cette fois encore, que HXVY) C D(a). Il nous faut donc,
a nouveau, montrer la HYV) coercivité de gq. Pour les méme raisons qu’en llc, seule la
premiére intégrale dans I'expression de a(u,u) est A considérer.

Convenons de noter par « le produit scalaire tensoriel : t « t = tiit;; et posons :

w_ = pg, - gradx, , W, = pg,’ + gradx, .

L’intégrant de ce premier terme de a(u,u) prend alors la forme :

m(Du) « Du + R{ w_.Du(u) + (w+.u)(gij- Du) + (g, .u)u.gradp) } ,

ou bien encore, en vertu de I’hypothése (18) pour s(r) :

s(r)~Y (s(x) + t(x)/2XDu) + w(u)/2 } « { (s(x) + t(x)/2XDu) + w(u)/2 } -

- t(x{Du) « s(x)~1t(x¥Du)/4 - Re{ t(xXDu) « s~Yw(u))/2 } - (20)
- w(u) « s(m)"Yw(u)) + R{ (g, .u)Xu.gradp) } ,

en convenant que : wil = w_iul + (w_.u)gl .

Puisque s(x)"1 présente toutes les symétries d’'un tenseur élastique, on déduit facilement de
I'expression de t(r) que :

(1)~} (t(xXDu)) = s(x)~1( (Du -Du*)e 0, + g,° (Du* - Du) }/4
= 5(7)~Y{ (Du -Du*)o §, + §4,° (Du* - Du) }/4

en notant §, le déviateur de o, : 50 = g i - tr(g,)gli/3 .

Il en résulte que le deuxiéme terme de (20) est majoré en valeur absolue par
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65|20 |RoOt(w)|2/min(s(x)) et le troisiéme par |u||Rot(u)||8y|e(|W+|e + |W=-|oo) . Par ailleurs le
quatriéme et le cinquiéme termes sont tous deux majorés, 2 une constante prés, par |u|2. Grace
a l'égalité (19), (voir la démonstration du point 1ic), et 2 I'hypothése (18) pour 7, on conclut
que l’expression (20) est minorée par :

c1|”(“)|z - c,lb‘olzm |Rot(u)|2 - ‘:3|“|z .

Ainsi, en vertu du lemme de Korn, la forme sesquilinéaire a est HY(V) coercive dés que |§,| est
suffisamment petit. m

Il est bien connu, dans le cadre de l’élasticité sans précontrainte ni gravité, que le noyau de
I'opérateur A (= A,) est réduit au déplacement quasi-rigide. La rotation perturbe cette situation.
On a alors 1a :

Proposition 13 :

Soit V un ouvert du type de celui introduit au premier paragraphe, alors :
a- Les déplacements quasi-rigides sont de la forme:
VEVux)=t+kax avec(t,k) € C3xC3,

11 sont définis par 2n;; = Dyu; + Dy, = 0, au sens des distributions dans V.

b- Soit u(x) = t + k A x, un déplacement quasi-rigide, alors :
Au(x) = 0 A Au(x)) - Du( A (Q2 A X))
=(Q)Q-[Q2t)}+{@Qkx)0-@Qx)kAQ).
¢-Si @1 # 0, quatre directions propres indépendantes de A sont quasi-rigides. Ce sont :
A)=- |02t sit0=0,At)=0 siNAt=0,AkA)=0 siQak=0.
d- Soit I le tenseur d’inertie, défini par: V k€ C3 k —I(k) = - J. X A(Xx Ak) dm, alors :

v

kil = akaxkax)=|k2QIQ)-ka0)Ik afl) et |kax|2=1Ik.k
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Preuve:

a- Des conditions : V i,j Dyju; + Djy; =0, (21)
on déduit :

V i,j D'lul = 0 et Dzi,iuj = 0 .

En vertu de la connexité de V, il en découle que chaque u; est un polynome du premier degré
des deux autres composantes x,, X, :

u(x)= t; +a,X,+a;,X,

Uy(X) = 2%, + t, 42,5,

Uy(X) = a5,X, +25,X, + t;.

Les conditions (21) conduisent alors 4 I'antisymétrie de a;;. Ce qui prouve que u est de la forme

ux)=t+kaAax.

b- Soit u un déplacement quasi-rigide. u est de classe C*= et n(u) = 0. Ainsi u vérifie les condi-
tions aux limites (4) et Au s’exprime sous la forme :

A = -2 DeMDyu, + o*Dyui) -
- GJV{ E(ﬁlj—x‘l’éﬁ - 3(x’-x) [(x’-x) . ’;_’:sx ] }dm -2 A@au) H.

Tenant compte de :
Dok + p(g, - RA@Ax)c =0, nu)=0 et Du=0,
on en déduit que :

Au=Du(g, - A (A x)) - Du(gy) + (R A(2 AU))
=-Du@A(@Ax)+ (@A A0)

et plus précisément, si u(x) =t + k Ax:

Aux)={ (@) Q-|02t}+ {(Qkx)Q-OQx)ka)
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c- Cela découle directement de I'expression de Au.
d- De la définition de I(k), on tire :
I(k) = J { |x|3k - (x.k)x }dm .
A\
Ainsi :
||u||sz(v) = J (k A x)(k Ax) dm = I(k)k .
A\

Soit u(x) = k Ax, avec k L ). L’expression de Au conduit a :

(Auju) = |[(@.k,x)|2 - (@xX(k A0).(k Ax))
= (Q,k,xX0.K,x) - [x|2k AQXk Ax) + (k Ak A([x]20 - (Q.x)x)}

= (k AQ)KIN) - (k AQ)IK AQ).

et finalement, puisque k est orthogonal 4 1 :

(Auju) = |[k|2Q1(0) - (k A DIk A 0). =

Il faut noter que, prenant en compte l’auto-gravitation, la positivité de A n’est pas assurée a
priori, méme en l'absence de rotation. Dans ce cas, la positivité de A est équivalente a la sta-
bilité dynamique, c’est A dire 4 1’absence de valeurs propres négatives. De plus, comme nous le
verrons au chapitre suivant, la positivité de A implique également la stabilité dynamique en
présence de rotation uniforme. Il est donc important d’avoir des estimations sur y(A), la borne
inférieure de A. Puisque le repére de référence est lié au centre des masses, il ne faut
considérer que les déplacements cinématiquement admissibles, c’est a dire lorthogonal
L2 (V,dm) dans L3(V,dm) des translations :

L2, (Vdm) = {ue L¥V): Judm=0} .
A4
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Considérons donc le déplacement u(x) = k A x, avec k L 1. Soit I, la valeur propre de I associée
ala direction Q et I,, I, les valeurs propres associées aux deux premiers vecteurs e,, e, du
repére de référence. On déduit de 13b que :

a(u,u) = |02 @1 )|a,|? + (I-I)|ay|2 } avec k = aye, + aye, et [k ax |2 = |21, + |a|,21, .

La positivité de A nécessite donc que I; soit la plus grande valeur propre.
Considérons maintenant le champ u = kx. u € H3(V) = D(a) et u est orthogonal aux déplace-
ments quasi rigides :

Iudm=0 J:uxudm=0.
v v

Mieux, u est orthogonal 4 I'image par A des déplacements quasi-rigides. Quoi qu’il en soit, on
obtient facilement :

a'-’“DluJDkfl-l = |k|2 ( diikk + 20’0ii ) = lklz(gﬂ + 2tr(0’o)) .
La deuxiéme formulation variationnelle du point b de la proposition 11 conduit alors 2 :

a(u,u) = |k|2 {J 9% + 2tr(o,) - pé AV - IQ).0) = [k|2 I ( 9% + 2tr(g,) - p¢’ } AV ,
\4 \4 .

svec ful* - |2 50,

ou ¢ désigne le potentie]l Newtonien, ¢’ le potentiel de pesanteur et x = di,k,. Cela fournit une
autre condition élémentaire pour la positivité de A.

L’observation de la formulation 1lc, valable dans le cas hydrostatique, conduit 3 se demander
si une zone de gradient trés super-adiabatique - ( gradp - p3(d™1)}X, 8,).8, < 0 ou [p]g,".n <
0 a une interface - peut induire des modes instables ou "ultra-lents”, 2 support dans cette
zone. Cela suppose également que |di¥ - dik, giigkl/9| ou, plus simplement, la rigidité dans le
cas isotrope, soit suffisamment petit. C’est dans cet ordre d’idée, provenant de l’astrophysique,
que Denis (1976) a considéré le cas de l'asthénosphére terrestre. Il semble se dégager de son
étude que les valeurs de la rigidité généralement admises dans cette zone sont trop grandes pour
permettre ce type de modes "ultra-lents".
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6-Opérateur de I’élasto~-gravité pour une planéte présentant une inclusion fluide.

Il existe une vaste littérature, en astrophysique, sur les vibrations libres d’'une masse auto-
gravitante fluide ou gazeuse. Du point de vue de l'approche variationnelle, citons principale-
ment, et de notre simple point de vue, les articles de Chandrasekhar & Lebovitz, Dyson &
Schutz, Friedman & Schutz et de Hunter. Les plus mathématiques sont, sans nul doute, ceux de
Hunter et de Dyson & Schutz. Leur orientation générale semble étre le probléme de la stabilité,
séculaire notamment, et I'étude des configurations de bifurcation. A notre connaissance, nulle
part ne sont considérés les problémes d’interfaces ni, plus curieusement, n’est précisé le domaine
de la forme sesquilinéaire associée A I'opérateur, ce qui constitue la clef de l'extension de Fried-
richs que l'on doit utiliser dans le cas d’un entrainement en rotation uniforme, qui nous occupe
ici.

Les problemes d’interfaces solide-fluide viennent de plus compliquer la situation que doivent
envisager les malheureux géophysiciens. Nous avons été amenés A citer dans ce contexte les tra-
vaux de Dahlen, Johnson & Smylie, Dahlen & Smith et de Woodhouse & Dahlen. Ce n’est,
d‘ailleurs, que dans ce dernier article que les conditions de transmission sont correctement
données, encore que la formulation variationnelle adoptée ne permette ni de découvrir le doma-
ine de la forme associée, ni un calcul aisé de perturbation. Les ingénieurs, de leur coté, négli-
gent l'autogravitation et donc l'équilibre de référence (cf. Berger et al.,, Ohayon & Valid). Cela
les conduit 4 une formulation a priori non symétrique qui n’est pas, en fait, réellement simplifi-
catrice,

Par ailleurs, une vaste littérature astrophysique est consacrée i l'étude des systémes fluides a
symétrie sphérique (Eisenfeld, Christensen-Dalsgaard, Cowling, Cox, Lebovitz, Ledoux,
Smeyers, Tassoul & Tassoul). Il ressort de cette lecture qu’il apparait, dans ce cas, outre le spec-
tre acoustique (ou sismique), deux familles dénombrables de modes. L’une est la famille
généralisant les modes de Kelvin et dont les fréquences propres tendent vers + co. Ce sont les
modes de type (k) qui se trouvent piégés au bord des discontinuités de la masse volumique.
L’autre famille est constituée des modes de gravité, ou de convection, qui forment le type (g).
IIs sont essentiellement controlés par le gradient d’entropie ou, plus précisément, par ce qu'il est
convenu d’appeler le carré de la "fréquence locale de Brunt & Viisily", défini par :

N2 = —(dp/dr + p2|g,’|/K).|gs|/p. Le critere de Schwarzschild les discrimine en deux groupes.
D’une part, le groupe (g*), correspondant aux régions i gradient d’entropie subadiabatique (N2
> 0), est constitué de modes stables. D'autre part, le groupe (g~), associé aux zones 3 gradient
super-adiabatique (N2 < 0), est constitué de modes instables.
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Une analyse plus fouillée de ces articles suggére que le spectre ponctuel (g) de l'opérateur A,
considéré dans son ensemble, est dense dans Im{s.g,’/p} en notant s = gradp - p?g,’/x.
Par exemple, dans le cas d’'une boule liquide homogéne de rayon R pour laquelle p et 4 sont
constants, on obtient que :

’ 8 r2
sgo/P=-37G & mig

si bien que :
Im( s.8y/p } = ]- 00, 0] .

Or, les modes (g~) s’expriment sous la forme (voir Smeyers) :

wHic,d) = - AR ( (x(k,0% + LHDIV2 - (6,0 )
avec :

x(k,0) = g (k+1X2£+2k+3) - 2
et cette famille est dense dans R~. Cela revient en effet 2 montrer que la suite :

2k,0) = (x(k,))? + LL+1))1/3 - x(k,0)

est dense dans R*. Remarquons tout d’abord que :

L+ 1
K0 = X
dk.f) {(x(k,0/07 + 1 + 1/6)Y/2 + x(k,0)/L

Considérons maintenant un point x de R+, Puisque Q* est dense dans R+, il existe deux suites
d’entiers £ et k, telles que :

&

n—+00 = E—»y='yx+('12x2+2'7x)1/2 et (bien str) 4 —+ 00 ,k, =+ 00,

On en déduit que lorsque n — + oo :
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2 e

et donc que :

MZ
z(knaln) - 2’7(y+l) =X.

Ce qui prouve bien que la suite z(k,£) est dense dans R+,

L’article de Christensen-Dalsgaard est également intéressant 4 cet égard. Dans le cadre de
I'hypothése de Cowling il montre en effet, par une analyse asymptotique des modes a faible
nombre radial, qu‘il existe des suites de fréquences propres de type (gt) qui convergent vers

chaque maximum local de s.g,’/p lorsque £ tend vers I'infini.

Nous nous proposons de préciser ces différents points. Groupons, tout d’abord, I'ensemble des
hypothéses. On se place dans un ouvert V du type de celui défini dans le premier paragraphe.
On suppose que :

- dans Vg, comme précédemment, le champ de précontrainte o, est essentiellement ]
borné et vérifie I’équation d’équilibre (10); le tenseur élastique ciik! est essentiellement

borné et vérifie les symétries usuelles.

- dans V, la distribution des masses vérifie les hypothéses (9a). On abandonne donc

ici le cas d’une atmosphére. } (22)
- dans Vg, le module d’incompressibilité « et son inverse sont essentiellement bornés,

didl = x glighl ; le champ de pression p, vérifie I'équation d’équilibre gradp, = pg, .

- sur Zp, [pKg, ) > 0. J

On considére, de plus, un prolongement continu x, de p, dans Vg, dont les dérivées sont
essentiellement bornées dans chacun des ouverts V; (i=1,m), et I'on suppose que le tenseur
s(r)ikl  associé a4 ce prolongement *, (cf. proposition 12), vérifie 'hypothése (18) (voir
proposition 10).

On est maintenant en mesure d’énoncer la :
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Proposition 14 :
Sous les hypothéses (22) :

a- L'espace E = (u € LYV): ug (= uly ) € H(Vy) , up € H(div,Vp,LHTp U 8V))

et [un] = 0 sur Vg N dVg }
muni du produit scalaire : (uslvs)nl(vs] + (uplvp)n(div,vp L2(Zpuavp)) €St un espace de Hil-

bert.
b- L’opérateur de I'élasto-gravité est un opérateur auto-adjoint, borné inférieurement, défini
par le triplet variationnel (E,a,L*V,dm)), dés que |o i - tr(o, o,) gi/3 | < cte(r,), avec :

a(u,v) =

J;/ {1r'1 D. uJDkvl + ${(pg, -gradr,). Dv(u) + (pg,y +gradr,).u div(v) + (8o .u)v .gradp)} }dV
s

+ J S{(8¢-uXv .n)} [pHE + J S((v.n)ug.8,)} [p] AT +

. = = (.8 XV 8,)
i d_l - 3 d.l hadi~ B . 2 ’ o dv
! Jvr{ B (@ivipu) - SUXGGY) - ) + 585 — Lot ) AV 4

+ [p](so'-n)J

(u.n)v.n) dT - J grad'l’(‘;%md'b(v) dv - J S{(gy -u)v.n)} pdZ ,
R RS av

en notant : s = gradp - -‘;—z 8, Si up et vp appartiennent 2 H{(Vg) :

a(u,v) = .[v Y {aijkl])iujD,ﬁl - ¢Dg /(W) }dV - Lasm_d(ﬂl_l%);ém_d(ﬂxn av
S F

- J o [W(u-(un)n).(v-(v.n)n)] dT + S{<[mqu]| gradg(v.n) >},
TpUAVgNaVy

en désignant par < | > la dualité HY/2, H-1/%(Zpu(3V4naVy)).
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Preuve :
a- Elle découle immédiatement de la proposition 4 et du fait que l"application trace est continue
dans HYVg) et dans H(div,Vp, LYZpUdVy)).

b- Considérons des champs u et v de classe C2 par morceaux. Les formules de Green et de
Stokes nous conduisent, de méme qu’au chapitre 1, paragraphe 2 annexe 4, A la deuxiéme for-

mulation variationnelle. Elle peut étre étendue a
{ue LXV): ug € HYVg) up € HY{Vp) et [un] = 0 sur VgNaVy },

en considérant le prolongement x, de p, dans Vg, de maniére 4 ce que {xju] appartienne a
HY/%(3VgnaVy).

Malheureusement, sous cette forme, a n’est pas fermée. On considére donc, 4 nouveau, des
fonctions u et v de classe C? par morceaux, et l'on utilise les résultats du chapitre 1, paragraphe
2, (38b) et annexe 4. Cela nous conduit 4 : a(u,v) =

J {ﬁ“DiujD&l + S{(pg, -gradr).Dv (u) + (pg,+gradry).u div(v) + (go'.t;XV .gradp)} }dV
VeUVp

+ J S{(8y"-uXv.n)} [P + J S{(v .n){u.(pg, -gradgp,)]} AT -
TgUTp aVgNavy

- J. grody(ugradi(v) gy - J S{(8uX7 .0)} AT .
R3 av
Convenons d’orienter n de Vg vers Vg sur 3VgNdVye. On obtient alors sur cette interface :

gradgp, = p_(8y - (8, -n)D) , puis :
- (v.0)upg,-gradgpy)] = (V.n){ u,.(0,8y - .8y + £.(85-M)D) - p_(u_.nXgy'n)}
= [pKv .nXug.g,)
Reportant cette expression dans I'intégrale sur dVpN3dVg, nous sommes conduits 2 la premiére

formulation variationnelle que I’on étend sans peine a E, par densité.
Quant 4 la E coercivité de a, elle résulte de :
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- la proposition (12) pour les termes concernant Vg, Lg, 3V et R3 ,
- des inégalités (voir (22)) :

}% |div(pu) - s.u|? > c, |div(u)|2 - ¢, |u|? dans Vg,

[pKgo n) > 0 sur Zp,

pour les termes concernant Vg et g,
- du fait que, d'aprés le théoréme de trace dans H1(Vg) :

| [ R(@.0X0s.80) 1192 | < ¢, [ul30vgu0vg)
aVgnaVy

¢ || u " zn'(aVsUOVF)

<c, |ul2 0<s<1/2),

n'“/’(vs)

ainsi que du lemme de Lions (voir démonstration de la proposition 11¢), en ce qui concerne le
terme portant sur dVgNaVp.
Ce qui achéve la démonstration du point b. =

Notons que 'on doit avoir recours, dans ce cas, au potentiel de redistribution des masses, car
la formule intégrale utilisée, par exemple, dans la proposition 11b, n’est valable que si ug et ug

sont dans H® , s > 3/2 (voir proposition 7 et remarque).

La formulation (11b) permet de saisir I'origine des trois spectres associés aux zones fluides. Le
spectre acoustique est induit par le premier terme de I'intégrale sur Vy. Le spectre (g) est, pour
sa part, relié au deuxiéme. Quant au spectre (k), il correspond aux intégrales sur Ip et sur
dVgNaVg. D'une maniére générale cette formulation conduit & une classification naturelle des

modes suivant 'importance relative des différents termes correspondants.

Remarquons enfin que, dans le cas ou le solide est hydrostatique, le terme intégral portant
sur I'interface solide-fluide prend la forme commune a toute discontinuité de masse volumique,
puisque cette interface est alors une équipotentielle du champ de pesanteur. On retrouve ainsi la
formulation (39b) du chapitre I, paragraphe 2, avec nild = ikl dans V.
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Passons maintenant A 1'étude du spectre de l’opérateur A. Rappelons, tout d’abord, la défini-
tion du spectre essentiel. Il en existe, en fait, plusieurs qui sont toutes équivalentes dans le cas
d’un opérateur auto-adjoint A, qui nous occupe ici. Le spectre discret est, comme nous l’avons
vu, 'ensemble des valeurs propres isolées de multiplicité finie. On définit le spectre essentiel
comme son complémentaire dans o(A) : 0,(A) = a(A)\ad(A). Le spectre essentiel est donc con-
stitué de l'ensemble des points d’accumulation du spectre ainsi que des points isolés, valeurs
propres de multiplicité infinie. On démontre (voir Schechter) les caractérisations suivantes du
spectre essentiel d'un opérateur auto-adjoint A :

A€ g, (A) & {3 (w) e DA): |y =1, uy, — 0 (faiblement), ||(A-ANw)| —0)
(une telle suite est appelée suite singuliére), et :

Oo(A) = N{o(A + K)}K compact et auto-adjoint °

Une perturbation compacte n’affecte donc pas le spectre essentiel. De plus, si K est un
opérateur borné Hermitien qui est compact de D(a) dans H ( = L*(V) ), l'opérateur A + K avec
D(A + K) = D(A), qui est également auto-adjoint, a méme spectre essentiel que A.

Soient en effet A € o,(A + K) et une suite singuliére correspondante (u;) :

(A+K -2y —0, [yl =1, vy —0 (faiblement).

On en déduit que : V v € D(a), a(y;,v) — 0 et donc que uy; — 0 (faiblement) dans D(a). La
compacité de K implique que K(uy;) — 0 et donc que : (A - A)uy; — 0. Ce qui montre que
A € g,(A).

Ainsi, par exemple, I'opérateur défini par u — grad(¥u)) est continu Hermitien dans L2(V), et
compact de E dans L%*(V) en vertu de la proposition 7d, puisqu’il est clair que dans tous les cas
E C H(div,V,L(ZU3V)). Il en résulte que l'approximation de Cowling n’affecte pas le spectre
essentiel.

Commengons par étudier le cas ou l'inclusion fluide est isentropique. Ce cas particuliérement
simple est intéressant en lui méme. En effet, s = 0 presque partout dans V, eton a la :
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Proposition 15 :

Supposons que, dans le cadre des hypothéses (22), l'inclusion fluide soit isentropique : s = 0
p. p. dans Vp. Soient E, = {u € E: ug=0 et pup € Hy(divO,Vg) } et E, =En E,*
(Lau sens de L*(V,dm) ). Alors :

a- E, C Ker(A) et l'injection de E, dans L*(V) est compacte.

b- La restriction de A i fl, la fermeture de E, dans L*(V), est auto-adjointe et 2 résolvante
compacte. Le spectre de A est constitué d’une suite croissante de valeurs propres, de multi-
plicité finie, tendant vers + oo et de 0, le seul point du spectre essentiel, qui est une valeur
propre de multiplicité infinie.

Preuve :

a- I reséort de I'expression de a(u,v), obtenue dans la proposition 14b, que :
(s=0p.p.dans Vg, u€ E,) == (Vv ve€ E a(u,v)=0).

On en déduit, d’aprés le premier théoréme de représentation (proposition 9), qu‘alors :
E, C D(A) et A(E,) = (0)

Par ailleurs, il découle de la définition de E, que :

E,! N E={u€ LYV):ug € H(Vy), up € H(div,Vg,LATUIVE)) N Hy(div0, V)L (usuel)
et [un] = 0 sur 3VgNaVyg }

On en déduit, en vertu de la proposition 4c et du théoréme de Rellich, que I'injection de E,
dans L(V) est compacte.

b- 1l est immédiat que la restriction de A & fl est auto-adjointe. Le point a montre qu’elle est
a résolvante compacte. Cela permet de conclure. m '
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It faut remarquer que si Zp = @ et si 3Vp C dVg, alors :
ENE,* C {ue L¥V) : ug € HY(Vg) et up € HYVy) } .
Cela résulte de la proposition 1, puisqu’on a alors :

up = grad(h), avec h € H(Vy), Ah € LYVy) et e HY/x5Vy).

La présence de Iy peut briser cette régularité.

Dans le cas général ou I'inclusion fluide n’est pas isentropique, nous avons vu au début de ce
paragraphe griace a l'exemple du 4 Smeyers que le spectre essentiel peut étre non vide. Gubbins
(1976) (cf. Crossley & Rochester (1980)) a considéré le cas d’une couronne fluide comprise entre
deux coques de rayons a et b. Il a supposé que N2 = s.g/p restait constant dans fe fluide et a
utilisé les approximations de Boussinesq et de Cowling (cette derniére n‘affectant pas le spectre
essentiel, comme nous l’avons remarqué). Les fréquences propres associées aux modes g sont

alors données par la formule :

wi(f,n) = 1
1 n:_ .. bl
Mt amentaen T [L°g a]
11 apparait ainsi que le spectre (g) est dense dans [0 , N2]. La présence de la graine affecte cha-
cune des valeurs propres mais pas le spectre essentiel dans son ensemble.

Nous proposons donc 1a :

Proposition conjecturale 16 :
Supposons que, dans le cadre des hypotheses (22), 1a fonction s.g,” est continue par morceaux
dans Vp. Soit E, ={u € E:ug =0, pup € Hy(div0,Vg) et s.up = 0 p. p. dans Vg ). Alors

a- E, C Ker(A) .
b- Le spectre essentiel de A est [Min(0,Inf(s.g,’/p)) , Max(0,Sup(s.g,’/n))]
c- Le spectre ponctuel de A est constitué, d’'une part, d’'une suite croissante de valeurs

propres de multiplicité finie, tendant' vers + oo, d‘autre part, d’'une suite de valeurs propres

dense dans [Min(0,Inf(s.g,’/p)) , Max(0,Sup(s.g,"/p))], et enfin de O qui est une valeur propre
de multiplicité infinie.
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Preuve partielle :

a- Soit u € E,. On tire de I'expression de a(u,v) (proposition 14b) que :

V ve E a(uv)=0.

1 en résulte, en vertu du premier théoréme de représentation (proposition 9), que :

ue€ D(A) et Au=0.

b- Montrons que : o, C [Min(0,Inf(s.g,’/p)) , Max(0,Sup(s.g,’/p))] (sans hypothése particuliere
sur s.g,").
Comme remarqué plus haut, I'hypothése de Cowling n’affecte pas le spectre essentiel. On

considérera donc l'opérateur A, associé 4 la forme sesquilinéaire a_ obtenue par suppression du
terme :

grad(¥(u) grad(¥(3)) 4y
RS 4nG

dans l’expression de a(u,v) de la proposition 14b.

Considérons maintenant ’'opérateur continu C :

u—Cu=s.g, ugy .
8o Ir%E 8 -

On vérifie sans peine que :
ICl = Is-g07ploo -
L’opérateur auto-adjoint A’ = A, - C est associé a la forme sesquilinéaire a’(u,v) =

I {n".ileiujDle + S{(pg, -gradn,).Dv (u) + (pg, +gradmy).u div(v) + (g, .u)v.gradp)} }dV
Vs

+ J S{(gy - uXv.n)} [T + J S{(v.nXug.g,)} [p] T +
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+ J. -:7 (div(pu) - s.u)div(pv) - s.v) dV + [pkg,.n) J (u.n)v.n) dT -
Ve Zp

- J S{(g,"-u)v.0)) pdE .
v

La démonstration se fait alors en trois étapes :

-1 On montre que d,(A") = {0} .

-2 On utilise un résultat classique (cf. Akhiezer & Glazman, T.II page 318 lemme 2) qui prouve
que puisque C est borné le spectre essentiel de A, est dans un | C| voisinage de og,(A"). Ainsi
LXCWESHE] [of BNy (ol § 9

~3 On déduit de I'expression de a_ que o(A.) C [Min(0,Inf(s.gy’/p)) , + oo [ .

1. (dans le cas ou gradx A gradp, = 0 )
On obtient alors :

div(pu) - s.u = p(divu + (u/x).gradp,)
= p(divu + u.gradf)
= pexp(-f) div(exp(fu) .
L’expression de a’ montre que F défini par :
F={(ue€ E: ug=0 et exp(fluyp € Hy(div0,Vg) },
est inclus dans Ker(A’). On en déduit que :
En (KerA)- ¢ En F+ .

Or:

FLn E=({ue LYV):u € H(Vy),
pexp(-Dup € H(div,Vp,LATUaVE)) N Hy(div0,Ve)-(umed) et [u.n] = 0 sur aVgnaVy } .
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Il en résulte, en vertu de la proposition 4¢c et du théoréeme de Rellich, comme pour la proposi-
tion 15, que l'injection de E N (kerA’)t dans L*(V) est compacte. Ce qui prouve que
0, (A") = (0} .

¢- Comme on 1'a montré en a, 0 est valeur propre de multiplicité infinie. Par ailleurs, puisque
o,(A) est borné supérieurement, s’il n’y avait pas une suite croissant vers l'infini de valeurs
propres de multiplicité finie, le spectre de A serait borné supérieurement tout comme son
champ numérique. Ceci ne peut étre, puisque, d’'une part, on peut trouver des champs de

H1,(Vg) qui rendent le rapport |u|| B(vg)/ lulpaey 5) aussi grand que l'on veut et que, d'autre

part, pour des champs u 2 support dans Vg :

a(u,u) 2 ¢* |uf2gagvg) - c* [lup2vg) -

Reste a2 montrer qu’il existe une suite de valeurs propres denses dans Im(s.g,"/p}. =

Remarquons, pour finir, que les déplacements rigides étant réguliers et vérifiant les condi-
tions aux limites & chaque interface comme on l'a déja vu, la proposition 13 du paragraphe

précédent peut étre reprise mot pour mot dans le cas d’une inclusion fluide.

7- Caractérisation variationnelle des vecteurs propres de A, Principe de Rayleigh.

L’approche variationnelle présente 'avantage de fournir une caractérisation simple du spectre
ponctuel de A. Elle est utilisée depuis Rayleigh pour les calculs de perturbation de configura-
tion de référence. Notons toutefois que le terme "principe de Rayleigh” est parfois utilisé dans
une acception différente. Yosida, par exemple, page 321, l'utilise dans un sens trés particulier.
De nombreux auteurs en Mathématiques appliquées (voir Weinstein & Stenger) couvrent sous ce
terme les caractérisations par Min-Max auxquelles doivent é&tre, pour le moins, associés les noms

de Weyl, Poincaré et Ritz. Notre acception se rattache & celle des géophysiciens.
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On considére donc l'opérateur de I’élasto-gravité associé 4 une planéte, présentant éventuelle-
ment une inclusion fluide, et 'on suppose que les hypothéses (22) sont satisfaites. Désignons par
2’ la forme définie par :

a'(u,v) = a(u,v) + (grad(u){grad(v))y3gs)/47G
La proposition 7 montre que :
a’(u,v) = a(u,v) + (gradP(u)v) (23)

en notant ( | ) le produit scalaire dans L3(V,dm).

a’ est donc 1a forme obtenue dans le cadre de I'approximation de Cowling, c¢’est A dire en négli-
geant la redistribution des masses. Elle peut s’exprimer de diverses maniéres (voir propositions
11,12,14), mais il doit étre clairement entendu que la variable ¥(u) est 4 proscrire, quoi qu’il en
soit. Rappelons que D{(a) est l'espace E (cf. proposition 14) qui se réduit 3 HY(V) dans le cas
d’une planéte partout solide. Dans tous les cas on obtient la :

Proposition 17 :
Soient u € D(A) (u # 0), vy € HY{R3) et w € C. Alors

a- les propositions suivantes sont équivalentes :
1- Au=w?2u,
2- ¥V v € D(a) (ou D dense dans D(a)), a(u,v) = w? (ujv),

3- J(u) = % {a(u,u) - w? (uu)} est stationnaire au point u dans D(a).

b- ainsi que :
4- Au=wtu et ¢ = Yu),

5- J(uy) = % {a’(u,u) - (gradyju) - (uigrady) + (gradfigrady)ys(g3)/47G - w? (uju)}

. est stationnaire au point (u,y) dans D(a)x Wi(R3) ( ou D(a)x HYRS3) ).

Preuve :
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a- L’équivalence (1-2) découle directement du premier théoréme de représentation (proposition
9). Montrons l'équivalence (2-3).

L’application : V u € L¥V), u — (uju), est dérivable et admet: V v € L*V) u — 2Re{(u|v)},
comme dérivée au point u. Puisque la topologie de D(a) est plus fine que celle de L2(V), on en
déduit que I'application : V u € IXa), u — (uju), est également dérivable et admet :

V v € D(a), v — 2Re{a(u,v)}, comme dérivée au point u. Par ailleurs, puisque l’application
quadratique u — a(u,u) est continue dans D(a), elle est dérivable dans D{a) et sa dérivée est :
VYV v € Da), v — 2Re{a(u,v)).

11 en résulte que J est stationnaire en u si, et seulement si :
vV v e D(a) Ref{a(u,v) - «? (uv)} =0,
ou encore, en considérant iv, si, et seulement si ;

vV ve Da) a(u,v) = w? (uv).
Ce qui clot la démonstration du point a.

b- Grace 4 des arguments analogues & ceux développés au point a, il est clair que J(u,) est
dérivable dans D(a)x Wi(R3) et que sa dérivée au point (u,y) est :

V (v,$) € D(a)x W{R3) :
(v,$) — Re(a’(u,v) - (gradyiv) - w* (ulv)} + Re((gradyigradg)ygs)/47G - (ulgradé)} .

De sorte que J(u,1) est stationnaire au point (u,¥) si, et seulement si :

Re(a’(u,v) - (gradf{v) - w*(ulv)} =0 V u € D(),
Re((gradyigradé)p2(g3)/47G - (ulgrad¢)} =0 V ¢ € WYR3I),

et, considérant & nouveau iv et iy, si, et seulement si :

a'(u,v) - (gradylv) - w* (Wv) =0 ¥V u € D),
(grad¥igradg)pags) = 47G(ulgradg) V ¢ € WYR?) .

En vertu de la proposition 7b, de la densité de H}(R3) dans Wi(R3) et de la définition (23) de
a’, cette derniére proposition est équivalente 4 la proposition 5. Ce qui prouve le point 5. =
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III ETUDE D’UNE CLASSE DE PROBLEMES SPECTRAUX NON LINE AIRES
ET DES PROBLEMES D’EVOLUTION ASSOCIES.

Nous nous consacrons dans ce chapitre 4 ’étude du probléeme d’évolution :
dyu + 2B(8,u) + Au = f(t) ,

ou B est un opérateur continu antisymétrique et A un opérateur borné inférieurement, auto-
adjoint. L’étude des solutions libres stationnaires, c’est 4 dire des modes propres, nous conduit
au probléme spectral associé A la famille :

LO)=X2+28B+A.

On reconnait bien sar, dans ce probléme, une généralisation de celui correspondant a I'étude de
I'évolution d’une planéte autour d’un équilibre en rotation uniforme. Dans ce cas, en effet, B

est 'opérateur défini par :
Vue L¥V),u—=QAaue L¥V),
et A l'opérateur de I’élasto-gravité que l’on a étudié au chapitre précédent.

1l existe une vaste littérature sur I’étude de ce type de probléme. Pour une grande part, elle
est consacrée au cas matriciel et débouche sur une caractérisation par Min-Max du spectre
(voir, entre autres, Duffin, Rogers et Zhuralev). En ce qui concerne le cas fonctionnel, beau-
coup moins de résultats semblent avoir été obtenus. Nous renvoyons 4 l'article de Einsenfeld
(1973) pour une bibliographie fournie sur le sujet. Pour notre part, nous avons tiré profit des
articles de Turner, Barston, Rogers et de Dyson & Schutz ainsi que de I'ouvrage de Bognar.
Turner a étudié la famille F(A) + A ou F()) est un polynome en A et A un opérateur Hermitien
compact positif. Il a, dans ces conditions, obtenu une caractérisation par Min-Max du spectre et

la complétude des modes. Barston, quant a lui, a obtenu des caractérisations partielles par Min-
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Max de valeurs propres, dans le cas de la famille A2 + 2)B + A, avec A et B auto-adjoints. Nos
résultats s’appuient essentiellement sur la compacité de la résolvante de A ou d’une de ses res-
trictions et sur le deuxiéme théoréme de représentation. Nous obtenons de la sorte une
caractérisation du spectre ou d’une partie du spectre par Min-Max et nous montrons que la
famille des vecteurs propres est surcompléte et attachée A une résolution de l'identité dans un
espace produit. Ainsi se trouve justifiée la décomposition en somme de modes, obtenue for-
mellement par Wahr dans le cas des vibrations terrestres.

1- Généralités.

Commengons par préciser un certain nombre de définitions. On considére, d’une part, un
opérateur A auto-adjoint, borné inférieurement, associé au triplet variationnel (D(a),a,H) et,
d’autre part, une application 4 valeur dans L(H), analytique dans un ouvert O de C :

YVaie O0Og C,x—F())e LH).

On définit 'ensemble résolvant p et le spectre associés 4 la famille {F()\) + A} par:
p={2€ O0C C: KerfFQA) + A} = {0} et (FQ) + A)"te L(H) )} et cr=0\p.
On définit alors l'application résolvante par :

VAIE€p: A-RMXN=(FO)+A)te L(H).

Précisons que 'ensemble résolvant, le spectre et la résolvante de A, seront, quant 3 eux, respec-
tivement notés : p(A), o(A), Ry(A), afin de les distinguer.

Nous rassemblons dans la proposition suivante, un certain nombre de propriétés élémentaires :

Proposition 1 :

a- p est un ouvert de C, R()\) est analytique dans p et :
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V (p) € pxp R(Q) - R(@) = - RO)(FQ) - Fw).R() , R() = - RA).FQ).RM) .

b- Soit A € p \ p. Il existe une suite ();) de p telle que :
XN —Aet "R(/\.‘)Il — + 00 ,

c- Si F()) = A2 + 2)B, avec B continu et O = C, le spectre o est identique A celui de
Vopérateur T de Hx H défini par :

T= [_?q -%B] avec I(T) = D(A)x H, et:
-R().(A + 2B) -R(A)

Y A€ p(=pT)) Ry(T) = I-AR()  -AR()

Preuve :

a- Soit A, € p. Considérons la factorisation suivante :
(FQ) + A) = (FQy) + A + RQ).(FQ)-F(Ay))) .
Puisque :

R().(F()-F()y) € L(H) ,

{I + RO)(FQ)-FQAJND(A)) & D(A),

(I + ROYFA)-FO}x) € DXA) = x € D(A),

F(2) + A est continument inversible dans H, dés que I + R(),).(F(3)-F(},)) l'est, en particulier
dés que :

IROMEQ)-FON || <1 .

La continuité de A — F()) implique donc que p est ouvert et que o est fermé dans O.
Soient, par ailleurs, deux éléments A et u de p. On déduit simplement :




page 120 Chapitre 3 :

R()) = RQ\).(F(s) + A).R(s)
= RQ).(F()) + A + F() - F(A)).R(p)
= R(p) - RQ).(FQ)-F(u).R(p) .
L’analycité de R()) en découle, puisqu’il apparait qualors R(}) est dérivable dans p et que :

R’(A) = - RQA).F(A).RQ) .

b- Nous le prouvons par I'absurde. Supposons donc qu’il existe un voisinage compact V’()) de A
et une constante ¢ tels que :

Ve V)=V np |RW| <ec.

Considérons alors une suite ); de V()) qui converge vers A. On déduit du point a que :

R(Y) = R(Y) = - ROOLFRY) - FOORQ) , M
et donc que :

IRGD) = ROD| < c*ox-x]

La suite R();) est ainsi une suite de Cauchy qui converge vers un opérateur continu R de
I'espace de Banach L(H). Montrons que R = (F(A) + A)~L.

Tout d'abord, par passage a la limite dans I'expression (1), on déduit que :

R(}) - R = - R)(F(}) - FQ)R,

et donc que, d’une part, :

Ker(R) = {0} , puisque : Rx = 0 = R(})x = 0, )
et, d’autre part, que :

Im(R) € Im(R(}) = D(A). | €))

On déduit de plus de I’égalité :
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V x € D(A), RX).(F()) + AXx) = x,

par passage 3 la limite, que :

Y x € DXA), R.(F()) + A =x ,

puisque [|(F() + AXx)| < c**, indépendamment de i. En vertu de (3), il en découle que :
YV x € H, R(F()) + A).Rx = Rx,

puis grace a (2) que :

VvxeH (FO+ARx=x.

En conclusion, R = (F()) + A)"! et A € p, ce qui contredit I'hypothése et achéve la démonstra-
tion du point 5.

c- Une simple inspection de l’expression proposée pour R,(T) montre que, quel que soit A
appartenant 4 p, R,(T) est continu et que :

Im(Ry(T)) € IXT) , Ry(T)(T-)) = Ipqy et (T-A.Ry(T)=1.

Ce qui prouve que p G AT) .

Soit maintenant un élément A de xT). Posons :

w33

ou X, Y, V, W sont des éléments de L(H). Des égalités :

[x Y][-» 1 1]
[V W[ [-A -(0+2B)| DD

S xy[_[10
| -A —(A+2B):| [v W [o 1]'
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on déduit que :
X -YA=Ip, , X=Y@Q+2B) , AV=-WA , V-W(A+2B)=1 ,
ainsi que :
SAY-(Q+2B)W=1 , W=)Y , AX=-(A+2B)V , -X+V=I.
Substituant, dans chacune de ces séries d’égalités, la seconde dans la premiére, il en résulte que :
Y.(02 +2)B + A) = 'ID(A) ,(2+ 2B +A)Y=-1,
avec toujours :
X=Y(AX+2B) , W=1Y , V=I+Y.(1+2B).
Cela montre que A appartient i p et que :
Y = -R()) .
Il en découle I'expression proposée pour R (T) et que (T)C p. =

Il est intéressant de remarquer que, si B est antisymétrique, I’ opérateur -iT est formellement
symeétrique pour la forme sesquilinéaire symétrique de D(a)x H définie par :
v ((uv),(',v)) € D@xH: ((u,v)]| (u,v)) = a(u,u’) + (Vv) .
En effet, si (u,v) et (u’,v') appartiennent 3 D(a)x D(A) :

(-iT(a,v) | (v',¥)) = i{a(u,v’) - a(v,u")} + 2i(B(V)IV) .

On peut, comme pour le point ¢, montrer que o = o(T’), ou T” est I'opérateur de Hx H défini
par :
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-B I

T = (B2 - A) -B avec D(T) =D(AxH et:

00 I '
V A€ p, Ry(T) [I 0] - [“B] RO)[M+B I].
Si B est antisymétrique, -iT" est formellement symétrique pour la forme sesquilinéaire

symétrique de D(a) x H définie par :
Y ((u,v),(u’,v)) € D@@) xH: ((u,v)(w,v) = a(u,u’) - (B2ulu’) + (V") - (BulY') - (v{B(u’)).

Le seul résultat général dont on dispose sur le spectre o, lorsque F()) = A2 + 2)B et que B est
continu antisymétrique, est un théoréme da a Dyson & Schutz qui constitue une généralisation
du théoréme du cercle de Howard (voir aussi Barston). Nous en précisons la démonstration et en

Proposons une autre.

Proposition 2 (Dyson & Schutz) :
Soient A un opérateur auto-adjoint et B un opérateur continu antisymétrique dans H. Soit ¢
le spectre associé 4 la famille )2 + 2AB + A. Alors :

a-ocC iRU (A€ C: |m®)| < |B] )

b- Si A est borné inférieurement par y(A) = ¥a) :
Aeocetd ¢ iR = A2 < Max(0,-%(A)) .

Preuve 1 (d’aprés Dyson & Schutz) :

Il est facile de voir (cf. le début de la deuxiéme preuve) que l'on peut trouver des points de p
aussi loin de l'origine qu‘on le souhaite .

Soit maintenant un point ) appartenant a p \ p. En vertu de la proposition 1b, il existe une
suite (%) de complexes dans p et une suite de vecteurs e; dans H, telles que :.

lecl =1, 5 =0, |RODe || —+o0.
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Considérons la suite de vecteurs & définis, pour i suffisamment grand, par :

_ _ROye
& = TRGOe, |

et posons L()\) = A2 + 20B + A. On obtient alors :
&l =1 . Lo&] —o.

et donc :

(LEI&) — 0,

Or:

(L&) = X2 +2b) + 9,

en notant a; et b; les deux suites de réels :

3; = a§;.§) et by = (-iBgE) .

Convenons de désigner par un indice , la partie réelle e.t par un , la partie imaginaire. On obti-
ent finalement :

Aﬂz - Aziz - ZbiAﬁ + ai —'0 .
Ai(Ag5 + b)) =0,
A=A, Ay A,
De sorte que :
A, =0 oubien b, —-21, et a —-(A2+1,2).

On en déduit le résuitat, puisque :

Vie N |b| < |B] , et dans le cas du point b, 3, > Y(A). =
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Nous proposons maintenant une autre démonstration, constructive, mais plus longue. Preuve 2 :
Soit 4 € p(A). Une simple factorisation conduit 2 :

LQ) = (A - p).(I + C,p),

en notant C(A,p) = R ,(AXA? + 2)B + p) . 1 est clair que :

C.p) € LH) , (I + CO,mXD(A)) C D(A) et que:

(I + CO,pXx) € D(A) = x € D(A).

De sorte que L()) est inversible si c’est le cas de I + C()\,u) dans H, et donc, dés que la norme
de C(),p) est strictement plus petite que 1. Par ailleurs, du fait que A est auto-adjoint :

IR, A = m :

Une premiére condition suffisante, pour l’appartenance de A i p, apparait donc :
I pe pA) 1 22+ p+ DB < dist(u,0(A)) .

Montrons maintenant que :

|22 + g+ 22B|| < Max{ [x2 + p £ 2i7[|B] .

En effet, si |u| =1:

|32 + s +2XB)u || 2 = [A2 + p|2 + 4|A|2| Bu| 2 + 4 Re{ A(A? + p)Xu|Bu) )

< |22+ pl2 + 422 B||2 + 4 Im{( A2 + p) ) |B] -

|22 + £ 20| B[ |2 = [A2 + |2 + 4[A|2[|B||2 # 4 |B| ImO(A2 + p)} .

Ce qui nous conduit a I'inégalité annoncée et a la condition suivante, suffisante pour ’apparte-
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nance de A4 p:

3 pe KA) 1 Max( |22+ p22i0||B]]| )} < dist(s,0(A)) 4)
Passons maintenant 3 la preuve du point a :

a- On utilise simplement que pour un opérateur auto-adjoint :

dist(p,0(A)) 2 [Im(u)| .

On déduit de (4) que A € p, dés que :

Jp: Im(p)#0 et Max( | A2+ p22i\|B | )< |[Imp) .

Chacune des deux inégalités | A2 + p + 2i\ |B| | < |Im(s)| détermine I'intérieur d’une para-
bole de base I'axe réel et de foyer le point d’affixe -A2 ¥ 2i\ || B||, 2 moins que 1'un de ces
points soit sur l'axe réel, auquel cas I'ensemble correspondant est vide. Ces deux ensembles
auront donc une intersection, en dehors de I’axe réel, non vide si, et seulement si, :

Im(A2 + 2iA | B[ }.Im{A% - 2D\ |B||} >0 .

Ce qui revient 4 :

»,02, - |B]) >0

ou bien encore, 2 :

A #0et > |B] .

Ce qui prouve le point a.

b- On suppose donc que Y(A) > - oo. Ainsi :

Re(7(A) - p} > 0 = dist(u,0(A)) > [WA) - 4] .
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On en déduit, grice a (4), une nouvelle condition suffisante, relative a 'appartenance de A 4 p :
3 peC:Re(p~-1rA) <0et Max{ A2+ p+2ir|B||}<|s-wa). (5)
Soient m, le point d’affixe 2i\ | B| - A2, m_ celui d’affixe -2i\ || B|| - A% et m, celui d"affixe
YA). Les deux derniéres inégalités déterminent cette fois les deux demi-plans limités, respec-
tivement, par la médiatrice de m,m_ et celle de m,m_, ne contenant pas m,. Les trois inégalités
peuvent donc étre conjointement vérifiées si, et seulement si, le demi axe réel croissant d’ori-

gine m, est extérieur a l'angle convexe des vecteurs mym, et mym_. Or, une condition

nécéssaire et suffisante pour que ce demi-axe soit intérieur a cette angle est :
Ja€[0]] oAy -y )+y-=0 ofxy-x)+x.20
en posant :

X, + iy, = -22 + 20| B| - A(A)
x_ +iy. = -3 - 20\||B]| - KA)

c’est A dire :

X, =22 - A2 - 7(A) F2|B|),
Y =12"B“A1 - 22, .

Cela revient 2a :

X-Y+‘X+Y->o
Ve y- 7

Y4y-<0 ,
et finalement 2 :
2202 - B <0 A2+ vA)<O. (6)

La condition (5) est donc équivalente 2 ;

12,] > [|B]| ou [A]z > Max(0,-%(A)).
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Le point b se trouve ainsi démontré. =

2-Utilisation de la compacité.

Précisons tout d’abord que l'on convient de noter par Inf{ } (respectivement Sup{ }) la borne
inférieure (respectivement supérieure) d’une expression. On utilise la notation Min
(respectivement Max) pour préciser que la borne est atteinte. Quand on n’a pas 2 le supposer a

priori, on ne précisera pas afin de ne pas induire de fautes logiques.

On suppose maintenant que l'injection de D(a) dans H est compacte. On obtient alors la :

Proposition 3 :
Supposons que l'application : A € O — F()) € L(H) soit analytique dans O et que l'injection
de D(a) dans H soit compacte. Alors :

a- Le spectre o est ponctuel et chaque valeur propre est de multiplicité finie.
b- Supposons que quel que soit A appartenant 2 I C O, F()) soit auto-adjoint. Alors :

TXxelne & Infsgn(a) d&imS=m Max“u“ =1 wes {(FO)Wu) + a(u,u)} =0,
et la borne inférieure est atteinte.

Preuve :

a- Soit un réel 4 < 7(A). Une simple factorisation conduit 2 :

FO) + A = (A - )Y2(COW) + DA - w2 avec: COup) = Ry(AY2(FOWH).R (A2
Remarquons que :

x€ D(A) & x€ D(a)et (A - p)¥/2x € D@),
(I + COp)XD(a)) < D(a),
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I+ CAp)Xx) € D(a) = x € D(a),

et qu'en vertu du deuxiéme théoréme de représentation, (A - u)l/ 2 est un isomorphisme topolo-
gique de D(a) sur H. De plus, puisque R“(A) est compact dans H, R“(A)l/ 2 I'est également. En
effet, d’aprés le théoréme spectral relatif aux opérateurs bornés, auto-adjoints (voir par exemple
Dixmier), R“(A)l/ 2 est limite forte de polynomes en R ,(A). Il en résulte que C(,u) est égale-

ment compact dans H. Ainsi :

- Si I+ C(),u) n'est pas inversible dans H, -1 est valeur propre de C(\,u), ce qui implique que

X est une valeur propre de méme multiplicité associée a la famille F(}) + A.

- Si I + C()\,pu) est continiment inversible dans H, il réalise, d’aprés les remarques précédentes,

une bijection de D(a) sur D(a), si bien que, toujours en vertu des remarques précédentes, F(2) +
A est continliment inversible.

Le spectre est donc ponctuel et chaque valeur propre est de multiplicité finie.

b- Considérons un élément A de I N ¢ et un réel suffisamment négatif u, de maniére a ce que
I'opérateur C(A\,u4), qui intervient dans la factorisation décrite au point a, soit auto-adjoint
négatif. Puisque cet opérateur est compact, la théorie de Riesz montre que :

V p<pd) <A), 3me N*: -1'Infsgndim8=mM““€S{ CZ\ulu)u }

et la borne inférieure est atteinte. Ceci équivaut 4 :

V i< pd) <vA), 3 me N* :

((FQ) + pR,Y/2uR,1/2u) + (ulu)
0= Infng dimS=m Maxues { ! (lllll) y B Yy },

et, grace au deuxiéme théoréme de représentation, 3 :

V B < p(d) < Min((A),0), 3 me N* :

O = InngD(a) dimS=m Maxues { %A‘z;ll:l)aﬁ(;l/’? )
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Soit m la dimension correspondant & s = u(}) < Min(1(A),0). Alors :

V p < p(A), vV S C D(a) avec dimS = m :

0 < Max,gg { FRNIU L a(ulu)}s Max g { D = 5o }

(vju) - au,u)/u (vju) - a(u,u)/p,

et:

V b <A 1 0=Infgep) gims=m MaXyeg { (flglAtz;lIP )a(JFU?lSlﬁl '

Cela montre que l'on peut inverser 'ordre des quantificateurs dans la proposition qui devient
alors :

I meN*: V u<pyd) < Min(1(A),0) :

0 =) ansen Mot { GRS}

Montrons maintenant que I’'on peut s’affranchir de u. Posons, tout d’abord :

< (FEQ)ulu) + a(u,u) = (EQ)uju) + a(u,u)
W= o) - awwe @ Wy

De I'égalité :

f(u) - f,(u) = f(u —afuw __ s
W= 50 = 1) S5 = e
et de la compacité de la boule unité d’un espace de dimension finie, on déduit que :

V u€ Savec dimS=m,V p € R~ avec p < Min (5,()),2%A)) : |f(u) - f,(u)| < Maxg |f(u)| .

Cela prouve que, lorsque u tend vers - oo, f, converge uniformément vers f dans chaque sous
espace S de dimension m de D(a) et donc que :
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Infgep(a) dims=m M2Xyes ufj=1 f(0) = 0.
Si l'on suppose, réciproquement, que cela est vérifié, on déduit tout d’abord que :
V SC D(a) avec dimS = m : Maxyeg |y|=1 fu) >0,

Or pour p < p,(A) < %(A), on obtient aisément que :

. (FEQuu) + a(uu) _ (ulu) (ulu) 1
VUES: i -y - sy - saw 0 S dw) - s S WA -y

et donc que :

imS=m : (FQ)ulu) + a(u,w) | Maxsf(u)
¥ S C Dfa) avec dimS = m : OsMaxs{ ) + gl }S s

Ainsi :

0= o) amem Mins { RS

ce qui nous raméne aux équivalences précédentes et achéve la démonstration du point . =

Remarquons que la factorisation utilisée pour la démonstration du point a reste valable, méme
si A n’est pas a résolvante compacte. Il apparait également, d’aprés cette démonstration, que si A
appartient au spectre o, alors I + C()\,u) n’est pas inversible continument dans H, et que A est
une valeur propre si, et seulement si, -1 est une valeur propre de C()\,u). La démonstration du
point b montre alors que 1'on a une caractérisation par Min-Max d’une valeur propre ), dés que
c’est le cas pour la valeur propre -1 associée A I'opérateur C(\,pu).

Il découle également de cette factorisation que L())~! est, pour tout A appartenant i p, con-
tinu de H dans D(a).

La proposition précédente peut étre précisée dans le cas ou: F()) = A? + 2)B, avec B continu
et antisymétrique, grace a I'utilisation de quotients de Rayleigh généralisés. Commengons par
quelques définitions. Soit :
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D=(ue€ D@) : [uf| =1 et a(uu) + (iBuju)2>0}.

Puisque A est borné inférieurement et que l'injection de D(a) dans H est compacte, a(u,u) ne

peut étre négatif que sur un sous-espace de dimension finie. On peut donc introduire :
my=Min{meN : VSC D) avec dimS=m, SN D#g },

les fonctions réelles définies sur D par :

¥ u€ D, p(u) = (iBuju) + ((iBulu) + a(u,u))*/2,

ainsi que :

9* = Minp, p*(u) , v = Maxy p~(u) ,

et enfin pour m > m, :

W' = Infgep(a) dims=m MaXgnp (P*(W)} , Wy = SUPscp(a) dims=m Mingnp (P~(W)} .
Il est évident que :

T 2-[B]| et v =< |B],

que w*, est une suite croissant de ¥+ vers + co et que w™, est une suite décroissant de Y~ vers

- oo. Soient m* le plus petit entier supérieur 4 m, qui rend w* supérieur 4 v~ et m", le plus

petit entier supérieur 4 m, qui rend w, inférieur 4 v*. On obtient alors la :

Proposition 4 :
Supposons que l'injection de D(a) dans H soit compacte et considérons F()) = A2 + 2)B
définie sur C et B continu et antisymétrique. Alors :

a- Le spectre o est inclus dans la réunion de I'axe imaginaire et de I’ensemble J :
J={Xxe€ C: |)? < Max(0,-1(a)) et |Im(})| < |B] }.
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1l est symétrique par rapport a I’axe imaginaire.
iw (SN L4 3 me N’ : 0 = InfsgD(a) dimS=m Max Iluu=1 {-wz + 2i(l)(BuI u) + a(u,u)} N
et la borne inférieure est atteinte. ¢ n’a pas de points d’accumulation hors de J.

si A et B sont réels, o est symétrique par rapport 3 1’axe réel.

b- plus précisémment :
weoetweg oo & Imaem: w=w,
weoetwe Iy,do & Imamty: w=0wt,
et les bornes sont atteintes. Dans le cas ou A et B sont réels :

+ - = + - + -
Y4+ =0, mty=m, etwr =-w .

¢c- si 1(a) (=1(A)) 2 0, alors D = D(a), m*, = m~, = dim(Ker(A)) + 1 et le spectre o est dis-

cret et constitué des suites {w m}m2m+o U {w m}mZm_0 et de 0 ( dimKer(A) fois ). Si A et B

sont réels o est exactement {w* } en* U (W n)mene» 12 valeur 0 étant comptée le double de

sa multiplicité.

Preuve :

a~ Le premier point résulte de la proposition 2. Il peut d‘ailleurs étre montré directement
puisque l'on sait que le spectre est ponctuel. La symétrie du spectre provient du fait que

I'opérateur A2 + 2AB + A est continument inversible si, et seulement si, c’est le cas pour son

adjoint : X2 - 2XB + A . Le deuxiéme point est une application de la proposition 3b avec :
F(A)= X2+ 2\Betl=iR.
Soit A un point d’accumulation de o. En vertu du point a, il existe une suite de vecteurs x; de

D(A) et une suite de valeurs propres ), tels que :
N =X, x| =1, x;, = x (faiblement) et :
COuLA) = Ry (A2 + 2AB + p).R(AV(x;) = - x; .

Montrons que x; converge fortement vers X qui est un vecteur propre associé a la valeur propre
A. En effet, C(\,u)) est compact et :
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| COBXR) - COLEXX) | < [COBXX - x) | + [COm) - COL0 |
Icouw) - Cum || < IR, A - X[CIx+ %] +2 |[B] ),

de sorte que x; (= - C(X,u)x;) ) tend fortement vers - C(A,4)X(x) qui est donc égal & x. Tenant
maintenant compte de :

Vi A%+ 24B(x;) + A(x)) = 0,
on obtient aisément que :
Oy + X5 = XpXxlx;) + 2BRoAx;)) = 0.

Il est clair que I'on peut restreindre la suite ); de telle maniére que ) # A pour i# j,si bien

que passant 2 la limite dans la derniére égalité, on est conduit 4 :

A-X +2Bx)x)=0,

puis tenant compte de :

A2 + 22(B(x)|x) + a(x,x) = 0,

a:

A-X=-2Bx)x) et |[A]2=-a(x,x).

On prouve ainsi que X appartient 3 J.

Enfin dans le cas ou A et B sont réels, on remarque que : )2 + 2AB + A est continiment inver-

sible si, et seulement si, A2 + 2XB + A (= A2+ 2AB + A ) l'est. Ce qui prouve la symétrie de

o par rapport a 1'axe réel et clot la démonstration du point a.
b- Posons pour x appartenant 3 D(a) de norme | et w appartenant 4 R :
f(w,x) = -w? + 2u(iB(x){Xx) + a(x,x).

Pour x fixé dans D, I'équation réelle f(w,x) = 0 a deux racines réelles : p~(x) et p*(x), et 'on

obtient simplement :
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xe D@, |[x]| =1, flwx)=0 & x€ D,w=p(x) ou w=pHx) (7a)

x€ Da), x| =1,fwx)20 & xe€ D,weE [p~(x),p*(x)] (7b)
( x€ D,we€ ]- o0,p7(x)] U [p*(x),+ oo

x€ D@), ||x]| =1, f(wx) <0 4 { ou bien: (7¢)
| xe D@\D, |x| =1

Soit maintenant un réel w > 4~ tel que iw soit élément du spectre. On déduit du point a que :

3 me N*: Mingep(y) dims=m MaXes ||x|=1{f(w.x)} = 0 (8

et donc que :

Y S G D(a) avec dimS = m, Maxgnp{f(w,x)} >0,

puis, daprés (7b), que si I'on note xg le point de S ou le maximum est réalisé :

xg € D et: Ming{p~(x)} < p7(xg) < w < p*(xg) < Maxg{p*(x)} .

On obﬁent ainsi :

m>m, et ws Infsg)(a) dimS=m Maxgnp {f(w,x)} .

Soit maintenant S, le sous espace de dimension m sur lequel Ia borne de (8) est atteinte. On a :

YVx€e€S, f,(x)<0 et 3 x,€ S,: f(wx,)=0.

Puisque w > -, w ne peut &tre que p*(x,) et quel que soit x appartenant 4 S, N D : p*(x) < w.
Il en résulte que :

w = Maxg ~p{p*(x)} = Mingcp(s) dims=m Maxsnp{(p*(x)} = w*p,.

Pour la réciproque, on utilise essentiellement un argument de Barston. Supposons que :
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w >y ,w=wt . 9)
1l apparait d’emblée, en vertu de (7b), que pour m > m, (w*,, > 77):

V SC D(a) avec dimS =m : Max,g ] = {flwty.x)} 2 0.

Etant donné un réel ¢ > 0, on déduit de (9) que :

3 SC D@avecdimS=m : Vx€S pHx)<wt, +¢,

de sorte que pour chaque x de S :

- ou bien p*(x) < w*

- ou bien w*, < p*(x) < w*_ + €, et d'aprés le théoréme des accroissements finis :
f(p*(x),x) - f(w*_,X) = §£(w X) (p*(x) - wt_) avec:wr <w<owt +
p » m»/ = w p = m vec m= Wy €,

et donc. :

f(w*m.X) = 2(w - (iB(x)x)) (P*(x) - w*p,) .

En résumé :

V e>0,3 Savec dimS =m : Max,gg “x“=1{f(w+m,x) <Aty +e+ |B])e,
et ainsi :

Infscp(a) dims=m MaXees x| =1{f@ X} = 0 .

La démonstration, dans le cas ou w < 4%, est strictement analogue.

Si A et B sont réels :
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YV ue D@):u € D(a) et (iB(u)u) = - (iBuu) , pt(u) = - p¥u) ,
ce qui montre que :

wty=-w,7 =1 et m =mt;.

c- Si Y(a) 2 0, le point 2 montre que le spectre est ponctuel. De plus 4* > 0,4~ <0,
m,* = m,~ = dim(Ker(A)) + 1. Le point b implique le résultat.
Si de plus A et B sont réels :

Y ue Ker(A): u € Ker(A) et pt(u) = - p¥u) = (iBuju) * [(iBuju)|.

Desorteque pour m<mg:wt =w =0. =

Supposons maintenant que l'injection de l'orthogonal du noyau de A dans H est compacte.
Plus généralement soit D(a) = E, ® E, , avec injection compacte de E; dans H et E, inclus
dans Ker(A). ’

Notons H, la fermeture dans H de E, et H, la fermeture de E,. Ainsi :

H=H,®H,.

Considérons a nouveau la famille quadratique L()\) = A2 + 2AB + A, ou B est continu et anti-
symétrique. Soit :

B = Bll sz ,

B21 Bzz
la décomposition de B dans: H=H, & H, . Il est clair que :
=-B,* ., B,=-B,*

On définit maintenant :

¥ A€ C\ o(-2B,,) , F(\) = X* + 2X(B,, - 2 B, (A + 2B,,)"1 B, } € L(H,) ,

avec (cf. proposition 3) : I = iR \ o(-2B,,).
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Il est évident que ||B;; | < |B| et donc que o(-2B,,) C i[-2|B]| , 2| B| ]. Etant donné un

1

vecteur appartenant 2 E, de norme | dans H et un réel w tel que (w| > 2| B,, ||, définissons

alors la fonction :

f(w,x) = (F(iw)x|x) + a(x,X) = -w? + 2wb(w,X) + a(x,X) ,
avec :

Bb(w,x) = (iB,,(X)x) + 2((w - 2iB,,)"1B, (x)|B,,(x)) .

On en déduit :

% w,x) = 2[b(w,x) + w%(w,x) - w] et que :

= 2 {(iB,,x|x) + 2(R(iB,,)B,,x|B,,x) - w}
o0 R est la fonction :
X =aRX) =(w-2X)"1 - w - 2X)"2.

Puisque iB,, est continu et autoadjoint, il est clair que :

o(R(iB,,)) = R(o(iB,,))

et donc que :
, . o AL s 2w,

w e G(R(lez)) & 3 w, € d(lez) W= - m .

Il en résulte que :
, IB,, |2 :

2 (R(iB,,).B,,X(B,;x) £ — — siw>2|B,,|
, IB,, |12 :

2 (R(iB,,).B,,X(B,yx) 2 - ——-- siw<2|B,,|

Cela montre que :

b(10)
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w<-Max (2]B,, | . -[By, ]l + (B, ]2+ 2B, [9¥2) > ¥ xe E;, Z fwx) >0

et :

w > Max { 2"Bzz" s '"Bn" + ("Bn"z + 2"321"2)1/2 }= V Xx€E ng fwx) <0 .

Du fait que :

Max { 2|B,, | , - [ By + (B, |2 +2]B, |22}y <2|B],

on en déduit que I'équation en w, pour x fixé dans E,, f(w,x) = 0 a au plus une racine, que l'on
notera pt(x) quand elle existe, strictement supérieure 4 2||B||, et au plus une strictement
inférieure 4 -2 || B||, que I'on notera quand elle existe p~(x). Soient :

D,={x€ E : |x]| =1 et p*x) existe },

D.={x€ E,;: x| =1 et p-(x) existe },

Du fait que, d’une part :

V x€E, |-+ 2wbwx)| < m—_‘ﬂzliufn- R (1)

et que, d'autre part, A, est borné inférieurement et a résolvante compacte, il existe un plus

petit entier m,* et un plus petit entier m,~ tels que :

m2m,* = VSCE avecdimS=m, SN D, #g
m2m,” = VSCE, avecdimS=m, SN D_#g .

Dans le cas contraire, en effet, a(x,x) serait négatif sur un sous espace de D{(a) de dimension in-
finie; ce qui ne peut étre.

Il est maintenant possible de définir :

Vm2mgt why = Infgep gims—m MaXgnp, {p*(x)},

Vm2m,” o'y = Infyep gims=m Maxgnp_ {P7(x)) .
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Ce qui nous met en mesure d’énoncer la :

Proposition § : )

Supposons que D(a) = E, ® E,, que l'injection de E, dans H, soit compacte et que E, soit
inclus dans le noyau de A. Soient A, l'opérateur auto-adjoint restriction de A a4 H,, o, le
spectre attaché a la famille {(F()) + A,} dans H, et o celui associé 2 la famille L(X) = A2 +

2)B + A. Alors :

a-o0,C o, (spectre ponctuel de L(})), o \ o, € {0} U o(-2B,,) et chaque valeur propre de
L()) dans o, est de multiplicité finie.

b-iw€ o, N iR 4 iw& o(-2B,,) et:
0= InfseE1 dimS=mMaX, g "u"=1{-w2 + 2iw{(B,ulu) + 2((iw+2B,,) 1B, u|B, ,u)} + a(u,u))

et la borne est atteinte.

c-iwe o etw>2|B| < 3 m2mt, et w=owt,,
iwe o etw<-2|B| # Imsm; et w=w,

m—+o00 = wt —+o00, w,, —-00 et:

| W' = MiNgcp  dims—m MaXyes |u|=1 (iB;,ulu) + ((iBy,uu)? + a(u,u)¥/2 ) | =0

| Wy - MAXscE dimsem Miyeg Juf=1 ((iB;yulu) - ((B;,ulw)? + a(wu)i/2 ) | —0.

Preuve :

a- Cherchons 4 résoudre dans H l'équation : (A2 + 2AB + A)u = v. Décomposant u et v dans
H, & H, sous la forme (u,,u,), (v,,v,), on est conduit a :

(A2 +2)B,, + A)u, + 20B,u, = v, ,

2)B,u;, + XA + 2B, )u, = v, .

De sorte que si A est différent de 0 et n"appartient pas au spectre de -2B,, :

u, = (A + 2B,,)7! {v,/A - 2B,,(u)}, (F(\) + A Xup) = v, - 2B,, (A + 2B,,)"}(v,) .
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En vertu de la proposition 3, le spectre o, de {F(A) + A} est ponctuel. Cela implique que dans
I'hypothése ou A € (0} U o(-2B,,), A est élément du spectre si, et seulement si, il est élément de
o,. Dans ce cas A est également une valeur propre de o et les vecteurs propres qui lui sont
associés sont de la forme :

u, = -2(A + 2B,,)"* B,,(u,) avec: (F())+ A Xu,)=0 et u, #0 .

Ce qui achéve la démonstration du point a grace, 3 nouveau, i la proposition 3.

b- C’est, d’aprés le point a, une simple application de la proposition 4.

c- La démonstration est, 3 des détails prés, analogue 2 celle de la proposition 4b. Il découle tout
d’abord aisément des différentes définitions données en préambule que :

( x€ D, et w>2|B|
x€E,, |x| =1,fwx)20 & { ou bien:

Il xe D. et w<2|B]

Supposons que :
0 = Infscp dgims=mMaxXyes ||x|=1{f(@.X)} ,

et, pour fixer un cas, l'autre étant similaire, que w > 2| B|| . On déduit, tout comme pour la

proposition 4b, que :

m>m*, et VSCE avec dmS=m wg Maxp ~s{p4(x)} .

Si S, est le sous espace de dimension m pour lequel le minimum est obtenu, on a :
Vx€eS§; flwx)<0 et 3 x5€:flwxy)=0.

Cela implique que, d’une part, puisque w > 2||B||, w = p*(x), et que, d’autre part, puisque
flw,x) <0:
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VseD, NS : px)sw .
1l en résulte finalement que : w = wt .

Quant 4 la réciproque, il suffit de remarquer que, en vertu de (10), pour tout ¢ strictement pos-

itif, ‘ %(w,x) est uniformément bornée quand w décrit V'intervalle [w*, , w*_ + €]. Le reste de

la démonstration est strictement analogue 4 celle de 4b.

Par ailleurs, d"aprés I'inégalité (11) et puisque A, est borné inférieurement et 4 résolvante
compacte, il existe un rang m 2 partir duquel tous les sous espaces de E, de dimension m conti-
ennent un vecteur normalisé pour lequel f(w,x) > 0. Cela montre que w* > w et donc que la
suite (w*,,) croit jusqua I'infini. Reste 3 montrer le dernier point.

Il découle de la définition de p*(x) que, pour m suffisamment grand :
p*(x) = b(p*(x),x) + ((B(P*(x),x)? + a(x,x))V/2 .

De la définition de b(p*(x),x), on tire également :

5 = | bp*(x),x) - (iB,,xix) | « —2IBI12__

p*(x) - 2| B’
De sorte que :

| ((p*(x),x) + a(x,x)}/2 - {(iB,,x|x) + a(x,x)}1/2 | <
< Max (6 + 25| B|)¥/2, (&2 + 26|b(p*(0),0))/2)

54“B"3 p+(x)+ "B” ,
(p*(x) - 2||B|)?

et finalement que :

| pH(x) - (iBy;xix) - (B, xIx)? + a(x,x)}1/2 | <

—2IBD (15| « (B @+ + BN/ .

p*(x) - 2| B
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Ce qui prouve que :

| Wty - Milgcp  dimsem MaXyes [u]=1 (Byyulu) + ((Byyulw)? + a(u,w)*/2) | -0,

lorsque m — + oo .

La démonstration est similaire pour ce qui est de w™,. =

3-Résolution de I'identité associée au spectre o.

On considére dans ce paragraphe la famille L(\) = A2 + 2AB + A avec B continu et anti-
symétrique et 1'on suppose que y(A) = ¥(a) = 0, et que 0 est une valeur propre, isolée dans o(A).
C’est, par exemple, le cas lorsque A est A résolvante compacte. Nous ne traiterons pas le cas ou
4(A) > 0 qui est sensiblement plus simple puisqu’il ne nécessite pas un passage au quotient. Il
est évident que les résultats sont alors identiques.

Rappelons tout d’abord la définition d’une chaine de Jordan associée 4 une famille quadra-
tique L(2). On renvoit 2 Bognar (pp 172 et suivantes), notre source en l'occurence, pour plus de
précision. Etant donnée une valeur propre ) associée a la famille L()), on appelle chaine de
Jordan une famille de p vecteurs (xj)j=o’p_1 dans D(A), telle que :

(A2+2)XB+ A)X; +2(0 +B)x;.; +X,=0, 0<j<p-1, x_;=x_,=0.

On vérifie alors sans peine que le champ :
-1
J
v(t) = eM i :—, Xp-1-j s
=0

est solution de :
OyV + B(3,v) + Av=0.

Il est également trés simple de montrer que X; constitue une chaine de Jordan associée a la
valeur propre A de L(}) si, et seulement si, la famille {(x; , AX; + xj_l)} est une chaine de

Jordan attachée 4 Ia méme valeur propre A pour l'opérateur T (cf. proposition 1) :

T(xj . ,\xj + xj_l) = X; , ij + xj_l) + (xj_1 . ,\xj_1 + xj_z) .
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Montrons maintenant la :

Proposition 6 : .

Supposons que Y(a) = 0 et que 0 est valeur propre isolée dans o(A). Alors :

a- D(a)/Ker(A) x H muni du produit scalaire ((Q,v) | ({,v")) = a(u,u’) + (v{v") est un espace
de Hilbert et sa topologie est équivalente 2 la topologie canonique.

b- Soient J la surjection canonique de H sur H/Ker(A), A I'opérateur induit par 1’équiva-
lence nucléaire : V 0 € D(A)/Ker(A) R(ﬁ) =AuetT I’‘opérateur défini par :

T = [ o gB] avec D(T) = D(A)/Ker(A) x Da) .
A "

L’opérateur -iT est auto-adjoint dans D(a)/Ker(A) x H et a('i') C o

c- ap('AI') =0, (4 0 pres). Plus précisément :
A#0,T0V) =2Qv) & 04=92,L0)Ww=0,

Ker(T) = { ([—2A‘1 KeeA) L Bv]",v) ,vE S =Ker(A) N (B(KerA))* } et

{-2 A™1 (KerA): Bv , v} constitue une chaine de Jordan attachée a la valeur 0 pour L()).

d- La résolution de I'identité associée a -iT induit une famille E()) d’opérateurs continus
auto-adjoints de H qui est continue a droite et telle que :

A—-00 = EQ) =0,x—+00 = EQ) =1, X <}, = EQ)<EQ,),

pour tout couple (u,v) dans H x H, (E(\)u|v) est 4 variation bornée, de variation totale
inférieure & ||u| [[v| et:

(ulv) = J d(EQ)uv) , ue D) & J |A|2 dEM)ulu) < + oo,
R R

V (u,v) € D@@)x D(a) : (Bulv) = -% J AEQYU]V)
R

Preuve :
a- Puisque A est fermé, Ker(A) est fef-mé dans H et donc a fortiori dans D(a) et dans D(A). Il
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en résulte que D(a)/Ker(A) x H est un espace de Hilbert isomorphe a Ker(A)tNnD(a) x H. Or,
puisque O est isolé dans le spectre, la restriction de A a4 Ker(A)! est H coercive :

3 4>0: V ue Ker(A)Y a(uu) 2v|ul2.

Cela montre que D(a)/Ker(A) peut &tre muni, de maniére équivalente, du produit scalaire :
a(®,9) = a(u,v) ,

et prouve le point a.

b- Soit :
T= [_‘L _;B] avec D(T) = D(A) x D(a) .

Puisque Ker(T) = Ker(A)x {0}, 1a relation d’équivalence nucléaire permet d’introduire I'opérateur
T de D(a)/Ker(A) x H, défini par :

T- [ A ;B] avec D(T) = D(A)/Ker(A)x D(@) ,
-A =

et ou J désigne la surjection canonique de H dans H/Ker(A) x H et A I'opérateur défini par :
V § € D(A)/Ker(A) Al = Au.

Il est trés simple de vérifier (voir remarque suivant la proposition 1) que -iT, et donc -if‘, est
symétrique. Reste 3 montrer qu’il est auto-adjoint. Pour ce faire, on cherche 4 préciser son
spectre. Pour X (A # 0) n’appartenant pas au spectre de L(}) = A2 + 2)AB + A , définissons les
opérateurs R, (3), R,(3), R,(}), par:

- R,(0) : H — D(a)/Ker(A) , R,(}) = JR().
R(2) étant continu de H dans D(a) (voir remarque suivant la proposition 3), R,(%) est continu.
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- R,(A) : D(a)/Ker(A) — D(a)/Ker(A) , R,()R = (RQA).(A + 2B)x) .
La définition est consistante car si y appartient 2 Ker(A) :

L(AXy/A) = Ay + 2By,
de sorte que :

y/A = RO).O + 2B)y € Ker(A). (12)

AN

De plus, puisque R(}).(A + 2B) est continu de D(a) dans D(a), R, est continu.
- R,(0) : D(a)/Ker(A) = H , R, &) =x - AR\ + 2B)x.

La consistance de la définition est 3 nouveau assurée par la relation (12). R(A\).(A + 2B) étant
continu de D(a) dans H, l'opérateur R, est également continu.

On vérifie alors facilement, griace a la proposition 1, que :

-R,()) -R,(\)

RD =1 R0y -RO)

Cela montre que 0("?) C o U {0). Or, en vertu de la proposition 2 (ou 3), o est inclus dans I'axe
imaginaire. Il en résulte finalement que o(-ﬁ') C R et donc que -iT est auto-adjoint.

¢~ On obtient sans peine que :

T(0,v) = XQv), A#0

&

=M , MAW+2Bv+Av=0
&

Q=92 , XMv+2Bv+Av=0.

» A#0.

Cela montre que les valeurs propres non nulles de T et de L( ) coincident et que les vecteurs

propres de T sont de la forme :
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®/a,v)
ou v est un vecteur propre de L(}).
Considérons maintenant le cas A = 0.

T(v) =0 & ve Ker(A) et Au + 2Bv = 0.

Puisque la restriction de A a (KerA)! est coercive et donc inversible dans (KerA)L, on en

déduit que :
Av) = (-2 [A'l Ku_A_LBV]‘ ,V), veE Ker(A) et Bv e (KerA)! ,

ce qui montre que v € Ker(A) N (B(KerA))t

d- Soient P()) la résolution de l'identité associée a -iT dans D(a)/Ker(A) x H et Q l'opérateur

défini par :

D(a)/Ker(A) xH—H , QQ{,v)=v.

Il est évident que :

Q'v=(0v), QQ*=1g .

Posons :

EQ) = QP(1).Q* .

De sa forme méme, on déduit que E()) est continu et auto-adjoint dans H et que ;
A=—=+o00 = EQ)—=I, A - -00 = EO)—0.

De plus :

vV (wv)e HxH, ((EQuv) = (PR)Q*u| Q*),
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si bien que, en vertu des propriétés de la famille P(2) :
A <X, = EQ) <EQ,),
et que pour tout couple de vecteurs de H, la fonction (E(A)ulv) est & variation bornée, de

somme inférieure 4 | Q*u| [Q*v| = |u| [v] .
11 en découle notamment que :

vV (wv) € HxH (uv) = J dEQ)ulv) ,
R

Du fait que la résolution de I'identité de D(a)/Ker(A) x H est attachée 3 -i'i', il apparait que :
ue D@) & (Ou) e DT « J |A|2 dE(ulu) < + oo .

R
Puis, utilisant que :

¥ (uv) € D(a) xD() : (FO,u)©,v)) = J A d(P(AXO,u)(0,v)) ,
R

on obtient :

V (uv) € D@) xD() : 2(Bulv) = - I A dEQ)U[V) . =
R

Remarquons que l'on peut étendre cette proposition au cas ou 0 est point d’accumulation du
spectre 3 condition de montrer que l'espace D(a)/Ker(A) x H , munis du produit scalaire
(V) | (¥,v)) = a(u,u’) + (V}V) , est complet.

Lorsque le spectre o est ponctuel, on obtient ainsi une famille génératrice (au sens Hilbertien)
de H. Cette famille n’est pas orthogonale. Néanmoins, nombre de propriétés des bases Hilberti-
ennes sont conservées. Précisons que I'on appelle famille surcompléte une famille Qui génére,
sous la forme de série de vecteurs proportionnels aux différents éléments de la famille, tout
vecteur de H et telle que chacun de ses éléments peut étre généré de la sorte par 'ensemble des
autres vecteurs de la famille. On renvoit A l’article de Daubechies, Grossmann & Meyer (1986)
pour de plus amples détails sur ce type de famille. Dans ces conditions, on a la :
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Proposition 7 :
Supposons que 4(a) = 0, que 0 est isolé dans le spectre de A et que le spectre de L est pon-
tuel. Les valeurs propres de L sont toutes imaginaires. Convenons de les noter sous la forme

iw. Alors :

La famille des vecteurs propres est surcompléte. Plus précisément, si
{(-in/w. , Vj) , (-2 [A-I(KerA)J' an]‘ R vn)}j'n est une base orthonormée Hilbertienne de

A
vecteurs propres de T et si I’on convient que les indices n et m se rapportent exclusive-

ment a 'espace S = Ker(A) n (B(KerA))+ (cf. proposition 6), on a :

a(vi,vj) + ww;(vilv;) = wiw; &; (13a)

(w; + wy)(vilvy) - 2(iBvjlv;) = 2 lww; & (13b)

4(Bv, | A-l(xerA)-'- Bv) + (vplvy) =60 » (13¢)

(ylva) = -2 (vjiBv,) (13d)

j
YueH u= Z(u|vj)vj + Z:(ulvn)vn R (13e)
j n

u € D) & ijz |(u|vj)|z <+ 00 (13f)
j

YV ue D(a) Bu-= -é X:L,.’j(ulvj)v_i R (13g)

i

V u € D(A) Za(u,vj) 5-‘— = Z:c..’j(ulvj)(vj|vn)vn = ZiZ:(Bulvn)vn s (13h)
i SIS n

V i,n wyvlv,) = - ij(vi|vj)(vj|vn) . (131)

j
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Preuve :

A .. .
Soient wj = (-10‘i /wj,v;) les vecteurs propres de T associés a ses valeurs propres iw; non

nulles. Soient w, = (-2 [A-I(KerA) n an]‘,vn) une base Hilbertienne de Ker(T). On convient

naturellement de répéter w; un nombre de fois égal 4 sa multiplicité et de normaliser les
vecteurs w; et w, pour la norme produit. La famille {w;,w,}; constitue ainsi une base
Hilbertienne de D(a)/Ker(A) x H si bien que :

a(vi,Vj) + (l)i(l)j(vilvj') = wiwj Sij’ (13a)

4(an I A-I(KOrA)L bvm) + (vnlvm) = Snm ? (13c)

(vylva) = - 2L (vIBv,) (13d)
J''n w J n’»

i

V we D@a@)/Ker(A)x H : w= Z((ule))wj + Z((ulwn))wn .
j n

Si I’'on considére des champs de la forme w = (0,u) et w = (1,0), on obtient :

YVue H u= Z(ulvj)vj + Z(ulvn)vn (13e)

j n

Y u € D(a) Z ia(u,v;)v;/w; = ZZ (u/Bv,)v, , (14)
j n |

Par ailleurs, on déduit de la proposition 6 que :

ue Da) &« ijz |(u|vj)|z <+00 , (13f)
i
et que :
V ue D(a): -2Bu = Ziwj(ulvj)vj . (13g)
i
De :

a(vi,vj) + 2iwi(Bvi|vj) - wiz(vi|vj) =0,
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on déduit que :
w #w; = (@ + @) (vilv;) - 2i(Byylv;) = 0
et grace a (13a) que :

Ce qui prouve (13b). Combinant (13d) et (13g), nous sommes conduit 2 :
wi(vjlvy) = -2i(Bvy|v,)

= - ij(vi|vj)(vj|vn). (13i)

J
De plus, en vertu des expressions (14) et (13f), on obtient :

VY u € D(a) Za(u,vj)vj/wj =2 Zi(B“Wn)Vn

J n

= Z w;(ulv;)(v;lVa)Vps (13h)

j»n

ce qui termine la démonstration. =

4- Caractérisation variationnelle des vecteurs propres.

On considére 2 nouveau dans ce paragraphe un probleme de la forme F()) + A, avec F
analytique dans O C C et A auto-adjoint, borné inférieurement. On obtient, sans peine,

une généralisation de la caractérisation du paragraphe 7 du chapitre précédent :
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Proposition 8 :
Soient u € D(A) (u # 0) et A € C. Alors ;

a- Les propositions suivantes sont équivalentes :
1- (FQ) + A)Ju=0,
2- ¥V v € D(a) (ou D dense dans D(a)) ((F(A)+A)u|v) =0.

b- Si A € I (cf. proposition 3) alors 1 et 2 sont équivalents 4 :

3-Ju= % {a(u,u) + (F(A)u|u)} est stationnaire au point u de D(a) .

Preuve :

Elle est analogue A celle de la proposition 17 du chapitre 2. Il suffit de noter, pour le point
3, que la dérivée de (F()\)ulu) est la fonction : v — 2Re{(F(A)u|v)} dans H et D(a). =

5- Probléme d’évolution associé.

Proposition 9 :

Soient A un opérateur auto-adjoint positif tel que 0 soit isolé dans le spectre et B un

opérateur continu antisymétrique. Considérons le probléme :

Y we D@): (vIw)" + 2(BYiw) + a(v,w) = (flw) , v(0)=v, V(0)=v, . P)

a- Si f € Co[0,+ oo[,H) et (v,,v,) € D(a) x H, le probleme (P) admet une solution
unique dans C9([0,+ oo[,D(a)) N CI([0,+ oo[,H) qui vérifie :

t
v ] < Vgl + tlv, + 2Bv, | + L«-s) 1] ds -

b- Si I’on suppose simplement que A est borné inférieurement mais que
f € CY([0,+ oo[ ,H) et que (vq4,v,) € D(A) xD(a) , alors :

v € C[0,+ oo[,D(A)) N CY[0,+ oo[,D(a)) N C*[0,+ oo, H) et : V' + 2BV + Av = f .
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Preuve :

a- Etant donné f € C°([0,+ oo[,H) et (v,,v,) € D(a)x H, montrons tout d’abord I'équivalence

des problemes :

v € Co(0,+ oo,D(a)) N C[0,+ oo[,H) , v(0)=v, ,¥0)=v,
(vlu)- + 2(B¥{u) + a(v,u) = (flu) V¥ t € 0.+ oof

et:

w € C[0,+ oo[,D(A)/Ker(A) x D(a)) N C}([0,+ oo[,D(a)/Ker(A) x H)

t
w=Tw+ 0, J f(s)ds + v, + 2Bv, , w, = (6,vo)
0

t

avec : w = ((J v(s)ds)A,v(t)) et ou D(A) est muni de la norme du graphe.

0

S 0

L@

En effet si v € C9%[0,+ oo[,D(a)) N C([0,+ oo[,H) est solution de (P), on obtient par
intégration dans R et en vertu la continuité de B dans H et de celle de a dans D(a) :

t t
(u) + 2(Bvju) + a(J v(s)ds,u) = (J f(s)ds|u) + (v Ju) + 2(Bvgu) .
0 0

Il découle alors du premier théoréme de représentation que :

0 0 0

t

t t t
J v(s)ds € D(A) et A(J v(s)ds) = Jf(s)ds +V,+2Bv, - Vv -2Bv.

Remarquant que l’application t — J f(s)ds appartient & C([0,+ oo[,H), il est clair d’apres

0
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t t
I'expression de A(J v(s)ds) que l'application t — J v(s)ds appartient 4 C%([0,+ oo[,D(A)).
0 0

t

Posant w(t) = ((J v(s)ds)A,v(t)) et tenant compte de l’expression de T (cf. proposition 6),
0

cela nous conduit au probléme (P).

Réciproquement si w = (¥,v) est solution du probleme (P’) :

v € CO[0,+ oof,D(a)) N CH[0,+ oof,H), V(0) = v, , ¥(t) =9

t
et V=-Av' - 2Bv + J f(s)ds + 2Bv, + v,.
0

On en déduit que :
t A

¥ = (J v(s)ds) , ¥W0)=v,,
0

et que:

t
Y u € D@): (Yu) = - a(v’,u) - 2(Bv|u) + (J f(s)ds + 2Bv, + v,|u)
, 0

La fonction t — (Y]u) est donc dérivable pour tout u et :
(Vlu)~ = - a(v,u) - 2(BYju) + (flu) ,
v est donc solution du probléme (P).
Considérons maintenant le probléeme (P’). Remarquons que d’une part :
t A
(O,J f(s)ds + 2Bv, + v,) € C([0,+ oo[,D(a)/Ker(A) x H) et que, d"autre part, -iT est auto-

0

adjoint dans D(a)/Ker(A) x H (cf. proposition 6). Le théoréeme de Stone nous permet donc
d’affirmer l’existence et l'unicité de la solution du probléme (P) et donc de celle du
probleme (P’). De plus puisque la solution de (P’) est de la forme :
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t S
w(t) = exp(tT) w(0) + J'exp((t-s)')i") (o,J £(r) dr + v, + 2Bv,) ds .
0 0

On en déduit que :
tes

] < fwo] < [wo)] + [ f [ dr ds + ¢][v, + 2Bv,|
0J0

t

= || v| +t] v, + 2By, | + L(t-s) [£@s) | ds .

b- C’est une simple application du théoréme de perturbation bornée de Trotter Kato et cor-
respond A I'approche classique (voir Dautray & Lions volume 3). On considére I'opérateur
T, de D(a)x H, défini par :

T, = [_‘L (I)] avec D(T,) = D(A) xH

On munit D(a)x H de la norme dont le carré est :

vy lag = atuu) + A w2+ vz x> @) .

On peut alors montrer (cf. Dautray & Lions, Vol. III) que T, génére un semi groupe de
classe CO.

Puisque

_ 0 0
T-To+|:0 _23],

le théoréme de perturbation bornée montre alors que T génére un semi groupe de classe CO.

Le théoréme de Hill-Yosida permet de conclure. m

Supposons maintenant, comme dans la proposition 7, que le spectre de L( ) est ponctuel,
on obtient alors la :
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Proposition 10 :
Dans les conditions et avec les notations de la proposition 7, l'unique solution du
probléme (P), s’exprime sous la forme :

v(t) =

. . . . t .
Z vi (Vv it + 2 (v, + 2Bvgvi)1 - 1) + J(f(s)wj) (1 - ey ds )+
j i i Jo

t

+ Z Vo { (Vovp) + t v+ 2Bvlvy) + J(f(s)lvn) (t-s) ds } , (15)
a 0

Preuve :

On considére comme dans la proposition 7 une base hilbertienne de D(a)/Ker(A)x H :
(w; = (-i%/wj,v;) , Wy = (-2 [A'l(Km_A)J_an]",vn)}j_n
constituée de vecteurs propres de l'opérateur :

0 J

T= A 2B , (cf. proposition 6).

t
D’aprés la proposition 9, w(t) = ((J v(s)ds)A,v(t)) est solution de :
0

w =Tw + (0,h)

) :
avec h = J f(s)ds + v, + 2Bv, et w, = (0,v,) (16)
0




Une Classe de Problémes Spectraux Non Linéaires page 157

Par projection sur la base, on obtient :

((Ww;)) = iwy(WIw))) + ((O,h)w;)
((Mw,)) = (O,h)w,))

et donc :
. - > t . t
w(t) = Z wj {(volvy)e i’ + J—j< (h()v;) - (h(O)|v;)e™* - L e“i) (f(s)lv;) ds )
j
t

+ Z w, { (volvy) + t(h(t)v,) - J-s(f(s)|vn) ds },
0

n
d’ou:
. t . . t . t . (t )
iw: iw; 1 iw: (t-s
v(t) = zj:vj {(volvy)e ™) + ij(v1 + 2Bv lv;)(1 - ")) + ;;L(f(s)hﬂ (1-e3" )ds}+

t
+ Z Vo {(Velvy) + t (vy+ 2By lv,) + J(f(s)lvn) (t-s) ds } ,
5 0

ol la normalisation des v; et des v, correspond 2 la norme produit :
a(vi,vy) + wA(vilv;) = w2,

c’est a dire :
2

2(vilv;) + o (Bvjlv;) = 1
i

et:

4(Bv,|A Bv,) + (vjjv)=1. m

(KerA)+
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Si I'on suppose que v, = v, = 0, on est donc conduit 4 :

[t , t
v(t) = Z v; ijL(f(s)wj) (1- ey gs 4 Z Va Jo(f(S)Ivn) (t-s) ds . (17)

] n

Remarquons pour finir que le probléme :
VvV +2BV+Av=f | veE DA

peut prendre la forme :

w' = exp(tB) {B2 - A) exp(-tB)w

avec :

w = exp(tB)v € exp(tB)}(D(A)) ,

ou l'opérateur exp(tB) est unitaire. La difficultée est maitenant que le domaine dépend de ¢.
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IV. MODES PROPRES DE LA TERRE OU D'UNE PLANETE.

Nous précisons dans ce chapitre comment les résultats obtenus dans les chapitre précédents
s‘appliquent au cas de la Terre ou plus généralement d’une planéte. On montre notamment com-
ment les critéeres de Min-Max permettent d’appréhender le mode de Chandler et la Nutation
libre du noyau externe.

1. Introduction.

Historiquement 1’étude du spectre des vibrations d’un corps solide élastique autogravitant rem-
onte aux travaux de Poisson (1829), de Lamb (1882, négligeant l'auto-gravitation) et de

Bromwich (1898, tenant compte de I'auto-gravitation pour un corps incompressible).

Love fait dans son livre "Some problems of Geodynamics” (1911) une étude compléte du spec-
tre dans le cas d’un corps solide sphérique et homogéne. Cela ouvre la voie a la description de
la zone sismique du spectre des vibrations terrestres, c’est a dire des vibrations libres de période
inférieure 4 54 minutes environ. C’est dans un enregistrement du séisme du Kamtchatka de
novembre 1952 que fut identifié pour la premiére fois un mode propre par Benioff. Ceci donna
un regain d’intérét pour les calculs numériques de modes sismiques 4 partir de modeéles de Terre
obtenus par l'interprétation des temps de parcours des fronts d’onde conduisant a l'excellente
prédiction théorique du spectre constatée aprés le séisme du Chili en 1960 (cf. Pekeris & Jarosh
(1958), J.G.R. 66, (1961)). De nombreux travaux furent également entrepris sur la dualité
modes-rais (Brune (1964), Ben-Menahem (1964)).
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1l semble que ce soient Alterman et al. (1959) qui ont montré les premiers la possibilité
théorique de périodes plus élevées en prenant en compte le caractére fluide du noyau externe.
Considérant en effet un modéle 4 manteau et noyau homogeénes, ils obtiennent une période
propre de 100,9 minutes pour un mode sphéroidal d’ordre 2 (§,%) du noyau. Pekeris et Accad
(1971) ont fait une description plus générale de ces modes, dans le cadre de la symétrie
sphérique et en introduisant le paramétre local de Brunt-V4iissiili, familier aux astrophysiciens.

Denis (1971), comme on 1'a rappelé au chapitre II, a proposé une description de ces différents
modes. Ainsi le spectre comprend, outre le spectre sismique (p), tel le spectre des modes de
gravité (g) correspondant 4 des oscillations confinées dans le noyau externe et le spectre des
modes de Kelvin associé aux interfaces fluide-fluide et solide-fluide.

En configuration sphérique, il est d’usage de classer les modes de méme ordre angulaire 1 par
ordre de fréquence croissante. On note ainsi T, les modes toroidaux du manteau et .S, les
modes sphéroidaux. L’ordre n d’un mode toroidal, ou d’un mode sphéroidal d’une boule liquide,
est directement lié au nombre de noeuds du mode, puisqu’il est régi par un opérateur de Sturm
- Liouville. Ce n’est plus le cas des modes sphéroidaux d’un corps comprenant une partie solide.
Denis (1974) essaye de classer les modes sphéroidaux d’un solide en deux groupes. L’un se rat-
tache aux modes de type (g) et I'autre aux modes de type (p). En effet le module d’incompres-
sibilité x et la masse volumique p étant fixés, les modes sismiques évoluent en se dissociant vers
les classes (p) et (g) lorsque la rigidité p tend vers 0. Dans cet ordre d’idée, mais avec un point
de vue pragmatique de sismologue, Okal (1978) propose une classification des modes en 5 fam-
illes d’aprés leurs propriétés physiques. Cette classification comprend :

- Les modes K du noyau, inobservables, a forte vitesse de groupe qui se répartissent en
branches réguliéreé. La premiere branche (,S,q, ,S,7, ,S;5.--) correspond aux modes de Stoneley
(ou de Kelvin) associés a l'interface noyau-manteau. La deuxiéme (,S,, ,S,, ,S,, S, Se> 4570
v453, §3g---) comprend les modes de Stoneley associés a l'interface graine-noyau externe. Les
autres branches sont constituées de modes confinés 2 la graine.

- Les modes C (colatitudinaux) qui correspondent a4 une vibration de la Terre essentiellement en
cisaillement, 4 faible vitesse de groupe (< 5km/s) et s’apparentent aux modes toroidaux de
méme nombre angulaire.

- les modes V (verticaux) a fort déplacement radial, et a vitesse de groupe de I'ordre de 102 18
km/s dont les prototypes sont les déplacements purement radiaux.

- Les modes R (Rayleigh) qui s’agencent régulierement (ce qui est pratique pour l'interpolation)
en branches, dont la principale forme les ondes de Rayleigh classiques, et correspondent a de
relativement faibles vitesses de phase et de groupe.

- les modes H (hybrides), rebut inclassable a vitesse de phase de 'ordre de 16 4 25 km/s.
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L’influence de la rotation terrestre et de l'ellipticité sur le spectre sismique est relativement
faible. Elle est donc bien décrite par un calcul de perturbation (Backus & Gilbert (1961),
Dahlen (1968, 1969), Woodhouse (1976), Woodhouse & Dahlen (1978) et chapitre V). Le prem-
ier a avoir montré sa grande importance sur les modes du noyau est semble-t-il Smylie (1974).
Dans le cadre de la symétrie sphérique et d’'un noyau homogéne il a en effet montré que les
harmoniques (“undertones’) du mode sphéroidal d’ordre 2, .S,2 ont une limite en période finie
(et non plus infinie comme en l'absence de rotation). Son travail ne tenant pas compte des cou-
plages entre modes, donne comme limite 36 heures environ. Cette limite est ramenée 3 20
heures par Crossley (1975) grice a la prise en compte du couplage avec les modes toroidaux
T,2. Johnson et Smylie (1977) parviennent 2 tenir compte de 6 termes de couplages entre modes
par un principe variationnel et diminuent encore cette limite.

Des études de méme type tenant compte de I'ellipticité ont été menées par Shen (1976, 1978),
Shen et Mansinha (1976), Smith (1977) et Wahr (1981).

Les résultats numériques concernant les modes du noyau apparaissent comme extrémement
dépendant de la maniére de prendre en compte le terme de Coriolis. Cela a incité un certain
effort théorique. Olson (1977) a étudié ces modes pour un manteau et une graine homogénes en
négligeant la composante tangentielle de la vitesse de rotation. Il a ainsi obtenu les solutions en
terme de fonctions de Hough. Plus récemment des études plus théoriques ont été menées dans le
cadre d’équations simplifiées par des arguments d’ordre physique. C’est le cas de Crossley &
Rochester (1980), Friedlander & Siegmann (1982), Friedlander (1985), qui ont utilisé 'approxi-
mation de Boussinesq, et de Smylie & Rochester (1982) qui ont introduit I'équation "subsis-
mique”.

On trouvera dans l'article de Wahr (1981) la description la plus compléte des modes. Il appa-
rait, outre les modes déja indiqués (voir aussi Hopkins (1839), Hough (1895), Sludskii (1896),
Poincaré (1910), Slichter (1961), Melchior (1973), Toomre (1974), Dahlen & Smith (1975), Smith
(1976, 1977), Sasao & Wahr (1981), Chao (1983)) :

- le groupe des modes quasi-rigides comprenant, mis a part les translations uniformes non
cinématiquement admissibles, les quasi-rotations qui forment 2 modes physiques :

. la nutation de I'ensemble de la Terre, ou "Tilt over mode" qui correspond 4 un changement
de direction dans I'espace Galiléen de I'axe de rotation et est donc associée a la fréquence Q] .
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. "'axial Spin mode" de fréquence nulle qui correspond a une rotation fixe de la Terre autour

de son axe.

- 1a nutation libre du noyau qui peut étre vue comme le "Tilt over mode" du noyau seul. Elle
est perturbée par la non symétrie des interfaces avec le manteau et la graine et induit des
déformations qui tendent a la ralentir. Elle correspond donc 4 une nutation du noyau associée a
une fréquence légérement plus grande que 1. Dans l’espace Galiléen, I'axe de rotation du noyau
décrit trés lentement un céne dans le sens progradre.

- les modes de Slichter qui sont essentiellement constitués des translations de la graine dans le

noyau externe.

Notons que I'hypothése de diverses symétries sphériques permet de multiplier les nutations
dans les différentes parties de la Terre. Par exemple si 'on suppose que la graine posséde cette
symeétrie, on est amené a considérer ses nutations libres.

Sur le plan observationnel, on a été jusqu’a ces derniers temps dans I'impossibilité de faire des
observations cohérentes sur les modes du noyau et de Slichter. On notera toutefois les travaux
de pionniers de Richter (1983) et de ‘Melchior & Ducarme (1986). Richter a analysé vingt mois
d’enregistrement d’un gravimétre supraconducteur et n‘a rien vu de significatif. Quant a Mel-
chior & Ducarme ils ont décelé plusieurs pics spectraux aux environs de douze heures de
période dans une série de trois ans d’enregistrement de méme type. Seul un pic 4 13.9 heures de
période perdure 60 jours aprés les deux tremblements de Terre profonds présents dans la série.
Ils attribuent cette période 2 un mode de Slichter. Quoi qu’il en soit il semble probable que se
développera, parallélement aux réseaux internationaux sismologiques du type de Géoscope ou
d'TIRIS, un réseau de gravimétres supraconducteurs qui permettra une meilleure séparation entre
le spectre du noyau et le spectre des marées (cf. Rochester & Crossley (1987)).

Terminons ce paragraphe par la mise en place préalable a la description mathématique des
modes. Nous avons vu au chapitre II que le cadre naturel de I'étude mathématique de
I'opérateur de I'élasto-gravité A était L2(V,dm), I’espace des champs a énergie cinétique relative
finie. Convenons de noter respectiverment par B et L,, comme au chapitre III, 'opérateur :
u—aAuetlafamile: A —L, =22 +2\B+A.
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Puisque A et B sont des opérateurs réels, le spectre de L, est symétrique par rapport a l'axe
réel. Ainsi iw est valeur propre si et seulement si -iw l'est, et les sous espaces propres corres-
pondants se déduisent par conjugaison complexe. Il ressort de I'étude du probleme d’évolution
(voir proposition 10 du chapitre précédent) qu'un mode physique de fréquence propre w est
représenté par deux vecteurs propres conjugés associés aux deux valeurs propres +iw . Si w (iw)

et w (-iw) sont ces vecteurs, le mode propre réel est de la forme :

v(t) = cte (welwt 4+ we iwt) = cte {w;_w cos wt - wz-i ¥ sin wt } (1

Considérons deux vecteurs t et k fixes dans R3, on obtient :

B(t+ kAax) =Qat+ (Qx)k - (QKkx.
De sorte que si (e,, €,, €; = ]—?ﬂ-) est le repére orthonormé associé aux axes d’inertie :

B() =0, Be, t ie,) = ¥ if} (e, * ie,) . @)

On en déduit que 'espace des translations uniformes réduit L,. En effet, on obtient grice a la
proposition !3¢ du chapitre 2 :

Lo(0) = 0 et Lygle, £ ie,) = 0 .

Il est important de remarquer que cet espace réduit aussi bien B que A. Cela permet de restre-
indre, sans encombre, I'étude de la famille L, a 'espace H des déplacements cinématiquement
admissibles qui lui est orthogonale dans L2*(V,dm) :

H={ue L’(V,dm):J.udm=0},
v

puisque H réduit alors A ainsi que B.
On vérifie sans peine que des quasi-rotations sont modes propres de L,. Il résulte en effet de
la proposition 13b,c du chapitre I et de (2) que : )
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Lo@a )=0,Lya(e;xe,)a )=0.

Le vecteur propre réel § A . constitue "l"axial spin mode" de fréquence nulle. Le mode physique
associé aux vecteurs propres (e, * ie,) A . est le "Tilt-over-mode". En effet d'aprés (1) le
déplacement physique associé 4 ce mode est de la forme :

u(x,t) = cte r(t) AX

avec :

r(t) = cos(lt) e, - sin(lt) e, .

Ainsi le vecteur r tourne dans le sens rétrograde a la fréquence 0 dans le repere (e,.e,). Il est

donc fixe dans l'espace Galiléen. Ce mode est bien associé 3 un changement de direction de
I'axe de rotation dans cet espace.

2. Cas d’une planéte solide. Mouvement Chandlerien.

A est alors défini par le triplet variationnel : (HX(V) n H,a,H)) ou les diverses expressions de
a sont données dans les propositions (11) et (12) du chapitre 1II.

Nous supposerons que A est positif dans H. Ce qui n’est pas acquis a priori. En effet, comme
nous l'avons remarqué déja a la suite de la proposition 13 du chapitre II cela suppose, par
exemple, que I, est la plus grande valeur principale d’inertie et que :

J (9dik, +2tr(o,) - p¢" }dV 20,

Y

ou dix, est le module d’incompressibilité, ¢ * le potentiel de la pesanteur et o, la précontrainte.

Cette hypothése est néanmoins trés vraisemblable. On déduit alors des propositions 4 et 6 du
chapitre III 1a :
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Proposition 1 :
a- Le spectre des oscillations libres est discret. Les fréquences propres constituent une suite

croissante (wg) :

Wy = Mingep () dims=mMaXyes {P(W)

avec p(u) = (BUY) + J(ilz:lle:lxrgu,u))l/z,

et 4 chacune de ses fréquences propres n’est associé qu’un nombre fini de modes physiques.

b- La famille des vecteurs propres est surcompléte dans H et celle des modes génére
L’gs(V,dm)n H.

Dans le cas oit A n’est pas positif, la proposition 4 du chapitre III ne permet pas d’exclure une
instabilité dynamique, c’est 4 dire que certaines fréquences propres aient une partie imaginaire
non nulle. Une étude mathématique reste a faire pour préciser - exactement - les conditions
d’apparition d’une telle instabilité. (Par exemple on voit facilement que lorsque A et B commu-
tent sur D(A) cette condition est : A - B2 non positif) .

Revenant au cas A 2 0, I'expression obtenue pour w_, permet de préciser les premiers modes :

Proposition 2 :

On a les estimations suivantes pour les premiéres fréquences propres :

w,=0(QA )
1/2
(Is = Iz) (Is - 11)
wzs{ 1112
w; < 1.

w, est la fréquence de Chandler. Le mode associé correspond au mouvement d’Euler pour un

corps élastique. Ainsi I’élasticité a tendance 4 diminuer la fréquence.




page 168 Chapitre 4 -

Preuve :

On a déja vu au paragraphe 1 que "'axial spin mode" A « est associé a la fréquence 0.

D’aprés la proposition 1 :

w, < Maxg p(u) et w; < Maxg p(u) ,

pour tout sous-espace S,, S; de dimension respective 2 et 3 de IXa). On choisit pour S; I’espace

des quasi-rotations et pour S, un sous espace de la forme :
S,={u(x)=(k+cfl) Ax avec k0Q=0}.

Observons que :

YVue §, =auu)=ak Ax, k Ax)

puisque :

A QaAx)=0,

et que :

(Bulu) = (B (k A x)k Ax) + 2ic Im{ L/ﬂ.x (k AQ2).x dm}

= (B (k Ax]k AX)

du fait que  est une direction principale d’inertie. Il s’ensuit que :

- Ak ax]?
pu) = plk A x) [k ax+cQax]z’

et donc que le Maximum de p(u) sur S, est atteint lorsque ¢ = 0.

Il en résulte que



Modes Propres de la Terre page 169

w, < Ming, giegz (b + (b% + 2)1/2 )
Wy & Max, giegz ( b+ (b2 + 2)1/2 )
avec : |

u(x) = (e, + (x + ifle,) Ax,

_ auw) _ a2 (I, - 1)+ (a2 +p2) (I, - 1)

I, + (o + £2)I, ’

_ (iBulu) _ L +1, -1
b (uu) B|Q| I + (a2 + B2, °

La stationnarité de (b + (b2 + a)1/ 2} se traduit par :

4b’(ab’-ba’) = a2 et 2b + %',— <0,

en désignant par “ la dérivation par rapport & @ ou par rapport 4 . Cela conduit 3 :
aX(l; + I(a? + £2)) (4,1, - 1)B? + (I, - )3} =0,

(I, + (o - AL ({1, + (o2 - IL) (I, - I, + (a2 + £2) (I, - 1)) -
-2 (L + L - 1) (I, - 1)) - A2, - 1) (I, + (@ + BAL) = 0,

avec la condition 2b + %—, <0.

Le Minimum est atteint pour :

1/2

I1 Ia'Iz
Q-O,ﬁ—-{gla—_—lz (I,21,,1,21,)
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(@, - LXI, - LXI, + 1)
= 2
a= 0 =y or T o)
1/2
G -IXL-1)] L+L-1
b=-|0 :
||{ I, 1, A, -1, - 1,

Le Maximum est atteint pour :

a=0,8=1,
A,-1, - 1,
S
L+1, -1
b= y) 1 2 3
| | I, +1,

On en déduit que :

1/2

w, < w, = |0 {(13 - Ii: g’s - Iz)}

et que d"aprés la formule (1) du premier paragraphe, 'estimation du mode physique est :
v(t) = cte r(t) AX

avec r(t) = { (I, - Il))l/ 2 cos(wgt) + (I (I, - Iz))l/ 2 sin(w,t) } .

r(t) a donc un mouvement prograde.

Quant 2 w; on obtient :

wy < o] .

ce qui correspond au "Tilt over mode" . =
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3. Cas de la Terre. Mouvement Chandlerien. Nutation libre du Noyau.

L’opérateur de l'élasto-gravité est alors défini par le triplet variationnel (D(a),a,H) ou les

diverses expressions de a sont données dans la proposition 14 du chapitre II et :
D(a) = { u €H: ug € HYVg), up € H(div,Vy, LZp U dVg) et [u.n] = 0 sur Vg N V)

Les résultats que nous avons obtenus concernent essentiellement le cas ol le noyau externe est

supposé isentropique. Dans ce cas on définit :

E,={u€& Da):ug =0, div(pup) = 0 et n.up = 0 sur Lp U 3V},
H, = E, (fermeture dans L¥V,dm) ,

E, = E,* n D(a) (L au sens de L*V,dm)) ,

= {u € D) : up € H(div,Vp,LATUVR)) N Hy(div 0,Vp)+(usuel)
fu.n] = 0 sur 3Vg N dVg},

H, = E, (dans LV,dm))
={u€ H:up € grad(H{(Vy)) } .

Si Fon suppose que le noyau externe est dépourvu d’interface, I'espace E, se réduit a (voir la

remarque suivant la proposition 15 du chapitre II) :

E,={u€ H:ug € HY(Vg), up € grad(H¥(Vy)) et [u.n] = 0 sur 3Vg N 8V )
={u€ H(Vg U Vg)n H: Rot up = 0 et [un] = 0 sur Vg N Vg }.

Pratiquement, dans ce cas :

VueH:u=u, +u,

avec .
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u1|vF € grad(H%(Vg)) [u,n] =0 sur 3Vg N 3Vp ,
Pulvg € Rot(HY(Vg)) u,n=0sur dVgn dVp,

et (ujlu,) = 0.

On suppose, comme pour le cas d’une planéte entiérement solide, que A est positif dans H.
Cela appelle les mémes commentaires et les mémes implications qu‘au paragraphe précédent. Le
noyau de A est alors dans le cas général :

KerA=E, & C {1 ax}.

Si I'on suppose que l'axe de rotation est axe de symeétrie, le noyau devient :
Ker A=E, ® C{AX| 00 ) @ CIO AXIin,) -

Soient By; les différentes composantes de I'opérateur B dans H @ H,. Montrons que :

B, = B] == G)
Considérant :

Ker(B,,) = (u€H, : BueH, },

on déduit facilement que :

S;={u€ H:divup =0, Rotug =0, Ql.ug= 0 et [u] = 0 sur 8V N 3V} C Ker(B,,) .

11 est clair que :

B(S,) = B,,(S,)C S, .

Considérant les éléments de S, de la forme :
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u, = (3,f(x,,x,) , 3,f(x,,x,) , 0) avec Af =0 dans V,
on obtient facilement que :

B2u, = B,,%u, = |02 u,

et donc que :

92 < [By,2] < [By ]2 < 0.

Ce qui conduit a (3).

On déduit de la proposition 5 du chapitre III 1a :

Proposition 3 :

a- Le spectre des oscillations libres comprend :

. 0 qui est valeur propre de multiplicité infinie.

. Le spectre o, de la famille de H, :
L;, = - w? + 20{(iB,, - 2B,,(w - 2iB,,)"1B,,} + A,
qui est ponctuel et caractérisé par le critére :

w GUI 3ImeN : Inf{SgD(a),dimS=m} Mu{ules} f((l},ul) =0 (4)

avec :

fw.u.) = (Ly,uyluy)  -wi(uy|u,) + 20{(iB,,u,|u,) + 2((w - 2iB,,)"1B,,u,|B, u,)} + a(u,,u,) 5)
e

(uu,) (uylu,)
et le Inf est atteint.

De plus, 4 chaque fréquence propre de o, n’est associé qu'un nombre fini de modes phy-
siques. Ces modes sont de la forme :

4y 2iB,,)"1B 2iB, )-1B, 1,
{ 2 = (w = zz) 21u1 - ((.l} + 22) B21u1) } cos wt -

u-u : —
-{ 12i L. (iw + 2B,,)"1B,,u, + (iw - 2Bzz)"1Bnu1 } sin wt ,

ou u, est un vecteur propre de L,,.
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Les fréquences propres de o, supérieures A 2|Q| constituent une suite croissant indéfini-

ment {(-Jm}m?_mo telle que :

Wn = Min{SQD(a),dimS=m} Max{ules,"ulﬂ:l} { (iBuullul) +

+ ((iB,,u,lu,)? + a(ul,ul))l/ 2}, lorsque m — + o0 .
b- o\ {0} U o, & o2iB,,) .

En résumé, la partie du spectre plus grande que 2|Q| est discréte, constituée de la suite
(“’m)mZmo' C’est la partie sismique du spectre des oscillations libres. Les autres éléments du

spectre sont soit des fréquences propres décrites par le critére (4) pour m < m,, soit élément
du spectre de 2iB,, et 0 qui est fréquence propre de multiplicité infinie.

On remarquera que l'effet de couplage avec le noyau disparait asymptotiquement.

Pour illustrer le critéere de Min-Max, plagons nous dans le cas particulier de la symétrie axiale
et supposons que dans le noyau externe la masse volumique reste constante sur les ellipsoides
d’équation :

2 2 2 2
s =x,2+x,2+ x;2/2k? .

Cette hypothése est ad hoc car elle est incompatible avec I’'équilibre hydrostatique, puisque
I'ellipticité reste constante, mais elle permet de respecter I'hypothése d’isentropie du noyau
externe. Supposons de plus, comme le suggére I'expérience, que sur l'orthogonal des déplace-
ments quasi-rigides généré par la famille : { @ AX|_ing » @ AX|pane. » € AX , €, AX ) 0D ait:
A > 24 |Q|. Le détail de la démonstration de la proposition 5 du chapitre IIl montre que :

m, = J.

DNestclairque pourm=letm =2,
Min(scp(s) dims=m} MaX(y es}) f(0:u,) = 0

puisque :
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Q AXlgrpine ou mant. € E; N Ker A

et que :

Vu€E au,u)20.

Reste le cas de m = 3 et m = 4.

Commengons par calculer : f(w,(e, + ce,) A x). Pour ce faire décomposons dans E,®E, les vec-
teurs :

u(x) = (e, + ce,) AX = (cx, , ~X; , X, = CX,) . 6)
Soit :

up = gradp + ’l’ rotv avec gﬁ-=u.nsur dVg N Vg .

p est 'unique solution de :

div(pu) = div(pgradp) avec gﬁ- =un surdVgn Vg .

Ce qui conduit A :

gradp. (u - gradp) = pAp avec gﬁ- = un sur dVg N Vg .

Puisque :

gradp angrad s =0, |

et donc que :

gradp an = 0 sur 8Vy N Vg,

on cherche p qui vérifie :
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Ap = 0 et (u - gradp).grads =0 .

Cela nous méne 2 :

p = A(-Cx, + X,)X, avec f = :;—ll::

puis 4 :

u1|F = gradp = p (' CX; , X3, X, - CXI) ’ (78)
uzIF = (u = u1MF = (cxs(l + p) » 'xs(l + p) ’ (xz = CXI)(I - ﬂ)) . (7b)

L’orthogonalité de u, et de u, dans L*(V,dm) détermine 5. En effet :

(uju,) = 8 J -1 +8) (A + [c|Hxg? + (x, - cx,) (x, - € X,) (1 - B) dm
Vp
=8(1+[d)F-LF-pF)=0,

et donc :

en désignant par L, LF les valeurs principales d'inertie du noyau externe. g est l'ellipticité
dynamique du noyau externe.

Utilisant le méme type de raisonnement, on montre sans trop de peine que :

B,,u,lp = ﬂﬂzl—'& (x4, CX4 , X, +CX,) ,

leullF = Lrllﬂé_.kél (_xs , -CX3 , ‘l—-é.

1+ 8 (x, +¢x,)),

puis que :
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(0 + 2B,) B0l = o (x(l 4+ A1 X1+ B8, (- B) (%, +68) (®)
ave :

v =cQ(l + B) + wi §=cwi-(l+8N.

11 en résulte que :

(uyuy) = (@S + LF82) (1 + [cf?) ,

2ia(B,,u lu,) = 2iw(B,,u |u,)p + 2ic(Buju)g

= + 2601 - B) ¢,I|F + 2w((213 - LS),
= 2uflc, (B¥1 - ALF + 218 - 19),

(1 + [c|2) + 2¢,|Q|(1 + B)

4iw ((w + 2B,,)"1B,,u,/B,u ) = [Q]2LF(1 - f)p0 ——— Y

a(uu) = Q¥ - L) (1 + [c[?),

et donc, d’apreés 5, que :

2c,uwid
(1,3 + 1,FB2) f(w,u,) = Wﬁ { (211s - 1,3) + %8 - DLF Inlz(“.w;)z C o }-

©®)

202(82 -
- (I1s + I1Fﬂ2)“’2 + |ﬂ|2(13 -1+ Iﬁé’%{f (ﬂﬂ)2 - (lsz IlF.

Considérons maintenant le champ de vecteur de E, :
v(x) = u,(C,X) + @ A AX| . + 8 Q Ax|m , (@8)e C2.

On obtient facilement que :
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I3 +1F8
S+ LT+ (lof? + 81018

f(w,v) = f(w,u,). I

De sorte que, d’apres (4), les éventuelles fréquences propres w associées & m = 3 vérifient :
Vce C: f(wu,(c) 20, 10)
et que celles associées A m = 4 ;

Max{cec} f(w,ul(c)) 2 0. a1

c
L’expression (9) montre que f(w,u,(c)) ne dépend de ¢ qu‘au travers de la fonction 2

1+ |c|z

qui décrit 'intervalle [-1/2, 1/2] . Les extremums de f(w,u,(c)) correspondent 4 ¢ = £ i. Puisque
f(-w,u,(c)) = flw,uy(c)) ,
le signe est indifférent. Le choix de ¢ = i conduit a:

f(w,u, (i) = -20%(1,8 + LF2) + 20|Q[(20,8 - 1S + QLF - LF)82) +

) (12)
1)2(8-1)821.F
+ 20001 - 1, - B2 DLF) - 2a)p (ﬂ; ) (|€1|(iiﬁ)1 ,
I, w-la , LF o
1S + [Fg2 @ - [0(1+8) ( 1,8 Afalxt + £+ ol - )
LS -8
-+ Sogah @ - ala + g ). 13)

1

La courbe représentant f(w,u,(i)) est présentée en figure 2. On voit clairement l'effet de la
résonance due au noyau externe. A une parabole, que I'on obtiendrait seule en l’absence de
fluide, s’ajoute une hyperbole d’asymptote verticale w = |R|(1 + B).

Il se trouve, par ailleurs que les valeurs qui rendent f(w,u,(i)) positif sont celles pour lesquelles
f(w,u,(c)) est maximum en f(w,u,(i)). Les zéros de la fonction f(w,u,(i)) sont :
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|Q](1+8)

\

Figure 2 : Courbe représentative de la fonction de w, f(wu,(i)).
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w=|q], (14a)
LF-LF 1 ILF-1F

WEwyg = Q41 + 22— L 142 3 2 4 | (14b)

wN || IIF Ils[ Il

L -1 ILF-LF

w=-ug = - |0| =—A{1- =—;+} (14c)
IS I
1

Reprenant le critére (10) avec ¢ = 0 (voir l'expression (5)) et ¢ = ti, on déduit que toute

frégence propre associée 4 m = 3 vérifie :

w < wg (15)

Pour m = 4, le critére (11) devient quant 4 lui :

w< |9 a ]
ou L (16)
|9](1 + 8) < w < wy ' b )

Les estimations des vecteurs propres associés sont de la forme (cf. proposition 3) :
u=u, - 2iw + 2B,,)"'B,,u, ,
ce qui conduit compte tenu de (5), (7a) et (8) a:

us=(ix3"'x3’xz'ix3)9

e A O T %) 01 0 R ()

Le mode physique associé est, quant i lui, (voir la proposition 3) de la forme :

(17)



Modes Propres de la Terre page 181

ug = r(t) AX,

up = w—-ﬁh r(t) AX + wz-w(; :7+ 5 (x, cos(wt) + x, sin(wt)) e, .

avec .

(18)

r(t) = cos(wt) e, - sin(wt) e, .

L’estimation (15) est celle de la frégence de Chandler. L’expression (18) montre que le mouve-
ment est négligeable dans la partie fluide et qu’il est de méme nature dans le manteau et dans la
graine. Il est clair que le mouvement de la graine est lié A l'ellipticité de l'interface graine-
noyau externe que nous avons supposée identique A celle de I'interface noyau manteau. L’esti-
mation (16a) correspond au "Tilt over mode” comme le confirme (18). Reste la plage (16b) qui
correspond 2 la nutation libre du noyau (voir Toomre (1974) pour un historique et une descrip-
tion du mode ainsi que Hinderer et al. (1982)). L’expression (18) nous montre que le mouve-
ment physique est approximativement de la forme :

ug =r(t) AX

1.8
up = - il—F-r(t)sz-IOr(t)Ax.
1

Il faut bien prendre conscience que, mis 3 part le "Tilt over mode”, rien ne prouve l’existence ni
I'unicité de ces modes.

L’expression (5) montre que, u, étant fixé, la fonction f(w,u,) peut présenter une asymptote
verticale au niveau de chaque valeur propre de -2iB,,. De plus I'estimation (10) du chapitre III

montre que cette fonction est décroissante, indépendamment de u,, dés que w > (\/3-1)|n| /2. 11

s’ensuit qu’elle peut présenter nombre de zéros inférieurs a 2|02|. Sont-ils associés 4 des modes ?
Y a-t-il, par exemple, toute une famille de modes chandleriens ? La question reste ouverte. En
tous cas ces éventuelles fréquences propres doivent vérifier les inégalités (16).
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Passons au cas d’une inclusion non isentropique. On définit alors :
E,={u€ D(@):ug =0, pup € Hy(divO,Vg) et s.up =0},
E,=E,* n D(a) = {u€ D():s.Rot(u)p =0},
H, =E, ,
H, = E, (fermeture dans H au sens de L3(V,dm)) .
Comme on la montré dans la proposition (16) du chapitre II :
E, C Ker A.
On peut comme dans le cas isentropique (voir proposition 3) décomposer le spectre en :
- {0} qui est de multiplicité infinie ,
- 0, : le spectre de la famille L;, dans H, ,
eto \ 0, C 0of-2B,,) U (0} .
Mais, puisque l'injection de E; dans H, n’est pas compacte, on ne peut plus affirmer que le
spectre de o, est ponctuel. 11 est néanmoins vraissemblable que le critere de Min-Max (4) est

encore valable, le Inf n’étant atteint que dans le cas d’une valeur propre. La question reste
ouverte.

4. Caractérisation variationnelle des fréquences propres.

Une telle caractérisation variationnelle est essentielle pour les calculs de perturbation de confi-
guration. Aussi en trouve-t-on de toute sorte dans la littérature géophysique (cf. Pekeris &
Jarosh (1958), Backus & Gilbert (1967), Dahlen (1968), Woodhouse (1976), Dziewonski & Sailor
(1976), Woodhouse & Dahlen (1978), Johnson & Smylie (1977) ).
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Pour notre part, reprenant les propositions (17) du chapitre II et (8) du chapitre III nous
obtenons la :

Proposition 4 :
Considérons l'application sesquilinéaire définie sur D(a) x W{R3) ou (D(a) x H}(R3)) :
Y ((u,9),(u¥)) € D(a) x WYRS3) ((u,),(u’,¢)) — J((u,¥),(v’,¢¥)) =
a'(u,u) - (gradyju’) - (uigrady’) + (gradyigrady’)ya(gs)/47G + 2(iBulu’) - wX(ulw’) .

On a les équivalences suivantes :

1- -w?u 2iwBu + Au=0 et ¥ =9%u),
2= J((u,¥),(u’,¥")) est stationnaire au point ((u,¥),(u,¥)) dans D(a) x WYR3) ou D(a) x H{(R3)
3-V (u,¢) € D@) x WYR3)  J((u,9),(u',¥)) =0.

Dans ces expressions :
D(a) = {(u € H:ug € H{Vg) , up € H(div,Vg, LTy U 3Vp)) et [un] = 0 sur JVpN V)

a’(u,v) =

J MDD, v, + S{(p8, -gradx,).Dv (u) + (pg,+gradr,).u div(v) + (84-uXv.gradp)} dV
Vs

+ J S{(8,".u)v.n)} [p}dT + J
Zq

S((v.n)Xug.g,") [r] A + [p](go'.n)j (u.n)v.n) dT
aVgnavy

Zp

- I S{(8,-uXv.0)} pdE + J rdiv(u)div(v) + S{2p8, udiv(V) + (g, -u)v.gradp) } dV .
v Vg

Si l'on utilise un espace test de la forme D x W}(R3) ou D comprend les champs dont les

restrictions 2 Vg sont dans HY(Vy) , a’(u,v) peut s’écrire :

a’(u,v) = J. rijuDiujDkVI - S{(sDg,’u.v + (Dv(u) - udjv(v—)).gradro} dv -
A\’

- J S{(u.n){v]gradyp,} dE .
aVenavg
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Preuve :

La démonstration de I’équivalence de (a) et (b) est strictement analogue a celle de la proposition
17 du chapitre II. On introduit simplement le terme 2w(iBuju’) en plus. Ceci ne présente pas
d’inconvénient puisqu’il est dérivable dans L2. L’équivalence (b,c) résulte du caractére sesqui-
linéaire de J dans I’espace D(a) x W1(R3) que 'on n’a pas exploité dans la proposition 17 du
chapitre 2.

La dérivée de J dans D(a) x HY(R3) est :

vV (0¥) € D(a) xH (u',¢") — 2 Re{J((u,9),(0",¥)} .

la considération de i(u’y’) pour tout (u’y’) montre que (b) est équivalent 4 (¢). m

Pratiquement c’est le point ¢ qui sera utile. Si I'on se restreint au cas hydrostatique, en pre-
nant D = {u € HY(VgUVp) : [u.n] = 0 sur dVgNaVy et Iy }, on obtient :

V (u,¥) € D x HY(R3) : Jv-wzu.ﬁ-’ + 2i(Q,u,0’) + dIMDu, DU +

+ pS{u.g,div(T) - W .grad(u.g,)} - grad.w - grady’.u dV + J grad(¥).grad(¢’) 4y, _ g
Rs 4G

avec :
dWKDu; Dy, = xdiv(u)div(u’) dans Vg .

Ce critere présente I'énorme avantage de ne comporter aucune intégrale de surface, tout en
tenant compte des zones fluides et correspond au critére utilisé par Backus & Gilbert (1967
appendice A) dans le cas isotrope.

Il est équivalent au critere utilisé par Woodhouse & Dahlen (1978) qui peut étre dérivé de la
deuxiéme formulation variationelie de la proposition 14b du chapitre II, puisque les modes
propres sont réguliers.
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Signalons pour finir que ce type de caractérisation repose essentiellement sur le caractére
‘semi-borné de A. Il ne peut donc pas étre utilisé, a priori, dans le cas d'un écoulement station-

naire quelconque dans le noyau externe.

5. Probléme d’évolution.

Les résultats obtenus au chapitre IIl prouvent l'existence et l"unicité du probleme d’évolution
dans le cas d’une planéte présentant une inclusion fluide isentropique. La proposition 7 du
chapitre ITII nous montre également I'importance de l'espace :

S = Ker A n (B(KerA))t = Ker A n B~{(Ker A)*+},
qui est I'espace associé aux chaines de Jordan. En effet si u appartient 4 S, alors :

vit) =ut-2 A1 Bu

(KerA)+

est solution du probléeme d’évolution homogéne. Les géophysiciens parlent alors de modes
séculaires. Ce sont de plus les seuls vecteurs propres associés a la fréquence nulle qui intervien-
nent dans la décomposition de H (voir la proposition (7) du chapitre III (13d)). Précisons S. En
général :

S={ue D(a):ug =0, div(pug) = 0, Rot(Q Au)p = 0 et
uF.n=Osur aVs N BVF) ® C {Q Ax} .

Si I'on suppose que l’axe de rotation est axe de symétrie, il faut remplacer dans la formule
précédente C {2 Ax} par C{Q AX|pane} @ C {2 A Xlgraine} €t I'0n peut décrire exactement S.
Pour simplifier supposons de plus que le noyau externe ne présente pas d’interface et que la
masse volumique p est constante du coté fluide sur Vg N Vg,

Utilisant les coordonnées cylindriques (r ,¢ ,z) dans Vg, la condition Rot(Q A u) = 0 conduit 2 :
u=0Agradf(r,¢)) +c Q, (19a)

la condition div(pu) = 0 a:
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d_p a,f
_"’_r_L - 8,(pc) =0, (19b)

et 1a condition aux limites 2 :
d,c =0 sur Vp N dVg . (19¢)

c=0,38,f =0 est toujours solution. Pour qu’il y ait toute une autre famille de solutions, il
faut et il suffit que pour tout r :

3.p(r,s) ds +
zl(r) agKr,Z(r))

rz(’) [P(r,Z(r)) arp<r,z<r»] ' Y

en désignant par z,(r) et z,(r) les cotes des interfaces bordant une méme zone fluide.

11 en résulte qu'en dehors de cette situation exceptionnelle :
o o o
* 3¢ -/

u=a 0AX|pan + @ O AX| g, + O Agrad(f(r))

ue s & 3(a,,a,f) € C? x {f € H(Vp) =0} :

noyau ext. °

Dans le noyau externe, il s'agit des champs toroidaux cylindriques. D’aprés la forme du
mouvement associé on voit qu’il représente, en fait, la vitesse. Ceci est simplement da a la for-
mulation du premier ordre en déplacement. On retrouve ainsi que les mouvements convectifs a
vitesse toroidale cylindrique perdurent en l'absence de viscosité. On peut donc s’attendre A ce
qu’ils contribuent de maniére non-négligeable au mouvement convectif dans le noyau externe.

Dans le cas d’une planéte purement solide, l'espace S se réduit au vecteur 2 A x, c’est A dire &
"l’axial spin mode".

Quoi qu‘il en soit si I'on suppose, comme c’est le cas en Sismologie, que la partie du spectre
o N o(-2B,,) est ponctuelle (voir proposition 5 du chapitre III), ce qui est trés probable car
o(-2B,,) est vraisemblabliement ponctuel, et que v, = v, = 0, la proposition 10 du chapitre III
prouve que :
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.t ) t
v(t) = Z v; jL(f(s)wj) (1- e““i(“’)) ds + Z Vo L(f(s)lv,,) (t-s) ds
. J

j n
ol les v, constituent une base Hilbertienne de S et :

a,(Vi,Vj) + wiwj(ViIVj) = win SU N

4(an | A-I(KerA)J' va) + (vnlvm) = 6nm .

Si Yon suppose de plus que f(t) appartient a I'image de A, alors :
Y n (f(t)v,) =0

et donc :

- t .
v(t) = Z v - L(f(s)wj) (1- %) gs
J

;
. ‘_’i t ildj(t-!) i
- z g | ey 1 as s Z RGO

Soit u(t) Vélément de (KerA)L tel que f(t) = Au(t). u(t) est a chaque instant le déplacement sta-
tique correspondant a la sollicitation f(t). On déduit de la relation (13g) du chapitre III que :

D ey = ) Sauewy

j j
= Z iwj(u(s)|vj) (YjlVp) Vp = ZZ (Bujv) v, €8S.
j.n n
Par ailleurs :

wz(u(s)lvj) = (f(s)Ivj) - 2iwj(u(s)|ij)

et donc :



page 188 Chapitre 4 .

Z wi_,-(f(s)IVi) vj = wa (ESVi);lva) Vo + 2S)BY;)(V{lVq) Vo -
j j.n

Ainsi

ot _
v(t) = Z v; u:—jL(f(s)qvj) (1- ey gs (20a)
i

t .
-) i L‘“S"%) 1 a5 v
i

t -
+ Z L{ jj— (f(s))lvj) + 2(A-1(KerA)J_f(s)|ij) )v;ivy) v, ds . (20b)

J,n

avec : 4(Bv, | A™? (KerA): Bvy) + (Vqlvy) = 8 -

Ce résultat est 3 comparer a celui obtenu (équation 6-6) par Wahr (1981). Remarquons
d’emblée que sa description de l'espace S est incorrecte, sauf dans le cas purement solide.
Néanmoins si I'on utilise une base orthormale (v',,) dans L? pour représenter S - ce qui est
possible puisque ce sous espace est fermé dans L2 - on obtient que :

i i ,
> RGOS > o O )i
i m,j
puisque ce vecteur est élément de S. Cela conduit 2 :

t . .
=) i L(f(S)IV,-) it as 4y j L v vIVim s
. J
J

P J
J.m 0

t

avec (V|Vy) = 8 - Sous cette forme notre résultat est analogue a celui de Wahr; seul son
choix spécifique de la base v/, est incorrect.
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Si I'on décrit une source sismique sous la forme :
f(t) = H(t) Mggrad(6(x-x,)) ,

ou M/Pa est le tenseur moment sismique, on obtient :
(E(B1v;) = H(t) MgPan o 0)(x,) = HY) s;

et donc, d’aprés (20a) :
S; ios
v(t) = Z ;;;(1 +iwgt - e v | @1)
i

Ce qui conduit dans le cas d’une excitation réelle 4 :

t

Vi = - Vi,
w5 2w [v; ]2 - GO Avylvy)
J

- |l v -@avivyy | o "5 Y[ ,

izl
ou l'on a explicité la normalisation :
a(Vj,Vj) + wjz(vjlvj) = sz N
et donc, puisque v; est vecteur propre associée 3 la valeur propre wj
2w;(vjlv;) - GO Avlv)) = wj .
Ce résultat est analogue a ceux obtenus par Wahr (1981, équation 6-14) et Dahlen (1980). On
notera tout de méme le choix malheureux de Wahr pour la famille v’ qu’il emploie 4 nouveau.

Néanmoins cela n’affecte pas la variation du taux de rotation dans une zone "A" de la Terre

puisque, d'une part, ce terme correspond au terme linéaire en temps et que, d’autre part, on
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l'obtient par projection orthogonale dans L%(V,dm) sur la direction de Q A x|, . Ainsi :

|ﬂAx|A)
694A-RC{Z v -(lﬂAVIV) ||9'\XHA ) -
j21

Quant au cas ou le noyau externe n’est pas isentropique le probléme reste ouvert. Les modes
séculaires correspondent alors A l’espace :

S = Ker An B=(ImA) .

Il est vraisemblable qu’il apparait du spectre essentiel prés de l‘origine. De plus s’il se con-
firme qu’il y a du spectre continu, comme c’est le cas pour une boule liquide (cf. Chapitre II,
paragraphe 6), l1a mesure spectrale peut &tre singuliére, ce qui compliquerait 'étude du probléme
d’évolution. Rappelons néanmoins qu’un signal sismique n’est que trés peu lié 2 cette partie du
spectre. Par contre I'étude de cette zone spectrale reste essentielle pour la compréhension
mécanique du noyau.
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V. METHODE DE PERTURBATION POUR UNE CONFIGURATION PROCHE DE
LA SYMETRIE SPHE RIQUE.

Les méthodes de perturbation ont été largement développées en mécanique classique et quan-
tique. Nous renvoyons 2 I'ouvrage de Kato pour les aspects théoriques.

Une vaste littérature est également consacrée en mathématique appliquée aux perturbations de
domaines et aux déformations virtuelles. Citons entre autres Hadamard (1910), Garabedian &
Schiffer (1953), Polya & Schiffer (1953), Kac (1966), Joseph (1967) et Cea (1973).

En géophysique, mis A part les travaux de pionnier de Dahlen (1968, 1969), il faut signaler les
articles de Dziewonsky & Sailor (1976), Woodhouse (1976), Woodhouse & Dahlen (1978), de
Dahlen & Sailor (1979) et de Woodhouse (1980) pour ce qui est des corrections d’eilipticité et de
rotation ainsi que ceux de Woodhouse & Dahlen (1978), de Jordan (1978), de Woodhouse &
Girnius (1982), de Mochizuki (1986), de Montagnier (1986), de Tanimoto (1986) et de Snieder
& Romanowicz (1987) pour les héterogénéités latérales.

On ne trouvera donc, dans le fond, rien de bien original dans ce chapitre. Il se trouve cepen-
dant, qu'hétérogénéité latérale mise a part, on observe depuis peu (Ritzwoller et al. (1986),
Giardini et al. (1987)) nombre de "splittings anormaux" (par rapport aux formules actuellement
utilisées) de modes sphéroidaux. Le noyau est généralement invoqué pour en rendre compte.
Nous nous sommes donc efforcé de reprendre ces calculs de perturbation en utilisant les résul-
tats du premier paragraphe du chapitre I et la caractérisation variationnelle du paragraphe 4 du
chapitre 1V. Cela fournit également une dérivation originale des équations de Clairaut et leur
extension au cas orthotrope au premier et deuxiéme ordre. On obtient aussi l’expression des
perturbations des fréquences propres dues a lellipticité en général et dans le cadre orthotrope en
particulier. On notera une différence, pratiquement négligeable, dans le terme de perturbation
gravitationelle avec I'expression obtenue par Woodhouse & Dahlen (1978) qui fait actuellement
référence dans le cas isotrope. Nous analysons l'influence d’'un mouvement convectif dans le

noyau et concluons par I'expression de la perturbation Lagrangienne du signal.
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1. Perturbations de rotation et de paramétres.

Dans ce paragraphe, on suppose que la configuration sphérique est conservée. Cela permet
d’éviter une formulation faible. Afin de pouvoir utiliser l'alternative de Fredholm on doit se
restreindre aux valeurs propres isolées de A. C’est le cas de toutes lorsque 'on suppose que le
noyau est isentropique. Par contre on doit se restreindre aux fréquences sismiques dans le cas
général.

Désignons respectivement par

- w, la fréquence propre associée au nombre quantique x = (£,n,6) ou £ est I'ordre angulaire, n

I‘ordre radial et e spécifie le type du mode, ¢ = 1 pour sphéroidal et ¢ = -1 pour toroidal ;
- V, le sous espace propre de dimension 2£ + 1 associé a w, ;
- P, le projecteur orthogonal sur V. dans L2(V,dm).

On considére maintenant une évolution virtuelle qui respecte la position spatiale (cf chapitre I
paragraphe 1). Soit u, . (t) I'une des (2£ + 1) branches de vecteurs propres associées 2 Ila
fréquence propre w, :
= Wi (O (1) + 2w, (DB () + A, (1) = 0, BO) = 0 ; ()
on obtient par dérivation virtuelle :

(A-w2)buy o = (Quybwy o - 2iw, B - A, 1 .

Si w, est isolé, (A-w?,) est un isomorphisme topologique de V., + N D(A) sur V,+ ; on notera

par (A-w?,)"! son inverse :
(A-w2 )"t : V. L — V.1 n DA).
Ainsi :

(gl gy - 20,36B - 6A)NUy € Vit )
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et donc :

P,(6A + 2w, iB)u, = 2w, Sw, pu, . 3
Posons :

H = (6A + 2w,ifB)

H>'= P_HP,

H*= =,

Il est d'usage d'appeler H* "l'opérateur de splitting" de la fréquence w,. C’est un opérateur

auto-adjoint de l'espace V, de dimension (2£ + 1).

L’expression (2) nous montre que les différents 2w, éw, ,, sont les (2¢ + 1) valeurs propres

(m| < & de H*, associées aux vecteurs propres u, .

Ainsi :
_ (H*uy Uy 1)
Soxm ™ Ty Tl | )
(1 - Psu, o, = - (A-w2 )"t (1 - P,) Hu, b} @)
Sign= = (A = 0371 = P)Hy + ) (Bl oMt c )

m

De l'orthogonalité des vecteurs propres dans l'espace produit (cf chapitre III proposition 7,
13a) on déduit que :

(GAU Uy i) + WAy |80y ) + (B ol Uy 1) + (69U Uy o )p2} = WSy g + By 1)

On déduit également de (2) que :
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2w, Z Wy = Z tr H* ()

X, MW, = XW, =W

Cela donne l’expression de la translation d’un paquet de multiplets associé au "splitting” des

modes.

Il est d'usage d’utiliser comme V_, la base des vecteurs harmoniques sphériques d’ordre ¢ :

Vem: Sur cette base l’'opérateur de "splitting" est représenté par la matrice :

H - (6AVy ml Ve ) + 20, (i6BV, | V') .
mm Vool Vi)Y AVl V) 2

Une nouvelle dérivation virtuelle de 1’expression (1) nous conduit 2 :

(A-w?)6,u, o = -2(6A - 2w, 6w, + 2w, i6B) Su, , +
+ (Quyb Wy oy + 26wy )? - 416BSW 1 - 2iwy6,B - §,A) u,

Cela montre que :

P {-2(6A - 2w, bwy r; + 20, i6B) Su, \ +
+ Quyb,wy m + 2(8wy ;)? - 4i6BSw, o - 2i6,Bw, - §,A) u, 1} =0

et donc, griace a (4b) que :

(208,00 m + 2060 1)) [ Wy [|2 = - 2((A-02)™Y(1 - P,)Hu, 4[(1 - P)Hu, ) +
+ 46w, ,m(stux’mlux'm) + ((6,A + 2wxi62B)ux’m|ux'm) s

ce qui conduit 4 :

| B>, 2
wz . wz

2805 + Bty |V |2 = - 2 Z b 88y (5B ) +

+ ((6,A + 2w,i8,B)u, lu, 1) . (6)

puis en vertu de (4a) 2 :
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Lswe )= Z |0l 1 8Byl ) (Ul ) |
2 2 xm ey ] o CRS S IO ERN W
wx’*wx
. 1 ((6,A + 2w, i6 B)uxmluxm)
2 Tweml? ’
awzx,m = alwzx,m + % azwzx,m
(U, Uy ) 1 (i‘SBuxmluxm) Z |Hxx m"z
= j‘——_"u’—"— l + — —"—'—"—'— - + 7
Uym 2 * Wy Uy m 2 (w2e-why )" ux,m—” 2 )

’
w x*wx

1 ((6,A + 2wis,B)u, ,mlux,m)

+ -
2 luem 12

On remarque l'effet de résonance en (w2./-w?,) bien classique pour une théorie du deuxiéme
ordre. Cet effet peut étre exagéré dans le cas de deux fréquences trés proches ; la formule est
alors inutilisable. I1 se peut aussi que dans le cas d’un noyau non isentropique on doive rem-
placer la somme sur les modes du noyau par l'intégrale spectrale (voir la proposition 16 du
chapitre IT) :

(dE5(1-P)Hu, (1-P)Hu, )
A-w, 2 ’

.[\ € o,(A)

Dans le cas ou 6B = §,B = §,A = 0, on obtient la translation moyenne du carré de la fréquence :

L () - Z 1y

Sw?, = T

Dahlen (1969), Luh (1973, 1974), Woodhouse (1980), remarquant les grands couplages inter-
venant entre modes voisins, ont proposé la "quasi-degeneracy theory" qui consiste simplement 2
supposer que les fréquences w, pour x € K sont identiques, en désignant par K l'ensemble des
multiplets interférants. On obtient dans ce cas au deuxiéme ordre, en désignant par |K| le car-
dinal de K :
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1 tr{H= HX)
K| Swyc? = ek Z tr(HX) - Z ot )
xeK xgK

puisque le dernier terme est antisymétrique en x, x’.

Dans le cas ou I'on s’intéresse seulement au terme de rotation, on tire de (7) :

oot o Umltem) | (BU ) S |, 2
m (

™S T T2 0T Tieml? ) | U 12
wx'wx

ou bien encore au deuxiéme ordre, d’aprés (4a) et (6) :

B lten) ) | GBu,glu ) Z e, |2
Woem™ T, T2 T 20, Uym [ 2 Wre-w) [uem 12 [ ©

X Wy

Ce qui correspond au résultat de Dahlen & Sailor (1979).

2. Perturbations de configuration. Equations de Clairaut, cas orthotrope.

Commengons par traiter le cas isotrope. On considére une configuration sphérique en équilibre
hydrostatique. L’équation d’équilibre est donc :

gradp=yg,8 =8g,, )

ou p est le champ de pression et g, celui de gravité en I'absence de rotation. On considére une
évolution virtuelle :

t—x(0), ¢ = S ®

telle que :
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51p =0 ’
&8 = 12x - 0.x Q + grads,¢ + Dgy(é) ,

avec .

Ad = - 4nGp

et donc :

A, ¢ = 4rG E.gradp .

(10)

(11)

On suppose de plus que la transformation préserve le rayon moyen de chaque surface d’équi-

densité.

Pour préciser les conditions aux limites de (11) perturbons la formulation faible :

<AdlY> = - (4rGply) Yy € D(R?).

Cela conduit 2 :

<AS di> = 4G (gradp.€ly) .

Or:

<AS HY> = J YAS ¢ dV + J [¥ grads ¢.n] dE
R3\Z, Z,

et:

4nG<gradp.£ly> = 416[

gradp.£ ¢ dV + 41rGJ [pl¥¢.n dT .
V\Z

4 EI’

On en déduit donc que :

[grads,¢ - 4nGpéln =0 sur &, .

(12)

En somme la configuration de référence est statique et sphérique et la perturbation virtuelle

correspond 4 la prise en compte de la force centrifuge sans changement de la valeur de la masse
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volumique ni du rayon moyen. Il est important de remarquer que cela permet de décrire au
premier ordre toute configuration proche de la configuration sphérique. I1 suffit pour cela de

ramener les surfaces d’équidensité a la sphére de méme rayon moyen.

La dérivation virtuelle de l'expression (9) conduit, compte tenu de (10); (11), (12) et de la
proposition 1 du chapitre I 4 :

;1) grad(§,p) = grad(é.g, + 5.¢) + 02x - Q.x0 a)
A(S,9) = 47G gradp.¢ b} (13
[grad§.¢ - 4rGpéln = 0 c)

On suppose, comme c’est loisible, que :

1 en résulte que &;p est une fonction de r = |x| seulement. De plus :
[0f2x - 0x0 = £ |afx - grad[lg%l’ﬂf Pz°(cos¢9)] . (14)

Reportant cette expression dans (13a), il en découle que :

0)2)x|? 2|02 1
srad{e.g,, +6. - L%LLP,O(cose>}+{ oL

2o

S,p)}x =0.

On choisit :

r
5p = £ |2 Lp(s) sds ,

ol b désigne le rayon de la configuration de référence, de maniére 4 éliminer le deuxiéme
terme et donc le terme d’'ordre 0 dans le développement en harmonique sphérique de 4. On en
déduit que :
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£.8y + 6,0 - M%ILE P,0 (cos) = ¢t = 0 a)
2
s = 1 grad p - Dev(gy) = LA - pevge,) b bas)
6,¢=-GJ deuc[ €00 gy ¢ )
\4 z

[x-x| X-X

p

(On montre que la constante intervenant dans (14a) est nulle en remarquant que §.40) = 0 ,

g0) =0 et £0) =0 )
Reprenant le systéme (13) nous sommes ainsi conduit 4 :

Ab,¢ = 4nGgradp.£
[grad(é.8) - 47Gp€ln =0,

2| x|2
5e¢ = -hg ot 19_'_3L’£L P2°(cosﬁ)

soit encore :

A(h.g) = - 4rGgradp.£
6.9 = - hg, + J-Q-L%ILE P,%cosf)

[grad(s,4) - 47Gpéln = 0

Il résulte de (14c) que :

h(x) = 1BEIX2 p ocospy + S | £amde gy, G | I 45
3g g Jy [x~x] g8 Jg Ix-x

et donc que :

' b
- lol?b? _G 4r P 2
h(b) 3 P,%cosf) g 261 pbot | pd(h, r£+2)

b} (16)
c)

(18)
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Ce qui conduit au signe prés a l’'équation (21) page 197 du livre de Jeffreys en posant :
¢ = 3h/2r . La différence de signe est purement conventionnelle, Jeffreys n‘ayant pas utilisé les
polynomes de Lagrange classiques. On en conclut, suivant Jeffreys, que le développement en

harmoniques sphériques de h ne contient qu’un terme d’ordre 2. On pose donc :

h = h,(r) P,%cosb) .

Le développement de (17a) conduit alors, compte tenu de :

2

8 = % -4rGp (19a)
6

o= -4nGp + % + §—"rg£ (19b)

. h
h,- =2+ 490 4 2 2, (20a)
r 8o r
c’est 4 dire 2 ;
cre22,62(e_ o0 (20b)
2 r po rz po 4
en posant :
_ 3 &
Po--z,m,

et en notant par un point la dérivation radiale.

Puisque :
lim, o, £=1,
Po
on déduit aisément que :

€0) =cte , h(0)=0.
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Par ailleurs I’équation (17b,c) fournit la condition de transmission 3 chaque discontinuité de p :
[h,] = 0

On obtient notamment & la surface libre r = b :
(58, (0) - 47Gph,(0) + 2 5,9, = 0,

puisque 6,4 est harmonique a I'extérieur de la configuration. On en conclut, grace a (17b) que :

. hy(®) 5 |azb _ 5 10263

By(0) + = =§J§ib_)"3Lc';IM_ (212)
et que :

biy(b) + 26,(b) = 3 102D __ 5 [al2bs (21b)

2 g0) -~ 2 GM

Considérons maintenant le cas orthotrope. L’équation d’équilibre prend la forme :
Dl(ou) + pg'J = o ] g, = go ’

ce qui conduit par perturbation virtuelle grace i la proposition 1 du chapitre | et en remarquant

que la contraction est intrinséque, a :

D;(6,0) - D,0'iD;P + p618" = 0 a )
5,87 3= grad(§,¢) + Dg,(¢) + |Q2x - Q.xQ b} (22)
A(S.9) = 4xGgradp.t  [grads,¢ - 47Gpéln = 0 c)

On suppose comme précédamment que 6p = 0, que la contrainte reste orthotrope avec la nor-

male 2 la surface d’équidensité comme axe d’orthotropie. Soit :

P=1+Q
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la matrice de passage de la base locale sphérique & une nouvelle base tangente a la nouvelle
configuration et de méme norme. On obtient au ler ordre en D¢ ;

0 gllDz€1 gllDz€1
-822D,¢, 0 0

Q= -g3D,¢, 0 0 (23a)

En effet, 'expression 2.12b du chapitre I montre que :
&e, = - D¢*e,) + D %, .

Par ailleurs, puisque I'on passe d’une base orthogonale a2 une autre de méme norme :
I+Q1=(1+Q*

et:

I+Q1~I-Q.

De sorte que, au premier ordre :

Qt=-Q.

Ainsi :

8ﬁQij8jj = 'jS .

On en déduit finalement que :

v i . Qii = 0 .
Q= -€%D,¢; » Qi = 8D, -

La valeur du coefficient Q3, = - Q?, est libre et correspond a la possibilité de rotation autour
de 1a nouvelle normale. Cela est d’ailleurs indifférent dans le cadre de l’orthotropie. On adopte

la valeur 0, et un déplacement virtuel ¢ purement radial :
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§=¢e, = he, .
Ainsi :
Dgét=h ,D¢, =0 ,D¢'=V,h, D2 =h/r. (23b)
de sorte que :
o Vi V;h
4= Ve o0 o (230)
On obtient alors :
(8,0) = §on8Y + 8(0p-0y)) gl.8ls + Qo™ + Qi_oim
et donc :
(6,0)11 = §i0y , 6,0 = §0%! = (0p-0y) (gradph)* , (§,0)*F = §008%F . (24)

On note :

Y =0p-0Nn »

et Ion suppose que &0y n’est fonction que de r. Cela revient a supposer que oy reste constant

sur les surfaces d’équidensité et peut &tre rattaché A une hypotheése d’isostasie.

Calculons D;(8;0Y) :

* Di(Slou) = D(Slall) + Da(Slo"l)

= 8,(80y) + Vg(60%! + T 80y + T §0%

= 31(61(7N) + yATh - % 61}’ .
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= D, (yg*®D,h} + V,(§,0*F) + 3y/r g*#V h
= grady{d,(yh) + 2yh/r + §y)8 .

Calculons maintenant D,d'iD;éP :

* D¢ ID¢P = D,0l1D ¢! + D,of1D 462
= - (pg, - 2y/1)3;h + (P2 0 + T2 opg®®) h/r
= (2y/r - p8o)d;h - 2yh/r?

* D,0¥D;¢P = D,0*D, &1
= alo'rrgﬂavah

= 3,0p(gradph)?

L’équation (22a) prend alors la forme :

grad {5e¢ + goh - mg-zl Pz°(cosa)} + (25)

+ {"(Agh - 2h/r + 2h/12) - 2§7/r) e, + gradpz = 0,

avece .
O =0,
v=§= TpN (26)
. Om=0On - 6(Cm=-0;
z=4h+8y= =—Nh+ 19r-on) | Q7

et en supposant que :

b
(57 =0 et Soy = % |0)2 Jp(s) sds .
r

Du fait que d’aprés (22b) et (14) :
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§¢ = grad {s,q& +gh+ LQI;L’ (- P2°(cosﬂ))} - DE*(g,)

on déduit de (25) que :
58 = Zl%ﬁ - DE*(g,) - (WAgh + 2h/r2) - 22/r)e, + gradpz (28)

Il découle également de (25) que :

6e¢ + goh - .lglir_z.

3 P,%cosf) + z = f(r) = 0

(pour £ =0, 6,64(0) =0 , hy(0) =0 et z,(0) = 0),

puis que :
2¢2
z= JQJ?’L P,%cosf) - 6,4 - goh a)
. 2 . 2h :
Z=-;Z+'1[ATh+r—z] b}(zg)
A(goh + 2) = - 4mg ph : c )

Cela nous conduit finalement, grace a (19), (27) et (22¢) a:

) 4h :
hz__hzl+@a+;1__zzl+1_z -4, a)
r g0 rgo r go gor gor
. 4 r
by, =2, - ¥h, , 2, =~ 0z J07hz(5) ds b } (30)
2p2 )
8¢y = -8oh, + LQ%L -z, , [(6.4,) - 4nGph,] =0 c )

L’expression (28) de 6,8 prend donc la forme :
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r r
2
58 =2 J%LE - De*(gy) + 5 (vh, + % J'7h2(5) ds} e, - :—2 J7hz(s)gdeP2°(C°se) ds @1
(o] (o]

Evaluons l'ordre de grandeur des différents termes :

r
J’yhz(s) ds ~ v h,d,
0

en désignant par d I'épaisseur de la couche ou apparait un déviateur de contrainte, 7 et h, les
valeurs moyennes de v et de h, dans cette zone que l'on suppose située prés de la surface
extérieure. 6,8 est donc de 'ordre de :

. 7h
58 =~ [% )2 + 4 r—:-] r - Dé*g,) -

Si I'on estime 4 10 kbars (109S.1.) la valeur maximale pouvant étre atteinte par y, on est conduit
A une estimation pour 4 ’:—?— de l'ordre de 10-1° (S.I.). Ce qui peut &tre négligé devant % ||2

qui est de l'ordre de 3.1079 (S.1.).

Ainsi, en pratique :
5 = 2 |0 - ey (32)

comme dans le cas hydrostatique.

L’expression (30b) montre que §,y dépend de la latitude. En fait &y, est négligeable. En effet :

‘M~

est de l'ordre de quelques 10~3. Ainsi op reste constant au deuxiéme ordre sur les surfaces
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d’égale densité de la configuration finale.

Par ailleurs le systéme (30) est peu adapté a une intégration numérique. Introduisons :

a= L2 ° 9N (33a)
18,  prg,
B = 4”—5’5 (8(0) = -3) (33b)
0
u= 2 (33¢)
1)
v = rh, - dah, . (33d)

=8 9 _ =2
u=45 . 4a . ]
h, = 3 y
h, = + 4a . + 2 } 34)
. u hz v
V=4 T 4(1+ap) r + (3+28) p J

h, est continu par hypothése, u l'est d’aprés (30b) et (32¢). Quant 4 v cela résulte de (30c). En
effet d’aprés (30c) :

[-&oh, - 8h, - Z, - 47Gph,] = 0

Ce qui conduit d’aprés (19a, 33c et 34) 4 :
[- 8oh, + daggh,/r] =0,

et donc, d'aprés (33d) a:

[vli=0.

A la frontiére libre r = b, on a d'aprés (30c) :



page 210 Chapitre 5 .
5,,(b) - 4Gph,(b) + 2 5,8,0) = 0,

et donc : )

“hy(b) - 0 - @ +(3p-1) Wb . ¥0) |‘;|ga -0.

c’est 3 dire :

a-1) 22O, 351y ub) . b, slolb _ o (35)

b b 38,
Dans le noyau :

a=0 etu=90.

Le systéme (34) se réduit 4 :

e

<-
]

4h, v

Puique A(0) = -3 , on en déduit que :

.

h,(0) = ¥0) .

L’expérience prouve (cf. Nagiboglu 1979, 1982) que le bon ordre de perturbation dans le cas

de la Terre est le deuxiéme ordre. Notons qu’il est impossible de concilier dans le cadre pure-

ment hydrostatique les différents observables astronomiques J, et J, avec les modéles de densité

usuels. Il nous faut donc considérer les perturbations du deuxiéme ordre. Commengons par le

cas hydrostatique.

On pose :
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n=6¢

et I'on suppose que :

S,p=0.

On obtient par perturbation de (10) :

5,8 = 2|ﬂ|2€ - 2.6 Q + grad §,,9 + 2ZH(§,9)¢ + D2g(¢,8) + Dg(n) . 36)

Précisons I'équation vérifiée par §,.4. Pour ce faire perturbons au deuxiéme ordre la formula-

tion faible :
<Ad{y> = (4nGoly) V ¥ € D(R3I) .

Cela conduit a :

<6,eY> = 4xG ((n - DE(€)).gradp - €.grad(¢.gradp) | ¥) .

Or:
<AS, Hi> = I YAS,.¢ dV + J [ grads,é.n] - [6,.¢ grady.n] dE ,
RI\Z, z,
<n.gradp|y> = J ¥ n.gradp dV + J [pl¥n.n AdE
V\EZ , z,

<Dg(¢).gradp > = J

Ygradp.DE(E) AV + J [o¥ DE(€).n] AE
V\E,

Z

et:

<¢.grad(gradp.£)|y> = I

§.grad(gradp.§) ¥ dV + [ [¥ &.n gradp.£] - [pdiv(y€) §.n] X .
V\Z z

4 4

Si bien que :
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A8,,¢ = 4nG (n.gradp - 2D&(£)-gradp - H(p)(£.6)} dans V\Z, )
A8, =0 dans R3\V } (37)
[n.grads,,¢] = 47G [pn - pDE(E) + pedivé - (£.gradp)eln , [6,,4] = -47Glo] (€0)2 sur T, )

Par ailleurs la perturbation au deuxiéme ordre de (a) conduit, compte tenu de la proposition 2
(7) du chapitre I et de (36) a:

grad(s,,p) - 2D¢"grad(§,p) + 2D¢ D¢ (og,) - Dn*(og,) =
p {(grad(8,,8) + D2g(¢.6) + 2H(6.4)¢ + Dggn + 2|Q|25 - 20.£Q) .

Tenant compte de :

grad (Dg,(€).£) = 2(D€) Dg,(¢) + D2g (£,6) ,

on obtient finalement :

5 8rad(6,p) = grad {6z,¢ + 8o - Dy - 28,DE(E) + glnlzr.e},

c’est A dire :
}, grad(5,p) = grad {62.¢ + gof - (goh?) + glﬂlzrh}, (38)

en désignant par un point la dérivation radiale et en posant :
n=fe, avec f= Z fo(r) Pp° (coss) .
£
Puisque :
h = hz(r) on(coso) ’ 621p = (621p)o(r) s (62¢¢)o =0,

et que :
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2 1

(P,0)? = 18P°+7P2°+3P0,

il en découle que :

(8o - S(8oh2)) = 15,0y a )
:49) 530 2 = 21P

(6,69); + 8of; - (goh ) 4 |n|2rhz=0 b } (39
(6,.9). + 18 6 n.2y =0 J
2e¥/4 gof4'§(goz)‘ c

On impose de plus :

de maniére A conserver le rayon moyen.

Utilisant (37a) qui prend la forme :

A(8,09) + 4nG {(ph?)" - pn} = 0

et que :
{A(f(r)P,9)) = A(f(_r)P¢°)' + ggrt%g f - r%i"
il suit :

f
£, -2(1 + 4750 244,

> 51, = (40a)
2,2 16 14 3 '
2 £(2h2- Fh?+ Fhh+ TR G2 Sh2) - :-Z;IQI2 3+ ﬂf;ﬂ)hz-

.. f h,? h,2 .
f,-201+ 42Gery o 18, 34§{2—-2—+ ’;G (3hy2 + 4 n,2) (40b)
0
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Quant aux conditions aux limites, on tire sans trop de peine de (37a) que :

[fz] = [f4] =0, (41a)
f,=1f]=0 . (41b)

11 est clair quau centre :

f,00=0 ,f0)=0. (42)
A la surface libre r = b, on utilise (cf 37¢) que :

§ed (b) - 8¢l exs(b) = 47Gp h3(b) ,

et que (cf. 39) :

.28 : . .
(6268, = T2, + 47G0f, - et + 2 (goh,?)" - 3[0f2(n, + bhy) ,

6oty = 2206 4 anGef, - g, + (g n2y
2e9) 4 b |4 Ply = Bolg + 35\B0N,%)

Cela conduit grice a 20a et 21a a:

. f h, . . .

f, + Fz = % (8 (h,/b)? + 2 F’ h, + 2h,2} + %%ﬁ (4h, + bh,) , (432)
. 3f h, . :

£+ T2= 234 ()2 + 6 2 h, + 20,2 . (43b)

Formules qui correspondent avec des notations différentes aux résultats obtenus par Lanzano
(1974, 1982). On notera que la condition aux limites (43a) différe, tout au moins de prime
abord, de celle obtenue par Kopal (1960) et utilisée par Nakiboglu (1979,1982).

Considérons pour finir le cas orthotrope. La perturbation au deuxiéme ordre de la condition

d’équilibre conduit, compte tenu des résultats de la proposition 2 du chapitre I, a:

D;(6,,0%) - 2Dy (6,09)D;¢k + 2D, 0, UD|¢¥D;¢! - Do iDyn* + p6,87 =0, (44)
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avec, rappelons le (23b, 24) :
810'11 = 810N N 810-10 = (UT'UN) grad.lrha N 810'aﬂ = 810T gaﬂ N (45a)

D¢ = h, Di§y =0 , Du&; = Vb , DE* = h/r, (45b)
D1’71 = f . D1"a =0 ,D n, = Vaf . Dan" =f/r. (45¢)

- ]

Il faut maintenant calculer au deuxiéme ordre la matrice de passage du repére tangent 3 la

sphére 4 celui de méme norme tangent a la surface déformée :
P=1+Q+3Q,. (46)

Puisque P est orthogonale, on en déduit que :

Q' =-Q,+2Q:2. (47)
Par ailleurs, de (cf chapitre 1 paragraphe 2) :

se, = - (Df)"e1 + (Dée,.e,e, ,

on déduit par perturbation que :

5,8, = -(On)’e, + (DEY*(DE)*e, - 2D,£YDE)"e, +
+ {D,n* - 2(DE.Dée,.e,) -(DE(DE) e,.e) + (D)) e, .

De plus, puisque :

h V,h Vih

; 0 h 0
(Df)‘l = 0 61‘ h/r ’

On obtient :

8,8, = [—V“hvah , - V42 *;‘ Vth , - V3f 42 ‘;‘ V3h] :
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Enfin, puisque d'aprés (23¢) :

-V, hVeh 0 0
, 0 -V2hV,h -V2hV,h
Q)* = 0 -V3hV,h -V3hV,h

il résulte de (47) que :

(Qp)?, = - V*hV,h,

Q% = - V3hVsh,

Q)% = Vo f - 2h/r V, h,

Q) + (Q)3, = - 2V3h V,h

et par raison de symétrie :

(Q,?, = - V2hV,h , (Q,)?%, = - VZh V,h

de sorte que :

-V, hveh -V, f-2hV,h/r -V, f-2hV, h/r
-V2£f+2hVzh/r -VzhV,h -V2hV,h

I =
¥ -V3f+2hV3h/r -V3hV,h -V3hV,h ) (48)

Puisque :
810‘5 = Pik (Uok‘ + SIUNgk‘ + (6IUT - SXUN)gkagla) P‘ll N
on obtient pour le terme de deuxiéme ordre :

8404 = 6,08 81 + (8,07 - 6,08)8a80y + 2Qi 6,10 + 2Q 16, 0™ +

+ Q0™ + Q) o™ + 2Q1ilQ1.'ik‘70Ik s
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et finalement, grace a (23c) et a (48) :

5,G+2y|grad h|? yV{+tV2h yV3f+tV3h
yV2£+tV2h §,q8*2-2yV?hV?h -2yV2hV3h
i =
(6,10n) yV3f4tV3h -2yV3hV2h §,98%3-2yV°hVeh | 7 0

avec :

t=pz - y(h + h/r) .

Calculons maintenant les différents termes intervenant dans (44) :
D;(6,0Y) ,

* Di(Szlo‘l) = Dl(szlall) + Da(Szlo"l)
= (6,0n) - 2/1 8,y + 2y|gradh|? + 2y gradph.gradh +
+ yArf + 2{pz - y(h + h/r)Arth + 2pgradrh.gradpz
* Dy(6,,0') = D,(6,,0%) + D,(6,,0#)
= gradp((yf) + 2yf/r}® + 2{pz - (h + h/r)}gradp(h + 2h/r)? +

+ 2((pz - (h + h/r)) - opAph)gradph® + gradp(8,07)f - 20pV2hV, VAh ,
Dy (§09)Di¢x

* Dy (6,6'1)D;% = D,(5,011)D,£! + Dy (6,0%1)D, &%

= (SlaN)'ﬁ + (¥ - 2y/vgradph|? + y gradph.gradph + hy/r Aph + 2h/r2 g0y ,

* D, (6,6)D;¢* = D, (§,014))D ¢! + D, (6,0%F)D, &k

= gradyp((yh) - 2yh/r)® + (§,0p) (gradph)f +
+ h/r (gradpéiop)® + 3y/r (gradph)f |
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D, 0, iDi¢ D¢’ ,

* DkaouDl&kDiel - D10011D1€1D1€1 + DkaoallekDafl
= (2y/r - pgo)h? - 2h2y/r3

* D,0,#DekD;¢! = ap(h + h/r)(gradph)P
D,o,iD;f¥ |

* D, 0 ID,f* = QQy/r - pg,)f - 2yf/r?,
* D0, PD;ft = ap(gradpf)P .

Rappelons que y est numériquement du premier ordre si bien que §y et z sont numériquement

du deuxiéme ordre. Tenant compte de ces derniéres expressions, de (36) et de :

b

SIUN = % lﬂlz Jp(s)sds >
r

@8 - @) + £ a2 =0,

il découle de (44), au deuxieme ordre effectif, ’expression (38) comme dans le cas hydrosta-
tique.

Il est d’usage (cf. Nakiboglu, Lanzano et Kopal) de fixer f, = - h,2/5 de maniére a conserver
la masse au deuxiéme ordre. Nous ne suivrons pas ces auteurs puisque nous avons choisi de

fixer le rayon moyen. Il s’ensuit une variation de la masse au deuxiéme ordre. En effet, d‘aprés
la proposition 3 (12) du chapitre I, on déduit que :

§,M = J p(divé, + (dive,)? - tr(DE,.D¢,)} dV
\'

b
=& L hy(h, + 2rh,) pdr , (51)
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si bien que la masse correspondant 3 la configuration réelle est :

°[hy 2 thoh, + 12 52
M = 4r . ?+3r2hz+r pdr . (52)

Rappelons que le potentiel extérieur du champ de gravité prend la forme (cf. Moritz (1980)) :

Vead = ) i Bt REOH) + by, SO
£m
avec :

= G m = G m
Um = 357 JV fRy™(0,4) pdV bem = 377 L’ rlS,m(6,4) pdV ,

22T 2T
J. J R/™(0,4) Ry™(0,¢) sinf déd¢ = J J S¢™(0,8) Sp™(6,¢) sind dédé = 4x .
0J0 0J0

La perturbation au deuxiéme ordre de la configuration sphérique se traduit, au niveau du pot-
entiel, par l'introduction de deux coefficients non nuls : ;95 244 On obtient en effet, grace a

la proposition 3 du premier paragraphe du chapitre I, que :

Sag, = J r Py%cost)(h + (2+£)h/r} pdV
Va2l Jv
Sy = —2 J rf=2 P,%cos){(£2+3¢+2)h? + 2(&+2)rhh + (¢+2)rf + r2f) pdV ,
v2£e+1] Y
si bien que :
4 b
613, o = TG J (h, + 4h,/r) pri dr , (53a)
5V 0
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b . .
88, 0 = 4G J ["’7—4 h,? + 17—6 rh,h, +4rf, + rzfz] prt dr, (53b)
5v/5 0
4 b 108 216
0
by = 37 G L [-—7— h,2 + 35 rh h + 6rf, + rf ] pri dr , (53¢)
et :
8 b :
6u%,0 = 5 G L h,(h, + 2rh,) pdr , (53d)
ce qui correspond 2 la perturbation de la masse. En somme, on obtient
b
a, = -3 _ G | {rth, +drh, + 22 h2+ 3 rhh + 28, + 7e2, bpr? dr 54
2,0 = h2+r2+7 2+,7r2h2+ , + 1r2f, »pr , (54a)
35v/5 0
840 = 2 27'(; J {loshz 216 rh,h, + 6rf, + r2f }pr*dr. (54b)

3. Correction d’ellipticité pour un modéle de Terre orthotrope.

L’étude du probléeme de la dépendance des valeurs propres d’un opérateur différentiel ellip-

tique par rapport au domaine support remonte aux travaux de Rayleigh (1894) et de Hadamard

(1910). Hadamard a considéré le cas d'un bord régulier et défini une cinématique du bord en

introduisant un déplacement normal. Garabedian & Schiffer (1953) voulant traiter le cas de

bord moins régulier ont considéré une déformation intérieure du domaine. Il s’est développé
depuis une vaste littérature sur le sujet (Polya & Schiffer (1953), Joseph (1967) et Cea (1973)

entre autres ).

Considérons un modéle de Terre sphéroidal proche de la configuration sphérique, en rotation

uniforme de vecteur Q. On introduit comme au premier chapitre, paragraphe 1, ou au para-
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graphe précédent, une évolution virtuelle qui fait passer de la configuration de référence
sphérique au modéle de Terre. Adoptant un champ de vitesse virtuelle de la forme ¢ = he, et
supposant que la masse volumique reste inchangée (§p = 0), on a montré au paragraphe
précédent que h = h,(r) P,%cosd) vérifiait les équations (34,35) qui constituent une généralisa-
tion de l’'équation de Clairaut. On suppose que l'axe d’orthotropie reste normal aux surfaces
d’équidensité et que les différents paramétres d’élasticité A, C, F, L, N sont invariants dans la
transformation :

6]A=61C=6]F=6]L=61N=0.
Rappelons que la matrice de passage de la base locale de référence 2 la nouvelle base est ;
P=1+Q

ou I'expression de Q est donnée en (23c).

Soit bilk! le tenseur de Iélasticité (cf chapitre I, paragraphe 2, 2.50b). On obtient alors :
§bikl = Qi bmikl + Qi bimkl 4 Qk piiml 4+ QI pijkm (55)
en remarquant que les coordonnées de b restent inchangées dans la nouvelle base.

Soit ux'm(t) (wx'm(t)) I'une des (2£+1) branches de vecteurs propres associées a la fréquence

propre w, dans la configuration de référence. En utilisant la caractérisation variationelle obtenue
au chapitre 1V, paragraphe 4 (proposition 4) on obtient :

V(u,¥) € D(a) x HY(R?) : L((u,(v)) , (u'¥)) =0 (56)
avec :

L((u9) , (0',97) = K((u,9) , (u',9)) + 2w, (iBuju’) - w2 (uu) , (57a)
K((u9) , (w',¥) = a'(u,0) - (grad¥{u’) - (ulgrady) + (gradyigrady’)y 2 rs)/4nG (57b)

et (cf chapitre I paragraphe 2 64a) :
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a’'(u,v) = J biJ'l‘lDiujDkv—t + pS(u.g, div(u) - -\-/—.grad(u.go'} +
A\’
+ (On-0p) tr(W2)uyvy - gradpuy.gradpvy - S{uyvp.gradptr(W)) ) dV . (57c)
Par dérivation virtuelle de (56) et tenant compte de §,p = 0 , on obtient :

Jx((ux,m9¢(ux,m) ’ (alu’961¢’)) + Jx((alux'msal'b(ux,rn) ’ (u’9¢')) -
- Wy B (Ul ) + 20, (6B ol 0) + K((uy Wt 1)) , (W5%)) = 0. (58)

en convenant de noter :

ﬁ«“s’b) ’ (u’9¢')) = SIK((“9¢)9(“'s¢’)) - K((51“,51‘¢’) ’ (“’9110’)) = K«uﬂlb) ’ (slu’951¢')) (59)
Il faut remarquer que ni 61Uy m ni §u’ ne sont dans D(a). Si bien que la caractérisation (56)

n’est pas applicable. On obtient néanmoins la :

Proposition 1 :

-2 1 (U WUy ), (BIU,69)) = - L(sm.n) Dé¢u’].n dE

-b 1 ((51u,8%) , (W s P(Uyy)) = - L:(s:gm.n) D¢[ul.n dE + (w?-w?)) (§ulu, ;)

ou s, ., est le vecteur "contrainte normale" associé 4 u, ,, par I'équation 2.52 du paragraphe
2 du chapitre 1.

Preuve (formelle) :

Remarquons tout d’abord que sur toute interface ¥ ou intervient un fluide :

[§u’].n = [§(u’".n)] - §n.[u’] = n.DE] .
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Introduisons :

v=§u +w

ou w est champ & support dans le voisinage intérieur de chaque interface (r = r,) ou intervient

un fluide et est localement de la forme :

w = (n.Dgu));, exp { - (r';:)z }n ,

de sorte que v appartient 4 D(a) .

Remarquons que :

b b
V(i,a):lime_,oj D,wi fdr=0 , limg, g J wifdr=0
0 0

et que :

b
lims_, 0 L D,w, fdr = Z f(r,) (n.D&[u])l.o .

Iy
La caractérisation variationelle (56) montre que :

T Bl ) » (B°,89)) = = Tim_, o Tt s B ) 5 (W,0))

On en déduit, grice aux expressions (57) que :

Iy WUy 7)) 5 (SU,697)) = - lim_ o JVbUHDiux,mjDﬁl dv .

Rappelons que :
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bllijDin = Ss.n
ou s désigne le vecteur "contrainte radiale", associé au vecteur u, introduit au chapitre I para-
graphe 2 (2.52). Il s’ensuit que :

(U s Wy 1)) » (BU',69)) = - L(sx,m.De[?D dz,

ce qui démontre le point a.

Pour démontrer b, il suffit alors de remarquer que :

I (Gu,8%) 5 (U WUy 1)) = (W2e-wr) + T (Gub9) , (W Uy ) =

On déduit de I'expression (58) et du point a de cette derniére proposition que :

Vue VY, 2wbw, , (u,u) = b5, ,,u0) (60)

ou h*(u,u’) est la forme sesquilinéaire définie par :
h*(u,u’) = 2w, (i5Buju’) - J (n.s(u))(D&'[T].n + (n.s(?))(D&[u].n) dZ + ﬁ((u,¢(u)) , (W, ¥(u))) .(61)
z

Dans le sous espace V,, la forme h* est associée 4 un opérateur Hermitien H*. L’expression (60)
montre donc que les différents 2“’x5“’x,m sont les 22+1 valeurs propres de H* associées aux vec-
teurs propres u, ;. Dans le cas ou il existe d'autres x’ tels que wy = w, il faut étendre H* 2

ex'=“x’=“‘xvx' . On généralise ainsi l'expression de l'opérateur de "splitting" obtenue au premier

paragraphe au cas d’une formulation faible et 'on obtient :

1 ()
xm = 3 U2
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On déduit également de l’expression (58) et de la proposition 1b que :
V weVy: 2wd((- swy, + i6B) ux,m|u') + (W2e-w?y) (61U miv’) -

- J (.50 )YDEWD + (W) 0DEM 1)) A5 + R(y B0y 1)) > (0 HW)) = 0 .
z

Tenant compte de :
(uyplu’) =0,

on en déduit que :

h*(u, ,u")

2t
wxwx'

(61t W) = : (62)

ce qui généralise également l’expression obtenu au premier paragraphe.

11 reste maintenant & calculer explicitement ﬁ((u,gb) , (0,¥)). On tire des expression (57b,c) que :

K((u,y) , (v',¥)) = J

M, dV + J M, dV , (63a)
\

R3
avec :

M, = bikD,u;D, v} + p S{u.gydivu’ - u'grad(u.gy)) + (ox-op)X tr(W2uyvy -
- gradTuN.gradT-ﬂq - S(uN;r.grathr(W)} ) - wgrady - u.grady’ , (63b)

M, - BRdvsady’ (63¢)

(on-o1) est probablement de l'ordre d’un terme de perturbation dans le cas de la Terre , on

négligera donc ce terme dans I'expression de M,. On obtient alors la :
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Proposition 2 :

Ku,p) , W,9)) = [

M, + M, + (M, + M,)divé dV - J
v

é&n .
- G {gradpy.gradpy” - xx} d=

avec |

M, = bi-i“lDiujDk?l + p S{u.gydivu’ - w'grad(u.g,)} - u'grady - u.grady’
M. = grady.grady’
2 4rG
M, = S(5,(b)4€D,u; D, W, - 2b™KD, ¢iD,u; D] + pusjg’ divi’ - pu.g, tr(Du”.DE) +
+ pDE(W").grad(u.g,) - pu’.grad(u.6,8") + 2pDE(w").grady + 2iwp(0A u).u’)

I\Adz - . S{Df(grazdfc);.gradw’}

et ou x est défini dans le paragraphe 2 (équation 2.38) du chapitre L.

Preuve :

On déduit d’'emblée de I'expression (63a) de K et de la proposition 3 du chapitre 1 que :

R((u,9) , (wy)) = [

(M, + M,divé) dV + J (M, + M,divé) dV .
%

ARS

De (44c) on déduit en vertu de la proposition 1 (3) du chapitre I que :

ﬁ _ _ oJ Dé(grady).grady’
c 4G '

Il en résulte que :

A d ’ ,
M, + M,div¢ dV = S(J %ﬂ dive - Dﬁﬁgraf;ggrad@ aw)
R\V

Ls\v
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- - J Ste.n Bradvarady’ £rady’y gy -
av

- % [ S{grady.D(grady’)(¢) + D¢(grady’).grady )} dV
R.\VY

3

ou n est orienté vers l'extérieur de V,

- S J en BrRdVSRAY gy
av

1
= - — S{J grad(grady’.£).grady dV)
2rG RAV

g J‘avf'n radygrady’ _ (aradyneradV') gy
en tenant compte de :

Ay = 0 dans R3\\V .

Ainsi :

(M, + M,dive) dV = - J 4_‘5% (sradpy.gradpy’ - (grady.n)(grady’.n))
av

Lv\v

= - J f%{ gradpy.gradpy’ - xx* } dE
ay
puisque (cf I 2.58) :

D¥ = x + 47Gpu,
= x dans R3\V .

On en déduit que :

R(u,y) , (wy)) = J

M, + M, + (M, + M))dive - | &L (gradpp.grady’ - xx) dE .
v av 4G
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De I'expression (44b) de M, et de la proposition 1 du chapitre I, on déduit finalement que :

M, = S(5,(b)ik!D;u;D,u’ - 2bMMD_¢iD,u; Dl + pusyg’ divi’ - pu.g, tr(Du".DE) +
+ pDE(W’).grad(u.g,) - pu’.grad(u.6,g’) + 2pDE(W’).grady + 2iwp(QAu).u’) .  m

Remarquons que cette proposition est appliquable en toute généralité dans le cas hydrosta-
tique.

Dans le cas orthotrope,tenant compte des expressions (32, 55, 63) on déduit de la proposition
2, au bout d’un calcul fastidieux et en reprenant les notations du paragraphe 2 du chapitre I,
que :

A ~ ) — . h, S s
R, + DL, + dive(M, + M,) = S{ 25 {(gradpuy - Db - B+ (B - BT N gy 4

—. u s_' . L
+(A - 2N - %i)D'{hD + Agradpuy - —D)gradgh) + 22 (F(h - *;‘)D . sN(*;l - g) .

+ F(gradyuy - ugp).gradph} + p?N{uN(go(fx' - 2h + ‘:_—h) - wz(fx +

2h
r 2 r

- 20|z - 8xGph) +
h, 2q2 ; = Uy
+ D(go; + §|n| r) - 2hx - 2gradpy.gradph) + pu'r.(gradph(2x - g,(D + 5—;—)) +

+ UyBy-8radyph - gradTuN(§|ﬂ|2r + go(h + };’)) - wrup(h + 2};1) - 2(h + }-:)grad.rt,b} +

,gradph.gradpy i gradpy.gradoy’
21G ¥ 4G

XX (2h iy
e ( r h) X
—_ . . u
+ pggup.gradp(huy + upgradph) + 2Nhy*fn,, + 472V h(N(Vguy - —rﬂ) - 55) ), (64)

ou l'on a posé :

. Un
D = divpup + ZT ,

Mg = % (Daup + Dpua) .
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On peut montrer par ailleurs que :
S{ sz"'aﬂﬂap dg) =

S L{;—r"- D- 3 ?T.[AT + gradpdivy + r‘—z]uT - ?T'g—rf%u—"}f - V,f nofuy dT ) (65)
et que :

S{‘A V,frfus dE) =
>

1 = Uy 1 : =
=3 S{ J;:u T-{ngdeT -3 upAqpf - gradpf dJVTuT}—u *uhV, V4f dT
-_ 1 = uN ur wanus
= i S{ uT.{grade(T - D) - T ATF} - u-u VaVﬁf dE } . (66)
)]

Tenant compte de (55), (56) et intégrant par partie le 3éme terme avant la fin de (64), on
déduit en vertu de (61) que :

, = Up, - h h hySt, Yr A
X - - — - - - e ) — -
h*(u,u’) = J S( 28'p{(gradpuy - -P)h - D)+ (7 - ST+ 5 Agh

SN 4 UN = Fz, : Ur
- gradTh.(-f + 4T - D)} + D{(A - 2N - E-)(hD + 2(gradpuy - T).gradTh) -

s’ . ! u
2Ngradph.gradpuy} + 2 FN {F(h - l;‘)D + sN(l—: - 1_21) + F(gradpuy - —}).gradTh} +

+ Unlpuy(gg(h + ‘:_—2 - w(h + ZTh) - §|Q|2 - 87Gph) + D(pgo(}—: -h)+ le—h + %p|ﬂ|2r)

- prlx - 2pgradpy.gradph + 8-1;1(gradTh.gradTuN) } o+ TT.{gradTh(ZD(—l:I— - p8y) +
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u . u .
+ —I_E(Bpg0 + 8—rN—) + 2px) + gradph(puyg, + N(D - 4—:1)} - gradpuy( %p[ﬂlzr + pgo(h + }—r‘) +
h . 2h, ¢ . 1, . N, . 2h
+ ZN; + NAth) + ( -pw?(h + =) - hN)Ar + gradpdivyp+ }7) + 5(h + T)AT Jup -

- 200+ Pgraary) + XL (E-h) - x

r

,gradph.grady i gradpy.gradpy”
271G ¥ 4G

+ Nuweuwfv Vsh - 2(N(gradruy - -url) - 57)2ufV, Y h + 20i(Q Au)’ ) dV -

- LV% {gradpy gradoy’ - xx') dT - L:S( 2sn(gradph. [?]) }dZ . (67)

* Cas d’'un mode Toroidal.
Dans ce cas (cf chapitre I paragraphe 2).
u = y.(r) Rot(rY,™) et s = yg(r) Rot(rY,™).

Utilisant que :

_ h,(1+1)

h = h,(r) P,%cosb) ,
h‘2 = —

ou'n désigne ici le paramétre de Radau, et que :

F

P,%cosd) Y,mY' ™ dE = Ap™ 6™ , (682)
82
[ P,%cos6) Rot(rY,™) Rot (rY,™) dT = By™ 6™ , (68b)
!2
[ - 2By™ + {(¢+41) - 3m2
. Rot(rY;™)* Rot(rY’,™ )PV, Vsh dT = - —% l(rz ) §m™ (68¢c)
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J (@ ARot(rY,)).Rot(rY,™) dE = -|2]ims,™ , (68d)
b3
A = YD) - 3m? (68e)

T(24+1)(2843)
Bym = (((t+1)-3)Ag™ (68f)

on déduit des expressions (60) et (67) que :
b

2wx6wx,mJ L+1) y,? pridr = (69a)
0

b
- J y,HBym(n+1) "'rz‘*“z N - (7+3) (rﬁ2 (5By™ + £(¢+1) - 3m?) + pw?By™ + m|Qr)) +
0 .

2
Y78 ((745)Bym + (41 - 3m?) rhydr |

+ e’ l_I:rL B,™ r

b
= Aym J y.,z{(17+l)(£(£+l)-3)(£‘-l)(£+2)rﬁ2 - (17+3)(rﬁ2 (9£2+13£-12) + pw({(£+1)-3)} + (69b)
0

b
+ oyl I_I:'I.(g(g+1)-3) - @ {(n+5)(&(£+1)-3) + (2£+1)(21+3)} th,dr + 2m|Q| J y,? ridr .
' 0

Ce résultat constitue une généralisation du résultat de Woodhouse & Dahlen (1978) au cas
orthotrope.

* Cas d’'un mode Sphéroidal.

On considére dans ce cas :

u =y, Yyme, + y,gradyp(Y,™r) ,
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s =y, YyMe, +V, gradp(Y,™r),
¢=Y5Yem ) X=Y5Yem'
On en déduit que :
D = divpup + %UN= [% y, - gl;r_l)ys] Y™
Utilisant que :
[ gradp(Y,™r) gradp(Y,™r) dE = &¢+1) , (70a)
JT
gradp(P,%(cosd)).gradp(Y,™) Y ™ r2 dT = 3A,™ 5 ™ | (70b)
J¥
P,%(cosf) gradp(Y,™r).gradp(Y,™ 1) dE = B,™ 6,™ (70c)

'AE

et que :

hy(b)

o (VDA™ - /b B ) b2 = ) 6Amy, [y,] rahy(re) =

disc.

£+4

Q2 A(y,e, + y,grad Y, ™)y, e, + v,/gradpY,p™) dE = -[Q[im(y,y, "+ Yoy, '+ ¥,¥,)6,™ (70d)

b
= Ap™ j oG C%(hzysz) + 6(%(yzy3 h,r) dr,  (70e)
0

on déduit des expressions (60) et (67) grace a (29b) que u est un vecteur propre de H* et que :
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b b, , ,
Qi J (va? + £er1) yg?) pridr = Ag™ J I fameaxa - N B+ 1008t - putrine3)
0 0

2 1on Y4 F2 By ON(Tn + 13 2r3(n+3
ooy B I ey e A B - 6a- B - 2N+ 13) - purndred) ) +

Yyl
4rGr

+ 12NQ@q+5) - 3putrd(ned)) + 1y,? A1 @EHD-3) 4 i (Lem)d-4eeD) +

Yi¥s

2 (12(A - 4N - %’) + 6pg r(1+2) - Gpurr? +

+ 2y1yz{2ng + 3(% -1} +
+ HLr1)(-202n+5)A - N - %2) + 18N - 208,00} + 2y, (8t+1)n - 3(n+2 + 25)) -
2F 6
- 20L+l)py Ys - 201y ye(n+l) + A A Gl (&&+1)n-3) + 6(n+1)} + ClYaYs +

+ 2y,y,{3(7+6) - Ut+l)n + 3 - 3%)} - 2y,yep(ne3NUL)-3) - 2pUL+rl)ry,ye hydr +

b

b
+ |0)2 L {y,2 - 2¢(¢+1)y,y,)} pr2dr + 2m|Q| L {y;? + 2y,y,) pradr . 1)

WIND

Ce résultat généralise au cas orthotrope le résultat de Woodhouse & Dahlen (1978). On notera
toutefois une différence avec le résultat de ces auteurs pour les termes gravitationnels. Plus

précisément, sauf erreur de notre part :

b

2w, {6wy (1) = Swy (W.D.)} J {y?2 + UL+1)y,?) pridr =
0

b 2
=A™ L 4123 (1en)(4-Ue+1)) - 2py,yg(&L+1)-3) h,dr . (72)

On remarquera que la différence de signe est simplement liée a la définition de h,.

Reprenant alors les notations de Dahlen & Sailor (1979), les corrections d’ellipicité et de rota-

tion des fréquences propres prennent ainsi la forme :

&’Jx,m = wx {a'x +m bx + mz cx} ’ (73)



page 234 Chapitre 5 :

avec dans le cas d’'un mode Toroidal :

b
a = J y,z{(n+l)(£(£+l)—3)(£-l)(£+2)?—z - (n+3)(§ (O02+13£-12) + pu?(L(e+1)-3)) +
0

b

2
v L1 e - %{(msxe(ul)-s) + (2L+1)(21+3)) thydr /(2wx’(2£+1)(2¢+3)Ly72 r2dr)
w, 2(L+1)
3
=T W) &
et dans le cas sphéroidal :
[/(23)) Oy F? 1n
= — - —_— - 2r2 -
= T QLA |, 1 (n+a)(A - N =) + 100gyr - pwir¥(n+3)) + 1y;2 -5

ys? F2 F2
+ S (U U DAE) - 6(A-15) - 2N(Tn + 13) - purd(143) ) + 12N(21+5) -

2
- 3prri(ne3) + 12 SHAen)3) ¢ i (lend-ae) + 2yy,en EvaE -y

YYs

2 (12(A - 4N - %) + 6p8,r(n+2) - 6puwr? + HL+1)(-22n+5)(A - N - %’) +

+ 18N - 2pg,n)} + 2y,y (l&+1)n - 3(n+2 + 2%)) - 2UL+l)pyyg - 2pry ye(n+l) +

+ Y,Y,{- 2%(5(&1)1;-3) + 6(n+1)} + gryzy4 + 2Y3y4(3(n+6) - UL+1)n + 3 - 35))

b
- 2y,y.p(n+3)(&(E+1)-3) - 2pl(e+1)ry,y, h,dr / J {y,? + Le+1)y,?) pradr
0

b b
b, = nz {ys? + 2y,y,) pridr / | {y,? + 4&+1)y,?) pridr ,
“* Jo 0
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-._3 1oz ael)
T =t wg T 3 0k

Les termes |ﬂ|2 et |ﬂ|bx sont 4 négliger dans une approche au premier ordre. Si I'on en tient
compte, il faut également tenir compte des couplages entre modes (cf. paragraphe 1 et Dahlen
& Sailor (1979) ou les formules explicites sont données). Ceci n’est, a priori, valable que dans le
cas d’un noyau externe isentropique. Rappelons que, si 'on se restreint aux perturbations de

premier ordre, a, et c, sont liés par :

-3
“ = "Wl =

Il en résulte que :

m={
(a, + mic,) = (2&+1)(a, + U&+1) ¢, /3) =0,
m=-£ :

si bien que :

Z&wx,m =0.
m

Cette relation est connue sous le nom de "diagonal sum rule" (cf. Gilbert (1971)). Elle est 2
I'origine du concept de modéle de référence a symétrie sphérique, puisqu’elle montre que la
valeur moyenne des fréquences propres d’'un multiplet est inchangée par des perturbations du

premier ordre, de moyenne sphérique nulle.

Le calcul effectif de I'éventuelle correction a apporter 4 a, (Woodhouse & Dahlen (1978),
Dahlen & Sailor (1979) et (71)) dans le cas d’'un mode sphéroidal, montre qu’elle n’excéde que
rarement 1% de sa valeur. Ce qui est négligeable, a, étant déja une correction de I'ordre de

1073, et n’est donc pas de nature a expliquer les "splittings anormaux”.
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4 "Splittings” anormaux.

Ritzwoller et al. (1987) ont montré que de nombreux multiplets présentaient des "splittings"
anormaux. L'ordre de grandeur des perturbations relatives anormales des simplets est de l'ordre
de 10-3. Nous avons regroupé dans le tableau ci-dessous les modes concernés (d’aprés le tableau
4 de l'article de Ritzwoller et al.). Nous indiquons pour chaque mode la part, en pourcentage,
de l’énergie élastique du noyau externe et de la graine, de l'énergie de surface a l'interface
noyau-manteau et a l'interface noyau-graine, en suivant la formulation donnée dans la proposi-
tion 14 du chapitre II. La figure 2 montre, quant a elle, la disposition des fréquences propres de
ces différents multiplets par rapport aux deux branches de Stoneley et des branches de la graine
(cf Okal 1978).

Fréquence En. elast. En. elast. En. surface En. surface

en mHz noyau en % graine en % noy. mant. en % Noy. gr.en %
57 1.65522 6.7 ' 10-5 22 10-3
Ss 1.79897 7. 10-¢ . 25 10-9
255 1.24343 22, 1.25 0.9 4 10-5
25, 1.37974 14.5 0.03 13 8 1077
S, 1.10598 26.5 10. 0.3 0.05
A 2.27963 155 0.1 0.001 2 10-¢
e 3.01203 14 0.001 0.003 10-¢
S 282171 46.7 18 0.5 8 1078
1052 4.04100 474 8.9 0.3 4 10°¢
154 4.76597 47. 15 0.1 8 10-¢
155 5.07232 454 0.9 0.06 4 10-¢
1352 4.84397 43.6 9.7 0.02 21075
1353 5.19406 47.3 4.6 0.005 10-¢
S, 0.04427 41. 0.3 0.2 00!

Y 2.87284 45.1 7.9 0.2 4 10-¢
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fréquences

en

milliHertz :

10 .

¢t=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1516 17 18 19 20

figure 3 : Position des fréquences propres des modes anormalement "splittés” par rapport aux

branches de Stoneley S, (noyau-manteau), S, (noyau-graine) et de la graine G,, G, .
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Deux familles semblent se dégager grosso modo. L’une est constituée des modes précurseurs
de la branche de Stoneley correspondant a4 linterface noyau-manteau (ler et 2éme
harmoniques). Ces modes sont caractérisés par une forte énergie (quelques %) sur cette inter-
face, une faible énergie dans la graine et guére plus de 25% de I'énergie dans le noyau en
général. L’autre est constituée de modes qui présentent plus de 50% de I'énergie dans le noyau,
une faible énergie aux interfaces et une énergie souvent non négligeable dans la graine.

Reste Sq, le loup blanc de ces modes, avec 1,5% de I'énergie dans le noyau. A contrario, notons
que le multiplet .S,, per¢u comme "normal" par Ritzwoller et al. (cf leur tableau 4), présente
plus de la moitié de son énergie dans le noyau dont 8% dans la graine. C’est aussi le cas de ,S,

qui a 40% de son énergie dans le noyau externe.

Il semble a priori impossible de concevoir un splitting anormal du mode S, qui n“ait pas son
origine dans le manteau. Pour ce qui est de ,S, et de ,S,, on notera que leur ordre angulaire est
1. II reste néanmoins raisonnable de penser que les anomalies qui affectent I'ensemble de ces
multiplets provient pour une large part du noyau externe. Quelles sont les origines possibles ?
On peut invoquer la convection dans le noyau liée a l'existence du champ magnétique et a des

hétérogénéités latérales de densité d’une part, et des effets d’interface d‘autre part.

Détaillons de plus prés l'influence de la convection en supposant que l'on reste proche de la
configuration sphérique. Pour obtenir l'expression de la perturbation de configuration corres-
pondante on est conduit 4 perturber virtuellement (5,0 = 0) les équations (1b,c) du paragraphe 4
du chapitre I. En notant maintenant v le champ de vitesse dans le noyau externe pour ne pas le
confondre avec le champ de perturbations ¢, cela nous méne a :

}, grad(s,p) - De*(g,) = 6,8 (74a)
avec .
618 = Dgo(&) + grads ¢ + Q%r - Qr Q - 2Q AV - DV(V) + 8iorents - (74b)

La perturbation doit étre congue comme une perturbation de trajectoire (voir le paragraphe 4

du chapitre 1) dans le noyau externe.
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L’action dynamique de la convection et l'accélération associée A la force de Lorentz sont donc
a comparer a l'accélération centrifuge. Si le champ magnétique est relativement bien connu 2
I'interface noyau-manteau (cf. Le Mouél et al. (1985)), il ne semble pas exister de consensus sur
son intensité a l'intérieur du noyau. Le doute porte essentiellement sur sa partie toroidale. En
tout cas il ne semble pas que la force de Lorentz puisse dépasser de beauéoup le terme de Cor-
riolis Q A v.

Tout revient donc 4 comparer v avec | |r] qui est de 'ordre de 100 m/s dans le noyau externe.
v est de l'ordre de 10”4 m/s 4 la surface noyau-manteau (Gire et al. (1986)) et des vitesses
supérieures 4 | m/s paraissent déraisonnables. On ne voit donc pas comment I'équation (74a,b)
pourrait étre numériquement différente de 1’équation de Clairaut (13,20). En d‘autre terme le
champ magnétique et la vitesse de convection n‘ont aucune influence sur la forme de la Terre
au premier et, probablement méme, au deuxiéme ordre. On ne peut donc envisager un effet
appréciable dt a des hétérogénéités latérales de la densité qui ne soient déja prises en compte

par la correction d’ellipticité.
On déduit du paragraphe I et du chapitre I 4.13, 4.14 que le seul terme du premier ordre en v

qui apparait dans I'expression de "l'opérateur de splitting” est dans §B (cf. paragraphe 1 et
chapitre I 4.13, 4.14) :

(6,Bulv’) = J

Du(pv).0’ dV + ( J (@ Au)u pdV)
\%

A\

avec, rappelons le :
v=0dans Vg, div(pv) =0 dans Vg etvn =0 sur dVg N aVp .

La matrice de splitting est alors non diagonale. En effet, posons :

u= y,(r) Ype, + Y4(T) gradT(Y't“r)

W= yy(n) YPe, + y,(r) gradp(Y}'r)
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€ = x,(r) Y;‘er + X4(r) gradT(Ys‘r) + X,(1) Rot(Y‘; ).

Reprenant les notations de. Phinney & Burridge (1973) on obtient :

u= {yl Y"Z“e0 + VUE+r1)/2 y, Y‘e'me,} 25;1

= UprmY,*me_  avec:a=¢,0.
Il s"agit de calculer :
I= J Du(€v).17 dv .
\4

D’aprés Phinney & Burridge (1973) :

DBu® = UCZ 8- mvy (a+8).m

on en déduit que :
Du(gv).u’ = (-1)f Uelbm, Gpam' x:P4 ylrb)m yom y-bu

L’intégrale de surface est connue :

| orm Tyt oo an - o,

avec .
Fag = (-1)° [t; orf *ﬂ] (752)
G = (-1)# 4r [-fh L 2] (75b)

Les symboles de Wigner ne sont non nuls que si :
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p=m -m , 0<A<g2L.

11 vient ensuite :
dI = (-1} GF,zU (HBmT ta.m'x—f-(#-m)prz dr

Ugelh= Ug® 6% + 6% (Qpy(e)y2Ug® - 820U, - 690U 4€)/r

avec .

0,8 = v(&+p)(e-p+1)/2

Qy(0) =Q, = Q, /2 = VYL+1)/2 (76)
0,00 = Q_; = Qe 1/2 = V(E-1)(E+2)/2 .

Omettant les indices évidents, nous obtenons :

dl = Gpr2dr { F,, UeU XO - { F,Q,(¢) U¢ Ut + F_,, (Q,(¢) U - U?) U< +

+ Fo, (Qy(8) U - U¢) VO ) X~¢/r )

-€€

Par antisymétrie, on en déduit que :

b
1= % LGprdr ( Fyy (XUT - UaTayr

+ (X - X F 0, U Ut + F_ 0y(8) UU + F, Qy(¢) UU? )
{ F-ee (UOG-C X€-U fj—o Xe) + Foe (UCG0 X€ - UUGG X)),

Revenant aux composantes classiques :

24+] 2¢+]
0= i+l € = F2ady
Ul =y, - U = Q9 Y

4 4 3
N
2)+1 2+ o
0= € -
X x1\J el X = Qy(N) e (x5 + €ix,) ,

on déduit de I'expression de I, en posant X = 2k-1, que :
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b

¢
20+ )w _
H’;m,=-( W) x ‘4‘;1 E GanOZ(z)J Xy g-1 (912 - k(2k-1)y,?) prdr
0

k=1

b
/ J {y2 + U&+1)y,2) pridr
0

et enfin, grice a (75) et (76), que :

¢
B o ) u, Z Jk(2k-1)(4k-l)(e—k+1)(2(£+k)+ﬁ [_e’ ¢ 2k-1 ]

T m m m-m
k=1
) b
[213’1 0 Z31] L X, (y,2 - k(2k-1)yg?) prdr / L{ylz + fesD)) pradr . (T7)

Au premier ordre, la vitesse n’intervient donc dans le noyau que par ses composantes impaires
toroidales. C’est d‘ailleurs cette partie de la vitesse qui est la plus importante. Pour se faire une
idée de l'ordre de grandeur de ce terme, nous avons utilisé le champ de vitesse proposé par Le
Mouel et al. (1987) en configuration sphérique. Ce champ a été obtenu par prolongement dans
le noyau des résultats obtenus par Gire et al. (1986) a l'interface avec le manteau. Pour effec-
tuer le prolongement ces auteurs ont supposé que dans l'équation d’équilibre stationnaire Dv(v)
et 8iorentz SONt Négligeables devant A v. Ils montrent que le champ de vitesse est déterminé dés

que 'on connait les fonctions composantes du développement de v, en harmoniques sphériques :

v, = Zf’é‘(r)YE‘.
£,m

Tout revient donc a déterminer ces coefficients fz‘ . La seule information dont on dispose a

priori est qu’ils sont nuls aux interfaces. La connaissance du champ a l'interface avec le man-
teau et la condition de stationnarité donnent accés A leur dérivée radiale. Il est donc logique
d’adopter le polynome du deuxiéme degré ainsi déterminé, encore Que ce soit physiquement
arbitraire puisque cela conduit a séparer radialement le noyau en deux zones convectives. C’est
ce que l'on a fait pour les composantes non zonales (m # 0). Le champ toroidal zonal 4 I'inter-
face avec le manteau étant pratiquement symétrique par rapport au plan équatorial (les
harmoniques impairs dominent largement), il a été prolongé cylindriquement puisque ces

mouvements sont peu susceptibles d’étre atténués (cf. chapitre IV). Bref, I'ordre de grandeur du
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mouvement est de 'ordre de 10~¢ m/s. Cela conduit a des perturbations de fréquence (fw/w) de
l'ordre de quelques 1076, Explorant numériquement l‘opérateur de "splitting” (grace a une
méthode spectrale que développe Ph. Lognonne) , des couplages non négligeables apparaissent
entre modes "anormaux" ou avec les modes de la graine. La figure 3 montre d’ailleurs que la
distribution des fréquences "anormales” est pour l'instant trimodale (1.5, 2.5, 5 mHz) et suggére
de tels couplages, quelle qu’en soit la cause.

En résumé, le mouvement convectif ne peut avoir qu'une influence directe sur les modes. Il ne
peut y avoir, 4 moins de renoncer A I'hypothése de "fluidité", d’effet de masse volumique.
L’ordre de grandeur de la vitesse minimum susceptible d’expliquer les anomalies de "splitting"
est de quelques 1072 m/s. Ce qui n’est pas d’emblée impensable quoi que deux ordres de gran-

deur plus grand que celui actuellement admis.

Restent les effets d’interface qui pourrait &tre liés 4 des phénoménes chimiques. Remarquons
qu’ils impliquent un fort déviateur dans la zone solide frontiére ; ils seraient donc évanescents.
Les arguments qui peuvent &tre invoqués en faveur d’une telle origine sont d’une part que le
mode S, ne présente que 1.5% d’énergie dans le noyau (il est néanmoins couplé avec d’autres
modes "anormaux") et que, d’aprés la formule 2.68 du chapitre I, seul le déviateur et la rigidité

ont un effet strictement nul pour £ = 1.

5 Perturbation Lagrangienne du signal.

Considérons maitenant, dans le cas d’un noyau isentropique, une perturbation générale de
paramétres, de rotation et d’ellipticité. On peut reprendre I'analyse faite au paragraphe 3, en in-
troduisant maintenant (cf. (57),(61)) :

h*(u,w) = 2w, (i6Bulu’) - I (n.s(u))(DEW].n + (n.s(u’))DEuln) dT +
=

+ K((u,gw) , (', 9(w))) - wiHspulu)y2(yy (78)
et ou apparaissent cette fois dans K les termes dus a &p et §,bikl(hét. lat.).

On peut montrer, comme au paragraphe 3, que les vecteurs uy, - avec wo = w,, sont les

b, &4

différents vecteurs propres de HX*, l'opérateur induit par h* dans @x':wx,wax' , les valeurs
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propres correspondantes étant les différents 2wx6wxr’mr . On peut également montrer que pour

Wy # Wy -

h* R '
(Slux,ml ',m') = (uxm ux,m) . ) (79)

2_ 2
wx’ wx

Soit v le signal généré par une source sismique dans une configuration proche de la configu-

ration sphérique avec noyau isentropique. On déduit de I'équation (21) du chapitre IV que :

Y@ =Re ) (€ lugmr) e u ), (80)
X,m

avec .

£t) = £ H(t)

et ou les u, . (r) représentent les différentes branches de vecteurs propres associées 4 w, ,

paramétrisées par le temps virtuel r, chaque vecteur Uy m correspondant 3 l'état de référence
étant de norme 1 dans L2%V,dm). Pour ce faire on doit normaliser 3 V2 les vecteurs

('ﬁx,m/wx,m’ux,m) dans l'espace D(a)/Ker(A) x H . Cela conduit en effet d’aprés la proposition
7 (13b) du chapitre III a :

(wx,m + wx’,m')(ux,mlux',m') = 2(iBux,mI ux',m') = 2wx8xx’ Smm’ . (81)
De sorte que dans l’état de référence :
(ux,ml ',m') = Sxx"smm’ . (82)

On remarquera que le 1/2 qui devrait apparaitre dans (80) est compensé par le fait que la

somme devrait étre étendue a la série des fréquences opposées - Wym -

La perturbation virtuelle de (80) autour de la configuration de référence conduit 4 :
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1

61‘.'. = Re Z {(ﬂslux,m)ux,m + (ﬂux,m)slux,m + it‘Sl“))t:,m(ﬂu:i(,m)ux,m} ei'*‘x

X,m

=Re ) e lit g (Toigm ) (X il ) + (bl ) Yo

’, — ’
X,m X" =w, ,m

+ Z (ﬂux',m')(ux',m'lslux,m)ux,m + (ﬂux,m)(alux,mlux',m')ux',m' } .

’., , ’
X", #W, ,m

La perturbation virtuelle de l’expession (81), compte tenu de (82) et de la proposition 3 du

chapitre I, montre que :

(61U ml U ) + (Wl ) = = (8PUy i Wy I 2wy = (AIVIEU, U ) +

—2
Wy + Wy

(16Bu, lue )

Par ailleurs, puisque les u, ,, sont vecteurs propres de H*, on déduit que :

1 §
awx,mux,m = E_ hx(ux,m’ux',m')ux',m' .
x
X W, #w,

Il en résulte, tenant également compte de (79) que :

. ith*(u, ,ue v) + 2(i6Buy Ju o v)
oY = Re Z{ Z (el o (3Pl DY) -

x
2.
x,m XWwe=w, ,m’

- (AWl U ) YW ) e (83)

(fl u:vt',m')hx(u:vt',m'’lizv(,m)u:v(,m + (f] ux,m)hx(ux,m’ux',m')ux',m' fw,
Wy 2-w, 2 Je )
X" 1w, #w, ,m’

Ce qui, dans le cas d’un noyau isentropique, généralise aux perturbations de ccrotation et
d’ellipticité le résultat de Woodhouse (1983).
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VI. METHODES D’INVERSION ET PROBABILITE CONDITIONNELLE.

Les méthodes d’inversion ont pris de nos jours une grande importance dans les Sciences de la
Terre puisque les observables sont obtenues a la surface du globe ou A bord de satellites. En
effet le large développement des réseaux d‘observations sismologiques, magnétiques,
gravimétriques et l’exploitation des données spatiales ont rendu nécessaire une approche
systématique des méthodes de traitement. Les problémes qui se posent en Géophysique sont trés
mal posés car ils sont largement sous-déterminés ; il s’agit le plus souvent d’identifier un
paramétrage fonctionnel, voire de reconstruire des interfaces 4 partir d’une collection finie de
données d’observations. C’est dans ce contexte que Backus & Gilbert et Wiggins dans les années
1970 se sont intéressés a l’inversion d’un nombre fini de fonctionnelles linéaires. 1ls ont mis en
exergue un des concepts clefs de ce type de probléme, celui de résolution. Depuis les méthodes
classiques d’estimation, stochastique ou non, linéaire et non linéaire, ont pris peu a peu leur

essor dans la discipline.

Il existe, dans le fond, deux approches, fondamentalement différentes dans leur esprit, du
probléeme inverse.

L’une, que l'on peﬁt qualifier de purement mathématique, s’intéresse a la description détaillée
de la variété des modéles admissibles. Sans la moindre considération des erreurs ou de I'infor-
mation plus ou moins floue que 1'on peut fournir d’emblée sur le modéle, il s’agit de compren-
dre et de décrire la structure des solutions. Dans le domaine de la spectroscopie, connexe i la
sismologie ("can we hear the shape of a drum" Kac (1966)), citons par exemple l'article de
Sabatier (1978) ou encore les remarquables résultats obtenus récemment par Isaacson et Tru-

bowitz (1983,1984) dans l'inversion du probléme de Sturm-Liouville normalisé.

L’autre point de vue est plus pratique, a4 la fois un peu plus fin et beaucoup plus grossier. On
renonce ici A préciser plus avant la description des modeéles théoriquement admissibles mais on

cherche a apprécier grosso modo l'extension des modéles physiquement acceptables, compte-



page 248 Chapitre 6 :

tenu des erreurs de toutes sortes et de I'a priori physique. Cette approche conduit naturellement
a la description probabiliste. La maniére la plus rigoureuse de rendre compte des différentes in-
formations de nature physique et d’estimer le flou (ou 1™erreur") sur le modéle "solution", sans
étre (méme inconsciemment) tributaire de la- paramétrisation adoptée, est en effet d’utiliser la
théorie de la mesure dans sa formulation probabiliste. On renvoit 4 Tarantola & Valette (1982)

et aux premiers chapitres du livre de Tarantola pour un dévelopement de ce point.

Nous nous proposons de développer ici les grandes lignes de ce deuxiéme point de vue. Notre
sentiment est que le bon concept mathématique a utiliser est celui de probabilité conditionnelle.
Cela nous conduit & une démarche de type bayesien. Il nous semble néanmoins que l'utilisation
de la probabilité conditionelle peut étre rendue plus directe et couvrir des situations un peu plus
larges que dans l'approche bayesienne classique. Nous renvoyons au cours de probabilité de
I’Ecole polytechnique de Métivier et Neveu ou au livre de Neveu, pour les définitions et les
résultats relatifs aux probabilités conditionnelles. Indiquons néanmoins que la situation typique
de l'utilisation du concept de probabilité conditionelle est celui ou 'on considére deux éléments

aléatoires définis sur un méme espace probabilisé, & valeur dans deux espaces mesurés X, et X,

X,: X,Z,p) =X,
X,: X,Zp)—X,.

L’objet du concept de probabilité conditionelle est alors de rendre compte du supplément d’in-

formation apporté sur I'élément X, par une information sur X,.

1. Inversion en terme de probabilité conditionnelle. Le cas discret.

Soit X l'espace vectoriel isomorphe 3 R™»*m des différentes grandeurs choisies pour décrire
numériquement l'expérience physique considérée. Dans la plupart des cas cet espace se présente
comme le produit D x M, D étant I'espace des grandeurs d observées et M celui des paramétres
de modélisation m .

On définit sur X une mesure u qui représente la mesure d’information nulle et qui sert de
base (de mesure) dans notre approche. Cette mesure traduit I’état de non-connaissance physique.
C’est souvent la mesure de Lebesgue, mais ce n’est pas systématique, un jeu de changement de
variable suffit 3 l’illustrer (voir Tarantola & Valette (1982)) pour plus de détails).
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On suppose disposer de plus d’une information a priori qui représente la connaissance des
différentes grandeurs avant ou suite a I'expérience physique. Cette information est la simple
traduction des mesures physiques pour les grandeurs observables et décrit notre degré de conna-
issance a priori des paramétres du modele. Cette information est représentée mathématiquement

par une mesure de densité p par rapport a x .

Une théorie physique s’exprime, idéalement, par le fait qu’une certaine fonction :

vxeX,x—-fx)eY

s’annule. Dans le cas ol paramétres et observables sont séparés, elle prend la forme :

f(dm)=d -gm)=0€ D.

Par ailleurs y = f(x) (= d - g(m)) est un élément aléatoire.

On définit alors 'information a posteriori comme étant la probabilité conditionnelle sur x
(ou sur m) étant donné y = 0, c’est a dire étant donné l'information apportée par la théorie.
Elle est représentée par une mesure de base u.

Dans le cas ou:

X=Dx M, d-gm)=0,

et ou I'on suppose que :

B = pp Duy et p(x) = pp(d) pp(m) ,

c’est 4 dire que les informations sur les données et le modéle sont indépendantes, on obtient la :
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Proposition 1 :

L’information a posteriori prend la forme :

p'p(dm) = ctepp (g(m)) ppg(m) ppg(dm) . ¢))

Preuve :

Le couple aléatoire

(maY) = (mad_g(m))

admet 1a loi :

pp(y + 8(m)) pyg(m) pp(dy) pyg(dm)

I suffit alors d’appliquer un résultat classique (cf Neveu et Métivier par exemple) =

Le cas gaussien est particulierement intéressant. Dans ce cas :

p(dm) = cteexp {-E_) p(dm) . ¥3)]
avec .
Ep = 3 ( Cq™!(dy-8(m).(dy-8(m)) + Cpy~Hm-my).(m-my) } . e

en notant d, et m, les espérances et C,y, C., les opérateurs dautocorrélation supposés définis
positifs.
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L’information a posteriori n’est gaussienne que si g est linéaire. Dans le cas contraire on peut
néanmoins approcher localement la loi par des lois gaussiennes, si 'on suppose que g est de
classe C2,

Pour ce faire, il faut tout d’abord déterminer les maximums de vraisemblance, c’est 4 dire les
modeéles fh pour lesquels E(m) admet un minimum strict. Ce qui conduit a4 résoudre un
probléeme de moindres carrés généralisés.

Un développement de Taylor a I'ordre 2 au voisinage de chacun des fi montre ensuite que :
E(m) - E(f) - % H. (m-fi, m-f) = o [ m-ta|2),

et donc que :
w(dm) = cteexp(-E(fh)} expfo || m-th | 2} exp{-% H(f) (m-f, m-fh)}y.(dm) . 4)

en notant I-I&1 le Hessien de E en fh qui est défini positif puisque E y est strictement minimum.

Il apparait ainsi que la loi a posteriori est localement tangente a la gaussienne de centre fh et

d’opérateur d’autocorrélation H&l'l. Un calcul élémentaire montre de plus que :
grad E(m) = Gl.n'Cd‘l(g(m)-do) + C~Y(m-m,) , 5
H(f) = G, *C471G, + Cpp™t + (K ( )*C4mU(g(m) - dy) (6)

en notant Gﬁ; la dérivée de g en fh et Kﬁn I'opérateur bilinéaire symétrique dérivé seconde en

fh.

Enfin, la probabilité relative de chacune de ces zones de solutions (fa , Hﬁrl) peut étre

appréciée grace aux différents facteurs exp{-E(fh)} .

Par ailleurs, en analogie avec la physique statistique, il s’est développé des méthodes pour
décrire asymptotiquement des lois du type de (2) dans le cas ou g est fortement non-linéaire
(Kirkpatrick et al. (1982)). I s’agit essentiellement (voir Geman & Geman (1983)), de construire
un processus de Markov dans M qui converge en loi vers (2) indépendamment de son initialisa~

tion. Ce processus peut étre légérement modifié de maniére 4 tenir compte d’une température
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virtuelle T en dénominateur de "I’énergie” E(m). On peut alors montrer (Geman & Geman) que
si au cours de I'évolution du processus, T(t) tend vers 0 moins vite que 1/Logt alors le processus
converge vers le minimum absolu de E. On trouvera dans les articles de Rothman (1984, 1985)

une adaptation de ces idées 4 un probléme de prospection pétroliére.

2. Moindres carrés généralisés

Nous avons vu au paragraphe précédent que la description de I'information a posteriori néces-

site la résolution d‘un probléme de moindres carrés. Il s'agit de rendre minimum :

E(m) = C,"¥(m-m,).(m-m,) + C4~}(d,-g(m)).(d,-g(m))

Plus généralement cherchons 4 minimiser :

x2 = C™Yx-Xo).(X-X,) ]
sous la contrainte : b (D)
f(x) = 0 J

Sous cette forme il est clair que cela revient 4 chercher les points de la variété
T={xe X:f(x)=0)

qui sont localement les plus proches de x, au sens de la métrique induite par C-1 .
Supposons que f est de classe C! dans un voisinage de T et que la dérivée de f , Ay, est surjec-

tive en tout point y de I'. Les points y de T qui rendent cette distance stationnaire vérifient :

P(y-x))=0 ]
L (8)
fiy) =0 J

ou Py désigne le projecteur orthogonal, relativement i la métrique issue de C-1, sur l’espace

tangent A T’ en y que 'on notera TY(I‘). Nous avons montré (Tarantola & Valette (1982)) que :

P, =1-CA,"(A,CA,") 1A,
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et que (8) est équivalent a :
y = x4 - CA, (A,CA Y ALY - x)) - £(¥)) . (10)

Reste 2 étudier la dépendance de y a x, et de vérifier que x2 est minimum. C’est I'objet de la :

Proposition 2 :

Supposons que f est de classe C2 dans un voisinage ouvert V de X. Soit (x,,¥,) € T xV un

couple de points de X vérifiant (10) et tel que 'opérateur LYo défini par :
* *)_
V= Ly () = - By Oy ()" (A, Cay 34, (50 - %0 (1)

est inversible. Alors :

a- Il existe un voisinage ouvert de (x,,y,) tel que dans ce voisinage la solution de (10) prend

la forme y = h(x) ou h est de classe C! et de dérivée h'(x) = LyPy, .

b- LYoPYo est auto-adjoint pour le produit scalaire induit par C-! et il est non négatif si et

seulement si ||y - x, || -1 st localement minimum sur T.

Preuve :
a- Considérons la fonction ¢ de X x X dans X, définie par :
$(x,y) = y - x - CA, (A,CA, ") HA(y - x) - f(¥))

¢ est de classe C2 dans X x V. Utilisant les régles de dérivation élémentaires (voir Cartan par

exemple) on déduit que :
¢'x(x,y)(6x) = - Py(6x) . ' (11a)

#Y(x,y)6y) = 8y - CA,*(A,CA*) K, (6y.y - x) - C(K,(69))"(A,CA, ") YA(y - x) - f(y)
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+ CA,M(A,CA, ") K, (6y,CA, *(A,CA ) Ay - X) - f(Y))

+ CA,M(A,CA, P 1A CK, (5y) (A, C.A, Y HAL(Y - %) - £(¥) (11b)

= 8y - CA,*(A,C.A, ") 1K, (6y.4(x,y)) - P,C(K,(6y))"(A,CA, ") YAy - x) - f(y) .

Ainsi :
¢'y(xo,y°) = Lyo s

est donc un automorphisme de X. Le théoréme des fonctions implicites permet de conclure.

b- Puisque A, est surjective pour y € T le théoréme des fonctions implicites montre qu‘il

existe une paramétrisation de T' au voisinage de y, de la forme :
VyeYy— gyerT,

ou g est de classe C2 et oui:

g(0) = y, .

Tout revient 2 étudier localement la fonction :

Vae X, a—da)= "8(0‘) - xo"ch .

Le Hessien de d est :

H(d)(§,,€,) = 2 {CTH(y, - x)8"(0)(¢€1,€,) + CT1g'(0)¢,.8°(0)¢,) (12)

d réalise un minimum local strict en « si H(d) est strictement positif et si d ne le réalise pas

H(d) n’est pas positif. Puisque g’(0) est un isomorphisme de Y sur Tyo(I‘) il est équivalent de

considérer la forme de Tyo(I‘) x Tyo(I‘) définie par :

V(vyvy) € Ty (D x Ty (D), ¥ (vyv) = 3 HEAEO", , g0)2,) (13)
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Précisons maintenant I'expression de ¥. On déduit d’emblée (13) et de (12) que :

W(v,,v,) = C"X(y, - X,).8"(0)(8(0)"v, , g'(0)"1v,) + C v v,

Par double dérivation en a = 0 de la relation :

fog=0

on déduit que :

Ky (80) o, 0) ) = - A, g'0Xe, @) . (14)
Tenant compte de cette derniére relation et de (10) on obtient alors que :
CoHyy 5 g ONG )73, , BO)7Hv,) = = Ay, CA, T ] 1A, (3 - %Ky (via¥y)

De sorte que :

¥(v,,v,) = C"1lv,.v, - [15‘),0C15‘y0’.']‘1Ayo(yo - xo)-Kyo(Vsz) . (15)

Il découle par ailleurs de (9) et de (11) que :

- - - » *)_ ‘
C™iL, P, v,.v, = C71P, v,.v, - C71P, C (K, (P, v,) [AyoCAyo ] 1A, (Yo = XohV;

Tenant alors compte de I'auto-adjonction du projecteur Pyo par rapport au produit scalaire issu

de C-1, c’est 4 dire de :

»
P, Py, =P, et P, C=CP *,

il en résulte que :
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- *\.
CoiLy Py ViV, = C 1Pyovl.Pyov2 - [AYoCAYo ] 1A},o(y0 - x")'KYo(PYon , Pyovz) . (16)

Il apparait donc que LYoPYo est auto-adjoint par rapport au produit scalaire issu de C~! et que

la restriction de la forme bilinéaire (16) a Tyo(I‘) est 0.

Enfin puisque Lyo est un automorphisme, le noyau de C'lLyoPyo est I'orthogonal de Tyo(I‘) (par
rapport 4 C~1). Ainsi ¥ est définie positive sur Tyo(I‘) si et seulement si LYoPYo est non négatif.
Cela montre que d réalise un minimum local strict en « si et seulement si LYoPYo est non

négatif. =

Pour résoudre (10) nous avons proposé (voir Tarantola & Valette (1982)) d’utiliser un algor-

ithme de point fixe qui prend alors la forme :
Xee1 = Xo + CALN (AL CA Y AL (%, - X)) - f(x)) (17)

Dans le cas explicite (X = D x M), il se raméne a un algorithme de type quasi-Newton, déja
utilisé par Rodgers (1976) en géophysique :

Myyg= My + Cp™t + Gy "C47IG) MGy CaHd, - 8(my)) = Cp™X(my - my)} (18a)
m,,; - m, = (C,;"! + G,*C471G)"1G, *C, {d, - g(my) + Gy (my - m,) , (18b)
my,; - my = C .Gy (Cy + G,C,.G, ") {d, - g(m,) + G,(m, - m,)} . (18¢)

Bien entendu, dans les problémes de trés grande taille de tels algorithmes ne sont pas d’utilisa-
tion aisée puisqu’ils nécessitent lI'inversion d’un systéme linéaire. 1l faut néanmoins remarquer
qu’il n’est pas toujours nécessaire de construire numériquement la matrice C4 + GkaGk' pour
inverser le systéme. Par exemple, une méthode de type gradient conjugué nécessite seulement
dappliquer C4 + GkaGk* A tout vecteur, ce qui est souvent beaucoup plus rapide. Reste, bien
entendu, le vaste champ des méthodes directes d’optimisation de E. (voir par exemple Ciarlet et

aussi Tarantola pour une bibliographie et une adaptation de ces méthodes a la Géophysique).
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3. Le point de vue de I’estimation. Compromis erreur-résolution.

Il se trouve que si 'on adopte a priori une covariance honnéte, les erreurs a posteriori sont
souvent énormes. Aussi est-il courant de restreindre l’espace modeéle. Pour préciser ce point
considérons un systétme de fonctionnelles linéaires continues sur un espace modele constitué de

fonctions vectorielles spatiales. Par exemple :

M=L%V) et d=G(m) = J K(x)m(x) dV € RR
\'%

ou K(x) est une matrice a coefficients dans L2(V).

Posons :

fh = m, + L(d, - Gm,) . (19)

ou d, et m, sont choisis comme référence et L est un opérateur linéaire de R" dans L%(V). On
déduit de (19) que :

fh - my=LG(m - my) - L(d - d,) . (20a)
fh - m = (LG - Im - mg) - L(d - d) . (20b)

en convenant de noter d et m (d = Gm) le vecteur donné exact et le vrai modéle. L’opérateur
LG est du type Hilbert-Schmidt, de noyau la matrice :

L(x).K(x) .

On l'appelle "opérateur de résolution”. L’expression (20a) montre en effet que m - m, est vu au
travers de cet opérateur 3 un terme de bruit prés, provenant des erreurs sur les données. Plus
L(x).K(x") se rapproche de &§(x-x’)I plus la résolution est bonne. D’ou I'idée (cf. Backus &
Gilbert (1970)) de déterminer L en chaque point x par un critére de proximité du noyau de

résolution 4 §(x)I. Bien entendu meilleure est cette résolution plus grand est le terme de bruit.

Pratiquement l’erreur sur les données est décrite par une mesure gaussienne de centre d, et de

matrice d‘autocorrélation C4. Une démarche peut étre de choisir un opérateur L (opérateur de
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type moindres carrés, de Lanczds ou de Backus & Gilbert), de calculer le noyau de résolution
associé en différents points caractéristiques, ce qui revient a apprécier la qualité de l'estimateur,

puis de calculer l’erreur sur celui-ci provenant des données a savoir (cf 20 a) :

*
C{ﬁt—mo-LG(m-mo)} =LGCL . 2n

1l n’est, malgré tout, pas interdit d’adopter un a priori probabiliste relatif 4 M. D’une maniére
générale on définit un élément aléatoire a valeur dans un Hilbert H comme étant une applica-
tion mesurable d’un espace probabilisé (Q,Z,p) dans H muni de la tribu borélienne,

E:0—-H.
On peut plus généralement définir un processus de Hilbert comme étant une application linéaire

continue de H dans L2(0,X,p). A chaque élément aléatoire de carré intégrable de H on peut
associer un processus de Hilbert par :

§— XE =(4).
La réciproque est fausse comme le montre la considération du bruit blanc.

Se donner un processus de Hilbert gaussien ¢ revient 4 se donner sa moyenne £, et son
opérateur d’autocorrélation C, définis par :

Yue H, (§Ju) = E{¢(v))

V(uv) € H?, (Ceulv) = E{(§(u) - £p)-(§(v) - €} .

C,E est un opérateur de Hilbert-Schmidt ; il est nucléaire si et seulement si le processus peut étre
représenté par un vecteur aléatoire dans H. A chaque processus on associe naturellement une

mesure cylindrique qui n’est une vraie mesure que si le processus est représentable dans H.

On peut ausst définir une fonction aléatoire vectorielle sur V comme une famille de vecteurs
aléatoires de R™
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YV x€ V:x—=X, € L¥Q,Z,p).
A cette fonction aléatoire correspond un noyau de covariance :
Cx,x") = E{(X,-E(X,)) (X-E(X,))} -

Ce noyau est symétrique et de type positif, c’est 3 dire que pour toute famille finie (x;) de
points de V et de vecteurs (k;) on a :

Z Clx;,xhy.hy 2 0 .

ij

A une fonction aléatoire que 1’on supposera de moyenne nulle par simplification, s’associe natu-

rellement un processus de Hilbert. En effet soit :

Hy=(fe VR® . f est mesurable et [ C(x,x’) f(x).f(x) dxdx’) < +c0 }
VxV

et H= ﬁo le complété de H, pour ce produit scalaire. Généralement H est un espace de distri-

bution. Remarquons alors que pour tout f dans H, :

[ X () f(x) Xo(w).f(x) dxdx'dw < + o0 ,
VxVxn

puisqu’il s’agit de termes positifs. Grace au théoréme de Fubini on en conclut que 1'application :

¢:VfeH,,f— J X (@)f(x) dx € L¥Q,Z,p)
\'

est une isométrie. £ se prolonge donc par continuité en un processus de Hilbert sur H. Ce pro-

cessus admet 'opérateur C :



page 260 Chapitre 6 .

vfeH, f— [ C(x,x") f(x’) dx’
v

comme opérateur d’autocorrélation. cV/z (L2(V)) est l'espace d’Aronszajn associé au processus.
Muni du produit scalaire :

(1)) = (C-1/2f | C4/2g )z,

c’est un espace de Hilbert pour lequel § est continu. Il est simple en effet de vérifier que :
V fe Im CV2 : ((f IC(x, )) = f(x)

On parle également d’espace 4 noyau autoreproduisant de noyau C(x,x’).

On montre de plus (Aronszajn 1950) qu’il y a une correspondance bijective entre les noyaux
symétriques de type positif et les espaces 4 noyau autoreproduisant.

Pour se donner un a priori sur M = L2(V), il suffit donc de se donner un noyau de covariance,

c’est 4 dire un noyau symétrique de type positif. On choisit souvent :
C(x,x’) = exp { -%uﬁ }diag (0,

ou:

C(x,x") = exp { —-u—%u- }diag (2,

(Dans ce dernier cas H = H"YV) et Im cv 2(L2(V)) = HYV) ).

Cela permet de "régulariser" I'espace modele en jouant sur de la longueur de corrélation a priori
et fournit toute une famille d’estimateurs possibles. L’espace de régularisation dans la terminolo-
gie de Tikhonov est alors Im (Cl/ 2).
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Considérons maintenant deux espaces de Hilbert H,, H, et un opérateur continu A de H,
dans H,. Soit £ un processus de Hilbert sur H, ; on définit A¢ par :

V h,€ H, A&nh,) = &Ah,) € LYQ,E,p) .

C’est un processus de Hilbert sur H,. Il est de plus clair que si £ peut étre représenté par un

élément aléatoire de H,, la définition donnée pour A¢ est cohérente. On montre alors simple-

ment que :
E(A¢) = AE(§) , (22a)
Cpe = AC,A" (22b)

Revenons enfin a l’'expression (20b) et supposons que m est processus de Hilbert sur M de
moyenne m, et d’opérateur d’autocorrélation C_,. Puisque m et d sont indépendants, on déduit
de (22) que :

¥ he M E((frm)h))? = C;__(hh) = ((LG-DC(LG-D* + LC4LYh | h) . 23)

On cherche alors 4 déterminer l'opérateur L qui minimise cette espérance pour tout h . Un

calcul élémentaire conduit a :

X(L,h) = C;__(h,h) = ((L-LXGCpG* + CL-Ly)* + Cpy - Ly(GCG” + Cy)LoHh | h)  (24)
avec :

L, = C,G'(GC,G" +Cy . (25)
Remarquons que, puisque C, est défini positif, L, est bien défini. Sous cette forme il est clair

que le minimum de x(L,h) est atteint pour L = L, indépendamment de h . Si C,, est nucléaire

il en est de méme de Cx-“_m et I'on peut évaluer directement sa trace.

La solution du probléme d’estimation stochastique prend donc la forme :
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(fa = Ly(d, - Gmy) , Cs (L)) .

Il est fondamental de remarquer que I'opérateur de covariance :

C.  =Cp - CuG'(C4 + GC,,G")1GC,,

décrit ici 'erreur entre f et m. Alors que dans I'approche sans a priori, présentée plus haut, qui
conduit 3 I'opérateur de covariance (21), il s"agit d"apprécier I'erreur sur 'estimateur proprement

dit, indépendamment de sa qualité de résolution.

Dans le cas d'un espace D de dimension infinie ou I'opérateur (Cy + GCMG') n’est pas inver-
sible on montre (Balakrishnan chapitre VI) que :

Inf x(L,h) = lim, _, 4 x(L,,h)

avec :

L, = C,G"(GC,G* + Cy + el . (26)
Signalons également que Bertero & Viano (1978) ont donné des conditions suffisantes pour que

L, admette une limite continue. Ce qui compleéte I’article plus formel mais antérieur de Franklin
(1970).

Quoi qu’il en soit, on retombe sur la solution "moindres carrés". Une autre approche qui a été
trés employée en Sciences de la Terre est celle de I'inverse de Lanczds (cf Wiggins par exemple).
Rappelons que l'orthogonal du noyau de G dans M, que !'on notera S, est de dimension p, p
étant le rang de G. La décomposition de Lanczés montre que si I'on choisit une base orthogo-

nale dans S, la matrice qui représente la restriction de G i valeur dans D = R™® peut s’écrire :
Gg = UAV® (27a)

avec :
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v =VV =1,
(27b)
vut=U'u=1,

@, 0
a,
a
r=1 o 0 | € Mup®

les o; étant les p valeurs singuliéres de G, c’est A dire les racines carrées des valeurs propres de
*

GG'.

On en déduit toute une famille d’estimateurs inverses a valeur dans S de la forme :

avec :
V=[Vy, Vo], U=[U,U, A = diag(e)=yx > ) (28Db)

ou les (o;) sont k valeurs singuliéres, U, est la sous-matrice de U dont les vecteurs colonnes
sont les vecteurs propres de GG* correspondants et V, 1a sous matrice de V dont les vecteurs

colonnes sont les vecteurs propres de G'G qui y correspondent également.

Le choix de k = p conduit 4 lI'inverse généralisé. Il s"avére toutefois que prendre k trop grand
peut étre néfaste et induire de trop grandes erreurs. Quel choix de valeurs singuliéres doit-on
adopter ? Matsu’ura & Hirata (1982) ont proposé d’utiliser la description probabiliste gaussienne
et de minimiser le "volume" de la covariance de fi-m (voir (23)). En fait on peut adopter le
critere habituel de trace, c¢’est 4 dire minimiser la variance globale. Pour ce faire on se restreint

comme précédemment 4 S et tenant compte de (23) on obtient :

C. . = (LG-I) C4(L,G-D* + L,C4L,”
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= VOVO*CSVOVO* + VkA_lkUk*CdUkA-lka*

= vymv*
avec :

AR U CU AT g
M= 0 VCsV,
Utilisant :

tr(AB) = tr(BA) ,

il en découle aisément que :

k
.2 :
WCam) = ) LT i Ori? - (29)
=1

i=k+1

Cette expression montre que le meilleur estimateur de la famille est celui qui prend en compte

exactement toutes les valeurs singuliéres telles que :

Cyly;,u) ’
% 2 laﬁ G0

ou v; (resp. u;) est le vecteur propre normalisé correspondant de G'G (resp. GG*). Cela corres-
pond au critére de Matsu’ura & Hirata (1982) et montre que l'inversion de Lanczés est moins
bonne que celle des moindres carrés, & condition toutefois que I'a priori C, soit honnéte. Reste
bien entendu la possibilité de se passer d'a priori sur le modéle et d’apprécier la résolution
obtenue comme nous l'avons indiqué plus haut. Quoi qu’il en soit la méthode est numérique-

ment désastreuse puisqu’elle implique la diagonalisation d’une matrice.
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4. Inversion globale fonctionnelle

L’objet de ce paragraphe est de passer en revue quelques résultats d’inversion globale qui peu-
vent s'avérer fort utiles bien que rarement considérés. Le principal théoréme est da 4 Hada-
mard-Levy au moins dans son énoncé (cf Hadamard (1906) p.73). On en trouvera une démons-
tration rigoureuse dans le cadre des espaces de Banach dans l'article de Plastock ou celui de

Radulescu & Radulescu (1979). Ce théoréme est le suivant :

Théoréme d"Hadamard-Levy-Plastock :

Soient E et F deux espaces de Banach et f une application de classe C! de E dans F telle
que :

Vx €E: f'(x) € Isom (E,F) et

£ < o(|x]D

ol w est une fonction croissante w : R* — R* \ {0} qui vérifie :

mds
J;) m=+w.

Alors f est un difféomorphisme de E sur F.

Dans le cas ot :

E=F=R"

il devient (voir Wu & Desoer pour une démonstration directe) :

Soit f : R® — R, de classe CL.
f est un difféomorphisme de R™ sij et seulement si :

VxeRrdetf'(x) #0 et 1im"x"_,(,o I£x) || = +o0 .
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Ce qui fournit une caractérisation particuliérement simple.

Le théoreme de Hadamard-Levy-Plastock conduit également 3 nombre de résultats d’existence

et d’unicité de probleme de Cauchy (voir Radulescu & Radulescu) dans les espaces de Banach.

Cristrea (1981) reprennant la démonstration de Radulescu & Radulescu 2 montré plus générale-
ment que :

Théoréme :
Soit f : E — F de classe C1! telle que :

V x €E: f'(x) € Isom(E,F) et

F7 s w(x])
ol w est une fonction continue de R+ dans R+\{0}.

Convenons de noter :

+00

vV xe E:Rxaj' gs_
x|

Alors :

a- Pour tout x de E: B(f(x), R,) & f(E) et il existe un voisinage ouvert de x, V_, telle
que : f , V, — B(f(x),R,) est un difféomorphisme.

+°°ds
b-SlJ-O :’(?)=+OO Yx=E et Rx=+x.

Dans une optique plus proche de celle de l’estimation, Chavent (1983) a obtenu avec l‘aide de
Tartar le résultat suivant :
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Soit f : E — F, de classe C2? et C un convexe fermé de E tels que :

VxeC

fx)| <6 |fx)| ce, VxeE [fx)] <8, of diam C <2v2.

Alors quelque soit z € F vérifiant : d(zf(C)) < — - g (diamC)? ,

of
il existe un et seul élément x de C qui rende |f(x) - z| minimum sur C.
En particulier f est un difféomorphisme de C sur f(C).

5. Cadre fonctionnel et probabilité conditionnelle

Revenons maintenant a la problématique du paragraphe 3. Nous avons vu que l1a formule d’esti-

mation classique (25) du cas linéaire continu :

fa = L(d, - Gm,)

posait déja quelques problémes, puisque L, ne peut pas toujours étre défini partout. Mandel-
baum (1984) se restreignant au cas d’éléments aléatoires dans l'espace de Hilbert H, a montré
que L, était un opérateur mesurable linéaire, c’est 4 dire défini sur D(L,) de probabilité 1. Il a
de plus montré que m est le centre de la loi de probabilité conditionnelle de covariance :

0<C,_ -C_G"(C4+GCG"GC,, <C,, .

Lehtinen et al. (1987) ont étendu ce résultat au cas de processus de Hilbert. Ce qui clot I'in-
terprétation, en terme de probabilité conditionnelle, de l’article de Franklin.

Reste le cas non linéaire. Plagons nous dans le cas ou D = RP et supposons que pour tout point
x de V, la dérivée formelle de g, G, est continue sur I'espace de régularisation Im le/ 2,
Définissons :

VeV, T, =G.C,Y2

qui est un opérateur de Hilbert-Schmidt.



page 268 Chapitre 6 .

On peut alors montrer comme au paragraphe 2 (les théorémes qui y sont utilisés sont en fait
valable dans le cadre hilbertien) que toute solution f du probléme :

| Ct/2m-my) |2 + C_,(d-dg)(d-d) minimum

sous la contrainte : d = g(m) et m - my; € Im Cmi/ 2

est solution de :

m - my=C V2T _* (Cy + T T ) Hdy-8(m) + Gp(m - my)} .

La encore, on peut utiliser I'algorithme :

My, - My = CpGy" (Cy + Ty T, {dy-g(m,) + Gy(my - my)} . (31)

Il me semble vraisemblable que, dans I’hypothése ou la dérivée seconde formelle de g est en

tout point continue sur ImCmi/ 2 la loi a posteriori est tangente i une loi gaussienne de centre

f

Ce type d'algorithme a été utilisé par Wahba (1973) pour résoudre des équations différentielles
linéaires sur un interval réel. Elle a notamment étudié la convergence de la méthode lorsque le

pas du maillage tend vers 0, en fonction de la régularité du noyau utilisé.

On peut l'étendre sans peine 3 un probléme de contrdle de paramétre d’une équation aux

dérivées partielles. Supposons en effet qu'un paramétrage p et un signal u soient liés par :

L,(up) =0,

ou L, est un opérateur aux dérivées partielles auquel on a intégré formellement les conditions
aux limites et (ou) les observables.

Si I'on fixe un maillage de V, l'espace D est de dimension finie, on adopte pour espace M
I'espace des champs (u,p). Les dérivées de L; par rapport 4 u : G*, et par rapport A p : G"p

sont également des opérateurs aux dérivées partielles. On vérifie sans peine que :
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(G,Cut/ (¥ Xx) = Z o G¥ K(x,x)
-

puis que :
(GuCa/ NG Cu/ D o = GXGXCy(x.X)

en notant K le noyau de C1/2 et en supposant que C(x,x’) est suffisamment régulier. On obtient

de méme :
* ’ ,
(GG 3G, Cp /D) o= GX,G¥ ,C,(x,X).

Lralgorithme (31) conduit alors 4 :
Uy, 1(x) = ug(x) + ZG:;Cu(x,x') VX
xl

B = X) + ) G Cylxx) v
x’

avec

Z(C;x' + GtG:’Cu(X,X') + G:G;'Cp(",x') v = wx
xl

WX =d X + G:k(pk - Py + G:k(uk - ug) - L (u,,py)
Dans le cas ou L est linéaire par rapport 4 u :

L (u,py) = G:k(uk Py)
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et
wX = d% + G’;k(pk ~ Dp) - Gﬁkuo .

’

On prend C""d = 0 sauf au point x ou intervient un observable mesuré. La covariance sur p cor-

respond 2 un a priori physique. Ce n’est pas le cas pour u. Convenant d’adopter une covariance
de la forme :

exp{--uxz'—g;ui} 2,

les expériences numériques nous ont montré qu’il fallait prendre § de l'ordre de une 2 deux fois
le diameétre du maillage.

Remarquons pour finir que cette méthode s’apparente a une méthode de collocation puisque
I'estimation est exactement solution de l'‘équation aux dérivées partielles en chaque point du
maillage.
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VII. UNE METHODE D’ESTIMATION D’UN MODELE DE REFERENCE ORTHO-
TROPE A PARTIR DE FREQUENCES PROPRES TERRESTRES.

L’objet de ce chapitre est de présenter les grandes lignes d’'une méthode d’inversion permet-
tant l'établissement d'un modele de Terre a4 symétrie sphérique a partir des observations de
fréquences propres. Aucun programme de ce type n’est disponible en France a I’heure actuelle.
Les programmes de calcul de modes propres en configuration sphérique sont d‘ailleurs pour la
plupart d’origine américaine et utilisés de maniére plus ou moins aveugle. Ces programmes sont
de deux types.

11 y a, d'une part, les programmes qui utilisent une méthode de tir (Saito, Masters & Gilbert).
La propagation des mineurs d’ordre 2 du systtme (67) du chapitre I paragraphe 2 étant
effectuée par une méthode de Runge-Kutta. L’utilisation de ces mineurs est une nécessité
numérique dans ces méthodes puisque, tirant de l’origine, la condition de fréquence propre se
traduit par l'annulation d'un déterminant d’ordre 3 a la surface.

D’autre part, certains programmes (programme de Wiggins par exemple) utilisent une formula-

tion variationnelle sur des sous-espaces de splines cubiques.

Nous avons entrepris avec Ph. Lesage la mise au point de deux programmes d’inversion. L’un
utilise le programme de Masters pour le probléme direct ; l'autre inverse directement modes et
parameétres. Nous présentons les points essentiels de cette derniére approche.

Il s’agit de déterminer les différents modules élastiques, le déviateur de précontrainte ortho-
trope, la densité ainsi que différents paramétres anélastiques a partir de données de valeurs
moyennes de multiplets, de la masse de la Terre et des coefficients gravitationnels J, et J, . Le
déviateur étant fortement contraint par la forme de la Terre, il est nécessaire d’en tenir compte
dans des équations de Clairaut. Cela nous a amené (chapitre V) a adopter une approche au
deuxiéme ordre de la figure de la Terre, par ailleurs jugée nécessaire (Nakiboglu 1982). C’est ce

qui explique que I'on puisse estimer le coefficient J .
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1. Prise en compte de 1’anélasticité.

L’anélasticité ne peut pas étre négligée dans I'étude des oscillations propres (Anderson & Hart
(1978), Liu et al. (1976) et Kanamori & Anderson (1977)). Nombre d’observations montrent de
plus que le facteur de qualité ne dépend que trés peu de la fréquence.

La maniére la plus simple de prendre en compte un phénomeéne de dispersion est de

considérer une relation différentielle du ler ordre entre contrainte et déformation. Formelle-

ment, en ne considérant qu'une dimension, cette relation prend la forme :

o [o4 . €

a+;-,=k[e+;_] r<r . Y]
Cela conduit sans peine (Liu et al.) 4 :

t
o) = k Ze(t) k[l ) ';’] J e -t - O de(t) . @)
-00

Dans le domaine des fréquences, il vient :

1_1 1 _1

6(w)=kl+1-l, : T 4w : 2w 3)
z + w? ﬁ + w?

D’une maniére générale on écrit :

B(w) = k(w) 2) , kw) =k {1 + dw) + @‘5} @)

Dans le cas d’un processus linéaire on a donc :
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1_1
dw) = 3 T (2)
-1;; + w?
1_1
Lw=o I (5b)
ﬁ + w?

Puisque Q(w) n‘apparait dans le cas de la Terre que peu sensible 3 w, on ne peut adopter un tel

comportement. L’idée est alors de considérer une distribution de processus linéaires (Nowik &

Berry (1961), Liu & Anderson (1976)). Cette distribution est sensée rendre compte des

différents processus physiques d’atténuation qui affectent une large échelle de fréquence. Rap-

pelons aussi pour mémoire que Kjartansson (1979) a montré qu'une loi de fluage de la forme

#t) = H(t)t® conduit 2 un un facteur de qualité exactement constant. Cela reste néanmoins ad

hoc.

Considérons donc une distribution aléatoire de processus linéaires et supposons que les variables

aléatoires k, x = 1 ety = 1—;

- sont indépendantes. On tire alors de (5) que :

E(d()) = (E(y) - 1) J X _p (dx),
R-I'

1 _ X
E[@,—)] = w (1 - E(y)) Lv S P (dx),

ouP_ est la loi de x.

Si I'on adopte pour Log x une loi plateau de demie longueur ¢ on en déduit :

2 202§
E(d@w)) = E® =114 LTt we
% WP + wre2

(6a)

(6b)

(7a)
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1 |_ 1-E®y sh
E[Q(w)] = 2 Arctg {2(4)0(4) ﬁ(dzo } (7b)

ou Z)l_ est la médiane de la distribution. L’hypothése d’une large distribution de temps

0

caractéristiques de relaxation conduit 4 s’intéresser au comportement quand £ — + oo. On obtient

alors :
E(d(w)) =~ Hl)z_'l {1 - %Log[;’—o] } (82)
E[a‘(‘)—)] ol ’4? , (8b)

et finalement d’aprés (4) a :

E(k(w)) ~ E(K) {1 + E(d(w)) + i E[L]}

Qw)
~ 1 B@) (B() + 1) {1 . ;&Log[a‘;’—;] - -Ql:} (9a)
avec :
é - x %TE‘%} (9b)

Si I'on adopte pour x une loi de type lognormale de médiane wL et dont ’écart type de log wi
[1} )]

est £, on déduit de (6), aprés un calcul fastidieux que, lorsque £ — + oo :

1 _1-EW) |7
Quw) ~ 2¢ 2
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dw) ~ BO=1 ] 2 Log[wi]
¢vV2r o

et donc que :

E(k() = § ERXEW) + 1) {1 + % Log[wio] ; QiT }

avec .

Enfin si 'on adopte pour Log [wi] une loi de densité 21—£ exp {- I%'L} par rapport a la
(]

mesure de Lebesgue dz, on obtient :

E[ 1 ]zm-E(y»
() €

0

E(dWw)) ~ -E-(Y)z'—l{l - éLog[u—‘f—]},

ce qui conduit aux formules (9).

Cela suggere que sous I’hypothése que les fréquence de relaxation des différents processus inter-

venant ont une distribution statistique unimodale de large variance et de médiane w,, :

E(k)) = k, {1 + ;(22—6 log [wio] - C—t} (10)
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Dans le cas d’une distribution A plusieurs modes il suffit d’ailleurs de pondérer, ce qui conduit
a:

E(k(w)) =~ k, {1

=3I

1 () 1

R -,Z-—. (11)
Z Q g[w ] Q
j j
Quoi qu‘il en soit on doit supposer que les facteurs de qualité sont grands, c’est & dire que

l'atténuation est faible. Ce qui est le cas pour la Terre.

Enfin, puisque la Terre est faiblement anisotrope, on supposera que pratiquement seul le

module d’incompressibilité « et la rigidité u sont affectés par I'anélasticité et donc que :

rc(w)=:c{l + w—é‘—Log[wi] - 51'} (12a)

u(w)sn{l + ”—éILog[:—“] - 6‘;} (12b)

2. Paramétrisation.

Nous avons vu au chapitre précédent que le choix de la paramétrisation est essentiel dans le

cas d’une inversion gaussienne. Les paramétres élastiques sont usuellement :

A,C,F,L,N.

Ceux qui interviennent directement dans I’équation de transport (67) paragraphe 2 du chapitre 1
sont :
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Par ailleurs la positivité de bi®! conduit 4 :

LzO,NZO,CZO,A-N-%zO. (13)

On peut étre tenté d’adopter ces parameétres complétés par F ou F/C avec des distributions de
probabilité a priori en logarithme normal. Remarquant que si X et Y sont 2 distribution 4 log-
arithme normal il en est de méme de X2Y?, il faudrait idéalement déterminer des combinaisons
de ce type qui soient indépendantes. Rien ne permet de faire un tel choix. Le plus raisonnable

est alors d’adopter un choix qui linéarise au maximum les équations. Cela conduit a :

1 1 E _N- B
L,C,C,N,A N C,
avec en plus :

or - ON >

muni d’une loi gaussienne centrée en 0.

Un premier inconvénient de ce type de choix est que le déviateur de contrainte est muni d'une
loi a priori différente des coefficients d’anisotropie. Plus grave le modéle n’est pas centré sur le
cas isotrope, c’est a dire que l’estimateur a posteriori ne minimise pas la partie déviatorique du
tenseur élastique indépendamment du modéle de référence.

On peut aussi remarquer que du fait que 'on dispose de bons modéles de Terre isotropes, les
lois de type log-normal a faible variance seront pratiquement des gaussiennes. L’approche pure-

ment gaussienne est donc suffisante.

Un choix qui est devenu usuel, 2 la suite de Anderson (1961), est :

_N_|Pu C_|a| _ 2L
A,L,f—L-[ﬂv] ,¢=X“[—] ,T]—A'—.

S'il est bien centré sur le cas isotrope, il présente cependant le grave inconvénient de privilégier
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des directions particuliéres d‘anisotropie de par le choix des paramétres indépendants.

Cherchons donc une paramétrisation gaussienne qui soit centrée sur le cas isotrope et ne
privilégie pas un type particulier d’anisotropie. L’idée la plus naturelle (cf Backus 1982) est de
se plager dans l'espace euclidien des tenseurs biM (cf chapitre I paragraphe 2 (50)) et de

considérer la partie purement isotrope et la partie purement déviatorique. Dans l’espace des ten-

seurs orthotropes, le produit scalaire euclidien englobant prend la forme :
tt =4(A-N)YA"-N) + CC + 4FF + 8LL" + 8NN, (14)
On peut alors vérifier sens peine que les tenseurs de coordonnées

(A’ C$ F$ L$ N) =(

[

( )
2 8 4
[-'3',-3,'3' s 1 ’ 0 ]’

-8 _4 2
9 57§53 >

[
-
[
-
—
-
o
-
o
N’
-

[\ Wik

sont deux a deux orthogonaux. Leurs normes respectives sont (dans le méme ordre) :
3,2~/§,6,2~/3,§m. (15)

Si I'on adopte cette famille comme base des tenseurs orthotropes, les coordonnées correspon-

dantes s’expriment en fonction des coefficients A, C, F, L, N par :

- 4 1 4 _ 4
IC—9A+9C+9F 9N
I 1. 2 2 1
u-15A+15C 15F+ 5L+ 3N
= 24 .l _1g _ 2
5, = 9A 9C 9F 9N (16)
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5z=-$A-$C+§F+§L+éN

5, = —I%A + %c-f—slw %L- %N,

auxquelles on ajoute :

b,=0p - 0N .

Réciproquement on obtient :

A=Kk + gp + 26, - %63 - g&s,
C=x + ‘-;p - 445 - g&z + 363,
F=x - 2p- 65+ %6 - 35,
=u + 6, + %63,

N=pu - §,;.

(17)

Les coefficients x et u correspondent au module d’incompressibilité et a la rigidité dans le cas

isotrope. En fait x doit &tre défini comme & = bi%, ; c’est ce terme qui intervient en effet dans
le gradient d’entropie (voir le paragraphe 2 du chapitre 1). On remarquera aussi (voir la formule

(302) de ce méme paragraphe) que §, et §, sont insensibles 4 l"anisotropie de précontrainte. Iis

ne dépendent donc que de l’anisotropie intrinséque (quadratique). C’est ce qui a guidé notre

choix.

De maniére 4 ne privilégier aucune direction d‘anisotropie dans l’espace euclidien, on doit

moduler les variances de ces différents coefficients en fonction des normes des tenseurs corres-

pondants. On adopte donc :

Q
[]

W

= |2
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(18a)

On découple de la sorte composantes déviatoriques et composantes isotropes du tenseur élas-
tique. Ce qui est justifié par le fait que la partie isotrope est a priori beaucoup mieux connue

que la partie déviatorique. Indiquons néanmoins qu’il faut prendre :

=1, (18b)

0'6=

si 'on veut ne privilégier a priori aucune de ces parties.

Cette paramétrisation donne de plus accés 4 un pourcentage intrinséque d’anisotropie appar-
ente ; le cosinus de 1’angle du tenseur élastique avec le plan isotrope :

10
1 962+65,2+ TS,*

cos L+4 9%2 + 20u2 ) (19)

On peut, bien sar, si on le juge nécessaire, prendre en compte des informations provenant de
considérations pétrologiques (cf Nataf et al. (1986) et Montagner & Anderson (1987)). Il nous
semble néanmoins préférable de les incorporer 4 une paramétrisation d’emblée vierge de tout a
priori anisotrope.

Nous complétons la paramétrisation par p muni d’une loi gaussienne (car p est bien connu a
priori et les paramétres d’anélesticité (cf(12)) :

X, et x,, étant affectés d’une distribution en Log-normale ainsi que w, et w, . Pratiquement ces

parameétres sont associés 4 £ et 4 u par l'expression (12) en ne retenant que la partie réelle.

Tous les paramétres sont supposés indépendants, et en tant que fonction du rayon ils sont munis
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de noyau de type gaussien.

3 Inversion simultanée modes-paramétres.

Les équations qui caractérisent les modes propres de la Terre supposée a symétrie sphérique et
orthopropre sont les équations (67) du paragraphe 2 du premier chapitre. La principale diffi-
culté qui apparait lorsque l'on suppose que le déplacement est un processus stochastique est liée
au centre. Précisons ce point. Pour ce faire, définissons les fonctions z,(r), z,(r), z,(r) et Vll'm,
Vsl'm et V.,’-m par :

z)(r) = 1y (r) , z4(r) = 1y, (r) , z/r) = 1y,(r) ,

VI‘-m = Y’l’“er , vam = —1 gradT(Y’l“e,) , V.,l"’n =1 Rot(Y’lne,) ,
VEL+]) V(L+])
de sorte que :
u= Z 2,0V 0 4 2 (n)V I 4 2 (r)V I (20)
{Lm

Supposons que le noyau de u soit :

C(x,x") = o2l exp{- -uxz'—?zui} .

Cherchons le noyau du vecteur (z,(r), z,(r), z,(r)). On déduit de (20) que :

Cj(r,tm ; r',t',m’) = 02 exp{ - r—z%z- } Vll'm(x).v.l"“(x') exp{%' cosvb} ar di’
2 Jlexs : ¢

rz r2

en notant ¥ l'angle (x,x’).
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Supposons que : f(cosy) = Z f,Ps%cosy) .
L

On déduit du formalisme de James (1976) (une alternative a l'approche de Phiney & Burridge
(1973)) que :

ym’ 'd—z Q - 4r tft-l (t+l)f£+1 e m
J.Ex Ef Y?Y[ €..€; 2 r2 = 2t+1 { 32-1 + 3243 8£ 8m

ym’| dE d¥° _ 4xf(t+] £+1 L ’
X

m (ym) dE d= _ dnaee)) | fea fra | g
Lx o Yeersmds [Y?] P R TIY {2:-1 23 [0 5m”

m’ dy d¥’ _ 4nft+l ’
Lx EROt [Y’t"e,].Rot [Y? e,'] o %ﬁl £y 5,65, m

Dans le cas qui nous concerne, on obtient (cf. Abramowitz & Stegun) :

f = exp{z cosy} , z = Ll

&’

vz
ft = (2£+l) 7 It+1/2(Z) .

On en déduit que :

Cjir.tm ; rfm)=0 sil#¢& etsi i=7 et j#7 ouj=7 et i#7,
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C‘n(r,r’) = ['/’tﬂ + i 1/:5] o262 exp{— (1'2‘_2';2}

Clls(r,r’) = 1‘;—‘ VUL+]) o262 exp{- (rz'—éz)i} (21a)

an(r,rz) = [‘l’tu + % W] o€t exp{_ !rié'z)z}

avec

by(z) = z & E Ipr/s(@ » 2= % :

On définit de méme z (r) = ry (r) et l'on suppose que le potentiel ¢ est gaussien dans V. Il en
découle de maniére analogue que :

Ctss(r’r’) = 0262 ¢y exp{(rz;frzﬁ} ’ @1o)

Remarquoné que lorsque z — + oo Yy(z)— 1/2 , de sorte que :

Cq(r¥) = 0

Coa(rr) = Cyglnr) = Crrlrr) = T exp {(fz'—ézﬁ} 22)

Css(r,r’) o~ %ﬁ exp {(ri—{zlz-} .

Par ailleurs au voisinage de z = 0 :

- 2L+l 1 :
V() = W{ I+3 1!(2zz+3) * }
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ou bien encore : (23)

Yy(z) = % (xg + €728 yy)

avec :

£+ 24+1
Xge1 = X1 = T, X s Y1 =YL - T, Ve
Xo=1,x =1-3 y=c1, y=14+1
0 * 1 z * (L} + 1 z

On choisit donc les variables z,, z,, z;, z, et on adopte des covariances gaussiennes dans le
noyau externe et le manteau que 'on raccorde aux expression (21a) dans la graine. Pratiquement

on se sert de (23) pour faire les calculs dans la graine.

1l ne faut pas utiliser les variables z,, z,, z4, z; car elles sont liées a priori a z,, z,, z, z, et 'on
est alors contraint d’ajuster les écarts type, ce qui est extréme long ! Nous remettons donc (67)
sur sa forme classique du deuxiéme ordre pour les variables z,, Z,, Zs, Z;,. Pour chacune des

valeurs moyennes des multiplets w, observés, ce systeme prend la forme :
x —
Lr[il‘,pj,w"]—o, (24)

en incorporant les conditions de transmissions et de surface (cf paragraphe 2 du chapitre 1). Les
conditions 2 Vorigine sont implicitement vérifiées par le choix de la covariance. C’est un des
avantages indéniables de cette approche.

Si 'on suppose que le paramétrage p; est fixé dans la Terre, 'espace modéle devient :
M = {(.,z,.,.w))} .

Utilisant 1"approche du paragraphe 5 du chapitre précédent on détermine la fréquence propre la
plus proche de la fréquence donnée a priori, ainsi que le mode qui lui correspond. L’a priori
pour (z;) peut &tre pris nul. On obtient ainsi une méthode de calcul direct des fréquences et des
modes propres.

Si 'on cherche A déterminer les parametres, I’espace modéle devient :
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M = ((-,Zj50505Pj500rs0%5.)}

L’opérateur L est maintenant constitué de la collection des opérateurs L* (22), des quelques
opérateurs différentiels associés aux équations de Clairaut et A la gravité |g,| et des trois
opérateurs intégraux associés A la masse, 2 a, , et & a, , (voir chapitre V,3). La procédure du
chapitre précédent conduit alors 4 l'inversion d’un systéme apparemment gigantesque. En fait
tenant compte de l’expression analytique particuliére de la matrice, il n’est pas nécessaire de la
calculer explicitement pour l’appliquer 4 un vecteur. Ceci permet d’utiliser une méthode de gra-
dient conjugué que l'on préconditionne par les blocs diagonaux, sans tenir compte des termes

provenant du paramétrage. Ce qui revient 3 ajuster les modes d’emblée 4 chaque itération.
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